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OLIVEIRA, E. P. Estudo da Incerteza do Escoamento de Rios através das Equacoes de Saint
Venant. 2017. 93 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-
MG.

Resumo

As equagoes diferenciais estao presentes na modelagem de inimeros fenomenos cientificos,
nos mais diversos ramos do conhecimento. Muitas destas equacoes dependem de parametros de
dificil obtencao, que possuem incertezas ou imprecisoes em sua determinacao. Nesse contexto, o
objetivo geral deste trabalho é estudar a incerteza existente no processo de escoamento de aguas
em canais abertos, mais especificamente de rios, utilizando as equagoes de Saint Venant. Essa
incerteza € abordada sob dois aspectos: através de um parametro modelado pela Légica Fuzzy
e através da consideracao da inclinagao do leito de um rio como aleatéria. Para isso, estudamos
inicialmente conceitos relacionados as equagoes diferenciais e métodos analiticos e numéricos
de resolugao das mesmas. Para modelar matematicamente essa incerteza no fenomeno de
escoamento, utilizamos a Teoria dos Conjuntos Fuzzy. Assim, estudamos conceitos basicos re-
lacionados a esta teoria e o principio da extensao de Zadeh, que estende conceitos matematicos
nao-fuzzy em conceitos fuzzy. Construimos a solucao fuzzy para as equacoes de Saint Venant
a partir da solugao analitica e da consideracao da contribucao lateral de vazao ao fluxo como
um numero fuzzy triangular. Além disso, resolvemos numericamente as equagdes, para da-
das condig¢oes de fronteira, tomando um dos parametros ora como deterministico, ora como
variavel de safda de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy, construido com o conhecimento
de um especialista na area. Por fim, avaliamos a influéncia da inclinacao do leito do rio sob
o escoamento, considerando esta inclinagdo como variavel ao longo do canal. FEste trabalho
apresenta, assim, uma abordagem do problema de escoamento de rios que permite encontrar
diferentes solucoes para diversas situacoes de forma rapida, dinamica e com possivel economia
de recursos financeiros.

Palavras-chave: Equacgoes de Saint Venant; Sistema Baseado em Regras Fuzzy; FExtensao de
Zadeh; Escoamento de Rios; Equacgoes Diferenciais.
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OLIVEIRA, E. P. A Study of the Uncertainty in River Flows using the Saint Venant Equations.
2017. 93 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The differential equations are present in the modeling of countless scientific phenomena, in seve-
ral fields of knowledge. Many of these equations depend on parameters of difficult obtainment,
which display uncertainties or imprecisions in their determination. In this respect, the general
purpose of this research is to study the uncertainty surrounding the process of an open-channel
flow, specifically that of rivers, using the Saint Venant equations. This uncertainty is approa-
ched in two aspects: through a parameter modeled by the Fuzzy Logic and by considering the
slope of a river channel as random. For this purpose, we have initially studied concepts related
to the differential equations, as well as analytical and numerical methods for solving them. To
model this uncertainty mathematically in the river flow phenomenon, we have used the Fuzzy
Set Theory. Thus, we have studied basic concepts related to this theory and Zadeh’s Extension
Principle, which extends nonfuzzy mathematical concepts to fuzzy concepts. We have built
the fuzzy solution for the Saint Venant Equations from the analytical solution and from due
consideration about the contribution of lateral flow rate to the total river flow as a triangular
fuzzy number. Additionally, we have solved the equations numerically, for specific boundary
conditions, regarding one of the parameters as deterministic at one time and at another as an
output variable of a Fuzzy Rule-Based System, built with expert knowledge. Finally, we have
assessed the influence of the river channel slope on the flow, regarding this slope as a variable
along the channel. This study presents, thus, an approach of the problem of river flow, which
enables to find different solutions for several situations in a quick and dynamic way, with a
possible saving in financial resources.

Keywords: Saint Venant Equations; Fuzzy Rule-Based System; Zadeh’s Extension Principle;
River Flows; Differential Equations.
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CY{R?)  Conjunto das fungoes de duas varidveis reais com derivadas de 1* ordem continuas.
U Conjunto universo.

SeR R QT R

R

I

ZElize

n

XA Funcao caracteristica do conjunto A.

WF Funcao de pertinéncia do conjunto fuzzy F.
supp(F) Suporte do conjunto fuzzy F.

[A]™ a-nivel do conjunto fuzzy A.

[A]° Nivel zero do conjunto fuzzy A.

supp(A)  Fecho do suporte do conjunto fuzzy A.

sup Supremo de um conjunto.

max Maximo de um conjunto.

min Minimo de um conjunto.

NA Nivel da superficie de 4gua no escoamento.
Ax Espacamento da posigao na malha.

At Espacamento do tempo na malha.
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Introducao

Intimeros fenomenos presentes nas mais diversas areas do conhecimento cientifico sao modelados
matematicamente por equacoes que apresentam derivadas das suas incégnitas, as chamadas
equacoes diferenciais. Por este motivo, o estudo das equacgoes diferenciais é fundamental para
quase todo pesquisador que trabalha, de forma direta ou indireta, com modelagem matematica.
Uma das areas do conhecimento que faz uso recorrente das equagoes diferenciais é a engenharia
civil. Desde o calculo de estruturas até o estudo do solo, passando pela hidrdulica de canais
abertos, esse tipo de equagao é muito comum no dia a dia de um pesquisador na drea de
engenharia civil.

No contexto da hidraulica de canais abertos, um assunto de bastante relevancia é o estudo
de escoamento de rios. Diversas sao as razoes que motivam esse estudo, tais como a previsao
de cheias e secas, a prevencao de enchentes e o controle de erosoes. Quando se quer estudar
um escoamento, duas equagoes tradicionalmente conhecidas como Equagoes de Saint Venant
sao frequentemente utilizadas. Mujumdar (2001) apresentou estas equagao na forma

Ao T A ox +9%—9(50—Sf):0;

ou ainda

aA aQ

Q2 (2)
0 <A> KL

em que @ é a vazdo em dada segdo [m/ s], A é a drea chamada drea molhada (drea do canal
onde ocorre o escoamento que estd em contato com o fluido que escoa) [m?], h ¢ a altura ou
espessura da lamina d’agua [m| , x é a posicao ao longo do eixo do canal [m|, ¢ é a contribuicao
lateral por unidade de comprimento [m?/s/m]|, ¢t é o tempo de escoamento [s], g é a aceleragio
da gravidade [m/s?], Sy é a inclinagio do canal e S} é a perda de energia por atrito, sendo
ambos Sy e Sy adimensionais. A Figura 1 apresenta uma se¢ao transversal genérica e exibe a
area molhada da se¢do. A primeira equacao do sistema (2) é conhecida equagao da continuidade
ou de conservagao da massa, enquanto a segunda é conhecida como equacao de conservagao do
momento. As equagoes recebem esse nome em homenagem ao engenheiro francés Adhemar-
Jean-Claude Barre de Saint Venant, que prestou diversas contribuicoes nas dreas de elasticidade
e hidraulica.

As equagdes do sistema (2) ndo podem ser resolvidas simultaneamente de maneira analitica,
exceto para casos muito simplificados. Suponhamos que a contribuicao lateral seja devida a
precipitacao atmosférica que cai a uma determinada taxa. Se as forcas de atrito e gravidade
forem dominantes sobre as forgas de inércia e pressao, a segunda equagao se reduz a Sy = Sy
(essa simplificagio é detalhada no Capitulo 3). Henderson e Wooding (1964) apresentaram

1



solugao para a forma simplificada das equacgoes de Saint Venant no caso em que a contribuicao
lateral g é constante, com as seguintes condi¢oes de fronteira:

h(rx =0,t) =0,vt; h(z,t=0)=0,Vr. (3)

, Area molhada (A)
/

Figura 1: Secao transversal genérica de um rio e a area molhada.

Woolhiser e Liggett (1967) mostraram que um modelo conhecido como onda cinemética é
uma boa aproximacao para as equacoes de Saint Venant sob determinadas condigoes. Mais
tarde, Morris e Woolhiser (1980) modificaram as condigdes de validade para essa aproximagao.

Parlange et al (1981) generalizaram a solu¢do proposta por Henderson e Wooding (1964)
para o caso em que a contribuicao lateral depende do tempo, mas é positiva. Se a contribui¢ao
lateral é negativa, ou seja, se o rio cede adgua para o meio externo, as solugoes propostas por
Henderson e Wooding (1964) e por Parlange et al (1981) nao se aplicam. Posteriormente,
Cundy e Tento (1985) e Giraldez e Woolhiser (1996) apresentaram solugdes para a situagio em
que a contribuicdo se torna negativa apds determinado tempo depois de a chuva cessar. Além
disso, Sander et al (1990) desenvolveram uma solucéo para o caso em que a contribuigao lateral
é uma funcao arbitraria, nao-negativa até certo tempo t* e negativa apds esse tempo t*.

Do ponto de vista numérico, segundo Venancio (2003), Massau (1889) foi o primeiro a tentar
uma solucao grafica as equacoes de Saint Venant. Porém, esta proposta nao teve aceitacao
devido ao tempo e esfor¢o necessarios para sua obtencao. Alguns anos mais tarde, Isaacson et
al (1956) realizaram estudos de cheias do rio Ohio, nos EUA.

A partir daf, diversos pesquisadores utilizaram técnicas explicitas ou implicitas para resolver
as equagoes, tais como Garrison et al (1969), Abbott e lonescu (1966), Baltzer e Lai (1968),
Fread (1973), entre outros. Venancio (2003) utilizou um esquema de diferengas finitas conhecido
como esquema de Preissmann para obter a solu¢do das equagbes. Ainda, Steinstrasser (2005)
resolveu as equacoes através um método chamado de Método Difusivo de Lax, também baseado
em diferencas finitas.

Assim como em diversos outros problemas, estudar o escoamento de um rio envolve incer-
tezas. Com o objetivo de propor uma abordagem mais flexivel a modelos matemdticos, L.
Zadeh desenvolveu a primeira publicagao sobre conjuntos fuzzy [3]. Desde entéo, a teoria dos
conjuntos fuzzy e suas aplica¢oes apresentam uma evolugao rapida e estdo presentes nos mais
diversos ramos do conhecimento cientifico. Diferentemente dos demais trabalhos realizados so-
bre as equacgoes de Saint Venant, que utilizaram modelos e parametros deterministicos, neste
trabalho a contribuicao lateral é um parametro fuzzy.

Os objetivos especificos deste trabalho sao aplicar o principio da extensao de Zadeh para
a solucao analitica das equagoes de Saint Venant com a contribuicao lateral sendo um ntimero
fuzzy triangular e resolver numericamente as equagoes de Saint Venant obtendo os valores da



contribuicao lateral de vazao ao fluxo através de um SBRF. Desta forma, estudamos neste
trabalho métodos numéricos e analiticos para resolugao de equagoes diferenciais, com vista a
aplicd-los, em conjunto com um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF), na solucdo das
equagoes de Saint Venant. Em outras palavras, fazemos um estudo que aborda algumas incerte-
zas existentes na modelagem do escoamento de rios. Elaboramos um SBRF, cujas varidveis de
entrada sao a porosidade do leito do rio e a diferenca entre o nivel do lencgol freatico e a altura
da lamina d’agua e cuja varidvel de saida é a contribuicao lateral de vazao ao fluxo por unidade
de drea. A partir de uma base de regras desenvolvida em conjunto com um especialista na
area de Hidrdulica e Mecanica dos Fluidos, utilizamos o SBRF para estudar o comportamento
das varidveis de interesse em diversas situacoes. A utilizacdo de um SBRF no problema de
escoamento de rios possibilita tratar o problema com dinamismo e rapidez, na medida em que
fornece uma solugao correspondente a cada conjunto de valores para as varidveis de entrada.
Por este motivo utilizamos um SBRF no problema principal deste trabalho.

Os exemplos apresentados no texto sao todos relacionados & engenharia civil, bem como o
problema principal.

A organizacao do trabalho é feita a seguir.

No Capitulo 1, apresentamos conceitos basicos sobre equacoes diferenciais e métodos de
resolucao analitica e numérica. Ao fim do capitulo, com o objetivo de exemplificar o método
de Runge-Kutta, estudamos o problema do desmoronamento da ponte de Tacoma Narrows.

No Capitulo 2, introduzimos conceitos iniciais da teoria de conjuntos fuzzy, definimos os
a-niveis, explicamos o principio de extensao de Zadeh e apresentamos a estrutura de um SBRF.
Também, como exemplo, construimos um SBRF aplicado a engenharia civil.

No Capitulo 3, apresentamos a primeira parte do problema central deste trabalho. Cons-
truimos a solucao analitica das equagoes de Saint Venant, sob determinadas hipéteses, e apli-
camos o principio da extensao de Zadeh a esta solucao.

No Capitulo 4, realizamos um estudo aprofundado sobre o comportamento das solucoes
das equagoes de Saint de Venant obtidas a partir de um SBRF e estudamos a influencia da
inclinacao do leito do rio sobre essas solugoes.

No Capitulo 5, apresentamos as conclusoes, consideragoes finais e sugestoes para trabalhos
futuros.

Edmilson Paulo de Oliveira
Uberlandia-MG, 20 de fevereiro de 2017.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais e Métodos de
Resolucao

Diversos fenomenos da natureza, modelos fisicos, biolégicos e de engenharia sao descritos por
equacoes matematicas nas quais aparecem derivadas das varidveis que descrevem os proble-
mas em questao. Essas equagoes sao chamadas equacoes diferenciais e tem ampla aplicacao
nos mais diversos ramos do conhecimento. Algumas vezes, é possivel encontrar fungoes que
satisfazem uma equacao diferencial de interesse. Nesse caso, dizemos que a equagao possui
solugao analitica. Em outros casos, nao é possivel encontrar tais fungoes. Quando isso ocorre,
precisamos encontrar solucoes aproximadas para as equagcoes através dos chamados métodos
numéricos. Neste capitulo, apresentamos conceitos e defini¢goes sobre equacgoes diferenciais e
alguns métodos para resolve-las. Além disso, apresentamos, como exemplo da utilizagao do
Método de Runge-Kutta, um breve estudo sobre o desmoronamento da ponte de Tacoma Nar-
rows, nos EUA.

1.1 Equacoes Diferenciais

Definicao 1.1. Uma equagao que contém as derivadas de uma ou mais variaveis dependentes,
em relagdo a uma ou mais varidveis independentes, é chamada de equagao diferencial [33].

Uma solugao de uma equacao diferencial é uma funcao cujas derivadas satisfazem a equacao.
Evidentemente que nem sempre existe solucao analitica para uma equagao diferencial e, quando
existe, nao é sempre que podemos garantir a unicidade dessa solucao.

d 3t
Exemplo 1.1. Seja a equacao diferencial d_f — = A funcio & = tv/3 é uma solucio para a
x

equacao diferencial, visto que sua derivada torna a equacao verdadeira.

Muitas vezes, ao trabalharmos com problemas fisicos, estamos interessados em uma solugao
particular que satisfaca determinadas condigoes adicionais. Quando todas essas condigoes sao
dadas em um unico ponto, estamos diante de um problema de valor inicial (PVI). Caso essas
condigoes sejam dadas em mais de um ponto, temos um problema de valor de contorno (PVC).

Exemplo 1.2. O problema
y =32 =1)
{ 4(0) =2, (1.1)

é um PVI, pois é uma equagao diferencial acrescida de uma condic¢ao adicional em tnico ponto.

o



Exemplo 1.3.
u(x) 4 2u/(x) + u(x) = x
u(0) =0 (1.2)
u(l) = —1.

é um PVC, pois se trata-se de uma equacao diferencial acrescida de duas condigoes adicionais
em pontos distintos.

Podemos classificar equagoes diferenciais quanto ao tipo, ordem e linearidade.

1.1.1 Classificacao quanto ao tipo

Se uma equacao diferencial apresenta apenas derivadas ordinarias de uma varidvel dependente,
em relagdo a uma tnica varidvel independente, esta é dita equagio diferencial ordinaria (EDO)
[33]. De maneira mais formal, definimos a seguir.

Definicao 1.2. Uma equagao diferencial ordinaria (EDO) é uma equagio da forma

dy d™y
F — ., ] = 1.3
<$Py7 de den> O) ( )

em que y ¢ uma funcao n vezes diferenciavel, chamada de variavel dependente, e x € I C R ¢
chamada de varidvel independente [33].

Exemplo 1.4. A equagao diferencial

PPy dy
CY 2% i 6y=0
da? der 4

¢ uma EDO, uma vez que apresenta apenas derivadas ordinarias em relagao a variavel x.

Podemos definir também um sistema de EDO, que é um conjunto de equagoes diferenciais
que apresentam apenas derivadas ordindrias de varias varidveis dependentes em relacao a uma
Unica variavel independente. Matematicamente, temos:

Definicao 1.3. Um sistema de equacgdes diferenciais ordinarias é um sistema da forma

(

dyy  d™yn dyp Ay dye ATy

Fy 33;?/1;?/2;---;?/71;%,---, dzmi dw,...,w,...,%,..., dm =0
Bz dyv  d™y dye A"y dye ATy
2\ Y S s g e g e ) (1.4)

F dy  dMydyy A dye ATy
\ k x7y17y27"'7yn7 d.x?"'? dxm1k7 d.x?"'? dxmzk VAR d.x VAR dxmnk 7 )

em que Y1, ..., Y, sao varidveis dependentes da varidvel independente .

Por outro lado, uma equacao que envolve derivadas parciais de uma varidavel dependente
de duas ou mais varidveis independentes é dita equagao diferencial parcial (EDP). De maneira
formal:

Definicao 1.4. Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma equagao da forma

2 m
F<x1 Yy Oy oy >0, (1.5)

T Oy OO’ Oy, L Oy
J 1 m

em que r = (x1,...,1,) pertence a algum dominio @ C R” e y : @ — R é uma fungao
com derivadas parciais até a ordem m. As coordenadas xy, ..., x, sdo chamadas varidveis
independentes e y variavel dependente.




Exemplo 1.5. A equacao diferencial

o,
“ox y@yiu

¢ uma EDP, pois apresenta derivadas parciais da varidvel v em relacao as variaveis x e y.

Definicao 1.5. Um sistema de equagbes diferencias parciais é um conjunto de equacoes da
forma

Iy P ™y, My Py "k yy, B
F L1y .oy Ty Y1, *07

v Yk 8—1’1" 83:1833] T 8551'1---8551'7”1 T 81’@" 83:,833] Y 83:”83:,”%
(1.6)

em que ¥, ..., Yr sao variaveis dependentes das variaveis independentes xy, ..., x,.

1.1.2 Classificacao quanto a ordem

A ordem de uma equacao diferencial é, por defini¢ao, igual a ordem da derivada de mais alta
ordem presente na equagao.

Exemplo 1.6. A EDO

d
4x—y+y:x
dx

¢ de primeira ordem, uma vez que a derivada de maior ordem que aparece na equacao é uma
derivada primeira.

Exemplo 1.7. A EDO

d*y dy\’

— 45 =) —dy=¢€"

dx? + <dx goe
é de segunda ordem, pois a derivada de maior ordem que aparece é uma derivada segunda.
Exemplo 1.8. A EDP

20 | Ou
C ot o

¢ de quarta ordem, pois a derivada de maior ordem que aparece é uma derivada quarta.

=0

1.1.3 Classificacao quanto a linearidade

Dizemos que uma EDO na forma (1.3) é linear se F' for linear em relacio a y e todas as suas
derivadas. Analogamente, dizemos que uma EDP na forma (1.5) é linear se F' for linear em
relacdo a y e todas as suas derivadas parciais [5].

Exemplo 1.9. As EDO

dy
et =0
'xdx+?/ ;

ey =2y +y=0c¢



dS?/ d2?/ dy
3 2 T
o T $3 x $2 + ox n Yy €

sao lineares, pois nao apresentam y e suas derivadas em graus maiores do que um, tampouco
produtos entre derivadas ou entre uma derivada e y.

Exemplo 1.10. A Equacao do Transporte, dada por

ou n ou 0
o ox
é uma EDP linear.
Exemplo 1.11. A EDO
yy' =2 =

nao é linear, pois apresenta um produto entre y e y”.

Observacao 1.1. Existe uma classificacdo muito conhecida e de suma importancia para EDP
lineares de segunda ordem em duas variaveis [11]. Suponha uma EDP linear de segunda ordem
da forma

a(x, Vg, + 2b(x, t)uge + c(x, t)ug + d(x, thu, + ez, tue + fx, t)u = g(z, t). (1.7)

Usualmente, a soma dos termos que contém as derivadas de ordem superior, isto é, a(x, {) .+
2b(x, )y + c(x, t)uy, é conhecida como parte principal da EDP. Vamos considerar a matriz

A(Zﬁ) (1.8)

em que a = a(x,t), b =b(x,t) e c = c(x,1).
Podemos classificar a EDP (1.7) de acordo com os autovalores da matriz A. Uma vez que
A é simétrica, seus dois autovalores sao ambos reais e sdo as raizes da equagao

a— A b

det(A— M) = b oe—1

‘(a—)\)(c—)\)—b2)\2—(a+c))\—(62—ac)O. (1.9)

Em cada ponto (z,t), os autovalores sdo definidos pelo sinal do discriminante d(x,t) =
b* — ac. Assim, para cada ponto fixado (z,t), temos que

e Se b? — ac < 0, as duas rafzes da equagao (1.9) possuem o mesmo sinal e a EDP ¢ dita
eliptica.

e Se b? — ac = 0, uma das rafzes da equacgio (1.9) ¢ nula e a EDP ¢ dita parabdlica.

e Se b? — ac > 0, as duas rafzes da equagio (1.9) possuem sinais opostos e a EDP ¢ dita
hiperbdlica.

Assim, toda EDP na forma da equagao (1.7) pode ser classificada em cada ponto (x,y)
como eliptica, parabdlica ou hiperbdlica.

Exemplo 1.12. A equagao Uy, + Uy, = 0, conhecida como Equagao de Laplace, € eliptica, pois
o discriminante é igual a d(x,y) = 0> — 1.1 = —1 < 0 para todo (x,y).



Exemplo 1.13. A equagao u,, — u, = 0, conhecida como equagao do calor, é parabdlica, pois
o discriminante é igual a d(x,y) = 0 — 1.0 = 0 para todo (x,y).

Exemplo 1.14. A equagdo Uy, — Uy, = 0, conhecida como equagao da onda, é hiperbdlica,
pois o discriminante ¢ igual a d(z,y) = 0> — 1.(=1) = 1 para todo (x,y).

Exemplo 1.15. A equagao yu,, + u,, € eliptica, parabdlica ou hiperbdlica, de acordo com o
valor de y. De fato, temos que o discriminante é igual a d(x,y) = 0> — y.1 = —y. Assim,

e A equacao é eliptica se y > 0.
e A equacao é parabdlica se y = 0.

e A equacao ¢ hiperbdlica se y < 0.

1.2 O Método das Caracteristicas

Uma infinidade de problemas de natureza pratica sao descritos pelas EDP. Nem sempre encon-
trar uma solugao para uma EDP ¢é trabalho simples. Na verdade, em diversos casos, as solugoes
analiticas nao sao conhecidas e é, nesses casos, necessario lancar mao de métodos numéricos.
Em algumas situacoes, uma ferramenta conhecida como método das caracteristicas permite
transformar, de certa forma, uma EDP em uma EDO, facilitando, assim, o processo de busca
pela solucao da EDP original.

O método das caracteristicas tem como ideia béasica obter curvas ao longo das quais a EDP
se reduz a uma EDO. Tais curvas sao chamadas de curvas caracteristicas da equagao, daf o
nome do método. O nome curvas caracteristicas se deve ao fato de que elas independem das
condic¢oes iniciais da EDP. Uma vez obtidas as curvas caracteristicas, podemos integrar a EDO
obtida ao longo das caracteristicas, obtendo dessa forma a solu¢ao. Apresentamos o método a
partir de um exemplo [5].

Consideremos a equacao unidimensional de convecgao homogenea para um fluido incom-
pressivel com velocidade varidvel, que corresponde a equagao (1.10):

ug(z,t) + ez, ug (2, t) =0, (2,8) ER xR, ce& CYR?), (1.10)

em que u ¢ a densidade de massa do fluido, ¢ é sua velocidade e C*(R?) representa o conjunto
das funcoes de duas varidveis reais cujas derivadas parciais de primeira ordem sao todas fungoes
continuas.

Seja (x(t),t) uma curva arbitraria no plano xt. A derivada de uma funcao u qualquer ao
longo desta curva é dada, através da Regra da Cadeia, por:

4,
dt

Se u é uma fung¢do que satisfaz a equagao (1.10), entdo devemos ter

(x(t),t) = ue(x(t), ) + 2 (O)u, (x(t), ). (1.11)

d
0 a0 longo das curvas para as quais 2'(t) = c(x,t),

dt

ou seja,

u = k ao longo das curvas x/(t) = c(x, t).



Assim, ao longo das curvas caracterfsticas dessa equacao, a EDP w, + cu, = 0 foi reduzida
a EDO «' = 0. Para obter a solu¢ao do problema, basta agora integrar a EDO ao longo dessas
curvas caracteristicas.

E importante salientar que as curvas caracteristicas sao definidas a partir de uma EDO nao
necessariamente linear. Assim, ndo podemos garantir que as caracteristicas estejam definidas
para todos os pontos do dominio do problema. Em geral, estao definidas apenas localmente.
Vejamos, a seguir, um exemplo mais detalhado.

Exemplo 1.16. Consideremos o PVI a seguir [5].

up — xtu, =0, u(r,0) = f(x), rzeR, teR. (1.12)
Seja (z(t),t) uma curva em R%. A derivada de uma funcio u qualquer, ao longo dessa curva,
é dada por
d
e
Se u satisfaz a EDP do PVI (1.13), entao devemos ter

x(t),t) = ug + ' (t)uy (1.13)

2 (t) = —uat, (1.14)

que é, justamente, a EDO que define as curvas caracteristicas da EDP. A equagio (1.14) é uma
EDO separdvel. Assim, podemos reescrevé-la da forma

dx
— — —tdt. 1.1
. tdt (1.15)

Resolvendo a equagao (1.15), temos

12

x(t) =ce” 7, (1.16)

em que ¢ é a constante de integracdo. Para ¢ = 0, temos x(0) = ¢. Dado um ponto (g, %), a
curva caracteristica que passa por esse ponto é dada por

2
0

xg=ce 2 (1.17)
Isolando ¢ em (1.17), temos que

2
t

c=2x0e?. (1.18)
Substituindo (1.18) em (1.17), obtemos

2,2
iT—tf

x(t) = xoe™ 2 (1.19)
Como u € constante ao longo das curvas caracteristicas, temos que
u(xo, to) = ufc,0) = u(xoeé,O) = f(xoeé). (1.20)
Dessa forma, a solugao do PVI é
u(x,t) = f(xeé). (1.21)

No capitulo 3, utilizamos o método das caracteristicas para resolver analiticamente as
equacoes de Saint Venant.
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1.3 O Método das Diferencas Finitas

O Método das Diferencas Finitas (MDF) é um método numérico para resolugao de equagoes
diferenciais. Tem como base as chamadas Férmulas de Diferencas Finitas, que sao expressoes
utilizadas para aproximar derivadas ordinarias ou parciais, a partir da expansao em série de
Taylor das fungoes cujas derivadas deseja-se aproximar [7].

Observagao 1.2. Ao trabalharmos com métodos numéricos, é necessario efetuar a chamada
discretizacao do problema. Assim, o dominio do problema, que geralmente é um intervalo
continuo (ou um produto cartesiano de intervalos continuos), é particionado e o problema é
resolvido de forma discreta para os pontos que definem essa partigao. B usual, no contexto da
discretizacao, utilizar notacoes do tipo x,, ni1, Tp_1. Suponha que o dominio do problema
seja o intervalo [a, b] e que esse dominio serd particionado em subintervalos de comprimento h.
Nessa situacao, temos que xo = a, r1 = a + h, x,, = a + nh e assim por diante.

Existem tres tipos de aproximacoes para as derivadas: diferenca progressiva, diferenca atra-

sada e diferenca centrada.

Diferenca Progressiva

Seja y = f(x) uma funcdo infinitamente diferencidvel definida num intervalo aberto contendo
um ponto xg. Temos que a expansio de f(x) em série de Taylor em torno de xg é dada por

[ —xo)* " wo)(w = 20)”

1) = Jao) + [ ao)(o — xo) + . (1.2
Fazendo, na equacdo (1.22), 19 = Tp, T = Tpy1 € Tpy1 — Ty = h, temos:
Fltnin) = Flaw) + P+ L ST (1.23

2! 3!

Truncando a soma no termo da derivada primeira, temos que, para &, € (Zn, Tny1),

" i h2
Flann) = FGaa) + agh L Cmed (1.24)

Explicitando f’(x,) na equagao (1.24), temos

fl($n) _ f($n+1)h_ f($n) . ﬁfll(gmn+1)- (125)

[N}

h L . .
O termo 5 J"(&snir) € 0 resto de truncamento e, sendo a poténcia de h igual a 1, dizemos

que o método é de primeira ordem. De forma simplificada, se y = f(x), temos:

Y.~ L“}; In. (1.26)

Diferenca Atrasada

Nesse tipo de aproximacgio, a expansao em série de Taylor é calculada para x = x,_;. Assim,
fazendo, na equagao (1.22), xo = xp, T = Tp_1 € T — Tpn_1 = h, temos:

fll (xn)hQ B flll (xn)h?)
2! 3!

f(@no1) = flan) = f'(2n)h + (1.27)
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Truncando a soma no termo da derivada primeira, temos que, para &, , € (Tn_1,Tn),

" e h2
Flrat) = Fa) — angn 1+ IS (1.23)
Explicitando f’(x,) na equagao (1.28), temos
fla) = LI IEOD By (1.20)

h
O termo — f"(&,.,,_,) ¢ o resto de truncamento e o método também é de primeira ordem. De

forma simplificada, se y = f(x), temos:

y;L r~ yn_yn—l. (130)

Diferenca Centrada

A férmula para a aproximagao da derivada primeira pelo método da diferenga centrada é obtida
da mesma forma que nos casos de diferenca atrasada e diferenca progressiva.

Calculando a expansao em série de Taylor para o ponto x = x,,, e truncando a soma no
termo da derivada segunda, temos:

[ @a)h? [ (€xn 1) B

Flann) = Fea) + faagn T LTl (131)
com &y, € (T, Tngr)-
Por outro lado, calculando a expansao para x = x,,_1, obtemos:
Flanm) = fa) - Pagn L T (1.52)
com &, | € (Tp_1,Tn).
Subtraindo a equagao (1.32) da equagao (1.31), temos:
h3
J @) = [(@a-a) = 2f (@)l A [ 7 (€n) + ["(Exn)]- (1.33)
Explicitando f'(x,),
n+1 — n—1 h2 " "
Pl = A= ICnc) T gpmieq o pea) (1.34)

2h 12
h2
O resto, nesse caso, é igual a —[f""(Expy1) + [ (Exn_1)] e, visto que a poténcia de h é 2,

dizemos que o método é de ordem 2. Escrevendo de maneira simplificada chegamos em:
/ Ynt1 = Yn—1
R 1.35

E possivel, ainda, encontrar aproximacoes para outras derivadas, também a partir da ex-
pansao em série de Taylor. As expressoes a seguir mostram as aproximacoes adequadas para a
derivada segunda.

e Diferenca progressiva

mn - n_hl
yZ%Q(yH 32 y”) (1.36)



12

e Diferenca atrasada

n—1 " Yn hl
y;;w(y ! §2+ y“) (1.37)

e Diferenca centrada

"o Yn+1 — 2yn + Yn—1

Um exemplo de aplicagao do Método das Diferencas Finitas é apresentado no Capitulo 2.

1.4 O Método de Runge-Kutta de 4* ordem

Uma importante familia de métodos para resolucao numérica de equagoes diferenciais ordinarias
é a familia dos métodos iterativos de Runge-Kutta. Os métodos recebem este nome pois foram
desenvolvidos por volta de 1900 pelos matematicos alemaes C. Runge e M. W. Kutta. Sao
diversos os métodos dessa familia, sendo nomeados de acordo com a ordem do erro global de
truncamento. Assim, o método de Runge-Kutta de 1* ordem apresenta, por exemplo, erro de
truncamento global de ordem 1. Abordamos, neste trabalho, o método de Runge-Kutta de 4*

ordem.
Considere o PVI

yl — f(t7y)
{ y(to) = 10, (1.39)

em que ¥y = (Y1, ..., Yn) : R — R™ é uma fungao de valores reais a valores no R” ¢,tq € I C R,
f{t,y) : R x R* — R™ é uma fungio determinada e 3y ¢ um vetor do R™.

O método de Runge-Kutta de 4* ordem estabelece expressoes para a obtencao da solugao
aproximada desse PVI, conforme a seguir.

1
Y1 = yj + E(Kj + 2L + 2M; + Ny), (1.40)

em que:

Ky =hf(t;,y;);
L= hf(t; + %y + 3
My = hf(t; + 5,y + 5
Ny =hf(t; +h,y; + M,).
Note que K, L, M, N sao vetores do R™ e que

fl(tyy) Klj
fn(t;y) Knj

Assim, a partir deste momento, quando escrevemos Kj,, estamos nos referindo a i-ésima
coordenada do vetor K na j-ésima iteragao. A notacdo é andloga para os vetores L, M e N.

O erro de truncamento desse método é de 4* ordem, e por isso, recebe o nome Runge-Kutta
de 4* ordem.
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1.4.1 Um exemplo de aplicacao do Método de Runge-Kutta

Um dos mais conhecidos e lembrados incidentes envolvendo engenharia civil é o colapso da
ponte de Tacoma Narrows, nos Estados Unidos. Tratava-se de uma ponte pensil que, devido a
fortes ventos e ausencia de formato aerodinamico, caiu em novembro de 1940.

Desde sua inauguracao, a ponte atraia curiosos, ja que era posssivel perceber oscilacoes ver-
ticais na estrutura. No dia 7 de novembro de 1940, durante uma forte tempestade, as oscilagoes
aumentaram a niveis nao vistos anteriormente. Rapidamente, as oscilagoes verticais tornaram-
se oscilagoes rotacionais, causando abalos estruturais na ponte, que logo veio a desmoronar. A
Figura 1.1 mostra o movimento de torcao da ponte e a Figura 1.2 mostra o desmoronamento.

Figura 1.1: Vibragoes da ponte de Tacoma Narrows [6].

Durante muitos anos, atribuiu-se a ruina da estrutura ao fenémeno da ressonancia. A res-
sonancia ¢ um fenomeno fisico que ocorre quando a frequéncia natural de um sistema vibratoério
é igual a frequencia das forgas externas que atuam sobre este sistema. Mas, em pesquisas mais
recentes, os matemdticos Lazer e McKenna (1990) sustentaram que o que causou o desmoro-
namento foram efeitos nao-lineares, e nao ressonancia. Para que a ressonancia fosse a causa
dos deslocamentos incomuns da estrutura, os ventos deveriam atuar de forma periddica e cons-
tante sobre a ponte, incidindo sempre com um angulo especifico sobre a mesma, o que parece
improvéavel para uma for¢a natural. Surgiu, entdo, um novo modelo que poderia explicar o
desastre. Apresentamos um modelo similar ao proposto por Lazer e McKenna (1990) a fim de
exemplificar a utilizacdo do Método de Runge-Kutta de 4* Ordem.

Consideremos uma ponte suspensa e um Unico cabo vertical dessa ponte. Suponhamos que
esse cabo tenha principio de funcionamento similar ao de uma mola, mas com uma diferenca:
diferentes caracteristicas sob tensao e compressao. Quando tracionado, o cabo se comporta
como uma mola com constante elastica b e, quando comprimido, com constante eldstica a, de
modo que 0 < a < b. Representamos por x(t) a deflexdo vertical da parte da pista ligado ao
cabo, em que ¢ representa o tempo e x = 0 a posi¢ao de equilibrio [32]. Definimos o sentido
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positivo da deflexdo para baixo. Nao havendo amortecimento, uma equacao que modela o
problema em questao é

mz” + F(x) = g(t), (1.41)

em que g(t) é a forca aplicada, m é a massa do elemento da ponte ligado ao cabo e F(x) ¢é a
funcao definida por partes a seguir:

br, se x>0
F(x){ax, se x <0.

Figura 1.2: Desmoronamento da ponte de Tacoma Narrows [6].

Para que a ressonancia fosse responsavel pelo colapso da estrutura, a frequencia natural do
sistema composto pelo cabo e pela secao do tabuleiro a este ligada deveria ser igual a frequencia
da forca g(t) [34]. A frequencia natural do sistema é a frequéncia com a qual o sistema vibra
quando nao ha forgas externas atuando. Neste caso, a equacdo (1.41) assume a forma

mx” + F(x) = 0. (1.42)

Vamos supor, por simplicidade, que F'(x) = kx. Temos, entao

ma” + kx = 0. (1.43)

Uma vez que a massa m nao ¢ nula, podemos escrever

k
2+ —x=0. (1.44)
m

k
A razao — ¢é definida como w3, ou seja,
m

k
=4/ —. 1.45
o m ( )

Assim, para que houvesse ressonancia, a forga externa atuante sobre o sistema deveria

ter frequencia w = wy = {/ —. Por exemplo, poderiamos ter uma for¢a externa da forma
m

g(t) = sen{wpt). Para que a igualdade ocorra, é necessério que a constante elastica dos cabos
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presos a ponte seja a mesma sob tracao e compressao, o que nao € verdade do ponto de vista do
modelo apresentado por Lazer e McKenna (1990). No modelo que apresentamos, a constante
elastica € igual a 4, quando o cabo estd sujeito a tracao, e é igual a 1, quando o cabo esta
sujeito a compressao.

Solucao analitica

Vejamos uma situacao particular para esse problema. Suponhamos m = 1,0 =4, a = 1,
g(t) = sen(4t) e que o tabuleiro da ponte esteja inicialmente na posi¢ao de equilibrio, a uma
velocidade v = 1 m/s para baixo. Entao, temos o PVI

2" + F(x) = sen(4t);
2(0) = 0; (1.46)
2(0) = 1.

O PVI (1.46) possui solugao analitica. Por se tratar de um PVI composto por uma EDO
linear de segunda ordem, podemos resolve-la usando o método dos coeficientes a determinar.
Resolvemos o PVI no intervalo [0,37]. Vamos considerar inicialmente x > 0, uma vez que a
velocidade é considerada positiva para baixo e o sentido considerado positivo para a deflexao
também é para baixo. Assim, temos o seguinte PVI

2"+ dx = sen(4t);

2(0) = 0; (1.47)
2/(0) = 1.
A solucdo do PVI é da forma
2 (t) = xp(t) + xn(l), (1.48)

em que z,(t) é uma solugao particular da EDO nfo homogenea e z,(t) é a solu¢do geral da
homogenea associada.
Vamos considerar primeiramente a EDO homogénea

2’ +4x = 0. (1.49)
A partir da equacao caracterfstica 4% + 4 = 0, obtemos a solucao

xn(t) = crcos(2t) + casen(2t). (1.50)

Para encontrar uma solucao particular da EDO nao homogénea, utilizamos o método dos
coeficientes a determinar. Uma vez que a EDO nao homogenea é

2"+ 4x = sen(4t), (1.51)

uma possivel solugho é da forma x,(t) = Asen(4t) + Bceos(4t). Calculando as derivadas de
xp(t) e substituindo na EDO (1.51), obtemos, através da simples igualdade das fungoes, que

A= 13 © B = 0. Assim, uma solucao particular da EDO é

1
xp(t) = —1—236n(4t). (1.52)
Portanto, a solugao geral da EDO (1.51) é dada por
1
x(t) = cicos(2t) + casen(2t) — Esen(élt). (1.53)

Aplicando as condicoes iniciais, obtemos
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x(t) = gsen(%) — 1—1236n(4t). (1.54)

Utilizando a identidade sen(20) = 2sen(f)cos(f) em (1.54), temos

x(t) = %sen(%) — %2256n(2t)cos(2t) = gsen(%) — ésen(Qt)cos(Qt). (1.55)

De forma simplificada, temos

x(t) = sen(2t) E — écos(%)} : (1.56)

T
Note que o primeiro valor positivo de ¢ que torna x(t) =0 é ¢ = 5 Nesse instante, a ponte

, T )
volta & posicao de equilibrio. E facil ver que 2’ <§> =3 ou seja, a velocidade é negativa,
o que diz que o tabuleiro da ponte estd se movimentando para cima. Nesse caso, o cabo é

7r
comprimido. Assim, a partir de ¢t = 590 PVT a ser resolvido é

v(3) =0 (1.57)

Usando métodos identicos aos utilizados para a solugao do primeiro PVI, obtemos a solugao
de (1.57). A equagao caracteristica da EDO homogénea associada a este PVI é

v +1=0, (1.58)

o que leva a uma solucao geral

xp(t) = czcos(t) + cysen(t). (1.59)

Usando novamente o método dos coeficientes a determinar para encontrar uma solugao
particular para a EDO nao homogénea do PVI (1.57), obtemos

xp(t) = —%sen(élt). (1.60)

Assim, a solugéo geral da EDO do PVI (1.57) é
1
x(t) = c3cos(t) + cysen(t) — 1—536n(4t). (1.61)

7
Aplicando as condic¢bes iniciais, obtemos ¢z = R e ¢4 = 0. Dessa forma, a solugao do PVI
(1.57) ¢é

7 1
x(t) = gcos(t) — Bsen(élt), (1.62)
que reescrita assume a forma
7 4
x(t) = cos(t) | = — —sen(t)cos(2t)| . (1.63)

5 15
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A partir de (1.63), notamos que o préximo valor positivo de ¢ que torna z(t) =0 é t = -
) 37 17 . . . C .
Nesse instante, temos x 5 5 ou seja, o tabuleiro retorna a posicao inicial e esta se

movimentando novamente para baixo. Dessa forma, o novo PVI a ser resolvido é

2"+ dx = sen(4t);

Y,
N2 ) (1.64)
, 3T 17
rl—=]=—.
2 15
O processo de resolucao é identico aos PVI anteriores. A solu¢ao da EDO homogénea é
xp(t) = cscos(2t) + cgsen(2t), (1.65)
enquanto uma solucgao particular da nao homogenea é
1
xp(t) = —1—236n(4t). (1.66)

Dessa forma, a solugao geral da EDO do PVI (1.64) é

1
x(t) = cscos(2t) + cgsen(2t) — Esen(élt). (1.67)
. - . 11 . .
Aplicando as condicoes de fronteira, obtemos c5 = 0 e ¢g = 5 Assim, a solugdo do PVI
(1.64) ¢
(1) = —1Zsen(21) — - sen(41) (168
z(t) = —sen psen(4t). )

Reescrevendo, obtemos

x(t) = sen(2t) {—1—; = écos(%)} : (1.69)

De maneira inteiramente analoga, obtemos as solugoes para o préximo intervalo, até t = 3.
Assim, a solugéo para o intervalo [0, 37| é dada por

(

2 1
sen(2t) {g = Ecos(2t)} : se 0<t<3
7 4 i 37
cos(t) | = — —sen(t)cos(2t)| , se 5 <t< T
5 15
x(t) = no1 (1.70)
sen(2t) {—1—5 = Ecos(2t)} : se <t <2m
) =2 — L os(t)eos(2t) or<t<3
s —— — —cos(t)cos se :
A R ! e

Solucao numérica

Vamos agora resolver o PVI (1.46) numericamente. A EDO associada ao PVI é de segunda
ordem, mas podemos, através de uma mudanca de variavel, transforma-la em um sistema de

dx
EDO de primeira ordem. Fazendo w =1z e 2 = q temos



dw
dt

i sen(4t) — F(w).
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(1.71)

Para resolvermos o sistema (1.71), utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Assim, seja h o espacamento desejado. Neste caso, temos

em que

Apresentamos, a seguir, o cédlculo dos coeficientes K, L, M e N para uma j-ésima iteracao

h

h
Mj :hf <t]+

Nj - hf(t] + hayj + Mj))

genérica.
sendo
_ [ Wy
y] + 2 T < Z]
e £ — wj
y] 2 o Zj
. I
Y; + M = < z;
Entao,

1t = (40

h K
Fltitguts

hf(ts, ;)

) h ( sen(4t;

sen(4t; + 2h) + F (wj +2u

)+ Fwy)

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)
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Lo
A A N : 1.81
f<J+2’y]+2> <sen(4tj+2h)+F<wj+L_2]>> e
' ' - Zj+M2j
Js 4 hyy; + M) = < sen(4t; + 4h) + Flw; + My,) >

Calculando-se os vetores K, L, M e N em cada tempo ¢;, é possivel obter os valores de w
e z no tempo t;4;. Como y = (w, 2), temos

(1.82)

1
y]+1:y]+6(K]+2LJ+2M]+N]) (183)

Utilizando-se a equacao (1.83) para todos os tempos da malha, obtemos todos os valores
desejados para y = (w, z). O problema pode ser resolvido computacionalmente utilizando o
software MATLAB.

Podemos comparar as solugbes analitica e numérica. A Figura 1.3 apresenta os graficos das
solucdo analftica e numérica. Para a solucao numérica, é adotado um passo de h = 1,5.10757.

E 1i T T T 5

= Solugao numérica
(i)

o —Solugéo analftica
L

o 0 7
=

=

=

[

E -1 T
8

o

&

B 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo [s]

Figura 1.3: Solucgoes analitica e numérica do PVI que modela o deslocamento de uma ponte
pensil.

Como € possivel notar, a diferenca entre os resultados obtidos pelo método de Runge-Kutta
e pelo método analitico é imperceptivel nos graficos. A Figura 1.4 mostra o erro absoluto
cometido pela aproximacao numérica, calculado como sendo |Tpum — Tan|, €M que Tpym € 0
valor obtido pelo método numérico de Runge-Kutta e o z,, € o valor calculado analiticamente.

-1

x10

Erro absoluto [m]

10
Tempo [s]

Figura 1.4: Erro absoluto cometido pela aproximacgao através do método de Runge-Kutta.
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Uma outra andlise interessante a ser feita é a respeito do comportamento da estrutura
conforme o tempo passa. A Figura 1.5 mostra que, conforme o tempo passa, a amplitude da
oscilacao da ponte aumenta cada vez mais. O resultado foi obtido numericamente, também
utilizando o Método de Runge-Kutta, apenas ampliando-se o intervalo de tempo considerado.
A partir do observado no grafico, surge uma possivel explicacdo para o colapso da ponte: as
amplitudes aumentaram gradativamente, de modo que atingiram niveis ndo suportados por sua
estrutura.

L]

=]

'
(=]

Deslocamento vertical [m]

&

Tempo [s]

Figura 1.5: Evolucao da oscilagao da ponte ao longo do tempo.

No préximo capitulo, apresentamos uma introducao a Teoria dos Conjuntos Fuzzy e ao
Principio da Extensao de Zadeh, que sao utilizados no estudo dos problemas principais deste
trabalho. Além disso, analisamos um exemplo de aplicagao dos Sistemas Baseados em Regras
Fuzzy, que também sao usados posteriormente.



Capitulo 2

Conjuntos Fuzzy

Em diversos campos do conhecimento, surgem problemas que nao sao muito bem representados
através da teoria classica de conjuntos, na qual um elemento pertence ou nao a um conjunto.
Em um estudo médico, por exemplo, pode nao ser adequado classificar pacientes acometidos por
certa doenca apenas como “febris” ou “nao febris”. Poderia, neste caso, ser mais interessante,
do ponto de vista de modelagem, tratar os pacientes como tendo febre alta, média ou baixa,
ou seja, atribuir graus para a febre dos paciente. Nesse sentido, para trabalhar com a incerteza
presente em diversos problemas, tem se desenvolvido a Teoria dos Conjuntos Fuzzy.

A primeira publicacdo acerca dos conjuntos fuzzy ¢é atribuida a L. Zadeh (1965). Desde
entao, muito se tem evoluido nesse campo e intimeras sao as aplicacoes dessa teoria. Uma
area da matematica aplicada com grande nimero de aplicagoes dos conjuntos fuzzy é a bioma-
tematica. Neste capitulo, apresentamos conceitos basicos sobre a teoria dos Conjuntos Fuzzy e
ainda, como exemplo, o célculo da deflexdao de uma viga utilizando dois SBRF.

2.1 Conjunto Classico e Conjunto Fuzzy

Na teoria classica de conjuntos, um conjunto pode ser definido em termos de sua chamada
funcao caracteristica [3].

Definigao 2.1. Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A fungao caracteristica de A
¢ dada por

XA(SC){ é i;ﬁ : (2.1)

Dessa forma, temos que o dominio da fungao x4 € o conjunto U e a imagem esta contida
no conjunto {0,1}. Nesse contexto, y4(zr) = 1 indica que o elemento x estd em A, ao passo
que xa{r) = 0 indica que o elemento x nao é elemento de A. Assim, um conjunto A estd
completamente descrito pela sua funcao caracteristica y 4, na medida em que diz exatamente
quais sao os elementos de U que pertencem a A.

Por outro lado, em algumas situagoes, nao conseguimos definir com precisao se um elemento
pertence ou ndo a um dado conjunto. Considere, por exemplo, os habitantes de uma determi-
nada cidade [3|. A cada pessoa desta cidade podemos atribuir um nimero real que corresponde
a sua idade. Mas, se quisermos definir o conjunto dos jovens dessa cidade, terfamos dificuldades
de definir binariamente se uma pessoa de 30 anos, por exemplo, pertence ou nao ao conjunto
de jovens. Seria mais adequado, nesse caso, atribuir graus de pertinencia ao conjunto de jovens
de acordo com a idade de cada individuo. Assim, um habitante com 25 anos teria um maior
grau de pertinéncia ao conjunto dos jovens da cidade do que um habitante com 40 anos.
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Definicao 2.2. Seja U um conjunto. Um subconjunto (ou simplesmente conjunto) fuzzy F' de
U é caracterizado por uma funcao chamada funcao de pertinéencia dada por

pr U —[0,1]. (2.2)

Cada elemento x de U é associado a um numero pp(x), com 0 < pp(x) < 1, chamado de
grau de pertinencia de x a £'. O valor pup(x) = 1 indica que o elemento x de U tem pertinéncia
plena a I, ao passo que o valor pup(r) = 0 indica que o elemento de x de U tem pertinéncia
nula a F.

O subconjunto classico de U dado por

supp(l") = {zx € U : pp(x) > 0}

¢ chamado de suporte de F.

2.2 Operacoes com Subconjuntos Fuzzy

Sejam A e B conjuntos cldssicos de U representados, respectivamente, por suas fungoes carac-
teristicas x4 e xp. Definimos entao os conjuntos

AUB={relU:x€ A ou z¢€ B},
ANB={xelU:x€ A e x¢€ B},
A ={x e U :x ¢ A},

respectivamente chamados de conjunto “unidao entre A e B”, conjunto “interseccao entre A e
B”e conjunto “complementar ao conjunto A”.
As fungoes caracteristicas de tais conjuntos s@o, respectivamente

Xaus(r) = max{xa(x), xs(x)},
Xang(r) = min{xa(r), xs()},
Xac(x) = 1—xalz), Vxel.

Pensando nos conjuntos fuzzy caracterizados pelas fungoes de pertinencia, podemos definir
unido, interseccao e complementar dos mesmos.

Definigao 2.3. Sejam A e B conjuntos fuzzy. As fungdes de pertinencia que caracterizam os
conjuntos fuzzy uniao, interseccao e complementar sao, respectivamente, dadas por

praup () = max{pa(c), pp()},
prans(€) = min{pa(x), pp ()},
frac(z) =1 — palz), Ve el.

A Figura 2.1 mostra o grafico das fung¢oes de pertinéncia de dois conjuntos fuzzy A e B
genéricos. As Figuras 2.2, 2.3 e 2.4 mostram, respectivamente, os graficos das fungoes de
pertinéncia dos conjuntos fuzzy AU B, AN B e A°.

2.3 Os a-niveis

Dado um subconjunto fuzzy A de U, podemos dizer que seus elementos, que também sao
elementos de U, possuem uma certa hierarquia, traduzida através de uma classificacao por
graus. Assim, um elemento x de U estd em uma classe se seu grau de pertinéncia a A é maior
que um determinado valor ou nivel a € [0, 1] que determina aquela classe. O conjunto cldssico
desses elementos é chamada de a-nivel de A e é denotado por [A]*.
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Figura 2.1: Grafico das fungoes de per-
tinencia de dois conjuntos fuzzy A e B
genéricos.

Figura 2.3: Grafico da funcdo de per-
tinéncia do conjunto A N B.
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Figura 2.2: Grafico da funcao de per-
tinencia do conjunto fuzzy AU B.
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Figura 2.4: Grafico da funcao de per-
tinéncia do conjunto fuzzy A°.

Definicao 2.4. Sejam A um subconjunto fuzzy de U e a € [0, 1]. O a-nivel de A é o subconjunto

classico de U definido por

[A]*={z € U : pa(x) > a}, para 0 < a < 1.

O nivel zero de um subconjunto fuzzy A é o menor subconjunto classico fechado de U que
contém o suporte de A. Em linguagem matematica, [A]° = supp(A).
Apresentamos a seguir um exemplo que pode ser encontrado em Barros e Bassanezi (2015).

Exemplo 2.1. Sejam U = [0,1] e A o subconjunto fuzzy de U cuja fun¢do de pertinéncia é
dada por ps(x) = 4(x — 2%). Assim, se a € [0,1], o a-nivel é o conjunto formado pelos valores

x tais que

4z —2%) > a. (2.3)

Rearranjando a inequagao (2.3), temos

< —

%. (2.4)
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Completando o quadrado, obtemos

1 1 a
2 _p4-_-<_ 2 2.5
x x+4 15T (2.5)

ou ainda

<x—%>2§1;a (2.6)

Extraindo raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade (2.6), chegamos a

1 v1—
x —‘ < “ (2.7)
2 2
Utilizando a propriedade de desigualdade modular [12], obtemos
v1— 1 V1=
2a§x—§§ 20‘. (2.8)

Reescrevendo,

(1+vI—a) (2.9)

Dessa forma,

[A]* = [1(1 = V1 —a),3(1 + V1 — a)] para todo a € [0,1].

2.4 Principio de Extensao de Zadeh

Em muitas situagoes, surge a necessidade de estender conceitos da teoria de conjuntos classicos
para a teoria dos conjuntos fuzzy. Lofti A. Zadeh propos um método de extensao, conhecido
como Principio de Extensao, que é uma das bases para a extensao de conceitos nao-fuzzy em
conceitos fuzzy [3].

O Principio da Extensao de Zadeh para uma funcao f : X — Z descreve como deve ser a
imagem de um subconjunto fuzzy A de X por f.

Definigao 2.5. Sejam f: X — Z uma fun¢ao e A um subconjunto fuzzy de X. A extensio
de Zadeh de f é a funcao [ que, aplicada a A, da o subconjunto fuzzy f(A) de Z, com funcao
de pertinencia dada por

) = { f%lf(I>)MA($); se [T 2)#£ @
Hias = 0, se fTl2)=o2 ’

em que f~2) = {z: f(x) = 2z} denomina-se pré-imagem de z [3].
Se f for uma funcao bijetora, entao

{o: f@) =2} ={/7'()},

em que f~' ¢ a funcio inversa de f.
Notamos que, se A é um subconjunto fuzzy de X, com funcio de pertinéncia 14, e se [ é
bijetora, entdo a fun¢éo de pertinéncia de f(A) é dada por
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friay(2) = sup pa(r) = sup  palx) = pa(f71(2).
{:£(x) =2} (wef ()}

A Figura 2.5 ilustra o funcionamento do Principio de Extensao de Zadeh.

Hawy

Figura 2.5: Representagao esquematica da obtenc@o da imagem de um conjunto fuzzy A por
uma fungao f [26].

O Teorema a seguir nos fornece um importante resultado que auxilia na obtencao da extensao
de Zadeh de uma func¢ao continua.

Teorema 2.1. Sejam X um espago topoldgico, f : X — Z uma func¢ao continua e A um
subconjunto fuzzy de X, com a-niveis compactos e ndo vazios. Entdo, Va € [0, 1] vale

Lf(A)]™ = F{IA]7).
O resultado acima nos diz que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo Principio da
Extensao de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-niveis pela funcao f [3].
Na préoxima secao, detalhamos a estrutura de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy, que é
utilizado posteriormente no estudo da Equagoes de Saint Venant.

2.5 Sistema Baseado em Regras Fuzzy

No dia a dia, as ac¢des humanas controlam diversos tipos de sistemas reais por meio de in-
formacoes, sob algum aspecto, imprecisas. Um individuo recebe informacoes, que sao interpre-
tadas segundo seus parametros, e decide qual atitude deve tomar [3]. Um Sistema Baseado em
Regras Fuzzy (SBRF) segue esse preceito: trata-se de um sistema que utiliza a légica fuzzy
para produzir saidas a partir de entradas fuzzy. Antes de detalhar o funcionamento de um
SBRF, precisamos definir o que sao variaveis linguisticas. Uma varidvel linguistica fuzzy é uma
variavel cujo valor é expresso qualitativamente por termos linguisticos e quantitativamente por
fungoes de pertinencia.

Exemplo 2.2. Suponha que estejamos interessados em estudar o escoamento de um rio em
um meio poroso. A porosidade desse meio poderia ser tratada como uma varidvel linguistica, ex-
pressa pelos termos linguisticos “pequena”, “média”e “grande”. Cada um dos termos linguisticos
seria definido por uma funcao de pertinéncia. A Figura 2.6 apresenta uma possibilidade para
as funcoes de pertinéncia da varidvel linguistica “porosidade”.
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Baixa ' Média : ' Alta

=} o o
IS =)} o

Grau de pertinéncia

=
[

0.2 025 03 035 0.4 0.45
Porosidade
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o

Figura 2.6: Funcoes de pertinéncia da varidvel “porosidade”.

Um SBRF contém basicamente quatro componentes: processador de entrada, base de regras,
maquina de inferéncia fuzzy e processador de saida. A Figura 2.7 apresenta esquematicamente
estas quatro componentes, que detalhamos a seguir.

____________________

:'rrCu‘llém oconjuntode |
| agdes arealizarem |
| |

" Realiza  processo de racociio |
| para estimar a saida em fungdo da)
L enfrada, .

...............................

Figura 2.7: Componentes de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy [9].
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2.5.1 Processador de Entrada - Fuzzificacao

Nesta componente, as variaveis de entrada do sistema sao tranformadas em conjuntos fuzzy,
de acordo com seus respectivos dominios, em um processo conhecido como fuzzificagdo. Assim,
sao atribuidos termos linguisticos a cada varidvel de entrada e funcoes de pertinéncia a cada
termo linguistico. Nessa etapa, é fundamental a atuacao de um especialista da adrea em que se
esta aplicando o SBRF para a construcao das fungoes de pertinéncia.

2.5.2 Base de Regras

Trata-se um moédulo que compoem o que pode ser chamado de “ntcleo”do SBRF. B composto
por uma colecao de proposicoes fuzzy na forma linguistica

SexiéArexyéAye ... ex, éA,,
entaoug € Breuy é Boe ... e, é By,

em que i, T, ..., T, sao as entradas do SBRF e uy,uo, ..., u,, sdo as saidas.
Naturalmente, as regras sao definidas com a utilizacao das informacoes fornecidas por um
especialista.

2.5.3 MaAquina de Inferéncia Fuzzy

Nesta componente, cada proposicao fuzzy é traduzida matematicamente a partir das técnicas da
légica fuzzy. Os operadores matemdaticos aplicados nas proposicoes sao selecionados e definem
a relacdo que modela a base de regras. O sucesso do sistema depende basicamente da maquina
de inferéncia, uma vez que ¢é ela quem apresenta as saidas do SBRF, a partir das entradas e das
relacoes definidas pela base de regras. Existem diversos métodos de inferéncia fuzzy. Tratamos,
neste trabalho, do Método de Mamdani.

O Método de Inferéncia de Mamdani

Mamdani propoe uma relacao fuzzy binaria M entre a entrada x e a saida u para modelar
matematicamente a base de regras. O método é baseado na regra de composicdo max-min
conforme descrito a seguir [3].

e Em cada regra R, da base de regras, a condicional “se x é A;, entdao u é B;”é modelada
pela aplicagao minimo;

e Adota-se a aplicagdo minimo também para o conectivo légico “e”;

e Para o conectivo légico “ou”, adota-se a aplicacao méximo, que conecta as regras fuzzy
da base de regras.

Formalmente, podemos definir a relagao fuzzy M como sendo o subconjunto fuzzy de X x U,
com fungao de pertinéncia dada por

prag () = max (i, (2,)) = max [min () (@), o, (0))], (2.10)

1<j<r 1<j<r

em que r ¢ o nimero de regras da base e A; e B; sdo os subconjuntos fuzzy da j-ésima regra.
Evidentemente, os subconjuntos fuzzy A; e B, que aparecem na equacgao (2.10) podem
representar o produto cartesiano fuzzy A;; e Bji. Por exemplo, podemos ter

[A; ($) = min [MAjl ('xl)? HA; ($2)] € B (u) = min [Mle(ul)ﬂ K Bjs (UQ)]v

tratando-se, nesse caso, de um SBRF de duas entradas e duas saidas. A Figura 2.8 apresenta
um exemplo de utilizacao do Método de Inferencia de Mamdani.
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Figura 2.8: Aplicagao genérica do Método de Inferencia de Mamdani com composi¢gao max-min.

2.5.4 Processador de Saida - Defuzzificacao

Em geral, a saida da maquina de inferencia fuzzy é um conjunto fuzzy. O processador de
salda faz o processo que permite representar o conjunto fuzzy por um nimero real, a chamada
defuzzificacao.

Sao diversos os métodos de defuzzificacdo. Apresentamos o método do centroide, o método
do centro dos maximos e o método da média dos méximos.

Método do Centroide

Trata-se de um método de defuzzificacao semelhante a uma média ponderada, em que os pesos
aqui sao dados pelos valores pp(u;), que indicam o grau de compatibilidade do valor u; com o
conceito modelado pelo conjunto fuzzy B.

Para um dominio discreto, temos

> wipp(us)
o(B) = .
Z fop(ui)
=0
Para o caso de dominio continuo, temos

upp(u)du
G(B) = /R— (2.12)

(2.11)

em que R é a regiao de integracao.
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Método do centro dos maximos

Este método leva em consideracao na defuzzificacao apenas os valores do suporte que possuem
maior grau de pertinéencia. Temos que o defuzzificador é dado por
i1+ s
C(B) - ; , (2.13)

em que

i=inf{ueU: pupu) = mgxug(u)}

s = sup{u € U : pp(u) = max pp(u)}

Método da média dos maximos

Trata-se de um método comumente utilizado para dominios discretos. O defuzzificador é a
média dos maximos, ou seja

M(B) — = (2.14)

em que u;, 1 <17 < n, sdo os elementos de maior pertinencia ao conjunto fuzzy B.
Na préxima secao, apresentamos um exemplo de aplicagao de um SBRF ao cdlculo das
deflexdes de uma viga, elemento estrutural usado na engenharia civil.

2.6 Deflexao em uma Viga Engastada: uma Aplicacao
de SBRF

Um dos elementos estruturais mais importantes na engenharia civil é a viga, elemento sujeito
usualmente a cargas transversais. Geralmente, tal elemento estrutural é usado em conjunto
com pilares e lajes, para transferir os esforcos verticais recebidos da laje para o pilar. As vigas
podem ser de madeira, ago ou concreto.

2.6.1 Apoios e classificagao de vigas

Essencialmente, as vigas podem ser classificadas quanto aos tipos de apoios presentes. Os apoios
sao elementos que fazem o contato da viga com as superficies para as quais a viga transmite os
esforgos.

Os apoios de vigas podem permitir deslocamentos de tres tipos: rotacao, translagao vertical
e translagdo horizontal. Cada um desses deslocamentos é chamado de grau de liberdade [18].
De acordo com os tipos de deslocamentos que cada apoio permite, eles podem ser classificados
em:

e Apoio de primeiro genero: restringe um grau de liberdade.
e Apoio de segundo género: restringe dois graus de liberdade.

e Apoio de terceiro género: restringe trés graus de liberdade.

Os tipos mais comuns de vigas sao:
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e Viga em balanco ou engastada ou engastada-livre: apresenta um apoio de terceiro genero
(engaste) em uma extremidade e a outra extremidade livre de apoios;

e Viga biapoiada ou simplesmente apoiada: possui dois apoios, geralmente um de primeiro
genero numa extremidade e um de segundo genero na outra;

e Viga biapoiada com balanco: apresenta trechos em balanco além dos apoios;
e Viga biengastada: apresenta engaste em ambas as extremidades;

e Viga engastada e apoiada: apresenta engaste em uma extremidade e um apoio de primeiro
ou segundo género na outra extremidade.

As Figuras 2.9, 2.10, 2.11, 2.12 e 2.13 mostram representagoes esquematicas das vigas
de tipo engastada, biapoiada, biapoiada com balanco, biengastada e engastada e apoiada,
respectivamente.

Figura 2.9: Representacao de uma viga engastada.

Figura 2.10: Representacao de uma viga Figura 2.11: Representacao de uma viga
biapoiada. apoiada com balanco.
! ]
! s
Figura 2.12: Representacao de uma viga Figura 2.13: Representacao de uma viga
biengastada. engastada e apoiada.

Na Figura 2.10, o apoio da esquerda é um apoio de primeiro genero, pois restringe apenas o
deslocamento vertical, ao passo que o apoio da direita é um apoio de segundo géenero, uma vez
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que restringe deslocamentos vertical e horizontal. Na Figura 2.9, na extremidade esquerda, te-
mos a representacao de um engaste, que restringe deslocamentos horizontal e vertical e também
a rotacao.

Independentemente do material do qual é feito a viga e dos tipos de apoios nela presentes,
quando esta se encontra sob a ac¢ao de forgas (esforgos), sofrera deslocamentos (que chamaremos
de deflexdes) perpendiculares a seu eixo. As deflexdes sofridas por uma viga podem ser obtidas
a partir da solucao da seguinte EDO.

Pylr) M)
dx? El(z)’

(2.15)

em que y(x) é a deflexdo na se¢io transversal de posicao x, M(z) é o chamado momento fletor
atuante na secao transversal de posicao x, Y é o chamado médulo de elasticidade longitudinal
ou médulo de Young, que é uma propriedade do material da viga, e I(x) é o momento de inércia
da se¢ao transversal de posicao z. O momento de inércia é, na verdade, funcao da dimensoes
e forma da se¢ao transversal e que esta segao transversal pode variar suas dimensoes conforme
varia a posicao x. J4 o momento fletor em uma determinada secao depende da localizacao dessa
secao ao longo da viga e da forca atuante sobre a estrutura.

Naturalmente, nao é desejavel que uma viga sofra grandes deflexoes, uma vez que é aplicada
em sistemas estaticos de engenharia. Assim, é fundamental ao engenheiro estrutural o controle
das deflexdes sofrida por vigas dentro de limites aceitaveis do ponto de vista de seguranca.

2.6.2 Solucao analitica

Suponhamos inicialmente uma viga engastada de comprimento 1 m, cuja secao transversal
é retangular, com base e altura constantes, respectivamente de 35 ¢m e 60 ¢m. Suponha,
ainda, que essa viga esta sob acdo de um carregamento uniformemente distribuido de 1 kN/m.
Nessa situacao, o momento fletor, que pode ser calculado através do equilibrio de forcas em
determinada segao, ¢ dado por

(1 —x)*
2

M (z) = 1000 — 500(1 — z)*. (2.16)

Nesse caso, como a base e a altura da viga sdo as mesmas em todas as posigdes x, 0 momento
de inércia é constante. A EDO (2.15) assume a forma

Py(x)  500(1 — x)?
dx? 2B1
Admitindo que a viga é engastada, temos, como condigoes de valor inicial, que y(0) = 0 e
y'(0) = 0. A solugao do PVI, obtida por duas integragoes diretas, é

(2.17)

12517
ylx) = — Vol (6 — 4x + 2%). (2.18)

O momento de inércia de area ou simplesmente momento de inércia ¢ uma propriedade de
uma se¢ao plana de um corpo, que tem rela¢do com a resisténcia a deformagao dessa segao [18].
E definido pela integral

Y2
1/ y2dS. (2.19)
Yy

1

em que dS é um elemento infinitesimal da area da secao. Para uma secao retangular de base b
e altura h, temos que dS = bdy. Assim,
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b/2
I = / y°bdy. (2.20)
—b/2

Resolvendo a integral (2.20), obtemos que o momento de inércia para segoes retangulares é
dado por

3
=
12
Para a viga em questao, temos b = 0,35 m e h = 0,60 m. Além disso, suponhamos que a
viga seja feita de concreto, cujo médulo de Young é ' = 210 GPa. Substituindo tais valores
na equagao (2.18), podemos obter o grafico que representa a deflexdo da viga, cujo resultado é
mostrado pela Figura 2.14.

(2.21)

2
x 10

0

0.2

Deflexao [m]

1 1 1 1 1 1 1 1
1] 0.1 g2 03 04 05 06 07 08 0.9 1
Posiz@o ao longo do eixo da viga [m)]

A L
Figura 2.14: Deflexao de uma viga engastada-livre sob acao de carregamento uniforme.

Observagao 2.1. A unidade do médulo de Young é um multiplo da unidade pascal, represen-
tada por Pa. O pascal equivale ao newton dividido pelo metro quadrado, ou seja, 1 Pa = 1
N/m? e é utilizado para medir pressoes.

I interessante observar que as deflexdes sdo, de fato, muito pequenas, da ordem 1077,
conforme é esperado para esse tipo de elemento estrutural.

2.6.3 Calculo da deflexao utilizando dois SBRF

Suponhamos, agora, que estamos interessados em estudar deflexdes em vigas com secoes trans-
versais que variem ao longo do seu eixo, conforme ilustrado pela Figura 2.15. Nesse caso, o
momento de inércia I(x) nao seria mais constante, o que tornaria substancialmente mais com-
plicado resolver a EDO (2.15). Além disso, para resolve-la analiticamente, seria necessario
determinar uma expressio analitica para I(x). Na prética, esta expressdo pode nédo ser de
facil obtengao. Numericamente, apenas poderfamos efetuar o cédlculo das deflexdes caso co-
nhecéssemos valores de altura e base para diversas secoes. Assim, pela praticidade de nao
necessitarmos conhece-la, utilizamos dois SBRF para modelar o problema.

O primeiro SBRF tem como entrada a posicao x ao longo da viga e como saidas a base
b = b(x) e a altura h = h(x) da se¢lo transversal da viga. O segundo SBRF tem como entradas
a base b e a altura h e como saida o momento de inércia I = I(b,h). A Figura 2.16 mostra
esquematicamente os dois sistemas.
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Figura 2.15: Representacao de uma viga de concreto com segao transversal varidvel.

Figura 2.16: Esquema representativo dos dois SBRF utilizados.

Primeiro SBRF

Para o primeiro SBRF, temos uma variavel linguistica de entrada, a distancia da origem
(posi¢ao) ao longo do eixo da viga x, com os termos linguisticos: “pequena’, “média”e “grande”,
conforme apresentado pela Tabela 2.1. A Figura 2.17 apresenta as fungoes de pertinéncia para
cada termo linguistico.

Posicao ‘ Nivel zero
Pequena [0;0,3]
Média | [0,2;0,8]
Grande | [0,7;1,0]

Tabela 2.1: Termos linguisticos para a variavel de entrada “posicao”.

Com relagao as variaveis linguisticas de saida, temos a medida da base b e a medida da altura
h. Ambas recebem trés termos linguisticos, denominados “pequena”, “média”’e “grande”, cujos
intervalos sao dados pelas Tabelas 2.2 e 2.3.

Medida da base ‘ Nivel zero

Pequena [0,15;0,25]
Média 10,20:0,45]
Grande [0,40;0,50]

Tabela 2.2: Termos linguisticos para a variavel de saida “medida da base”.

As fungoes de pertinéncia atribuidas aos termos linguisticos das variaveis saida sao mostra-
das nas Figuras 2.18 e 2.19.
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Figura 2.17: Fungoes de pertinencia para a varidvel de entrada “posicao”.

Medida da altura ‘ Nivel zero

Pequena [0,25;0,35]
Média 10,30;0,65]
Grande [0,60,0,70]

Tabela 2.3: Termos linguisticos para a variavel de saida “medida da altura’”.

Peq‘iﬂena ' " Media ' ' Grahde

=} o =
iy [o)} o
T T T

Grau de pertinéncia

o
)
T

%
w

0.2 025 0.3 035 0.4 0.45 845
Medida-da-base(b)

Figura 2.18: Fungoes de pertinencia para a varidvel de saida “medida da base”.

Variavel de entrada | Varidveis de safda
Posicao Base ‘ Altura
Pequena Grande | Grande

Média Pequena | Pequena
Grande Média Média

Tabela 2.4: Base de regras para o primeiro SBRF.

A partir das varidveis de entrada e saida e das funcoes de pertinéncia, estabelecemos uma
base de regras. A Tabela 2.4 apresenta as regras utilizadas.



35
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Figura 2.19: Funcgoes de pertinencia para a varidvel de saida “medida da altura”.

Segundo SBRF

As safdas base b e altura h do primeiro SBRF séo as entradas do segundo SBRF. Os termos
linguisticos e fungoes de pertinéncia sdo os mesmos do SBRF anterior. A varidvel linguistica
de safda desse segundo sistema é o momento de inércia I. Os termos linguisticos sao “baixo”,
“médio”e “alto”. A Tabela 2.5 apresenta os suportes dos termos linguisticos.

Momento de inércia ‘ Nivel zero
Baixo [1,953.107% 5, 774.10~7]
Médio [3,719.1072;1,077.1072]
Alto [8,715.1073; 1,429.1072]

Tabela 2.5: Termos linguisticos para a variavel de saida “momento de inércia”.

As funcoes de pertinéncia adotadas para a saida, momento de inércia I, também sdo do
tipo triangular. Os graficos destas fun¢bes sao apresentados na Figura 2.20. A base de regras
do segundo SBRF é apresentada na Tabela 2.6.

B?Lxc : ' " Medio | Alto

o = =
s o} o

Grau de pertinéncia

=}
&)

| | ! L Il Il 1|
% 2 4 B 8 10 12 14
Momento-de-inéraia(l) x10°

Figura 2.20: Fungoes de pertinencia para a varidvel de saida “momento de inércia”.



Altura Pequena | Média | Grande
Base
Pequena Baixo | Médio | Médio
Média Baixo | Médio | Alto
Grande Médio | Médio | Alto

Tabela 2.6: Base de regras para o segundo SBRF.

Resultados

A partir dos dois SBRF, é possivel encontrar as deflexdes esperadas para uma viga engastada-
livre de concreto, sujeita a agio de um carregamento distribuido de 1 kN/m, com segoes trans-
versais variaveis. A EDO (2.15) é resolvida numericamente utilizando o Método das Diferencas
Finitas e o valor de I(x) obtido através dos SBRF. O grifico das deflexdes obtidas para essa

viga é apresentado na Figura 2.21.
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Figura 2.21: Solu¢ao numérica utilizando os SBRF.
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Caso seja de interesse analisar as deflexoes em uma viga com outra configuracao de secoes
transversais, basta construir novos SBRF e utiliza-los para estimar os valores do momento de

inércia I, evitando a necessidade de conhecer expressoes analiticas para I.

No préximo capitulo, apresentamos a solu¢ao analitica e a solu¢ao fuzzy das equacoes de
Saint Venant, quando utilizamos a contribuigao lateral de vazao ao escoamento de um rio como

um parametro fuzzy triangular.



Capitulo 3

Solucao Analitica das Equacoes de
Saint Venant

As Equacgoes de Saint Venant formam um sistema de duas equagoes que descrevem o escoa-
mento de rios em termos da velocidade do escoamento e da profundidade de lamina d’agua.
Na literatura, tais equacgoes sao apresentadas de diversas formas, de acordo com a abordagem
desejada. Na Introducao, apresentamos estas equagoes em funcao das derivadas da area mo-
lhada A, da vazao @ e da altura da lamina d’dgua h, sendo A, Q e h todos dependentes da
posicao x e do tempo de escoamento t. Neste capitulo, apresentamos as mudancas de variaveis
convenientes para obter as equagoes em funcao das derivadas da altura da lamina d’agua h e
da velocidade de escoamento u, ambas fungdes da posigdo x e do tempo ¢ [28]. Além disso,
estudamos a primeira parte do problema central deste trabalho: a aplicacao do principio de
Extensao de Zadeh a solucao analitica das equacoes de Saint Venant.

3.1 As Equacoes de Saint Venant

Na Introducao deste trabalho, apresentamos a seguinte forma das Equacoes de Saint Venant:

8A8
2,09

L 8 (i) (3.1)
A@Cf A aA a = 9(50 = 5y).
x r
Suponhamos um rio com se¢ao transversal constante, por exemplo retangular, com largura
b ao longo de toda a extensao do canal, conforme apresentado na Figura 3.1.
Neste caso, a area molhada é dada por A = bh e a vazao por Q = uA = ubh, em que u é a
velocidade de escoamento. Utilizando ambas as relagbes na primeira equagao do sistema (3.1),
temos

Obh) | ubh)

=q. 3.2
ot ox ! (3.2
Como b ¢ considerado constante ao longo de todo o curso do rio, temos que
oh  O(uh)
b— +b =q. 3.3
ot " ox 1 (3:3)
Dividindo a equagao (3.3) por b, que é diferente de zero, obtemos
oh  J(uh) ¢
i — 1 4
at " Tor b (3:4)
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Figura 3.1: Secao transversal retangular de um rio.

Fazendo % = R, chegamos a

oh  O(uh)
ot " ox
Na equagao (3.5), R é chamado de contribuigao lateral de vazao por unidade de drea, uma
vez que se trata de uma grandeza com unidade de vazao/drea [m/s|.
Por outro lado, podemos também utilizar as relagoes A = bh e () = ubh na segunda equacao
do sistema (3.1). Assim, temos

~ R (3.5)

1 O(ubh) 1 3( R ) oh
oot bh o ax Yap 9050
Mais uma vez, pelo fato de b ser considerado constante, podemos simplificar a equacéo (3.6),
obtendo

(3.6)

l@(uh)Jrlﬁ(th)Jr oh
noot  h or  or

Utilizando a Regra do Produto para as derivadas [12], temos

9(So — S¢)- (3.7)

8(uh) 8u Oh

e
o(wh)  ,0h Ou
o =+ b (3.9)
Substituindo as equagoes (3.8) e (3.9) na equagao (3.7), temos
8u 8h 8h 8u 8h

Fazendo as multiplicacoes indicadas, temos

ou uwdh u?oh ou oh

— + =+ ——+2u - S 3.11
o " hor T har ar Vg 95050 (8:1)
ou ) ou ou ) -
A parcela 2u— pode ser escrita como u— + u—. Rearranjando os termos da equacao
ox ox ox

(3.11), temos
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Ju ou 8h u? oh ou u@h

1Al . U N . .
Colocando em evidencia o termo 7, s tres Ultimas parcelas do primeiro membro, obtemos

ou ou oh wu oh ou Oh
gt v gk (agh et 5~ atso- 59, (3.3)

ot
Mas, pela Regra da Cadeia, temos que:
oh Oh Ju  Oh  O(uh)

n +u B h% e + py (3.14)
Igualando as equagoes (3.14) e (3.5) e substituindo na equagéo (3.13), chegamos a
ou ou oh  Ru
EJFU%JFQ%JFT*Q(SO—SJ”); (3.15)
ou ainda,
du ou 8h Ru
Assim, o sistema de equacido (3.1) pode ser escrito de forma equivalente como
oh N O(uh) _ R
%+ %+ LN 7} (3.17)
ot ox ' Yox O T

Na segunda equagao do sistema (3.17), podemos separar as parcelas da seguinte forma:

ou ou u
— + u— + —: parcelas devidas a inércia do escoamento;
ot Ox h

oh N .
99, parcela devida a pressao;

x

gSp: parcela devida a gravidade;
gS¢: parcela devida ao atrito do escoamento.

3.2 Solugao Analitica das Equacoes de Saint Venant

Consideremos uma superficie impermeavel, inicialmente seca. Suponhamos que comece a existir
uma contribuicao lateral de vazao constante R sobre a superficie, devida a chuva ou a outras
fontes. Apds algum tempo, se forma uma lamina d’agua de espessura h. A Figura 3.2 representa
o perfil longitudional desta situacao de escoamento, em que # é o angulo de inclinac¢ao do leito
do escoamento, com tg(f) sendo demoninada Sy. As segoes iniciais do escoamento sdo ditas
secOes & montante, ao passo que as se¢oes mais ao final do escoamento sao ditas se¢oes a jusante.
Assim, quando dizemos que uma secao A estd a montante de uma secao B, temos que a sec¢do
A estd em uma posigao mais inicial do escoamento em relacdo a se¢ao B.

Se as parcelas devidas a gravidade e ao atrito sdo dominantes sobre os termos de inércia e
pressao, podemos considerar estes termos como nulos e assim determinar a solucao analitica do
sistema (3.17). Neste caso, a segunda equagao se resume a

g(So — Sy) = 0. (3.18)
Logo,
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So = S;. (3.19)

Na literatura [17], encontramos que
g=Kh™, (3.20)

em que K e m sdo valores positivos obtidos empiricamente, que variam de acordo com o tipo
de fluxo. Os casos mais comuns segundo Henderson e Wooding (1964) sio:

S . . . s . # P
1. Regime laminar: K = %,m = 3, em que v ¢ a viscosidade cinematica do liquido em
v

escoamento;

k1
2. Regime turbulento: K = 058’5, m = 5, em que C é o chamado coeficiente de Chézy;

kogSo

myyt
viscosidade cinematica do liquido em escoamento, m > 1 e ko, yo sao constantes. Nesse

, , . .. Oh cOh L N .
caso, é necessdrio substituir — por —— na primeira equacao do sistema (3.17), em que

ot ot

3. Fluxo em um meio poroso de permeabilidade variavel: K = em que v é a

¢ é a porosidade do meio.

R
L4k L

Montante NA Jusante

wr

Figura 3.2: Representacao do perfil longitudinal de um escoamento sobre uma superficie im-
permeavel.

Podemos introduzir a velocidade

dg

ARy == T

mKh" !, (3.21)

Desprezando os efeitos do afluxo sobre o escoamento e os termos de aceleragao e considerando
que a profundidade é suficientemente pequena, a inclinacao da superficie de agua relativamente
ao declive Sy pode ser também desprezada. Uma vez que ¢ é constribuicao lateral de vazao ao
escoamento por unidade de comprimento, temos que ¢ = uh. Substituindo na primeira equacao
do sistema (3.17), temos
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— +—— =R (3.22)

Como ¢ é funcao de h, sendo que este depende tanto de x quanto de ¢, podemos utilizar a
Regra da Cadeia em g(h(x,t)) e a equagao (3.21) para escrever

dq dgdh Ok

_aqon _ on 2
dr  dhor Oz (3.23)
Substituindo a equac@o (3.23) na equacio (3.22), temos
oh  Oh
— — = R. 3.24
o o (3:24)

Utilizamos o Método das Caracteristicas, que foi apresentado no Capitulo 1, para resolver a
equacao (3.24). Sejar(t) = (x(t),t) uma curva em R? passando pelo ponto (x, ). Consideramos,
entao, a fun¢do composta h(r(t)). Temos

dh(r(t))  Ohdr Ohdt Ohdr Ok

- - — = —. 2
& Ordi | aidi ordt ot (3.25)
Comparando as equagdes (3.24) e (3.25), temos que
dx
i 3.26
i (3.26)
e também que
dh
— = R. 3.27
o (3.27)

Integrando a equagao (3.27) e aplicando a condi¢ao de fronteira h(x,0) = 0, Vx, temos

h— Rt. (3.28)

Por outro lado, podemos considerar h como fungao de g, conforme a equagao (3.20), ou seja,
h{q(x,t)). Aplicando a Regra da Cadeia [21], temos

oh  dhdqg
oh _ dhog 2
ot dq ot (3.29)
Substituindo a equac@o (3.29) na equacio (3.22), temos
dhdq Oq
ot (3.30)

Utilizando o Teorema da Func@o Inversa [21]| na equagdo (3.21) e substuindo na equagao
(3.30), temos

199, 99 _ p (3.31)

Aplicando novamente o Método das Caracteristicas para resolver (3.31), seja s(x) = (x, t(x))
uma curva em R? passando pelo ponto (z,t). Considerando a funcio composta g(s(z)), temos
d dq d dgdt 0 dq dt

dq(s(x)) _ Oqdr  Ogdt _Oq  Oqdt (3.32)
dx Ordr Otdr Ox Oltdx
Da comparacao entre as equagoes (3.31) e (3.32), temos que

dt 1

=== (3.33)
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e, ainda,
dgq
— =R
dx

Integrando a equagao (3.34) e aplicando a condi¢ao de fronteira h(0,t) = 0, V¢, temos que

(3.34)

q= Rux. (3.35)

Apds um determinado tempo, o curso d’agua se torna estdvel, ou seja, a altura da lamina
d’agua hg nao mais se altera. O escoamento, nesse momento, entra no chamado regime perma-
nente. Esse tempo ¢, é dado, a partir da equagao (3.28), por

he hs  hax T
ts*ﬁfgfl(h;n*l(h;n—l' (3:36)

Dessa forma, temos que

m )] KR™™, se t<t,,
¢=Kh" = { Rx, se t>t,. (3.37)

Podemos explicitar a equagao (3.37) em termos de h. Para ¢ < tg, temos:

Kh™ = KR™™. (3.38)

Simplificando a equagao (3.38), obtemos

h™ = R™t™. (3.39)
Logo, extraindo a raiz m-ésima,
h = Rt. (3.40)
Para t > t,, temos
Kh™ = Rx. (3.41)

Explicitando h na equacao (3.41), obtemos

B <%>’}‘. (3.42)

Mais ainda, podemos exprimir o dominio das sentencas em termos de x e ¢. Utilizando a
equagao (3.36), temos que, para ¢ < i,

x
. 3.43
t< K (3.43)
Explicitando x na equagao (3.43), obtemos
x> tKh (3.44)
Mas, da equagdo (3.36), temos que
Rx
"= — 3.45
AL (3.45)

ou seja,
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- (B) (3.16)

Substituindo a equac@o (3.46) na inequagao (3.44), chegamos em

1qm—1
Rx\m™
>tK || — 3.47
oo |(5) (3.47)
Rearranjando a equagao (3.47), obtemos
e - (3.48)
x — )
K )
ou ainda,
Rx =
>tK | — . 3.49
oo (40 (3.49)
Uma vez que, para x > tKh™™! x é sempre positivo, podemos escrever
x R'=m
P > tKK1—$' (3.50)
Efetuando as simplificagbes possiveis na inequacao (3.50), temos
am > tKm R (3.51)
Por fim, elevando ambos os membros da inequagao (3.51) a m,
x> t"KR" (3.52)
Assim, obtemos que
Rx % m—11m
hat) — 4 (F)7s se @ < KR, (3.53)
Rt, se x> KR™ 4™

Atribuindo valores para as constantes da solugao (3.53), podemos observar os graficos da
curva que representa o dominio da solucdo e da superficie que representa a solucao. Admitindo
um regime laminar, inclinagao do leito Sy = 0,0005, contribuigao lateral R = 0,001 m/s, ace-
leracio da gravidade g = 9,81 m/s? e viscosidade cinemética da dgua v = 107% m?/s, obtemos
um valor de K = 1635. A Figura 3.3 mostra o grafico da curva x = z(t), para os valores
adotados, ao passo que a Figura 3.4 mostra a superficie h(x,t) para os mesmos valores. Pode-
mos, ainda, comparar a superficie h(x,t) para diferentes valores de R. A Figura 3.5 mostra a
superficie para uma contribuigao lateral R = 0,005 m/s e a Figura 3.6, para R = 0,01 m/s.

Comparando os graficos das superficies, podemos observar que o valor da contribuicao lateral
R influencia fortemente nos valores atingidos pelo nivel d’agua h, de modo que, quanto maior
o valor de R, maiores sao as alturas observadas. Naturalmente, quanto maior a contribuicao
lateral de agua ao fluxo, maior deve ser a espessura da lamina d’agua conforme o tempo passa.
Assim, os resultados obtidos sdo fisicamente coerentes com o esperado.
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Figura 3.5: Superficie h(x,t) para R
— 0,005 m/s.
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Figura 3.4: Superficie h(x,t) para R
= 0,001 m/s.
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Figura 3.6: Superficie h(x,t) para R
= 0,01 m/s.

3.3 A Extensao de Zadeh Aplicada a Solugao das Equacoes

de Saint Venant

Podemos utilizar o principio da Extensao de Zadeh para estudar o comportamento da altura da
lamina d’agua de um rio considerando a contribui¢ao lateral R como nimero fuzzy triangular.
Para isso, consideramos inicialmente uma segao transversal do rio fixa (x fixo) e analisamos
o comportamento ao longo do tempo. Posteriormente, fixamos o tempo (¢ fixo) e analisa-
mos o comportamento ao longo do canal do rio. As constantes assumem os mesmos valores

considerados na se¢ao anterior.

Suponhamos o parametro contribuicao lateral R como um ntmero fuzzy triangular. Os seus
vértices sao designados genericamente pelos pontos (a,0), (b, 1) e (¢, 0), conforme mostrado na
Figura 3.7. Por simplicidade, referiremo-nos a esse nimero fuzzy triangular como (a; b; c).

=} = =
.3 (23] [os]
T T T

Grau de pertinéncia

o
]
T

Contribuigéo lateral[m/s)

7 fmm————

Figura 3.7: Numero fuzzy triangular genérico
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3.3.1 Secao transversal fixa

Fixamos uma secao transversal do rio e verificamos qual é a fungao de pertinencia da variavel
altura da lamina d’agua h utilizando o principio de extensao de Zadeh. Consideramos, a
principio, a secao transversal de posicao x = 200 m e a contribuicao lateral R como o nimero
fuzzy triangular (0,001; 0,005; 0,01), conforme apresentado na Figura 3.8.

1

1

1

i

0.8 i
© i
o 1
!:‘ 1
T 06 |
£ i
a {
dy 1
T 0.4 i
=3 ]
m i
0] i

02t i .

H

i

1

D | | | 1 \ | |
1 2 5 4 5 6 T 8 ) 10
Ceontribuigéo lateral[m/s] 167

Figura 3.8: Numero fuzzy triangular (0,001; 0,005; 0,01).

Podemos observar a altura da lamina d’agua h como uma funcao de R e ¢, uma vez que a
posigao x foi fixada. Assim, a equac@o (3.53) assume a forma

Rt, se 1635R%3 < 200,

Mo t 3.54
(R, 1) { (298)5  ge 1635R2 > 200. 5o

1635

Uma vez que a contribuicao lateral nas situagoes consideradas é positiva, explicitando R
nas desigualdades, temos

Rt Rt, se R<O’\?}g7, 555
BD=1 0,4964R5, s R> %40 (3.55)
0, 3497

Note, que para cada tempo ¢ fixo,a fun¢do h = h(R) é continua. De fato, para R <
0, 3497
VB

Vi

, h também é continua, pois é uma

h ¢é continua pois ¢ uma funcao linear. Para R >

raiz cibica. Além disso,

1

3
) (0,3497) _ 0, 4964 (0,3497) _0,3497
Vi3 Vi3 Vi

4
im  Re— 2397 lim  0,4964R3.
R—(0,3497//13)~ Vit R—(0,3497//13)+
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0, 3497

Logo, lim h(R) = h <’7
R—(0,3497/v/2%) A/ 12

mostra o grafico de h(R) para varios valores de ¢, comprovando graficamente a continuidade da

fungao. Assim, podemos usar o Teorema 2.1 para encontrar a solugao fuzzy de h em fungao de
t [4]. Esta solugao é apresentada na Figura 3.10. As cores na superficie representam os graus de
pertinéncia da altura da lamina d’agua h em funcao de t. A cor vermelha escura estd associada
ao grau de pertinéncia um, enquanto a cor azul escura estd associada ao grau de pertinencia

> e, daf, h é continua para todo R. A Figura 3.9

zZero.

Podemos observar, a partir da Figura 3.13, que quanto mais a jusante estd a se¢@o (ou seja,
quanto mais distante a se¢ao estd da posi¢ao inicial do rio), maiores s@o as alturas da lamina
d’agua com grau de pertinéncia maximo. FEste resultado é coerente com o modelo fisico de
escoamento de um rio, uma vez que, considerando a inclinacao do leito do rio, é esperado que
secOes mais a jusante apresentem laminas d’dgua mais espessas.

Uma outra observacao que pode ser feita a partir da andlise das Figuras 3.10, 3.11 e 3.12
diz respeito ao tempo necessdrio para que a funcao de pertinéncia da altura da lamina d’agua
passe a ndo variar com o tempo. E f4cil notar que esse tempo é maior para o caso em que a
secao fixada estd mais a jusante do rio. Mais uma vez, esse resultado esta de acordo o modelo
em questao. Quanto maior é o valor de x fixado, maior é o tempo necessario para que a altura
da lamina d’agua h passe a depender apenas de .

0.16;
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oo - I

Altura da lamina de &
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o

Figura 3.9: Gréficos da fungao h(R) para diversos valores de t.
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Figura 3.10: Graus de pertinencia de h para xr = 200 m ao longo do tempo {.

Naturalmente, conforme mudamos a secao transversal fixada, um novo comportamento sera,
observado para a altura da lamina d’dgua. Consequentemente, novos graus de pertinencia serao
obtidos para h através do Principio de Extensao de Zadeh. A Figura 3.11 mostra o resultado
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obtido para a secdo transversal de posicao x = 400 m , ao passo que a Figura 3.12 mostra o
resultado para x = 800 m. A Figura 3.13 mostra as trés superficies em um tnico sistema de
eixos.

P

n R
5 /80 ‘\:’: . s
§n: & %ng' o0
il an g o2 Tap
[%cv.' 20 S e ~— “20
Tempalzs] 0.03 u Termgofs)
Altura{m] o ®
Figura 3.11: Graus de pertinencia de h Figura 3.12: Graus de pertinencia de h
para x = 400 m ao longo do tempo t. para x = 800 m ao longo do tempo .
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Figura 3.13: Comparativo entre as solugoes fuzzy para varias segoes.

Por fim, podemos ainda verificar o efeito da mudancga do nimero fuzzy R sobre a funcao de
pertinencia da altura da lamina d’agua. Consideremos, por exemplo, dois outros nimeros fuzzy
triangulares: o nimero fuzzy (0,005; 0,01; 0,02), mostrado pela Figura 3.14, e o nimero fuzzy
(0,01; 0,02; 0,03), mostrado pela Figura 3.15. A Figura 3.16 mostra os trés nimeros fuzzy em
um mesmo plano.

a =}
@ L]

Grau de pertinéncia
oy b
.

Grau de pertingncia

-]

otios 041 0.015 ooz £01 ooz Goid 0o D0 003 002 003 0038 008 00
Contribulgo lateral[mis] Contribulg2o lateral[mis]
Figura 3.14: Numero fuzzy triangular Figura 3.15: Numero fuzzy triangular

(0,005; 0,01; 0,02). (0,01; 0,02; 0,03).
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Figura 3.16: Comparativo entre os trés nimeros fuzzy triangulares.

Utilizando novamente o Teorema 2.1 de Zadeh, obtemos a solucao fuzzy de h para x = 200
m fixo, para cada um dos nimeros triangulares definidos para R. A Figura 3.17 mostra as
superficies obtidas.
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Figura 3.17: Comparativo entre as solugoes fuzzy para diferentes nimeros fuzzy R.

Podemos notar que, quanto maiores sao os valores contidos no suporte do nimero fuzzy,
maiores sao as alturas com pertinencia igual a 1 e menor é o tempo necessario até o momento
em que funcao de pertinencia da altura da lamina d’agua passa a independer do tempo.

3.3.2 Tempo fixo

Agora vamos fixar o tempo e verificar a variagao das fungoes de pertinéncia da altura da lamina
d’agua conforme avancamos ao longo das secoes do rio. Considere, inicialmente, um tempo ¢t =
30 s. Nesse caso, podemos enxergar a altura da lamina d’agua h como uma funcao de R e x,
uma vez que o tempo ¢ foi fixado. A equagao (3.53) assume a forma

30R, se x> 1635R230°,

1
(£2)7, se x < 1635R?30°.

h(R,z) = (3.56)

Explicitando R em ambas as desigualdades, temos
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30R, se R< ﬂ,
h(R,x) = { Aoy 664%704 (3.57)
(@) , se R2> 6644,1704 °

Para cada posicao x, utilizamos o principio da extensao de Zadeh para encontrar a fungao
de pertinencia de h a partir da funcao de pertinencia de K. Consideremos o nimero triangular
fuzzy R = (0,001; 0,005; 0,01). A fungdo h(R) apresentada em (3.57) é continua para cada
valor de x fixo. Temos, que para cada tempo x fixo, a fun¢do h = h(R) é continua. De fato,

v VT

7’ 7. . ’ f ~ 1. ) P
76644, 704 h é continua pois é uma funcao linear. Para R > 6644, 1704

é continua, pois é uma raiz ctbica. Além disso,

para R < h também

W=

6644, 1704 1635 T 9221,4723

h( v > _ <664ﬁ704x> VT

1

R 3

lim s0R - VT lim iy I
R—(\/x,/6644,1704)— 221,4723  R—(\/2/6644,1704)+

~ 3 \/5
Conelufmos ent 1 ="\ G644, 1704
oncluimos entao que R_}(ﬁ/l6fél4471704) <6644, 1704

R. A Figura 3.18 mostra o grafico de h para alguns valores de z. Devido a continuidade,
podemos, mais uma vez, aplicar o Teorema 2.1 para obter a solucao fuzzy para h para t fixo.
A Figura 3.19 mostra o resultado obtido.

1635

>. Segue que h € continua para todo

0.16 ,
[—x=50m
- e —%=100m
E 0.12 —x=150m| .
@
5
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2 o.08t
£
E
~ 0.06"
=
S o004t
<
0.02} 4
% 0005 0.01 0.015 002 0.025 0.03

Contribuicao lateral R [mis]
Figura 3.18: Gréficos da funcao h(R) para diversos valores de x.

Podemos fixar novos valores para o tempo para analisar a mudanca ocorrida nas funcoes
de pertinéncia de h. A Figura 3.20 mostra a extensao para t = 60 s e a Figura 3.21 para t =
120 s.

Para facilitar a comparacao entre os resultados obtidos para os diferentes valores de tempo,
a Figura 3.22 apresenta todas as superficies em um mesmo sistema de eixos.

Observe que, para segdes a montante (isto é, segdes mais préximas do inicio do escoamento),
nao ha distingao entre as superficies. Isso quer dizer que, para os tempos considerados, as
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fungoes de pertinencia da altura nas sec¢oes mais proximas do inicio do escoamento sao iguais
(observe que a equagao (3.53) nos diz que a altura da lamina d’dgua depende do tempo apenas
a partir de determinado valor de x). A partir de certas se¢des, passa a haver diferenciagdo entre
as superficies. Nas situacoes analisadas, observa-se que essa diferenciacao ocorre para elevados

valores de z.

Uma outra andlise possivel é observar a influencia da escolha dos nimeros fuzzy R sobre
as funcoes de pertinencia obtidas para h pela extensao de Zadeh. Utilizamos novamente os
ntumeros fuzzy (0,001; 0,005; 0,01), (0,005; 0,01; 0,02) e (0,01; 0,02; 0,03). Em todos os casos,
o tempo foi fixado em 30 s. Os resultados obtidos sao apresentados na Figura 3.23.
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Figura 3.19: Graus de pertinencia de h para t = 30 s ao longo do rio.
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Figura 3.22: Comparativo entre as solucoes fuzzy para tres tempos distintos.
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Figura 3.23: Comparativo entre as func¢oes de pertinencia de h ao longo das se¢oes para dife-
rentes nimeros fuzzy R.

Na Figura 3.23, a superficie mais a direita corresponde ao nimero fuzzy (0,001; 0,005; 0,01)
e aquela mais & esquerda, ao numero fuzzy (0,01; 0,02; 0,03). Assim, podemos notar que, para
o nimero fuzzy (0,001; 0,005; 0,01) as alturas com pertinéncia 1, para uma determinada secao
fixada, sdo maiores do que aquelas associadas aos numeros fuzzy (0,005; 0,01; 0,02) e (0,01;
0,02; 0,03).

No préoximo capitulo, estudamos as equagoes de Saint Venant considerando a contribuigao
lateral de vazao ao fluxo R como um parametro fuzzy através de um SBRF.



Capitulo 4

Estudo do Escoamento de Rios através
de um SBRF

Suponhamos um rio com canal de secoes trapezoidais escoando de forma que a Unica contri-
buicao lateral de vazao ao fluxo seja proveniente da troca de dgua entre o canal e o lengol
fredatico adjacente. O escoamento é matematicamente governado pelas equacoes de Saint Ve-
nant. Do ponto de vista pratico, pode ser trabalhoso e financeiramente dispendioso avaliar
quantitativamente a contribuicao lateral do lengol para o escoamento. Seria necessario avaliar
a porosidade do leito do rio e adjacencias e a diferenca entre o nivel d’dgua do escoamento e
do nivel d’agua do lengol. Haveria, portanto, incerteza na determinacao do valor dessa con-
tribuicao. Neste capitulo, apresentamos a segunda parte do problema central deste trabalho:
uma solucao numérica para as equacoes de Saint Venant. O valor da contribuicao lateral R ¢é
obtido a partir de um SBRF, cujas varidaveis de entrada sao porosidade e diferenca de altura
entre o lencgol freatico e a lamina d’agua. As condigbes de escoamento s@o distintas daquelas
adotadas no Capitulo 3, uma vez que nao sao consideradas simplificacoes no modelo de forma a
facilitar a solugao das equacoes. Assim, opta-se pela solucdo numérica, uma vez que a solucao
analitica é desconhecida para o caso geral de escoamento.

4.1 Solucao Numérica das Equacoes de Saint Venant

Consideremos um rio de se¢ao transversal trapezoidal, conforme mostrado na Figura 4.1, cons-
tante ao longo de todo o canal. Vamos impor condic¢oes iniciais para a altura da lamina d’agua
h e para a velocidade do escoamento u, conforme mostrado no sistema de equagdes (4.1).

( Oh n O(uh)

=R
gt gx oh R
U U U
or Vg T 9 =S =50

h
X
—
i, 0) =1 50000 (4.1)

h(0,8) =1+

100000
u(,0) = ~[Ry(x,0)]3 S

—_

\ n

em que n é chamado de coeficiente de Manning, geralmente assumido na literatura como 0,020
para canais naturais, R, € o raio hidraulico, definido como a razdo entre a area molhada e o
perimetro molhado, h é a altura ou espessura da lamina d’agua, x é a posicdo ao longo do
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eixo do canal, R é a contribuicao lateral por unidade de de drea, ¢t é o tempo de escoamento,
g ¢ a aceleragao da gravidade, Sy ¢ a inclinagao do canal e Sy é a perda de energia por atrito.
Além disso, x € [0,[,], em que [, é o comprimento do rio estudado, e t € R;. As condigoes
de fronteira para a altura h foram adotadas apds diversos testes empiricos computacionais
envolvendo fungoes de primeiro grau e exponenciais. As fungoes que geraram solugoes mais
adequadas para as Equagoes de Saint Venant sdo h(x,0) e h(0,t) conforme apresentado no
sistema (4.1). Tais escolhas foram validadas pelo especialista em Hidraulica e Mecanica dos
Fluidos, prof. Dr. José Eduardo Alamy Filho da Faculdade de Engenharia Civil da UFU. As
condic¢oes de fronteira para a velocidade u sao provenientes da chamada Fquacgao de Manning,
classica equacgao conhecida na Hidraulica. Esta equacao ¢é utilizada como uma aproximacao
para essas condigoes de fronteira. Informacoes detalhadas sobre a Equagao de Manning podem
ser obtidas em Fox et al (2010).
Vamos trabalhar as equagoes de Saint Venant:

% . h) - h (4.2)
U u oh Ru ‘
8t 9%*9(50—51”)_7-

Figura 4.1: Secgao transversal do rio estudado.

4.1.1 Discretizacao das equacoes e utilizacao do método numeérico

Uma vez que nao utilizamos neste problema as mesmas simplificacoes que utilizamos no Capitulo 3,
precisamos resolver numericamente as equacoes. Se isolarmos as derivadas temporais nas
equagoes do sistema (4.2), obtemos

oh O(uh)

7= e

gui (80— S) Ru ou oh (4.3)
Bt W TR T T T Yy T 9

Discretizando as derivadas relativas a x através das diferencas finitas, temos
oh <umhm — um_lhm_1>

8_U B (S g ) B Ru™ o um — um—l B hm — hm—l (44)
8t = g{o0 f g A y

Ax T
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em que Ax é o espacamento da malha em relacdo a posicao. Os sobrescritos nas varidveis u e
h e na contribuigao lateral R se referem ao passo da posicao.

Podemos entao utilizar o método de Runge-Kutta para resolver o sistema (4.4). Adotamos,
inicialmente, o valor constante de 0,05 m/s para a contribui¢io lateral R. Analisamos um
trecho de 2 km de rio, com inclinacao suposta constante e igual a Sy = 0,03. Por simplificacao,
vamos supor ainda que a perda de energia por atrito Sy seja constante e igual a 0,005.

No problema em questao, as fungoes f; e fo dependem de y nos passos m — 1 e m, em que

hm—l hm
m—1 __ mo_ :
Yy = < 1 > ey — < ) Assim,

B umhm™ — um—lhm—l)
m—1 _my B Az
f(t;y Y ) — (S g ) Ru™ . um — um—l hm — hm_l (45)
I o) T Ty T Az 9 Az

Como y € R?, segue que K, L, M, N € R?.
Para uma j-ésima iteracdo genérica de tempo e m-ésima iteracao genérica de posicao, temos

K = Atf (s, 47 ), (4.6)

Ly = ALf <tj+%,y7—l+Kg_l,yT+%> , (4.7)
M = Atf <tj+%,y;z—1+LZ_l,j;”&+%m>, (4.8)
NI* = Atf(t; + Aty + My + M), (4.9)

em que At é o espacamento em relacdo ao tempo e

e U N R B I A (4.10)

/ 2 U, K3 m 25

ED uj e

Ly = hP o+

m J j _ J

(Y7 ) - 2 (4.11)

2 J J m J

Fa uj 5

B M R+ M

J 2j uj ot M%’

Dessa forma, temos que
m— m B

ra = (5 ). (113

em que
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At o KpTh KD C
f<tj+7,yj 1+]T,yj +TJ> - < C; , (414)
em que
m m m—1 m—1
(s + 50) (e 5) = (ot ) (o )
Cy = R— ,
! Az
CZZQ(SO_Sf)_ S _<u;‘n+ 21> Az -9 Az )
R4
Lt L D
(oo o) (B), e
em que
m m m—1 m—1
(s 55) (h+ 52) = (50 (i 50
Dy = R— ,
! Az
DZQ(SO_Sf)_iL?E_<u;‘n+TJ> Az —4g Az )
hit—="
m— m— m m E
Sl + Aty 4 Myt 4 M) = ( E; > : (4.16)
em que
P (w + MY (W 4+ M) — (=" ME (R + Mf;—l)]
Ax ’
R(u™+M3") (WM )= (] My (WP M7~ (R M
E2:9(So—5f)_‘h;;+M;_] —(UTJrMZL) e A; K }_9{ Ll A; s .
7

Uma vez calculados os vetores K, L, M e N, podemos calcular o vetor y no tempo ¢;44
para cada valor de posicao da malha, isto €,

m m 1 m m m m
U =y GO 2L M N, (4.17)
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4.1.2 Simulagoes

Usamos o software MATLAB para resolver computacionalmente o problema, através de um
cédigo de autoria prépria.

A Figura 4.2 mostra o comportamento da altura da lamina d’agua em todas as se¢bes
transversais para 100 iteracoes no tempo.

1.07

—««—"H:_i_"“"{é-;:"-%%{;;
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Posigdo [m)

1 1
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Figura 4.2: Evolugao da altura da lamina d’dgua para R = 0,05 m/s.

Podemos notar um comportamento de crescimento na altura da lamina d’dgua em todas
as secoes ao longo do tempo. Nas se¢oes iniciais do escoamento, ha uma variacao maior da
altura de uma sec¢@io para outra. A Figura 4.3 mostra uma aproximacao da Figura 4.2 para
estas secoOes iniciais.

1.05

—Primeira iteragio
| |—Ultima iteracao

Altura [m]

0 B 10 15 20 25 30
Posigdo [m]

Figura 4.3: Evolucao da altura da lamina d’dgua em secoes iniciais do escoamento para R =
0,05 m/s.

Com relacao a velocidade do escoamento, podemos observar que a mesma diminui inicial-
mente ao longo do canal, mas posteriormente aumenta, conforme avangamos nas se¢oes. Em
cada sec¢ao, observa-se a diminui¢ao da velocidade ao longo do tempo, conforme podemos notar
na Figura 4.4.

A Figura 4.5 mostra uma aproximacao das curvas que representam a velocidade nas segoes
iniciais, evidenciando a tendéncia de diminui¢ao brusca da velocidade do fluxo ao longo destas
secoes.

Evidentemente, uma alteracao no valor de R causa alteragdo no comportamento de h e w.
As Figuras 4.6, 4.7, 4.8 ¢ 4.9 mostram, respectivamente, a evolucao da altura da lamina d’dgua
ao longo do tempo para os valores de R iguais a 0,01 m/s; 0,02 m/s; 0,03 m/s e 0,04 m/s.
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Figura 4.4: Evolugao da velocidade do escoamento para R = 0,05 m/s.

Podemos notar que o comportamento da altura da lamina d’dgua h é similar em todos os
casos, apresentando um aumento nos valores observados conforme se aumenta a contribuicao
lateral R. Este comportamento esta em acordo com o esperado do ponto de vista fisico: quanto
maior a entrada de d4gua no escoamento, maior deve ser a altura da lamina d’agua. Para o caso
em que R = 0,01 m/s, é possivel verificar uma diminui¢do na altura da lamina d’dgua, apds
certo tempo, nas se¢des mais a montante do escoamento, conforme mostra a Figura 4.10.
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Figura 4.5: Evolugao da velocidade de escomento nas se¢oes iniciais para R = 0,05 m/s.
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Figura 4.6: Evolugdo da altura da lamina d’dgua para R = 0,01 m/s.

Com relacao a velocidade, o comportamento observado é bem similar para quase todos os
casos, conforme mostrado nas Figuras 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14. A velocidade do escoamento
tende a aumentar com o passar do tempo em todas as segdes, para R = 0,01 m/s, R = 0,02
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m/s e R = 0,03 m/s. Para R = 0,04 m/s, entretanto, nota-se uma diminui¢do dos valores
de velocidade para todas as secoes, sendo esta queda mais acentuada para segdes a montante,
conforme mostra a Figura 4.15.
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Figura 4.7: Evolugao da altura da lamina d’dgua para R = 0,02 m/s.

1.08 T T T T T T T T T

1.04

Altura [m]

_.
(S

-
o
=

1 . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Posi¢éo [m]

Figura 4.8: Evolugao da altura da lamina d’dgua para R = 0,03 m/s.
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Figura 4.9: Evolugao da altura da lamina d’dgua para R = 0,04 m/s.
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Figura 4.10: Evolugao da altura da lamina d’dgua nas segoes iniciais para R = 0,01 m/s.
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Figura 4.11: Evolugao da velocidade de escoamento para R = 0,01 m/s.
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Figura 4.12: Evolugao da velocidade de escoamento para R = 0,02 m/s.



60

7.38 T T T T T T T T
7.36 ~—Primeira teragdo
— Ultima iterag@io |

:@?.34 i

E

o 7.32

=]

<

5 7.3

o

]

>7.28

ol
ra
(=)

i
[
5

V] 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Pasi¢éo [m]

Figura 4.13: Evolugao da velocidade de escoamento para R = 0,03 m/s.
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Figura 4.14: Evolugao da velocidade de escoamento para R = 0,04 m/s.
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Figura 4.15: Evolugao da velocidade de escoamento nas se¢oes iniciais para R = 0,04 m/s.

4.2 Solucao Numérica das Equacoes de Saint Venant
Utilizando um SBRF com S, Fixo

Vamos considerar o problema discutido na se¢ao anterior sob uma 6tica diferente. O valor
da contribuicao lateral ao escoamento R é obtido a partir de um SBRF. Em uma situacao
de escoamento em que a Unica contribuicao lateral ao escoamento é proveniente da troca de
agua entre o lencol fredtico e a lamina d’agua do rio, a intensidade dessa contribuicao depende
basicamente da porosidade do solo sobre o qual o rio escoa e da diferenca entre o nivel do lengol
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e a altura da lamina d’4gua. A porosidade pode ser definida como sendo a razao entre o volume
de poros do solo e o volume total do solo.

As variaveis de entrada do SBRF sado “porosidade’e “diferenca entre o nivel do lencol
fredtico e a altura da lamina d’agua”. A esta varidvel nos referimos de maneira simplificada
por “diferenca de altura”. A varidvel de saida é “contribuicao lateral”. O método de inferéncia
utilizado é o Método de Mamdani e o método de defuzzificacao é o Centroide.

Para a variavel “porosidade”, os termos linguisticos adotados sao “baixa”, “média’e “alta”.
A Tabela 4.1 apresenta os niveis zero das funcoes de pertinéncia de cada um dos termos
linguisticos. Os gréaficos das fungoes de pertinencia de cada termo linguistico sao apresentados
na Figura 4.16.

Porosidade ‘ Nivel zero
Baixa [0,15; 0,25]
Média [0,20; 0,40]
Alta [0,35; 0,45]

Tabela 4.1: Termos linguisticos para a variavel de entrada “porosidade”.
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Figura 4.16: Funcoes de pertinencia da variavel de entrada “porosidade”.

Para a varidvel “diferenca de altura”, os termos linguisticos sao “muito pequena’, “pe-
quena”, “média’e “grande”. A Tabela 4.2 apresenta os termos linguisticos e os respectivos
niveis zero de suas fungdes de pertinencia. A Figura 4.17 mostra os graficos das fungoes de
pertinéencia.

Diferenca de altura ‘ Nivel zero
Muito Pequena [0; 0,04]

Pequena [0; 1,6]
Média 0.8; 3,2]
Grande 12,4; 4,0]

Tabela 4.2: Termos linguisticos para a variavel de entrada “diferenca de altura”.

Para a variavel de saida “contribuicao lateral”, sao atribuidos os termos linguisticos “muito
baixa”, “baixa”, “média”’e “alta”, conforme apresentado na Tabela 4.3. Os graficos das funcoes
de pertinencia sao mostrados na Figura 4.18.

Uma vez definidas as variaveis linguisticas, seus termos lingufsticos e func¢oes de pertinéncia,
a base de regras é construida. A Tabela 4.4 apresenta o conjunto de regras definido.
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Figura 4.17: Fungoes de pertinencia da varidvel de entrada “diferenca de altura”.

Contribuicao lateral ‘ Nivel zero

Muito Baixa [0; 0,00075]
Baixa [0,0002; 0,03]
Média [0,015; 0,06]

Alta [0,045; 0,075]

Tabela 4.3: Termos linguisticos da variavel de saida “contribuicao lateral”.

E importante salientar que os termos linguisticos, a forma trapezoidal das func¢oes de per-
tinencia e os valores utilizados para a construcao das fungoes sao determinados com o auxilio
de um especialista na area de Hidraulica e Mecanica dos Fluidos.

Definido o SBRF, o problema a ser resolvido é o mesmo da secao anterior, mas agora o
valor da contribuicao lateral R é determinado através desse SBRF. Para cada secdo transversal
do rio, em cada tempo, a contribuicao lateral é obtida através da porosidade e diferenca de
altura para aquela secdo. Ou seja, o valor de R é calculado de forma iterativa através do SBRF
para cada secao, em cada tempo. Mais uma vez, os cdlculos sdo realizados através do software
MATLAB.
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Contribuigao-lateral[m/s] l

Figura 4.18: Fungoes de pertinencia da variavel de saida “contribuicao lateral”.

Apresentamos os resultados para diversos valores de porosidade e diferenca de altura. Uma
vez que a altura da lamina d’agua varia com o tempo e com a posicao da secao, fixamos alguns
valores de porosidade e de nivel do lencol fredtico. Representamos a porosidade por p e o nivel
do lencol freatico por Np.



Diferenca de altura

Porosidade

Baixa

Média

Alta

Muito Pequena

Muito Baixa

Muito Baixa

Muito Baixa

Pequena Baixa Baixa Baixa
Média Baixa Média Média
Grande Média Alta Alta
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Tabela 4.4: Base de regras para o SBRF.

4.2.1 Valor de porosidade: p = 0,20

Fixamos inicialmente a porosidade no valor de 0,20. Variamos o nivel do lencol freatico ampla-
mente. Para cada sec¢ao, através da altura da lamina d’agua no tempo anterior, é calculada a
diferenca de altura. Tem-se, assim, os valores das duas entradas do SBRF, que sao utilizados
para obtencao do valor da saida. O ntmero real obtido apds a defuzzificacao é a contribuicao
lateral R. Todos os graficos apresentados apresentam 100 iteracoes de tempo, salvo dito o

contrario.

-NL:1,5m

A Figura 4.19 apresenta a evolugao da altura da lamina d’dgua, para os valores p = 0,20 e Ny,
= 1,5 m. A Figura 4.20 mostra os resultados obtidos para a velocidade de escomento.
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— 1.02

1.016

Altura [m
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1.006

0.995
1]

1000 1200 1400 1600 1800 2000

Posicdo [m]

200 400 600 800

Figura 4.19: Evolucao da altura da lamina d’agua para p = 0,20 e N;, = 1,5 m.
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Posigao [m]
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Figura 4.20: Evolucao da velocidade de escoamento para p = 0,20 e N, = 1,5 m.



64

Podemos notar que, conforme o tempo passa, ha uma tendéncia de aumento da altura
da lamina d’dgua para quase todas as se¢bes. Isso nao ocorre apenas para as secoes mais a
montante, conforme podemos observar na Figura 4.21. Com relacao a velocidade, nota-se um
aumento em todas as se¢oes com o passar do tempo.

1.012 T T T T T T T T

— Primeira iteragao

~Uitima iteragao

1.008 -

Altura [m]
R Y
o o
o o
2 B

1.002 -

0.008 | | | L |
1] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Posicéo [m]

Figura 4.21: Evolugao da altura da lamina d’dgua nas se¢oes a montante para p = 0,20 e N
= 1,5 m.

-NL:2,5m

A Figura 4.22 apresenta a evoluc¢do da altura da lamina d’dgua ao longo do tempo para p =
0,20 e N, = 2,5 m. O resultado observado é muito semelhante aquele encontrado para Ny =
1,5 m, com aumento da espessura da lamina para quase todas as se¢oes, exceto aquelas mais a
montante do rio, conforme mostra a Figura 4.23.
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Figura 4.22: Evolucao da altura da lamina d’agua para p = 0,20 e N, = 2,5 m.

A Figura 4.24 apresenta a evolucao da velocidade de escoamento. Também é possivel notar
um comportamente bastante semelhante aquele observado para a situacao em que Ny = 1,5 m,
ou seja, crescimento da velocidade em todas as se¢oes com o passar do tempo.

-NL:3,5m

Para Ny, = 3,5 m podemos observar um aumento na altura da lamina d’agua com o passar do
tempo para todas as se¢oes, conforme mostra a Figura 4.25. Além disso, as alturas maximas
atingidas também aumentam, se comparadas com a situacao em que Ny = 2,5 m.
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Figura 4.23: Evolucao da altura da lamina d’agua nas sec¢des a montante para p = 0,20 e Ny,
= 2,5 m.
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Figura 4.24: Evolucao da velocidade de escoamento para p = 0,20 e Ny = 2,5 m.
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Figura 4.25: Evolucao da altura da lamina d’agua para p = 0,20 e N, = 3,5 m.

Com relacao a velocidade, é possivel notar também um aumento dos valores maximos ob-
servados, embora o aspecto das curvas que a representa seja o mesmo observado para os casos
anteriores. A Figura 4.26 apresenta os resultados obtidos.
= NL = 4,5 m

Para um nivel do lencol de Ny, = 4,5 m, podemos notar um comportamento de aumento da
lamina d’agua ao longo do tempo, conforme apresentado na Figura 4.27.
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Figura 4.26: Evolucao da velocidade de escoamento para p = 0,20 e Ny, = 3,5 m.

1.06 T T T T T T ! J :
—Primeira iteragao
105 |=Ultima iteragao

Altura [m]
s b5
75 i

s
=
2%

1.01

1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Posigéo [m]

Figura 4.27: Evolucao da altura da lamina d’agua para p = 0,20 e N;, = 4,5 m.

H& uma alteracdo no comportamento da velocidade de escoamento. A velocidade diminui
ao longo do tempo nas se¢oes, ao contrario do que ocorre nas situagoes anteriores. A Figura
4.28 mostra o resultado obtido.
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Figura 4.28: Evolucao da velocidade de escoamento para p = 0,20 e N = 45 m.
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4.2.2 Valor de porosidade: p = 0,30

Fixamos agora a porosidade em p = 0,30 e analisamos o comportamento da altura da lamina

d’agua e da velocidade de escoamento para os mesmos valores de nivel do lencol adotados para
p = 0,20.

-NL:1,5m

Para p = 0,30 e N, = 1,5 m observamos uma evolucao bastante similar aquela observada para
p = 0,20 e Np = 1,5 m, tanto para a altura da lamina d’dgua quanto para a velocidade de
escoamento. As Figuras 4.29 e 4.30 mostram os resultados para altura e velocidade, respecti-
vamente.
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Figura 4.29: Evolucao da altura da lamina d’agua para p = 0,30 e N, = 1,5 m.
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Figura 4.30: Evolucao da velocidade de escoamento para p = 0,30 e Ny = 1,5 m.

Mais uma vez, notamos uma diminuicao na altura da lamina d’dgua nas se¢bes mais a
montante, conforme mostrado na Figura 4.31.

-NL:2,5m

Fixamos agora os valores p = 0,30 e N;, = 2,5 m. A altura da lamina d’agua cresce ao longo
do tempo em todas as se¢oes, conforme apresentado na Figura 4.32, indicando possivelmente
valores elevados para a contribuicao lateral R. A velocidade tende a diminuir em todas as
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secoes, sendo esta queda mais acentuada nas segoes a montante, como podemos observar na
Figura 4.33.
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Figura 4.31: Evolucao da altura da lamina d’agua nas secoes iniciais para p = 0,30 e N, = 1,5
m.

-NL:3,5m

Fixando p = 0,30 e N, = 3,5 m, notamos um comportamento para altura da lamina d’agua e
velocidade de escoamento semelhantes aqueles observados na situacao em que p = 0,30 e N;, =
2,5 m. Entretanto, podemos notar incrementos nos valores da altura, conforme mostrado na Fi-
gura 4.34 e uma maior variacao nos valores da velocidade de escoamento, conforme apresentado
na Figura 4.35.

-NL:4,5m

Consideramos, por fim, N;, = 4,5 m. Para a altura da lamina d’agua, observamos uma evolugao
bem semelhante a situagao anterior, com Ny = 3,5 m, mas com um aumento consideravel nas
alturas atingidas pela lamina. Este fato pode ser observado na Figura 4.36. Com relacao a
velocidade, ha uma diminuicao dos valores ao longo do tempo para todas as se¢oes observadas,
conforme apresentado na Figura 4.37.

1.06 T T T T T T T T T

- Primeira iteragdo -
1.05 - |—Ultima iteragéio

1.04

Altura [m]
o
)

1 1 1 ] 1 !
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Posigéo [m]

Figura 4.32: Evolucao da altura da lamina d’agua para p = 0,30 e N, = 2,5 m.



69

7.34 T T T T T T T T T

=—Primeira iteragdo
7.32 H=Ultima iteragao i

-
w

Velocidade [m/s]
>
w

o
ha
1,1

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Posigédo [m]

Figura 4.33: Evolucao da velocidade de escoamento para p = 0,30 e Ny, = 2,5 m.
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Figura 4.34: Evolucao da altura da lamina d’agua para p = 0,30 e N, = 3,5 m.
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Figura 4.35: Evolucao da velocidade de escoamento para p = 0,30 e Ny, = 3,5 m.
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Figura 4.36: Evolucao da altura da lamina d’agua para p = 0,30 e N, = 4,5 m.
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Figura 4.37: Evolucao da velocidade de escoamento para p = 0,30 e Ny = 4,5 m.

4.2.3 Evolugao dos valores da contribuicao lateral R

Avaliamos a seguir a variagao dos valores da contribuicao lateral R para cada situacio estudada
na se¢ao anterior.

Valor de porosidade: p = 0,20

Para a porosidade fixada em p = 0,20, obtemos os comportamentos de R conforme apresentado
nas Figuras 4.38, 4.39, 4.40 e 4.41, para valores de N, iguais a 1,5 m, 2,5 m, 3,5 m e 4,5 m,
respectivamente.

Notamos que, para os casos em Ny = 1,5 m e Ny = 4,5 m, o valor da contribuicao lateral
se mantém constante. Para a situacao Ny = 2,5 m, observamos um aumento do valor de R ao
longo do tempo. Em contrapartida, quando Ny = 3,5 m, ha diminuicao do valor de R com o
passar do tempo. Além disso, mesmo considerando-se as variacoes observadas, podemos notar
que o valor de R aumenta significativamente quando Nj aumenta, o que esta de acordo com
o modelo fisico proposto, uma vez que quanto maior o valor do nivel do lencol, maior deve ser
a diferenca de altura entre este nivel e a altura da lamina d’agua. Esta maior diferenca, para
uma porosidade constante, resulta em uma maior transferencia de agua do lencol para o rio.
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Figura 4.38: Evolucao da contribuicao lateral para p = 0,20 e N;, = 1,5 m.
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Figura 4.39: Evolucao da contribuicao lateral para p = 0,20 e N, = 2,5 m.
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Figura 4.40: Evolucao da contribuicao lateral para p = 0,20 e N;, = 3,5 m.

Valor de porosidade: p = 0,30

Fixamos a porosidade em p = 0,30. As variagoes de R sao apresentadas nas Figuras 4.42, 4.43,
4.44 e 4.45 para valores de Ny iguais a 1,5 m, 25 m, 3,5 m e 4,5 m, respectivamente.
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Figura 4.41: Evolucao da contribuicao lateral para p = 0,20 e N;, = 4,5 m.
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Figura 4.42: Evolucao da contribuicao lateral para p = 0,30 e N;, = 1,5 m.
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Figura 4.44: Evolucao da contribuicao lateral para p = 0,30 e N;, = 3,5 m.
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Figura 4.45: Evolucao da contribuicao lateral para p = 0,30 e N;, = 4,5 m.

Assim como no caso de p = 0,20, observa-se um valor de R constante para Ny, = 1,5 m e
N =45 m. Para N, = 2,5 m e N, = 3,5 m, notamos uma diminuicao dos valores de R ao
longo do tempo. Também se mantém a tendencia de aumento na contribuicao lateral para um
aumento no nivel do lencol. Além disso, se compararmos o resultado para cada valor de Np,
com o resultado obtido para p = 0,20 com o mesmo valor, notamos que os valores de R sao
maiores para p = 0,30 do que para p = 0,20.

4.2.4 Discussao dos resultados

Apés as variagoes feitas nos valores das varidveis de entrada do SBRF, podemos notar as
consequentes variagoes na solucao das equacgoes de Saint Venant. Naturalmente, conforme
variamos as variaveis de entrada, hd um reflexo no valor obtido para a varidavel de saida, o
que influencia diretamente no comportamento da altura da lamina d’agua e da velocidade de
escoamento.

Um ponto bastante claro a ser destacado é a influencia que os aumentos do nivel d’agua
do lengol e da porosidade exercem sobre o valor da contribuigao lateral. Aumentos nos valores
das variaveis de entrada acarretam em aumentos nos valores da varidvel de saida. Além disso,
os resultados obtidos para altura e velocidade estao em consonancia com aqueles obtidos sem
o SBRF, se observarmos os valores de contribuicao lateral encontrados.
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4.3 Solucao Numérica das Equacoes de Saint Venant
Utilizando um SBRF com S; Variavel

Vamos estudar, por fim, a influéncia do parametro Sy sobre a solucao das equagoes de Saint
Venant. Para isso, encontramos tal solucao utilizando a inclinagao do leito variavel ao longo de
sua extensao. Na segao anterior, Sy foi fixado em 0,03. Aplicamos uma pequena perturbacao
neste valor. A partir da fun¢@o que gera nimeros aleatérios no software MATLAB, obtemos um
vetor para Sp, com todas as coordenadas variando entre 0,029 e 0,031. A Figura 4.46 mostra
em um grafico os valores de Sy para cada se¢do. A partir dai, em cada segdo, utilizamos um
valor diferente para Sy e resolvemos o sistema de equacgoes de Saint Venant da mesma forma
que na secao anterior, inclusive com as mesmas condi¢oes de fronteira. Apresentamos a seguir
os resultados obtidos para alguns valores fixados de porosidade e nivel do lencgol freatico.
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Figura 4.46: Valores da inclinacao do leito Sy por secao.

4.3.1 Valor de porosidade: p = 0,20

Avaliamos os comportamentos da altura e da velocidade, com a porosidade fixada em p = 0,20,
para os valores de nivel do lencol fredtico iguais a N, = 1,5 m, Ny, = 25 m, N, =35 me
NL = 4,5 m.

-NL:1,5m

Para as condigoes de N, = 1,5 m e p = 0,20, observamos um comportamento bastante variavel
tanto para a altura da lamina d’dgua quanto para a velocidade, conforme mostrado pelas
Figuras 4.47 e 4.48, respectivamente.

As Figuras 4.49 e 4.50 mostram a evolug¢ao da altura da lamina d’agua e da velocidade,
respectivamente, para 200 iteragoes. E possivel notar que a influéncia maior da variacao de Sy
sobre o comportamento da altura e da velocidade é maior nas primeiras iteracoes de tempo.
Conforme o tempo passa, a altura da lamina d’dgua e da velocidade tendem a ter um compor-
tamento mais regular.

NL:2,5m

Fixando o nivel do lencol em 2,5 m e com a porosidade definida em 0,20, obtemos uma evolugao
da altura da lamina d’agua semelhante aquele obtido para Ny = 1,5 m. Porém, notamos um
pequeno aumento nos valores de altura encontrados. A Figura 4.51 mostra o resultado. Com
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relacao a velocidade de escoamento, também obtemos um resultado semelhante, com uma
pequena variagao nos valores encontrados. A Figura 4.52 apresenta os graficos de velocidade.
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Figura 4.47: Evolucao de altura da lamina d’dgua para p = 0,20 e N, = 1,5 m com inclinacao
do leito variavel.
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Figura 4.48: Evolucao de velocidade de escoamento para p = 0,20 e N, = 1,5 m com inclinacao
do leito variavel.

[—Frimera teragso |

| = Oitima Aeragho |

Vesocidade [m]

A0 800 800 000 1200 4400 1B00  A00 2000 il 00 000 9200 1200 600 1800 2000
Posigao [m] Posigan [m]

Figura 4.49: Evolucao da altura para p = 0,20
e Np = 1,5 m com inclinacao do leito variavel
para 200 iteracoes.

Figura 4.50: Evolucao de velocidade para p
= 0,20 e N, = 1,5 m com inclinagao do leito
variavel para 200 iteracoes.
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Figura 4.52: FEvolucao da velocidade para p
= 0,20 e N;, = 2,5 m com inclinacao do leito
varidavel.

Figura 4.51: Evolucao da altura para p = 0,20
e Ny, = 2,5m com inclinacao do leito variavel.

-NL:3,5m

Para o nivel do lencol fixado em N;p = 3,5 m, notamos comportamento semelhante aquele
observado para a situacao anterior. Entretanto, ha acréscimo nos valores finais de altura da
lamina d’dgua e uma reducao nos valores finais de velocidade, conforme mostram as Figuras
4.53 e 4.54, respectivamente.
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Figura 4.54: FEvolucao da velocidade para p
= 0,20 e N;, = 3,5 m com inclinagao do leito
varidavel.

Figura 4.53: Evolucao da altura para p = 0,20
e Ny = 3,5 m com inclinacao do leito varidvel.

Mais uma vez, € possivel notar a tendencia de regularizacao no comportamento de altura
da lamina d’agua e velocidade de escoamento conforme o tempo passa.

-NL:4,5m

Para o nivel do lencol fixado em 4,5 m, obtemos os resultados apresentados na Figuras 4.55 e
4.56. Para a altura da lamina d’agua, encontramos um comportamento muito semelhante as
situagoes anteriores, com maiores incrementos nos valores finais. Para a velocidade, ha uma
diminui¢ao maior nos valores finais.

4.3.2 Valor da porosidade: p = 0,30

Fixamos agora a porosidade em 0,30 e variamos o nivel do lengol freatico. Os resultados encon-
trados sdo bastante semelhantes aqueles encontrados para o caso em p = 0,20. As diferencas
existem nos valores finais encontrados. Os valores de altura da lamina d’agua para a tltima
iteracao de tempo sdo maiores para p = 0,30, ao passo que os valores de velocidade do escoa-
mento sao menores para este valor de porosidade.
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Figura 4.55: Evolucao da altura para p = 0,20 Figura 4.56: Evolugdo da ‘velc?(:ldaide para p
= 0,20 e N;, = 4,5 m com inclinagao do leito

e N;, = 4,5 m com inclinacao do leito variavel. 9
variavel.

- NL — 1,5 m
Para um nivel do lencgol freatico igual a 1,5 m, os resultados obtidos sao mostrados pelas Figuras
4.57 e 4.58.
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Figura 4.57: Evolucao da altura para p = 0,30 Figura 4.58: Evolugdo da ‘vel(?(ndaide para p
B MR . . = 0,30 e N, = 1,5 m com inclinagao do leito
e N;, = 1,5 m com inclinacao do leito variavel.

variavel.
Nesta situacao, os resultados encontrados sao identicos aqueles observados para p = 0,20 e
NL - 1,5 m.

-NL:2,5m

Para um nivel do lengol freatico igual a 2,5 m, os resultados obtidos sao mostrados pelas Figuras
4.59 e 4.60. Se compararmos os resultados obtidos neste caso com aqueles encontrados quando
p = 0,20 e N, = 2,5 m, notamos que os resultados sao bastante similares. Entrentanto, ha um
consideravel aumento nos valores observados para a altura da lamina d’agua e uma diminuicao

nos valores de velocidade.

550 i 1 u = 1 =
1000 1200 1400 1600 180C 2000
Posigaa [m]

S0 e fo 00 1400 1600 1800 2000
m

Figura 4.59: Evolucao da altura para p = 0,30 Figura 4.60: Evolugdo da .vel(?(ndaide para p
= 0,30 e N, = 2,5 m com inclinagao do leito

e Ni, = 2,5 m com inclinacao do leito variavel. 7
variavel.
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-NL:3,5m

Para um nivel do lengol freatico igual a 3,5 m, os resultados obtidos sao mostrados pelas
Figuras 4.61 e 4.62. Mais uma vez, notamos um aumento nos valores encontrados para a altura
da lamina d’dgua e uma diminuicao nos valores de velocidade, em comparacao com os valores
observados para p = 0,20 e N;, = 3,5 m.
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Figura 4.62: FEvolucao da velocidade para p
= 0,30 e N, = 3,5 m com inclinagao do leito
varidavel.

Figura 4.61: Evolucao da altura para p = 0,30
e Ny = 3,5 m com inclinacao do leito varidvel.

-NL:4,5m

Para um nivel do lengol freatico igual a 4,5 m, os resultados obtidos sao mostrados pelas Figuras
4.63 e 4.64. Assim como nos casos anteriores, os resultados sdo qualitativamente semelhantes
aqueles encontrados para mesmo nivel do lengol e porosidade 0,20, com aumento nos valores
de altura e diminuicao nos valores de velocidade.
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Figura 4.64: Fvolucao da velocidade para p
= 0,30 e N, = 4,5 m com inclinacao do leito
varidavel.

Figura 4.63: Evolucao da altura para p = 0,30
e Ny = 4,5 m com inclinacao do leito varidvel.

4.3.3 Evolugao dos valores da contribuicao lateral R

Avaliamos a seguir a variagao nos valores da contribuigao lateral para o caso em que a inclinacao
do leito Sy é varidvel.

Valor de porosidade: p = 0,20

Para o valor de porosidade igual a 0,20, a variacao da contribuicao lateral é apresentada pelas
Figuras 4.65, 4.66, 4.67 e 4.68, para os valores de nivel do lencol fredtico iguais a 1,5 m, 2,5 m,
3,5 m e 4,5 m, respectivamente.
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Figura 4.65: Evolucao da contribuicao lateral — Figura 4.66: Evolucao da contribuicao lateral
para p = 0,20 e N, = 1,5 m para inclinacado  para p = 0,20 e N, = 2,5 m para inclinacao
do leito variavel. do leito variavel.
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Figura 4.67: Evolucao da contribuicao lateral — Figura 4.68: Evolucao da contribuicao lateral
para p = 0,20 e N, = 3,5 m para inclinacao  para p = 0,20 e Ny = 4,5 m para inclinacao
do leito variavel. do leito variavel.

Para o nivel freatico fixado em 1,5 m, o valor de R se mantém constante nas segoes e também
ao longo do tempo. Para o caso em que Ny = 2,5 m, observamos um aumento do valor da
contribuicao lateral ao longo do tempo. Por outro lado, para N = 3,5 m e N = 4,5 m,
podemos notar diminuicoes nos valores da contribuicao lateral conforme o tempo passa. Ainda
assim, quanto maior o nivel do lencgol fredtico, maiores sao os valores assumidos por R.

Valor de porosidade: p = 0,30

Para a porosidade fixada em p = 0,30, o comportamento dos valores da contribuicao lateral
é apresentado pelas Figuras 4.69, 4.70, 4.71 e 4.72, para os valores de nivel do lencol freatico
iguais a 1,5 m, 2,5 m, 3,5 m e 4,5 m, respectivamente.
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Figura 4.69: Evolucao da contribuicao lateral — Figura 4.70: Evolucao da contribuicao lateral
para p = 0,30 e N, = 1,5 m para inclinacao  para p = 0,30 e Ny, = 2,5 m para inclinagao
do leito variavel. do leito variavel.
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Figura 4.71: Evolucao da contribuicao lateral — Figura 4.72: Evolucao da contribuicao lateral
para p = 0,30 e N, = 3,5 m para inclinacao  para p = 0,30 ¢ Ny, = 4,5 m para inclinacao
do leito variavel. do leito variavel.

Podemos notar que R se mantém constante quando Ny = 1,5 m. Para os demais casos, o
valor da contribui¢ao lateral diminui ao longo do tempo. Além disso, podemos notar também
que os valores da contribuicao lateral sao maiores quando o nivel do lencol é maior. Ou seja,
um aumento no nivel do lengol fredtico causa um aumento da contribuicao.

4.3.4 Discussao dos resultados

Apods as diversas simulacoes de valores de porosidade e nivel do lencol fredtico, notamos com-
portamentos bastante semelhantes em todas as situacgoes tanto para altura da lamina d’agua
quanto para velocidade de escoamento. As diferencas estao nos valores observados. Para meno-
res valores de porosidade e nivel do lengol, obtemos menores valores de altura e maiores valores
de velocidade. Quando aumentamos os valores de porosidade e nivel do lencol, a situacao é de
aumento das alturas da lamina d’dgua e diminuicao das velocidades. Ao contrario da situacao
em que a inclinagao do leito é constante, quando esta varia, o valor da contribuicao lateral nao
influencia fortemente no aspecto das curvas que representam graficamente altura e velocidade.
Assim, podemos observar que a inclinagao do leito é uma varidvel com bastante influéncia sobre
a solucao das equacoes de Saint Venant. No proximo capitulo, apresentamos as conclusoes deste
trabalho e consideracoes para trabalhos futuros.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, estudamos diversas ferramentas que auxiliam na resolucao de equagoes dife-
renciais, problemas de valores iniciais e de contorno. Vimos conceitos e defini¢oes importantes
relacionados as equacoes diferenciais, métodos analiticos e numéricos para resolve-las. Estu-
damos o Método das Caracteristicas para resolucao de EDP, ferramenta fundamental para a
obtencao da solugao analitica do problema central deste trabalho, as Equagoes de Saint Venant.
Vimos também o classico Método das Diferencas Finitas e o utilizamos para resolver um pro-
blema aplicado a engenharia civil: o cédlculo das deflexdes em uma viga. Abordamos também o
Método de Runge-Kutta de 4* ordem e o aplicamos num problema que vem sido estudado ha
décadas, o desmoronamento da ponte de Tacoma Narrows, nos Estados Unidos.

O problema central deste trabalho consiste no estudo das chamadas Equacoes de Saint
Venant, um sistema de duas equacoes diferenciais parciais nao lineares que modela o escoamento
de um rio. Trata-se de um problema complexo, com diversas varidveis e parametros envolvidos.
Nesse contexto, aplicamos a teoria dos conjuntos fuzzy para modelar esse problema. Assim,
estudamos conceitos importantes relacionados a teoria dos conjuntos fuzzy, vimos como funciona
o principio da extensao de Zadeh, que transforma conceitos matematicos nao-fuzzy em conceitos
fuzzy, e discutimos o funcionamento um Sistema Baseado em Regras Fuzzy.

Através do principio da extens@io de Zadeh pudemos analisar a solugao analitica do sistema
de equacoes de Saint Venant sobre uma outra ética. Tratando a contribuigao lateral como
um parametro fuzzy, utilizamos a continuidade dessa solucao para obter a soluc¢ao fuzzy para o
problema. Desta forma, conseguimos estudar a altura da lamina d’agua do escoamento como um
numero fuzzy e, fixado o tempo de escoamento ou a se¢ao transversal de interesse, obter graus
de pertinéncia para valores dessa altura. Essa abordagem difere do tratamento determinfstico
do modelo, uma vez que este determina apenas uma solucao, sem a consideracao de possiveis
incertezas contidas na determinacao dos parametros.

Em situacoes reais, estimar a contribuicao lateral de vazao ao fluxo em cada secao trans-
versal do rio, para cada instante de tempo, se torna um trabalho dificil, dispendioso e, muitas
vezes, economicamente invidvel. Para a situacdo em que a contribuigao lateral é proveniente
exclusivamente da troca de dgua entre o lencol fredtico e o escoamento, seria necessario medir
a altura de dgua em cada secao, em cada instante de tempo, além de avaliar a porosidade no
meio em que o rio escoa em diversas secoes. Na pratica, isso nao seria viavel. Quando empre-
gamos um SBRF, torna-se possivel explorar as incertezas e variacoes existentes nos parametros
envolvidos de forma simples e dinamica. Esta é uma grande vantagem da utilizacao de SBRF
em problemas que envolvem incertezas relacionadas a algum de seus parametros: a facilidade
com que obtemos novas solugoes para o problema, a partir de novos valores das varidveis de
entrada.

Assim, neste trabalho, utilizamos um SBRF para avaliar diferentes situagoes de escoamento,
de acordo com a variagao dos valores de porosidade e nivel do lengol fredtico. Um estudo
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completo foi realizado de modo a entender os comportamentos da altura da lamina d’4gua e da
velocidade de escoamento. Notamos que maiores valores de porosidade e nivel do lencol freatico
acarretam uma maior contribuicao lateral, fato que influencia diretamente no comportamento
das variaveis altura e velocidade.

Além disso, consideramos ainda uma situagao em que a inclinacao do leito do rio é varidvel.
Através de um comando computacional, geramos ntmeros aleatérios e, assim, obtivemos um
vetor de inclinagoes hipotéticas ao longo do canal do rio. Para estas inclinagoes, estudamos o
comportamento da altura da lamina d’agua e da velocidade de escoamento para alguns valores
de porosidade e nivel do lencol freatico. Observamos que, para a variacao da inclinagao utilizada
neste trabalho, a influéncia nos valores de entrada nao se da em termos qualitativos, mas apenas
quantitativos, na medida em que o aspecto grafico de altura e velocidade é o mesmo em todas
as simulagoes, havendo alteracoes apenas nos valores obtidos. Assim, foi possivel concluirmos
que a inclinacao do leito exerce uma forte influencia no modelo de escoamento proposto pelas
equacoes de Saint Venant.

Em trabalhos futuros, podemos explorar de forma mais ampla a influencia da inclinagao
do leito sobre o problema, além de trabalhar a variacao da perda de energia por atrito, que
neste trabalho foi considerada constante. Também podemos considerar outras formas de contri-
buicao lateral no modelo, tais como precipitacao e escoamento superficial. Isto levaria a novos
SBRF, com novas variaveis de entrada e novas bases de regras. Outro estudo possivel é o de
canais artificiais reais, tais como aqueles construidos na transposicao de rios, utilizando dados
reais sobre a geometria das se¢oes transversais, entre outros. Ademais, podemos realizar um
estudo aprofundado aliando a incerteza em escoamento de rios e a prevencao de enchentes e
alagamentos em cidades brasileiras.
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Apeéndice

e Codigo do programa que calcula o deslocamento do tabuleiro da ponte de Tacoma Narrows
(Problema apresentado no Capitulo 1)

%Solucao Numérica

%Inicializacao

m=1; %Massa

b=4; %Constante Elastica sob tracio

a—1; %Constante Eldstica sob compressao

k=0; %Constante Eldstica genérica

h=1.5*%10-3*pi; %Passo de malha

t=0:h:3*pi; %Vetor de tempo

x=zeros(length(t)); % Vetor de deslocamento

x(1)=0; %Deslocamento no tempo inicial

z=zeros(length(t)); % Vetor das derivadas

z(1)=1; %Derivada no tempo inicial

%Malha de Calculo

for i=1:length(t)-1

if x(i) >0

k=Db;

elseif x(i) < 0

k=a;

end

(i);

sin(4%6(1))-k*x(i));
z(i)+K2(i) /2);

1n(4*t(1) 2%h)-k*(x (1) +K1(1)/2));

7(i)+12(1)/2);

M2(i)= h*(s1n(4*t(1 2*h) k*(x(1)+L1(i)/2));

i)

[N}
—~
—
\_/\_/
ij‘ij‘
*
AAN

(

=h*(sin(4*t(i)+4*h)-k*(x(1)+M1(i)));

) x(1)+(1/6)*(K1(1)+2*L1(1)+2*M1(1)+N1(1));
(1:{1) z(1)+(1/6)*(K2(1))+2*L231)+2*M2(1)+N2(i));

%Solucao Analftica

%Inicializacao

xnum=zeros(length(t));

%Malha de Calculo

for j=1:length(t)

if t(j) > 0 && t(j) < pi/2

GG 2/ 41/6)os(27L )

if t(j) > pi/2 && t(j) < 3*pi/2
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Xn(lilm(J) cos(t(j))*(7/5-(4/15)*sin(t(j)) *cos(2*t())));

if t(j) > 3*pi/2 && (j) < 2%pi
xnum(j)=sin{2%t(j))*(-11/15-(1/6)*cos(2*t(j)) );
end

if t(j) > 2*pi && t(j) < 3*pi
xnum (j)=sin(t(j))*(-23/15-(4/15)*cos (£(j)) *cos(2*t(j)));
end

end

plot(t,x,’b’,t,xnum,’r’)
xlabel("Tempo [s]);
ylabel(’Deslocamento [m]’);
%Calculo do erro
erro=zeros(length(t));

for i=1:length(t)
erro(i)=abs(xnum(i)-x(i));

end

figure

plot(t,erro,’b’)

xlabel("Tempo [s]);
ylabel("Erro absoluto [m]’);
%Analise ao longo do tempo
t1=0:h:45*pi; % Vetor de tempo
for i=1:length(t)-1

if x(i) >0

k=b;

elseif x(i) < 0

k=a;

end
K1()=h* (i)
K(0)—h*(sin( 441 (1)) K< )
LA (1) +K2(7) /2);
L2(1)=h*(sin(4*t1(i)+2%h)-k*(x (1) + K1(i)/2));
ML) (o(1) +12(7)/2);
M2(i)=h*(sin(4*t1(i)+2%h)-k*(x (i) +L1(i)/2));

(i) +M2(1));

N1(i)
N2(0)=h*(sin (4*t1 (1) +4%h)-k*(x (i) + M1(i)));
x(i4+1)=x(1)+(1/6)* (K1) +2*L1({1)+2*M1(1)+N1(i));
z(i;rl) z(1)+(1/6)*(K2(1)+2*L2(1)+2*M2(i) + N2(i));
figure

plot(t1,x,’b’)

xlabel("Tempo [s]’);

ylabel(’Deslocamento [m]’);

Cédigo do programa que calcula a deflexao de uma viga engastada através de um SBRF
(Problema apresentado no Capitulo 2)

Y Inicializacao
E=210*109; %Mdédulo de Young



x=0:0.01:1; % Vetor Posi¢ao
M=zeros(length(x));%Vetor Momento de inércia
y=zeros(length(x)); %Vetor Deflexao

v(1)=0; %Deflexdo na posi¢ao inicial

h—0.01;

%Malha de célculo

for i=1:length(x)

M (i)=1000*(1-x(i))2/2; %Célculo do momento fletor em cada secio
end

a=readfis('SBRF1Viga’);
b=readfis("'SBRF2Viga’);

bh=evalfis(x(1),a);

momin=evalfis([bh(1) bh(2)],b);
y(2)=-M(1)*h2/(2*E*momin)+y(1);

for j=3:length(x)

bh=evalfis(x(j-1),a);

momin=evalfis([bh(1) bh(2)]|,b);
der=(y(j-1)-y(j-2)) /h;
y(j)=-M(-1)*h2/(2*E*momin)+y(j-1)+h*der;
end

plot(x,y)

xlabel("Posi¢ao [m]’);

vlabel("Deflexao [m]’)
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Cédigo do programa que plota as superficies que representam graficamente a solucao das

Equagoes de Saint Venant (Problema apresentado no Capitulo 3)

%Inicializacao

R=0.01; %Contribuicao lateral

g=9.81; %Aceleragao da gravidade

K=1635; %Constante do escoamento

m=3; %Constante do escoamento

t=0:0.1:1000; % Vetor de tempo

x=linspace(0,107 length(t)); % Vetor de posicio
h=zeros(length(x),length(t)); %Matriz de alturas
T=zeros(length(x),length(t)); %Matriz de tempos
X=zeros(length(x),length(t)); %Matriz de posigdes

%Malha de Calculo - Calculo das alturas
for i=1:length(t)

for j=1:length(x)

if x(j) j= K*R(m-1)*(t(i))h
h(3)=(R*x(j)/K)(1/m);

elseif x(j) ;, K*R(m-1)*(t(i))m
h(j,)=R*t();

end

end

end
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%Composigao de matrizes para plotagem
for I=1:length(x)
T(l,:)=t;

end

for n=1:length(t)
X(:n)=x;

end

surf(T,X,h)
xlabel("Tempo [s])
ylabel("Posi¢ao [m]’)
zlabek("Altura [m|’)

Cédigo do programa que resolve numericamente as Equagoes de Saint Venant através
do Método de Runge-Kutta de 4* Ordem, com contribuic@o lateral constante (Problema
apresentado no Capitulo 4)

%Inicializacao

R=0.04; %Contribuicao lateral

g=9.81; %Aceleragao da gravidade

deltax—=4; %Espacamento de posicao
deltat=0.01; %Espacamento de tempo
x=0:deltax:2000; % Vetor de Posicoes
t=0:deltat:100; % Vetor de Tempos

S0=0.03; %Inclinacao do leito

Sf=0.005; %Perda de energia por atrito

b=>5; %Largura da se¢do trapezoidal
h=zeros(length(t) length(x)); %Matriz de alturas
u=zeros(length(t),length(x)); %Matriz de velocidades
rh=0; %Raio Hidrdulico

n=0.020; %Coeficiente de Manning

%Condicoes iniciais

for i=1:length(x)

h(1,1)=1+x(i)/100000;

end

for j=1:length(t)

h(j,1)=11t(j)/100000;

end

for k=1:length(x)
rh=((b+h(1,k))*h(1,k))/(b+2*h(1,k)*sqrt(2));
u(1,k)=(1/n)*(rh(2/3))*S00.5;

end

for 1=1:length(t)
rh=((b+h(1,1))*h(1,1))/(b+2*h(I,1)*sqrt(2));
u(l,1)=(1/n)*(rh(2/3))*S00.5;

end

%Malha de Célculo
for i=2:100
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Kl=deltat*(R-(u(i-1,2)*h(i-1,2)-u(i-1,1)*h(i-1,1)) /deltax);

K2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*u(i-1,2) /h(i-1,2)-u(i-1,2)*(u(i-1,2)-u(i-1,1)) /deltax-g*(h(i-1,2)-h(i-

1,1))/deltax);

Ll=deltat*(R-((u(i-1,2)+K2/2)*(h(i-1,2) +K1/2)-(u(i-1,1)+K2/2)*(h(i-1,1)+K1/2)) /deltax);

L2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,2) +K2/2) /(h(i-1,2) + K1/2)-(u(i-1,2) + K2/2)*((u(i-1,2) + K2/2)-

(u(i-1,1)+

K2/2))/deltax-g*((h(i-1,2)+K1/2)-(h(i-1,1)+K1/2))/deltax);

Ml=deltat*(R-((u(i-1,2)+1L2/2)*(h(i-1,2)+L1/2)-(u(i-1,1)+L2/2)*(h(i-1,1)+11/2)) /deltax);

M2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,2)+1.2/2) /(h(i-1,2)+L1/2)-(u(i-1,2) +L2/2)*((u(i-1,2)+12/2)-

(u(i-1,1)+

L.2/2))/deltax-g*((h(i-1,2)+L1/2)-(h(i-1,1)+1L1/2)) /deltax);

Ni=deltat*(R-((u(i-1,2)+-M2)*(h(i-1,2)+M1)-(u(i-1,1)+M2)*(h(i-1,1)+M1))/deltax);

N2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,2)+M2) /(h(i-1,2)+M1)-(u(i-1,2) +M2)*((u(i-1,2)+M2)-(u(i-

L,1)+M2))/deltax-g*((h(i-1,2)+M1)-(h(i-1,1)4+M1))/deltax);

h(i,2)=h(i-1,2)4+(1/6)*(K14+2*L1++2*MI1+N1);
u(i,2)=u(i-1,2)4+(1/6)*(K2+2*L2+2*M2+N2);

for j=3:length(x)

Kla=deltat*(R-~(u(i-1,j-1)*h(i-1,j-1)-u(i-1,j-2)*h(i-1,j-2)) /deltax);

Kl=deltat*(R~(u(i- l,J)*h(l L,j)-u(i-1,j-1)*h(i-1,j-1))/deltax);

K2a—=deltat* (g*(S0-Sf)-R*u(i-1,j-1) /h(i-1 j-1)-u(i-1,j-1)*(u(i-1,j-1)-u(i-1,j-2)) /deltax-g* (h(i-

1,j-1)-h(i-1,j-2)) /deltax);

K2 )o;e/l(;af*( y g*(S0-Sf)-R*u(i-1,j) /h(i-1j)-u(i-1j)* (u(i-1,j)-u(i-1,j-1)) /deltax-g* (h(i-1,j)-h(i-
1,j-1 eltax

Lla=deltat*(R-((u(i-1j-1) +K2/2)*(h(i-1,j-1) + K 1/2)-(a(i-1j-2) + K2a/2)* (h(i-1j-2) +

Kla/2))/deltax);

Ll=deltat*(R-((u(i-1,j)+K2/2)*(h(i-1,j)+K1/2)-(u(i-1,j-1)+K2a/2)*(h(i-1,j-1)+Kla/2))/

deltax);

L2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j-1)+K2/2) /(h(i-1,j-1)+K1/2)-(u(i-1,j-1)+K2/2)*((u(i-1,j-
1)+K2/2)-(u(i-1,j-2)+K2a/2)) /deltax-g*((h(i-1,j-1)+K1/2)-(h(i-1,j-2)+ K1a/2)) /deltax);

L2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j) +K2/2) /(h(i-1,j)-+K1/2)-(u(i-1,j)+ K2/2)*((u(i-1,j) + K2/2)-
(u(i-1,j-1)4+K2a/2)) /deltax-g*((h(i-1,j)+K1/2)-(h(i-1,j-1)+Kla/2)) /deltax);

Mla=deltat* (R-((u(i-1j-1)+ L2/2)*(h(i-1 j-1) + L1 /2)-(u(i-1,j-2) + L2a/2)*(h(i-1j-2) +

Lla/2))/deltax);

Ml=deltat*(R-((u(i-1,j)+L2/2)*(h(i-1,j)+L1/2)-(u(i-1,j-1)+L2a/2)*(h(i-1,j-1)+L1la/2))/

deltax);

M2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j-1)+L2/2) /(h(i-1,j-1)+1L1/2)-(u(i-1,j-1)+1L2/2)*((u(i-1,j-
1)+L2/2)-(u(i-1,j-2)+L2a/2)) /deltax-g*((h(i-1,j-1)+L1/2)-(h(i-1,j-2)+ L1a/2)) /deltax);

M2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j)+1.2/2) /(h(i-1,j)+L1/2)-(u(i-1,j) +L2/2)*((u(i-1,j)+1L2/2)-
(u(i-1,j-1)4+L2a/2)) /deltax-g*((h(i-1,j)+L1/2)-(h(i-1,j-1)+L1a/2))/deltax);

Nla=deltat*(R-((u(i-1,j-1)+M2)*(h(i-1,j-1)4+M1)-(u(i-1,j-2)4+M2a)*(h(i-1,j-2)+M1la))/

deltax);

Nl=deltat*(R-((u(i-1,j)+M2)*(h(i-1,j)+M1)-(u(i-1,j-1)+M2a)*(h(i-1,j-1)+M1la)) /deltax);

N2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j-1)+M2) /(h(i-1,j-1)+M1)-(u(i-1,j-1)+M2)*((u(i-1,j-1)+

M2)-(u(i-1,j-2)+M2a))/deltax-g*((h(i-1,j-1)+M1)-(h(i-1,j-2) +M1a)) /deltax);

N2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j)+M2)/(h(i-1,j)+M1)-(u(i-1,j)+M2)*((u(i-1,j) +M2)-(u(i-
Lj-1)+M2a))/deltax-g*((h(i-1,j)+M1)-(h(i-1,j-1)+Mla)) /deltax);

h(ij)=h(i-1,j)+(1/6)*(K1+2*L1 { 2%M1 { N1);

Wi g)=uli-1,]) +(1/6)5(K2 1 2%L2 1 2%M2 { N2):;

end

end
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%Plotagem
plot(x,h(1,:),’0k’)
xlabel("Posi¢ao [m]’)
ylabel(’Altura [m]’)
set(gca, FontSize’,20)
hold on
plot(x,h(100,:),’xr")
legend("Primeira iteracao’, Ultima iteracao’)
set(gca, FontSize’,20)

for w=2:99
plot(x,h(w,:),’b")

set(gca, FontSize’,20)
hold on

end

figure

plot(x,u(1,:),’ok’)
xlabel("Posi¢ao [m]’)
ylabel("Velocidade [m/s|’)
set(gca, FontSize’,20)
hold on
plot(x,u(100,:),’xr’)
legend("Primeira iteracdo’, Ultima iteracao’)
set(gca, FontSize’,20)

for w=2:99
plot(x,u(w,:),’b’)

set(gca, FontSize’,20)
hold on

end

Cédido do programa que resolve numericamente as Equagoes de Saint Venant com a
contribuigao lateral obtida a partir de um SBRF (Problema apresentado no Capitulo 4)

%Inicializacao

NL=4.5; %Nivel do lengol

p=0.30; %Porosidade

g=9.81; %Aceleragao da gravidade

deltax—=4; %Espacamento de posicao
deltat=0.01; %Espacamento de tempo
x=0:deltax:2000; % Vetor de Posicoes
t=0:deltat:100; % Vetor de Tempos

S0=0.03; %Inclinacao do leito

Sf=0.005; %Perda de energia por atrito

b=>5; %Largura da se¢do trapezoidal
h=zeros(length(t) length(x)); %Matriz de alturas
u=zeros(length(t),length(x)); %Matriz de velocidades
rh=0; %Raio Hidrdulico

n=0.020; %Coeficiente de Manning

%Condicoes iniciais
for i=1:length(x)
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h(1,i)=1+x(i)/100000;

end

for j=1:length(t)

h(j,1)=11t(j)/100000;

end

for k=1:length(x)
rh=((b+h(1,k))*h(1,k))/(b+2*h(1,k)*sqrt(2));
u(1,k)=(1/n)*(rh(2/3))*S00.5;

end

for 1=1:length(t)
rh=((b+h(1,1))*h(1,1))/(b+2*h(1,1)*sqrt(2));
u(l,1)=(1/n)* (rh(2/3))*SOO 5;

end

%Malha de Célculo

a=readfis(’Saint Venant’);

for i=2:100

R=evalfis([p NL-h(i-1,1)],a);

Kl=deltat*(R-(u(i-1,2)*h(i-1,2)-u(i-1,1)*h(i-1,1)) /deltax);

K2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*u(i-1,2) /h(i-1,2)-u(i-1,2)*(u(i-1,2)-u(i-1,1)) /deltax-g*(h(i-1,2)-h(i-
1,1))/deltax);

Ll=deltat*(R-((u(i-1,2)+K2/2)*(h(i-1,2) +K1/2)-(u(i-1,1)+K2/2)*(h(i-1,1)+K1/2)) /deltax);
L2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,2) +K2/2) /(h(i-1,2) + K1/2)-(u(i-1,2) + K2/2)*((u(i-1,2) + K2/2)-
(u(i-1,1)+

K2/2))/deltax-g*((h(i-1,2)+K1/2)-(h(i-1,1)+K1/2))/deltax);
Ml=deltat*(R-((u(i-1,2)+1L2/2)*(h(i-1,2)+L1/2)-(u(i-1,1)+L2/2)*(h(i-1,1)+11/2)) /deltax);
M2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,2)+1.2/2) /(h(i-1,2)+L1/2)-(u(i-1,2) +L2/2)*((u(i-1,2)+12/2)-
(u(i-1,1)+

L.2/2))/deltax-g*((h(i-1,2)+L1/2)-(h(i-1,1)+1L1/2)) /deltax);
Ni=deltat*(R-((u(i-1,2)+-M2)*(h(i-1,2)+M1)-(u(i-1,1)+M2)*(h(i-1,1)+M1))/deltax);
N2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,2)+M2) /(h(i-1,2)+M1)-(u(i-1,2) +M2)*((u(i-1,2)+M2)-(u(i-
L,1)+M2))/deltax-g*((h(i-1,2)+M1)-(h(i-1,1)4+M1))/deltax);
h(i,2)=h(i-1,2)+(1/6)*(K1+2*L1+2*M14N1);
u(i,2)=u(i-1,2)+(1/6)*(K2-+2*L2+2*M24N2);

for j=3:length(x)

R=evalfis([p NL-h(i-1,j)],a);

K la=deltat* (R-(u(i-1,j-1)*h(i-1 j-1)-u(i-1,j-2)*h(i-1,j-2)) /deltax);

K 1=deltat*(R-(u(i-1,j)*h(i-1,j)-u(i-1,j-1)*h(i-1,j-1)) /deltax);

K2a—deltat* (g*(S0-Sf)-R*u(i-1,j-1) /h(i-1 j-1)-u(i-1j-1)* (u(i-1,j-1)-u(i-1,j-2)) /deltax-
g*(h(i-1,j-1)-h(i-1,j-2)) /deltax);

K2—deltat*(g*(S0-SF)-R*u(i-1,j) /h(i-1,j)-u(i-1j)* (u(i-1,)-u(i-1,j-1)) /deltax-g* (h(i-1,j)-
h(i-1,j-1))/deltax);
Lla=deltat*(R-((u(i-1j-1) +K2/2)*(h(i-1,j-1) + K 1/2)-(a(i-1j-2) + K2a/2)* (h(i-1j-2) +
Kla/2))/deltax);
Ll=deltat*(R-((u(i-1,j)+K2/2)*(h(i-1,j)+K1/2)-(u(i-1,j-1)+K2a/2)*(h(i-1,j-1)+Kla/2))
/deltax);

L2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j-1)+K2/2) /(h(i-1,j-1)+K1/2)-(u(i-1,j-1)+K2/2)*((u(i-1,j-
1)+K2/2)-(u(i-1,j-2)+K2a/2)) /deltax-g*((h(i-1,j-1)+K1/2)-(h(i-1,j-2)+ K1a/2)) /deltax);
L2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j) +K2/2) /(h(i-1,j)-+K1/2)-(u(i-1,j)+ K2/2)*((u(i-1,j) + K2/2)-
(u(i-1,j-1)4+K2a/2)) /deltax-g*((h(i-1,j)+K1/2)-(h(i-1,j-1)+Kla/2)) /deltax);
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Mia=deltat*(R-((u(i-1,j-1)+L2/2)*(h(i-1 j-1)+ L1 /2)-(u(i-1,j-2)+ L2a/2)* (h(i-1,j-2) +
Lla/2))/deltax);
Ml=deltat*(R-((u(i-1,j)+L2/2)*(h(i-1,j)+L1/2)-(u(i-1,j-1)+L2a/2)*(h(i-1,j-1)+L1la/2))
/deltax);

M2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j-1)+L2/2) /(h(i-1,j-1)+L1/2)-(u(i-1,j-1)+1L2/2)*((u(i-1,-
1)+L2/2)-(u(i-1,j-2)+L2a/2)) /deltax-g*((h(i-1,j-1)+L1/2)-(h(i-1,j-2)+ L1a/2)) /deltax);
M2=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j)+1L2/2)/(h(i-1,j)+L1/2)-(u(i-1,j)+L2/2)*((u(i-1,j)+L2/2)-
(u(i-1,j-1)4+L2a/2)) /deltax-g*((h(i-1,j)+L1/2)-(h(i-1,j-1)+L1a/2))/deltax);
Nla=deltat*(R-((u(i-1 j-1)+M2)* (h(i-1,j-1)+M1)-(u(i-1,j-2) + M2a)* (h(i-1,j-2)+ M1a))
/deltax);
Ni=deltat*(R-((u(i-1,j)+M2)*(h(i-1,j)+M1)-(u(i-1,j-1)+M2a)*(h(i-1,j-1)+M1a)) /deltax);
N2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R*(u(i-1,j-1)+M2) /(h(i-1,j-1)+M1)-(u(i-1,j-1)+M2)*((u(i-1,j-1)+
M2)-(u(i-1,j-2)+M2a))/deltax-g*((h(i-1,j-1)+M1)-(h(i-1,j-2) +M1a)) /deltax);
N2=deltat*(g*(S0-St)-R*(u(i-1,j)+M2)/(h(i-1,))+M1)-(u(i-1,j)+M2)*((u(i-1,j)+M2)-(u(i-
Lj-1)+M2a))/deltax-g*((h(i-1,j)+M1)-(h(i-1,j-1)+Mla)) /deltax);

h(ij)=h(i-1,j) +(1/6)*(K1+2*L1 + 25M1 4 N1);

u(i)=uli-1j) +(1/6)5(K2+ 212+ 25M2  N2);

end

end

%Plotagem

plot(x,h(1,:),’0k’)

xlabel("Posi¢ao [m]’)

ylabel(’Altura [m]’)

set(gca, FontSize’,20)

hold on

plot(x,h(100,:),’xr")

legend("Primeira iteracdo’, Ultima iteracao’)

set(gca, FontSize’,20)

for w=2:99

plot(x,h(w,:),’b")

set(gca, FontSize’,20)

hold on

end

figure

plot(x,u(1,:),’ok’)

xlabel("Posi¢ao [m]’)

ylabel("Velocidade [m/s|’)

set(gca, FontSize’,20)

hold on

plot(x,u(100,:),’xr’)

legend("Primeira iteracao’, Ultima iteracao’)

set(gca, FontSize’,20)

for w=2:99

plot(x,u(w,:),’b’)

set(gca, FontSize’,20)

hold on

end



