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OLIVEIRA, E. P. Estudo da Incerteza do Escoamento de Rios através das Equaçoes de Saint 
Venant. 2017. 93 p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia- 
MG.

Resumo

As equaçoes diferenciais estao presentes na modelagem de inúmeros fenômenos científicos, 
nos mais diversos ramos do conhecimento. Muitas destas equaçoes dependem de parâmetros de 
difícil obtencão, que possuem incertezas ou imprecisães em sua determinacão. Nesse contexto, o 
objetivo geral deste trabalho e estudar a incerteza existente no processo de escoamento de úguas 
em canais abertos, mais especificamente de rios, utilizando as equacoes de Saint Venant. Essa 
incerteza e abordada sob dois aspectos: atraves de um parômetro modelado pela Lúgica Fuzzy 
e atraves da consideraçao da inclinacao do leito de um rio como aleatória. Para isso, estudamos 
inicialmente conceitos relacionados as equacoes diferenciais e mútodos analíticos e numéricos 
de resolucçãao das mesmas. Para modelar matematicamente essa incerteza no fenôomeno de 
escoamento, utilizamos a Teoria dos Conjuntos Fuzzy. Assim, estudamos conceitos basicos re­
lacionados a esta teoria e o princípio da extensao de Zadeh, que estende conceitos matemúticos 
nao-fuzzy em conceitos fuzzy. Construímos a solucao fuzzy para as equacoes de Saint Venant 
a partir da solucão analítica e da consideracão da contribuçao lateral de vazao ao fluxo como 
um numero fuzzy triangular. Alem disso, resolvemos numericamente as equacoes, para da­
das condições de fronteira, tomando um dos parâmetros ora como determinístico, ora como 
variavel de saída de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy, construído com o conhecimento 
de um especialista na area. Por fim, avaliamos a influencia da inclinacao do leito do rio sob 
o escoamento, considerando esta inclinacao como variavel ao longo do canal. Este trabalho 
apresenta, assim, uma abordagem do problema de escoamento de rios que permite encontrar 
diferentes solucães para diversas situacoes de forma râpida, dinamica e com possível economia 
de recursos financeiros.
Palavras-chave: Equacoes de Saint Venant; Sistema Baseado em Regras Fuzzy; Extensao de 
Zadeh; Escoamento de Rios; Equacoes Diferenciais.
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OLIVEIRA, E. P. A Study of the Uncertainty in River Flows using the Saint Venant Equations. 
2017. 93 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlândia-MG.

Abstract

The differential equations are present in the modeling of countless scientific phenomena, in seve­
ral fields of knowledge. Many of these equations depend on parameters of difficult obtainment, 
which display uncertainties or imprecisions in their determination. In this respect, the general 
purpose of this research is to study the uncertainty surrounding the process of an open-channel 
flow, specifically that of rivers, using the Saint Venant equations. This uncertainty is approa­
ched in two aspects: through a parameter modeled by the Fuzzy Logic and by considering the 
slope of a river channel as random. For this purpose, we have initially studied concepts related 
to the differential equations, as well as analytical and numerical methods for solving them. To 
model this uncertainty mathematically in the river flow phenomenon, we have used the Fuzzy 
Set Theory. Thus, we have studied basic concepts related to this theory and Zadeh’s Extension 
Principle, which extends nonfuzzy mathematical concepts to fuzzy concepts. We have built 
the fuzzy solution for the Saint Venant Equations from the analytical solution and from due 
consideration about the contribution of lateral flow rate to the total river flow as a triangular 
fuzzy number. Additionally, we have solved the equations numerically, for specific boundary 
conditions, regarding one of the parameters as deterministic at one time and at another as an 
output variable of a Fuzzy Rule-Based System, built with expert knowledge. Finally, we have 
assessed the influence of the river channel slope on the flow, regarding this slope as a variable 
along the channel. This study presents, thus, an approach of the problem of river flow, which 
enables to find different solutions for several situations in a quick and dynamic way, with a 
possible saving in financial resources.
Keywords: Saint Venant Equations; Fuzzy Rule-Based System; Zadeh’s Extension Principle; 
River Flows; Differential Equations.
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Introdução
Inúmeros fenômenos presentes nas mais diversas áreas do conhecimento científico sao modelados 
matematicamente por equacoes que apresentam derivadas das suas incognitas, as chamadas 
equações diferenciais. Por este motivo, o estudo das equacões diferenciais e fundamental para 
quase todo pesquisador que trabalha, de forma direta ou indireta, com modelagem matemntica. 
Uma das areas do conhecimento que faz uso recorrente das equaçoes diferenciais e a engenharia 
civil. Desde o calculo de estruturas ate o estudo do solo, passando pela hidráulica de canais 
abertos, esse tipo de equaçcõao íe muito comum no dia a dia de um pesquisador na íarea de 
engenharia civil.

No contexto da hidráulica de canais abertos, um assunto de bastante relevância e o estudo 
de escoamento de rios. Diversas saõo as razõoes que motivam esse estudo, tais como a previsõao 
de cheias e secas, a prevençao de enchentes e o controle de erosoes. Quando se quer estudar 
um escoamento, duas equacoes tradicionalmente conhecidas como Equacoes de Saint Venant 
sao frequentemente utilizadas. Mujumdar (2001) apresentou estas equacõo na forma

ou ainda

dA dQ 
~ãt +  t  -  q =  0
I  dQ + 1  ráõLA dt A dx

dh+ gvpdx g(So -  S f ) =  0,

dA dQ__
s t  +  dx q 
1 dQ 1 d \ ¥ )  dh
A d i  +  A dx +  g dx g(So -  Sf ),

(1)

(2)

em que Q e a vazao em dada seção [m/s], A  e a área chamada área molhada (área do canal 
onde ocorre o escoamento que esta em contato com o fluido que escoa) [m2], h e a altura ou 
espessura da lamina d’agua [m] , x  e a  p o s to  ao longo do eixo do canal [m], q e a co n trib u to  
lateral por unidade de comprimento [m3/s/m], t éo  tempo de escoamento [s], g e a aceleracao 
da gravidade [m/s2], S0 e a inclinacão do canal e Sf e a perda de energia por atrito, sendo 
ambos S0 e Sf adimensionais. A Figura 1 apresenta uma secao transversal generica e exibe a 
area molhada da secao. A primeira equacão do sistema (2) e conhecida equacao da continuidade 
ou de conservacão da massa, enquanto a segunda e conhecida como equaçao de conservacao do 
momento. As equacoes recebem esse nome em homenagem ao engenheiro frances Adhemar- 
Jean-Claude Barre de Saint Venant, que prestou diversas contribuicães nas areas de elasticidade 
e hidraulica.

As equacoes do sistema (2) nao podem ser resolvidas simultaneamente de maneira analítica, 
exceto para casos muito simplificados. Suponhamos que a co n trib u to  lateral seja devida a 
precipitaçao atmosferica que cai a uma determinada taxa. Se as forcas de atrito e gravidade 
forem dominantes sobre as forcas de inercia e pressao, a segunda equacão se reduz a S0 =  Sf 
(essa simplificacão e detalhada no Capítulo 3). Henderson e Wooding (1964) apresentaram

1
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solução para a forma simplificada das equações de Saint Venant no caso em que a contribuição 
lateral q e constante, com as seguintes condições de fronteira:

h(x =  0,t) =  0, Ví; h(x ,t =  0) =  0, Vx. (3)

Figura 1: Secao transversal generica de um rio e a area molhada.
Woolhiser e Liggett (1967) mostraram que um modelo conhecido como onda cinemática e 

uma boa aproximacao para as equacoes de Saint Venant sob determinadas condiçoes. Mais 
tarde, Morris e Woolhiser (1980) modificaram as condiçoes de validade para essa aproximaçao.

Parlange et al (1981) generalizaram a soluçõo proposta por Henderson e Wooding (1964) 
para o caso em que a contribuiçao lateral depende do tempo, mas e positiva. Se a co n trib u to  
lateral e negativa, ou seja, se o rio cede agua para o meio externo, as solucões propostas por 
Henderson e Wooding (1964) e por Parlange et al (1981) nõo se aplicam. Posteriormente, 
Cundy e Tento (1985) e Giraldez e Woolhiser (1996) apresentaram solucões para a situacao em 
que a contribuiçao se torna negativa após determinado tempo depois de a chuva cessar. Alem 
disso, Sander et al (1990) desenvolveram uma solucõo para o caso em que a co n trib u to  lateral 
e uma funçõo arbitraria, nao-negativa ate certo tempo í* e negativa apás esse tempo í*.

Do ponto de vista numérico, segundo Venancio (2003), Massau (1889) foi o primeiro a tentar 
uma solucao grafica as equacoes de Saint Venant. Porem, esta proposta nao teve aceitacao 
devido ao tempo e esforço necessários para sua obtençao. Alguns anos mais tarde, Isaacson et 
al (1956) realizaram estudos de cheias do rio Ohio, nos EUA.

A partir daí, diversos pesquisadores utilizaram tecnicas explícitas ou implícitas para resolver 
as equacões, tais como Garrison et al (1969), Abbott e lonescu (1966), Baltzer e Lai (1968), 
Fread (1973), entre outros. Venancio (2003) utilizou um esquema de diferenças finitas conhecido 
como esquema de Preissmann para obter a solucõo das equações. Ainda, Steinstrasser (2005) 
resolveu as equações atraves um metodo chamado de Metodo Difusivo de Lax, tambem baseado 
em diferenças finitas.

Assim como em diversos outros problemas, estudar o escoamento de um rio envolve incer­
tezas. Com o objetivo de propor uma abordagem mais flexível a modelos matemáticos, L. 
Zadeh desenvolveu a primeira publicaçao sobre conjuntos fuzzy [3]. Desde entao, a teoria dos 
conjuntos fuzzy e suas aplicacões apresentam uma evolucao râpida e estao presentes nos mais 
diversos ramos do conhecimento científico. Diferentemente dos demais trabalhos realizados so­
bre as equaçoes de Saint Venant, que utilizaram modelos e parâmetros determinísticos, neste 
trabalho a contribuiçao lateral e um parâmetro fuzzy.

Os objetivos específicos deste trabalho sõo aplicar o príncipio da extensao de Zadeh para 
a solucao analítica das equacoes de Saint Venant com a co n trib u to  lateral sendo um numero 
fuzzy triangular e resolver numericamente as equacoes de Saint Venant obtendo os valores da
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contribuição lateral de vazao ao fluxo através de um SBRF. Desta forma, estudamos neste 
trabalho metodos numericos e analíticos para resoluçao de equações diferenciais, com vista a 
aplica-los, em conjunto com um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF), na solucao das 
equacoes de Saint Venant. Em outras palavras, fazemos um estudo que aborda algumas incerte­
zas existentes na modelagem do escoamento de rios. Elaboramos um SBRF, cujas variaveis de 
entrada sao a porosidade do leito do rio e a diferenca entre o nível do lencol freatico e a altura 
da lamina d’agua e cuja variavel de saída e a contribuiçao lateral de vazao ao fluxo por unidade 
de area. A partir de uma base de regras desenvolvida em conjunto com um especialista na 
area de Hidráulica e Mecanica dos Fluidos, utilizamos o SBRF para estudar o comportamento 
das variaveis de interesse em diversas situaçoes. A utilizacão de um SBRF no problema de 
escoamento de rios possibilita tratar o problema com dinamismo e rapidez, na medida em que 
fornece uma soluçao correspondente a cada conjunto de valores para as variáveis de entrada. 
Por este motivo utilizamos um SBRF no problema principal deste trabalho.

Os exemplos apresentados no texto sao todos relacionados a engenharia civil, bem como o 
problema principal.

A organizaçcãao do trabalho íe feita a seguir.
No Capítulo 1, apresentamos conceitos basicos sobre equacoes diferenciais e metodos de 

resolucao analítica e numérica. Ao fim do capítulo, com o objetivo de exemplificar o metodo 
de Runge-Kutta, estudamos o problema do desmoronamento da ponte de Tacoma Narrows.

No Capítulo 2, introduzimos conceitos iniciais da teoria de conjuntos fuzzy, definimos os 
a-níveis, explicamos o princípio de extensao de Zadeh e apresentamos a estrutura de um SBRF. 
Tambem, como exemplo, construímos um SBRF aplicado a engenharia civil.

No Capítulo 3, apresentamos a primeira parte do problema central deste trabalho. Cons­
truímos a solucão analítica das equacães de Saint Venant, sob determinadas hipíteses, e apli­
camos o princípio da extensãao de Zadeh a esta soluçcaão.

No Capítulo 4, realizamos um estudo aprofundado sobre o comportamento das solucoes 
das equaçoes de Saint de Venant obtidas a partir de um SBRF e estudamos a influencia da 
inclinacão do leito do rio sobre essas solucoes.

No Capítulo 5, apresentamos as conclusões, considerações finais e sugestoes para trabalhos 
futuros.

Edmilson Paulo de Oliveira 
Uberlandia-MG, 20 de fevereiro de 2017.



Capítulo 1
Equações Diferenciais e M étodos de 
Resolução
Diversos fenômenos da natureza, modelos físicos, biológicos e de engenharia sao descritos por 
equações matematicas nas quais aparecem derivadas das variaveis que descrevem os proble­
mas em questao. Essas equacoes sao chamadas equacões diferenciais e tem ampla aplicacao 
nos mais diversos ramos do conhecimento. Algumas vezes, e possível encontrar funcoes que 
satisfazem uma equacõo diferencial de interesse. Nesse caso, dizemos que a equaçao possui 
soluçao analítica. Em outros casos, nao e possível encontrar tais funcoes. Quando isso ocorre, 
precisamos encontrar solucoes aproximadas para as equacoes atraves dos chamados métodos 
numéricos. Neste capótulo, apresentamos conceitos e definicoes sobre equacões diferenciais e 
alguns métodos para resolve-las. Alem disso, apresentamos, como exemplo da utilizacõo do 
Metodo de Runge-Kutta, um breve estudo sobre o desmoronamento da ponte de Tacoma Nar­
rows, nos EUA.

1 .1  E q u a c o e s  D i f e r e n c i a i s
Definição 1.1. Uma equacõo que contem as derivadas de uma ou mais varióveis dependentes, 
em relacao a uma ou mais variaveis independentes, e chamada de equaçao diferencial [33].

Uma solucõo de uma equacao diferencial e uma funcõo cujas derivadas satisfazem a equaçao. 
Evidentemente que nem sempre existe solucao analítica para uma equaçao diferencial e, quando 
existe, nõao óe sempre que podemos garantir a unicidade dessa soluçcaõo.

dx 3tExemplo 1.1. Seja a equaçõo diferencial — =  —.A  funcõo x =  U /3 e uma solucao para adt xequacõo diferencial, visto que sua derivada torna a equacõo verdadeira.
Muitas vezes, ao trabalharmos com problemas físicos, estamos interessados em uma solucao 

particular que satisfaca determinadas condiçoes adicionais. Quando todas essas condicoes sõo 
dadas em um único ponto, estamos diante de um problema de valor inicial (PVI). Caso essas 
condicoes sejam dadas em mais de um ponto, temos um problema de valor de contorno (PVC).
Exemplo 1.2. O problema

e um  PVI, pois e um a equacao diferencial acrescida de um a condicao adicional em unico ponto.

(1.1)

4
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Exemplo 1.3.

{u"(x) +  2u'(x) +  u(x) =  x
u(0) =  0 (1.2)

u(l) =  - 1 .
e um PVC, pois se trata-se de uma equação diferencial acrescida de duas condições adicionais 
em pontos distintos.

Podemos classificar equacoes diferenciais quanto ao tipo, ordem e linearidade.
1 .1 .1  C la s s i f ic a ç ã o  q u a n t o  a o  t i p o
Se uma equaçao diferencial apresenta apenas derivadas ordinarias de uma variavel dependente, 
em relacao a uma unica variavel independente, esta e dita equacao diferencial ordinaria (EDO) 
[33]. De maneira mais formal, definimos a seguir.
Definição 1.2. Uma equaçao diferencial ordinaria (EDO) e uma equacão da forma

F  I x ,y , —dy dny
d x " " 1 dxn 0 (1.3)

em que y e uma função n vezes diferenciável, chamada de variável dependente, e x E I  C R e 
chamada de variavel independente [33].
Exemplo 1.4. A equação diferencial

d2y ody I R
dX2 -  2 dX + 6y 0

e uma EDO, uma vez que apresenta apenas derivadas ordinarias em relacao a variavel x.
Podemos definir tambem um sistema de EDO, que e um conjunto de equacoes diferenciais 

que apresentam apenas derivadas ordinarias de varias variaveis dependentes em relacao a uma 
unica variavel independente. Matematicamente, temos:
Definição 1.3. Um sistema de equacoes diferenciais ordinarias e um sistema da forma

Fi x y i y2 . dyi•. , yn , , , .dx
dmi1 y1 dy2 dm21 y2

.., dxmi1 : dx , ‘. , dxm2i
F2 x y i y2 . dyi dmi2 yi dy2 dm22 y2.., yn, j  , .dx .., dxmi2 : dx , , dxm22

dyn dmni yn\ =  0dx , dxmni j
dyn dmn2 y \n =  0dx , dxmn2 ) (1.4)

Fk x ,y l , y2, . . . ^ dyi
dx

dmiky1 dy2 dm2ky2 dyn dmnkyn
 ̂ dxmik ’ dx )  ̂ dxm2k )  ̂ dx  ̂  ̂ dxr̂ n̂k(_X._U U/Uy (_X._U (_X._U (_X._U

em que y\, ..., yn sao variaveis dependentes da variavel independente x.
0

Por outro lado, uma equacao que envolve derivadas parciais de uma variavel dependente 
de duas ou mais variaveis independentes e dita equacão diferencial parcial (EDP). De maneira 
formal:
Definição 1.4. Uma equacao diferencial parcial (EDP) e uma equacão da forma

dy d2y dmyF x i ... xn y dx,- ’ dx,-dx,- ’ dxil...dx, ,1 0 (1.5)
em que x =  (x i,... ,xn) pertence a algum domínio Q C Rn e y : Q — > R e uma funcão 
com derivadas parciais ate a ordem m. As coordenadas x1, ..., xn sao chamadas variaveis 
independentes e y variável dependente.
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Exemplo 1.5. A equação diferencial
du dux ^~  +  y^~  =  u dx dy

e uma EDP, pois apresenta derivadas parciais da variãvel u em relação ãs variãveis x  e y.
Definição 1.5. Um sistema de equações diferencias parciais e um conjunto de equações da 
forma

p  / dyi  d2yiF I x i, ...,xn,y \, ...,yk, ^ dmi yi dyk d2yk dmk yk
r\ ) r\ r\ ) "  '  ) r\ r\ ) " ') n  O  ) " d  A  Ooxi OxiOxj axil ...Oximí oxi OxiOxj axil ...oxi --0,

(1.6)
em que y1; ..., yk sõo variãveis dependentes das variãveis independentes x1, ..., xn

1.1.2 Classificação quanto à ordem
A ordem de uma equação diferencial e, por definicõo, igual ã ordem da derivada de mais alta 
ordem presente na equacõo.
Exemplo 1.6. A EDO

A dy .4x—— + y =  x dx
e de primeira ordem, uma vez que a derivada de maior ordem que aparece na equaçõo e uma 
derivada primeira.
Exemplo 1.7. A EDO

<d*V + dy'. .
dx2 +  U  d^ 1 -  4y ex

e de segunda ordem, pois a derivada de maior ordem que aparece e uma derivada segunda. 
Exemplo 1.8. A EDP

,d4u d2u+ 0dx4 dt2
e de quarta ordem, pois a derivada de maior ordem que aparece e uma derivada quarta.

1.1.3 Classificação quanto ã linearidade
Dizemos que uma EDO na forma (1.3) e linear se F  for linear em relação a y e todas as suas 
derivadas. Analogamente, dizemos que uma EDP na forma (1.5) e linear se F  for linear em 
relacão a y e todas as suas derivadas parciais [5].
Exemplo 1.9. As EDO

dyx —  +  y dx 0,

• y" — 2y' +  y =  0 e
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3 d3y 2 d2y „ dy• x 3~r^ -  x 2~n> +  3x^~  +  5y dx3 dx2 dx eX

são lineares, pois não apresentam y e suas derivadas em graus maiores do que um, tampouco 
produtos entre derivadas ou entre uma derivada e y.
Exem plo 1.10. A Equação do Transporte, dada por

e uma EDP linear.

du du 
dt +  dx 0,

Exem plo 1.11. A EDO
yy" — 2y' =  x

não e linear, pois apresenta um produto entre y e y".
O bservação 1.1. Existe uma classificacao muito conhecida e de suma importancia para EDP 
lineares de segunda ordem em duas variáveis [11]. Suponha uma EDP linear de segunda ordem 
da forma

a(x, t)uxx +  2b(x, t)uxt +  c(x, t)utt +  d(x, t)ux +  e(x, t)ut +  f  (x, t)u =  g(x, t). (1.7)
Usualmente, a soma dos termos que contem as derivadas de ordem superior, isto e, a(x, t)uxx+ 

2b(x,t)uxt +  c(x,t)utt, e conhecida como parte principal da EDP. Vamos considerar a matriz

A a b  
b c (1.8)

em que a =  a(x, t), b =  b(x, t) e c =  c(x, t).
Podemos classificar a EDP (1.7) de acordo com os autovalores da matriz A. Uma vez que 

A  e simetrica, seus dois autovalores sao ambos reais e sao as raízes da equacao

det(A — XI ) a — X b 
b c - X (a — X)(c — X) — b2 =  X2 — (a +  c)X — (b2 — ac) =  0. (1.9)

Em cada ponto (x,t), os autovalores sao definidos pelo sinal do discriminante d(x,t) =  
b2 — ac. Assim, para cada ponto fixado (x,t), temos que

• Se b2 — ac < 0, as duas raízes da equacao (1.9) possuem o mesmo sinal e a EDP e dita 
elíptica.

• Se b2 — ac =  0, uma das raízes da equacão (1.9) e nula e a EDP e dita parabálica.
• Se b2 — ac > 0, as duas raízes da equacao (1.9) possuem sinais opostos e a EDP e dita 

hiperboílica.
Assim, toda EDP na forma da equacao (1.7) pode ser classificada em cada ponto (x,y) 

como elíptica, parabálica ou hiperbólica.
Exem plo 1.12. A equacao uxx +  uyy =  0, conhecida como Equação de Laplace, e elíptica, pois 
o discriminante e igual a d(x,y) =  02 — 1.1 =  —1 < 0 para todo (x,y).
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Exemplo 1.13. A equação uxx — uy =  0, conhecida como equação do calor, e parabólica, pois 
o discriminante e igual a d(x,y) =  02 — 1.0 =  0 para todo (x,y).
Exemplo 1.14. A equacão uxx — uyy =  0, conhecida como equação da onda, e hiperbólica, 
pois o discriminante e igual a d(x,y) =  02 — 1.(—1) =  1 para todo (x, y).
Exemplo 1.15. A equacao yuxx + uyy e elóptica, parabolica ou hiperbolica, de acordo com o 
valor de y. De fato, temos que o discriminante e igual a d(x,y) =  02 — y.1 =  —y. Assim,

• A equacao e elíptica se y > 0.
• A equaçao e parabolica se y =  0.
• A equaçao e hiperbolica se y < 0.

1 .2  O  M e t o d o  d a s  C a r a c t e r í s t i c a s
Uma infinidade de problemas de natureza pratica são descritos pelas EDP. Nem sempre encon­
trar uma solucao para uma EDP e trabalho simples. Na verdade, em diversos casos, as soluções 
analóticas nao são conhecidas e e, nesses casos, necessario lancar mao de metodos numericos. 
Em algumas situacoes, uma ferramenta conhecida como metodo das características permite 
transformar, de certa forma, uma EDP em uma EDO, facilitando, assim, o processo de busca 
pela solucao da EDP original.

O metodo das características tem como ideia basica obter curvas ao longo das quais a EDP 
se reduz a uma EDO. Tais curvas sao chamadas de curvas características da equacao, daó o 
nome do móetodo. O nome curvas caracterósticas se deve ao fato de que elas independem das 
condicoes iniciais da EDP. Uma vez obtidas as curvas características, podemos integrar a EDO 
obtida ao longo das características, obtendo dessa forma a solucao. Apresentamos o metodo a 
partir de um exemplo [5].

Consideremos a equacao unidimensional de conveccao homogenea para um fluido incom- 
pressóvel com velocidade variAvel, que corresponde à equacão (1.10):

ut (x,t) +  c(x, t)ux(x,t) =  0, (x,t) G R x R, c G C 1(R2), (1.10)
em que u e a densidade de massa do fluido, c e sua velocidade e C 1(R2) representa o conjunto 
das funcoes de duas variAveis reais cujas derivadas parciais de primeira ordem são todas funçoes 
contónuas.

Seja (x(t),t) uma curva arbitraria no plano xt. A derivada de uma funcão u qualquer ao 
longo desta curva e dada, atraves da Regra da Cadeia, por:

d—u(x(t),t) =  ut (x(í),í) +  x'(í)ux(x(í),í). (1.11)dt
Se u e uma funcao que satisfaz a equacao (1.10), entao devemos ter

du
dt 0 ao longo das curvas para as quais x'(t) =  c(x,t),

ou seja,

u =  k ao longo das curvas x'(t) =  c(x,t).
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Assim, ao longo das curvas características dessa equação, a EDP ut + cux =  0 foi reduzida 
à EDO u' =  0. Para obter a solucao do problema, basta agora integrar a EDO ao longo dessas 
curvas características.

E importante salientar que as curvas características são definidas a partir de uma EDO nao 
necessariamente linear. Assim, nao podemos garantir que as características estejam definidas 
para todos os pontos do domínio do problema. Em geral, estãao definidas apenas localmente. 
Vejamos, a seguir, um exemplo mais detalhado.
Exemplo 1.16. Consideremos o PVI a seguir [5].

ut — xtux =  0, u(x, 0) =  f  (x), x G R, t G R. (1.12)
Seja (x(t), t) uma curva em R2. A derivada de uma funcão u qualquer, ao 

íe dada por
longo dessa curva,

d—u(x(t),t) =  ut +  x'(t)ux dt (1.13)
Se u satisfaz a EDP do PVI (1.13), então devemos ter

x'(t) =  —xt, (1.14)
que e, justamente, a EDO que define as curvas características da EDP. A equação (1.14) e uma 
EDO separável. Assim, podemos reescreve-la da forma

dx—  =  -td t.x (1.15)
Resolvendo a equação (1.15), temos

í2x(t) =  ce 2 , (1.16)
em que c e a  constante de integracao. Para t =  0, temos x(0) =  c. Dado um ponto (x0, t0), a 
curva característica que passa por esse ponto e dada por

t2í0xo =  ce 2 (1.17)
Isolando c em (1.17), temos que

t2í0c =  xoe 2 . (1.18)
Substituindo (1.18) em (1.17), obtemos

t2-t0x(t) =  x0e 2 . (1.19)
Como u e constante ao longo das curvas características, temos que

t0 t0u(xo, to) =  u(c, 0) =  u(xoe 2 , 0) =  f  (xoe 2 ). (1.20)
Dessa forma, a soluçao do PVI e

t2u(x, t) =  f  (xe 2 ). (1.21)
No capítulo 3, utilizamos o metodo das características para resolver 

equacoes de Saint Venant.
analiticamente as
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1 .3  O  M é t o d o  d a s  D i f e r e n ç a s  F i n i t a s
O Método das Diferenças Finitas (MDF) e um método numérico para resolução de equações 
diferenciais. Tem como base as chamadas Fórmulas de Diferenças Finitas, que sao expressões 
utilizadas para aproximar derivadas ordinarias ou parciais, a partir da expansão em serie de 
Taylor das funçoes cujas derivadas deseja-se aproximar [7].
Observação 1.2. Ao trabalharmos com metodos numericos, e necessório efetuar a chamada 
discretizacao do problema. Assim, o domínio do problema, que geralmente e um intervalo 
contínuo (ou um produto cartesiano de intervalos contínuos), e particionado e o problema e 
resolvido de forma discreta para os pontos que definem essa partição. E usual, no contexto da 
discretizacao, utilizar notacoes do tipo xn, xn+1, xn-1. Suponha que o domínio do problema 
seja o intervalo [a,b] e que esse domínio sera particionado em subintervalos de comprimento h. 
Nessa situacao, temos que x0 =  a, x1 =  a +  h, xn =  a +  nh e assim por diante.

Existem três tipos de aproximacoes para as derivadas: diferença progressiva, diferença atra­
sada e diferenca centrada.

Diferença Progressiva
Seja y =  f  (x) uma funcao infinitamente diferenciavel definida num intervalo aberto contendo 
um ponto x0. Temos que a expansão de f  (x) em serie de Taylor em torno de x0 e dada por

's t ,  \ , m  m  ̂ , f "(xo)(x -  xo)2 , f///(xo)(x -  xo)3 , n 00,f  (x) =  f  (xo) +  f  (xo)(x -  xo) + ---------^ ---------+ ---------- 3--------- + ••• (1.22)
Fazendo, na equaçao (1.22), x0 =  xn, x =  xn+1 e xn+1 — xn =  h, temos:

t , ) =  f ( ) , f/( , f//(xn)h2 , f///(xn)h3 , (1 23)f  (xn+l) f  (xn) + f  (xn)h + ^ -------+ 3 -------+ ••• (1.23)
Truncando a soma no termo da derivada primeira, temos que, para ^ (xn,xn+i),

f  "(£*„+, )h2,f (Xn+l) = ,f (x„) + ,f '(x„)h +
Explicitando f '(x n) na equação (1.24), temos

2!

f '(x )   f  (xn+1) f  (xn) h f''(e )f  (xn) _  h 2 f  (Sxn+l )-

(1.24)

(1.25)
hO te r m ^ ^ f //(CXn+i) e o resto de truncamento e, sendo a potencia de h igual a 1, dizemos 

que o metodo e de primeira ordem. De forma simplificada, se y =  f  (x), temos:
/ yn+1 ynyn h (1.26)

Diferenca Atrasada
Nesse tipo de aproximação, a expansao em serie de Taylor e calculada para x  _  xn-1. Assim, 
fazendo, na equação (1.22), xo _  xn, x _  xn-1 e xn — xn-1 _  h, temos:

f  (xn -1) f  (xn) — f ' (xn)h + í  ''(xn)h2 
2!

í'''(xn)h3 +
3! + (1.27)
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Truncando a soma no termo da derivada primeira, temos que, para £Xn-1 G (xn-1,xn),

f  (xn -1) f(x n) -  f/(xn)h + f  "(C^-i )h2 
2!

Explicitando f ( x n) na equação (1.28), temos

f  /(xn) f  (xn) -  f  (xn -1)
h + 2  f//(^Xn-l ).

(1.28)

(1.29)
ho termo ^ f//(Cx„-i) 

forma simplificada, se y
e o resto de truncamento e o mfitodo tambem e de primeira ordem. De 
=  f  (x), temos:

yn/ yn yn- 1
h (1.30)

Diferença Centrada
A formula para a aproximacao da derivada primeira pelo mfitodo da diferenca centrada e obtida 
da mesma forma que nos casos de diferença atrasada e diferenca progressiva.

Calculando a expansao em serie de Taylor para o ponto x =  xn+1 e truncando a soma no 
termo da derivada segunda, temos:

f( ) =  f( ) , f/( , f//(xn)h2 , f///(Cxn+i)h3f  (xn+1) =  f  (xn) +  f  (xn) h + ^  + 3! :
com ^xn+i G (xn,xn+l).

Por outro lado, calculando a expansao para x =  xn-1, obtemos:

f  (xn-l) =  f  (x„) -  f /(xn)h + f //(xn)h2 f ///(^xn-l)h3
2! 3!

(1.31)

(1.32)
com ^xn_i G (xn-1,xn).

Subtraindo a equaçao (1.32) da equacão (1.31), temos:
h3

f  (xn+1) -  f  (xn -1) =  2f /(xn)h +  ^  [f  " ^ n + O  + f  "/(£xn -1)].
Explicitando f /(xn),

f /(x „)= f  <x“+i 2hf  <x“-i)  -  h2 [f ///(íx„+1) + f /// «*„-,)].

O resto, nesse « sc , é igu a la  | [f'"tex„+1) +  f '"Kx„-,)] e, visto qne a ^ tonem  de h é 2,
dizemos que o metodo e de ordem 2. Escrevendo de maneira simplificada chegamos em:

(1.33)

(1.34)

y/ yn+1 yn- 1
2h (1.35)

E possível, ainda, encontrar aproximações para outras derivadas, tambem a partir da ex­
pansao em serie de Taylor. As expressões a seguir mostram as aproximacoes adequadas para a 
derivada segunda.

• Diferenca progressiva

yn// 2 yn+1 yn
h2 (1.36)
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• Diferença atrasada

yn yn- 1 yn +  hyn
h 2

2 (1.37)

• Diferença centrada

// _. yn+1 Vn ~  ----- 2yn + yn- 1
"h2 (1.38)

Um exemplo de aplicacão do Metodo das Diferenças Finitas e apresentado no Capítulo 2.

1 . 4  O  M é t o d o  d e  R u n g e - K u t t a  d e  4 a o r d e m
Uma importante família de metodos para resoluçao numérica de equaçães diferenciais ordinarias 
e a família dos metodos iterativos de Runge-Kutta. Os metodos recebem este nome pois foram 
desenvolvidos por volta de 1900 pelos matemáticos alemaes C. Runge e M. W. Kutta. Sao 
diversos os metodos dessa família, sendo nomeados de acordo com a ordem do erro global de 
truncamento. Assim, o metodo de Runge-Kutta de 1a ordem apresenta, por exemplo, erro de 
truncamento global de ordem 1. Abordamos, neste trabalho, o metodo de Runge-Kutta de 4a 
ordem.

Considere o PVI
f y/ =  f  (t,V) 
1 y(t o) =  yo, (1.39)

em que y =  (y1, ..., yn) : R — > Rn e uma funçao de valores reais a valores no Rn, t , t 0 G I  C R, 
f  (t, y) : R x Rn —  ̂Rn e uma funcao determinada e y0 e um vetor do Rn.

O metodo de Runge-Kutta de 4a ordem estabelece expressães para a obtençao da soluçao 
aproximada desse PVI, conforme a seguir.

yj+i =  yj +  6 (Kj +  2Lj + 2Mj + )’ (1.40)
em que:

Kj =  h f (tj ,y j);
Lj =  h f  (tj +  I  ,yj +  2̂ ); 
Mj =  h f  (tj +  1 , yj +  );
Nj =  h f  (tj +  h,yj +  Mj). 

Note que K ,L , M, N  são vetores do Rn e que

f  ( t,y)
1 f i (t,y) ^ < K 1, N

e Kj =
V f n(t,y) ) V K nj )

Assim, a partir deste momento, quando escrevemos K j , estamos nos referindo à imsima 
coordenada do vetor K  na j-esima iteracao. A notacao e analoga para os vetores L, M e N .

O erro de truncamento desse metodo e de 4a ordem, e por isso, recebe o nome Runge-Kutta 
de 4a ordem.
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1.4.1 Um  exem plo de aplicação do M étodo de R unge-K utta
Um dos mais conhecidos e lembrados incidentes envolvendo engenharia civil e o colapso da 
ponte de Tacoma Narrows, nos Estados Unidos. Tratava-se de uma ponte pensil que, devido a 
fortes ventos e ausencia de formato aerodinamico, caiu em novembro de 1940.

Desde sua inauguracao, a ponte atraía curiosos, ja que era posssível perceber oscilacoes ver­
ticais na estrutura. No dia 7 de novembro de 1940, durante uma forte tempestade, as oscilações 
aumentaram a níveis nao vistos anteriormente. Rapidamente, as oscilacoes verticais tornaram- 
se oscilações rotacionais, causando abalos estruturais na ponte, que logo veio a desmoronar. A 
Figura 1.1 mostra o movimento de torçao da ponte e a Figura 1.2 mostra o desmoronamento.

Figura 1.1: Vibracoes da ponte de Tacoma Narrows [6].
Durante muitos anos, atribuiu-se a ruína da estrutura ao fenomeno da ressonancia. A res- 

sonancia e um fenomeno físico que ocorre quando a frequencia natural de um sistema vibratório 
e igual a frequencia das forcas externas que atuam sobre este sistema. Mas, em pesquisas mais 
recentes, os matemáticos Lazer e McKenna (1990) sustentaram que o que causou o desmoro­
namento foram efeitos nao-lineares, e nao ressonancia. Para que a ressonancia fosse a causa 
dos deslocamentos incomuns da estrutura, os ventos deveriam atuar de forma periídica e cons­
tante sobre a ponte, incidindo sempre com um ângulo específico sobre a mesma, o que parece 
improvavel para uma forca natural. Surgiu, entõo, um novo modelo que poderia explicar o 
desastre. Apresentamos um modelo similar ao proposto por Lazer e McKenna (1990) a fim de 
exemplificar a utilizaçõo do Metodo de Runge-Kutta de 4a Ordem.

Consideremos uma ponte suspensa e um único cabo vertical dessa ponte. Suponhamos que 
esse cabo tenha princípio de funcionamento similar ao de uma mola, mas com uma diferenca: 
diferentes características sob tensõo e compressõo. Quando tracionado, o cabo se comporta 
como uma mola com constante elastica b e, quando comprimido, com constante elastica a, de 
modo que 0 < a < b. Representamos por x(t) a deflexõo vertical da parte da pista ligado ao 
cabo, em que t representa o tempo e x =  0 a posicõo de equilíbrio [32]. Definimos o sentido
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positivo da deflexão para baixo. Nao havendo amortecimento, uma equação que modela o 
problema em questao e

m x” +  F  (x) =  g(t), (1.41)
em que g(t) e a força aplicada, m e a massa do elemento da ponte ligado ao cabo e F(x) e a 
funçao definida por partes a seguir:

F  (x) bx, se x > 0 
ax, se x < 0.

Figura 1.2: Desmoronamento da ponte de Tacoma Narrows [6].

Para que a ressonância fosse responsavel pelo colapso da estrutura, a frequencia natural do 
sistema composto pelo cabo e pela secao do tabuleiro a este ligada deveria ser igual a frequencia 
da forca g(t) [34]. A frequencia natural do sistema e a frequencia com a qual o sistema vibra 
quando nao ha forcas externas atuando. Neste caso, a equacao (1.41) assume a forma

m x” +  F  (x) =  0. (1.42)
Vamos supor, por simplicidade, que F(x) =  kx. Temos, entao

(1.43)

(1.44)

mx" +  kx =  0.
Uma vez que a massa m nao e nula, podemos escrever

kx +---- x =  0.m
A razao e definida como uA ou seja, m

U  =  .m
Assim, para que houvesse ressonância, a forca externa atuante sobre o sistema deveria

k

(1.45)

ter frequencia u  =  u 0 =  . Por exemplo, poderíamos ter uma força externa da formamg(t) =  sen(u0t). Para que a igualdade ocorra, e necessario que a constante elástica dos cabos

k
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presos a ponte seja a mesma sob tração e compressão, o que não e verdade do ponto de vista do 
modelo apresentado por Lazer e McKenna (1990). No modelo que apresentamos, a constante 
eiastica e igual a 4, quando o cabo esta sujeito a tracão, e e igual a 1, quando o cabo esta 
sujeito a compressao.

Solução analítica
Vejamos uma situaçao particular para esse problema. Suponhamos m = 1 ,  b =  4, a =  1,
g(t) =  sen(4t) e que o tabuleiro da ponte esteja inicialmente na posicão de equilíbrio, a uma 
velocidade v =  1 m/s para baixo. Entao, temos o PVI

{x" +  F  (x) =  sen (4t);
x(0) =  0; (1.46)
x '(0) =  1.

O PVI (1.46) possui soluçao analítica. Por se tratar de um PVI composto por uma EDO 
linear de segunda ordem, podemos resolve-la usando o metodo dos coeficientes a determinar. 
Resolvemos o PVI no intervalo [0, 3n]. Vamos considerar inicialmente x > 0, uma vez que a 
velocidade e considerada positiva para baixo e o sentido considerado positivo para a deflexão 
tambem e para baixo. Assim, temos o seguinte PVI

{x” +  4x =  sen (4t);
x(0) =  0; (1.47)
x ' (0) =  1.

A soluçao do PVI e da forma
x(t) =  xp(t) +  xh(t), (1.48)

em que xp(t) e uma solução particular da EDO não homogenea e xh(t) e a solucao geral da 
homogenea associada.

Vamos considerar primeiramente a EDO homogenea
x'' +  4x =  0. (1.49)

A partir da equação característica y2 +  4 =  0, obtemos a solucaoxh(t) =  cicos(2t) +  c2sen(2t). (1.50)
Para encontrar uma solução particular da EDO não homogênea, utilizamos o método dos 

coeficientes a determinar. Uma vez que a EDO nao homogênea ê
x" +  4x =  sen(4t), (1.51)

uma possível solucão e da forma xp(t) =  Asen(4t) +  Bcos(4t). Calculando as derivadas de 
xp(t) e substituindo na EDO (1.51), obtemos, atraves da simples igualdade das funçães, que
A =  —— e B  =  0. Assim, uma solução particular da EDO e12

xp(t) =  —12 sen(4t) .
Portanto, a solucão geral da EDO (1.51) e dada por

(1.52)

x(t) =  c^cos(2t) +  c2 sen(2t) — — sen(4t). (1.53)
Aplicando as condicçãoes iniciais, obtemos
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2 1x(t) =  -  sen(2t) — —  sen(4t).3 12
Utilizando a identidade sen(29) =  2sen(9)cos(9) em (1.54), temos

/ N 2 / N 1 / N / N 2 / N 1 / N / Nx(t) =  -  sen(2t) — — 2sen(2t)cos(2t) =  -  sen(2t) — -  sen(2t)cos(2t). 3 12 3 6
De forma simplificada, temos

x(t) =  sen(2t) 2 1
3 -  6cos (2t)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

nNote que o primeiro valor positivo de t que torna x(t) =  0 e t =  —. Nesse instante, a ponte
/ í n \ 5volta a posição de equilíbrio. E facil ver que x' ( — 1 =  — - ,  ou seja, a velocidade e negativa,2 3o que diz que o tabuleiro da ponte esta se movimentando para cima. Nesse caso, o cabo en

2 o PVI
x" +  x( n \x< V 2 )/ ( n \x -2

5 
3 '

(1.57)

Usando metodos identicos aos utilizados para a soluçao do primeiro PVI, obtemos a solucão 
de (1.57). A equacão característica da EDO homogenea associada a este PVI e

o que leva a uma solução geral
y2 +  1 =  0,

xh(t) =  c3 cos(t) +  c4sen(t)'

(1.58)

(1.59)
Usando novamente o m+todo dos coeficientes a determinar para encontrar uma soluçao 

particular para a EDO nao homogenea do PVI (1.57), obtemos

xp(t) =  —15 sen(4t).
Assim, a solucao geral da EDO do PVI (1.57) e

(1.60)

x(t) =  c3cos(t) +  c4 sen (t)----- sen(4t).15 (1.61)

Aplicando as condicoes iniciais, obtemos c3 =  -  e c4 =  0. Dessa forma, a solucão do PVI5(1.57) e
7 1x(t) =  -  cos(t) — — sen(4t), 5 15 (1.62)

que reescrita assume a forma

x(t) =  cos(t) 7 4-------- sen(t)cos(2t)5 15 (1.63)
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3nA partir de (1.63), notamos que o próximo valor positivo de t que torna x(t) =  0 e t =  — . 
AT • i í  3n \  17 . vNesse instante, temos x I —  I =  — , ou seja, o tabuleiro retorna a posiçao inicial e esta se 
movimentando novamente para baixo. Dessa forma, o novo PVI a ser resolvido e

x" +  4x =  sen (4t);

( í  h, 7 3 n \ _  17
(1.64)

x  T 15'
O processo de resolução e idêntico aos PVI anteriores. A solução da EDO homogênea é

xh(t) =  c5cos(2t) +  c6sen(2t), 
enquanto uma solução particular da não homogênea é

(1.65)

xP(t) =  - s e n (4t).
Dessa forma, a soluçao geral da EDO do PVI (1.64) é

(1.66)

x(t) =  c5cos(2t) + c6 sen(2t) — — sen(4t).
11

(1.67)

Aplicando as condicoes de fronteira, obtemos c5 =  0 e c6 = ----- . Assim, a solucao do PVI15(1.64) e

x(t) =  —11 sen(2t) — — sen(4t). 15 12
Reescrevendo, obtemos

x(t) =  sen(2t) 11 1
—15 — 6 COs(2t)

(1.68)

(1.69)
De maneira inteiramente analoga, obtemos as soluções para o proximo intervalo, ate t =  3n. 

Assim, a soluçao para o intervalo [0, 3n] e dada por

x(t)

sen(2t)

cos(t )

sen(2t)

sen(t )

2 1
3 — 6 cos(2t)

7 4-  — — sen(t)cos(2t)5 15
11 1 , ,"

— 15 — 6cOs(2í)
23 4—— —15cos(t)cos(2t)

se 0 < t < 2

se

se

n < t < 4̂  2 < 1 < 2
< t < 2n

se 2n < t < 3n.

(1.70)

Solução num érica
Vamos agora resolver o PVI (1.46) numericamente. A EDO associada ao PVI e de segunda 
ordem, mas podemos, atraves de uma mudanca de variAvel, transforma-la em um sistema dedxEDO de primeira ordem. Fazendo w =  x  e z =  — , temosdt
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dw—r- =  Zdt
dz ., . s—  =  sen(4t) — F  (w).

(1.71)

Para resolvermos o sistema (1.71), utilizamos o método de Runge-Kutta de quarta ordem. 
Assim, seja h o espaçamento desejado. Neste caso, temos

f (t y) =  f  f i ( t ’yM  = í  zf ( t ,y ) =  l f 2(t,y) =  l sen(4t) — F (w)
em que

y = w

Apresentamos, a seguir, o cálculo dos coeficientes K , L, M  e N para uma jmsima iteraçao 
generica.

Kj =  h f (tj ,y j), (1.72)

Lj =  h f ( tj +  2 , yj +  ) ’
h LMj = h f ( f 2 , yj +  "2

Nj = h f  (íj + K yj + Mj ),

(1.73)

(1.74)

(1.75)
sendo

Entao,

K
yj + T  =

L
yj + 2

yj +  M

f  (tj ,yj)

wj

wj

wj

+

+

+

Ki._Í32
K .2
Li.32
L j2
Mi.■3
M2,

f 1(tj , yj ) 
f 2(tj , yj )

KiWj + ^  
, K23Zj + T “

LiWj +
I L23Zj +  “2“

Wj + Mi, 
Zj + M2..

h Kf  ( tj +  ,yj + ZT"

sen(4tj) + F  (wj)
K2 ,Zj +  _2j

2 2 /  \ sen(4tj +  2h) +  F [wj +— 2"1Ki,

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)

z

zj

zj

zj

zj



19

f h L 
tj + 2 ’Vi + 2

f  (tj +  h, Vj +  M)

zj +  ^  A
sen(4tj +  2h) + F (wj +  -2 (1.81)

zj +  M2j A
sen(4tj +  4h) + F  (wj +  M1j) . (1.82)

Calculando-se os vetores K , L, M e N em cada tempo t j , e possível obter os valores de w 
e z no tempo tj+1. Como y =  (w, z), temos

yj+i =  yj + 6 (Kj +  2Lj + 2Mj + Nj )- (1.83)
Utilizando-se a equaçao (1.83) para todos os tempos da malha, obtemos todos os valores 

desejados para y =  (w,z). O problema pode ser resolvido computacionalmente utilizando o 
software MATLAB.

Podemos comparar as solucões analítica e numérica. A Figura 1.3 apresenta os graficos das 
soluçao analítica e numérica. Para a soluçao numérica, e adotado um passo de h = 1 , 5.10-6n.

Figura 1.3: Solucoes analítica e numérica do PVI que modela o deslocamento de uma ponte 
pensil.

Como e possível notar, a diferença entre os resultados obtidos pelo metodo de Runge-Kutta 
e pelo metodo analítico e imperceptível nos graficos. A Figura 1.4 mostra o erro absoluto 
cometido pela aproximaçõo numérica, calculado como sendo lxnum — xan|, em que xnum e o 
valor obtido pelo metodo numérico de Runge-Kutta e o xan e o valor calculado analiticamente.

Figura 1.4: Erro absoluto cometido pela aproximacao atraves do metodo de Runge-Kutta.
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Uma outra análise interessante a ser feita e a respeito do comportamento da estrutura 
conforme o tempo passa. A Figura 1.5 mostra que, conforme o tempo passa, a amplitude da 
oscilacão da ponte aumenta cada vez mais. O resultado foi obtido numericamente, tambem 
utilizando o Metodo de Runge-Kutta, apenas ampliando-se o intervalo de tempo considerado. 
A partir do observado no gráfico, surge uma possível explicacao para o colapso da ponte: as 
amplitudes aumentaram gradativamente, de modo que atingiram níveis não suportados por sua 
estrutura.

Figura 1.5: Evolução da oscilação da ponte ao longo do tempo.

No próximo capítulo, apresentamos uma introducao a Teoria dos Conjuntos Fuzzy e ao 
Princípio da Extensao de Zadeh, que sao utilizados no estudo dos problemas principais deste 
trabalho. Alem disso, analisamos um exemplo de aplicacao dos Sistemas Baseados em Regras 
Fuzzy, que tambem sao usados posteriormente.



Capítulo 2
Conjuntos Fuzzy
Em diversos campos do conhecimento, surgem problemas que nao sao muito bem representados 
através da teoria clássica de conjuntos, na qual um elemento pertence ou nao a um conjunto. 
Em um estudo medico, por exemplo, pode não ser adequado classificar pacientes acometidos por 
certa doença apenas como “febris” ou “nao febris”. Poderia, neste caso, ser mais interessante, 
do ponto de vista de modelagem, tratar os pacientes como tendo febre alta, media ou baixa, 
ou seja, atribuir graus para a febre dos paciente. Nesse sentido, para trabalhar com a incerteza 
presente em diversos problemas, tem se desenvolvido a Teoria dos Conjuntos Fuzzy.

A primeira publicação acerca dos conjuntos fuzzy e atribuída a L. Zadeh (1965). Desde 
então, muito se tem evoluído nesse campo e inámeras sao as aplicacoes dessa teoria. Uma 
area da matematica aplicada com grande numero de aplicacoes dos conjuntos fuzzy e a bioma- 
tematica. Neste capítulo, apresentamos conceitos básicos sobre a teoria dos Conjuntos Fuzzy e 
ainda, como exemplo, o calculo da deflexao de uma viga utilizando dois SBRF.

2 . 1  C o n j u n t o  C l á s s i c o  e  C o n j u n t o  F u z z y
Na teoria cMssica de conjuntos, um conjunto pode ser definido em termos de sua chamada 
funcão característica [3].
Definicáo 2.1. Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A funçao característica de A 
íe dada por

XA(X) = { £  X * A • (2' 1)

Dessa forma, temos que o domínio da funcão xa e o conjunto U e a imagem estí contida 
no conjunto {0,1}. Nesse contexto, xa(x) =  1 indica que o elemento x esta em A, ao passo 
que xa(x) =  0 indica que o elemento x não e elemento de A. Assim, um conjunto A esta 
completamente descrito pela sua funçao característica xA, na medida em que diz exatamente 
quais sao os elementos de U que pertencem a A.

Por outro lado, em algumas situacães, nao conseguimos definir com precisão se um elemento 
pertence ou nãao a um dado conjunto. Considere, por exemplo, os habitantes de uma determi­
nada cidade [3]. A cada pessoa desta cidade podemos atribuir um numero real que corresponde 
a sua idade. Mas, se quisermos definir o conjunto dos jovens dessa cidade, teríamos dificuldades 
de definir binariamente se uma pessoa de 30 anos, por exemplo, pertence ou nao ao conjunto 
de jovens. Seria mais adequado, nesse caso, atribuir graus de pertinencia ao conjunto de jovens 
de acordo com a idade de cada indivíduo. Assim, um habitante com 25 anos teria um maior 
grau de pertinencia ao conjunto dos jovens da cidade do que um habitante com 40 anos.

21
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Definição 2.2. Seja U um conjunto. Um subconjunto (ou simplesmente conjunto) fuzzy F  de 
U e caracterizado por uma funcao chamada funcao de pertinencia dada por

Ff : U —̂  [0,1]. (2.2)
Cada elemento x de U e associado a um numero p.F (x), com 0 < f F (x) < 1, chamado de 

grau de pertinencia de x a F . O valor p,F (x) =  1 indica que o elemento x de U tem pertinencia 
plena a F , ao passo que o valor f F (x) =  0 indica que o elemento de x de U tem pertinencia 
nula a F.

O subconjunto classico de U dado por
supp(F) =  {x £ U : f F(x) > 0}

e chamado de suporte de F.

2 . 2  O p e r a ç õ e s  c o m  S u b c o n j u n t o s  F u z z y
Sejam A e B  conjuntos classicos de U representados, respectivamente, por suas funcoes carac­
terísticas xa e Xb . Definimos entao os conjuntos

A U B =  {x £ U : x £ A ou x £ B },
A C B =  {x £ U : x £ A e x £ B},

Ac =  {x £ U : x £ A},
respectivamente chamados de conjunto “uniao entre A e B” , conjunto “interseccao entre A e 
B”e conjunto “complementar ao conjunto A”.

As funcões características de tais conjuntos sao, respectivamente
Xaub (x) =  max{xA(x),XB (x)},
Xaob (x) =  min{xA(x),XB (x)},
Xac(x) =  1 -  Xa(x) , Vx £ U.

Pensando nos conjuntos fuzzy caracterizados pelas funções de pertinencia, podemos definir 
uniao, interseccao e complementar dos mesmos.
Definição 2.3. Sejam A e B conjuntos fuzzy. As funçoes de pertinencia que caracterizam os 
conjuntos fuzzy uniao, interseccao e complementar sao, respectivamente, dadas por

F aub (x) =  max{FA(x),FB (x)},
Faíib (x) =  min{FA(x),FB (x)},
FAc (x) =  1 — FA(x), Vx £ U.

A Figura 2.1 mostra o grafico das funcoes de pertinencia de dois conjuntos fuzzy A e B 
genericos. As Figuras 2.2, 2.3 e 2.4 mostram, respectivamente, os gráficos das funcoes de 
pertinencia dos conjuntos fuzzy A U B , A C B e Ac.

2 . 3  O s  a - n í v e i s
Dado um subconjunto fuzzy A de U, podemos dizer que seus elementos, que tambáem sõao 
elementos de U, possuem uma certa hierarquia, traduzida atraves de uma classificacõo por 
graus. Assim, um elemento x de U esta em uma classe se seu grau de pertinencia a A e maior 
que um determinado valor ou nível a  £ [0,1] que determina aquela classe. O conjunto clássico 
desses elementos e chamada de a-nível de A e e denotado por [A]a .
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Figura 2.1: Grafico das funções de per­
tinência de dois conjuntos fuzzy A e B 
genéricos.

Figura 2.2: Grafico da funcao de per 
tinencia do conjunto fuzzy A U B .

Figura 2.3: Grafico da funcão de per- 
tinencia do conjunto A G B . Figura 2.4: Grafico da função de per- 

tinencia do conjunto fuzzy Ac.

Definição 2.4. Sejam A um subconjunto fuzzy de U e a G [0,1]. O a-nível de A e o subconjunto 
ciassico de U definido por

[A]« =  {x g U : p.A(x) > a}, para 0 < a < 1.
O nível zero de um subconjunto fuzzy A e o menor subconjunto ciassico fechado de U que 

contem o suporte de A. Em linguagem matemítica, [A]0 =  supp(A).
Apresentamos a seguir um exemplo que pode ser encontrado em Barros e Bassanezi (2015).

Exem plo 2.1. Sejam U =  [0,1] e A o subconjunto fuzzy de U cuja funcão de pertinencia e 
dada por p,A(x) =  4(x — x2). Assim, se a  G [0,1], o a-nível e o conjunto formado pelos valores 
x tais que

4(x — x2) > a. (2.3)
Rearranjando a inequacao (2.3), temos

2 ax2 — x < — . (2.4)
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Completando o quadrado, obtemos
2 1 1  ax - x  +  7 -  7 < T,4 4 4

ou ainda
1\ 2 1 -  ax ---- < — -—2 ) < 4

Extraindo raiz quadrada em ambos os membros da desigualdade (2.6), chegamos a
yjl — a1

X -  2 <
Utilizando a propriedade de desigualdade modular [12], obtemos

Reescrevendo,

Dessa forma,

y/1 — a  1 y/1 — a--------- < x ----- < -----------.2 -  2 -  2

2(1 — / 1  — a ) -  x -  2(1 +  / 1  — a )

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

[A]a =  [2(1 — / 1  — a ), 2(1 +  / 1  — a )] para todo a  G [0, 1]

2 . 4  P r i n c í p i o  d e  E x t e n s ã o  d e  Z a d e h
Em muitas situações, surge a necessidade de estender conceitos da teoria de conjuntos ciassicos 
para a teoria dos conjuntos fuzzy. Lofti A. Zadeh propos um metodo de extensao, conhecido 
como Princípio de Extensao, que e uma das bases para a extensõo de conceitos nõo-fuzzy em 
conceitos fuzzy [3].

O Princípio da Extensõo de Zadeh para uma funçõo f  : X  — y Z descreve como deve ser a 
imagem de um subconjunto fuzzy A de X  por f .
Definição 2.5. Sejam f  : X  — y Z uma funcõo e A um subconjunto fuzzy de X . A extensao 
de Zadeh de f  e a funcõo f  que, aplicada a A, da o subconjunto fuzzy /(A ) de Z , com funçao 
de pertinencia dada por

Vf(A)(z)
sup va(x), se f  1 (z) =  0  f - 1(z) ,

0, se f - 1(z) =  0
em que f  1(z) =  {x : f  (x) =  z} denomina-se pré-imagem de z [3].
Se f  for uma funçao bijetora, entao

{x : f  (x) =  z} =  { f- 1(z)}, 
em que f -1 e a funcao inversa de f .

Notamos que, se A e um subconjunto fuzzy de X , com funçao de pertinencia ^ A, e se f  e 
bijetora, entõo a funcao de pertinencia de f  (A) e dada por
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/ A)(z) =  sup ^ a(x) =  sup Pa (x) =  ^ a (I  1(z)).{x:/(x)=z} (x€/-1(z)}
A Figura 2.5 ilustra o funcionamento do Princípio de Extensão de Zadeh.

Figura 2.5: Representacao esquematica da obtencao da imagem de um conjunto fuzzy A por 
uma funcao f  [26].

O Teorema a seguir nos fornece um importante resultado que auxilia na obtençao da extensao 
de Zadeh de uma funcao contínua.
Teorem a 2.1. Sejam X  um espaco topológico, f  : X  — > Z  uma funcao contínua e A um 
subconjunto fuzzy de X , com a-níveis compactos e nõo vazios. Entao, Va G [0,1] vale

[/(A)]“ = f  ([A]“).
O resultado acima nos diz que os a-níveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo Princípio da 

Extensao de Zadeh, coincidem com as imagens dos a-níveis pela funcao f  [3].
Na próxima secõo, detalhamos a estrutura de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy, que e 

utilizado posteriormente no estudo da Equacoes de Saint Venant.

2 . 5  S i s t e m a  B a s e a d o  e m  R e g r a s  F u z z y
No dia a dia, as acoes humanas controlam diversos tipos de sistemas reais por meio de in- 
formacoes, sob algum aspecto, imprecisas. Um indivíduo recebe informações, que sõo interpre­
tadas segundo seus parâmetros, e decide qual atitude deve tomar [3]. Um Sistema Baseado em 
Regras Fuzzy (SBRF) segue esse preceito: trata-se de um sistema que utiliza a lígica fuzzy 
para produzir saídas a partir de entradas fuzzy. Antes de detalhar o funcionamento de um 
SBRF, precisamos definir o que sao variAveis linguísticas. Uma variavel linguística fuzzy e uma 
variavel cujo valor e expresso qualitativamente por termos linguísticos e quantitativamente por 
funcões de pertinencia.
Exem plo 2.2. Suponha que estejamos interessados em estudar o escoamento de um rio em 
um meio poroso. A porosidade desse meio poderia ser tratada como uma variível linguística, ex­
pressa pelos termos linguísticos “pequena”, “media”e “grande”. Cada um dos termos linguísticos 
seria definido por uma funcõo de pertinencia. A Figura 2.6 apresenta uma possibilidade para 
as funcoes de pertinencia da variavel linguística “porosidade”.
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---------------------- 1---------------------- 1---------------------- 1---------------------- 1-----------------------1----------------------
Baixa Média AltaDG fl

15 0.2 0 25 0.3 0 35 0.4 0.45
P o ro s id a d e

Figura 2.6: Funções de pertinência da variável “porosidade”.

Um SBRF contem basicamente quatro componentes: processador de entrada, base de regras, 
máquina de inferência fuzzy e processador de saída. A Figura 2.7 apresenta esquematicamente 
estas quatro componentes, que detalhamos a seguir.

B A S E  DE R EG R A S

Contem o conjunto de
ações a realizar em

t  função do estado ,

Converte um numero
Converte a saída fuzzycrisp em conjunto fuzzy
I em um numero cnsp ;

ENTRAD SAIDAPR O C ESSA D O R P R O C ESSA D O R
DE EN TRADA DE SA DA

CONJUNTO FUZZY I : t . j \  CF.zzïM A Q U IN A  DE
NFERENC A FUZZYENTRADA

Realiza o processo de raciocínio

entrada.

Figura 2.7: Componentes de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy [9].
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2 .5 .1  P r o c e s s a d o r  d e  E n t r a d a  - F u z z if ic a ç ã o
Nesta componente, as variáveis de entrada do sistema sao tranformadas em conjuntos fuzzy, 
de acordo com seus respectivos domínios, em um processo conhecido como fuzzificaçao. Assim, 
sao atribuídos termos linguísticos a cada variavel de entrada e funcoes de pertinencia a cada 
termo linguístico. Nessa etapa, e fundamental a atuacao de um especialista da area em que se 
esta aplicando o SBRF para a construçao das funcoes de pertinencia.

2 .5 .2  B a s e  d e  R e g r a s
Trata-se um módulo que compõem o que pode ser chamado de “mícleo”do SBRF. E composto 
por uma colecao de proposicões fuzzy na forma linguística

Se x i e Ai e x2 ó A 2 e ... e xn ó An, 
entao ui e Bi e u2 e B 2 e ... e um e Bm,

em que x i ,x2, ...,xn sõo as entradas do SBRF e u i ,u2, ...,um sõo as saídas.
Naturalmente, as regras sao definidas com a utilizacao das informacoes fornecidas por um 

especialista.

2 .5 .3  M á q u i n a  d e  I n f e r ê n c i a  F u z z y
Nesta componente, cada proposiçcõao fuzzy e traduzida matematicamente a partir das tecnicas da 
lógica fuzzy. Os operadores matematicos aplicados nas proposicões sao selecionados e definem 
a relacõo que modela a base de regras. O sucesso do sistema depende basicamente da maquina 
de inferência, uma vez que ó ela quem apresenta as saídas do SBRF, a partir das entradas e das 
relaçoes definidas pela base de regras. Existem diversos metodos de inferência fuzzy. Tratamos, 
neste trabalho, do Metodo de Mamdani.

O M etodo de Inferência de M am dani
Mamdani propoe uma relacõo fuzzy binaria M entre a entrada x e a saída u para modelar 
matematicamente a base de regras. O metodo ó baseado na regra de composicõo max-min 
conforme descrito a seguir [3].

• Em cada regra Rj da base de regras, a condicional “se x ó A j , entõo u ó B j”ó modelada 
pela aplicaçao mínimo;

• Adota-se a aplicacao mínimo tambóm para o conectivo logico “e”;
• Para o conectivo logico “ou”, adota-se a aplicaçao móximo, que conecta as regras fuzzy 

da base de regras.
Formalmente, podemos definir a relaçõo fuzzy M como sendo o subconjunto fuzzy de X  x U, 

com funçao de pertinóncia dada por
pM(x,u) =  max (pR. (x,u)) =  max [min (pA. (x),pRj(u))], (2.10)i<j<r i<j<r

em que r ó o numero de regras da base e Aj e Bj sao os subconjuntos fuzzy da j-ósima regra.
Evidentemente, os subconjuntos fuzzy Aj e Bj que aparecem na equacõo (2.10) podem 

representar o produto cartesiano fuzzy A j e Bjk. Por exemplo, podemos ter
PA. (x) =  min [pAj! (x i), pA.2 (x2)] e p ^  (u) =  min [ p .  (ui), p .  (u^)],

tratando-se, nesse caso, de um SBRF de duas entradas e duas saídas. A Figura 2.8 apresenta 
um exemplo de utilizaçao do Mótodo de Inferóncia de Mamdani.



28

Figura 2.8: Aplicação genérica do Método de Inferência de Mamdani com composição max-min.

2 .5 .4  P r o c e s s a d o r  d e  S a íd a  - D e fu z z i f ic a ç ã o
Em geral, a saída da maquina de inferência fuzzy e um conjunto fuzzy. O processador de 
saída faz o processo que permite representar o conjunto fuzzy por um número real, a chamada 
defuzzificaçao.

Sao diversos os metodos de defuzzificacao. Apresentamos o metodo do centroide, o metodo 
do centro dos múximos e o metodo da media dos maximos.

M etodo do C entro ide
Trata-se de um metodo de defuzzificaçao semelhante a uma media ponderada, em que os pesos 
aqui sao dados pelos valores p.B(uj), que indicam o grau de compatibilidade do valor ui com o 
conceito modelado pelo conjunto fuzzy B.

Para um domínio discreto, temos
n

y'y  ̂uí^ b (ui)
G(B ) =  . (2.11)

y  ] úb (ui)i=0
Para o caso de domínio contínuo, temos

up,B (u)du
G (B ) =  J-R .------------ , (2.12)

úb (u)du R
em que R e  a regiao de integracao.
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M é t o d o  d o  c e n t r o  d o s  m á x im o s
Este método leva em consideração na defuzzificação apenas os valores do suporte que possuem 
maior grau de pertinencia. Temos que o defuzzificador e dado por

C (B ) =  , (2.13)
em que

i =  inf {u G U : p.B (u) =  max p,B (u)}u
e

s =  sup{u G U : p.B(u) =  maxp,B(u)}u
M é t o d o  d á  m é d i á  d o s  m á x im o s
Trata-se de um metodo comumente utilizado para domínios discretos. O defuzzificador e a 
media dos múximos, ou seja

M  (B ) =  1 ^ 1 ,  (2.14)n
em que u*, 1 < i < n, sao os elementos de maior pertinencia ao conjunto fuzzy B .

Na próxima secao, apresentamos um exemplo de aplicaçao de um SBRF ao cálculo das 
deflexães de uma viga, elemento estrutural usado na engenharia civil.

2 . 6  D e f l e x á o  e m  u m a  V i g á  E n g a s t a d a :  u m a  A p l i c á c á o  
d e  S B R F

Um dos elementos estruturais mais importantes na engenharia civil e a viga, elemento sujeito 
usualmente a cargas transversais. Geralmente, tal elemento estrutural e usado em conjunto 
com pilares e lajes, para transferir os esforços verticais recebidos da laje para o pilar. As vigas 
podem ser de madeira, açco ou concreto.

2 .6 .1  A p o io s  e  c la s s i f ic a c á o  d e  v ig a s
Essencialmente, as vigas podem ser classificadas quanto aos tipos de apoios presentes. Os apoios 
saão elementos que fazem o contato da viga com as superfícies para as quais a viga transmite os 
esforços.

Os apoios de vigas podem permitir deslocamentos de três tipos: rotacao, translacão vertical 
e translacão horizontal. Cada um desses deslocamentos e chamado de grau de liberdade [18]. 
De acordo com os tipos de deslocamentos que cada apoio permite, eles podem ser classificados 
em:

• Apoio de primeiro genero: restringe um grau de liberdade.
• Apoio de segundo genero: restringe dois graus de liberdade.
• Apoio de terceiro genero: restringe três graus de liberdade.
Os tipos mais comuns de vigas sãao:
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• Viga em balanço ou engastada ou engastada-livre: apresenta um apoio de terceiro gênero 
(engaste) em uma extremidade e a outra extremidade livre de apoios;

• Viga biapoiada ou simplesmente apoiada: possui dois apoios, geralmente um de primeiro 
genero numa extremidade e um de segundo genero na outra;

• Viga biapoiada com balanço: apresenta trechos em balanço alem dos apoios;
• Viga biengastada: apresenta engaste em ambas as extremidades;
• Viga engastada e apoiada: apresenta engaste em uma extremidade e um apoio de primeiro 

ou segundo genero na outra extremidade.
As Figuras 2.9, 2.10, 2.11, 2.12 e 2.13 mostram representações esquematicas das vigas 

de tipo engastada, biapoiada, biapoiada com balanco, biengastada e engastada e apoiada, 
respectivamente.

Figura 2.9: Representação de uma viga engastada.

Figura 2.10: Representacao de uma viga Figura 2.11: Representacão de uma viga
biapoiada. apoiada com balancço.

Figura 2.12: Representacão de uma viga Figura 2.13: Representação de uma viga
biengastada. engastada e apoiada.

Na Figura 2.10, o apoio da esquerda e um apoio de primeiro genero, pois restringe apenas o 
deslocamento vertical, ao passo que o apoio da direita e um apoio de segundo genero, uma vez
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que restringe deslocamentos vertical e horizontal. Na Figura 2.9, na extremidade esquerda, te­
mos a representaçao de um engaste, que restringe deslocamentos horizontal e vertical e tambem 
a rotacao.

Independentemente do material do qual e feito a viga e dos tipos de apoios nela presentes, 
quando esta se encontra sob a acao de forcas (esforços), sofrera deslocamentos (que chamaremos 
de deflexões) perpendiculares a seu eixo. As deflexões sofridas por uma viga podem ser obtidas 
a partir da solucao da seguinte EDO.

d2y(x) M  (x)
dx2 E I (x) ’ (2.15)

em que y(x) e a deflexao na secao transversal de posiçao x, M(x) e o chamado momento fletor 
atuante na secao transversal de posicao x, E  e o chamado módulo de elasticidade longitudinal 
ou módulo de Young, que e uma propriedade do material da viga, e I(x )ó o  momento de inercia 
da seçao transversal de posiçõo x. O momento de inercia ó, na verdade, funcao da dimensoes 
e forma da secao transversal e que esta seçao transversal pode variar suas dimensoes conforme 
varia a posicõo x. Ja o momento fletor em uma determinada seçao depende da localizaçao dessa 
secao ao longo da viga e da força atuante sobre a estrutura.

Naturalmente, nõo ó desejavel que uma viga sofra grandes deflexoes, uma vez que ó aplicada 
em sistemas estaticos de engenharia. Assim, e fundamental ao engenheiro estrutural o controle 
das deflexoões sofrida por vigas dentro de limites aceitaveis do ponto de vista de segurançca.

2 .6 .2  S o lu ç ã o  a n a l í t i c a
Suponhamos inicialmente uma viga engastada de comprimento 1 m, cuja secao transversal 
ó retangular, com base e altura constantes, respectivamente de 35 cm e 60 cm. Suponha, 
ainda, que essa viga esta sob acao de um carregamento uniformemente distribuído de 1 kN/m. 
Nessa situacao, o momento fletor, que pode ser calculado atravós do equilíbrio de forças em 
determinada secçõao, e dado por

(1 x) 2M(x) =  1000(— = 500(1 -  x)2. (2.16)

Nesse caso, como a base e a altura da viga sao as mesmas em todas as posicões x, o momento 
de inórcia ó constante. A EDO (2.15) assume a forma

d2y(x) =  500(1 -  x)2 (217)
dx2 2EI . ( . )

Admitindo que a viga óe engastada, temos, como condiçcõoes de valor inicial, que y(0) =  0 e 
y'(0) =  0. A solucõo do PVI, obtida por duas integrações diretas, ó

125r2y(x) =  - - x E f  (6 -  4x +  x2). (2.18)
O momento de inórcia de area ou simplesmente momento de inórcia ó uma propriedade de 

uma secao plana de um corpo, que tem relacõo com a resistóncia a deformacõo dessa secao [18]. 
E definido pela integral

rv 2I  = y2dS. (2.19)Jyi
em que dS ó um elemento infinitesimal da area da secao. Para uma secao retangular de base b 
e altura h, temos que dS =  bdy. Assim,
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r b/2I  =  y2bdy. (2.20)-b/2
Resolvendo a integral (2.20), obtemos que o momento de inércia para seções retangulares e 

dado por
bh3 
1 2 (2.21)

Para a viga em questao, temos b =  0,35 m e  h =  0,60 m. Alem disso, suponhamos que a 
viga seja feita de concreto, cujo modulo de Young e E  =  210 GPa. Substituindo tais valores 
na equacao (2.18), podemos obter o gráfico que representa a deflexão da viga, cujo resultado e 
mostrado pela Figura 2.14.

Figura 2.14: Deflexão de uma viga engastada-livre sob acão de carregamento uniforme.

O bservação 2.1. A unidade do mádulo de Young e um moíltiplo da unidade pascal, represen­
tada por Pa. O pascal equivale ao newton dividido pelo metro quadrado, ou seja, 1 Pa =  1 
N/m2 e e utilizado para medir pressoes.

E interessante observar que as deflexoes são, de fato, muito pequenas, da ordem 10-7, 
conforme e esperado para esse tipo de elemento estrutural.

2 .6 .3  C ã lc u lo  d a  d e f le x ã o  u t i l i z a n d o  d o is  S B R F
Suponhamos, agora, que estamos interessados em estudar deflexoes em vigas com secoes trans­
versais que variem ao longo do seu eixo, conforme ilustrado pela Figura 2.15. Nesse caso, o 
momento de inercia I(x) nao seria mais constante, o que tornaria substancialmente mais com­
plicado resolver a EDO (2.15). Alem disso, para resolve-la analiticamente, seria necessario 
determinar uma expressao analítica para I(x). Na pratica, esta expressão pode nao ser de 
facil obtencão. Numericamente, apenas poderíamos efetuar o cálculo das deflexoes caso co- 
nhecessemos valores de altura e base para diversas secoes. Assim, pela praticidade de nao 
necessitarmos conhece-la, utilizamos dois SBRF para modelar o problema.

O primeiro SBRF tem como entrada a posicao x ao longo da viga e como saídas a base 
b =  b(x) e a altura h =  h(x) da secao transversal da viga. O segundo SBRF tem como entradas 
a base b e a altura h e como saída o momento de inercia I  =  I(b, h). A Figura 2.16 mostra 
esquematicamente os dois sistemas.
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Figura 2.15: Representação de uma viga de concreto com seção transversal variavel.

Figura 2.16: Esquema representativo dos dois SBRF utilizados.

Prim eiro  SBRF
Para o primeiro SBRF, temos uma variavel linguística de entrada, a distancia da origem 
(posiçao) ao longo do eixo da viga x, com os termos linguísticos: “pequena”, “media”e “grande”, 
conforme apresentado pela Tabela 2.1. A Figura 2.17 apresenta as funções de pertinencia para 
cada termo linguístico.

Posição Nível zero
Pequena [0;0,3]
Media [0,2;0,8]
Grande [0,7;1,0]

Tabela 2.1: Termos linguísticos para a variável de entrada “posiçao”.

Com relacao as variáveis linguísticas de saída, temos a medida da base b e a medida da altura 
h. Ambas recebem três termos linguísticos, denominados “pequena”, “media”e “grande” , cujos 
intervalos sao dados pelas Tabelas 2.2 e 2.3.

Medida da base Nível zero
Pequena [0,15;0,25]
Media [0,20;0,45]
Grande [0,40;0,50]

Tabela 2.2: Termos linguísticos para a variavel de saída “medida da base”.

As funcoes de pertinencia atribuídas aos termos linguísticos das variíveis saída sao mostra­
das nas Figuras 2.18 e 2.19.
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Figura 2.17: Funções de pertinência para a variável de entrada “posição”.
Medida da altura Nível zero

Pequena [0,25;0,35]
Media [0,30;0,65]
Grande [o,60;0,7o]

Tabela 2.3: Termos linguísticos para a variavel de saída “medida da altura” .

Figura 2.18: Funções de pertinencia para a variável de saída “medida da base”
Variavel de entrada Variaveis de saída

Posição Base Altura
Pequena Grande Grande
Míedia Pequena Pequena
Grande Media Media

Tabela 2.4: Base de regras para o primeiro SBRF.

A partir das variáveis de entrada e saída e das funçoes de pertinencia, estabelecemos uma 
base de regras. A Tabela 2.4 apresenta as regras utilizadas.
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Figura 2.19: Funções de pertinencia para a variavel de saída medida da altura'

Segundo SBRF
As saídas base b e altura h dõ primeiro SBRF sao as entradas dõ segundo SBRF. Os termos 
linguísticos e funções de pertinencia sao os mesmos dõ SBRF anterior. A variável linguística 
de saída desse segundo sistema e õ momento de inercia I . Os termos linguísticos sao “baixo”, 
“mediõ”e “alto”. A Tabela 2.5 apresenta os suportes dos termos linguísticos.

Momento de inercia Nível zero
Baixo [1,953.10-4; 5, 774.10-3]
Medio [3, 719.10-3; 1,077.10-2]
Alto [8, 715.10-3; 1,429.10-2]

Tabela 2.5: Termos linguísticos para a variavel de saída “momento de inercia”.

As funções de pertinencia adotadas para a saída, momento de inercia I , tambem sao dõ 
tipo triangular. Os gríficos destas funções sao apresentados na Figura 2.20. A base de regras 
dõ segundo SBRF e apresentada na Tabela 2.6.

Figura 2.20: Funcões de pertinencia para a variível de saída “momento de inercia” .
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Altura
Base Pequena Media Grande
Pequena Baixo Medio Medio
Media Baixo Medio Alto
Grande Medio Medio Alto

Tabela 2.6: Base de regras para o segundo SBRF.

R esultados
A partir dos dois SBRF, e possível encontrar as deflexões esperadas para uma viga engastada- 
livre de concreto, sujeita à açao de um carregamento distribuído de 1 kN/m, com secoes trans­
versais variaveis. A EDO (2.15) e resolvida numericamente utilizando o Metodo das Diferencas 
Finitas e o valor de I(x) obtido atraves dos SBRF. O grafico das deflexoes obtidas para essa 
viga íe apresentado na Figura 2.21.

Figura 2.21: Solucao numérica utilizando os SBRF.
Caso seja de interesse analisar as deflexoes em uma viga com outra configuracao de seções 

transversais, basta construir novos SBRF e utiliza-los para estimar os valores do momento de 
inercia I , evitando a necessidade de conhecer expressões analíticas para I .

No próximo capítulo, apresentamos a solucõo analítica e a solucao fuzzy das equacoes de 
Saint Venant, quando utilizamos a contribuicõo lateral de vazao ao escoamento de um rio como 
um parâmetro fuzzy triangular.



Capítulo 3
Solução Analítica das Equações de 
Saint Venant
As Equações de Saint Venant formam um sistema de duas equações que descrevem o escoa­
mento de rios em termos da velocidade do escoamento e da profundidade de lamina dAgua. 
Na literatura, tais equacões sõo apresentadas de diversas formas, de acordo com a abordagem 
desejada. Na Introducao, apresentamos estas equacoes em funçao das derivadas da area mo­
lhada A, da vazao Q e da altura da lamina dAgua h, sendo A, Q e h todos dependentes da 
posiçõo x  e do tempo de escoamento t. Neste capítulo, apresentamos as mudanças de variáveis 
convenientes para obter as equações em funçao das derivadas da altura da lamina dAgua h e 
da velocidade de escoamento u, ambas funcoes da posicao x e do tempo t [28]. Alem disso, 
estudamos a primeira parte do problema central deste trabalho: a aplicacao do princípio de 
Extensao de Zadeh a solucõo analítica das equacoes de Saint Venant.

3 . 1  A s  E q u a c o e s  d e  S a i n t  V e n a n t
Na Introduçao deste trabalho, apresentamos a seguinte forma das Equacoes de Saint Venant:

dA ÕQ__ 
dt +  dx q
1  dQ i â ( Q
A dt +  A dx

dh+ 9~^~ dx g(s0 -  S f).
(3.1)

Suponhamos um rio com secao transversal constante, por exemplo retangular, com largura 
b ao longo de toda a extensao do canal, conforme apresentado na Figura 3.1.

Neste caso, a area molhada e dada por A =  bh e a vazõo por Q =  uA =  ubh, em que u e a 
velocidade de escoamento. Utilizando ambas as relacoes na primeira equacao do sistema (3.1), 
temos

Como b e considerado constante

d (bh) d(ubh)
dt +  dx q'

ao longo de todo o curso do rio, temos que

Dividindo a equação (3.3) por b,

1 dh d (uh)
bm. +  bdê T q.

que e diferente de zero, obtemos
dh d (uh) q
dt +  dx b'

(3.2)

(3.3)

(3.4)

37
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Figura 3.1: Seção transversal retangular de um rio.

Fazendo =  R, chegamos a b
dh d (uh) „
dt + ~ õ T  =  R. (3.5)

Na equação (3.5), R  e chamado de contribuição lateral de vazão por unidade de área, uma 
vez que se trata de uma grandeza com unidade de vazão/area [m/s].

Por outro lado, podemos tambem utilizar as relaçães A  =  bh e Q =  ubh na segunda equaçao 
do sistema (3.1). Assim, temos

1 d(ubh) 1 d u2 b2h?bh dh
ã x  +  = 9 (S o -  S f )•bh dt ' bh dx ' 3 dx  3V" 0 (36)

Mais uma vez, pelo fato de b ser considerado constante, podemos simplificar a equaçao (3.6),
obtendo

1 d (uh) 
h dt

1 d (u2h) dh
+ h gTx =  9(S” -

Utilizando a Regra do Produto para as derivadas [12], temos
(3.7)

e
d (uh) du dh 

dt =  h dt +  u dt (3.8)

d (u2h) 2 dh du ^ 1 T ^  =  u V  + 2uh— . dx dx dx (3.9)
Substituindo as equacães (3.8) e (3.9) na equacao (3.7), temos

1
h

1 du dh
hd t  +  ud t

1 2 dh ^ 1 du+ u + 2uhh dx dx
dh +  9 dx 9(So -  S f)• (3.10)

Fazendo as multiplicações indicadas, temos

A parcela 2u 
(3.11), temos

du
dx

du u dh u2 dh du dh 
dt +  h dt +  h dx +  2u dx +  g dx

du dupode ser escrita como u +  u .dx dx

=  g(S0 -  S f ). (3.11)

Rearranjando os termos da equação
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du du dh u2 dh du ud h  . .
ã t  +  uã5  + gã i  +  T ã ;  + uã í  +  h d t  =  g(S0 -  S/ )- (3.12)

uColocando em evidência o termo — nas três últimas parcelas do primeiro membro, obtemosh
du du dh u f  dh du d h \  .~õ7 +  u õ— + gõ— + t  u õ— + hõ— + vrr =  g(So — S/ )- dt dx dx h \  dx dx d t )

Mas, pela Regra da Cadeia, temos que:
dh dh du dh d (uh)
dt + u dx +  dx dt +  dx '

Igualando as equações (3.14) e (3.5) e substituindo na equacao (3.13), chegamos a
du du dh Ru
ã t  +  uT x  +  g d~x +  T  = g(So — S/ ) '

(3.13)

(3.14)

(3.15)
ou ainda,

du du dh Ru
ã t  + “ãx: + gã~x =  g(So — S /) — T -

Assim, o sistema de equacao (3.1) pode ser escrito de forma equivalente como
dh d (uh)
~ t + u

R
Ju dh Ru

dt + u d~x + g3~x =  g(So — S/) — ~ h -

(3.16)

(3.17)

Na segunda equacao do sistema (3.17), podemos separar as parcelas da seguinte forma: 
du du Ru v■77— + u —— |— —: parcelas devidas a inercia do escoamento; dt dx h
g^ : parcela devida à pressõo; dxgS0: parcela devida a gravidade;
gS/ : parcela devida ao atrito do escoamento.

3 . 2  S o l u ç ã o  A n a l í t i c a  d a s  E q u a ç õ e s  d e  S a i n t  V e n a n t
Consideremos uma superfície impermeavel, inicialmente seca. Suponhamos que comece a existir 
uma contribuicõo lateral de vazõo constante R  sobre a superfície, devida a chuva ou a outras 
fontes. Apús algum tempo, se forma uma lâmina d’úgua de espessura h. A Figura 3.2 representa 
o perfil longitudional desta situacao de escoamento, em que 9 e o angulo de inclinacao do leito 
do escoamento, com tg(9) sendo demoninada S0. As seções iniciais do escoamento sõo ditas 
secões à montante, ao passo que as secoes mais ao final do escoamento sao ditas secoes a jusante. 
Assim, quando dizemos que uma secao A esta à montante de uma secao B, temos que a secao 
A esta em uma posiçao mais inicial do escoamento em relacao a secao B.

Se as parcelas devidas a gravidade e ao atrito sao dominantes sobre os termos de inercia e 
pressao, podemos considerar estes termos como nulos e assim determinar a solucao analítica do 
sistema (3.17). Neste caso, a segunda equacao se resume a

g(So — S / ) =  0. (3.18)
Log^
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Na literatura [17], encontramos que
So =  S f .

q =  K h m

(3.19)

(3.20)
em que K  e m  sao valores positivos obtidos empiricamente, que variam de acordo com o tipo 
de fluxo. Os casos mais comuns segundo Henderson e Wooding (1964) sao:

gSQ1. Regime laminar: K  =  -, m = 3 ,  em que v e a viscosidade cinematica do líquido em3vescoamento;
32. Regime turbulento: K  =  CS-  ,m  =  , em que C e o chamado coeficiente de Cházy;

kogSo3. Fluxo em um meio poroso de permeabilidade variavel: K  =  - - , em que v e amvyom 1viscosidade cinemática do líquido em escoamento, m > 1 e k0,y0 são constantes. Nesse „ „ dh edhcaso, e necessário substituir —  por na primeira equacão do sistema (3.17), em que 
e e a porosidade do meio.

Figura 3.2: Representacao do perfil longitudinal de um escoamento sobre uma superfície im- 
permeíavel.

Podemos introduzir a velocidade

c(h) dq
dh m K hm-1 (3.21)

Desprezando os efeitos do afluxo sobre o escoamento e os termos de aceleracão e considerando 
que a profundidade e suficientemente pequena, a inclinacao da superfície de agua relativamente 
ao declive S0 pode ser tambem desprezada. Uma vez que q e constribuição lateral de vazão ao 
escoamento por unidade de comprimento, temos que q =  uh. Substituindo na primeira equaçao 
do sistema (3.17), temos
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dh dq----- + —dt dx R. (3.22)
Como q e função de h, sendo que este depende tanto de x  quanto de t, podemos utilizar a 

Regra da Cadeia em q(h(x,t)) e a equaçao (3.21) para escrever
dq dq dh dh
dx dh dx dx

Substituindo a equação (3.23) na equação (3.22), temos
dh dh 
dt +  °dx R.

(3.23)

(3.24)
Utilizamos o Metodo das Características, que foi apresentado no Capítulo 1, para resolver a 

equação (3.24). Seja r(t) =  (x(t),t) uma curva em R2 passando pelo ponto (x, t). Consideramos, 
então, a funcao composta h(r(t)). Temos

dh(r(t)) dhdx dhdt dhdx dh
dt dx dt +  dt dt dx dt +  dt

Comparando as equações (3.24) e (3.25), temos que
(3.25)

e tambem que

dx
dt

dh
dt R.

Integrando a equação (3.27) e aplicando a condiçao de fronteira h(x, 0)

(3.26)

(3.27)
0, Vx, temos

h =  Rt. (3.28)
Por outro lado, podemos considerar h como funçao de q, conforme a equaçao (3.20), ou seja, 

h(q(x,t)). Aplicando a Regra da Cadeia [21], temos
dh dh dq
dt dq d t .

Substituindo a equaçao (3.29) na equaçao (3.22), temos
dh dq dq 
dq dt +  dx .

(3.29)

(3.30)

Utilizando o Teorema da Função Inversa [21] na equaçao (3.21) e substuindo na equaçao 
(3.30), temos 1 dq dq (3.31)1 dq dq 

c dt +  dx .
Apliçando novamente o Metodo das Caraçterístiças para resolver (3.31), seja s(x) =  (x, t(x)) 

uma çurva em R2 passando pelo ponto (x,t). Considerando a funçao çomposta q(s(x)), temos
dq(s(x)) dq dx dq dt dq dq dt

dx dx dx dt dx dx dt dx
Da çomparação entre as equaçoes (3.31) e (3.32), temos que

(3.32)

dt 1
dx c (3.33)
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e, ainda,

d q = r .dx
Integrando a equaçao (3.34) e aplicando a condiçao de fronteira h(0,í)

(3.34)
0, Ví, temos que

q =  Rx. (3.35)
Após um determinado tempo, o curso dAgua se torna estável, ou seja, a altura da lamina 

d’agua hs nao mais se altera. O escoamento, nesse momento, entra no chamado regime perma­
nente. Esse tempo ís e dado, a partir da equação (3.28), por

_  hs _  hsts _  ~ _  qx
hsx x

r Khm Khm-1 '
Dessa forma, temos que

q _  K hm K R mtm, se t < ts, 
Rx, se t > t s.

Podemos explicitar a equaçao (3.37) em termos de h. Para í < ís, temos:

(3.36)

(3.37)

K h m _  K R mtm.
Simplificando a equacao (3.38), obtemos

hm Rmtm
Logo, extraindo a raiz m-esima,

h _  Rt.
Para t > t s, temos

(3.38)

(3.39)

(3.40)

K hm _  Rx.
Explicitando h na equaçao (3.41), obtemos

h R x \  m

(3.41)

(3.42)
Mais ainda, podemos exprimir o domínio das sentencas em termos de x e í. 

equacão (3.36), temos que, para í < í s,
Utilizando a

t < x
KhU-1

Explicitando x na equacao (3.43), obtemos
x > tK hT-1

Mas, da equacao (3.36), temos que

hm Rx

(3.43)

(3.44)

(3.45)
ou seja
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, . Rxh, =  i —

Substituindo a equação (3.46) na inequação (3.44), chegamos em

(3.46)

x > tK
XI m—1/ R x \  m

K (3.47)

Rearranjando a equaçao (3.47), obtemos

Rx
x > t K ( x ) (3.48)

ou ainda,

1m

m — 1

x > tK Rx 1—1m
K

Uma vez que, para x > tKhm 1, x e sempre positivo, podemos escrever

x r^R 1- m------ > tK -------.x 1—m K 1—m
Efetuando as simplificações possíveis na inequaçao (3.50), temos

1 1  1 _ 1x m > tK  m R 1 m.
Por fim, elevando ambos os membros da inequação (3.51) a m,

(3.49)

(3.50)

(3.51)

Assim, obtemos que

h(x, t) =

Atribuindo valores para as constantes da soluçao (3.53), podemos observar os graficos da 
curva que representa o domínio da soluçao e da superfície que representa a soluçao. Admitindo 
um regime laminar, inclinação do leito S0 =  0,0005, contribuição lateral R =  0,001 m/s, ace­
leração da gravidade g =  9,81 m /s2 e viscosidade cinematica da água v =  10—6 m2/s, obtemos 
um valor de K  =  1635. A Figura 3.3 mostra o grafico da curva x =  x(t), para os valores 
adotados, ao passo que a Figura 3.4 mostra a superfície h(x,t) para os mesmos valores. Pode­
mos, ainda, comparar a superfácie h(x, t) para diferentes valores de R. A Figura 3.5 mostra a 
superfície para uma contribuiçcãao lateral R =  0,005 m/s e a Figura 3.6, para R =  0,01 m/s.

Comparando os graficos das superfícies, podemos observar que o valor da contribuição lateral 
R influencia fortemente nos valores atingidos pelo nível dAgua h, de modo que, quanto maior 
o valor de R, maiores sao as alturas observadas. Naturalmente, quanto maior a contribuiçao 
lateral de agua ao fluxo, maior deve ser a espessura da lamina d’água conforme o tempo passa. 
Assim, os resultados obtidos sao fisicamente coerentes com o esperado.

x > tmK R m—1. (3.52)

1Rx \ mK ) ,Rt,
se x < K Rm—1 tm, 
se x > K R m—1tm. (3.53)
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Figura 3.3: Curva x(t). Figura 3.4: Superficie h(x,t) para R 
=  0,001 m/s.

Postçâo [m] Tempo [9]

Figura 3.5: Superficie h(x,t) para R 
=  0,005 m/s.

Figura 3.6: Superficie h(x,t) para R 
=  0,01 m/s.

3 . 3  A  E x t e n s ã o  d e  Z a d e h  A p l i c a d a  a  S o l u ç ã o  d a s  E q u a ç õ e s  
d e  S a i n t  V e n a n t

Podemos utilizar o princípio da Extensão de Zadeh para estudar o comportamento da altura da 
lamina d’água de um rio considerando a co n trib u to  lateral R como nUmero fuzzy triangular. 
Para isso, consideramos inicialmente uma seçao transversal do rio fixa (x fixo) e analisamos 
o comportamento ao longo do tempo. Posteriormente, fixamos o tempo (t fixo) e analisa­
mos o comportamento ao longo do canal do rio. As constantes assumem os mesmos valores 
considerados na secao anterior.

Suponhamos o parâmetro contribuicão lateral R como um námero fuzzy triangular. Os seus 
vertices sao designados genericamente pelos pontos (a, 0), (b, 1) e (c, 0), conforme mostrado na 
Figura 3.7. Por simplicidade, referiremo-nos a esse námero fuzzy triangular como (a; b; c).

Figura 3.7: Numero fuzzy triangular generico
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3 .3 .1  S e ç ã o  t r a n s v e r s a l  f ix a
Fixamos uma seção transversal do rio e verificamos qual e a função de pertinência da variável 
altura da lamina d’agua h utilizando o princípio de extensão de Zadeh. Consideramos, a 
princípio, a seçao transversal de posição x =  200 m e a  contribuiçao lateral R como o número 
fuzzy triangular (0,001; 0,005; 0,01), conforme apresentado na Figura 3.8.

Figura 3.8: Numero fuzzy triangular (0,001; 0,005; 0,01).

Podemos observar a altura da lâmina d’agua h como uma funçao de R e t, uma vez que a 
posição x foi fixada. Assim, a equação (3.53) assume a forma

h(R, t) Rt, se 1635R2t3 < 200,12 Ü ) 3 , se 1635R2t3 > 200. (3.54)

Uma vez que a contribuiçao lateral nas situações consideradas e positiva, explicitando R 
nas desigualdades, temos

h(R, t) Rt,
0, 4964R3,

se
se

R <
R >

0,3497Vt3 , 0,3497Vt3 .
(3.55)

Note, que para cada tempo t fixo,a função h =
h e contínua pois e uma funçao linear. Para R > 
raiz cubica. Alem disso,

h(R) e contínua. De fato, para R < — ,
0,3497— - , h tambem e continua, pois e umat 3

e

h 0, 3497
—3 0, 4964 0,3497\ 3 0, 3497

~ —T

lim RtR (̂0,3497/Vt3)-
0,3497
~ T T lim 0, 4964R3.R (̂0,3497/Ut3) +



46

Logo, lim h(R) =  h — e, daí, h e contínua para todo R. A Figura 3.9R̂ (0,3497/Uí3) t3
mostra o gráfico de h(R) para varios valores de t, comprovando graficamente a continuidade da 
funcao. Assim, podemos usar o Teorema 2.1 para encontrar a solucao fuzzy de h em funcao de 
t [4]. Esta solucão e apresentada na Figura 3.10. As cores na superfície representam os graus de 
pertinencia da altura da lamina dAgua h em funcão de t. A cor vermelha escura está associada 
ao grau de pertinencia um, enquanto a cor azul escura está associada ao grau de pertinencia 
zero.

Podemos observar, a partir da Figura 3.13, que quanto mais a jusante esta a secão (ou seja, 
quanto mais distante a secao esta da posiçao inicial do rio), maiores sao as alturas da lâmina 
d’agua com grau de pertinencia múximo. Este resultado e coerente com o modelo físico de 
escoamento de um rio, uma vez que, considerando a inclinação do leito do rio, e esperado que 
secoes mais a jusante apresentem laminas dAgua mais espessas.

Uma outra observacao que pode ser feita a partir da analise das Figuras 3.10, 3.11 e 3.12 
diz respeito ao tempo necessario para que a funçao de pertinencia da altura da lâmina dAgua 
passe a nãao variar com o tempo. Eí fíacil notar que esse tempo íe maior para o caso em que a 
secão fixada esta mais a jusante do rio. Mais uma vez, esse resultado esta de acordo o modelo 
em questão. Quanto maior e o valor de x fixado, maior e o tempo necessario para que a altura 
da lamina dAgua h passe a depender apenas de x.

Figura 3.9: Graficos da funçao h(R) para diversos valores de t.

A ltu raN  O' 'O Tempofs]

Figura 3.10: Graus de pertinencia de h para x =  200 m ao longo do tempo t.
Naturalmente, conforme mudamos a secão transversal fixada, um novo comportamento sera 

observado para a altura da lamina d’água. Consequentemente, novos graus de pertinencia serâo 
obtidos para h atraves do Princípio de Extensao de Zadeh. A Figura 3.11 mostra o resultado
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obtido para a seção transversal de posição x =  400 m , ao passo que a Figura 3.12 mostra o 
resultado para x =  800 m. A Figura 3.13 mostra as três superfícies em um único sistema de 
eixos.

Figura 3.11: Graus de pertinencia de h 
para x =  400 m ao longo do tempo t.

Figura 3.12: Graus de pertinencia de h 
para x =  800 m ao longo do tempo t.

Figura 3.13: Comparativo entre as solucões fuzzy para varias secoes.

Por fim, podemos ainda verificar o efeito da mudança do número fuzzy R sobre a função de 
pertinência da altura da lamina dAgua. Consideremos, por exemplo, dois outros números fuzzy 
triangulares: o numero fuzzy (0,005; 0,01; 0,02), mostrado pela Figura 3.14, e o numero fuzzy 
(0,01; 0,02; 0,03), mostrado pela Figura 3.15. A Figura 3.16 mostra os três numeros fuzzy em 
um mesmo plano.

Figura 3.14: Numero fuzzy triangular 
(0,005; 0,01; 0,02).

Figura 3.15: Número fuzzy triangular 
(0,01; 0,02; 0,03).
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Figura 3.16: Comparativo entre os très numeros fuzzy triangulares.

Utilizando novamente o Teorema 2.1 de Zadeh, obtemos a solução fuzzy de h para x =  200 
m fixo, para cada um dos nUmeros triangulares definidos para R. A Figura 3.17 mostra as 
superfícies obtidas.

Figura 3.17: Comparativo entre as soluções fuzzy para diferentes numeros fuzzy R.

Podemos notar que, quanto maiores sao os valores contidos no suporte do numero fuzzy, 
maiores sao as alturas com pertinencia igual a 1 e menor e o tempo necessario ate o momento 
em que funçao de pertinencia da altura da lamina d’Ugua passa a independer do tempo.

3 .3 .2  T e m p o  f ix o
Agora vamos fixar o tempo e verificar a variacao das funcoes de pertinencia da altura da lamina 
d’agua conforme avancamos ao longo das seções do rio. Considere, inicialmente, um tempo t = 
30 s. Nesse caso, podemos enxergar a altura da lamina dAgua h como uma funcao de R e x, 
uma vez que o tempo t foi fixado. A equacao (3.53) assume a forma

h(R, x) 30R, se x > 1635R2303, 
) 3 , se x < 1635R2303. (3.56)

Explicitando R em ambas as desigualdades, temos
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h(R, x) 30R,
Rx 4 3 1635 ,

se
se

R < ^6644,1704’
R > y— 6644,1704'

(3.57)

Para cada posição x, utilizamos o princípio da extensão de Zadeh para encontrar a função 
de pertinencia de h a partir da funçao de pertinencia de R. Consideremos o numero triangular 
fuzzy R =  (0,001; 0,005; 0,01). A funcao h(R) apresentada em (3.57) e contínua para cada 
valor de x fixo. Temos, que para cada tempo x fixo, a funçao h =  h(R) e contínua. De fato,
para R < , h e contínua pois e uma funcao linear. Para R > , h tambemF 6644,1704’ 6644,1704’e contínua, pois e uma raiz cúbica. Alem disso,

e

h y x
6644,1704

yx6644,1704
13x

1635
y x

221,4723

lim 30RR^(yí/6644,1704)-
y x

221,4723 limR (̂yí/6644,1704) +
Rx \  3 

1635 '

Concluímos entao que lim =  h . Segue que h e contínua para todoH R^(y5/6644,1704) 6644,1704
R. A Figura 3.18 mostra o grafico de h para alguns valores de x. Devido a continuidade, 
podemos, mais uma vez, aplicar o Teorema 2.1 para obter a solucao fuzzy para h para t fixo. 
A Figura 3.19 mostra o resultado obtido.

Figura 3.18: Graficos da funcao h(R) para diversos valores de x.
Podemos fixar novos valores para o tempo para analisar a mudanca ocorrida nas funçoes 

de pertinencia de h. A Figura 3.20 mostra a extensao para t =  60 s e a Figura 3.21 para t =  
120 s.

Para facilitar a comparacçãao entre os resultados obtidos para os diferentes valores de tempo, 
a Figura 3.22 apresenta todas as superfícies em um mesmo sistema de eixos.

Observe que, para secães a montante (isto e, secoes mais próximas do início do escoamento), 
nao h í distincao entre as superfícies. Isso quer dizer que, para os tempos considerados, as
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funções de pertinência da altura nas seções mais próximas do início do escoamento sao iguais 
(observe que a equação (3.53) nos diz que a altura da lamina d’agua depende do tempo apenas 
a partir de determinado valor de x). A partir de certas seçães, passa a haver diferenciação entre 
as superfícies. Nas situacoes analisadas, observa-se que essa diferenciação ocorre para elevados 
valores de x.

Uma outra anólise possível e observar a influencia da escolha dos nómeros fuzzy R sobre 
as funcoes de pertinencia obtidas para h pela extensao de Zadeh. Utilizamos novamente os 
nómeros fuzzy (0,001; 0,005; 0,01), (0,005; 0,01; 0,02) e (0,01; 0,02; 0,03). Em todos os casos, 
o tempo foi fixado em 30 s. Os resultados obtidos sao apresentados na Figura 3.23.

Figura 3.19: Graus de pertinencia de h para t =  30 s ao longo do rio.

P08IÇd0[m]A*ura(m]

Figura 3.20: Graus de pertinencia de h 
para t =  60 s ao longo do rio.

Figura 3.21: Graus de pertinencia de h 
para t =  120 s ao longo do rio.

Figura 3.22: Comparativo entre as soluçoes fuzzy para três tempos distintos.
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Figura 3.23: Comparativo entre as funções de pertinência de h ao longo das seções para dife­
rentes números fuzzy R.

Na Figura 3.23, a superfície mais à direita corresponde ao número fuzzy (0,001; 0,005; 0,01) 
e aquela mais a esquerda, ao numero fuzzy (0,01; 0,02; 0,03). Assim, podemos notar que, para 
o numero fuzzy (0,001; 0,005; 0,01) as alturas com pertinencia 1, para uma determinada seçõo 
fixada, sao maiores do que aquelas associadas aos numeros fuzzy (0,005; 0,01; 0,02) e (0,01; 
0,02; 0,03).

No prúximo capítulo, estudamos as equacoes de Saint Venant considerando a contribui^o 
lateral de vazao ao fluxo R como um parâmetro fuzzy atraves de um SBRF.



Capítulo 4
Estudo do Escoamento de Rios através 
de um SBRF
Suponhamos um rio com canal de seções trapezoidais escoando de forma que a única contri­
buição lateral de vazao ao fluxo seja proveniente da troca de agua entre o canal e o lencol 
freatico adjacente. O escoamento e matematicamente governado pelas equaçoes de Saint Ve­
nant. Do ponto de vista pratico, pode ser trabalhoso e financeiramente dispendioso avaliar 
quantitativamente a contribuicao lateral do lencol para o escoamento. Seria necessario avaliar 
a porosidade do leito do rio e adjacencias e a diferenca entre o nível d ’agua do escoamento e 
do nível d’agua do lençol. Haveria, portanto, incerteza na determinaçao do valor dessa con- 
tribuicão. Neste capítulo, apresentamos a segunda parte do problema central deste trabalho: 
uma solucão numérica para as equacoes de Saint Venant. O valor da contribuiçao lateral R  e 
obtido a partir de um SBRF, cujas variaveis de entrada sao porosidade e diferença de altura 
entre o lençol freatico e a lamina d’água. As condicães de escoamento sao distintas daquelas 
adotadas no Capítulo 3, uma vez que nao são consideradas simplificacães no modelo de forma a 
facilitar a solucao das equacoes. Assim, opta-se pela soluçao numérica, uma vez que a solucao 
analítica íe desconhecida para o caso geral de escoamento.

4 . 1  S o l u c ã o  N u m é r i c a  d a s  E q u a c o e s  d e  S a i n t  V e n a n t
Consideremos um rio de seção transversal trapezoidal, conforme mostrado na Figura 4.1, cons­
tante ao longo de todo o canal. Vamos impor condições iniciais para a altura da lâmina d’agua 
h e para a velocidade do escoamento u, conforme mostrado no sistema de equacoes (4.1).

dh d (uh) R
dt +  dx du du dh Ru
dt + u dX + gdX =  9 (S o -  Sf) -  T
h(x, 0) =  1 +
h(0, t) — 1 +

100000t
1000001 2 1 u(x, 0) — -[R h(x, 0)]3 S02 n1 2 1 u(0, t) — -[R h(0,t)]3 So2 n

(4.1)

em que n e chamado de coeficiente de Manning, geralmente assumido na literatura como 0,020 
para canais naturais, Rh e o raio hidráulico, definido como a razão entre a área molhada e o 
perímetro molhado, h e a altura ou espessura da lamina dAgua, x e a posicao ao longo do
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eixo do canal, R  e a contribuição lateral por unidade de de área, t e o tempo de escoamento, 
g e a aceleraçao da gravidade, S0 e a inclinação do canal e Sf e a perda de energia por atrito. 
Alem disso, x G [0,lr], em que lr e o comprimento do rio estudado, e t G R+. As condicães 
de fronteira para a altura h foram adotadas após diversos testes empíricos computacionais 
envolvendo funções de primeiro grau e exponenciais. As funcães que geraram solucoes mais 
adequadas para as Equaçoes de Saint Venant sao h(x, 0) e h(0,t) conforme apresentado no 
sistema (4.1). Tais escolhas foram validadas pelo especialista em Hidráulica e Mecanica dos 
Fluidos, prof. Dr. Jose Eduardo Alamy Filho da Faculdade de Engenharia Civil da UFU. As 
condicoes de fronteira para a velocidade u sao provenientes da chamada Equacao de Manning, 
classica equacão conhecida na Hidráulica. Esta equacao e utilizada como uma aproximacao 
para essas condicães de fronteira. Informacoes detalhadas sobre a Equacao de Manning podem 
ser obtidas em Fox et al (2010).

Vamos trabalhar as equacoes de Saint Venant:
dhI
dt

d (uh)
+ d xdu+ u + g dx

R
dh
dx g(So -  Sf  ) Ru

~ h '
(4.2)

Figura 4.1: Seção transversal do rio estudado.

4 .1 .1  D i s c r e t i z a ç ã o  d a s  e q u a ç õ e s  e  u t i l i z a ç ã o  d o  m é t o d o  n u m é r ic o
Uma vez que nao utilizamos neste problema as mesmas simplificacoes que utilizamos no Capítulo 3, 
precisamos resolver numericamente as equacçãoes. Se isolarmos as derivadas temporais nas 
equacães do sistema (4.2), obtemos

dhI
dt

R d (uh) 
dx

g(So -  S f ) Ru du dh 
h u dx g dx'

Discretizando as derivadas relativas a x  atraves das diferencas finitas, temos

{dh 
~dí

du
~dt

R umhm

g(So -  S f )

-  um-1 hm-1
Ax
Rum
hm u u -  um-1 

Ax - g hm -  hm-1
a x  ’

(4.3)

(4.4)
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em que Ax e o espaçamento da malha em relação a posição. Os sobrescritos nas variáveis u e 
h e na contribuição lateral R se referem ao passo da posiçao.

Podemos entao utilizar o metodo de Runge-Kutta para resolver o sistema (4.4). Adotamos, 
inicialmente, o valor constante de 0,05 m/s para a contribuiçao lateral R. Analisamos um 
trecho de 2 km de rio, com inclinacão suposta constante e igual a S0 =  0,03. Por simplificação, 
vamos supor ainda que a perda de energia por atrito Sf seja constante e igual a 0,005.

No problema em questão, as funcões f  e f 2 dependem de y nos passos m — 1 e m, em que
ym-1 hm-1 

um-1 e y" hm
u . Assim,

f  (t,ym-1,ym)
í

v g(So -  Sf )
R -

Rum
hm

umhm -  um-1hm-1 
Ax

u um -  um-1
Ax g hm -  hm-1 

Ax

\

/
(4.5)

Como y G R2, segue que K, L ,M ,N  G R2.
Para uma jmsima iteração generica de tempo e m-esima iteracao generica de posiçao, temos

-j™ =  A t f  (tj ,y™- \y™),

, At 1 - m-1 K mLm =  A t f  ( tj + — ,ym-  +  ,ym + j2 ’ j

u m  =  A tf I tj + 4 0 ™ - ’ +

2
Lm-1j2 j

2
m Ljmj  + jj 2

Nj A t f  (tj +  At, yj™-1 + Mj™-1, y™ +  Mj™),
em que A t e o espaçamento em relacao ao tempo e

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

m K jm
j  +  j

hm
ujm +

K.m _j K.mhm J__ jhj +  2KXum J__ juj +  2
(4.10)

m Ljmym + jy  + 2
hm
ujm +

- m
Lm

Lm
hm + - j- mum j__juj +  2

(4.11)

yjm + Mjm

Dessa forma, temos que

hjm
u +

Mm
M2m2j

hjm + M 1mj ’í
ujm + M2m (4.12)

f  (tj, yj™-1 ,yj™) = Bi
B2 (4.13)

em que

2

2
2
2
2

B 1 =  R u™ hm -  um-1hm-1
Ax
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b = g(s o -  s f ) - - j  -  umuj
um -  um-1

Ax
'hm -  hm-1' 

A x

f  I tj +  ^ ^ 3
1 K ^m-1 +  3

+ 2 ,yj
m Kjm

>ym + - j Ci
C2 (4.14)

em que

Ci =  -  -
K? \ / K?

um+ - j )  hm + - j ! K?um-1 + j  ) ( h
Km+— j3 T 2

Ax

C  =  g(So -  S f  ) -■ K m
h m + -2 L

K m
u j  +  - j

( «m + K2í  ) - (  « r -1 + ^ ) L  K2í  ) - (  hm- i + L )
Ax g Ax

A t
Yf ( t j  +  =m ,yjm-1 +  3

Lm-1 Lm
2 - 3  + 3

Di
D 2

(4.15)
em que

Di =  -  -
L? W  L?um + - j )  hm + - j um-1 + -  jj )  ( hm-1 +— — 3 ' 2

Ax

D  =  g (S o  -  S f ) -■ LTlh-m+̂ L
L mu m  +___ ÍLUj  +  2

( « m + L  - ( « r -1+ ^ i - ) ( V  ) - (  hm-1 + L  )
Ax g Ax

em que
f  (tj +  At, yjm-1 +  Mm- i ,ym + j Ei

E 2 1 ’ (4.16)

Ei =  -  - (um + M2m)(h"* + M'm') -  (um-i + M2m -i)(hm-i +  MJ*- i )j  j  j  j
Ax

E2 =  9(S0 -  Sf ) - fífj+M ?)
_j+Mm (u3 1 M2j,j -  (um+ m 2*) Ax

(hm+M? )-(h?- 1+M?- 1)7___ J___J______ 3__Ax
Uma vez calculados os vetores K , L, M e N , podemos calcular o vetor y no tempo t3+i 

para cada valor de posicao da malha, isto e,

yj+i =  ym +  6 ( - m +  2Lm +  2 M f  +  N3m). (4.17)

9

K

m — 1L

L
r  « m + h l

9
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4 .1 .2  S im u la ç õ e s
Usamos o software MATLAB para resolver computacionalmente o problema, através de um 
código de autoria própria.

A Figura 4.2 mostra o comportamento da altura da lamina dAgua em todas as seções 
transversais para 100 iteraçoes no tempo.

Figura 4.2: Evolução da altura da lamina d’água para R =  0,05 m/s.

Podemos notar um comportamento de crescimento na altura da lâmina dAgua em todas 
as seçoes ao longo do tempo. Nas seçoes iniciais do escoamento, ha uma variacao maior da 
altura de uma secao para outra. A Figura 4.3 mostra uma aproximaçao da Figura 4.2 para 
estas secoes iniciais.

P o s iç ã o  [m ]

Figura 4.3: Evoluçao da altura da lamina d’água em seçoes iniciais do escoamento para R = 
0,05 m/s.

Com relaçao a velocidade do escoamento, podemos observar que a mesma diminui inicial­
mente ao longo do canal, mas posteriormente aumenta, conforme avançamos nas secoes. Em 
cada secao, observa-se a diminuiçao da velocidade ao longo do tempo, conforme podemos notar 
na Figura 4.4.

A Figura 4.5 mostra uma aproximacao das curvas que representam a velocidade nas seçoes 
iniciais, evidenciando a tendencia de diminuição brusca da velocidade do fluxo ao longo destas 
secoes.

Evidentemente, uma alteracao no valor de R causa alteraçao no comportamento de h e u. 
As Figuras 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9 mostram, respectivamente, a evolucão da altura da lamina dAgua 
ao longo do tempo para os valores de R iguais a 0,01 m/s; 0,02 m/s; 0,03 m/s e 0,04 m/s.
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Figura 4.4: Evolução da velocidade do escoamento para R =  0,05 m/s.

Podemos notar que o comportamento da altura da lamina d’água h e similar em todos os 
casos, apresentando um aumento nos valores observados conforme se aumenta a contribuiçao 
lateral R. Este comportamento esta em acordo com o esperado do ponto de vista físico: quanto 
maior a entrada de agua no escoamento, maior deve ser a altura da lamina d’água. Para o caso 
em que R =  0,01 m/s, e possível verificar uma d im in u to  na altura da lamina d’agua, após 
certo tempo, nas secoes mais a montante do escoamento, conforme mostra a Figura 4.10.
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Figura 4.5: Evolucão da velocidade de escomento nas secoes iniciais para R =  0,05 m/s.

Figura 4.6: Evolucao da altura da lamina d’agua para R =  0,01 m/s.
Com relacao a velocidade, o comportamento observado e bem similar para quase todos os 

casos, conforme mostrado nas Figuras 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14. A velocidade do escoamento 
tende a aumentar com o passar do tempo em todas as seções, para R =  0,01 m/s, R =  0,02
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m/s e R =  0,03 m/s. Para R  =  0,04 m/s, entretanto, nota-se uma diminuição dos valores 
de velocidade para todas as seções, sendo esta queda mais acentuada para seções a montante, 
conforme mostra a Figura 4.15.

Figura 4.7: Evoluçao da altura da lamina d’agua para R =  0,02 m/s.

Figura 4.8: Evoluçao da altura da lamina d’agua para R =  0,03 m/s.

Figura 4.9: Evoluçao da a ltu ra  da lam ina d ’agua p ara  R  =  0,04 m /s.
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Figura 4.10: Evolução da altura da lamina d’água nas seções iniciais para R =  0,01 m/s.

Posição [m]

Figura 4.11: Evolução da velocidade de escoamento para R =  0,01 m/s.

Figura 4.12: Evoluçao da velocidade de escoam ento p ara  R  =  0,02 m /s.
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Figura 4.13: Evolução da velocidade de escoamento para R =  0,03 m/s.

Figura 4.14: Evoluçao da velocidade de escoamento para R =  0,04 m/s.

Figura 4.15: Evolucão da velocidade de escoamento nas secões iniciais para R =  0,04 m/s.

4 . 2  S o l u ç ã o  N u m é r i c a  d a s  E q u a ç õ e s  d e  S a i n t  V e n a n t  
U t i l i z a n d o  u m  S B R F  c o m  S0 F i x o

Vamos considerar o problema discutido na secao anterior sob uma ótica diferente. O valor 
da contribuicõo lateral ao escoamento R e obtido a partir de um SBRF. Em uma situaçao 
de escoamento em que a única contribuiçao lateral ao escoamento e proveniente da troca de 
água entre o lencol freútico e a lamina d’agua do rio, a intensidade dessa contribuiçao depende 
basicamente da porosidade do solo sobre o qual o rio escoa e da diferenca entre o nível do lencol
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e a altura da lamina d’água. A porosidade pode ser definida como sendo a razão entre o volume 
de poros do solo e o volume total do solo.

As variaveis de entrada do SBRF são “porosidade”e “diferença entre o nível do lencol 
freatico e a altura da lamina dAgua”. A esta variavel nos referimos de maneira simplificada 
por “diferença de altura” . A variavel de saída e “contribuiçao lateral”. O metodo de inferência 
utilizado e o Metodo de Mamdani e o metodo de defuzzificação e o Centroide.

Para a variavel “porosidade”, os termos linguísticos adotados são “baixa” , “media”e “alta”. 
A Tabela 4.1 apresenta os níveis zero das funcães de pertinencia de cada um dos termos 
linguísticos. Os graficos das funcães de pertinencia de cada termo linguístico sao apresentados 
na Figura 4.16.

Porosidade Nível zero
Baixa [0,15; 0,25]
Media [0,20; 0,4o]
Alta [o,35; 0,45]

Tabela 4.1: Termos linguísticos para a variavel de entrada “porosidade”.

Figura 4.16: Funcoes de pertinencia da variavel de entrada “porosidade”.
Para a variavel “diferenca de altura”, os termos linguísticos sao “muito pequena”, “pe­

quena”, “media”e “grande”. A Tabela 4.2 apresenta os termos linguísticos e os respectivos 
níveis zero de suas funcoes de pertinencia. A Figura 4.17 mostra os graficos das funcães de 
pertinencia.

Diferença de altura Nível zero
Muito Pequena [0; 0,04]

Pequena [0; 1,6]
Míedia [0,8; 3,2]
Grande [2,4; 4,0]

Tabela 4.2: Termos linguísticos para a variavel de entrada “diferenca de altura”.
Para a variavel de saída “contribuicao lateral” , sao atribuídos os termos linguísticos “muito 

baixa” , “baixa”, “media”e “alta” , conforme apresentado na Tabela 4.3. Os graficos das funçoes 
de pertinencia sao mostrados na Figura 4.18.

Uma vez definidas as variáveis linguísticas, seus termos linguísticos e funcoes de pertinencia, 
a base de regras e construída. A Tabela 4.4 apresenta o conjunto de regras definido.
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Figura 4.17: Funções de pertinência da variável de entrada “diferença de altura”
C o n trib u to  lateral Nível zero

Muito Baixa [0; 0,00075]
Baixa [0,0002; 0,03]
Media [0,015; 0,06]
Alta [0,045; 0,075]

Tabela 4.3: Termos linguísticos da variável de saída “contribuição lateral”.

E importante salientar que os termos linguísticos, a forma trapezoidal das funções de per- 
tinencia e os valores utilizados para a construçao das funçoes são determinados com o auxílio 
de um especialista na area de Hidráulica e Mecanica dos Fluidos.

Definido o SBRF, o problema a ser resolvido e o mesmo da secão anterior, mas agora o 
valor da co n trib u to  lateral R e determinado atraves desse SBRF. Para cada seçao transversal 
do rio, em cada tempo, a co n trib u to  lateral e obtida atraves da porosidade e diferenca de 
altura para aquela seçao. Ou seja, o valor de R e  calculado de forma iterativa atraves do SBRF 
para cada secao, em cada tempo. Mais uma vez, os calculos são realizados atraves do software 
MATLAB.

Figura 4.18: Funções de pertinencia da variAvel de saída “co n trib u to  lateral”.

Apresentamos os resultados para diversos valores de porosidade e diferença de altura. Uma 
vez que a altura da lamina dAgua varia com o tempo e com a posiçõo da seçõo, fixamos alguns 
valores de porosidade e de nível do lençol freatico. Representamos a porosidade por p e o nível 
do lençol freatico por NL.



63

————̂ ^  Porosidade 
Diferenca de altu ra '—————̂ Baixa Media Alta
Muito Pequena Muito Baixa Muito Baixa Muito Baixa
Pequena Baixa Baixa Baixa
Media Baixa Media Media
Grande Media Alta Alta

Tabela 4.4: Base de regras para o SBRF.

4 .2 .1  V a lo r  d e  p o r o s id a d e :  p  =  0 ,2 0
Fixamos inicialmente a porosidade no valor de 0,20. Variamos o nível do lençol freático ampla­
mente. Para cada seçao, atraves da altura da lamina d ’agua no tempo anterior, e calculada a 
diferença de altura. Tem-se, assim, os valores das duas entradas do SBRF, que sao utilizados 
para obtençao do valor da saída. O número real obtido após a defuzzificacao e a contribuicao 
lateral R. Todos os grúficos apresentados apresentam 100 iteracoes de tempo, salvo dito o 
contrario.

- Nl =  1,5 m
A Figura 4.19 apresenta a evolução da altura da lamina dAgua, para os valores p =  0,20 e Nl 
=  1,5 m. A Figura 4.20 mostra os resultados obtidos para a velocidade de escomento.

Figura 4.19: Evolucão da altura da lâmina d’úgua para p =  0,20 e Nl 1,5 m.

Figura 4.20: Evolucao da velocidade de escoamento p ara  p  =  0,20 e Nl 1,5 m.
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Podemos notar que, conforme o tempo passa, há uma tendência de aumento da altura 
da lamina d’agua para quase todas as seções. Isso nao ocorre apenas para as secoes mais à 
montante, conforme podemos observar na Figura 4.21. Com relaçao a velocidade, nota-se um 
aumento em todas as secões com o passar do tempo.

Figura 4.21: Evolucõo da altura da lamina d’agua nas secoes a montante para p =  0,20 e NL 
=  1,5 m.

- Nl =  2 ,5  m
A Figura 4.22 apresenta a evolucao da altura da lamina dAgua ao longo do tempo para p = 
0,20 e Nl =  2,5 m. O resultado observado e muito semelhante aquele encontrado para NL =
1,5 m, com aumento da espessura da lamina para quase todas as seções, exceto aquelas mais a 
montante do rio, conforme mostra a Figura 4.23.
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Figura 4.22: Evoluçao da altura da lamina dAgua para p =  0,20 e NL =  2,5 m.
A Figura 4.24 apresenta a evolucao da velocidade de escoamento. Tambem e possível notar 

um comportamente bastante semelhante aquele observado para a situacõo em que NL =  1,5 m, 
ou seja, crescimento da velocidade em todas as secoes com o passar do tempo.

- N l =  3 ,5  m
Para NL =  3,5 m podemos observar um aumento na altura da lâmina dAgua com o passar do 
tempo para todas as secoes, conforme mostra a Figura 4.25. Alem disso, as alturas maximas 
atingidas tambem aumentam, se comparadas com a situaçao em que NL =  2,5 m.
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Figura 4.23: Evolução da altura da lamina d’água nas seções a montante para p =  0,20 e NL 
=  2,5 m.

Figura 4.24: Evoluçao da velocidade de escoamento para p =  0,20 e NL
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Figura 4.25: Evoluçao da altura da lamina d’agua para p =  0,20 e NL

2,5 m.

3,5 m.

Com relaçao a velocidade, e possível notar tambem um aumento dos valores máximos ob­
servados, embora o aspecto das curvas que a representa seja o mesmo observado para os casos 
anteriores. A Figura 4.26 apresenta os resultados obtidos.

- Nl =  4,5 m
Para um nível do lencol de NL =  4,5 m, podemos notar um comportamento de aumento da 
lamina dAgua ao longo do tempo, conforme apresentado na Figura 4.27.
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Figura 4.26: Evolução da velocidade de escoamento para p =  0,20 e NL =  3,5 m.

Figura 4.27: Evoluçao da altura da lamina d’agua para p =  0,20 e NL =  4,5 m.

Ha uma alteraçao no comportamento da velocidade de escoamento. A velocidade diminui 
ao longo do tempo nas seçoes, ao contrário do que ocorre nas situacoes anteriores. A Figura 
4.28 mostra o resultado obtido.

Figura 4.28: Evoluçao da velocidade de escoamento p ara  p  =  0,20 e N L =  4,5 m.
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4 .2 .2  V a lo r  d e  p o r o s id a d e :  p  =  0 ,3 0
Fixamos agora a porosidade em p =  0,30 e analisamos o comportamento da altura da lâmina 
d’água e da velocidade de escoamento para os mesmos valores de nível do lençol adotados para
p =  0,20.

- Nl =  1,5 m
Para p =  0,30 e Nl =  1,5 m observamos uma evoluçao bastante similar àquela observada para 
p =  0,20 e Nl =  1,5 m, tanto para a altura da lâmina d’água quanto para a velocidade de 
escoamento. As Figuras 4.29 e 4.30 mostram os resultados para altura e velocidade, respecti­
vamente.

Figura 4.29: Evolucao da altura da lamina dAgua para p =  0,30 e Nl =  1,5 m.

Figura 4.30: Evolucao da velocidade de escoamento para p =  0,30 e Nl =  1,5 m.

Mais uma vez, notamos uma diminuiçao na altura da lamina dAgua nas secoes mais a 
montante, conforme mostrado na Figura 4.31.

- Nl =  2,5 m
Fixamos agora os valores p =  0,30 e Nl =  2,5 m. A altura da lâmina d’água cresce ao longo 
do tempo em todas as seçoes, conforme apresentado na Figura 4.32, indicando possivelmente 
valores elevados para a co n trib u to  lateral R. A velocidade tende a diminuir em todas as
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seções, sendo esta queda mais acentuada nas seções à montante, como podemos observar na 
Figura 4.33.

Figura 4.31: Evoluçao da altura da lamina d’agua nas seções iniciais para p =  0,30 e NL =1,5 
m.

- N l =  3 ,5  m
Fixando p =  0,30 e NL =  3,5 m, notamos um comportamento para altura da lamina d’agua e 
velocidade de escoamento semelhantes àqueles observados na situaçao em que p =  0,30 e NL =
2,5 m. Entretanto, podemos notar incrementos nos valores da altura, conforme mostrado na Fi­
gura 4.34 e uma maior variaçõo nos valores da velocidade de escoamento, conforme apresentado 
na Figura 4.35.

- Nl =  4 ,5  m
Consideramos, por fim, NL =  4,5 m. Para a altura da lamina d’água, observamos uma evoluçõo 
bem semelhante à situacõo anterior, com NL =  3,5 m, mas com um aumento considerável nas 
alturas atingidas pela lamina. Este fato pode ser observado na Figura 4.36. Com relacao à 
velocidade, ha uma d im in u to  dos valores ao longo do tempo para todas as secoes observadas, 
conforme apresentado na Figura 4.37.

Figura 4.32: Evolucao da a ltu ra  da lam ina d ’agua p ara  p  =  0,30 e NL =  2,5 m.
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Figura 4.33: Evolução da velocidade de escoamento para p =  0,30 e NL =  2,5 m.

Figura 4.34: Evolução da altura da lamina d’agua para p =  0,30 e NL =  3,5 m.

Figura 4.35: Evoluçao da velocidade de escoamento p ara  p  =  0,30 e NL =  3,5 m.
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Figura 4.36: Evolução da altura da lamina d’água para p =  0,30 e NL 4,5 m.

Figura 4.37: Evoluçao da velocidade de escoamento para p =  0,30 e NL =  4,5 m.

4 .2 .3  E v o lu ç ã o  d o s  v a lo r e s  d a  c o n t r i b u i ç ã o  l a t e r a l  R
Avaliamos a seguir a variaçao dos valores da contribuiçao lateral R para cada situaçao estudada 
na secao anterior.

Valor de porosidade: p =  0,20
Para a porosidade fixada em p =  0,20, obtemos os comportamentos de R conforme apresentado 
nas Figuras 4.38, 4.39, 4.40 e 4.41, para valores de NL iguais a 1,5 m, 2,5 m, 3,5 m e 4,5 m, 
respectivamente.

Notamos que, para os casos em NL =  1,5 m e NL =  4,5 m, o valor da contribuiçao lateral 
se mantem constante. Para a situacao NL =  2,5 m, observamos um aumento do valor de R ao 
longo do tempo. Em contrapartida, quando NL =  3,5 m, ha diminuiçao do valor de R com o 
passar do tempo. Alem disso, mesmo considerando-se as variacoes observadas, podemos notar 
que o valor de R aumenta significativamente quando NL aumenta, o que está de acordo com 
o modelo físico proposto, uma vez que quanto maior o valor do nável do lencol, maior deve ser 
a diferenca de altura entre este nível e a altura da lamina dAgua. Esta maior diferenca, para 
uma porosidade constante, resulta em uma maior transferencia de água do lencol para o rio.
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Figura 4.38: Evolução da contribuição lateral para p =  0,20 e NL =  1,5 m.

Figura 4.39: Evoluçao da contribuiçao lateral para p =  0,20 e NL =  2,5 m.

Figura 4.40: Evoluçao da contribuiçao lateral para p =  0,20 e NL =  3,5 m.

Valor de porosidade: p =  0,30
Fixamos a porosidade em p =  0,30. As variações de R sao apresentadas nas Figuras 4.42, 4.43, 
4.44 e 4.45, para valores de NL iguais a 1,5 m, 2,5 m, 3,5 m e 4,5 m, respeçtivamente.
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Figura 4.41: Evolução da contribuição lateral para p =  0,20 e NL =  4,5 m.

Figura 4.42: Evoluçao da contribuiçao lateral para p =  0,30 e NL =  1,5 m.

Figura 4.43: Evoluçao da contribuiçao lateral p ara  p  =  0,30 e NL 2,5 m.
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Figura 4.44: Evolução da contribuição lateral para p =  0,30 e NL =  3,5 m.

Figura 4.45: Evoluçao da contribuiçao lateral para p =  0,30 e NL =  4,5 m.

Assim como no caso de p =  0,20, observa-se um valor de R constante para NL =  1,5 m e 
Nl =  4,5 m. Para NL =  2,5 m e NL =  3,5 m, notamos uma diminuiçao dos valores de R ao 
longo do tempo. Tambem se mantem a tendencia de aumento na contribuicao lateral para um 
aumento no nível do lencol. Alem disso, se compararmos o resultado para cada valor de NL 
com o resultado obtido para p =  0,20 com o mesmo valor, notamos que os valores de R são 
maiores para p =  0,30 do que para p =  0,20.

4 .2 .4  D is c u s s ã o  d o s  r e s u l t a d o s
Após as variacães feitas nos valores das variaveis de entrada do SBRF, podemos notar as 
consequentes variacães na soluçao das equacoes de Saint Venant. Naturalmente, conforme 
variamos as variaveis de entrada, ha um reflexo no valor obtido para a variavel de saída, o 
que influencia diretamente no comportamento da altura da lâmina d’água e da velocidade de 
escoamento.

Um ponto bastante claro a ser destacado e a influencia que os aumentos do nível dAgua 
do lençcol e da porosidade exercem sobre o valor da contribuicçaão lateral. Aumentos nos valores 
das variaveis de entrada acarretam em aumentos nos valores da variavel de saída. Alem disso, 
os resultados obtidos para altura e velocidade estãao em consonaância com aqueles obtidos sem 
o SBRF, se observarmos os valores de contribuicao lateral encontrados.
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4 . 3  S o l u ç ã o  N u m é r i c a  d a s  E q u a ç õ e s  d e  S a i n t  V e n a n t  
U t i l i z a n d o  u m  S B R F  c o m  S 0 V a r i a v e l

Vamos estudar, por fim, a influência do parâmetro S0 sobre a solução das equações de Saint 
Venant. Para isso, encontramos tal soluçao utilizando a inclinação do leito variavel ao longo de 
sua extensao. Na seção anterior, S0 foi fixado em 0,03. Aplicamos uma pequena perturbação 
neste valor. A partir da funcao que gera números aleatórios no software MATLAB, obtemos um 
vetor para S0, com todas as coordenadas variando entre 0,029 e 0,031. A Figura 4.46 mostra 
em um grúfico os valores de S0 para cada seção. A partir daí, em cada seção, utilizamos um 
valor diferente para S0 e resolvemos o sistema de equaçcoães de Saint Venant da mesma forma 
que na secão anterior, inclusive com as mesmas condições de fronteira. Apresentamos a seguir 
os resultados obtidos para alguns valores fixados de porosidade e nível do lencol freatico.

P o s iç ã o  [m ]

Figura 4.46: Valores da inclinacao do leito S0 por secão.

4 .3 .1  V a lo r  d e  p o r o s id a d e :  p  =  0 ,2 0
Avaliamos os comportamentos da altura e da velocidade, com a porosidade fixada em p =  0,20, 
para os valores de nível do lencol freatico iguais a NL =  1,5 m, NL =  2,5 m, NL =  3,5 m e 
Nl =  4,5 m.

- N l =  1,5 m
Para as condiçães de NL =  1,5 m e p =  0,20, observamos um comportamento bastante variúvel 
tanto para a altura da lamina d’úgua quanto para a velocidade, conforme mostrado pelas 
Figuras 4.47 e 4.48, respectivamente.

As Figuras 4.49 e 4.50 mostram a evolucao da altura da lamina d’úgua e da velocidade, 
respectivamente, para 200 iteracães. E possível notar que a influencia maior da variacao de S0 
sobre o comportamento da altura e da velocidade e maior nas primeiras iteraçoes de tempo. 
Conforme o tempo passa, a altura da lamina dAgua e da velocidade tendem a ter um compor­
tamento mais regular.

Nl =  2 ,5  m
Fixando o nível do lencol em 2,5 m e com a porosidade definida em 0,20, obtemos uma evoluçao 
da altura da lamina dAgua semelhante aquele obtido para NL =  1,5 m. Porem, notamos um 
pequeno aumento nos valores de altura encontrados. A Figura 4.51 mostra o resultado. Com
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relação a velocidade de escoamento, também obtemos um resultado semelhante, com uma 
pequena variação nos valores encontrados. A Figura 4.52 apresenta os graficos de velocidade.
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Figura 4.47: Evolucão de altura da lamina dAgua para p =  0,20 e NL =  1,5 m com inclinação 
do leito variavel.
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Figura 4.48: Evolucão de velocidade de escoamento para p =  0,20 e NL =  1,5 m com inclinação 
do leito variavel.

Figura 4.49: Evolucao da altura para p =  0,20 
e Nl =  1,5 m com inclinacão do leito variavel 
para 200 iteraçcãoes.

Figura 4.50: Evolucão de velocidade para p 
=  0,20 e Nl =  1,5 m com inclinaçao do leito 
variavel para 200 iteracoes.
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Figura 4.51: Evolução da altura para p =  0,20 
e Nl =  2,5 m com inclinação do leito variável.

Figura 4.52: Evoluçao da velocidade para p 
=  0,20 e Nl =  2,5 m com inclinação do leito 
variaável.

- N l =  3 ,5  m
Para o nável do lencol fixado em Nl =  3,5 m, notamos comportamento semelhante àquele 
observado para a situaçao anterior. Entretanto, há acréscimo nos valores finais de altura da 
lamina d’água e uma reducão nos valores finais de velocidade, conforme mostram as Figuras 
4.53 e 4.54, respectivamente.

Figura 4.53: Evolucao da altura para p =  0,20 
e Nl =  3,5 m com inclinacao do leito variável.

Figura 4.54: Evolucao da velocidade para p 
=  0,20 e Nl =  3,5 m com inclinacão do leito 
variaável.

Mais uma vez, e possível notar a tendencia de regularizacao no comportamento de altura 
da lamina d’água e velocidade de escoamento conforme o tempo passa.

- Nl =  4 ,5  m
Para o nável do lencol fixado em 4,5 m, obtemos os resultados apresentados na Figuras 4.55 e 
4.56. Para a altura da lâmina d’agua, encontramos um comportamento muito semelhante às 
situacoes anteriores, com maiores incrementos nos valores finais. Para a velocidade, ha uma 
diminuiçao maior nos valores finais.

4 .3 .2  V a lo r  d a  p o r o s id a d e :  p  =  0 ,3 0
Fixamos agora a porosidade em 0,30 e variamos o nável do lencol freatico. Os resultados encon­
trados sao bastante semelhantes aqueles encontrados para o caso em p =  0,20. As diferencas 
existem nos valores finais encontrados. Os valores de altura da lamina d’água para a última 
iteraçao de tempo são maiores para p =  0,30, ao passo que os valores de velocidade do escoa­
mento sao menores para este valor de porosidade.
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Figura 4.55: Evolução da altura para p =  0,20 
e Nl =  4,5 m com inclinaçao do leito variável.

Figura 4.56: Evoluçao da velocidade para p 
=  0,20 e Nl =  4,5 m com inclinação do leito 
variaável.

- Nl =  1,5 m
Para um nável do lençol freatico igual a 1,5 m, os resultados obtidos sao mostrados pelas Figuras 
4.57 e 4.58.

Figura 4.57: Evolucao da altura para p =  0,30 
e Nl =  1,5 m com inclinacão do leito variável.

Figura 4.58: Evolucao da velocidade para p 
=  0,30 e Nl =  1,5 m com inclinaçao do leito 
variaável.

Nesta situacao, os resultados encontrados são identicos aqueles observados para p =  0,20 e 
Nl =  1,5 m.

- Nl =  2,5 m
Para um nável do lencol freatico igual a 2,5 m, os resultados obtidos são mostrados pelas Figuras 
4.59 e 4.60. Se compararmos os resultados obtidos neste caso com aqueles encontrados quando 
p =  0,20 e Nl =  2,5 m, notamos que os resultados sao bastante similares. Entrentanto, há um 
considerável aumento nos valores observados para a altura da lamina d’agua e uma d im in u to  
nos valores de velocidade.

Figura 4.59: Evoluçao da altura para p =  0,30 
e Nl =  2,5 m com inclinaçao do leito variável.

Figura 4.60: Evolucao da velocidade para p 
=  0,30 e Nl =  2,5 m com inclinaçao do leito 
variáavel.
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- Nl =  3 ,5  m
Para um nível do lençol freático igual a 3,5 m, os resultados obtidos sao mostrados pelas 
Figuras 4.61 e 4.62. Mais uma vez, notamos um aumento nos valores encontrados para a altura 
da lamina d’água e uma diminuiçao nos valores de velocidade, em comparaçao com os valores 
observados para p =  0,20 e Nl =  3,5 m.

Figura 4.61: Evolucao da altura para p =  0,30 
e Nl =  3,5 m com inclinação do leito variável.

Figura 4.62: Evolução da velocidade para p 
=  0,30 e Nl =  3,5 m com inclinaçao do leito 
variável.

- N l =  4 ,5  m
Para um nável do lençol freatico igual a 4,5 m, os resultados obtidos sao mostrados pelas Figuras 
4.63 e 4.64. Assim como nos casos anteriores, os resultados sao qualitativamente semelhantes 
aqueles encontrados para mesmo nável do lençol e porosidade 0,20, com aumento nos valores 
de altura e diminuiçao nos valores de velocidade.

Figura 4.63: Evoluçao da altura para p =  0,30 
e Nl =  4,5 m com inclinacao do leito variável.

Figura 4.64: Evolucao da velocidade para p 
=  0,30 e Nl =  4,5 m com inclinacao do leito 
variaável.

4 .3 .3  E v o lu ç ã o  d o s  v a lo r e s  d a  c o n t r i b u i ç ã o  l a t e r a l  R
Avaliamos a seguir a variacao nos valores da contribuicao lateral para o caso em que a inclinacao 
do leito S0 e variável.

V alo r d e  p o ro s id a d e :  p =  0 ,20
Para o valor de porosidade igual a 0,20, a variacão da contribuição lateral e apresentada pelas 
Figuras 4.65, 4.66, 4.67 e 4.68, para os valores de nível do lencol freatico iguais a 1,5 m, 2,5 m, 
3,5 m e 4,5 m, respectivamente.
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Figura 4.65: Evolução da contribuição lateral 
para p =  0,20 e NL =  1,5 m para inclinação 
do leito variavel.

Figura 4.66: Evolucao da contribuicao lateral 
para p =  0,20 e NL =  2,5 m para inclinaçao 
do leito variavel.

Figura 4.67: Evolucao da contribuiçao lateral 
para p =  0,20 e NL =  3,5 m para inclinação 
do leito variavel.

Figura 4.68: Evoluçao da contribuiçao lateral 
para p =  0,20 e NL =  4,5 m para inclinacao 
do leito variavel.

Para o nível freático fixado em 1,5 m, o valor de R se mantem constante nas secoes e tambem 
ao longo do tempo. Para o caso em que NL =  2,5 m, observamos um aumento do valor da 
contribuicao lateral ao longo do tempo. Por outro lado, para NL =  3,5 m e NL =  4,5 m, 
podemos notar diminuições nos valores da contribuiçao lateral conforme o tempo passa. Ainda 
assim, quanto maior o nável do lencol freatico, maiores sao os valores assumidos por R.

Valor de porosidade: p =  0,30
Para a porosidade fixada em p =  0,30, o comportamento dos valores da contribuicão lateral 
e apresentado pelas Figuras 4.69, 4.70, 4.71 e 4.72, para os valores de nável do lencol freatico 
iguais a 1,5 m, 2,5 m, 3,5 m e 4,5 m, respectivamente.

II

Postçâo [m]

Figura 4.69: Evoluçao da contribuiçao lateral 
para p =  0,30 e NL =  1,5 m para inclinacao 
do leito variáavel.

Figura 4.70: Evolucao da contribuiçao lateral 
para p =  0,30 e NL =  2,5 m para inclinaçao 
do leito variaável.
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Figura 4.71: Evolução da contribuição lateral 
para p =  0,30 e NL =  3,5 m para inclinaçao 
do leito variavel.

Figura 4.72: Evolução da contribuiçao lateral 
para p =  0,30 e NL =  4,5 m para inclinacao 
do leito variavel.

Podemos notar que R se mantem constante quando NL =  1,5 m. Para os demais casos, o 
valor da contribuiçao lateral diminui ao longo do tempo. Alem disso, podemos notar tambem 
que os valores da contribuicão lateral sao maiores quando o nível do lençol e maior. Ou seja, 
um aumento no nível do lencol freatico causa um aumento da contribuicao.

4 .3 .4  D is c u s s ã o  d o s  r e s u l t a d o s
Após as diversas simulacoes de valores de porosidade e nível do lencol freatico, notamos com­
portamentos bastante semelhantes em todas as situacoes tanto para altura da lamina d’ógua 
quanto para velocidade de escoamento. As diferencas estão nos valores observados. Para meno­
res valores de porosidade e nível do lencol, obtemos menores valores de altura e maiores valores 
de velocidade. Quando aumentamos os valores de porosidade e nível do lencol, a situacao e de 
aumento das alturas da lamina dAgua e diminuição das velocidades. Ao contrario da situacão 
em que a inclinação do leito e constante, quando esta varia, o valor da contribuiçao lateral nao 
influencia fortemente no aspecto das curvas que representam graficamente altura e velocidade. 
Assim, podemos observar que a inclinacao do leito e uma variavel com bastante influencia sobre 
a solucao das equações de Saint Venant. No próximo capítulo, apresentamos as conclusões deste 
trabalho e considerações para trabalhos futuros.



Capítulo 5
Conclusões e Trabalhos Futuros
Neste trabalho , estudam os diversas ferram entas que auxiliam  na resolução de equações dife­
renciais, problem as de valores iniciais e de contorno. Vimos conceitos e definições im portan tes 
relacionados as equacões diferenciais, m etodos analíticos e numéricos p ara  resolve-las. E stu ­
dam os o M etodo das C aracterísticas p ara  resolucao de EDP, ferram enta fundam ental para  a 
obtencao da soluçao analítica do problem a central deste trabalho, as Equacoes de Saint Venant. 
Vimos tam bem  o classico M etodo das Diferenças F in itas e o utilizam os p ara  resolver um  pro­
blem a aplicado a engenharia civil: o cálculo das deflexoes em um a viga. A bordam os tam bem  o 
M etodo de R unge-K utta  de 4a ordem  e o aplicamos num  problem a que vem sido estudado ha 
decadas, o desm oronam ento da ponte de Tacom a Narrows, nos Estados Unidos.

O problem a central deste trabalho  consiste no estudo das cham adas Equacoes de Saint 
Venant, um  sistem a de duas equações diferenciais parciais nao lineares que m odela o escoamento 
de um  rio. T rata-se de um  problem a complexo, com diversas variAveis e parâm etros envolvidos. 
Nesse contexto, aplicam os a teoria dos conjuntos fuzzy p ara  m odelar esse problem a. Assim, 
estudam os conceitos im portan tes relacionados a teoria dos conjuntos fuzzy, vimos como funciona 
o princípio da extensõo de Zadeh, que transform a conceitos m atem aticos nao-fuzzy em conceitos 
fuzzy, e discutim os o funcionam ento um  Sistem a Baseado em Regras Fuzzy.

Atraves do princípio da extensao de Zadeh pudem os analisar a solucõo analítica do sistem a 
de equações de Saint Venant sobre um a o u tra  ític a . T ratando  a c o n t r ib u to  lateral como 
um  parâm etro  fuzzy, utilizam os a continuidade dessa solucao p ara  obter a soluçao fuzzy para  o 
problem a. D esta forma, conseguimos estudar a a ltu ra  da lam ina dA gua do escoamento como um 
n ím ero  fuzzy e, fixado o tem po de escoamento ou a secõo transversal de interesse, obter graus 
de pertinencia p ara  valores dessa altu ra. Essa abordagem  difere do tra tam en to  determ inístico 
do modelo, um a vez que este determ ina apenas um a solucçõao, sem a consideraçcaõo de possíveis 
incertezas contidas n a  determ inacao dos parâm etros.

Em  situacões reais, estim ar a c o n t r ib u to  lateral de vazao ao fluxo em cada seçao tran s­
versal do rio, p ara  cada instan te  de tem po, se to rna  um  trabalho  difícil, dispendioso e, m uitas 
vezes, econom icamente inviavel. P ara  a situaçao em que a c o n t r ib u to  lateral e proveniente 
exclusivamente da tro ca  de íg u a  entre o lencol freatico e o escoamento, seria necessario m edir 
a a ltu ra  de agua em cada secõo, em cada instan te  de tem po, alem de avaliar a porosidade no 
meio em que o rio escoa em diversas secões. Na p ratica, isso nao seria viavel. Quando em pre­
gamos um  SBRF, torna-se possível explorar as incertezas e variacoes existentes nos parâm etros 
envolvidos de form a simples e dinâm ica. E sta  e um a grande vantagem  da utilizacao de SBRF 
em problem as que envolvem incertezas relacionadas a algum de seus parâm etros: a facilidade 
com que obtem os novas solucoes p ara  o problem a, a p a rtir  de novos valores das variaveis de 
entrada.

Assim, neste trabalho , utilizam os um  SBRF p ara  avaliar diferentes situacoes de escoamento, 
de acordo com a variacao dos valores de porosidade e nível do lencol freatico. Um estudo
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com pleto foi realizado de modo a entender os com portam entos da a ltu ra  da lam ina d ’água e da 
velocidade de escoamento. Notam os que maiores valores de porosidade e nível do lencol freático 
acarretam  um a m aior c o n t r ib u to  lateral, fato que influencia d iretam ente no com portam ento 
das variaveis a ltu ra  e velocidade.

Alem disso, consideramos ainda um a situacao em que a inclinacão do leito do rio e variável. 
A traves de um  com ando com putacional, geramos num eros aleatários e, assim, obtivemos um 
vetor de inclinacoes h ipoteticas ao longo do canal do rio. P ara  estas inclinacoes, estudam os o 
com portam ento da a ltu ra  da lam ina dA gua e da velocidade de escoam ento p ara  alguns valores 
de porosidade e nível do lencol freatico. Observamos que, p ara  a variação da inclinacão utilizada 
neste trabalho , a influencia nos valores de en trad a  não se dá em term os qualitativos, mas apenas 
quantitativos, na m edida em que o aspecto gráfico de a ltu ra  e velocidade e o mesmo em todas 
as s im u la te s , havendo alterações apenas nos valores obtidos. Assim, foi possível concluirmos 
que a inclinacao do leito exerce um a forte influencia no modelo de escoamento proposto pelas 
equacoes de Saint Venant.

Em  trabalhos futuros, podem os explorar de form a mais am pla a influencia da inclinacao 
do leito sobre o problem a, alem de traba lh ar a variacao da p erda  de energia por a trito , que 
neste trabalho  foi considerada constante. Tambem podem os considerar outras formas de contri- 
buicao lateral no modelo, tais como precipitacao e escoam ento superficial. Isto levaria a novos 
SBRF, com novas variaveis de en trad a  e novas bases de regras. O utro  estudo possável e o de 
canais artificiais reais, tais como aqueles construádos na transposiçcãao de rios, u tilizando dados 
reais sobre a geom etria das secoes transversais, entre outros. Ademais, podem os realizar um 
estudo aprofundado aliando a incerteza em escoamento de rios e a prevencao de enchentes e 
alagam entos em cidades brasileiras.
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Apêndice
•  Código do program a que calcula o deslocam ento do tabuleiro  da ponte de Tacom a Narrows 

(Problem a apresentado no C apítulo 1)
%Solucao Num érica 
%Inicializacao 
m =1; %Massa
b=4; % C onstante E lastica sob tracao 
a=1; % C onstante E lastica sob compressao 
k=0; % Constante E lastica generica 
h=1.5*10-3*pi; %Passo de m alha 
t=0:h:3*pi; %Vetor de tem po 
x=zeros(length(t)); %Vetor de deslocam ento 
x(1)=0; % Deslocamento no tem po inicial 
z= zeros(length(t)); %Vetor das derivadas 
z(1)=1; % Derivada no tem po inicial 
% M alha de Calculo 
for i=1:length(t)-1  
if x(i) >  0
k= b;
elseif x(i) <  0
k=a;
end
K 1(i)=h*z(i);
K 2(i)=h*(sin(4*t(i))-k*x(i));
L 1(i)= h*(z(i)+ K 2(i)/2 );
L 2(i)= h*(sin (4* t(i)+ 2*h)-k*(x(i)+ K 1(i)/2 ));
M 1(i)= h*(z(i)+ L 2(i)/2 );
M 2(i)= h*(sin (4*t(i)+ 2*h)-k*(x(i)+ L 1(i)/2 ));
N 1(i)= h*(z(i)+M 2(i));
N 2(i)= h*(sin(4*t(i)+4*h)-k*(x(i)+M 1(i))); 
x (i+ 1 )= x (i) +  (1 /6)*(K 1(i)+2*L 1(i)+2*M 1(i)+N 1(i)); 
z(i+ 1)= z(i)+ (1 /6 )*(K 2(i)+ 2*L 2(i)+ 2*M 2(i)+ N 2(i)); 
end
%Solucao A nalítica
%Inicializacao
xnum =zeros(length(t));
% M alha de Calculo
for j= 1 :leng th (t)
if t(j) >  0 && t(j) <  p i/2
xnum (j)= sin (2* t(j))* (2 /3 -(1 /6)*cos(2*t(j)));
end
if t(j) >  p i/2  && t(j) <  3*pi/2
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xnum (j)= cos(t(j))*(7 /5 -(4 /15)*sin(t(j))*cos(2* t(j)));
end
if t(j) >  3*pi/2 && t(j) <  2*pi
xnum (j)= sin(2*t(j))*(-11/15-(1 /6)*cos(2*t(j)));
end
if t(j) >  2*pi && t(j) <  3*pi
xnu m (j)= s in ( t( j) )*(-23/15- (4 /15 )*cos(t( j))*cos(2*t( j ) ) ) ;
end
end
p lo t(t,x ,’b ’,t,xnum ,’r ’) 
x label(’Tempo [s]’); 
y label(’Deslocam ento [m]’);
%Caiculo do erro
erro=zeros(length(t));
for i= 1:leng th(t)
erro(i)=abs(xnum (i)-x(i));
end
figure
p lo t(t,e rro ,’b ’) 
x label(’Tempo [s]’); 
y label(’Erro absoluto [m]’);
%Analise ao longo do tem po 
t1=0:h:45*pi; %Vetor de tem po 
for i=1:length(t)-1  
if x(i) >  0
k= b;
elseif x(i) <  0
k=a;
end
K 1(i)=h*z(i);
K 2(i)=h*(sin(4*t1(i))-k*x(i));
L 1(i)= h*(z(i)+ K 2(i)/2 );
L 2(i)= h*(sin (4* t1(i)+ 2*h)-k*(x(i)+ K 1(i)/2));
M 1(i)= h*(z(i)+ L 2(i)/2 );
M 2(i)=h*(sin (4*t1(i)+ 2*h)-k*(x(i)+ L 1(i)/2 ));
N 1(i)= h*(z(i)+M 2(i));
N 2(i)=h*(sin(4*t1(i)+4*h)-k*(x(i)+M 1(i)));
x (i+ 1 )= x (i) +  (1 /6)*(K 1(i)+2*L 1(i)+2*M 1(i)+N 1(i));
z(i+ 1)= z(i)+ (1 /6 )*(K 2(i)+ 2*L 2(i)+ 2*M 2(i)+ N 2(i));
end
figure
p lo t(t1 ,x ,’b ’) 
x label(’Tempo [s]’); 
y label(’Deslocam ento [m]’);

•  Código do program a que calcula a deflexão de um a viga engastada atraves de um  SBRF 
(Problem a apresentado no C apítulo 2)
%Inicializacão
E=210*109; %Modulo de Young
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x=0:0.01:1; %Vetor Posição 
M =zeros(length(x));% V etor M om ento de inerciã 
y=zeros(length(x)); %Vetor Deflexão 
y(1)=0; %Deflexão na posição inicial 
h=0.01;

% M ãlhã de cãlculo 
for i=1:length(x)
M (i)=1000*(1-x(i))2/2; %Cãlculo do m om ento fletor em cãdã seção 
end
ã= reãdfis(’SBRF1V igã’); 
b = reãdfis(’SBRF2V igã’); 
bh=evãlfis(x(1),ã); 
m om in=evãlfis([bh(1) bh(2)],b); 
y (2)=-M (1)*h2/(2*E*m om in)+y(1); 
for j= 3:leng th(x) 
bh=evãlfis(x(j-1),ã); 
m om in=evãlfis([bh(1) bh(2)],b); 
der= (y(j-1 )-y (j-2 ))/h ;
y (j)= -M (j-1)*h2/(2*E *m om in)+y(j-1)+h*der;
end
p lot(x ,y )
x lãbel(’Posição [m]’); 
y lãbel(’Deflexão [m]’)

•  Codigo do progrãm ã que p lo tã  ãs superfícies que representãm  grãficãm ente ã solução dãs 
Equãçoes de Sãint Venãnt (Problem ã ãpresentãdo no C ãpítulo  3)
%Iniciãlizãção
R=0.01; % Contribuição lãterãl 
g=9.81; %Acelerãção dã grãvidãde 
K=1635; % C onstãnte do escoãmento 
m =3; % Constãnte do escoãmento 
t=0:0.1:1000; %Vetor de tem po 
x= linspãce(0,107,length(t)); %Vetor de posicão 
h=zeros(length(x),length(t)); % M ãtriz de ãlturãs 
T = zeros(leng th(x),leng th(t)); % M ãtriz de tem pos 
X =zeros(length(x),length(t)); % M ãtriz de posicoes

% M ãlhã de Cãlculo - Cálculo dãs ãlturãs
for i= 1:leng th(t)
for j= 1:leng th(x)
if x(j) j=  K *R (m -1)*(t(i))m
h(j,i)= (R *x ( j) /K ) (1 /m ); 
elseif x(j) i  K *R (m -1)*(t(i))m
h(j,i)= R *t( i ) ;
end
end
end
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%Composição de m atrizes p ara  plotagem  
for l=1:length(x)
T (l,:)= t;
end
for n= 1:leng th (t)
X (:,n)=x;
end
surf(T ,X ,h) 
x label(’Tempo [s]’) 
y label(’Posiçao [m]’) 
zlabek(’A ltura  [m]’)

•  Codigo do program a que resolve num ericam ente as Equações de Saint Venant atraves 
do M etodo de R unge-K utta  de 4a Ordem, com contribuiçõo lateral constante (Problem a 
apresentado no Capítulo 4)
%Inicializacao
R=0.04; % Contribuicao lateral
g=9.81; %Aceleracao da gravidade
deltax=4; % Espaçam ento de posicao
deltat=0 .01; % Espacam ento de tem po
x=0:deltax:2000; %Vetor de Posicoes
t=0:deltat:100; %Vetor de Tempos
S0=0.03; %Inclinacao do leito
Sf=0.005; % Perda de energia por a trito
b=5; % Largura da secao trapezoidal
h=zeros(length(t),length(x)); % M atriz de alturas
u=zeros(length(t),length(x)); % M atriz de velocidades
rh=0; %Raio Hidraulico
n=0.020; %Coeficiente de M anning

%Condicoes iniciais 
for i=1:length(x) 
h (1 ,i)= 1+x(i)/100000; 
end
for j= 1 :leng th (t)
h (j,1 )= 1+ t(j)/100000 ;
end
for k=1:length(x)
rh = ((b + h (1 ,k ))*h (1 ,k ))/(b+ 2*h (1 ,k )*sq rt(2 ));
u (1 ,k )= (1 /n )*(rh (2 /3 ))*S 00 .5 ;
end
for l= 1:leng th(t)
rh= ((b+ h (l,1 ))* h (l,1 ))/(b + 2 *h (l,1 )*sq rt(2 ));
u (l,1 )= (1 /n )*(rh (2 /3))*S 00.5 ;
end
% M alha de Caílculo 
for i=2:100
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K 1=deltat*(R -(u(i-1,2)*h(i-1,2)-u(i-1 ,1)*h(i-1 ,1))/deltax);
K 2=deltat*(g*(S0-Sf)-R *u(i-1 ,2)/h(i-1 ,2)-u(i-1,2)*(u(i-1 ,2)-u(i-1,1))/deltax-g*(h(i-1,2)-h(i-
1.1) )/deltax );
L 1= delta t* (R -((u (i-1 ,2 )+ K 2/2 )* (h (i-1 ,2 )+ K 1/2 )-(u (i-1 ,1 )+ K 2 /2 )* (h (i-1 ,1 )+ K 1/2 ))/de ltax ); 
L 2= delta t* (g*(S 0-S f)-R *(u (i-1 ,2 )+ K 2/2 )/(h (i-1 ,2 )+ K 1/2 )-(u (i-1 ,2 )+ K 2/2 )* ((u (i-1 ,2 )+ K 2/2)- 
(u (i-1,1) +
K 2 /2 ))/de ltax -g *((h (i-1 ,2 )+ K 1 /2 )-(h (i-1 ,1 )+ K 1/2 ))/de ltax );
M 1= delta t* (R -((u (i-1 ,2 )+ L 2 /2 )* (h (i-1 ,2 )+ L 1 /2)-(u (i-1 ,1 )+ L 2/2 )* (h (i-1 ,1 )+ L 1 /2))/deltax ); 
M 2= delta t*(g*(S 0-S f)-R *(u (i-1 ,2 )+ L 2 /2)/(h(i-1 ,2 )+ L 1 /2 )-(u(i-1 ,2 )+ L 2 /2)* ((u(i-1 ,2 )+ L 2 /2 )- 
(u (i-1,1) +
L 2 /2 ))/de ltax -g* ((h (i-1 ,2 )+ L 1 /2 )-(h (i-1 ,1 )+ L 1 /2 ))/d e ltax );
N 1= delta t* (R -((u(i-1 ,2)+ M 2)*(h(i-1 ,2)+M 1)-(u(i-1 ,1)+ M 2)*(h(i-1 ,1)+M 1))/deltax);
N 2=deltat*(g*(S0-Sf)-R *(u(i-1 ,2)+M 2)/(h(i-1 ,2)+M 1)-(u(i-1 ,2)+M 2)*((u(i-1 ,2)+M 2)-(u(i-
1.1) + M 2))/deltax-g*((h (i-1 ,2)+ M 1)-(h (i-1 ,1 )+ M 1))/deltax); 
h(i,2)=h(i-1 ,2) +  (1/6)*(K 1+2*L1+2*M 1+N 1); 
u(i,2)=u(i-1 ,2) +  (1/6)*(K 2+2*L2+2*M 2+N 2);
for j= 3:leng th(x)
K 1a=deltat*(R -(u(i-1,j-1)*h(i-1 ,j-1)-u(i-1 ,j-2)*h(i-1 ,j-2))/deltax);
K 1=deltat*(R -(u(i-1 ,j)*h(i-1 ,j)-u(i-1 ,j-1)*h(i-1 ,j-1))/deltax);
K 2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R *u(i-1 ,j-1)/h(i-1 ,j-1)-u(i-1 ,j-1)*(u(i-1,j-1)-u(i-1 ,j-2))/deltax-g*(h(i-
1 ,j-1)-h(i-1 ,j-2))/deltax);
K 2=deltat*(g*(S0-Sf)-R *u(i-1 ,j)/h(i-1 ,j)-u(i-1,j)*(u(i-1 ,j)-u(i-1,j-1))/deltax-g*(h(i-1 ,j)-h(i-
1 ,j-1))/deltax);
L 1a= delta t*(R -((u (i-1 ,j-1)+ K 2/2)*(h(i-1 ,j-1)+ K 1/2)-(u (i-1 ,j-2)+ K 2a/2)*(h(i-1 ,j-2 ) +  
K 1a/2 ))/d e ltax );
L 1= delta t* (R -((u (i-1 ,j)+ K 2/2 )* (h (i-1 ,j)+ K 1/2 )-(u (i-1 ,j-1 )+ K 2a/2 )* (h (i-1 ,j-1 )+ K 1 a/2 ))/
deltax);
L 2a= delta t*(g*(S 0-Sf)-R *(u(i-1 ,j-1 )+ K 2/2)/(h (i-1 ,j-1 )+ K 1/2)-(u(i-1 ,j-1 )+ K 2/2)*((u (i-1 ,j-
1 )+ K 2/2 )-(u (i-1 ,j-2 )+ K 2 a/2 ))/d e ltax -g* ((h (i-1 ,j-1 )+ K 1/2 )-(h (i-1 ,j-2 )+ K 1 a/2 ))/de ltax );
L 2= delta t* (g* (S 0 -S f)-R * (u (i-1 ,j)+ K 2 /2 )/(h (i-1 ,j)+ K 1 /2)-(u (i-1 ,j)+ K 2 /2 )* ((u (i-1 ,j)+ K 2/2)-
(u (i-1 ,j-1 )+ K 2 a/2 ))/de ltax -g* ((h (i-1 ,j)+ K 1 /2 )-(h (i-1 ,j-1 )+ K 1 a/2 ))/d e ltax );
M 1a=deltat*(R -((u (i-1 ,j-1)+ L 2/2)*(h(i-1 ,j-1 )+ L 1/2)-(u (i-1 ,j-2 )+ L 2a/2)*(h(i-1 ,j-2) +
L 1 a/2 ))/deltax );
M 1= delta t* (R -((u (i-1 ,j)+ L 2 /2 )* (h (i-1 ,j)+ L 1 /2 )-(u (i-1 ,j-1 )+ L 2a/2 )* (h (i-1 ,j-1 )+ L 1a/2 ))/
deltax);
M 2a=deltat*(g*(S0-S f)-R *(u(i-1 ,j-1 )+ L 2/2)/(h (i-1 ,j-1)+ L 1/2)-(u(i-1 ,j-1 )+ L 2/2)*((u (i-1 ,j-
1 )+ L 2 /2 )-(u (i-1 ,j-2 )+ L 2a/2 ))/de ltax-g*((h (i-1 ,j-1 )+ L 1 /2 )-(h (i-1 ,j-2 )+ L 1a/2 ))/de ltax);
M 2= delta t*(g*(S 0-S f)-R *(u (i-1 ,j)+ L 2 /2)/(h (i-1 ,j)+ L 1 /2 )-(u (i-1 ,j)+ L 2 /2)*((u (i-1 ,j)+ L 2 /2)-
(u (i-1 ,j-1 )+ L 2a/2))/de ltax -g*((h (i-1 ,j)+ L 1 /2)-(h (i-1 ,j-1 )+ L 1a/2))/de ltax );
N 1a= deltat*(R -((u(i-1 ,j-1)+M 2)*(h(i-1 ,j-1)+M 1)-(u(i-1 ,j-2)+M 2a)*(h(i-1 ,j-2)+M 1a))/
deltax);
N 1=delta t*(R -((u(i-1 ,j)+ M 2)*(h(i-1 ,j)+M 1)-(u(i-1 ,j-1)+ M 2a)*(h(i-1 ,j-1)+M 1a))/deltax);
N 2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R *(u(i-1 ,j-1)+M 2)/(h(i-1 ,j-1)+M 1)-(u(i-1 ,j-1)+M 2)*((u(i-1 ,j-1) +
M 2)-(u(i-1 ,j-2)+M 2a))/deltax-g*((h(i-1 ,j-1)+M 1)-(h(i-1 ,j-2)+M 1a))/deltax);
N 2=delta t*(g*(S0-S f)-R *(u(i-1 ,j)+M 2)/(h(i-1 ,j)+M 1)-(u(i-1 ,j)+M 2)*((u(i-1 ,j)+ M 2)-(u(i-
1 ,j-1)+ M 2a))/deltax-g*((h (i-1 ,j)+M 1)-(h (i-1 ,j-1 )+ M 1a))/deltax);
h ( i j)= h ( i-1 j)  +  (1/6)*(K 1+2*L1+2*M 1+N 1);
u (i,j)= u(i-1 ,j) +  (1/6)*(K 2+2*L2+2*M 2+N 2);
end
end
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% Plotagem  
p lo t(x ,h (1 ,:),’ok’) 
x label(’Posiçao [m]’) 
y label(’A ltura  [m]’) 
set(gca,’FontSize’,20) 
hold on
plo t(x ,h(100,:),’x r ’)
legend(’P rim eira iteração’,’U ltim a iteraçao’)
set(gca,’FontSize’,20)
for w=2:99
p lo t(x ,h (w ,:),’b ’)
set(gca,’FontSize’,20)
hold on
end
figure
p lo t(x ,u (1 ,:),’ok’) 
x label(’Posicao [m]’) 
y label(’Velocidade [m /s]’) 
set(gca,’FontSize’,20) 
hold on
plo t(x ,u(100,:),’x r ’)
legend(’P rim eira iteracão’,’U ltim a iteraçao’)
set(gca,’FontSize’,20)
for w=2:99
p lo t(x ,u (w ,:),’b ’)
set(gca,’FontSize’,20)
hold on
end

•  Codido do program a que resolve num ericam ente as Equacoes de Saint Venant com a 
contribuicao lateral ob tida  a p a rtir  de um  SBRF (Problem a apresentado no C apítulo  4)
%Inicializaçao
NL=4.5; %Nível do lencol
p=0.30; % Porosidade
g=9.81; %Aceleracao da gravidade
deltax=4; % Espacam ento de posicao
deltat=0 .01; % Espacam ento de tem po
x=0:deltax:2000; %Vetor de Posicoes
t=0:deltat:100; %Vetor de Tempos
S0=0.03; %Inclinacçãao do leito
Sf=0.005; % Perda de energia por a trito
b=5; % Largura da secao trapezoidal
h=zeros(length(t),length(x)); % M atriz de alturas
u=zeros(length(t),length(x)); % M atriz de velocidades
rh=0; %Raio Hidraulico
n=0.020; %Coeficiente de M anning

%Condiçcãoes iniciais 
for i=1:length(x)
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h(1 ,i)= 1+x(i)/100000;
end
for j= 1 :leng th (t)
h (j,1 )= 1+ t(j)/100000 ;
end
for k=1:length(x)
rh = ((b + h (1 ,k ))*h (1 ,k ))/(b+ 2*h (1 ,k )*sq rt(2 ));
u (1 ,k )= (1 /n )*(rh (2 /3 ))*S 00 .5 ;
end
for l= 1:leng th(t)
rh= ((b+ h (l,1 ))* h (l,1 ))/(b + 2 *h (l,1 )*sq rt(2 ));
u (l,1 )= (1 /n )*(rh (2 /3))*S 00.5 ;
end

% M alha de Calculo 
a= readfis(’SaintV enant’); 
for i=2:100
R=evalfis([p NL-h(i-1,1)],a);
K 1=deltat*(R -(u(i-1,2)*h(i-1,2)-u(i-1 ,1)*h(i-1 ,1))/deltax);
K 2=deltat*(g*(S0-Sf)-R *u(i-1 ,2)/h(i-1 ,2)-u(i-1,2)*(u(i-1 ,2)-u(i-1,1))/deltax-g*(h(i-1,2)-h(i-
1.1) )/deltax );
L 1= delta t* (R -((u (i-1 ,2 )+ K 2/2 )* (h (i-1 ,2 )+ K 1/2 )-(u (i-1 ,1 )+ K 2 /2 )* (h (i-1 ,1 )+ K 1/2 ))/de ltax ); 
L 2= delta t* (g*(S 0-S f)-R *(u (i-1 ,2 )+ K 2/2 )/(h (i-1 ,2 )+ K 1/2 )-(u (i-1 ,2 )+ K 2/2 )* ((u (i-1 ,2 )+ K 2/2)- 
(u (i-1,1) +
K 2 /2 ))/de ltax -g *((h (i-1 ,2 )+ K 1 /2 )-(h (i-1 ,1 )+ K 1/2 ))/de ltax );
M 1= delta t* (R -((u (i-1 ,2 )+ L 2 /2 )* (h (i-1 ,2 )+ L 1 /2)-(u (i-1 ,1 )+ L 2/2 )* (h (i-1 ,1 )+ L 1 /2))/deltax ); 
M 2= delta t*(g*(S 0-S f)-R *(u (i-1 ,2 )+ L 2 /2)/(h(i-1 ,2 )+ L 1 /2 )-(u(i-1 ,2 )+ L 2 /2)* ((u(i-1 ,2 )+ L 2 /2 )- 
(u (i-1,1) +
L 2 /2 ))/de ltax -g* ((h (i-1 ,2 )+ L 1 /2 )-(h (i-1 ,1 )+ L 1 /2 ))/d e ltax );
N 1= delta t* (R -((u(i-1 ,2)+ M 2)*(h(i-1 ,2)+M 1)-(u(i-1 ,1)+ M 2)*(h(i-1 ,1)+M 1))/deltax);
N 2=deltat*(g*(S0-Sf)-R *(u(i-1 ,2)+M 2)/(h(i-1 ,2)+M 1)-(u(i-1 ,2)+M 2)*((u(i-1 ,2)+M 2)-(u(i-
1.1) + M 2))/deltax-g*((h (i-1 ,2)+ M 1)-(h (i-1 ,1 )+ M 1))/deltax); 
h(i,2)=h(i-1 ,2) +  (1/6)*(K 1+2*L1+2*M 1+N 1); 
u(i,2)=u(i-1 ,2) +  (1/6)*(K 2+2*L2+2*M 2+N 2);
for j= 3:leng th(x)
R=evalfis([p NL-h(i-1,j)],a);
K 1a=deltat*(R -(u(i-1,j-1)*h(i-1 ,j-1)-u(i-1 ,j-2)*h(i-1 ,j-2))/deltax);
K 1=deltat*(R -(u(i-1 ,j)*h(i-1 ,j)-u(i-1 ,j-1)*h(i-1 ,j-1))/deltax);
K 2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R *u(i-1 ,j-1)/h(i-1 ,j-1)-u(i-1 ,j-1)*(u(i-1,j-1)-u(i-1 ,j-2))/deltax-
g*(h(i-1 ,j-1)-h(i-1 ,j-2))/deltax);
K2= delta t *(g*(S0-Sf)-R *u(i- 1,j ) /h ( i - 1,j ) -u (i- 1,j ) * (u (i- 1,j ) -u (i- 1,j - 1 ))/d el tax-g*(h(i- 1,j ) -
h(i-1 ,j-1))/deltax);
L 1a= delta t*(R -((u (i-1 ,j-1)+ K 2/2)*(h(i-1 ,j-1)+ K 1/2)-(u (i-1 ,j-2)+ K 2a/2)*(h(i-1 ,j-2 ) +  
K 1a/2 ))/d e ltax );
L 1= delta t* (R -((u (i-1 ,j)+ K 2/2 )*(h(i-1 ,j)+ K 1/2 )-(u (i-1 ,j-1 )+ K 2a/2)*(h (i-1 ,j-1 )+ K 1a/2 ))
/deltax );
L 2a= delta t*(g*(S 0-Sf)-R *(u(i-1 ,j-1 )+ K 2/2)/(h (i-1 ,j-1 )+ K 1/2)-(u(i-1 ,j-1 )+ K 2/2)*((u (i-1 ,j-
1 )+ K 2/2 )-(u (i-1 ,j-2 )+ K 2 a/2 ))/d e ltax -g* ((h (i-1 ,j-1 )+ K 1/2 )-(h (i-1 ,j-2 )+ K 1 a/2 ))/de ltax );
L 2= delta t* (g* (S 0 -S f)-R * (u (i-1 ,j)+ K 2 /2 )/(h (i-1 ,j)+ K 1 /2)-(u (i-1 ,j)+ K 2 /2 )* ((u (i-1 ,j)+ K 2/2)-
(u (i-1 ,j-1 )+ K 2 a/2 ))/de ltax -g* ((h (i-1 ,j)+ K 1 /2 )-(h (i-1 ,j-1 )+ K 1 a/2 ))/d e ltax );
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M 1a=deltat*(R -((u (i-1 ,j-1)+ L 2/2)*(h(i-1 ,j-1 )+ L 1/2)-(u (i-1 ,j-2 )+ L 2a/2)*(h(i-1 ,j-2) +  
L 1 a/2 ))/deltax );
M 1= delta t* (R -((u (i-1 ,j)+ L 2 /2 )* (h (i-1 ,j)+ L 1/2)-(u (i-1 ,j-1 )+ L 2a/2 )*(h(i-1 ,j-1 )+ L 1a/2 ))
/deltax );
M 2a=deltat*(g*(S0-S f)-R *(u(i-1 ,j-1 )+ L 2/2)/(h (i-1 ,j-1)+ L 1/2)-(u(i-1 ,j-1 )+ L 2/2)*((u (i-1 ,j-
1 )+ L 2 /2 )-(u (i-1 ,j-2 )+ L 2a/2 ))/de ltax-g*((h (i-1 ,j-1 )+ L 1 /2 )-(h (i-1 ,j-2 )+ L 1a/2 ))/de ltax);
M 2= delta t*(g*(S 0-S f)-R *(u (i-1 ,j)+ L 2 /2)/(h (i-1 ,j)+ L 1 /2 )-(u (i-1 ,j)+ L 2 /2)*((u (i-1 ,j)+ L 2 /2)-
(u (i-1 ,j-1 )+ L 2a/2))/de ltax -g*((h (i-1 ,j)+ L 1 /2)-(h (i-1 ,j-1 )+ L 1a/2))/de ltax );
N 1a=deltat*(R -((u(i-1 ,j-1)+M 2)*(h(i-1 ,j-1)+M 1)-(u(i-1 ,j-2)+M 2a)*(h(i-1 ,j-2)+M 1a))
/deltax );
N 1=delta t*(R -((u(i-1 ,j)+ M 2)*(h(i-1 ,j)+M 1)-(u(i-1 ,j-1)+ M 2a)*(h(i-1 ,j-1)+M 1a))/deltax);
N 2a=deltat*(g*(S0-Sf)-R *(u(i-1 ,j-1)+M 2)/(h(i-1 ,j-1)+M 1)-(u(i-1 ,j-1)+M 2)*((u(i-1 ,j-1) +
M 2)-(u(i-1 ,j-2)+M 2a))/deltax-g*((h(i-1 ,j-1)+M 1)-(h(i-1 ,j-2)+M 1a))/deltax);
N 2=delta t*(g*(S0-S f)-R *(u(i-1 ,j)+M 2)/(h(i-1 ,j)+M 1)-(u(i-1 ,j)+M 2)*((u(i-1 ,j)+ M 2)-(u(i-
1 ,j-1)+ M 2a))/deltax-g*((h (i-1 ,j)+M 1)-(h (i-1 ,j-1 )+ M 1a))/deltax);
h ( i j)= h ( i-1 j)  +  (1/6)*(K 1+2*L1+2*M 1+N 1);
u (i,j)= u(i-1 ,j) +  (1/6)*(K 2+2*L2+2*M 2+N 2);
end
end
% Plotagem  
p lo t(x ,h (1 ,:),’ok’) 
x label(’Posiçao [m]’) 
y label(’A ltura  [m]’) 
set(gca,’FontSize’,20) 
hold on
plo t(x ,h(100,:),’x r ’)
legend(’P rim eira iteração’,’Ú ltim a iteraçao’)
set(gca,’FontSize’,20)
for w=2:99
p lo t(x ,h (w ,:),’b ’)
set(gca,’FontSize’,20)
hold on
end
figure
p lo t(x ,u (1 ,:),’ok’) 
x label(’Posiçao [m]’) 
y label(’Velocidade [m /s]’) 
set(gca,’FontSize’,20) 
hold on
plo t(x ,u(100,:),’x r ’)
legend(’P rim eira iteração’,’U ltim a iteraçao’)
set(gca,’FontSize’,20)
for w=2:99
p lo t(x ,u (w ,:),’b ’)
set(gca,’FontSize’,20)
hold on
end


