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Resumo

Nesta dissertacao, vamos estabelecer uma relagao entre os expoentes de Lyapunov, da-
dos pelo teorema Ergddico Multiplicativo de Oseledets, e a entropia métrica, dada pela
definicao de Komolgorov-Sinai. Para tal utilizaremos como ferramentas o estudo de te-
oria ergbédica. Pelo meio, buscamos analisar e demonstrar o teorema multiplicativo de
Oseledets, tendo em vista caracterizar os expoentes de Lyapunov em uma variedade Ri-
emmaniana compacta e por fim, apresentaremos a desigualdade de Ruelle, resultado final
que faz esta relacdo entre os expoentes positivos e a entropia métrica de um sistema
ergodico.

Palavras-chave: Entropia; Teorema Multiplicativo de Oseledets; Expoente de Lyapunov;
Cociclo Linear; Desigunaldade de Ruelle.
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FERNANDES, A. S. A relation between Lyapunov exponents and entropy. 2016. - 66p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this dissertation, we are going to stabilish a relation between Lyapunov exponents, given
by Oseledets Multiplicative Ergodic Theorem, and metric entropy, owing to the definition
given by Komolgorov-Sinai. For this, we are going to use as tools the study of ergodic’s
theory. By the middle, we want to analise and demonstrate the Oseledets multiplicative
theorem, that categoryzes the Lyapunov’s expoents of a compact Rimmenian manyfold
and finally, introduce the Ruelle’s inequallity, the final result that stabilished the relation
between the positive expoents and the metric entropy of a ergodic sistem.

Keywords: Entropy; Oseledets Multiplicative Theorem; Lyapunov exponents; Linear
Cocyclic; Ruelle’s Inequallity.
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INTRODUCAO

Com seus estudos sobre estabilidade de solucoes de equacgoes diferenciais em sistemas
dindmicos, a parte fundamental do trabalho do matematico russo Aleksandr Mikhailovich
Lyapunov (1857-1918) foi desenvolver um método que estuda o comportamento assintético
da contragao ou expansao de um ponto ao longo de sua érbita. O expoente de Lyapunov
(caso nao for nulo) visa estabelecer uma previsibilidade deste comportamento assintético.

Sobre os trabalhos envolvendo leis da termodinamica, a conservacao de energia e entro-
pia, o matemaético russo Yakov Sinai, observou que os sistemas conservativos da mecanica
classica verificam a lei da conservacao da energia e estao ligados a hipdtese da ergodici-
dade. Mais ainda, notou que a divergéncia exponencial de érbitas originada em pontos
proximos esté relacionada a entropia positiva nos sistemas dindmicos. Foi dai entao que
Valery Oseledets, aluno de pés-graduacao orientando de Sinai, se interessou pelo problema
de divergéncia exponencial.

Aqui, propomos em primeiro lugar medir a complexidade de um sistema, a saber cal-
cular sua entropia, onde utilizamos a definicao dada pelos matematicos soviéticos Andrey
Komolgorov e Sinai que buscavam definir de maneira adequada o calculo da entropia de
um sistema na Teoria Ergddica. Uma outra boa forma de medir a complexidade de um
sistema é através dos expoentes de Lyapunov. Assim sendo, é natural buscar uma relacao
entre expoentes de Lyapunov e entropia.

Seguidamente, vamos primeiro demonstrar o teorema Multiplicativo de Oseledets, um
importante resultado que ird garantir, sob certas condicoes, a existéncia do expoente de
Lyapunov, para quase todo ponto em relacao a uma medida invariante para a dinamica.
Isto foi provado exatamente por Valery Oseledets em 1967 e publicado em 1968 , usando
a teoria de cociclos lineares, teoria classica dentro da teoria de sistemas dinamicos e

teoria ergédica ([9]). Feito isso, demonstraremos o resultado obtido pelo fisico tedrico



David Ruelle, um dos criadores da teoria ergodica, que conseguiu relacionar o calculo da

entropia e os expoentes de Lyapunov ([8]).



CAPITULO 1

TEORIA ERGODICA

Neste capitulo vamos relembrar algumas defini¢oes e resultados da teoria ergddica,
necessarias para introduzir de maneira mais apropriada os resultados principais da dis-

sertagao. Tais defini¢oes e resultados podem ser vistas na referéncia bibliogréfica [7].

1.1 Medida Invariante e o teorema ergoédico de Birkhoff

Apresentaremos nesta secao, definicoes e resultados importantes necessérias para o
conceito de ergodicidade. Serad considerado no espac¢o mensuravel X, medidas boreleanas

L que no nosso caso serao medidas de probabilidade, isto é, u(X) = 1.

Definicdo 1.1. Seja (X, A, 1) um espaco de medida. Dizemos que uma medida w é
tnvariante por uma funcio f: X — X se

w(E) = u(f (E)), para todo conjunto mensurdvel E C X.

Dizemos também que f preserva W e, em particular, que o subconjunto mensurdvel E C X

¢ invariante por f (ou f-invariante) com respeito @ medida L.

Definicdo 1.2. Seja (X, A, u) um espaco de medida. Considerando £ : X — X uma

funcdo mensurdvel e E um conjunto mensurdvel de X, definimos pot

To(E, x) :%#{j c{0, 1,...,n—1}; f(x) € E}

o tempo médio de permanéncia dentre os n-iterados de x no conjunto E.

Podemos escrever também por



—1

Xe(F(x)),

;

1
Tn(E,X) E

I
[

j

sendo Xe a funcao caracteristica em E. Dizemos que o tempo médio de permanéncia

da orbita de x em E ¢é dado por
T(E,x) = n@an(E,x),

Definicao 1.3. Uma funcao P : X — R € dita tnvariante por uma funcdo f: X — X
com respeito a uma medida 1 (ou simplesmente f-invariante)se para W-quase todo ponto
x € X vale P(f(x)) = P(x). Além disso, dizemos que um conjunto mensurdvel E C X €

tnvariante se sua funcdo caracteristica Xg € uma funcdo invariante.

Teorema 1.4. [Birkhoff] Seja f: X — X uma funcdo mensurdvel e @ uma medida de

probabilidade invariante por f. Dada qualquer funcao integrdavel ¢ : X — R o limite

@(x) = lim —Z(p (f(x

n—oon

existe para w-quase todo ponto x € X. Além disso, funciao @ definida desta forma €

integrdvel e

j o) dpx) = j o(x)dp(x).

Corolario 1.5. Seja f: X — X uma funcao mensurdvel e w uma medida de probabilidade

invariante por f. Dada qualquer funcdo integrdavel @ : X — R, temos que
¢(x) = ¢(f(x))
para L-q.t.p. x € X.
Antes de demonstrar o coroldrio, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.6. Seja f: X — X uma aplicacdo mensurdvel e considere o espaco de probabili-
dade (X, A, ) com W invariante sobre f. Considerando a funcao C: X — R uma funcdo

mensurdvel tal que C o f — C é u-integrdvel. Entao

1
lim —Cof"* =0, para p-q.t.p x € X.

n—-+oo n

Demonstracao: Como Cof— C ¢é p-integravel por hipétese, o limite dado no Teorema

1.4 definido pela funcao @ : X — R

B 1 n—1 j
o(x) :ni@wglzo(c o f — O)(f(x))

4



existe para p-q.t.p. x € X. Assim,

j=0
n—2 n—1
= im0 + i) - C(fl(x)))
e .
= Jim = [ Y € (x) + C(x) — Y Cli)) - C(x))
j=0 j=1
n—1 n—1
= im Y cfon + cre0) - Y clito) - C(x))
j=1 j=1

— lim —(Cof)(x).

n—+oo mn

1
Agora para cada & > 0, e olhando para o conjunto {x e X; —|Cof'(x)] > 6}, obte-
n

11108

u ({x € X l|C o f'(x)| > 6}) =u ({x € X lC of'(x) > & ou ]—C o f(x) < —6})
n n n

=pu({xeX; Cof*(x) >nd ou Cof*(x) <—md})
:u<{x€X Cof“( e (— né,né)c})

:u< —nd né))

=pu(C (- né,né) ).

Assim, fazendo n tender & infinito, temos que u(C~'(—nd,nd)¢) tenderd a zero. Como
0 > 0 foi tomado de modo arbitrario, podemos concluir que (Cof™)/n converge para zero
(em medida), quando n tender a infinito.

Como o limite ((Cof™)(x))/n existe para p-q.t.p. x € X, temos que este limite devera

ser zero. Isto é,

lim ]—Cofn—O

n—+oo N

para p-q.t.p. x € X. N



Demonstracdao (Coroldrio 1.5): Por definigao,

¢(f(x)) = lim —Z@ (F(x

n—aoo n

= lim — Z e(f(x [(P(fn(x)) —@(x]]

n—oo n

— o0+ lim L e((x) — e(x).

n—oon

Pelo Lema 1.6, tomando C = ¢, temos que (@(f*(x)) — @(x))/n tende a 0, quando n

tende a infinito, para p-q.t.p. x € X. Isto encerra a demonstracao. W

Defini¢ao 1.7. Seja (X, A, 1) um espaco de probabilidade. A medida de probabilidade n
diz-se ergddica para a funcio f: X — X (ou que f diz-se ergddica relativamente a W, ou
que o sistema (f, 1) € ergddico) se as médias temporais dadas pelo Teorema de Birkhoff

coincidem em quase todo ponto com as médias espaciais, isto €,

¢(x) = lim —Zcp (Fx J(pdu

n—oo n
para toda funcdo integrdvel @ : X — R em pn-q.t.p. x € X.

Veremos a seguir um importante resultado que nos diz um pouco mais sobre ergodici-
dade, tanto nas varias maneiras equivalentes que podemos defini-la quanto a entender o

seu significado.

Proposicao 1.8. Seja w uma probabilidade invariante de uma aplicacio f : X — X

mensurdvel. As sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) Para todo conjunto mensurdvel E C X tem se T(E,x) = w(B) para p-q.t.p x € X.

(2) Para todo conjunto mensurdvel E C X, a funcio T(E,-) é constante para p-q.t.p.
x € X.

(8) Para toda funcdo integrdvel @ : X — R tem-se ¢(x) = J @dp para u-q.t.p. x € X.

(4) Para toda funcdo integrdvel @ : X — R, a média temporal @ : X — R € constante
para L-q.t.p. x € X.

(5) Toda fun¢ao integrdvel f-invariante P : X — R tem-se Pp(x) = Jl])du para W-q.t.p.
x € X.



(6) Toda funcdo integrdvel f-invariante P : X — R € constante em p-q.t.p. x € X.

(7) Para todo subconjunto invariante A de X tem se que W(A) =0 ou u(A) =1.

Demonstracdo: (1) = (2) Imediato!

(2) = (3) Teorema 1.4.

(3) = (4) Consequéncia do Teorema 1.4.

(4) = (5) Como P ¢ integravel em particular, temos da hipdtese em (4) que

P(x) = lim —pr (f1(x Jl])du, (1.1)

n—oo n

em p-q.t.p. x € X. Pela invaridncia de VP por f, obtemos P(f(x)) = P(x) em p-q.t.p.
x € X, para todo j € N. Assim, da equagao (1.2) temos que

P(x) = lim —Zlb (f(x)) = lim —Zlb = lim l(nll)(x))zlb(x),

concluindo que

P(x) :Jd)du (1.2)

em pu-q.t.p. x € X.

(5) = (6) Imediato!

(6) = (7) Considere xa a funcdo caracterfstica no subconjunto invariante A de X,
isto é, xalx) =Tsex € A, ouxalx) =0sex ¢ A, e u(f'(A)) = u(A) para p-q.t.p.
x € X.

Em particular, considerando que ¢ = xa, temos da hipdtese em (6) que xa é invariante
por f, é integrivel e xa é constante em p-q.t.p. x € X. Mais ainda, temos que T(A, ) é
constante em p-q.t.p. x € X, isto é, w(A) =0 ou n(A) = 1.

(7) = (5) Seja P : X — R uma fungao integravel e f-invariante. Considere todo

conjunto
E.={x e X Pp(x) <ch (1.3)

Temos que E. é um conjunto invariante. Logo, a hipdtese implica que w(E.) € {0, 1} para
todo ¢ € R. Como a funcao ¢ — u(E.) é nao-decrescente, isto &, existe ¢’ € R tal que
w(E.) = 0, para todo ¢ < ¢’ e w(E.) = 1 para todo ¢ > ¢’. Entao Y = ¢’ em p-q.t.p.
Logo Jd)du = ¢’ e, portanto, P(x) = Jll)du em p-q.t.p. x € X.



(5) = (3) Como temos que a média temporal é invariante por f (Corolario 1.5), a
implicacao segue de imediato aplicando o Teorema 1.4.

(3) = (1) A média de visita é uma média temporal (da fungao caracteristica em E),
provando assim a implicacao.

Como (7) implica (5), (5) implica (3) e (3) implica (1), temos que (7) implica (1),
finalizando a demonstracao. W

A proposicao que apresentaremos a seguir ¢ uma consequéncia do Teorema 1.4 que
garantird um resultado importante, necessario para o teorema de Oseledets que veremos

no proximo capitulo.

1.2 Entropia

1.2.1 Entropia Métrica

Nesta se¢ao, vamos introduzir o conceito de entropia métrica (com respeito & uma
medida p invariante) de uma fun¢do mensurdvel f : X — X, a qual serd denotada por
h,(f).

Antes disto, vamos introduzir o espaco das sequéncias de d simbolos. Alguns sistemas
modelam sequéncias de experimentos aleatérios em que o resultado de cada experimento é
independente dos demais. Supoe-se que em cada experimento hd um ntimero finito de re-
sultados possiveis, designados por 1, 2, ..., d, com probabilidades p(1), p(2), ..., p(d)

de ocorrerem, sendo
p(1)+p2)+---+pld) =1

Consideremos X4 o conjunto das sequéncias @ = (o )nez, onde cada «,, € [1, 2,..., d].
Definiremos a seguir subconjuntos particulares de X4, assim como uma importante fungao

nesse conjunto, a famosa fungao shift.

Definicao 1.9. Seja X4 o conjunto das sequéncias & = (on)nez com d simbolos. Serd

chamado de cilindro o subconjunto
K, ..., L ax, ..., ot ={o; acx = ay, ..., xy = i},
onde kK, 1 € Z, comk <1, e cada an € [1, 2,..., d].

Definimos a seguinte medida sobre cilindros:

w(lk, ..., b oag, ...y, al) =play)..... pla),



sendo a; € [1, 2,..., d], para todo i =X,...,L. Heurfsticamente, a probabilidade de um

evento composto
&Ky = Ak, K1 = A1y 200, = A1

¢ o produto das probabilidades de cada um deles. Em outras palavras, os resultados
sucessivos independem entre si.
Vamos considerar agora em X4, a o0-algebra B gerada pelos cilindros. A familia B,y das

unioes disjuntas finitas dos cilindros é uma algebra.

Definicao 1.10. Seja B € By uma uniao disjunta finita de cilindros Cy,. .., Cy, definimos

w(B) = w(Cy) + -+ u(Cy).

Assim temos wma medida de probabilidade na o-dlgebra B gerada por By que é uma

extensao de . Chamaremos w a medida de Bernoulli, definida por p(1), ..., p(d).

Definicao 1.11. Seja X4 o conjunto das sequéncias & = (0tn)nez com d simbolos. A

aplicacdo v : g — X4 dada por

V((ocn)neZ) = (ocnﬂ )neZ

é chamada de deslocamento (ou "shift”) a esquerda, que corresponde d translacdo no

tempo.

Além da familia dos cilindros gerar a o-dlgebra B, note que a pré-imagem de um

cilindro ainda é um cilindro. De fato, se C =1k, ..., Lay, ..., ai], entao
v C) =41, .., T4+ a, oony al ={00 01 = Ay ev .y Ky = QL)

Assim, temos

Pela ignaldade acima, junto com o fato da medida de Bernoulli em B ser tinica, o-
aditiva em By e, como definimos u, pelo lema a seguir teremos que ela é invariante para

V.

Lema 1.12. Seja f: X — X uma transformacao mensurdvel e w uma medida finita em
X. Suponha que exista uma sub-dlgebra geradora T da o-dlgebra de X tal que para todo
E € Z, temos u(E) = u(f '(E)). Entio o mesmo vale para todo conjunto mensurdvel E,

isto ¢, a medida 1 € invariante por f.



Agora daremos um pequeno exemplo que motivard a definicao de entropia métrica.

Motivacao: Representando o langcamento de uma moeda, podemos considerar v e X,

tal que v: X, — X;, com

{ 0, se o lancamento der cara.
oy =

1, se o langamento der coroa.
Desta forma, consideremos:
n = numero de lancamentos.
p = possibilidade de sair cara.
1-p = possibilidade de sair coroa.

Constatamos que p.n e (1-p).n representa a média de caras e cordas em n lancamentos,

respectivamente. Assim a sequéncia tipica de caras e coroas de cada termo é

(pp-n.“ _ p)(lfp)-n) — elP-logp+(1—p)log(1—p))n

Assim, o nimero plogp + (1 — p)log(1 — p) representa a taxa exponencial desta

sequencia tipica com respeito a n.

Definicao 1.13. Seja A um conjunto nao vazio. Uma partic@o de um conjunto A é
qualquer colecao P de subconjuntos ndo vazios de A dotada da sequinte propriedade: todo
elemento de A pertence a um e apenas um dos elementos de P.

Assim uma cole¢io de conjuntos P = Ay, Ag,...,An é uma partic@o (finita) do

conjunto A, se as sequintes condicoes forem simultaneamente satisfeitas:
(1) Ai #0, parai=1,2,...,n;
(2) Ay CA, parai=1,2,...,n
(3) A=A TUAU---UA,;

(4) A1, Ag, ... Ay sdo mutuamente disjuntos, isto €, Ay N A; = 0, para i # j, com
Li=1,2,...,mn

Defini¢ao 1.14. Seja (X, A, u) um espaco de probabilidade e £ : X — X uma trans-
formacdo que preserva a medida de probabilidade 1 no espaco mensurdvel X. Tomando P

uma particao finita de X, a entropia de P com respeito a | é dada por:

10



=—> u(C)log(n(C))

CeP

Exemplo: (Shift de Bernoulli) Considere o espago de simbolos X4 e a partigao P,

por cilindros de tamanho n, ou seja, se C € Py, entao
C=10,....n—1; agy...,an 1.

Consideremos pt a medida de Bernoulli para o vetor de possibilidades p = (p1, ..., pa)-

Mostremos a seguir que

d
H,(Pn) = —n. (Z pilog pi).
i

Antes de tudo, dada uma particao P ={Cy, ..., Cq} de um conjunto X, vamos mostrar
que H,(P) <logd. Melhor dizendo, a entropia de P assumira valor maximo quando ela

for perfeita, isto é, u(Ci) = 1/d, para todoi=1,...,d.

Proposicao 1.15. H,(P) assume valor mdximo quando P é perfeita, isto ¢,

P={Cy,...,Cq} com n(C) = 1;,
para todoi=1,...,d.
Demonstracdao: Seja ¢ : [0, 00) — R tal que
xlogx, sex >0
(b(x):{ 0, sge;(:O
d
ef:Rd—>Rcomf(x):Z¢(xi),x (x1, - er1—1

i=1

Vamos encontrar o minimo da funcao f. Defina g : R — R com
d
glxyy...yxq) =1— in =0.
i=1
Pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange, existe A € R tal que
Vi(xiy...yxa) =AVg(xy,...,xa).
Desta forma,

(logxy +1,...,logxga + 1) = A(—1,...,—1),

11



isto é,

logx; +1 =—A, entao x; = exp(—1—A),

d
para todo i1 =1,...,d. Substituindo o valor de x; em in =1, temos

i=1
- 1
Zexp(—] —AN=1& exp(—1—A)= 1
i=1

1
—A =1 — 1
=14 og<d>+

1 1
& Xy = exp <log <a>+1—1> :a,

d

para todo i = 1,...,d. Entao, a funcao —f(xq,...,xq) = —Zd)(xi) assumiré valor
i

méximo quando x; = 1/d, para todoi=1,...,d.

Em outras palavras, a entropia de P assumira valor méximo quando P for perfeita. W

1.2.2 Medida e Entropia Condicional

Nesta parte, trabalharemos com medida e entropia de duas partigoes mensuraveis
de um espaco X, tal que seus elementos se relacionam do ponto de vista de conjuntos.
Desta forma, podemos definir o conceito de medida e entropia condicional, que relaciona
uma particdo com a outra. Também definiremos uma outra particao que refinard ambas,
facilitando o calculo da entropia de uma partigao relacionada com a outra.

No mais, isso ajudara definirmos entropia métrica de uma funcao que preserva uma
medida invariante. Em vista disto, introduziremos a definicao da funcao informacao de
uma particao de X, que dependerd de uma medida invariante w. Isso nos dard uma outra
definicao de entropia de uma parti¢gao sobre esta funcao, além do que, outra importante
finalidade da funcao informacao é de poder relacionar uma parti¢ao a outra, facilitando

na definicao de entropia condicional.

Definicao 1.16. Seja I e ] conjuntos finitos, consideremos duas particoes do espaco X,
P={Cy axcl} eQ={Dg; B €]} Dizemos que a particio Q refina P (ou que P ¢
menos fina que Q), denotando por P < Q, se todo elemento de Q estd contido em um

elemento de P, a menos de medida nula. Isto é, dado 3 € J, existe x € I tal que Dg C Cq.

Definicao 1.17. A medida condicional do conjunto mensurdvel A em relaciao a B,

12



denotada por W(A|B), € dada por

(A N B)
u(B)

Seja (X,.A, n) um espago de probabilidade e P ={Cy; v € I} e Q ={Dy; B € J} duas

parti¢oes mensuraveis de X. Denotaremos a particao PV Q por

n(A[B) =

PV Q={CsNDyg; paratodox €l e f €]}.

Note que a particao PV Q refina ambas as parti¢oes P e Q.

Definicao 1.18. (a) A fun¢do Iy : X — R dada por
Ip(x) = —log(n(Cu(x))),

¢ chamada fungcdo informacdo da particdo P de X, com Cy(x) sendo o elemento

da particao P ={Cy; « € I} que contém x.
(b) A fungdo Ipg : X — R definida por
Ipq(x) = —log(n(Cal(x)IDg(x))),
é chamada fung@o informacdo da particdo P|Q de X, onde Cy(x) e Dp(x) sdo
os elementos das particoes P ={Cq a €1} e Q ={Dp; B €]}, 0s quais contém x.
Através da funcao informacao Ip de uma particao P de X, definimos

H,(P) = ilpdu.

Em vista disto, definimos

H.(PIQ) = JIP,Qdu,
X

como sendo a entropia condicional da particao P com respeito a Q. Notemos que se
considerarmos a particao Q = {X]}, entao H,(P|Q) = H,(P).

Seja Pp, = {CxNDg; « €I} a particdo de um conjunto D € Q e pp a medida
condicional de P em relagao a Dy, isto é, up(Cq) = n(Cqo/Dp), com « € L.

Se x € Dg, entao x € C4 N Dg para algum o € 1. Assim,

Hy, (Pp,) = — ) 1p(Co)log(pp(Ca)) = — > n(CulDp) log(11(CalDy))

x€el x€el

13



e pela definicao de H,(P|Q), temos

D D) Hy(Po,) == > w(Dg) Y p(CalDy) log(r(CalDp)) = H,(PIQ),

peJ pej el

concluindo que

P|Q ZU’ ll[s PDB)

peJ

Definicao 1.19. Dizemos que duas particoes P e Q sdo independentes se
w(CyxNDg) = u(Cyq).u(Dg), para todo Cx € P e D € Q.

Proposicao 1.20. Seja (X, A, 1) um espaco de probabilidade. Seja P = {Cy; € 1},
Q =1{Dsp; p €]} eR={E,; v € K} particoes finitas e mensurdveis de X. Entdo

(a) 0 < —log ( sup { u(Cy) }) < H,(P) <log(#P). Além disso, H,(P) = log(#P) se
x€el

e somente se, P ¢ perfeita, ou seja, W(Cy) = w(Cy), para todo o, &’ € 1.

(b) P e Q sdo independentes se, e somente se,

0 < H,(PIQ) < H,(P).

(c¢) Hu(PIQ) =0 se, e somente se, P < Q.

(d) Se Q <R, entdo H,(PIR) < H,(PIQ).

(e) H(PV QIR) = H,(PIR) + H,(QIPV R). Em particular, se R = {X}, entdo
H.(PV Q) = Hu(P) + Hu(QIP).

(f) H.(PV QIR) < Hu(PIR) +H,(QIR). Em particular, se R ={X}, entao
Hu(PV Q) < Hu(P) + Hu(Q).

(g) Hu(PIR) < HL(PIQ) + Hu(QIR).

(h) Seja A uma outra medida de X, entio para toda particio mensurdvel P de X em

relacdo a W e A, e para todo p € [0,1], temos

PHL(P) + (1T —p)HA(P) < Hppra—pnn(P).

14



Demonstracdao: (a) Se H,(P) =0, entao P = {X} (mod 0) e nada temos o que fazer.

Portanto, suponhamos que H,(P) > 0, entao existem o, o’ € I tais que u(Cy), u(Cy) €
(0,1).

Mostremos primeiramente que — log (sup { u(Cy) }) < H,(P).

el
Da definicao de Ip, temos

inf Ip = inf {Ip(x); x € X}
=inf{—log n(Cy); xe€l}
= —sup{—(—log u(Cys) ); x €1}

~ s (sup (u(Cy) }) .

€l
Assim,
Hu(P) = J Ipdp > J inf Ipdy = inf IP.J dp = inf Ip.u(X) = —log (suell) { u(Cq) }) .
X X X o

(1.4)

Para mostrar que H,(P) < log(#P), lembramos que a entropia assume valor maximo
quando P é perfeita (Proposi¢ao 1.15). Seja P’ ={Cy,..., Cy} uma parti¢ao perfeita, isto
é, quando u(C;) = u(C;), para todo i, j =1,...,k, tal que log(#P) =log(#P’). Assim,

H,(P) < Hu(P) = log(#P') = log(#P), (1.5)
para toda partigao P de X.

Segue de (1.4) e (1.5) que

x€el

0 < —log (Sup { (G }> < Hu(P) < log(#P).
(b) Antes de demonstrarmos este item, precisamos de dois resultados:
Proposicao 1.21. Seja (aj)jeN, (bj)jeN C R duas sequéncias tais que 0 <bj; < aj e

Z a; = ij, entao a; = b;, para todo j € N.
j=1 j=1

Demonstragao: Suponha que exista jo € N tal que bjy < ajo, entao
Zaj: (Zaj) + a;, > (Zaj) —|—bj02 (Zb]) —|—bj0:ij,
j=1 i7#io i7#io i7#io j=1
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o que ¢ absurdo! Logo, a; = bj, para todo j € N. il

Proposigao 1.22. Seja a; >0, comj=1, ..., n tal que Zaj =led:(0,0) — R

uma funcao estritamente convexa. Se

n
(2{: aﬂxﬂ) = :E: dD(Xj), entao X1 =X ="+ =%Xp.
j=1

Demonstracdo: Demonstremos por indugao.

(k = 2) Suponha que exista x; e x; com x; # x3. Como a; = 1 — a; e por ¢ ser

estritamente convexa, temos

Plarxy + axxz) = dlaxy + (1 — ar)xz)
< arp(x) + (1 —a)(d(xz))
= a1Pp(x1) + aPp(xy)

o que contradiz a hipdtese. Logo x1 = x3.

(k =mn+ 1) Suponha a hipétese seja valida para k = n, entao:

n+1
¢ (; anj) =¢ ( 1 — an (Z 1 an+1 ) +an+1xn+1) .

Tome y = Z(aj/ﬂ —an + 1))x;5. Se y # xni1, entao pela convexidade de ¢, temos
=1

n+1
¢ (Z ajxj) = ¢ (T —ani)y + aniixnt) < (1= an)Pu) + anpixngg

contradizendo a hipétese. Se y = x,,1, entao pela hipétese de inducao para y, temos que

X] =" =Xn =Y = Xn41, como queriamos demonstrar. ll

Voltando a demonstracao de (b), e utilizando a funcao ¢ : (0, c0) — R da Proposigao
1.22, temos

0 < H,(PIQ) == u(Dp) Y $(u(CalDy)

pej xel

=—) > wDp)d(1(CalDy))

ael pegj
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g—Z¢§}mM(aDQ
xel pej
:—Z¢§}me)
x€el peJ
ol
el Be]
=— > $(1u(Cdy))
x€el
= Hyu(P)

Pela Proposicao 1.21, temos

D2 w(Dp)d (n(CulDy) }}%Zu JDQ

x€l pej x€l Be]

se, e somente se,

> w(Dp)d (1(ColDp) (Zu amg

Be] BeJ

para todo o« € 1. Agora pela Proposicao 1.22, a igualdade acima é verdadeira se, e somente

se,

U’(Coc|D[3) = U’(Coc|D[3/)>

para todo 3, B’ € J. Isto implica que

oc|D[3 Z U’ oc|D ) U’(Coc)a
BeJ

isto é,
U'(Coc N Dﬁ/) = U’(Coc)-p'(Dﬁ/))
para todo B’ € J.

(c) Como d(x) <0, para todo x € X e pela injetividade da func¢ao log, temos

Hu(PIQ) =0 & —> > u(Dp)d(u(CalDp)) =0

ael pe]
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& d(pr(CulDg)) =0

& log(n(Ca N D)) = log(u(Dg))
& w(CanDg) =p(Dp)

& P <Q (mod 0).

(d) Como Q < R, temos que RV Q = R, assim para concluirmos o resultado basta
mostrar que H, (P|Q V R) < H,(P|Q). Agora, observe que

H.(PIQ) = Y w(Dyg

pe]

com H,, (P Zuﬁ ) log(ug(C Zu CalDp) log(u(CylDg)). Além disso,

x€el €l
H,, (PIR) < H,,, (P), pela primeira parte deste item, o resultado segue da seguinte afirmagao.

Afirmagdo: Hu(PIQV R) =Y p(Dg)H,, (PRR).
BeJ

Demonstracao: Temos que

> uDpH,(PR) =) u(Dy) | Y uﬁ(Ey)HWY(P)]

Be] BeJ vek
=—> wDp) ) up(E) ) e, (Ca)logip, (Ca))
peJ veK ol
=—> uDp) > wup(Ey) Y pp(CalEy) log(up(CulEy))
peJ veK ol
__ D kp( C ﬂE (w(%ﬂ&))
BZGI u(Dp) ZK g ZI (B

U’(CocmDﬁmEV)
u C ﬂE (Dp)
—— Y WD Y wylE) Y s @

peJ veK ol
w(Dg)
H(CaﬂDﬁﬂEy) ]J.(CocﬂDﬁﬂEy)
=— (Dg) log
BZGIH ’ ZI 1(Dy) n(E, N Dp)
vek
w(CyNDsNE,) (u(CmDﬁmEy)>
= — E,ND lo
;g“( Y wE, NDy)  °\ m(DeNE,)
i
veK
=—> wE,NDy) Y u(CulE, N Dg)log (u(ColEy N Dp))
[36}1 x€el
Ye
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= H,(PIQ \V R).

(e) Por definicao,

Hu(PV QIR) = — 3 w(E,)b{p(Co 1 DlE,)

€l
Be]
veK

CanNDgNE,
:—Zu(CaﬂDﬁﬂEy)log<u( S(Ej)m )>

€l

BeJ
vekK
n(CaNDpNEy) w(CuaNEy)
=— (CanD ﬂE)log( .
;g“ T W) u(CanEy)
BeJ
vekK
=~ Y wlCyn Dy NE,)log (MEDerE) §7 (€, 1Dy NE,) log (HE050)
Pe) i)
YeK vekK
= — > w(CaND)b((DICoVE)) =Y u(CanE )1Og< cagﬁw)
xel el
Be] yek
veK

= H,(QIPV R) + H,(PIR).

(f) Como PV R refina R (R < PV R), temos por (b) e (e) que

HW(QIPVR) < Hy(QIR)

H.(PV QIR) = Hu(Q[PV R) + H,(P[R),
respectivamente. Desta forma, temos

H,(PV QIR) = H,(QIPV R) + H,(PIR) < H,(QIR) + H,(PIR).

(g) Pelos itens (e) e (f), temos que

HL(RIPV Q) = Hu(PV RIQ) — HL(PIQ) < Hu(RIQ).

19



Em vista disto,

HL(PIQ) + Hu(QIR) = (Hu(PV Q) — Hu(Q)) + (Hu(Q V R) — H,(R))
= Hu(PV Q) + Hu(RIQ) — Hy(R)
Hu(PV QV R) = Hu(RPV Q)) + Hu(RIQ) — Hyu(R)
WPV QVR)—Hu(R)
(
(

v

v

WPV R) —H,(R)

H
H
H,(PIR).

(h) Pela convexidade da fun¢ao ¢, temos

pHu(P) + (1 —p)HA(P) = —p (Z d)(u(Coc))) —(1—7p) (Z (b(?\(coc)))

xel x€el

=Y dllpr+ (1=pA)(C))

x€el

= Hpu+(1fp)7\(P)-

Isto termina a demonstracao da Proposicao 1.20. B

1.2.3 Particao Geradora

Definicao 1.23. Dada uma funcao f: X — X e uma particio P de X.

(a) Denotemos por

n—1 n—1
Pt =\/ £ 4P) = { () 7(C); para todo C € P }

+00
(b) Uma particio P é dita uma particGo geradora se \/ T '(P) gera a o-dlgebra de
i=—00
A, com (X, A, i) um espaco de medida e T uma funcao invertivel. Caso, T nao seja
+00

invertivel, entdo pede-se que \/ fYP) gere a o-dlgebra.
i=0

Exemplo 1.24. Considere o espaco Lq das sequéncias de d simbolos, v' a funcdo des-
locamento a direita (isto é, v (an) = an 1, para todon € Z) e P ={Cy, ..., Cq} a
particao dos cilindros de tamanho 1. A particio P ¢ geradora, pois dado um cilindro C

de tamanho n, obtemos
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n—1
C=10,....,n—T;ap,...,an 1] :{ N fHC); kel ..., d} }
i=0

Entao, temos que C € P" e todo cilindro de tamanho n é exatamente n-intersecoes

finitas de cilindros de tamanho 1, isto é, P ¢ geradora.

1.2.4 Entropia de uma funcao com respeito a uma medida inva-

riante

Aqui nesta secao, relembremos o conceito de uma medida invariante por uma funcgao
mensuravel f em X. Uma medida de probabilidade n é invariante por f se para todo

conjunto mensuravel E de X, temos

Denotemos por M(f) o conjunto das medidas (de probabilidade) invariantes pela
transformacao f.
Na sessao anterior, definimos entropia de uma particao mensuravel P. Se u for inva-

riante para f, nao é dificil notar que

Antes de definirmos entropia de uma particao P com respeito & uma funcao f e, entropia

de f com relacao a uma medida invariante W, precisamos provar um importante resultado.

Proposicao 1.25. Sejam {X, A, u} um espaco de probabilidade e P uma particio X.
Temos que o limite

lim L”(P )

n—oo n

existe.

Para demonstrarmos a proposi¢ao, provaremos que a sequéncia (a,/mn), .y é conver-
gente, se (an)nen é subaditiva (isto é, dados myn € N entdao amin < am + an). Em
seguida, mostraremos que a sequéncia (Hy(P™)), o serd também subaditiva, concluindo

assim a demonstracao da Proposicao 1.25.

a
Lema 1.26. Toda (—n> é convergente, se (an)nen € subaditiva.
N /neN
Demonstra¢ao: Dados m, n € N, podemos tomar g € Ner € {0,...,m — 1} de forma

que n =m.q + 1. Pela definicao de subaditividade, temos
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an = Um.q+r < aq.m +a < q.0m + Q.

Assim,
a a
- < 4+ .
n n

-l

Fixando m, temos

. a _ a a _
limsup — < limsup —— + — = lim sup ——,
n—oo n—oo E n n—oo E

pois T também esta fixado. Note que quando n — +o0, entao ¢ — +00, entao

m.q+r
ma+r_

. n .
lim — = lim ,
n—oo ¢ q—00 q
de modo que
. Am am
limsup — = —
o m

n—oo q

Conclui-se entao que

) a
limsup — < —&
n—oo Tl

e, em particular,
. a .. a
lim sup = < liminf —=.
n—oo N m—oo m

Por defini¢ao, temos que (an/n), oy ¢ convergente. M

Demonstracao (Proposicao 1.25): Pelo lema anterior, basta provarmos que a sequéncia
(HW(P™)), ep € subaditiva.
Afirmacao: A sequéncia (H,(P")), . é subaditiva.

Por defini¢ao de fungao invariante e pelo item (f) da Proposi¢ao 1.20, temos

H,(P™™) = H, (nH\T}1 fi(P)>
i=0

H, (nv fY{P)V M\T fi(P)>
i=0 i=m
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= H, (nv PV ™ (Tl\/1 f%P)))
i=0 i

Hy (P™V £ ™(P"))
H, (P™) + Hy(f™(P"))
H,(P™) +H,(P"). &

IN

Agora faz sentido definirmos a entropia de uma particao P finita com respeito a fe, a

entropia de uma funcao f em relacdo a uma medida invariante p.

Definicao 1.27. A entropia de uma funcdao f com respeito a particao P finita e uma

medida 1 €

h,(f,P) = lim Hu (P )

n—oo n

Definicao 1.28. A entropia de uma funcdao f com respeito a uma medida | €
hu(f) = Slll,p hu(f> P);

com P uma particio finita de X.

A seguir, veremos exemplos de como calcular esta entropia, a de uma fun¢do com

respeito a uma particao e de uma fungao com respeito a uma medida invariante.

Exemplo 1.29. Neste exemplo vamos fizar . a medida de Bernoulli com respeito ao vetor
de probabilidade (py,...,pa), considerando Ly o espacos das sequéncias com d simbolos,
v a funcdo deslocamento a direita e P a particio dos cilindros C de tamanho 1. Observe
que este exemplo estd atrelado a se provar um resultado anterior.

Como ja foi visto,

p" :n\f/1 f(P) = { nﬁ] f(C); CeP }
i=0 i=0

é uma particao por cilindros de tamanho n e (como jd calculamos anteriormente)

d
Hy(P") = —n. Z pilogpi.

i=1

Dessa maneira,

. H.(PM) . —M f, i log pi d
P = i T iy I PEER =5 pilospe = Hy(P)
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Exemplo 1.30. Seja Ry : S' — S' a rotacio de dngulo o e w a medida de Lebesque em
s Repare que a medida de Lebesque € invariante sobre a rotacdo Ry e que uma particao
P do circulo com k elementos é determinada por uma sequéncia py, ..., Px de pontos de
S'.

Em vista disto, note também que se denotarmos por p{ =R (pi) entio a particio P"
¢ determinada pelo conjunto de pontos C,, = {(p{) eShi=1,...,kej=0,...,n—1 }

Note que a intersecao entre C,, e C,,_y pode ser nao vazia. Entao
#Cn < k""#cnf] <. < n.k.
Pela continuidade da funcdo log (e pelo item (a) da Proposicao 1.20), temos

H,(P™ 1 |
h,(f,P) = lim u(P") < lim —log(#P") < nh—r>nooEIOg(k'n) =0.

n—oo n T n—oon

Logo, a entropia de f em relacdo a medida de Lebesgque ¢ sempre nula, pois P € ar-

bitraria.

Observacao: Note que a igualdade h,(f, P) = H,(P), obtida no exemplo (1) nao é
um caso particular. De fato, sempre que a parti¢ao for geradora tal fato acontece.

Veremos a frente alguns resultados e propriedades boas sobre entropia que, por exem-
plo, completarao o calculo da entropia dos deslocamentos de Bernoulli. Em particular,
serao necessarios na demonstracao da designaldade de Ruelle, resultado que veremos no

terceiro e tltimo capitulo desta dissertacao.

Proposigao 1.31. Para todo k € N, temos h,(f¥) = kh,(f). Caso f for invertivel, temos
hu(fk) = [klh,(f), para todo k € Z.

Antes de demonstrar a proposi¢ao, provemos um lema importante que possui boas

propriedades.

Lema 1.32. Sejam P uma particio finita de X, f: X — X uma funcio e p € M(f).

Entao,

h(f,P) = lim H,(P| \n/ f(P)).

i=1

n—1

Observacdo: Caso f : X — X for invertivel e considerando P = \/ f(P),
i=—mn

podemos obter o mesmo resultado do lema acima para h,(f, P, para todon € N e

ue M(f).
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Demonstracdo: Usando o item (e) da Proposicao 1.20 junto com o fato de p ser

invariante, temos

Hu(P") = H, (Tl\/1 fi(P)> (Pl \Vof ) Hu (P™1) + H, (PI Vot )
i=1

para todo n € N. Desta forma, repetindo o processo anterior indutivamente, temos
n—1 k
H,(P") = )+ H, (P | \/ fl(P)> .
k=1 i=1

Por consequéncia,

n—1
h,(f,P) = lim lHu(Pn): lim ]—HH(P)+% H, (Pl \k/fi(P)>.

Pelo item (d) da Proposigao 1.20, a sequéncia (Hu (P 1V fi(P)>> é decrescente,
neN
e portanto, lim H, (P 1V fi(P)> existe.

Isto garante que a média dos termos a, = H, (P | \/ fi(P)> também converge a este

limite quando n — +o0. Portanto, temos
n—1

hu(f,P):nh_r)nooEZHu<P|\/f (P))-nh_r)nooHu (Pli\/1f (P)).l

Demonstracdo (Proposi¢ao 1.31): Tomemos g = f* e seja P uma particao finita de

X. Temos que

kn—1 n—1 k—1 n—1
PRt = \/ Py = \/ ¢ (\/ fl(P)) =\ g'(P").
i=0 i=0 i=0 i=0
Pelo Lema 1.32, segue que
1
kh,(f,P) = lim —H,(P*") = h,(g,P"). (1.6)

n—oon

Como P < P¥ temos que h, (g, P) < kh,(f, P) < h,(g), para P qualquer, em particu-

lar, para o supremo das particoes. Assim,

hu(g) < kh,(f) < hu(g).
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Agora, suponha que f seja invertivel. Para qualquer n > 1

H,(P") = H, (f“‘ (Tl\/1 f%P))) =H, (Tl\/1 fi(P)>
i=0 i=0

uma vez que W é invariante. Desta forma, é facil de ver que h,(f,P) = hu(f*‘ , P) e como

P é uma particao qualquer, temos
() =hy(f ). (1.7)
Substituindo f por g = *, segue de (1.6) e (1.7) que
hu(F7%) = () = khy(f),

paratodok e N. W

Teorema 1.33. [Komolgorov - Sinail Seja (X, A, 1) um espaco de probabilidade. Seja P
uma particao finita geradora para f: X — X uma funcdo invariante sobre a medida de

probabilidade W, entao

h,(f,P) = h,(f).

1.2.5 Equivaléncia Ergddica

Aqui introduziremos o conceito de equivaléncia do ponto de vista ergddico entre duas

transformagoes que preservam medida.

Definicao 1.34. Seja f1: Xy — Xy ety : Xy — X3, duas transformacoes que preservam
a medida Wy e Wy, respectivamente, sobre espacos métricos compactos Xy e X;. Dizemos
que o sistema (f1, ) € equivalente ao sistema (3, 12) se podemos escolher Yy e Y, tal
que (X1 —=Y7) =0 e wu(X2—Y2) =0, e uma funcao bijetora e mensurdvel ¢ : Yy — Y3,
com inversa mensurdvel, tal que

(1) w(p "(A)) = wa(A), para todo A C Y, mensurdvel.
(2) pofy=fhod.

A relacao de equivaléncia definida acima é chamada de conjugacao ergdédica entre
(f1, 1) e (2, 12) e ¢ é chamada de conjugacao.
Observacao: Note que Yy e Y, podem ser tomados de modo que f1(Y7) C Yy e f2(Y2) C

+00
Y,. De fato! Tome B; = X; —Y;. Se By for invariante por fi, tome By = U f;*(By). Como
i=0
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u(By) = 0, temos que u(f;'(B1)) = 0, o que implica u(B;) = 0. Analogamente, o

resultado vale para B, = X; — Y.

Proposicao 1.35. A conjugacio ergédica é uma relacdo de equivaléncia.
Demonstracao:

(Reflexiva) Basta tomar a fungao ¢ como identidade, que é bijetora e mensuravel.

(Simétrica) Basta tomar a funcdo P = ¢ ' : Y, — Y; (obviamente bijetora e men-

surdvel). Em vista disto,

(1) (b ' (B)) = a(d(B)) = i (b ' (d(B))) = wi(B), VB C V1.
(2) bofa=¢ of=(f o) =(dpofi ) =fop =fo.
(Transitiva) Se (fy, 1) ~ (f2, 12) e (f2, 12) ~ (f3, 13), entdo existe Y; mensuravel tal que

wi(Xi —Yi) =0, (para i = 1,2,3) fungoes ¢ : Y1 — Y e : Y, — Y3, ambas

mensuraveis e bijetoras, com suas respectivas inversas mensuraveis, tais que

(1) w(d "(A) = wlA) e w(p '(B)) = ws3(B), VA C Y, e B = Pp(A) C V;

mensuraveis.

(2) pofir=frodbePpof,=~F0.

Tomando & =P od: Yy — Y3 (que é uma bijegao mensuravel, pois P e ¢ também

sao). Entao,

(1) w3(B) = wa(h "(B)) = ma(A) = w(dp "(A) = wld ' (¥ '(B)) = w(& (B)),

VB C Y; mensurdvel e Y (B) = A com A C Y, também mensuravel.

(2) Eofy=(pod)ofi=Po(pof))=1Po(fodp)=(Pof)od=(fz0)od =
fio(Pod)="f30&.

Provando assim que a equivaléncia ergédica é uma relacao de equivaléncia. W

1.2.6 A entropia como um invariante

Como vimos na se¢ao anterior que a equivaléncia ergdédica ¢ uma relacao de equi-
valéncia, vejamos agora que a entropia é um invariante para esta relacao. Lembremos que
a entropia visa medir a complexidade da dindmica. Assim sendo, é razodvel esperarmos

que a entropia seja a mesma para transformagoes equivalentes.
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Proposicao 1.36. Se (f1, ) e (f2, w2) sdo ergodicamente equivalentes, entao
hm (f1) = huz (fZ)

Demonstracao: Seja Py uma particao de X;. Desprezando os conjuntos de medida

nula para W, podemos supor, sem perda de generalidade, que Py é particao de Y;. Agora,
defina

P, = ¢(Pr) ={d(P) C Yy PPy}

Como ¢ ¢é bijecao, temos que P; é particao de X;. Por hipdtese, ¢ o fy = f, 0 ¢, entao
$(P™) = " (P1) = P;", e como w(P) = wa(p(P)), para todo P € Py, segue que

Hu (P == > wi(P)log(wi(P))

com P’ = ¢(P) € P,". A fortiori,
hm (ﬂ) < huz(f2)-

Como Py foi escolhida de modo arbitrario e pelo fato da func¢ao ¢ ser bijetora, basta

tomar ¢~ e tomar P, de modo arbitrario, para obter de forma anéloga que
hm (f1 ) Z huz (f2)7

concluindo a igualdade. W

Observacao: A entropia métrica nao é um invariante completo. Um exemplo claro
disto é a funcao Ry (a func¢ao rotagao sobre um angulo «) que preserva a medida de
Lebesgue, qual ja vimos anteriormente possuir entropia nula. Ou seja, a proposi¢ao
nos mostra quando duas entropias nao sao equivalentes. Pois, a rotacao irracional nao
¢é equivalente a funcao racional. De fato, toda rotacao racional é peridédica e rotagoes
irracionais nao possuem pontos periédicos. Ja para shifts de Bernoulli, a entropia ¢ um
invariante completo, resultado do Teorema de Orsteins que enunciaremos, mas nao sera

demonstrado.

Teorema 1.37. Dois shifts de Bernoulli com a mesma entropia sio (necessariamente)

equivalentes.
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CAPITULO 2

EXPOENTES DE LYAPUNOV E O
TEOREMA DE OSELEDETS

Neste capitulo, daremos a motivacao e a definicao dos expoentes de Lyapunov para
difeomorfismos definidos em variedades diferencidveis, além da definicao de pontos regu-
lares. Em seguida, apresentaremos uma demonstragao do teorema de Oseledets segundo

[1], resultado que mostra que quase todo ponto x € X é regular.

2.1 Pontos regulares e o expoente de Lyapunov

Nesta secao, apresentaremos a definicao de pontos regulares que viabiliza a carac-
terizacao dos expoentes de Lyapunov, lembrando que X é uma variedade Riemmaniana

compacta, conexa e sem bordo.

Definicao 2.1. Seja f: X — X um difeomorfismo de uma variedade compacta. Dizemos

que x € X ¢ um ponto regular de f se existem Ai(x) > -+ > Aj(x) e uma decomposicdo
TXX:E1(X)@EQ(X)@---@E]'(X) (2.1)

tais que

1
lig —log D] = Ai(x), (2.2)

n—-+
para todo v € Ei(x) ndo-nulo e 1 <i<j.
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Para cada x € X, 0s numeros Ai(x) sio chamados de expoentes de Lyapunov de
x e Ei(x) sdo os subespacos proprios de f no ponto reqular x. Denotaremos por A o

conjuntos dos pontos requlares de X.

Na sequéncia, veremos o teorema de Oseledets, que garantird a existéncia de pontos

regulares. Mais ainda, sob o ponto de vista de medidas invariantes, A é quase todo X.

Teorema 2.2. [Oseledets| Seja X uma variedade compacta e Riemmanniana de dimensdo
finita. Dado um difeomorfismo f: X — X de classe C', o conjunto dos pontos requlares

A possui medida total para qualquer medida ergddica invariante i sobre X.

Observemos que o teorema é um pouco mais forte. De fato, A possui medida total
para qualquer medida invariante. Para ver a versao geral e demonstracao veja [6].

Vamos demonstrar uma versao mais geral do Teorema 2.2, para cociclos lineares. Mas
antes de tudo, apresentaremos defini¢goes bésicas para que o teorema em questao fique

claro.

Definicao 2.3. Dado um espaco topolégico X, definimos um fibrado vetorial F de R¢

sobre X por:
F={(x,v); xe X eveR'}.

Para cada x € X, o conjunto F, = {(x,v); vE Rd} ¢ chamado de fibra do fibrado F,
tal que F = U F..

x€eX

Definicao 2.4. Um isomorfismo T : F — F é uma familia de isomorfismos lineares

T, =T(x) : Fx — Fy, para x € X.

Definicao 2.5. Seja X um espaco métrico compacto, f: X — X um homeomorfismo e
F um fibrado vetorial de dimensdo finita sobre X dotado de uma métrica Riemanniana
continua. Seja 1T : F — X a projecio e T : F — F um isomorfismo que cobre f (isto
€ TToT = foll), onde T(x,v) = (f(x), k(v)), para todo x € X, vE€ F, ecom T e T
com normas limitadas. Entdo T é chamada de cociclo linear. Para facilitar a notacao,

definimos o sequinte:

Ta(x) = T(f* 1 (x)) 0 - -~ 0 T(f(x)) 0 T(x)



para n € N.

Aqui iremos definir o conjunto de pontos regulares para cociclos lineares e, de maneira

analoga, os expoentes de Lyapunov e seus respectivos espagos préprios de um fibrado F.

Definicao 2.6. Seja F um fibrado sobre um espaco topologico X. Denotamos por A o

conjunto de pontos x € X tais que cada fibra Fy de F admite uma decomposicio
FX = E] (X) ©® Ez(X) ©---D Ej(X),

e existem nameros reais Aj(x) > --- > N(x) satisfazendo

1
lim ElogHTn(X)VH = Ailx),

n—soo

para u-q.t.p. x € X ev € Ei(x) \ {0}, com 1 <i <j.

Neste caso, dizemos que A é o conjunto de pontos requlares do isomorfismo T, e
que Ai(x) e Ei(x) sao, respectivamente, os expoentes de Lyapunov e os subespacos
proprios de F em x, ponto regular de T.

Agora de fato, poderemos apresentar a versao do teorema para cociclos lineares e note

que ele de fato, implicara no Teorema 2.2.

Teorema 2.7. Considerando o cociclo T(x,v) = (f(x), T.(v)) sobre (X,F) onde F é um

’

fibrado sobre X. Entdo temos que o conjunto /A de todos os pontos requlares de T é

mensurdvel e tem medida total para toda medida ergodica 1w para f em X.

Pelas hipéteses do Teorema 2.2, considerando o cociclo Df(x,v) = (f(x), Df(v)) tal
que F seja o fibrado tangente de X (isto é, F, = T, X, para cada x € X) e pelo fato de
fe C', T = Df é o isomorfismo continuo em F (logo possui norma limitada). Em outras

palavras, o Teorema 2.2 serd um caso particular do Teorema 2.7.

2.2 Demonstracao do Teorema de Oseledets para co-

ciclos
Nesta se¢ao, vamos demonstrar o Teorema 2.7. Isto serd feito em duas etapas:
e 12 Etapa: Mostrar que A possui medida total para toda medida p-ergédica.

e 2% Etapa: Mostrar que A é mensuravel.
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2.2.1 Demonstracao da primeira etapa: Medida Total.

Primeiramente, vejamos algumas propriedades e definicoes necessarias.

Defini¢ao 2.8. Seja T(x,v) = (f(x), T,(v)) o cociclo sobre (X, F), com T um isomorfismo
sobre o fibrado F. Dizemos que o subfibrado E de F (isto é, para cada x € X, a fibra
E. C F.) é T-invariante se T(x)(E\) = By para p-¢.t.p. x € X.

Definicao 2.9. Dado T um isomorfismo de um fibrado F. Definimos

1
M (T x) = limsup —log [Tu(x]]].

n—-+oo
Afirmacado 1: A funcgido Ay é invariante por f, isto é, A\i(T,x) = A (T, f(x)).

Lembrando que os isomorfismos T e T~ possuem norma limitada, temos
1
M(Tyx) = limsup ~log | Tu1(F(x)) o T(x)|
n—+oo T

1 1
< limsup — log || T,,_1 (f(x)) || + lim sup - log || T(x)]|
n—-+oo

n—-+oo M

= lim sup ( — ]> ( ]_ ]> log || T (F(x)) ||
n—s+oo n n

=AM (T, f(x)).

Por outro lado,

A (T, £x)) = lim sup — log | Ta (£00)]

n—-4oo M
= limsup — log HT XNT)T (%) H
n—-4oo M
1 1
< hmsup—logHT x) || +hmsup—10gHT H
n—+oo T n—+oo N
timsup (1) (L) tog T ()]
= l1m n
n—)Sllo]g n n -+ 1 o8 !
= A (Tyx).

Portanto, como Aq (T, x) é uma funcao f-invariante, temos que A¢(T, x) é constante em quase
todo ponto de X. Isto é, A (T,x) = A;(T) para p-q.t.p. x € X, dado que p é ergddica.

O lema que apresentaremos a seguir, mostra a existéncia de um subfibrado G men-
suravel T-invariante de F, tal que as fibras de G possuem dimensao positiva, para p-q.t.p.
x € X. Além disso, G, serd um espaco préprio de x associado ao expoente de Lyapunov
A (T).
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Lema 2.10. [Subfibrado Invariante/ Seja T(x,v) = (f(x), Tx(v)) o cociclo sobre (X, F),

com T um isomorfismo sobre o fibrado F. Dado x € X, considere o conjunto
1
Gy = {v cFy hm sup log [T ()v]| < —A (T)} U {0}.

Entao G = U Gy € um subfibrado mensurdvel T-invariante de F tal que dim G #0 ¢
xeX

1
lim log [ Ta(x)v]| = A (T)

n—sz+oo

para u-q.t.p. x € X ev € G, \ {0}.

Pelo Lema 2.10, podemos considerar o conjunto Ay C X de medida total para o qual
temos bem definido Gy. Caso F # G, consideremos G o complemento ortogonal de G,
tal que F, = G @ G,.

Assim, seja T '|g o isomorfismo inverso restrito & G. Podemos afirmar o seguinte

resultado:
Afirmacdo 2: A (T'g) = =\ (T).

De fato, para todo v € Gy, temos

1
M(T)= lim ——log

n—+oo 1M

1 v
=— lim —log|T, ()—|
n—+oo M ||\)||
Assim,
1 1 v
—A(T) = sup lim —log||T," (x)~—
vEG 0} \PTT TN vl
1
= lim —logsup< TTf](x)L )
n—+oo vl
e
=M(T ).

Considerando m: F — Gt a projecao ortogonal, definimos por T o isomorfismo de

G tal que T(x) = 7o T(x)|gs. Desta forma, temos por inducao a seguinte afirmacao:
Afirmacdo 3: T,(x) = (T, (x)), para todo n € N.
Para n =1, segue diretamente da definicao.
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Suponha que a hipdtese seja valida para k =n. Dado v € F, nao-nulo, temos

-~

Ton (X)v = T((x)) o Tu(x)v

T (v = T(f*(x)) o Ta(x)v.

Como F, =G, @ Gf e G é T-invariante, pela hipotese de inducao temos que
T.(x)v=m(Ta(x)v) +u= Tn(x)v +u, para algum u € Gngy).
Desta forma,

-~

To1 (v = T(f(x)) 0 Ta(x)v = T(*(x)) o (Ta(x)v + 1) = T(*(x)) o (T (x)v) + T(£"(x).

Aplicando 7t no resultado acima, obtemos

7 Trr (x)v)

I
>y = a3 A

I
=
=
=

para todo v € F, \ {0}.
Afirmacdo 4: A(T) > A (T).

Se considerarmos o fibrado G sobre X e o isomorfismo T sobre GT, podemos aplicar

o Lema 2.10 para encontrar é, um subfibrado mensurdvel T-invariante de Gt tal que

lim 1—log H?n(x)vH =\(T),

n—dtoon

para pu-q.b.p. x € Xev € G, C Gi nao-nulo.

Como ||7t|| <1, pela Afirmagao 3 teremos que
[Talv| = (0 TGV < [Tal)v]
para todo v € Gy \ {0}. Consequentemente,

- 1 = 1
M(T) = Tim  —log||Tu(x)v| < limsup —log | Ta(x)v]| < Ai(T).

n—+oomn n—+oo M
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Suponhamos A(T) = A(T). Pela definicao de Gy, dado v € G, \ {0}, temos

1
lim sup — log || T_n (x)V]| < —A(T).

n—sdtoo M

Assim,

1 - 1
lim sup — log | T (x)v|| < limsup —log | T-n(x)v|
n—4oo M n—4+oo N

Portanto, pela definicao de éx, temos que v € Gy \ {0}. Isto é uma contradicao desde
queveG, C GL. A fortiori, A (T) < M(T).

Para concluir a demonstracao do Teorema 2.7, usaremos o seguinte lema.

Lema 2.11. [Subfibrado Complementar/ Sejam T(x,v) = (f(x), Tx(v)) o cociclo sobre
(X,F), com T um isomorfismo sobre o fibrado F, e G um subfibrado T-invariante de F tal

que G # F. Considerando To isomorfismo do complemento ortogonal de G, G, se
AT+ M (T 6) <0,
entdo existe um subfibrado H mensurdvel T-invariante de F tal que
F. =H, & G,,
com M(Th) = M(T) e A(Tln) < Ai(T), para p-g.t.p. x € X.

Pelas Afirmagoes 2 e 4, temos de fato que A(T) + A (T 'g) < 0. Assim, podemos
usar o Lema 2.11 para garantir a existéncia do subfibrado H.

Vejamos agora, como concluir a demonstracao do Teorema 2.7.

Pelo Lema 2.10 para (f(x), T,v), consideremos Eq(x) = G, e Ay = A(T). Denotaremos

agora por Hy = H, dado pelo Lema 2.11, de modo que
Fo=Hi(x) & Ei(x)

para p-q.t.p. x € X. Notemos também que para todo v € E;(x) \ {0}, obtemos

1
lim —log | T.(x)v|| =As.

n—=oo N
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Denotaremos por Ay C X o conjunto de medida total no qual o Lema 2.10 e Lema

2.11 sdo satisfeitos como acima.

Considere agora a restrigao T, do isomorfismo T em H; e denotemos Ay = Ay (T, ).
Podemos aplicar novamente o Lema 2.10 e, se necessério, o Lema 2.11 e encontrarmos

subfibrados mensuraveis T-invariantes, E; e H, de Hy, tais que

F. = Ha(x) & Ex(x) @ Eq(x)

1
lim  — log | Ta(x)v] = Ay,

n—z+oo N

para p-q.t.p. x € X e v € Ex(x) \ {0}. Como antes, vale que Ay > Aq(T|y, ).
Analogamente, denotemos por A, C Ay o conjunto de medida total onde as proprie-
dades acima sao satisfeitas.

Lembrando que o fibrado F possui dimensao finita, temos que o processo acima pode ser
realizado finitas vezes, afim de encontrar niimeros reais Ay > A, > --- > Aj e subfibrados

Ei,..., Ej, tais que

1
lim  — log | Ta()V] = A

n—=oo N

para todo v € Ei(x) \{0}, com 1 <1i <j, etodox € Aj, onde Aj C X possui medida total.

Pela construgao dos subfibrados E; de F, podemos afirmar que eles sao mensuraveis e
T-invariantes e, por definicao, A; é uma func¢ao mensuravel, para todo 1 <1 <j. Mais
ainda, temos que A; é quase todo X. No mais, teremos que A possuird medida total se A

for mensuravel, como veremos a seguir.

2.2.2 Demonstracao da segunda etapa: Mensurabilidade.

Mostraremos nesta etapa que A é mensuravel através de conjuntos que possuem pro-
priedades pertinentes. Por este fato, precisamos de resultados que nos ajude a entender
tais conjuntos.

Pode ser verificado na demonstracao do Lema 2.10 (veja as Afirmacoes 1 e 4 da 1+

36



etapa da se¢ao 2.2.3) que, dado A € R, os conjuntos

Ga(N) = {v € A\ (0 limsup 2 log [T (xv] < —A} U0}

n—+oo M

n—-—-oo T

H,(A) = {v € F.\ {0}; limsup 1—IOg [Talx)v|| < 7\} U {0},

sao subespacos nao-nulos e variam mensuravelmente em X.

Considere assim, as seguintes funcoes mensuraveis:

G(A) : X — F, tal que G(A)(x) = G,(A)

H(A) : X — F, tal que H(A)(x) = H,(A).

Considere d a dimensao da variedade X e ny,...,n; naturais fixados tais que n; - -- +
n; = d. Dado k € N, definimos por

/\k(O(1,..-,f5j;Tl1,.--,le)

o conjunto tal que, para cada x € X existam racionais & < 1 < ay < --- < f3;, com
ﬁi — o < 1/]( e

Ei(x) = Gy(ow) N H(B1),
tal que
dim Ei(X) =ny,

para todo 1 <1 <j.
Pela maneira que foi definido, note que Ei(x) é um subespaco, pois Gy(ai) e Hy(pi)

também sao, para todo 1 <1 <j.
Afirmacio 1: E;NE, ={0}, para todo i, p € {1,...,j} com i # p.

Sem perda de generalidade, suponha por absurdo que exista v € E;(x)NE,(x) nao-nulo,
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isto é, v € Gy(or) NH(B1) e v e Gelaa) NHL(B2).

A fortiori,

1 1
limsup —log | T (x)v| < —a; & —limsup —log || T_n(x)v] >
n—ioo M n—+oo T

1
& liminf — log || T, (x)v| > o«

n—+oo —m

1
< lim inf - log || Ta(x)v]| > .

Como

1 1
lim sup - log || Ta(x)v|| > lim inf - log || Ta (%) V||

n——oo

ev e H(p1), podemos concluir que

1
By > limsup — log || To(x)v]| > o.

n—-oo M

Isto é uma contradicao, pois 1 < «,. Em vista disto, temos E;NE, = {0}.
De maneira geral, isto conclui que os subespacos E; sdo disjuntos dois a dois, com
1 <1<

Afirmagio 2: A*(«y, ..., B5;mn,...,n;) & mensurével.
Consideremos «, € Q, com « < 3. Definimos as seguintes fungoes:

MNap : X — F, com Mup(x) = E. = Gu(o) N H(B)

MNayp © X — N, com Map(x) = dim(Gx(x) N Hy(B)),

que naturalmente, serao fungoes mensuraveis.
Em vista disto, chegaremos na seguinte conclusao:
J

Ak(och ﬁ])' . ')ﬁj;nh <. .,le) = ﬂ(ﬁ(ocia ﬁi))71 (ni)-

i=1

Em outras palavras, temos que A*(«q, B, ..., 511, . .., 1) é pré-imagem de conjuntos

mensuraveis, provando assim a afirmacao.

Afirmagdo 3: A=) |J Aoy .y B, .y my).

k>1 jen
n;eN
oi,piel
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Seja x € A. Assim, existem my,..., m; naturais tais que m; +--- +my = d, a fibra

F, admite uma decomposicao tal que
FX = E] (X) @D Ez(X) G- Ej(X),
com dim Ei(x) = my e existem niimeros reais A\j < --- < Aj tais que

1
lim —log || T.(x)v|| = A,

n—doo n

para todo v € Ei(x) \ {0}, com 1 <1 <j.

Fixado k € N, para cada A; podemos tomar racionais «; e i, tais que

1
xi <A< By, com Bi —oy < —.

k
Desta forma, para todo v € Ei(x) \ {0}, temos
) 1 . 1
lim —log||Th(x)v[[=A & — lim —log|T.(x)v] =—N
n—d=4oo N n—=4oo N

1
& —  lim Elog [ Ta(x V|| < —oi

n—=+
1
& —liminf —log || T ()| < —o
n—+oo —M

1
& lim sup — (——n> log [ Ton(x)v|| € —oy

n—-+oo

1
& limsup — log | T (x)v|| < —o (2.3)

n—s+oo TL

1 1
lim n log [[To (x)V]| =N & nl_i)frjoo n log [T (V[ = A

n—soo

1
VAN nl_i{r}oo - log | Ta(x)v]| < B4

1
& limsup — log || To (x)v[| < Bi. (2.4)

n—-oo M

Segue de (2.3) e (2.4) que v € Gy(ei) N Hy (i), isto é, v € Ei(x). Mais ainda, temos que
Ei(x) C Ei(x) e, consequentemente, dim(E;(x)) < dim(Ei(x)), para todo 1 <i <.
Considere entdao ny,...,n; naturais tais que dim E(x) =n;, comny +--- + n = d.

Sem perda de generalidade, suponha que dim E4(x) < dim E;(x). Entao,
d=my+my+-+m<n +m++m <ng +ny 4oy =d,
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o que é uma contradicao. Logo, para todo 1 < i < j, temos que dim(Ei(x)) = dim(E;i(x)) =
m; e, por conseguinte, Ei(x) = Ei(x).

Como resultado, temos que
Fe=E() e - @& EXx),
com
Ei(x) = Gy(oi) N Hy(Bi) e dim(Ei(x)) =y,

para todo 1 <1 <j.

Em outras palavras, x € A¥(e, ..., Bj5;mi,...,m;) e como k € N foi escolhido de
modo arbitrério, conclufmos que x € () | AXaty .oy By ..oy my). Assim,
k>1 jen
n;eN
o, B €Q
K X
/\Cﬂ U /\(OL],...,[Sj,Tl],...,TIj).
k>1 jen
n;eN
o, P EQ
k . . , .
Agora, suponha x € () ) AMou,...,Bjn,...,1), isto ¢, dado k € N, conside-
k>1 jeN
n;eN
o, P €Q
k(K k. k K
remos x € A*(ogqy ..., By - -y ).

Como n¥+- . -+n}<k = d, a menos de uma subsequéncia, podemos assumir n¥ constante
igual a ny, para todo k € N.
Considerando a sequéncia limitada (jy)ren, @ menos de uma subsequéncia podemos

obter jy constante, isto é, j, = j para um k suficientemente grande. Assim,
K[k k.
x € A¥(ogye oy By ooy my).

Considere entdo o subsespaco EF(x) = Ge(a¥) N HL(BY), tal que dimEF(x) = n; e
ny +---+mn; =d, para todo 1 <1 <j. Observe que a notagao pelo simbolo k serve para
mostrar a dependéncia do mesmo, de modo que (oc}< — [51‘) < 1/k.

Dadas as sequéncias (o)yer € (BF)en, note que ambas sao mondtonas e limitadas,
logo convergem. Mais ainda, como p¥—aF < 1/k, as sequéncias possiem o mesmo limite,
digamos A, isto é oclf — A e [Sf — Aq, quando k — +00.

Além disso, repare que
Gulaf™) € Gulad) e H(BE) C HU(BY),
logo
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BT = Gulad™) M HL(BE) C Gilod) NHL(BE) = EE.

Dado € > 0, tomemos v € G, () \ {0}. Pelo fato de «f — Ay, temos

1
hmsup—log IT n()v]| € —of < —Ai + ¢y

n—-+oo
isto é
K - 1
Ai—e > o > —limsup —log || T_n (x)v||
n—+oo M
1
= liminf —log||T-n(x}v|

1
= liminf —log || Ta(x)v]| .
n—-—oo n
Por outro lado, se considerarmos v € H,(B¥) \ {0} e como BF¥ — A;, temos

1
lim sup —1og ITa()v]| < BF <A +e.

n——oo

Como € > 0 é arbitrario, de (2.5) e (2.6) obtemos

1 1
limsup —log [[Ta(x)v]| < A < liminf ~log [Tu(x)v]l,

n——oo
isto é,

1
lim —log||T.(x)v|| = A,

n—-—oo n

para todo v € E¥(x) = G, (o) N Hy(BY) ndo-nulo, com 1 <1 <j.

+00

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Pelas circunstancias, temos que E; = () EF e relembrando que dim EF = ny, conclufmos

k=1
que dim E; = ny, para todo 1 <1 <j.

Assim, dado € > 0 e v € Ei(x) \ {0}, definimos as seguintes funcoes:

Ae(x) = ~Sup Ae (X,\))
veE; (x)\{0}

veE; (x)\{0}
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com
Adx,v) = sup { T (v expn(ac+ e)) ] ' |

nenN

Celxyv) = inf {|[T n(x)v] exp(n(—Ai +€)) [v] '}

Poderemos ver mais a frente que A.(x) e C.(x) estao bem definidas e sdo mensuraveis.

)
Mais ainda, as funcoes log(A. o f) —log A, e log(C. o f) —log C. sdo p-integraveis. Assim,

pelo Lema 1.6, teremos que

1 . 1 .
lim —logAc.of "(x) = lim —logC.of(x)=0 (2.8)
n—soon n—d=4oo N
(veja a Afirmacgao 7 da 3* Etapa da se¢ao 2.2.3). Assim sendo, repare que

V]| = | Ton(f () Tu ()|
= | T (F () T ()] exp(—n (A + €)) exp(n(Ai + €)) | T V]| [ Ta V]|
< AfY(x)) exp(—n(Ai + €)) | Ta(x)V]|.

para todo v € Ei(x) \ {0}. Aplicando a funcéo log e dividindo por n na desigualdade

acima, obtemos que
1 1 < 1
—log|[v]| < —log Ac(f"(x)) — (Ai + €) + —log [[Ta(x)v]
n n n
isto é,
1 1 < 1
—log |Iv[| > —log A(f"(x)) + (Ai + €) + —log || Tu(x)v|,
-n -n -n

para todo n € N.

Por (2.8), chegamos ao seguinte resultado:

1 1
hm1+nf—log||T x| <—(A+e)& —hmsup—logHT Wl > —(A+¢€)
n— n—+oo N
1
& lim sup - log [Ta(x)v]| < A+ €. (2.9)
n—-+oo
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Por outro lado,

[T (F (X)) T (x)v]]
= T (F ) T (V]| exp(n(—Ai + €)) exp(—n(=A; + €)) [T (V] [ Tn(x)v]
> Ce(f ™ (x)) exp(—n(=Ai + €)) | Ton(x)V] .

Aplicando a funcao log e dividindo por —n a desigualdade acima, temos
1 1 - 1
—log|v]| £ —log C(f ™M(x)) + (—Ai+€) + —log || T_n(x)Vv] ,
—n -n —n
para todo n € N. Assim, novamente por (2.8), concluimos que

1
liminf —log || Ta(x)Vv]| > A — €. (2.10)

n—-+oon

Como € > 0 é arbitrario, de (2.9) e (2.10) que
] _ 1
liminf — log || To(x)v|| > A; > lim sup — log || T, (x)v]|,
n—-+oo n—s oo T

implicando em

n—-+oo

1
lim _ —log | Ta(v] = Ae (2.11)

para todo v € Ei(x) \ {0}, com 1 <1i <.

Por (2.7) e (2.11), podemos concluir o seguinte resultado:

1
lim —log||Ta(xJv| = A,

n—soo N

para todo v € Ei(x) \ {0}, com 1 <1i <.
Pela Afirmacio 1, os subespacos préprios Ei(x) sao disjuntos dois a dois. Além disso,
temos que dim Ei(x) = ni, com ny + - -+ + ny = d. Assim, pela construg¢do dos niimeros

reais Ai, temos que Ay < --- < Aj e o fibrado F, admite uma decomposicao tal que

Fx = Ei(X) b.--P E](X)

Em outras palavras, temos por definicao que x é ponto regular, isto é, x € A. Isto

conclui a Afirmacgao 3 e pela Afirmacgao 2, segue que A é mensuravel.
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2.2.3 Demonstracao do Lema 2.10

Faremos aqui, a demonstracao do Lema 2.10 em trés etapas. No primeiro momento,
mostraremos que G é um subfibrado mensuravel T-invariante de F. Em seguida, teremos
para p-q.t.p x € X que dim G, > 0 e por fim, provaremos a existéncia do limite citado no
enunciado do lema.

Previamente, vamos provar que G, é um subespacgo de F,, para todo x € X.

e Dados u, v € G,, temos

1 1
lim sup — log | T (x)(u + V)| = limsup — log T ()u+ T (x)v|

n—+oo M n—s-+oo

1
< lim sup —log [T (|| + [ Ton(x)v]])

n—+oo M

1
< limsup —log (Zmax {[| T ()ul[, [ T-n()v][})

n—+oo N

1 1
= limsup — log 2 + lim sup —log (max {|| T-nO)u|l, [ T-n(x)v[|})

n—s-+oo T n—s-+oo T

< —Ar.

Desta forma, u+v € G,.

e Seja o € R, entao

1 1
limsup — log || T_n(x)(av) || = lim sup - log (Jod] | T-n(x)(V)|])
n—-+oo

n—s-+oo T

1 1
= lim sup — log |« —|—hmsup—lOg||T (x)v]|

n—-+oo N n—s-—+oo

< —A;.
Desta forma, aov € G,. Isso conclui que G, é subespaco de F,.
1% Etapa: G é um subfibrado mensuravel T-invariante de F.

Dado x € X, mostremos que T(x)(Gy) = Gyg). Para tal, seja v € Gy nao-nulo e

notemos que

1 1
hmsup—log | T-n(f(x)) o T(x)v| = lim sup — 1ogHT (n—1 (x)vH

n—+oo M n—-+oo TN

1 —1
= lim sup ( ) (n ) log [|[ T 1 (x)v|
n—-+oo \ M — 1 n

< lim sup 1 ] log HTf(nA)(X)vH

n—+oo M —
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< —Aq.

Isto mostra que T(x)v € Gy, para v € Gy \ {0}, isto é, T(x)(Gx) C Gyy. De maneira
anéloga, temos que Gyry C T(x)(Gy), garantindo que T(x)(Gyx) = Gy). Observe que
como T é um isomorfismo, podemos concluir que dim T(x)(Gy) = dim Gy

Mostremos a seguir que G, ¢ um subfibrado mensuravel. Para tal, seja k € N, defini-

mos
K . | 1
Gy = qv € Fy; limsup Elog [T nOv]| < —A1+ 1 ¢
n—s+oo

Da mesma forma que G, é um subespaco vetorial de F,, G]; também é. Note que
+00
ﬂ GF = G,, isto é, existe ko € N tal que G* = G,, para todo k > ko, pelo fato de F ser

um espaco de dimensao finita. Considere entao

Xy = {x € X; G¥ =G,},

+00

observando que X = U Xk.
k=1

Afirmacao 1: X, é mensuravel, para todo k.
Considere as fungoes

1
A1 X — R, com Ay(x) = limsup — log || T.(x) ||

n—-+oo N

1
¢:F— R, com d(x,Vv) —hmsup—log [T n(x)v].

n—-+oo

Pelo fato das sequéncias ((1/n)log || Tn(x)|)yen € ((1/M)log [ Ton(x)V||) hep serem limita-
das e compostas de fungoes mensuraveis, temos que Ay e ¢ sao fungdes mensuraveis.

Considere a projecao 7: F — X e suponha que x ¢ Xy, isto é, G¥ # G,. Entdo existe
v € GF com v ¢ G,. Isto é,

1 1 1
—A(x) < limsup — log || T_n(x)v]| < —A1(x) + o & M) < Px,v) < —A(x) + o
n—+oo M
1
& 0< dlx,v) + A om(x,v) < —

(_\‘

& (V) € (& +Aom)'((0,k])
& mlx,v) =x e n(dp+Aom) ((0,k
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Assim podemos concluir que Xg = X —7t(p +A; o) ' ((0,k]). A fortiori, Xy é mensuravel
para todo k, pelo fato de 7, ¢ e Ay serem mensuraveis.

Fixemos k € N. Dados x € X, e m > 1, consideremos

GE(m) = {v € F | Ton(x)v]| < mexp(—n(A — 1)) |[v]|, para todon € N }.

Afirmacio 2: GF = U G¥(m

m>1

Dado v € U GX(m), existe mo > 1 tal que v € G¥(my). Pela maneira que definimos
m>1
G¥(my), temos

[T n(x)v]] < mgexp(—n(Ay — ) |Iv]] -

Assim, concluimos

1 1 1 1 1
——log | T (x)v|| > —=(log(my) + log ||v]]) + A1 — = & liminf —— log || T . (x)v|| > Ay — —
n n k n—too n k

1 1
—hmlnf——log ITon V|| < —A + —

n—s+oo0 k

1 1
& limsup — log || T (x)v|| < —Ay + =,

n—-+oo N k

e portanto v € GX.

Seja w um vetor nao-nulo em GX entdo w/ |[w|| € GX. Assim

lim sup —log HT,n Tl H <=M+ l»

n—-+oo N k
entao existe ny € N tal que para todo n > ng
1 " 1 1 1
—log | T () ]| = = log [T ()] — —log [lw]l < —A1 + . (2.12)
n n n k

Lembrando que T possui norma limitada, podemos escolher my > 1, tal que

1 1 1 1
—log | T n(x)w| — =log ||w] < =logm; — Ay + —, (2.13)
n n n k
paran =1,...,n9— 1. Das equagoes (2.12) e (2.13), concluimos que para todon € N
T (W] < my exp(—n(A; — ) [w]l.
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Assim v € G¥(my) C U GX¥(m). Portanto, temos G* = U GX(m).

m>1 m>1

Definimos agora

b= {x € Xy, GF = Glf(m)} = {x € Xi; G¥(m) = G¥(1m) para todo m > n} .

Afirmacao 3: Xy C U Xy, para todo k € N. Além disso, X' é mensurivel
m>1
para cada m > 1.

Considere a sequéncia de funcoes (yi)xen tal que vi: ' (Xy) — R, tal que

Vi, v) = [T ()] exp(n(h — 1)) v .
Caso x ¢ X{', entao existe v € F, e m > m tal que

m < Yk(xav) S m = Yk(xav) € (TTI, TNn]
=

(x,v) € v, ' ((m, ™))

& m(x,v) =x € moy, ' ((m,h])

+00

para todo m > m. Desta forma XJ' = X\ [ mo v ((m,™]) e como m foi escolhido
m=m

arbitrariamente, temos que X' é mensuravel, para todo m > 1.

Agora, seja x € Xy e suponhamos que dim G¥ = d > 0. Considere {vi,...,v4} uma
base ortogonal do subespaco Gt. Como Glf = U Gt(m), existem my,...,mg > 1 tais
m>1

que vj € Glf(mj), para 1 <j <d.

k
X

d
Assim, dado v € G, seja &q,...,0q € R tais que v = Z oGV € G¥. Considerando

j=1
M = max{my,...,mq}, paran > 1 temos:

d
=1

d d
< D logHITalvill < ) lagimyexp(—n(A — 1))
j=1 =1

T (vl =

d
<> lgMexp(—n(h — 1)

j=1
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onde |||, é a norma de v com respeito a base {vi,...,vq} e f > 0 a constante da equi-
valéncia de normas em espacos de dimensio finita. Desta forma, temos que v € G¥(BM)
o que implica G¥ ¢ G¥(BM) e portanto x € XEM.

Afirmacgdo 4: G, varia semicontinuamente inferior restrito a cada X{.

Lembrando que para cada x € XJ, temos que G¥ = G¥(m) e considerando um k
suficientemente grande, vale G, = G¥ = G¥(m).

Considere (x;)ieny uma sequéncia de Xi* tal que x; — x, com x € XJ'. Agora, considere
a sequéncia de vetores (vi)ieny com vi — v, com v; € Gy, e v € Fy.

Fixando n € N, como v; € Gy, para todo 1 € N e x; € X', temos
ITon(x)wil] < mexp(—n(Ay — 1)) vl -
Assim, fazendo 1 — 400, temos
IT (V]| < mexp(—=n(Ar =) [v]].

Como n foi fixado arbitrariamente, temos que v € G¥(m), ou seja, v € G¥ desde que
x € Xi'. Portanto G, varia semicontinuamente inferior quando restrito a X}

Definimos agora o seguinte conjunto
Xy () ={x e X{ dim Gy > j}.

Uma consequéncia direta da Afirmagao 4 é que os conjuntos X;'(j) sao fechados
em X}'. Mais ainda, podemos observar que G, varia continuamente quando restrito a
XPG)\XP(G + 1), pois de fato a dimensao de G, neste conjunto é constante.

Assim, podemos concluir que Xi' = X7 (§)\X{' (j+1) forma uma parti¢ao mensuravel de

v, e como (Xy)rer € uma cobertura mensuravel de X (Afirmacao 1) e, (X{")men é uma
cobertura mensurével de Xy (Afirmacao 3), temos assim que (X{'(3) \ X{'(5 + 1) )j,m ken
é uma cobertura mensuravel de X.

Definindo
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/Tj:{xeX; dim G, =j},

temos que /T] = XP(G)\ X5 + 1), e portanto é um conjunto mensuravel. Mais ainda,
usando o fato que G, varia continuamente em X7'(j) \ X{'(j + 1), temos que G, varia
mensuravelmente em /T]

Até aqui, mostramos que G é um subfibrado mensuravel T-invariante de F. No entanto,
o mesmo ainda poderia ser o subfibrado trivial nulo. O que mostraremos a seguir é que

G, de fato, tem dimensao positiva.
2% Etapa: dim G, > 0, para pu-g-t.p. x € X

Fixemos inicialmente k € N. Assim, para m > 1 definimos os conjuntos

w={x eX; existe ve F,\ {0} tal que || T_n(x)v[| < exp(—n(A; — 1)) [[v[|, 1 <n <m}

Yo=Y~

m>1
Afirmacao 5: O conjunto Yy possui medida positiva.

Note que Y} D Y2 D Y] O ..., desta forma se existe & > 0 tal que u(Y{*) > & para
todo m > 1, entao teremos que w(Yy) > d.
Assim sendo, fixemos m € N. Garantiremos a existéncia de &6 > 0 usando o classico

lema de Pliss, o qual enunciaremos abaixo.

Lema 2.12. [Pliss/ Dado A € R, € > 0 ¢ A > 0, existe 8 = 8(A,e,A) > 0 tal que para
N-1

todo ag,...,an_1 € R com Zai < NA elail <A, para 0 <1 < N —1, entao existe

i=0
L>NdeO<ny <---<ny <N =1 tal que

ny—1
Z ai < (ny—n)(A+e)

para todo 0 <n<mnjel <j<L

Demonstracao: Ver [2], pagina 365.

Consideremos A = —A1 +1/2k, e =1/2k >0e A =log HT*1 H no lema de Pliss, e seja
0 > 0 dado pelo lema.

Sabemos que A(T,x) = A(T), para p-q.t.p. x em X. Assim, seja x € X tal que
A (T,x) = A¢(T). Pela definicao de Aq(T,x), dado e =1/2k > 0, existe N € N arbitraria-

mente grande tal que
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1 1

entao
ITn() || = exp(N(A — 50)).

Por definicao de norma, existe v € F, \ {0} tal que

x)Hj—HH > exp(N(A) — %))

E assim,
[Tn()v]| > exp(N(A —€)) [v]) - (2.14)

Agora tomemos a; = 1o,g;HT’1(fi+1 (x))H (Tirr ()V/ | Tir (X)), com 0 <1 < N —1.

Uma vez que

~ T R _
s < log [T (1) LML 116841 () | < hog 7
[Ter (|
temos
T a=Y o O Zl T T
0] o
o [T GOV g [Ter (V]
N—1
v v T(x)v Taov
=Y log||-=———| = log | =——|| +lo 4 +lo
— ||||T1+1 v||| gHT(X)vH | Tew g|TN(><)v
= log [[v]| — log [ T(x)V]| + log [IT(x)v]| — log [ITo(x)v]| + - - - + log [ T 1 (x)v]| — log [ Tu(x)v]
o o] ~ 1oz [T = tog | .

Portanto, pela equacao (2.14), temos

v
< —N(A — o
| ] < ewtnm- ),
o que implica
lo —N(A L ) = N(—A; + ] —).
Z ay = log ) 1 7 1 %
Portanto, pelo Lema 2.12, existem ng,...,npcom 0 <n; <--- <ny < N —1 tais que
njfl
T, 1
Y ai=log SOLN [ (n; —n) (—7\1 n —) (2.15)
2 =% o] ‘




para todo 0 <n <nj el <j <Ll Agora, observe que

Ta(x)v = T, (F9(x)) © Ty (3)v. (2.16)
Substituindo (2.15) em (2.16) e tomando w; = T, (x)v/ HT“J' (x)||, obtemos
njf1 .
' a(x)v _ Ty (fY(x)) 0 Ty (x)v _q . .
R 11 I I T~ R I K

1
<(ny—n) (—7\1 + E) . (2.17)
para todo 0 <n < mnyel <j <Ll Da tltima designaldade da equagao (2.17), segue que
para 1 <j <1, temos

[Tty (9 0wy | < exp(—(n; —m) (A — 1), para todo 0 < n < m;,

isto ¢, f9(x) € Y.

Agora, observe que se n; > m, entdo Yy' C Y{". Pelo Lema 2.12, sabemos que 1 > N&.
Também, escolhemos N € N arbitrariamente grande tal que N§ > m. Assim, com certeza
n; > mparatodol —m+1 <j <L

Desta forma, podemos concluir que f(x) € Y, para todol—m+1 <j <1, o que
implica que

#{0<i<N; fi(x) eV} >1—m. (2.18)
Como x foi tomado arbitrariamente u-q.t.p., podemos assumir pelo Teorema 1.4 que o

limite

1 .
V) = lim —#{0<i<n; fi(x) e J'}.

n—-+oo n

existe. Por outro lado, como N pode ser tomado arbitrariamente grande, temos em

particular que
m : | : i m
T(X,Yk):NLHiooN# {0<i<N; fi(x) eV}, (2.19)
Usando a equagao (2.18) e o fato que N < 1, temos

o
N—1>Hioo N

#{0<1<N; fi(x)EY;“}Zth l(l—m)z lim l(Né—m):&

—+o0 N—=0o0 N

Desta forma, mostramos que T(x, Yy') > 0, para p-q.t.p. x € X. Como p é ergddica,
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temos O < T(x,Yy') = w(Yy") e como m foi escolhido arbitrariamente, temos que

m>1

(Vi) zu(ﬂ YIT) > 8.

Afirmacgdo 6: Dado x € Yy, dim G* >0

Lembrando o fato que G, é T-invariante, temos que Glf também serd, para todo k € N.
Isto é, se dim GF¥ > 0, entdao dim Glfn(x) > 0, para todo n € N.
Assim, dado x € Yy, existe (vin)men de Fy uma sequéncia limitada de vetores nao-nulos

tais que |[vm|| =1 ¢
IT () vm| < exp(—n(A1 — 1)) [[Vm]], para 1 <n < m.

Assim, fixando n € N, tomemos (Vi Jjen a subsequéncia de (vin)m tal que v, — v
com |[v| = 1 (pois a sequéncia de vetores esta compreendida uma esfera, assim como
o limite da subsequéncia convergente, pela compacidade), entao existe jo € N tal que

m; > n, para todo j > jo. Para as escolhas dos v, por continuidade temos que

IT_n (]| < exp(—n(A — 1) vl (2.20)

quando j — +o00.
Como n foi fixado arbitrariamente, a desigualdade (2.20) vale para todo n € N. Em
vista disto, v € G¥(1) ¢ GX.

Definimos agora

Y= |J (V).
nez
Por construcao, note que Yy é invariante por f e u(Yy) > w(Yy) > 6. Como p é
ergbdica, segue da Proposicao 1.8 que u(Yy) = 1, para todo k € N. Isto &, conclufmos
que dim G* > 0 para p-q.t.p. x € X.
Pelas afirmacgoes, mostraremos agora que dim G, > 0, para p-q.t.p. x € X.

Definindo Y = ﬂ Y e como u(Yy) = 1, para todo k € N, segue que pu(Y) = 1.
k=1
Seja x € Y, temos que existe k € N tal que Gy = G¥, para todo k > k. Como

dim G¥ > 0, segue que dim G, > 0, para p-q.t.p. x € X.

1
3% Etapa: lim —log||T,(x)v|| =X, para p-q.t.p. e todo v € G,.
n—soon
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Utilizando a definicao da funcao A(T), dado € > 0 temos que existe ny € N tal que

1
—log | Tu(x)| < A1 + ¢
n

para todo n > ngy. Assim,
I Ta (V]| exp(—n(Ar +€)) [v] ' <1

para todo v € F, \ {0} (em particular para v € G, \ {0}) e n > n,.
Logo, para p-q.t.p. x € X, temos que a fungao

A<l v) = sup { [TVl exp(—n(n +€)) V] '}
ne
estd bem definida e é mensuravel. Em particular

Ac(x) = sup Ac(x, ).

veGy

também estd bem definida. Dado « € R, note que A(x,v) = Ac(x, av). Agora, usando
a definicao de G,, temos para p-q.t.p. x € X que a funcao

Cel,v) = sup { [ Ta (V] expl—n(=As +€)) V] '}
neN

estd bem definida e é mensurdvel. Assim como antes, definimos

Ce(x) = sup CG(X,\)).
veGy

1
Afirmacao 7: lirril llog Acof ™x)= lim —logC.of*(x)=0.

n—sfoon n—dtoon

Vamos mostrar que lirril —log C. o f*(x) = 0, pois o outro limite é demonstrado de
n—4oon

maneira anéloga.

Sem perda de generalidade, podemos supor que C.(x) > 1. Agora, dado n € N, temos

1T (V] exp(—(n + D(A(T) + €)) v]
— | Tal(F O TV exp(—n (A (T) + €)) exp(—(M(T) + €)) v IITev] [TV
= Co(f(x), TOV) exp(—(M(T) + €)) v " TV -
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Como a igualdade acima vale para todon € N, vale em particular para o supremo. Assim,
Celx,v) = C(f(x), T(x)v) exp(—(A(T) + €)) ||v||71 [ T(x)v] . (2.21)

Como T possui norma limitada, seja &, p > 0 tais que & < |T(x)v|| / ||[v| < B. Desta

forma,

ITOIv]| 5

exp(—(A1 + €))& < exp(—(A\ + ¢€)) v <exp(—(A1 +€))B.

Tomando & = exp(—(A1 + €))& e p = exp(—(A; + €))P, temos portanto
aCe(f(x), T(x)v) < Ce(£(x), TIV) exp(—(M(T) +€)) [ [[TxIv]| < Celf(x), T(x)V)B.
Ou seja, da equagao (2.21), obtemos

aCe(f(x), T(x)v) < Celx,v) < Celf(x), T(x)V)PB. (2.22)

Como

Ce(f(x)) = sup Ce(f(x), T(x)v),

veEGy

na hipotese de T ser isomorfismo, a equagao (2.22) vale para todo v € G, \ {0}, em

particular, para o supremo. Assim

o que implica

Aplicando a funcao log na expressao acima, é facil de ver que a funcao log(C. of) —log C.

¢ limitada, em particular, integravel. Pelo Lema 1.6, segue que

. 1 n
nlrrim - log Cc o f(x) =0, (2.23)
para u-q.t.p. x € X.
1
Afirmacgao 8: limsup Elog [Ta(x)v|| < Aq, para p-q.t.p. x € X e v € G,.
n—=oo

Note que
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1
lim sup - log || Th(x)v]| <N

n—-+oo

sai direto da definicao da fungao Aq, pois

1 1 1
—log ||Th(x)v]| < —log || Th(x)|| + —log||v| , para todo n € N.
n n n

Vejamos o lim sup, quando n — —oo0.
Dado € > 0, para p-q.t.p. x € X tome v € G, \ {0} e n € N. Entéao,

V]| = I Ta(F T (x) T (X))
= | Ta(F ")) Tn ()] exp(—n(Ar + €)) exp(n(Ar + €)) | T-n ()] || Ton (x)v]|
< A(F(x)) exp(n(A + €)) [[Tn(x)v] .

Aplicando a funcao log e dividindo por n a designaldade acima, temos
1 1 n 1
—log||v|]| £ =log A (f (x)) + (A1 +€) + —log | T n(x)v], (2.24)
n n n

para todo n € N. Assim, pela Afirmacao 7, concluimos que

1 1
}321%;10% [Ton(x)v]] > —(A1 + €) & limsup ——log [Tn(x)v <A +e

n—s+o00

1
& limsup — log [Tax)v|| <A + €

n——oo

e como € foi escolhido de forma arbitraria, segue a afirmacao.
1
Afirmacao 9: liminf —log | Th(x)v]| > Ay, para p-q.t.p. x € X e v € G,.
n—soo N

Fica plausivel a afirmacao acima para lim inf quando n — —oo0.

Dado v € G, temos por definicao que
) 1
limsup —log | T_n(x)v| < —Ay.
n—+oo T
Assim,
1 o 1
—limsup — log (T (x)v] = liminf ——log || T . (x)v| > A
n—+oo n—+oo M
e portanto

1
lim inf Elog [ Ta(x)v]| > Ay (2.25)
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Para o outro caso, seja € > 0 e para u-q.t.p. x € X tome v € G, \{0} e n € N. Entao,

V]| = [[Ton(f*(x) T (x)V]]
= | T (")) Ta )V exp(—n(—As 4 €)) exp(n(—Ar + €)) [T V] | Ta ()]
< Ce(f™(x)) exp(n(—A1 + €)) [[Ta(x)V] .

Aplicando a funcao log e dividindo por n a designaldade acima, temos
1 1 " 1
—log |[v[| < —log Cc(f*(x)) — (A1 — €) + — log [ T (x)v]| (2.26)
n n n

para todo n € N. Assim, novamente pela Afirmacao 7, concluimos que

1
liminf —log || To(x)v|| > A1 — €

n—+oon

e como € foi escolhido de forma arbitraria, segue a afirmacao.
Desta forma, a terceira e tltima etapa esta concluida pelas Afirmacao 7, 8 ¢ 9,

encerrando a demonstracao do Lema 2.10. W

2.2.4 Demonstracao do Lema 2.11

Consideremos inicialmente,
= {A Gt — G A, Gf — G, é uma aplicagao linear, para cada x € X }

Neste espaco de fungoes, consideremos o operador
$:L— 2 tal que p(A) =T oAO?,

isto é, para cada x € X, temos

Seja a aplicagao
P=(Tlgt —T): Gt — G, com P(x)v = T(x)v—T(x)v,

notemos que para v € Gi, temos P(x)v € Gy e, pela invaridncia de G por T, segue que

B = —T ' oP pertence & X. Por fim, consideremos a sequéncia de funcoes {d™(B) e
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+o00
Afirmacao 1: Z ¢™(B) converge para uma funcio em L p-q.t.p. .

n=0

Para tal afirmacao, se mostrarmos que existe uma funcao C : X — R mensuravel e
A < 0 tal que

[$™(B)(x)]| < C(x) exp(nA),

paratodomn > 0e p-q.t.p. x € X, pelo critério da comparacao, a afirmacao estard provada.

Note que a série Z C(x) exp(nA) é convergente, pois A < 0.

n=0

Dado € > 0, defina

Ac(x) = sup { [ Tu00) [ exp(—niAn(T) +€)) }

nenN

Co(x) = sup { (T 6 )n(x)] exp(—n(n(T'l6) + €)) }

nenN

Utilizando os mesmo argumentos das fungdes A, e C. (dadas na demonstracao da 3%
etapa do Lema 2.10) também estao bem definidas. Mais ainda, pelo mesmo procedimento

da Afirmacao 7 do Lema 2.10, temos para p-q.t.p. x € X que

1 1 ~
lim —log(C.of*(x)) = lim —log(A.of"(x))=0.

n—soon n—soon
Notemos também que [|B(x)|| é mensurdvel, com |/logB o f|| — |[log B|| é integravel.

Pelo Lema 1.6, teremos também que

1
lim _~log(|[B o £"(x)])) =

n—sz+oo

Para cada n € N, temos ¢™(B)(x) = (T g )n(f*(x)) 0 B(f*(x)) o Ta(x) e, munido de

todas estas afirmacoes acima, teremos que

(6™ (B = ||(T ) (£"(x)) 0 B{f*(x)) o Tu(x)|
< || ‘|G ()| IB(F (x || HT (x|
< C.(f ||B (" (x))]| Ae(x) exp(n(A + 2¢)). (2.27)
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Agora, como M(T'g) + M(T) < 0 por hipétese, podemos tomar € > 0 tal que
A=M(T"g) +M(T) 4+ e < 0. Da mesma, por escolha de Ce(f*(x e ||B(f"(x))]|, temos

que a funcao
C(x) = sup C(f(x)) [|B(F(x))|| Ac(
neN
estd bem definida. Por (2.27), temos

[d™(B)(x)|| < C(x) exp(nA), para todo n € N e p-q.t.p. x € X,

o que conclui portanto a afirmacao.

+00
Tomando A = Z ¢$™(B), observe que

n=0
A—$p(A)=> ¢"(B)—> ¢™'(B)=B
n=0 n=0

Assim, temos que —T ' o P = A — $(A).

Definimos
H= graf A={ve G5 v+Av }.
Claramente H C F é um subfibrado mensuravel com dim H, = dim G, para todo x € X.
Afirmacgao 2: H é um subfibrado T-invariante de F.

Seja v € GT, entéo

Tx)(v+Av) =T(x)v+ T(x)(A(x)v)
= T(x)v + P(x)v + T(x)(A(x)v)
= T(x)v + P(x)v + T (A(X)V) + AF)NT(x)v — A(F(x) T(x)v
= T(x)v + A(f(x))T(x)v — T(x)(D(A) (x)v) + T(x)(A(x)v) + P(x)v
= T(x)v+ A(f(x))T(x)v + T(x)(A(x)v — p(A) (x)v) + P(x)v
= T(x)v + A(f(x))T(x)v + T(x)(B(x)v) 4+ P(x)v
=T(x)v +A(f(x))T(x)v — P(x)v + P(x)v
= T(x)v + A(f(x))T(x)v,



com ?(x)v + A(f(x)ﬁ(x)v € Hyyy), concluindo assim o fato que H é um subfibrado men-
suravel e T-invariante de F.

Terminaremos a prova do Lema 2.11 pela afirmagao seguinte, lembrando que A; (T) <
M(T ) e que =M (T) = M (T ') (veja a Afirmacgao 2 do Teorema 2.7).

Afirmacao 3: A(Tly) =AM (T).
Para tal, definimos

S:Gt — H, com S(x)v=v+ A, ve G
Observe que para todo v € G+, temos

(ToSv=Tv+Av)=Tw+ToAv=Tv+AoTv=_SoTw.
Em particular,
(ThLoS)(x)v=So Tn(x)v, para todo v € G*.

Assim como a funcao B, S também é mensuravel e

1
lim  —log [[(S(F(x))]| =0.

n—soon

Assim, temos

) 1
A(Tly) = limsup 0 log || (Tha)n(x) ]|

n—s+oo

= lim sup — 1 log||S (™ () || HT )H Hsf1 (X)H
n—-+oo

< lim sup 1—log (IS () || HT )H + Hsf1 (X)H
n—-+oo N

= lim sup — ! 1ogHT H

n—s-+oo T

=\ (T). (2.28)
Utilizando a funcao S7', teremos que

A(T) —hmsup—logHT H

n—s-+oo Tl

= hmsup—log H T|H)(X)S(X)H

n—+oo N
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< limsup 1 log(H(S’1)(fn(x))H + [ (T O || + SO

n—s+oo TL

‘ 1
= limsup o log [[(TlH)n(x)]]

n—-+oo

= M(Th). (2.29)
Desta forma, por (2.28) e (2.29), respectivamente, temos que

M(T) > A(Tha) e A(T) <A (Th), implicando que A1(T) = A(Tly). W
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CAPITULO 3

A DESIGUALDADE DE RUELLE

Neste capitulo, vamos trabalhar um resultado bésico da teoria ergddica, a designal-
dade de Ruelle. Mais precisamente iremos relacionar a entropia com os expoentes de
Lyapunov. Tal resultado foi publicado por David Ruelle, no boletim da Sociedade Bra-
sileira de Matematica, em 1978, e tem o objetivo de relacionar o calculo da entropia de
um sistema (f, 1) invariante de classe C' com os expoentes de Lyapunov positivos (dados

pelo teorema de Oseledets) de uma variedade compacta C*.

Definicao 3.1. Se f ¢ um difeomorfismo de uma variedade compacta X sem bordo e A o

conjunto de seus pontos requlares, definimos a funciox : X — R por:

x(x)= Y Nlx)dimEi(x).
AL(x)>0

Para o caso onde os expoentes de Lyapunov em x sao negativos, definimos por x(x) =
0. Quando n € ergddica, temos que os expoentes de Lyapunov sdo constantes em quase

todo ponto de X, assim como a dimensao dos autoespacos destes.
Observacao: Para facilitar a notacao, tomaremos x;(x) = Ai(x) dim E;(x).

Teorema 3.2. [Desigualdade de Ruelle] Seja f um difeomorfismo de classe C' e X uma
variedade Riemaniana compacta e W ergodica. Entao
hu(f) < ) AidimEi.
A0
Demonstracdo: Para nao complicarmos a notag¢do e conseguirmos exprimir uma boa

ideia da demonstracao da desigualdade de Ruelle, vamos assumir que

hu(f) = sup hu(f> Pe)>

e>0
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onde P, sao as parti¢oes de X formada por cubos com lados menores que € > 0.
Este fato pode ser verificado usando de triangulacoes e propriedades de entropia de
particoes.

Temos que existem constantes K, & e 3 tais que, para todo A € P, vale

diam A < Ke

ae? < Vol A < [Sed.

Consideremos a seguinte afirmacao que fard uma relagao com o isomorfismo Df com

a particao Pe..

Afirmacao 1: Sejam B € P, ||Df|| = sup{||D.f||} ¢ N € N suficientemente grande,
xeX

tais que:
(a) Caso |Df|| <1, existe uma constante C > 0 tal que

HA € P;; fN(B)NA # 0} < C.

(b) Caso ||Df|| > 1, existe uma constante C’ > 0, tal que

JHA € P, fN(B)NA #) < C'||DFN,

Pela definicao de P, e considerando N € N suficientemente grande, temos que existe

uma Ke-vizinhanca de fN(B), ij: (B), tal que se fN (B)NA # 0, com A € P, entao A esté
. fN(B)

contido em Vi .

Pelo fato de f ser um difeomorfismo de classe C', pela desigualdade do Valor Médio

temos que
diam (f*(B)) < K ||[Df|" diam B, (3.1)

para todon € N, onde K é uma constante que depende apenas de X. Assim, em particular,

N
podemos concluir que se x, y € Vlze (B), temos

d(x,y) < 2Ke + diam fN(B) < 2Ke + Ke(K [|Df||™)
< Ke(2+K|Df|M),
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isto é,
diam V&P < Ke(2 + K |DFM).
Observe que existe 1 > 0 dependendo apenas de X tal que
Vol D < (1 diam D)4, (3.2)
para todo conjunto D C X mensuravel. A fortiori,

HAEPGAN N(B) #Mae’< Y Vol A

AEP:; ANEN(B)£D
N
< Vol (v{e (‘3))
d
N
< (1 diam Vlze (B)>

< (IKe(2+ K Df|™)
Portanto,

1 - d
JHA € P AN fN(B) #£ ) < - (1K (2 +K[DF¥))" (3.3)

Para o caso em que ||Df|| <1, segue de (3.3) que

APy By A £ ) < BRI (3.4

concluindo assim o item (a) da Afirmagdo 1, se tomarmos C = (21K + IKK)?/«.
Caso ||[Df| > 1, existe N(f) = ([In(2)/In||Df||] +1) € N tal que |[Df|~ > 2, para
todo N > N(f) e

2K DM
HA € P fNBINA £} < W»

sendo [In(2)/In||Df||] a parte inteira de In(2)/In || Df|.
Tomando C’ = (2K)*/«, concluimos o item (b) da Afirmacio 1.

Se considerarmos a invariancia de p por f (e pelo fato de f ser invertivel), a parti¢ao P,
de X e H,(Pclmp)) a entropia de P. com respeito a medida condicional da n-ésima imagem

de B € P, utilizando o Lema 1.32 e a Proposicao 1.20, obtemos o seguinte resultado:
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h,(f",P.) = lim H, (Pe | \k/f“i(Pe)>
—00 e
< Hy (Pl (Pe))
= Z H (Pelen gy u(f*(B))

BeP.

= > Hu(Pelnp))u(B)

BePe
< Y log(#{A € Ps; ANY(B) # }u(B), (3.5)
BePe
para todo n € N.
Pelo item (a) da Afirmacgao 1 e da desigualdade em (3.5), temos que existe N € N

suficientemente grande tal que

R (Y, P) < ) log(# {A € P; ANFY(B) # 0})u(B)

BePe

No mais, pela Proposicao 1.31, temos

log C
h(f, Pe) < N

Quando fazemos N tender a infinito, teremos que h,(f,P.) = 0. Assim, dado & >0 e
escolhendo €(N) de modo que h,(f) = h,(f,P.) + 8, com N € N suficientemente grande,
teremos que analogamente que h,(f) = 0.

Em vista disto, vamos considerar apenas o caso em que |Df| > 1.

Afirmacao 2: Seja B € P. e, considerando N € N suficientemente grande tal que sua
N-ésima imagem por f contém um ponto x € A, existe uma constante C” > 0 e & > 0

tais que

#{A€P; ANN(B) £ 0} < C" [ exp(N(xi + ).

Xi>0
Antes de mais nada, fixado N € N grande, observemos pelo Lema 2.10 que dado 6 > 0,
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existe 8 > 0e A C A, com p(A) =1— 258 tal que se x € A, temos

[DLfNBvi]| < mexp(N(xi + 8)) vl (3.6)

para todov; € Ei, onde ,X = E;@---@E; é a decomposicao de Oseledets para x € A CA.

Agora, sem perda de generalidade, suponha que x € BN A, com B € P.. Observe que
B C B(x,Ke) e que por escolha de P, temos A C Vie(fN(B(x, Ke))), para todo A € P
tal que A N fY(B) # (. Desta forma,

HAA € Py ANTN(B) #£ 0} ae® < > VoA

AEP:; ANTN(B)AD

< Vol Vi (fN(B(x, Ke))). (3.7)

Escolhendo € > 0 menor, se necessario, podemos assumir que f e DY possuem um

comportamento parecido na vizinhanca, mais precisamente,

Vol Vie (FN(B(x, Ke))) < K’ Vol (f¥(x) + Vie (D<fN(B(0, Ke))))
= K’ Vol Vie(DyfN(B(0,Ke))),

onde B(0,Ke) C T, X.

Considerando a decomposi¢ao T,X = E;@- - -@E; dado pela decomposicao de Oseledets
e como TinggX = DfY(Ey) @ - - - @ DfY(E;), existe uma constante K” > 0 tal que

j
Vol Vi (D(fN(B(0,Ke))) < K" [DufMvi|, (3.8)
i=1

para v; € E;, com |[vi|]| = Ke e {vy,...,v4} a base de T, X.

Como N ¢ suficientemente grande, podemos considerar que

[DfNi| <8,

se Xi < 0. Portanto, por (3.6) e (3.8) temos

Vol Viee (DL fN(B(0,Ke))) < K" [ [ mexp(N(xi + ) [[vill

Xxi>0
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< K'm(Ke)* ] [ exp(N(xi +8)).

Xi>0
Tomando C” = K"m%(Ke)?, temos a Afirmacdo 2 provada.

De (3.5), podemos chegar no seguinte resultado:

(Y, P) < ) log(# {A € P; AnfY(B) #0})u(B)

BeP.
= > log(#{A€P; AnfN(B) £0PuB)+ D log(#{A € P AnFN(B) #0})u(B).
BNA#£D BNA=0
(3.9)
Pela Proposicao 1.31 e pelas Afirmacgoes 1 e 2, concluimos
Nh,(f) — & = h,(fN) — 8
< hu(fY, P.)
< > log(C"[[exp(NGxi +8))u(B)+ Y log(C'|DFM)u(B)
BNA£D xi>0 BNA={
<logC"+N 3 (xi+8) + (log C' + dN log [[Df ) u(X = A),  (3.10)
Xi>0

para algum N € N suficientemente grande.
Pelo Teorema 2.2, podemos concluir que p(X — A) =0 e, pelos resultados em (3.9) e
(3.10), temos

h(f) <8+ ) xi,

Xi>0

quando N — o0o. A demonstracao do Teorema 3.2 se encerra quando fazemos 6 — 0.
[ |
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