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R esu m o

Nesta dissertaçao, vamos estabelecer uma relaçao entre os expoentes de Lyapunov, da­
dos pelo teorema Ergodico Multiplicativo de Oseledets, e a entropia metrica, dada pela 
definição de Komolgorov-Sinai. Para tal utilizaremos como ferramentas o estudo de te­
oria ergódica. Pelo meio, buscamos analisar e demonstrar o teorema multiplicativo de 
Oseledets, tendo em vista caracterizar os expoentes de Lyapunov em uma variedade Ri- 
emmaniana compacta e por fim, apresentaremos a desigualdade de Ruelle, resultado final 
que faz esta relacão entre os expoentes positivos e a entropia metrica de um sistema 
ergodico.

Palavras-chave: Entropia; Teorema Multiplicativo de Oseledets; Expoente de Lyapunov; 
Cociclo Linear; Desigualdade de Ruelle.
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FERNANDES, A. S. A relation between Lyapunov exponents and entropy. 2016. - 66p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

A b stra ct

In this dissertation, we are going to stabilish a relation between Lyapunov exponents, given 
by Oseledets Multiplicative Ergodic Theorem, and metric entropy, owing to the definition 
given by Komolgorov-Sinai. For this, we are going to use as tools the study of ergodic’s 
theory. By the middle, we want to analise and demonstrate the Oseledets multiplicative 
theorem, that categoryzes the Lyapunov’s expoents of a compact Rimmenian manyfold 
and finally, introduce the Ruelle’s inequallity, the final result that stabilished the relation 
between the positive expoents and the metric entropy of a ergodic sistem.

Keywords: Entropy; Oseledets Multiplicative Theorem; Lyapunov exponents; Linear 
Cocyclic; Ruelle’s Inequallity.
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INTRODUÇÃO

Com seus estudos sobre estabilidade de soluções de equações diferenciais em sistemas 
dinâmicos, a parte fundamental do trabalho do matematico russo Aleksandr Mikhailovich 
Lyapunov (1857-1918) foi desenvolver um metodo que estuda o comportamento assintotico 
da contraçao ou expansao de um ponto ao longo de sua orbita. O expoente de Lyapunov 
(caso nao for nulo) visa estabelecer uma previsibilidade deste comportamento assintotico.

Sobre os trabalhos envolvendo leis da termodinamica, a conservacao de energia e entro­
pia, o matematico russo Yakov Sinai, observou que os sistemas conservativos da mecanica 
classica verificam a lei da conservacao da energia e estão ligados a hipótese da ergodici- 
dade. Mais ainda, notou que a divergencia exponencial de orbitas originada em pontos 
proximos esta relacionada a entropia positiva nos sistemas dinamicos. Foi daí então que 
Valery Oseledets, aluno de pos-graduaçao orientando de Sinai, se interessou pelo problema 
de divergâencia exponencial.

Aqui, propomos em primeiro lugar medir a complexidade de um sistema, a saber cal­
cular sua entropia, onde utilizamos a definRao dada pelos matematicos sovieticos Andrey 
Komolgorov e Sinai que buscavam definir de maneira adequada o calculo da entropia de 
um sistema na Teoria Ergodica. Uma outra boa forma de medir a complexidade de um 
sistema e atraves dos expoentes de Lyapunov. Assim sendo, e natural buscar uma relacao 
entre expoentes de Lyapunov e entropia.

Seguidamente, vamos primeiro demonstrar o teorema Multiplicativo de Oseledets, um 
importante resultado que ira garantir, sob certas condiçoes, a existencia do expoente de 
Lyapunov, para quase todo ponto em relacao a uma medida invariante para a dinamica. 
Isto foi provado exatamente por Valery Oseledets em 1967 e publicado em 1968 , usando 
a teoria de cociclos lineares, teoria classica dentro da teoria de sistemas dinâmicos e 
teoria ergodica ( [9]). Feito isso, demonstraremos o resultado obtido pelo físico teorico
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David Ruelle, um dos criadores da teoria ergódica, que conseguiu relacionar o cálculo da 
entropia e os expoentes de Lyapunov ( [8]).
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CAPÍTULO 1

TEORIA ERGODICA

Neste capítulo vamos relembrar algumas definições e resultados da teoria ergódica, 
necessárias para introduzir de maneira mais apropriada os resultados principais da dis- 
sertaçao. Tais definicoes e resultados podem ser vistas na referencia bibliográfica [7].

1.1 Medida invariante e o teorema ergódico de Birkhoff

Apresentaremos nesta secão, definicoes e resultados importantes necessarias para o 
conceito de ergodicidade. Será considerado no espaco mensurável X, medidas boreleanas 
p que no nosso caso seráo medidas de probabilidade, isto e, p(X) =  1.

D efin ição  1.1. Seja (X, A, p) um espaço de medida. Dizemos que uma medida p e 
invariante por uma função f  : X — > X se

p(E) =  p (f-1 (E)), para todo conjunto mensurável E C X.

Dizemos também que f  preserva  p e, em particular, que o subconjunto mensuravel E C X 
e invariante por f  (ou f -invariante) com respeito a medida p.

D efin içao  1.2. Seja (X, A , p) um espaco de medida. Considerando f  : X — > X uma 
funcao mensuravel e E um conjunto mensuravel de X, definimos pot

Tn(E,x) =  - # { j e { 0 ,  1 , . . . ,  n  — 1}; f ’ (x) 6 E} 
n

o tempo medio de permanencia dentre os n-iterados de x no conjunto E.
Podemos escrever tambem por

3



1 n—1
Tn(E,x) =  -  y  X í ( f  (x)), 

n j=0

sendo x E a função característica em E. Dizemos que o tem po m édio de perm an ência  
da orbita de x em  E e dado por

t (E,x ) nlim Tn(E,x).
---- »TO

D efin ição 1.3. Uma funcao p  : X — > R  é dita invariante por uma função f  : X — > X 
com respeito a uma medida p (ou simplesmente f-invarian te)se para p-quase todo ponto 
x G X vale p ( f ( x ) )  =  p (x ) .  Al ém disso, dizemos que um conjunto mensurável E C X e  
invariante se sua funcão caracteréstica x E é uma funcão invariante.

T eorem a 1.4. [Birkhoff] Seja f  : X — > X uma função mensuravel e p uma medida de 
probabilidade invariante por f . Dada qualquer funçao integravel (p : X — > R o limite

1 n—1
<p(x) =  lim — V" cp(E(x)) 

n— n  í — j=0

existe para p -quase todo ponto x G X. Além disso, funcão p definida desta forma é 
integravel e

p  (x)dp(x) p (x )dp (x ) .

C oro lã rio  1.5. Seja f  : X — > X uma função mensuravel e p uma medida de probabilidade 
invariante por f. Dada qualquer funcao integravel (p : X — > R, temos que

P (x ) =  cp (f(x))

para p-q.t.p. x G X.

Antes de demonstrar o corolário, precisamos do seguinte lema:

Lem a 1.6. Seja f  : X — > X uma aplicacao mensuravel e considere o espaço de probabili­
dade (X, A , p) com p invariante sobre f. Considerando a função C : X — > R uma funcao 
mensuravel tal que C o f  — C é p-integravel. Entao

lim — C o f n =  0, para p-q.t.p x G X.n— n

Demonstraçao: Como C o f  — C e p-integrável por hipótese, o limite dado no Teorema
1.4 definido pela funçpo p  : X — > R

n—1
cp(x) =  lim — V" (C o f  — C)(T(x))n— n  '

j=0
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existe para p-q.t.p. x G X. Assim,

n —1

cp(x) =  lim -  ( C o f - C ) ( f ’ (x))
n — í+ro n  '

j=0

n —1

lim - V ( C (  f j+1( x ) ) - C ( C ( x ) )
n — í+ro n  '

j=0
' n —2 n —1

= um -  y q e w D + q r w i - r q f w i
n — í+ro n  ' ^  * 

J = 0
n—2

j=0

n —1

=  lim -  5 ~ C ( f i +lM ) )  +  C ( f " M ) - y  C ( f i ( x ) ) - C ( x )
n — í+ro n  ' ^----- *-----

J = 0
n—1

j=1
n—1

=  lim -  y  C(fJ(x))) +  C(fn(x)) — y~ C(fJ(x)) — C(x)
n — í+ro n  ' ^----- *-----

J=1 j=1

=  lim —C(fn( x ) ) — lim — C(x)
n — í+ro n  n — í+ro n

=  lim — ( C o f n)(x).
n — í+ro n

Agora para cada 5 >  0, e olhando para o conjunto \ x G X; — |C o fn(x)| >  õ f , obte­
mos

p ( { x G X; — |C o fn(x)| >  õ j  j =  p í j  x G X; —C o fn(x) > 5  ou —C o  fn(x) <  —õ
n n

n n=  p ({x G X; C o fn(x) >  nõ ou C o fn(x) <  —nõ}) 

=  p ( { x  G X; C o fn(x) G (—n õ , n õ ) C}

=  p f  n o C 1 (—nõ, n õ )C 

=  p (C —1 (—nõ, n õ )C).

Assim, fazendo n  tender à infinito, temos que p (C —1 (—nõ, n õ ) C) tendera a zero. Como 
õ >  0 foi tomado de modo arbitrario, podemos concluir que (C o fn) /n  converge para zero 
(em medida), quando n  tender a infinito.

Como o limite ( (C o fn) ( x ) ) /n  existe para p-q.t.p. x G X, temos que este limite devera 
ser zero. Isto e,

lim — C o f n =  0,
n — í+ro n

para p-q.t.p. x G X. ■
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Demonstração (Corolário 1.5): Por definição,

1 n
cp(f(x )) =  lim -  Y  cp(P(x)) 

n j=i
i n—1 i

=  lim — y  cp(p(x)) +  -  [cp(fn(x)) -  cp(x)]
j=0

=  p(x )  +  lim — [cp(fn(x)) — cp(x)]. 
n— n

Pelo Lema 1.6, tomando C =  p , temos que ( p ( f n(x)) — p ( x ) ) / n  tende à 0, quando n  
tende a infinito, para p-q.t.p. x G X. Isto encerra a demonstraçào. ■

D efin ição 1.7. Seja (X, A , p) um espaço de probabilidade. A medida de probabilidade p 
diz-se ergodica para a funçao f  : X — > X (ou que f  diz-se ergodica relativamente a p, ou 
que o sistema (f, p) é ergodico) se as médias temporais dadas pelo Teorema de Birkhoff 
coincidem em quase todo ponto com as medias espaciais, isto e,

P (x) lim — 
n— n

n—1

Y  p ( f j (x))
j=0

p d p

para toda funcão integmvel p  : X — > R  em p-q.t.p. x G X.

Veremos a seguir um importante resultado que nos diz um pouco mais sobre ergodici- 
dade, tanto nas varias maneiras equivalentes que podemos defini-la quanto a entender o 
seu significado.

P ro p o s içã o  1.8. Seja p uma probabilidade invariante de uma aplicação f  : X — > X 
mensumvel As seguintes condicoes sao equivalentes:

(1) Para todo conjunto mensumvel E C X tem se t (E,x ) =  p(B) para p-q.t.p x G X.

(2) Para todo conjunto mensumvel E C X, a função t (E, ■) é constante para p-q.t.p. 
x G X.

(3) Para toda funcao integmvel p  : X — > R tem-se p  (x) = p d p  para p-q.t.p. x G X.

(4) Para toda função integrável p  : X — > R, a media temporal p  : X — > R e constante 
para p -q.t.p. x G X.

(5) Toda funcao integmvel f -invariante ^  : X — > R tem-se ^ (x )  =  

x G X.

^ d p  para p-q.t.p.

6



(6)  Toda função integrável f -invariante ^  : X — > R é constante em (a-q.t.p. x G X.

(7) Para todo subconjunto invariante A  de X tem se que p (A) =  0 ou p (A) =  1.

Demonstração •• (1) ^  (2) Imediato!
(2 ) (3 ) Teorema 1.4.
(3 ) ^  (4 ) Consequência do Teorema 1.4.
(4 ) ^  (5 ) Como ^  e integravel em particular, temos da hipótese em (4 ) que

4  (x)
n—1

lim — V" r))(T(x)) 
— n

j=0

4 d p , (1.1)

em p-q.t.p. x G X. Pela invariância de ^  por f, obtemos ^ ( f j (x)) =  ^ (x )  em p-q.t.p. 
x G X, para todo j G N. Assim, da equação (1.2) temos que

1 n—1 i n—1 i
iHx) =  hm — V" r))(P(x)) =  lim — y  \|>(x) =  lim — (ru|>(x)) =  4>(x),

n — »ro n  ‘ n — »ro n  ‘ n — »ro n
j=0 j=0

concluindo que

4 (x ) 4 d p (1.2)

em p-q.t.p. x G X.
(5 ) =A (6 ) Imediato!
(6 ) =A (7 ) Considere x A a funçao característica no subconjunto invariante A  de X, 

isto e, x A(x) =  1 se x G A, ou x A(x) =  0 se x /  A, e p ( f -1(A)) =  p(A) para p-q.t.p. 
x G X.

Em particular, considerando que ^  =  x A, temos da hipotese em (6 ) que x A e invariante 
por f, e integravel e x A e constante em p-q.t.p. x G X. Mais ainda, temos que t (A, ■) e 
constante em p-q.t.p. x G X, isto e, p(A) =  0 ou p(A) =  1.

( 7 H  (5) Seja ^  : X — > R uma funcao integravel e f-invariante. Considere todo 
conjunto

Ec =  {x G X; 4 ( x )  <  c}. (1.3)

Temos que E c e um conjunto invariante. Logo, a hipotese implica que p ( E c) G {0 , 1 } para 
todo c  G R. Como a funcão c  p ( E c) e nao-decrescente, isto e, existe c ' G R tal que 
p ( E c/)  =  0 , para todo c  <  c ' e p ( E c) =  1 para todo c  >  c ' . Então ^  =  c ' em p -q.t.p.

Logo ^ d p  =  c ' e, portanto, 4 ( x )  = 4 d p  em p-q.t.p. x G X.
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( 5 H  (3 ) Como temos que a media temporal e invariante por f  (Corolário 1.5), a 
implicação segue de imediato aplicando o Teorema 1.4.

(3 ) tó  (1 ) A media de visita e uma media temporal (da função característica em E), 
provando assim a implicacao.

Como (7 ) implica (5), (5)  implica (3 ) e (3 ) implica (1), temos que (7 ) implica (1), 
finalizando a demonstracao. ■

A proposiçao que apresentaremos a seguir e uma consequencia do Teorema 1.4 que 
garantira um resultado importante, necessario para o teorema de Oseledets que veremos 
no próximo capítulo.

1.2 Entropia

1.2.1 Entropia Métrica

Nesta seçao, vamos introduzir o conceito de en trop ia  m étrica  (com respeito a uma 
medida p invariante) de uma função mensuravel f  : X — > X, a qual sera denotada por

M f ) .
Antes disto, vamos introduzir o espaco das sequencias de d símbolos. Alguns sistemas 

modelam sequencias de experimentos aleatórios em que o resultado de cada experimento e 
independente dos demais. Supoe-se que em cada experimento ha um numero finito de re­
sultados possíveis, designados por 1 ,2 ,  . . . ,  d, com probabilidades p(1 ), p(2),  . . . ,  p(d)  
de ocorrerem, sendo

p(1) +  p(2) +------+  p(d)  =  1.

Consideremos Ld o conjunto das sequências ot =  (<xn)neg, onde cada otn G [1, 2 , . . . ,  d]. 
Definiremos a seguir subconjuntos particulares de Ed, assim como uma importante função 
nesse conjunto, a famosa funçao shift.

D efin ição  1.9. Seja Ld o conjunto das sequências oç =  (cxn)nez com d símbolos. Será 
chamado de cilindro o subconjunto

[k, . . . ,  l; ak, . . . ,  cq] =  {a; a k =  ak, . . . ,  oq =  a j ,

onde k, l  G Z, com k <  l, e cada an G [ 1 , 2 , . . . ,  d ].

Definimos a seguinte medida sobre cilindros:

p([k, . . . ,  l; ak, . . . ,  ai]) =  p(ak) ....... p(ai) ,

8



sendo ai G [ 1 , 2 , . . . ,  d], para todo i  =  k , . . . ,  l. Heurísticamente, a probabilidade de um 
evento composto

a k =  ak; a k+1 =  ak+1 , . . .  , a l =  al

e o produto das probabilidades de cada um deles. Em outras palavras, os resultados 
sucessivos independem entre si.

Vamos considerar agora em Ed, a a-algebra B gerada pelos cilindros. A família B0 das 
unioes disjuntas finitas dos cilindros e uma algebra.

D efin ição 1.10. Seja E G B0 uma união disjunta finita de cilindros C1, . . . ,  CN, definimos

p(E) =  b ( Ci) +  ■ ■ ■ +  p( CN ) •

Assim temos uma medida de probabilidade na a-algebra B gerada por B0 que é uma 
extensao de p- Chamaremos p a medida de Bernoulli, definida por p(1),  . . . ,  p(d)-

D efin ição 1.11. Seja Ld o conjunto das sequências oç =  (<xn)neg com d símbolos. A 
aplicacão v  : I d — > I d dada por

v ( ( a n)nGZ) — (a n+1)nsZ

é chamada de deslocamento (ou ’’shift”)  a esquerda, que corresponde à translação no 
tempo-

Alem da família dos cilindros gerar a a-algebra B, note que a pré-imagem de um 
cilindro ainda e um cilindro. De fato, se C =  [k, . . . ,  l; ak, . . . ,  al], entao

“v-1 (C) =  [k +  1, . . . ,  l  +  1; ak, . . . ,  av] =  {a ; a k+1 =  ak, . . . ,  oq+1 =  a j .

Assim, temos

p (v  1 (C)) =  p (a k) .......p(aO =  p(C).

Pela igualdade acima, junto com o fato da medida de Bernoulli em B ser única, a- 
aditiva em B0 e, como definimos p, pelo lema a seguir teremos que ela e invariante para 
v.

Lem a 1.12. Seja f  : X — > X uma transformação mensurável e p uma medida finita em 
X. Suponha que exista uma sub-aigebra geradora I  da a-aigebra de X tal que para todo 
E G l , temos p(E) =  p ( f -1 (E)). Entao o mesmo vale para todo conjunto mensumvel E, 
isto e, a medida p é invariante por f.

9



Agora daremos um pequeno exemplo que motivará a definição de entropia métrica.

M otivação : Representando o lançamento de uma moeda, podemos considerar v  e Z2 
tal que v  : I 2 — > I 2, com

{
0, se o lançamento der cara.
1, se o lançamento der coroa.

Desta forma, consideremos: 

n =  numero de lançamentos. 

p =  possibilidade de sair cara.

1-p =  possibilidade de sair coroa.

Constatamos que p .n  e (1 -p ).n  representa a media de caras e coroas em n lancamentos, 
respectivamente. Assim a sequencia típica de caras e coroas de cada termo e

(pp'n.(1 — p ) (1-p)'n) =  e (p' log PC1-?) logO-p))-™.

Assim, o numero p logp  +  (1 — p) log(1 — p) representa a taxa  exp on en cia l desta 
sequencia típica com respeito à n.

D efin içao 1.13. Seja A  um conjunto não vazio. Uma partição de um conjunto A  e 
qualquer colecão P de subconjuntos não vazios de A  dotada da seguinte propriedade: todo 
elemento de A  pertence a um e apenas um dos elementos de P.

Assim uma colecão de conjuntos P =  A 1, A 2, . . . , A n e uma partição (finita) do 
conjunto A , se as seguintes condiçães forem simultaneamente satisfeitas:

(1)  At =  0, para i =  1 , 2 , . . . ,  n ;

(2) A t C A, para i  =  1 ,2 , . . .  , n

(3)  A  =  A 1 U A 2 U ■ ■ ■ U An;

(4) A 1, A 2, . . . , A n são mutuamente disjuntos, isto e, A t fl Aj =  0, para i  =  j , com 
i, j  =  1, 2, . . . , n .

D efin içao 1.14. Seja (X, A , p) um espaço de probabilidade e f  : X — > X uma trans- 
formacao que preserva a medida de probabilidade p no espaço mensurável X . Tomando P 
uma particao finita de X, a entropia de P com respeito ã p é dada por:

10



H , ( P ) = - ^  p(C) log(p(C))
eeP

E xem p lo : (Shift de B ern ou lli) Considere o espaço de símbolos Z d e a partição Pn 

por cilindros de tamanho n, ou seja, se C G Pn , então

C =  [0, . . . , n  -  1; ao , . . an -| ].

Consideremos p a medida de Bernoulli para o vetor de possibilidades p =  (p i , . . . , p d). 
Mostremos a seguir que

Hp (Pn ) =  —n. p i logp i

Antes de tudo, dada uma partiçao P =  {C 1, . . . ,  Cd} de um conjunto X, vamos mostrar 
que H p (P) <  log d. Melhor dizendo, a entropia de P assumira valor máximo quando ela 
for perfeita, isto e, p (C i ) =  1/d, para todo i  =  1 , . . . ,  d.

P ro p o s içã o  1.15. Hp (P) assume valor máximo quando P é perfeita, isto e,

P = { C b . . . , C d} com p ( Q )  =
d

para todo i  =  1 , . . . ,  d.

Demonstração: Seja ^  : [0, oo) — > R tal que

Í
x log x, se x >  0 
0, se x =  0

d

x =  (x1 , . . . ,  x d) e ^  x i =  1.
i=1 i=1

Vamos encontrar o mínimo da função f. Defina g : R d — > R com

d

g (x 1, .. . , x d ) =  1 — Y _  x i =  0.
i=1

Pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange, existe À G R tal que

V f (x p . . . , x d ) =  ÀV g(x 1 , . . . , x d).

Desta forma,

(log x 1 +  1 , . . . ,  log x d +  1) =  À(—1 , . . . ,  —1),

e f  : R d — > R com f  (x) =  L  M x  ),

11



isto e

logxi +  1 =  —À, então xi =  e x p ( - 1 — À),

d
para todo i  =  1 , . . . ,  d. Substituindo o valor de xi em xi =  1, temos

i=1

d
y~ exp(—1 — À)
i=1

1 rá exp (—1 — À)
1
d

—À
l o g , d

+  1

xi exp log
1
d

+  1 — 1
1
d ’

d
para todo i  =  1 , . . . ,  d. Então, a funçao — f (xp  . . .  , x d) =  — ^ (x i ) assumirá valor

i=1
maximo quando xi =  1/d, para todo i  =  1 , . . . ,  d.

Em outras palavras, a entropia de P assumirá valor máximo quando P for perfeita. ■

1.2.2 Medida e Entropia Condicional

Nesta parte, trabalharemos com medida e entropia de duas partições mensuráveis 
de um espaço X, tal que seus elementos se relacionam do ponto de vista de conjuntos. 
Desta forma, podemos definir o conceito de medida e entropia condicional, que relaciona 
uma particao com a outra. Tambem definiremos uma outra particao que refinara ambas, 
facilitando o cálculo da entropia de uma particão relacionada com a outra.

No mais, isso ajudará definirmos entropia metrica de uma funçao que preserva uma 
medida invariante. Em vista disto, introduziremos a definicao da função informação de 
uma partiçao de X, que dependera de uma medida invariante p. Isso nos dará uma outra 
definiçao de entropia de uma particao sobre esta funçao, alem do que, outra importante 
finalidade da funçao informacao e de poder relacionar uma particão a outra, facilitando 
na definiçao de entropia condicional.

D efin icao 1.16. Seja I e J conjuntos finitos, consideremos duas partições do espaço X, 
P =  (Ca; a  G I} e Q =  (D p; p G J}. Dizemos que a partiçõo Q refina P  (ou que P e 
menos fina que Q), denotando por P <  Q, se todo elemento de Q esta contido em um 
elemento de P, a menos de medida nula. Isto e, dado p G J, existe a  G I tal que D p C  Ca .

D efin icao 1.17. A medida condicional do conjunto mensurável A  em relaçõo à B,
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denotada por p(A|B), e dada por

p(A|B)
p (A  n B) 

M-(B)

Seja (X, A , p) um espaço de probabilidade e P =  (C a; a  G I} e Q =  (Dp; p G J} duas 
partições mensuraveis de X. Denotaremos a partição P V  Q por

P V  Q =  {C a fl Dp; para todo a  G I e |3 G J}.

Note que a partiçao P V  Q refina ambas as partiçoes P e Q. 

D efin ição  1.18. (a ) A função IP : X — > R dada por

Ip (x) =  -  log(p(Ca(x) ) ) ;

é chamada fu n çã o  in form a çã o  da partição  P de X, com Ca(x) sendo o elemento 
da partição P =  (C a; a  G I} que contem x.

(b )  A função Ip,q : X — > R definida por

Ip,q (x) = -  log (p (C a(x)|Dp(x))),

e chamada fu n çã o  in form a çã o  da partição  P|Q de X, onde Ca(x) e Dp(x) são
os elementos das particoes P =  (C a; a  G I} e Q =  (Dp; p G J}, os quais contém x.

Atraves da função informação IP de uma partição P de X, definimos

Em vista disto, definimos

H ^P) IPdp.
X

H,(P|Q) IP,Qd P)
X

como sendo a en trop ia  con d icion a l da partiçao P com respeito à Q. Notemos que se 
considerarmos a partiçao Q =  {X}, entao Hp (P|Q) =  Hp (P).

Seja Pd p =  (C a n D p; a  G I} a partiççaão de um çonjunto D p G Q e p p a medida 
çondiçional de P em relaçao à D p , isto e, p p (C a ) =  p (C a |Dp ), çom a  G I.

Se x G D p , entao x G Ca n D p para algum a  G I. Assim,

H^  ( PD p ) = - X  P|3 (C a ) log (P|3 (C a )) =  — ^ _  P(C a |Dp ) log(P(C a |Dp ))
aSI aSI

13



e pela definição de Hp(P|Q), temos

2 > ( D 6) H„6 (pD„ ) =  - £  p(Dß) ^  p (C jD ß )  log (p (C a|Dß)) =  Hp(P|Q),
ßeJ ßeJ aei

concluindo que

H , ( P | Q ) = X  d(Dß)H^ß(Pd p). 
ßeJ

D efin ição  1.19. Dizemos que duas partições P e Q são independentes se 

p (C a n Dß) =  p(Ca).p(Dß),  para todo Ca G P e Dß G Q.

P ro p o s içã o  1.20. Seja (X, A , p) um espaço de probabilidade. Seja P =  {C a; a  G I},
Q =  {Dß; ß G J} e R =  {Ey; y  G K} partiçães finitas e ‘mensuraveis de X. Então

(ã ) 0 <  -  log  ̂ sup { p(Ca) } j  <  Hp(P) <  log(#P).  Além disso, Hp(P) =  log(#P) se,

e somente se, P é perfeita, ou seja, p (C a/) =  p (C a), para todo a, a ' G I.

(b )  P e Q sao independentes se, e somente se,

0 <  Hp(P|Q) <  Hp(P).

(ç)  Hp(P|Q) =  0 se, e somente se, P <  Q.

(d ) Se Q <  R, então Hp (P|R) <  Hp(P|Q).

(e ) Hp(P V  Q|R) =  Hp(P|R)+ Hp(Q|P V  R). Em particular, se R =  {X}, então

Hp(P V  Q) =  Hp(P) +  Hp(Q|P).

(f) Hp(P V  Q|R) <  Hp(P|R)+ Hp(Q|R). Em particular, se R =  {X}, então

Hp(P V  Q) <  Hp(P) +  Hp(Q).

(g)  Hp(P|R) <  Hp(P|Q) +  Hp(Q|R).

(h ) Seja À uma outra medida de X, então para toda partição mensurável P de X em
relação a p e À, e para todo p G [0,1], temos

pHp(P) +  (1 - p )Hà (P) <  Hpp+(i-p)À(P).
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Demonstração: (a ) Se Hp(P) =  0, entao P =  {X} (mod 0) e nada temos o que fazer. 
Portanto, suponhamos que Hp(P) >  0, então existem a, a ' G I tais que p (C a), p (C a/) G 
(0,1).

Mostremos primeiramente que 

Da definição de IP, temos

log sup { p(Ca) }
asl

<  H ( P ) .

inf IP =  inf {IP(x); x G X}

=  inf { -  log p (C a ); a  G I }

=  -  sup { - ( - log p (C a ) ); a  G I }

=  -  log (sup { p (C a ) } J .

Assim,

Hp(P) = IPdp > inf IPdp  =  inf IP. dp =  inf IP.p(X) =  -  log ( sup { p (C a ) }
V aeI

(1.4)

Para mostrar que Hp(P) <  log(#P),  lembramos que a entropia assume valor máximo 
quando P e perfeita (Proposiçao 1.15). Seja P ' =  {C 1, . . . ,  Ck} uma partição perfeita, isto 
e, quando p ( Q )  =  p(Cj), para todo i, j =  1 , . . . , k ,  tal que log(#P) =  l o g (# P '). Assim,

Hp (P) <  Hp (P') =  lo g (# P ') =  log(#P), (1.5)

para toda partiçao P de X.
Segue de (1.4) e (1.5) que

0 <  -  log ^sup { p(Ca) } j  <  Hp(P) <  log(#P).

(b )  Antes de demonstrarmos este item, precisamos de dois resultados:

P ro p o s içã o  1.21. Seja (a.j)jgN, (bj)jgN C R duas sequências tais que 0 <  bj <  aj e
oo oo

L a  =  L  bj, então aj =  bj, para todo j G N. 
j=i j=i

Demonstração: Suponha que exista j0 G N tal que bj0 <  aj0, então

£  aj =  (X j  +  aj0 >  (X j  +  b j0 >  (X j  +  b j0 =  X b j ,
j=1 \j=jo /  \j=jo /  \j=jo /  j=1

X X X
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o que e absurdo! Logo, aj =  bj, para todo j G N. ■

P ro p o s içã o  1.22. Seja aj >  0, com j =  1, . . . ,  n  tal que aj =  1 e *  : (0, oo)
j=i

uma funcao estritamente convexa. Se

R

( n i  n
*  I ^  ajXj i =  ^  aj ^ (x j ), então x 1 =  x2 =  ■ ■ ■ =  xn . 

V j = i  /  j=i

Demonstração: Demonstremos por induçao.

(k =  2) Suponha que exista x 1 e x2 com x 1 =  x2. Como a2 =  1 — a1 e por *  ser 
estritamente convexa, temos

* ( a ^  +  a2x2) =  * ( a ^  +  (1 — a1)x2)

<  a ^ (x 1 )  +  (1 — a 1 ) ( * f o ) )

=  a 1 * f a )  +  a 2 * f e )

o que contradiz a hipótese. Logo x 1 =  x2.

(k =  n  +  1) Suponha a hipotese seja valida para k =  n, então:

4» ( Y  OjXj) =  4> f( l -  an_i) ( Y  -—  ---- Xj) +  an+1xn+1
' .1=1  )  V Ij C  an+1 )  I

i .

Tome y =  ^ ^  ( aj / (1 — an +  1 ))x j . Se y =  xn + 1 , entao pela convexidade de * ,  temos
j=1

'n+1

*  ( L a ix i
j=1

*  ((1 — an+1 )y +  an+1xn+1) <  (1 — an+1) * ( y )  +  an+1xn+1

contradizendo a hipotese. Se y =  xn+1, entao pela hipotese de induçao para y , temos que 
x 1 =  ■ ■ ■ =  xn =  y =  xn+1, como queríamos demonstrar. ■

Voltando a demonstração de (b),  e utilizando a funcao *  : (0, oo) 
1.22, temos

R da Proposiçao

0 <  H^PIQ) =  —Y _  k ( D p) ^  * ( P ( C a |Dp ))
PeJ aei

= — p ( D p ) * ( p ( C a |Dp ))
aei PeJ
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<  -

■ y  ^  I y  ^ ( c a n  D p )
œei VpeJ

=  - Y _  MP-(Ca ))
aGi

=  H ^P ).

Pela Proposição 1.21, temos

L L  P-(Dp)^  ( p ( C j D p )) =  L *  I L  p ( D p)p (C a |Dp )
aei peJ aei VpeJ

se, e somente se,

y  p (D p)^  (p (C j D p )) =  ^  I y_ p ( D p)p (C a |Dp ) I ,
peJ V PeJ J

para todo a  G I. Agora pela Proposição 1.22, a igualdade acima e verdadeira se, e somente
se,

p (C jD p ) =  p (C a |Dp / ), 

para todo P, P ' G J. Isto implica que

p (C a |Dp/ ) =  y _  p (D p ) p ( C j D p ) =  p (C a ),
Pej

isto e,

p (C a n  D p / ) =  p (C a ) .p (D p/ ),

para todo p ' G J.

(c )  Como <£(x) <  0, para todo x G X e pela injetividade da função log, temos

H P̂IQ) =  0 & - L L  p ( D p) ^ (p ( C a |Dp )) =  0 
aei  peJ
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^  ^ ( C j D p )) =  0 

&  log(^ (C a n  D p )) =  log (b (D p ))

&  b (C a n  D p) =  f i ( D p )

P <  Q (mod 0).

(d ) Como Q <  R, temos que R V  Q =  R, assim para concluirmos o resultado basta 
mostrar que Hb (P|Q V  R) <  Hb (P|Q). Agora, observe que

H^ (P|Q) =  ^  q (D p)H ^  (P)
PeJ

com H^p(P) =  - ^  pp(Ca) log(pp(Ca)) =  p (C a|Dp) log (p (C a|Dp)). Alem disso,
ael ael

h „8 (P|R) < H^p (P) , pela primeira parte deste item, o resultado segue da seguinte afirmaçao. 

A firm ação : H (P|Q  V  R) =  y _  b(Dp)H^p (P|R).
PeJ

Demonstração: Temos que

^ p (D p )H ^ (P | R ) =  ^  p(Dp)
PeJ PeJ

£  ^p(Ey)H(86,Y (P)
.YeK

y  ^ ( D p^  b p (Ey )Y _  P(P)T (C a ) log(p(p)y (C a )) 
PeJ y eK ael

y  ^ (D p^  b P(Ey ) ^  PP(Ca |Ey ) log( p P(C a |Ey )) 
PeJ YeK ael

X ^ (D p Í  M E y )Y _
bp(Ca n Ey) ^  í  pp(Ca n Ey)

PeJ YeK ael

^ P( D P ^ ^  Pp ( Ey )Y _

b p ( EY )

bp(Ca El Ey) ^

b P (Ey) )
/ b ( C a n D p n Ey) \

PeJ YeK ael ^p (Ey )
M-(Pp)

p (Ey n Dp)

V b(Dp)

X b ( D p ) X
PeJ ael

YeK

p (C a n Dp n Ey) /  p (C a n Dp n ey )\
0gV ^ y C D p )  ) 

b(Ca n Dp n Ey)'

b(Dp)

b(Ca n Dp n Ey )L rc  n  T ( Ca n D P n Ey C  / b ( Ca n D P n Eyp (E yn D y)  ----_ fr  /  log 1 1 "
ael
PeJ
YeK

P(Ey n Dp) b(Dp n Ey )

■ y _  p (Ey n D y^ ^  b (C a |EY n D p ) log (b (C a |Ey  n D p ))
PeJ
YeK

a el
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=  H^(P|Q V  R).

(e ) Por definição,

H|j.(P V  Q|R) = ~ Y _  dCEY W ^ ( C a n D p |Ey ))
aeI
PeJ
yeK

■ X ^ Í C a n D p n Ey ) log
aeI
PeJ
yeK

^ ^ ( C a n D p n Ey ) log
aeI
PeJ
yeK

> ( c a n Dp n ey )\

. pW  )

V ( c a n Dp n Ey) i4 C a n E y) '
(J.(Ey) (J.(Ca nEy)

^ ^ ( C a n D p n Ey ) log ^ ^ ( C a n D p n Ey ) log
aeI
PeJ
yeK

M.(CanD«nEy )
IK C E d Ë — J  ~  2 _  "  L^p I I Qyj

aeI PeJ 
yeK

M-fCoíflEy)
n ( E Y )

Y_ p(Cq n Dp)4>([i(Dp|ca v Ey)) -  Y_ p(Ca n ey) iog 0 ^
aeI
PeJ

yeK

aeI
yeK

=  H^(Q|P V  R) +  H^(P|R).

(f)  Como P V  R refina R (R <  P V  R), temos por (b )  e (e ) que

H|x(Q|P V  R) <  H^ (Q|R)

e

H^(P V  Q|R) =  H (Q |P V  R) +  H^(P|R),

respectivamente. Desta forma, temos

H|j.(P V  Q|R) =  H^(Q|P V  R) +  H^(P|R) <  H^(Q|R) +  H^(P|R).

(g ) Pelos itens (e ) e (f),  temos que

H|j.(R|P V  Q) =  H^(P V  R|Q) -  H^(P|Q) <  H (R|Q).
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Em vista disto

Hp(P|Q) +  Hp(Q|R) =  (Hp(P V  Q) -  Hp(Q)) +  (Hp(Q V  R) -  Hp(R))

=  Hp(P V  Q) +  Hp(R|Q) — Hp(R)

=  Hp(P V  Q V  R) — Hp(R|P V  Q )) +  Hp(R|Q) — Hp(R)

>  Hp(P V  Q V  R) — Hp(R)

>  Hp(P V  R) — Hp(R)

=  Hp(P|R).

(h ) Pela convexidade da função temos

pHp(P) +  (1 — p )H A(P) =  —p I ^  ^ ( p ( C a)) I — (1 — p) I ^  ^(A(Ca))
V asi / \ aSl

<  —Y _  ^ ( ( p p  +  (1 — P)A)(Ca))
aSl

Hpp+(1—p)A(P)-

Isto termina a demonstraçao da Proposição 1.20. ■

1.2.3 Partição Geradora

D efin ição  1.23. Dada uma função f  : X — > X e uma partição P de X.

(a ) Denotemos por

n—1 ( n—1
Pn =  \/ f —1 (P) =  i p| f —̂ (C); para todo C G P

i= 0  ̂ i= 0

(b)  Uma partiçao P é dita uma partição geradora se \J f  i (P) gera a o-álgebra de
i= —TO

A, com (X, A, p) um espaço de medida e f  uma função invertével. Caso, f  não seja 

invertével, entao pede-se que \J f —i (P) gere a o-algebra.
i= 0

E xem p lo  1.24. Considere o espaço I d das sequências de d símbolos, v+ a função des­
locamento a direita (isto é, v+ (a n) =  an—i, para todo n  G Z )  e P =  {C1, . . . ,  Cd} a 
partiçao dos cilindros de tamanho 1. A partição P é geradora, pois dado um cilindro C 
de tamanho n, obtemos
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f - i (Ck); k G (1, . . . , d }  j .

Então, temos que C G Pn e todo cilindro de tamanho n  e exatamente n-interseções 
finitas de cilindros de tamanho 1, isto e, P é  geradora.

1.2.4 Entropia de uma função com respeito a uma medida inva­
riante

Aqui nesta seção, relembremos o conceito de uma medida invariante por uma função 
mensur avel f  em X. Uma medida de probabilidade p e invariante por f  se para todo 
conjunto mensuravel E de X, temos

n —1

C =  [0 , . . . ,  n  — 1; ao, . . an—i ] =  <j f ]
i=0

p(E) =  p ( f—'(E)).

Denotemos por M ( f )  o conjunto das medidas (de probabilidade) invariantes pela 
transformacao f.

Na sessao anterior, definimos entropia de uma particao mensuravel P. Se p for inva­
riante para f, não e difícil notar que

Hp (P) =  Hp ( f - 1(P)).

Antes de definirmos entropia de uma partiçao P com respeito à uma função f  e, entropia 
de f  com relaçao à uma medida invariante p, precisamos provar um importante resultado.

P ro p o s içã o  1.25. Sejam {X, A , p} um espaço de probabilidade e P uma partição X. 
Temos que o limite

lim
n œ

H p ( P n )

n

existe.

Para demonstrarmos a proposicão, provaremos que a sequencia (an/n ) ngN e conver­
gente, se (an)neN e subaditiva (isto e, dados m ,n  G N entao am+n <  am +  an). Em 
seguida, mostraremos que a sequencia (Hp(Pn))ngN ser a tambem subaditiva, concluindo 
assim a demonstracao da Proposiçao 1.25.

Lem a 1.26. Toda ( —  ) é convergente, se (an)nSN é subaditiva.
V n  ZneN

Demonstraçõo: Dados m, n  G N, podemos tomar q G N e r G ( 0 , . . . ,  m  — 1} de forma 
que n  =  m .q +  r. Pela definicão de subaditividade, temos
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an =  am .q+r <  aq.m +  ar <  q .a m +  ar .

Assim,

an am aT
—  < ----------bn 1n n

q

Fixando m, temos

lim sup —  <  lim sup H-----=  lim sup ,
n— soo TX n — soo — Tl n — soo —

q q

pois r tambem esta fixado. Note que quando n  — > + o o , então q — > + o o , então

de modo que

Conclui-se então que

e, em particular,

.. n  m .q +  r
lim — =  lim ------------ =  m,

n — iœ  q q— iœ  q

a m a mlim sup —— =  — .
n — soo — TU

a n a mlim sup —  <  —
n — iœ  n  "m

an amlim sup —  <  lim ml — . 
n — iœ  n  m—iœ  m

Por definicao, temos que (an/n ) ngN e convergente.

Demonstracao (P ro p o s içã o  1 .2 5 ): Pelo lema anterior, basta provarmos que a sequencia 

(H|x (Pn ))n gN e subaditiva.

A firm ação : A  sequenciã  (H ^ (Pn ))n gN é subaditiva.

Por definiçao de funcao invariante e pelo item (f)  da Proposição 1.20, temos

H|j.(Pm+n)
/m + n —1 \

H ^ /  f - i (P)J

(m— 1 n+m —1 \

V  f - i (p) v  v  f —1(p )
i=0 i=m  /
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=  V  f - i (P) V  f -m ( V

=  Hp (Pm V  f - m (Pn ))

<  Hp (Pm ) +  Hp ( f—m (Pn )) 

=  Hp (Pm ) +  Hp (Pn ). ■

Agora faz sentido definirmos a entropia de uma partiçao P finita com respeito a f  e, a 
entropia de uma funçao f  em relaçao a uma medida invariante p.

D efin ição  1.27. A entropia  de uma função f  com respeito à partição P finita e uma 
medida p e

M f . P ) =  i -  K
n — n

D efin ição 1.28. A entropia  de uma funçao f  com respeito a uma medida p e

h p (f) =  sup h p ( f ,P) ,  
p

com P uma partição finita de X.

A seguir, veremos exemplos de como calcular esta entropia, a de uma funçao com 
respeito a uma particão e de uma funcao com respeito a uma medida invariante.

E xem p lo  1.29. Neste exemplo vamos fixar p a medida de Bernoulli com respeito ao vetor 
de probabilidade (p i , . . .  , p d), considerando I d o espacos das sequências com d símbolos, 
v+ a função deslocamento à direita e P a partição dos cilindros C de tamanho 1. Observe 
que este exemplo esta atrelado a se provar um resultado anterior.

Como ja foi visto,

n —1 f n—1
yn \ /  x—ifPn =  V  f —i (P) =  J p| f(C);  C £ P

i=0 i=0

í  uma particao por cilindros de tamanho n  e (como já calculamos anteriormente)

Hp(Pn) =  —n. ^  pi log pi.
i=1

Dessa maneira,

M f , P ) =  lim Ü A d =  Um - n L f - . P . i o S P .
n— n  n— n ^ P i  log Pi =  Hp(P).

i=1
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E xem p lo  1.30. Seja Ra : S1 — > S1 a rotação de ângulo a e p a medida de Lebesgue em 
S1. Repare que a medida de Lebesgue e invariante sobre a rotação Ra e que uma partição 
P do círculo com k elementos é determinada por uma sequência p i, . . . ,  p k de pontos de
S1.

Em vista disto, note tambem que se denotarmos por p j =  R —j ( p 0  então a partição P  

é determinada pelo conjunto de pontos C n =  | ( p i )  G S 1; i  =  1 , . . . , k  e j =  0 , . . . ,  n  —  1 

Note que a interseção entre C n e C n—1 pode ser não vazia. Então

# C n  <  k  +  # C n —1 <  ■ ■ ■ <  n .k .

Pela continuidade da funçao lo g  (e pelo item ( a )  da Proposicão 1.20), temos

h p ( f ,  P ) =  l im
H p ( P n ) 1 1

n
<  l im  —  l o g ( # P n ) <  l im  —  l o g ( k .n )  =  0 .  

n — n  n — n

Logo, a entropia de f  em relacão a medida de Lebesgue é sempre nula, pois P é ar­
bitraria.

O bservação: N o t e  q u e  a  ig u a ld a d e  h p ( f ,  P ) =  H p ( P ) ,  o b t i d a  n o  e x e m p lo  (1 ) n a o  e 

u m  c a s o  p a r t ic u la r . D e  fa t o ,  s e m p r e  q u e  a  p a r t iç a o  fo r  g e r a d o r a  t a l  f a t o  a c o n te c e .

V e r e m o s  a  fr e n te  a lg u n s  r e s u lt a d o s  e p r o p r ie d a d e s  b o a s  s o b r e  e n t r o p ia  q u e , p o r  e x e m ­

p lo , c o m p le t a r a o  o  c á lc u lo  d a  e n t r o p ia  d o s  d e s lo c a m e n t o s  d e  B e r n o u lli . E m  p a r t ic u la r ,  

s e r ã o  n e c e s s a r io s  n a  d e m o n s t r a c a o  d a  d e s ig u a ld a d e  d e  R u e lle , r e s u lt a d o  q u e  v e r e m o s  n o  

te r c e ir o  e u l t i m o  c a p ítu lo  d e s t a  d is s e r ta c a o .

P ro p o s içã o  1.31. Para todo k  G N ,  temos H p ( f k) =  k h p ( f ) .  Caso f  for invertével, temos 
h p ( f k ) =  |k|hp ( f ) ,  para todo k  G Z .

A n t e s  d e  d e m o n s t r a r  a  p r o p o s ic a o , p r o v e m o s  u m  le m a  im p o r t a n t e  q u e  p o s s u i  b o a s  

p r o p r ie d a d e s .

Lem a 1.32. Sejam P uma particao finita de X ,  f  : X  — > X  uma funçao e p  G M ( f ) .  

Entãao,

h p ( f , P ) =  l im  H p ( P  | V  f —i ( P ) ) .^ n — ^ v
i=1

n—1

O bservação: C a s o  f  : X  — > X  fo r  in v e rtá v e l e c o n s id e r a n d o  P ± n =  \J f —j ( P ) ,
i= —n

p o d e m o s  o b t e r  o  m e s m o  r e s u lt a d o  d o  le m a  a c im a  p a r a  h p ( f ,  P ± n ) , p a r a  t o d o  n  G N  e

p  G M ( f ) .
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Demonstração: Usando o item (e ) da Proposição 1.20 junto com o fato de p ser
invariante, temos

/n —1 n—1 n -1

H , (P n ) =  H p  v  f —1 (p ) +  h J p \ v  f —' (p n  =  H , (P n—1) +  h J p \ y  f —1 (p )
vi=1 i=1 i=1

para todo n  G N. Desta forma, repetindo o processo anterior indutivamente, temos

Hp(Pn) =  Hp(P) +  ^  h J p | V  (P)
k=1 '  i=1

Por consequência,

n—1

M f » P ) =  lim -H^(Pn) =  Hm —Hp(P) H y~ Hp ( P | V  f_i(P) ) •
n — >œ n  n — n  n  f— r \ i= 1 !

k=1

Pelo item (d ) da Proposição 1.20, a sequência Hp P \ y  f  i (P) I I ê decrescente,
i=1 n €N

e portanto, lim Hp ( P \ y  f  i (P) 1 existe.
i=1

Isto garante que a media dos termos an =  Hp P \ y  f  l ( P n  tambem converge a este

limite quando n  — > + o o . Portanto, temos

1 n -1  /  k

i=1

M f . p) =  „ü s l - L a .  ( p I V f J (p)J = , M m 3  (p I y  fú P ) j  •
k=1 i=1

Demonstração (P ro p o s içã o  1 .3 1 ): Tomemos g =  f k e seja P uma partiçao finita de 
X. Temos que

k n -1 n -1  /k —1 \ n -1

Pkn =  \ /  f - i (P) =  \ /  f -k i  V  f - i (P) =  \/ g - i (Pk ). 
i=0 i=0 Vi=0 )  i=0

Pelo Lema 1.32, segue que

k h p ( f , P ) =  lim —Hp(Pkn) = H p (g ,P k). (1.6)

Como P <  Pk , temos que h p (g, P) <  kh p (f, P) <  h p (g), para P qualquer, em particu­
lar, para o supremo das particoes. Assim,

h p (g) <  khp (f) <  h p (g).
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Agora, suponha que f seja invertível. Para qualquer n >  1

H q ( P n ) =  H q  ( f n —1 ( V  f ( ? ] ) )  =  n j y  f ( P )
a = o  /  /  Vi=o

uma vez que q  e invariante. Desta forma, e facil de ver que h q (f ,  P ) =  h q (f  1 , P ) e como 
P e uma partição qualquer, temos

h q ( f )  =  h q ( f  1) .

Substituindo f  por g =  f k, segue de (1.6) e (1.7) que

h q ( f - k ) =  h q ( f k) =  k h q ( f ) ,

(1.7)

para todo k  G N. ■

T e o r e m a  1 . 3 3 .  [Komolgorov - Sinai] Seja (X ,  A , q ) um espaço de probabilidade. Seja P  

uma partição finita geradora para f  : X  — > X  uma função invariante sobre a medida de 
probabilidade q , entao

h q ( f , P ) =  h q ( f ) .

1.2.5 Equivalência Ergodica

Aqui introduziremos o conceito de equivalencia do ponto de vista ergodico entre duas 
transformações que preservam medida.

D e f i n i ç ã o  1 . 3 4 .  Seja f 1 : X 1 — > X 1 e f 2 : X 2 — > X 2 , duas transformaçães que preservam 
a medida q 1 e q 2 , respectivamente, sobre espaços métricos compactos X 1 e X 2 . Dizemos 
que o sistema ( f 1, q 1) e e q u i v a l e n t e  ao sistema ( f 2 , q 2 ) se podemos escolher Y 1 e Y 2 tal 
que q 1( X 1 —  Y 1) =  0  e q 2 ( X 2 —  Y 2 ) =  0, e uma função bijetora e mensurável ^  : Y 1 — > Y 2 , 
com inversa mensuravel, tal que

( 1 )  q 1( ^ —1 ( A ) )  =  q 2 ( A ) , para todo A  C  Y 2 mensuravel.

( 2 )  ^  o f 1 =  f 2 o ^ .

A relacao de equivalencia definida acima e chamada de c o n j u g a c a o  e r g o d i c a  entre 
( f 1 , q 1) e ( f 2 , q 2 ) e ^  e chamada de c o n j u g a ç a o .

O b s e r v a c a o :  Note que Y 1 e Y 2 podem ser tomados de modo que f 1 ( Y 1) C  Y 1 e f 2 (Y 2 ) C

Y2. De fato! Tome Bi =  Xi — Yi. Se Bi for invariante por p , tome Bi =  (J f (Bi). Como
i=0
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(j.(Bi) =  0, temos que ia(f-|1 (Bi)) =  0, o que implica p(Bi) =  0. Analogamente, o 
resultado vale para B2 =  X2 — Y2.

P ro p o s içã o  1.35. A conjugação ergodica e uma relação de equivalência.

Demonstração:

(R eflex iva ) Basta tomar a funçao ^  como identidade, que e bijetora e mensurável.

(S im étrica ) Basta tomar a função ^  =  ^ —1 : Y2 — > Y1 (obviamente bijetora e men­
suravel). Em vista disto,

(1 ) P2(^ —1(B)) =  M $ ( B ) )  =  P1( ^ —1(^(B)))  =  pi(B), VB C Yi.

( 2) ^  O f2 =  ^ —1 o f2 =  (f2—1 o ^ ) —1 =  (^  O f 1—1)—1 =  f 1 o ^ —1 =  f 1 o

(Transitiva) Se ( f1, p 1) ~ (f2, fl2) e (f2, fl2) ~ (f3, fl3), entao existe Yt mensuravel tal que 
flt(Xt — Yt) =  0, (para t =  1,2,3) funçães ^  : Y1 — > Y2 e ^  : Y2 — > Y3, ambas 
mensuraveis e bijetoras, com suas respectivas inversas mensuráveis, tais que

(1 ) m ( ^ —1 (A)) =  fl2(A) e fl2( ^ —1(B)) =  fl3(B), VA C Y2 e B =  ^ ( A )  C Y3
mensuraveis.

( 2) ^  o f 1 =  f2 o ^  e ^  o f 2 =  f 3 o

Tomando £ =  ^  o ^  : Y1 — > Y3 (que e uma bijeção mensuravel, pois ^  e ^  tambem 
são). Entao,

(1 ) fl3(B) =  fl2(^—1 (B)) =  fl2(A) =  m ( ^ —1(A))  =  fl2(^—1 ( 4 —1(B))) =  f l i (C ' (B ) ) ,  
VB C Y3 mensuravel e ^ —1 (B) =  A  com A  C Y2 tambem mensuravel.

( 2) £ o f 1 =  (^  o ^ ) o f 1 =  ^  o (^  o f 1) =  ^  o (f2 o ^ ) =  (^  o f2) o ^  =  ( f3 o ^ )  o ^  =  
f3 o (^  o ^ ) =  f 3 o £,.

Provando assim que a equivalencia ergodica e uma relaçao de equivalencia. ■

1.2.6 A entropia como um invariante

Como vimos na secão anterior que a equivalencia ergodica e uma relacão de equi­
valencia, vejamos agora que a entropia e um invariante para esta relacão. Lembremos que 
a entropia visa medir a complexidade da dinâmica. Assim sendo, e razoavel esperarmos 
que a entropia seja a mesma para transformaçcãoes equivalentes.
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P r o p o s i ç ã o  1 . 3 6 .  Se (f i , p i ) e (f 2 , p 2 ) são ergodicamente equivalentes, então

(f i ) =  V z  (f 2 ) .

Demonstração: Seja P 1 uma partição de X 1. Desprezando os conjuntos de medida 
nula para p 1 , podemos supor, sem perda de generalidade, que P 1 e particao de Y 1. Agora, 
defina

P2 =  $ (P i ) =  { $ (P ) C  Y 2 ; P G P i } .

Como ^  e bijeçao, temos que P2 e partiçao de X 2 . Por hipotese, ^  o f 1 =  f 2 o ^ , entao 
^ (P in ) =  $ n (P i ) =  P2n , e como p 1(P ) =  p 2 (^ (P )), para todo P G P 1 , segue que

(P in) =  -  ^  p i ( P ) log(M P ))
PePiu

=  -  Y -  P2(^ (P )) log(p 2(^ (P )))
PePiu

=  -  Y -  P2(P ') log(p 2(P '))
P>eP2u

=  H ,2 (P2n) ,

com P ' =  ^ (P ) G P2n . A fortiori,

(f i ) <  V  (f 2 ).

Como P 1 foi escolhida de modo arbitrario e pelo fato da função ^  ser bijetora, basta 
tomar ^ - 1 e tomar P2 de modo arbitrario, para obter de forma analoga que

(f i ) >  V (f 2 ),

concluindo a igualdade. ■
O b s e r v a ç ã o :  A entropia metrica n ã o  e um invariante completo. Um exemplo claro 

disto e a funcao R a (a funcao rotaçao sobre um angulo a ) que preserva a medida de 
Lebesgue, qual ja vimos anteriormente possuir entropia nula. Ou seja, a proposicao 
nos mostra quando duas entropias nãao sãao equivalentes. Pois, a rotacçãao irracional nãao 
e equivalente a função racional. De fato, toda rotaçao racional e periódica e rotaçães 
irracionais não possuem pontos periodicos. Ja para shifts de Bernoulli, a entropia e um 
invariante completo, resultado do Teorema de Orsteins que enunciaremos, mas nao sera 
demonstrado.

T e o r e m a  1 . 3 7 .  Dois shifts de Bernoulli com a mesma entropia são (necessariamente) 
equivalentes.
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CAPITULO 2

EXPOENTES DE LYAPUNOV E O 
TEOREMA DE OSELEDETS

Neste capítulo, daremos a motivação e a definição dos expoentes de Lyapunov para 
difeomorfismos definidos em variedades diferenciaveis, alem da definição de pontos regu­
lares. Em seguida, apresentaremos uma demonstraçao do teorema de Oseledets segundo 
[1], resultado que mostra que quase todo ponto x G X e regular.

2.1 Pontos regulares e o expoente de Lyapunov

Nesta seçao, apresentaremos a definiçao de pontos regulares que viabiliza a carac­
terização dos expoentes de Lyapunov, lembrando que X e uma variedade Riemmaniana 
compacta, conexa e sem bordo.

D efin ição 2.1. Seja f  : X — > X um difeomorfismo de uma variedade compacta. Dizemos 
que x G X e  um ponto regular de f  se existem Ài (x) >  ■ ■ ■ >  Àj (x) e uma decomposição

TxX =  Ei (x) © E2 (x) ©•••© Ej (x) (2.1)

tais que

lim — log ||Dxf nv|| =  À|(x)
n — >±to n

para todo v G E^(x) não-nulo e 1 <  i <  j.

(2.2)
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Para cada x  G X , os números Ài (x ) são chamados de expoentes de L yapunov de 
x  e E i (x ) sao os subespaços p róp rios de f  no ponto regular x. Denotaremos por A  o 
conjuntos dos pontos regulares de X.

Na sequência, veremos o teorema de Oseledets, que garantirá a existência de pontos 
regulares. Mais ainda, sob o ponto de vista de medidas invariantes, A  e quase todo X .

T e o r e m a  2 . 2 .  [Oseledets] Seja X  uma variedade compacta e Riemmanniana de dimensão 
finita. Dado um difeomorfismo f  : X  — > X  de classe C 1, o conjunto dos pontos regulares 
A  possui medida total para qualquer medida ergodica invariante q  sobre X.

Observemos que o teorema e um pouco mais forte. De fato, A  possui medida total 
para qualquer medida invariante. Para ver a versão geral e demonstraçao veja [6].

Vamos demonstrar uma versão mais geral do Teorema 2.2, para cociclos lineares. Mas 
antes de tudo, apresentaremos definições basicas para que o teorema em questao fique 
claro.

D e f i n i ç ã o  2 . 3 .  Dado um espaço topologico X, definimos um fibrado vetoria l F de R d 

sobre X  por:

F =  { ( x , v ); x  G X  e v  G R d }  .

Para cada x  G X, o conjunto Fx =  { (x , v ); v  G R d }  e chamado de fibra do fibrado F, 
tal que F =  ( J  Fx .

xeX

D e f i n i ç ã o  2 . 4 .  Um isom orfism o  T  : F — > F é uma família de isomorfismos lineares 
Tx =  T (x ) : Fx — > F f(x), para x  G X .

D e f i n i ç  a o  2 . 5 .  Seja X  um espaço métrico compacto, f  : X  — > X  um homeomorfismo e 
F um fibrado vetorial de dimensão finita sobre X  dotado de uma métrica Riemanniana 
contínua. Seja n  : F — > X  a projecão e T  : F — > F um isomorfismo que cobre f  (isto 
e, n  o T  =  f  o n ), onde T (x , v ) =  (f (x ) , Tx (v )), para todo x  G X , v  G Fx e com T  e T - 1

com normas limitadas. Entao T  é chamada de cociclo  linear. Para facilitar a notacão, 
definimos o seguinte:

T n (x )  =  T ( f n -1  ( x ) )  o . . . o  T ( f ( x ) )  o T ( x )

e

T - n ( x ) =  T - ' ( f - M )  o . . . o  T - ' ( f - ' ( x ) ) ,
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para n  G N.

Aqui iremos definir o conjunto de pontos regulares para cociclos lineares e, de maneira 
análoga, os expoentes de Lyapunov e seus respectivos espacos próprios de um fibrado F.

D efin ição 2.6. Seja F um fibrado sobre um espaço topologico X. Denotamos por A  o 
conjunto de pontos x G X tais que cada fibra Fx de F admite uma decomposição

Fx =  E-| (x) ©  E2 (x) ©  ■ ■ ■ ©  Ej (x),

e existem numeros reais Ài (x) >  ■ ■ ■ >  Àj (x) satisfazendo

lim — log ||Tn(x)v|| =  Ai(x),
n — n

para p-q.t.p. x G X e v G Ei (x) \{0}, com 1 <  i <  j.
Neste caso, dizemos que A  e o conjunto de pontos regulares do isomorfismo T , e 

que Ài (x) e Ei (x) sao, respectivamente, os expoen tes de Lyapunov e os subespaços 
p róp rios de F  em x, pon to  regular de T .

Agora de fato, poderemos apresentar a versao do teorema para cociclos lineares e note 
que ele de fato, implicara no Teorema 2.2.

T eorem a 2.7. Considerando o cociclo T(x,v) =  (f(x) ,Tx (v)) sobre (X, F) onde F e um 
fibrado sobre X. Entao temos que o conjunto A  de todos os pontos regulares de T e  
mensurável e tem medida total para toda medida ergodica p para f  em X.

Pelas hipoteses do Teorema 2.2, considerando o cociclo D f(x ,v )  =  ( f ( x ) ,D f x (v)) tal 
que F seja o fibrado tangente de X (isto e, Fx =  TxX, para cada x G X) e pelo fato de 
f  G C1 , T =  D f  e o  isomorfismo contínuo em F (logo possui norma limitada). Em outras 
palavras, o Teorema 2.2 sera um caso particular do Teorema 2.7.

2.2 Demonstração do Teorema de Oseledets para co­
ciclos

Nesta seçao, vamos demonstrar o Teorema 2.7. Isto sera feito em duas etapas:

• 1 -  Etapa: Mostrar que A  possui medida total para toda medida p-ergódica.

• 2- Etapa: Mostrar que A  é mensurável.
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2.2.1 Demonstração da primeira etapa: Medida Total.

P r im e ir a m e n t e , v e ja m o s  a lg u m a s  p r o p r ie d a d e s  e d e fin iç õ e s  n e c e s s á r ia s .

D e f i n i ç a o  2 . 8 .  Seja T ( x , v )  =  ( f ( x ) , T x ( v ) )  o cociclo sobre ( X , F ) , com T  um isomorfismo 
sobre o fibrado F . Dizemos que o subfibrado E de F (isto é, para cada x  G X, a fibra 
E x C  Fx) e T -invariante se T ( x ) ( E x ) =  E f (x) para p-q.t.p. x  G X .

D e f i n i ç a o  2 . 9 .  Dado T  um isomorfismo de um fibrado F. Definimos

Ài (T, x )  =  l i m s u p  —  lo g  ||Tn (x )  ||.
n — í+ro n

A f i r m a ç a o  1 :  A  f u n ç a o  Ài e  i n v a r i a n t e  p o r  f ,  i s t o  e ,  À i ( T ,x )  =  À i ( T , f ( x ) ) .

L e m b r a n d o  q u e  o s  is o m o r f is m o s  T  e T —1 p o s s u e m  n o r m a  l im it a d a , t e m o s

Ai(T,x) =  limsup -  log ||Tn_ i(f(x ))  o T(x)||
n — í+ro n

<  limsup — log ||Tn_i ( f (x ) ) || +  limsup — log ||T(x) ||
n — í+ro n

=  l im  su p
n — í+ro

n  —  1 1

n . n  —  1

n — í+ro n

lo g  ||Tn—l( f(x ) )| |

=  À i ( T , f ( x ) ) .

P o r  o u t r o  la d o ,

A i ( T , f ( x ) )  =  l i m s u p  -  lo g  ||Tn (f(x ))| |
n — í+ro n

=  l im  su p  — lo g  Tn ( f ( x ) ) T ( x ) T _ 1 (x )
n — í+ro n

<  l i m s u p  —  lo g  ||Tn (f (x ) ) T ( x ) | |  +  l i m s u p  —  lo g  " P 1 (x )
n — í+ro n  n — í+ro n

=  l im  su p
n — í+ro

' n  +  1 1

n n  +  1
lo g  || Tn+1 (x )  |

=  À 1 ( T ,x ) .

P o r t a n t o , c o m o  À 1 (T, x )  e u m a  fu n ç õ o  f - in v a r ia n t e , t e m o s  q u e  À 1 (T, x )  e c o n s t a n t e  e m  q u a s e  

t o d o  p o n t o  d e  X .  I s t o  e , À 1 ( T ,x )  =  À 1 ( T ) p a r a  p - q . t .p .  x  G X ,  d a d o  q u e  p  e e r g o d ic a .

O  le m a  q u e  a p r e s e n t a r e m o s  a  se g u ir , m o s t r a  a  e x is te n c ia  d e  u m  s u b fib r a d o  G  m e n ­

su r á v e l T -in v a r ia n t e  d e  F, t a l  q u e  a s  fib r a s  d e  G  p o s s u e m  d im e n s a o  p o s it iv a , p a r a  p - q . t .p .  

x  G X .  A l  e m  d is s o , G x se r á  u m  e s p a ç o  p r ó p r io  d e  x  a s s o c ia d o  a o  e x p o e n t e  d e  L y a p u n o v  

À1 ( T ).
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L e m a  2 . 1 0 .  [Subfibrado Invariante] Seja T ( x , v )  =  ( f ( x ) , T x ( v ) )  o cociclo sobre ( X ,  F ) ,  

com T  um isomorfismo sobre o fibrado F. Dado x  G X ,  considere o conjunto

Gx =  ( v  G Fx; l i m s u p - l o g  ||T_n(x)v|| <  -A i (T) }  U {0}.
f  n — í+ to n  J

Então G  =  (J G x e um subfibrado mensurável T -invariante de F tal que dim G  =  0  e
xex

lim - l o g  ||Tn(x)v|| =  Ai(T)
n — í± to n

para v-q.t.p. x  G X  e v  G G x \  { 0 } .

Pelo Lema 2.10, podemos considerar o conjunto A 1 C X  de medida total para o qual 
temos bem definido G x . Caso F =  G , consideremos G x  o complemento ortogonal de G , 
tal que Fx =  G *  © G x .

Assim, seja T - 1 |G o isomorfismo inverso restrito a G . Podemos afirmar o seguinte 
resultado:

A f i r m a ç ã o  2 :  À 1 ( T - 1 |G) =  — A 1 ( T ) .

De fato, para todo v  G G x, temos

Assim,

A i ( T ) =  l i m -----log
n — í+^o n

=  — lim — log
n — í+^o n

T - n M -  

T —1 (x )

v

|v||

v

II v  I

— A i ( T )

v

sup (  lim — log Tn 1 (x)
veGx\{0} Vn - í +TO n

lim — log sup (  T©1 (x)n—í+to n  y

lim - l o g  ( T “ 1|g ) ( x )n—í+to n

v

I v

vI

Ai ( T —1|g ) .

Considerando n  : F — > G ^ a projecao ortogonal, definimos por T  o isomorfismo de 
G x tal que T (x ) =  n  o T (x )|G± . Desta forma, temos por induçao a seguinte afirmacão:

A f i r m a ç ã o  3 :  Tn(x ) =  n (Tn(x ) ) , p a r a  t o d o  n  G N .

Para n  =  1 , segue diretamente da definiçao.
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Suponha que a hipótese seja válida para k =  n. Dado v G Fx nao-nulo, temos

Tn+1 ( x ) v  =  T ( f n ( x ) )  O T n (x )v

e

Tn+1 ( x ) v  =  T ( f n ( x ) )  O T n (x )v .

C o m o  Fx =  G x ® G x e G e  T  - in v a r ia n t e , p e la  h ip o te s e  d e  in d u ç a o  t e m o s  q u e  

Tn ( x ) v  =  n  (T n ( x ) v )  +  u  =  Tn ( x ) v  +  u ,  p a r a  a lg u m  u  G G fnw .

D e s t a  fo r m a ,

T n + i ( x ) v  =  T ( f n ( x ) )  O T n (x )v  =  T ( f n ( x ) )  O ( Tn ( x ) v  +  u )  =  T ( f n ( x ) )  o ( T n ( x ) v )  +  T ( f n ( x ) ) u .

A p l i c a n d o  n  n o  r e s u lt a d o  a c im a , o b t e m o s

n ( T n + i ( x ) v )  =  n ( T ( f n ( x ) )  o ( T n ( x ) v ) ) +  n ( T ( f n ( x ) ) u )

=  n ( T  ( f n ( x ) ) ) T  ( x ) v  

=  T ( f n ( x ) )  o Tn ( x ) v  

=  Tn+1 ( x ) v ,

p a r a  t o d o  v  G Fx \  {0 } .

A firm ação  4: À 1(T ) >  À i (T).

S e  c o n s id e r a r m o s  o  f ib r a d o  G x  so b r e  X  e o  is o m o r f is m o  T s o b r e  G x , p o d e m o s  a p lic a r  

o  L e m a  2 .1 0  p a r a  e n c o n tr a r  G , u m  s u b fib r a d o  m e n s u r a v e l T- in v a r ia n t e  d e  G ^  t a l  q u e

lim  —  lo g  Tn ( x ) v
n — n

À 1 (T ) ,

p a r a  p - q . t .p .  x  G X  e v  G G x C G ^  n a o -n u lo .

C o m o  ||n| <  1 , p e la  A firm ação  3 t e r e m o s  q u e

T n (x )v  =  II(n O  T n ) ( x ) v |  <  | | T n (x )v | ,

p a r a  t o d o  v  G (3x \  { 0 } .  C o n s e q u e n te m e n te ,

Ài(t)  =  lim — log í n(x)v <  limsup — log ||Tn(x)v|| <  Ài(T).
n — í+TO n  n — í+TO n
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Suponhamos Ài(T) =  Ài(T). Pela definição de Gx, dado v G Gx \ {0}, temos

lim sup — 
n — >±to n

log ||T _ n (x )v | <  - À i (T ) .

Assim,

lim sup — log 
n — >±to n

f_n (x)v  <  lim sup — log ||T_n(x)v|| 
n — >±to n

<  — Ài ( T )

<  — À 1 (T ).

Portanto, pela definição de (3 x , temos que v  G (3 x \ {0 }. Isto e uma contradiçao desde 
que v  G G x C G g. .A fortiori, Ài ( T ) <  À i ( T ) .

Para concluir a demonstraçao do Teorema 2.7, usaremos o seguinte lema.

Lem a 2.11. [Subfibrado Complementar] Sejam T ( x , v )  =  ( f ( x ) , T x ( v ) )  o cociclo sobre 
( X ,  F ) , com T  um isomorfismo sobre o fibrado F , e G  um subfibrado T -invariante de F tal 
que G  =  F . Considerando T  o isomorfismo do complemento ortogonal de G , G g , se

À i ( T ) +  À i ( T —1 |g ) < 0 ,

então existe um subfibrado H  mensurável T -invariante de F tal que

Fx =  H x  © G x ,

com À 1 ( T |H ) =  À 1 ( T ) e À 1 ( T |H ) <  À 1 ( T ) , para p -q.t.p. x  G X .

Pelas A firm ações  2 e 4, temos de fato que À 1 ( T ) +  À 1 ( T —1|G) <  0 . Assim, podemos 
usar o Lema 2.11 para garantir a existencia do subfibrado H .

Vejamos agora, como concluir a demonstracao do Teorema 2.7.

Pelo Lema 2.10 para ( f ( x ) , T xv ) , consideremos E 1 ( x )  =  G x e À 1 =  À 1( T ) . Denotaremos 
agora por H i =  H , dado pelo Lema 2.11, de modo que

Fx =  H i ( x )  © E i ( x )

para p -q.t.p. x  G X . Notemos tambem que para todo v  G E 1 (x )  \ {0 }, obtemos

lim —log ||Tn(x)v|| =  Ài.
n — >±tt n
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D e n o t a r e m o s  p o r  A 1 C  X  o  c o n ju n t o  d e  m e d id a  t o t a l  n o  q u a l o  L e m a  2 .1 0  e L e m a  

2 .1 1  sa o  s a t is fe ito s  c o m o  a c im a .

C o n s id e r e  a g o r a  a  r e s tr iç ã o  T|Hl d o  is o m o r f is m o  T  e m  H 1 e d e n o t e m o s  À2 =  À 1(T|H l). 

P o d e m o s  a p lic a r  n o v a m e n te  o  L e m a  2 .1 0  e , se  n e c e s s a r io , o  L e m a  2 .1 1  e e n c o n tr a r m o s  

s u b fib r a d o s  m e n s u r a v e is  T -in v a r ia n t e s , E 2 e H 2 d e  H 1 , t a is  q u e

Fx =  H 2 (x )  ©  E 2 (x )  0  Ei (x )

e

l im  - l o g  ||Tn (x)v|| =  A2 , 
n — n

p a r a  p - q . t .p .  x  G X  e v  G E 2 (x )  \  { 0 } .  C o m o  a n te s , v a le  q u e  À2 >  À 1 (T|H 2).

A n a lo g a m e n t e ,  d e n o t e m o s  p o r  A 2 C  A 1 o  c o n ju n t o  d e  m e d id a  t o t a l  o n d e  a s  p r o p r ie ­

d a d e s  a c im a  sa o  s a t is fe ita s .

L e m b r a n d o  q u e  o  f ib r a d o  F p o s s u i  d im e n s a o  fin it a , t e m o s  q u e  o  p r o c e s s o  a c im a  p o d e  ser  

r e a liz a d o  fin ita s  v e z e s , a f im  d e  e n c o n tr a r  n u m e r o s  re a is  À 1 >  À2 >  ■ ■ ■ >  Àj e s u b fib r a d o s  

E i , . . . ,  E j , t a is  q u e

Fx =  E j (x )  0  ■ ■ ■ 0  E 2 ( x )  0  Ei ( x ) ,

e

n
l im  —

— >±œ  n
lo g  ||Tn(x)v|| Ai

p a r a  t o d o  v  G E i ( x )  \ { 0 } ,  c o m  1 <  i  <  j ,  e  t o d o  x  G A j ,  o n d e  A j  C  X  p o s s u i  m e d id a  t o t a l .

P e la  c o n s t r u c a o  d o s  s u b fib r a d o s  E i d e  F, p o d e m o s  a fir m a r  q u e  e les  s a o  m e n s u r a v e is  e  

T -in v a r ia n t e s  e , p o r  d e fin iç ã o , À i e u m a  fu n c ã o  m e n s u r a v e l , p a r a  t o d o  1 <  i  <  j .  M a is  

a in d a , t e m o s  q u e  A j  e q u a s e  t o d o  X .  N o  m a is , t e r e m o s  q u e  A  p o s s u ir a  m e d id a  t o t a l  se  A  

fo r  m e n s u r a v e l , c o m o  v e r e m o s  à  se g u ir .

2.2.2 Demonstração da segunda etapa: Mensurabilidade.

M o s t r a r e m o s  n e s t a  e t a p a  q u e  A  e m e n s u r á v e l a tr a v e s  d e  c o n ju n t o s  q u e  p o s s u e m  p r o ­

p r ie d a d e s  p e r t in e n t e s . P o r  e s te  fa t o ,  p r e c is a m o s  d e  r e s u lt a d o s  q u e  n o s  a ju d e  a  e n te n d e r  

t a is  c o n ju n t o s .

P o d e  ser v e r if ic a d o  n a  d e m o n s t r a ç ã o  d o  L e m a  2 .1 0  (v e ja  a s  A f i r m a ç õ e s  1 e 4  d a  1 -
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etapa da seçao 2.2.3) que, dado À G R, os conjuntos

G x (A ) v  G Fx \  { 0 } ;  l i m s u p  —  lo g  ||T_n (x)v|| <  —  À U { 0 }
n — í+ro n

e

H x (À ) v  G Fx \ { 0 } ;  l i m s u p  —  lo g  ||Tn (x)v|| <  À 
n — í—ro n

U { 0 } ,

sao subespaços nao-nulos e variam mensuravelmente em X . 
Considere assim, as seguintes funçoes mensuraveis:

G (À )  : X  — > F, tal que G ( À ) ( x )  =  G x (À )

e

H (À ) : X  — > F, tal que H (À )(x ) =  H x (À ) .

Considere d  a dimensao da variedade X  e n i , . . . ,  n j  naturais fixados tais que n i  ■ ■ ■ +  
n j  =  d . Dado k  G N, definimos por

A k (a i , . . . , p j ; n i , . . . , n j )

o conjunto tal que, para cada x  G X  existam racionais <  p 1 <  a 2 <  ■ ■ ■ <  P j , com 
Pi  — a i  <  1 / k  e

a i ( x )  =  G x ( a i )  n  H x ( P i ) ,

tal que

dim a i (x ) =  n i ,

para todo 1 <  i  <  j .
Pela maneira que foi definido, note que ai (x ) e um subespaco, pois G x( a i) e H x( P i ) 

tambem sao, para todo 1 <  i  <  j .

A f i r m a ç ã o  1 :  ai n  ap =  {0 } , p a r a  t o d o  i ,  p  G { 1 , . . . ,  j } c o m  i  =  p .

Sem perda de generalidade, suponha por absurdo que exista v  G a 1 (x ) n a2(x ) nao-nulo,
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is t o  e , v  G G x ( a i )  n  H x ( ß i )  e v  G G x ( 0 2 ) n  H x ( ß 2 ) .
v

A  fo r t io r i ,

l i m s u p  —  lo g  ||T_n (x)v|| <  — 0L2 <=> —  l i m s u p  —  lo g  ||T_n (x)v|| >  0C2 
n — i+TO n  n — i+TO n

<=> l i m i n f  — —  lo g  ||T_n (x)v|| >  oc2
n — }+to — n

<=> l i m i n f —  lo g  ||Tn (x)v|| >  oc2 .
n — i—to n

C o m o

l i m s u p  —  lo g  IITn (x)vII >  l i m i n f  —  lo g  ||Tn (x)v||
n — i-TO n  n — i—TO n

e v  G H x ( ß i ) ,  p o d e m o s  c o n c lu ir  q u e

ß i  >  l i m s u p  —  lo g  ||Tn (x)v|| >  oc2 .
n — í—to n

I s t o  e u m a  c o n t r a d iç ã o , p o is  P 1 <  a 2. E m  v is t a  d is t o , t e m o s  É 1 C  È2 =  { 0 } .

D e  m a n e ir a  g e r a l, i s to  c o n c lu i  q u e  o s  s u b e s p a ç o s  ^  s ã o  d is ju n t o s  d o is  a  d o is , c o m

1 <  i  <  j .

A f i r m a ç ã o  2 :  A k( a i , . . . , P j ; n 1, . . . , n j ) é  m e n s u r á v e l .

C o n s id e r e m o s  a ,  P G Q ,  c o m  a  <  P . D e fin im o s  a s  s e g u in te s  fu n c ã e s :

: X  — > F, c o m  p a,p( x )  =  Éx =  G x( a )  C  H x( p )

e

í l a,p : X  — > N , c o m  f j a,p(x )  =  d i m ( G x( a )  C  H x( P ) ) ,

q u e  n a t u r a lm e n t e , se r a o  fu n c o e s  m e n s u r a v e is .

E m  v is t a  d is t o , c h e g a r e m o s  n a  s e g u in te  c o n c lu s a o :

A k( a i , P i , , P j; n i , . . . , n j ) =  p| ( f ] ( a i , P i ) ) -1 ( n i ) .
i=1

E m  o u t r a s  p a la v r a s , t e m o s  q u e  A k( a 1, P i , . . . ,  P j ; n i , . . . , n j ) e  p r é - im a g e m  d e  c o n ju n t o s  

m e n s u r a v e is , p r o v a n d o  a s s im  a  a fir m a c a o .

A f i r m a ç ã o  3 :  A  = P |  ( J  A k( a p  . . . ,  P j ; n 1, . . . , n j ).
k> 1 jeN

niSN 
ai,P i eQ
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S e ja  x  £  A .  A s s i m , e x is t e m  m i , . . . ,  m j  n a t u r a is  t a is  q u e  m i  +  ■ ■ ■ +  m j  =  

Fx a d m it e  u m a  d e c o m p o s iç a o  t a l  q u e

Fx =  Ei (x )  ©  E 2 (x )  ®  ■ ■ ■ ®  Ej ( x ) ,

c o m  d im  E i (x )  =  m i  e e x is t e m  n u m e r o s  r e a is  À 1 <  ■ ■ ■ <  Àj t a is  q u e

lim  -log||Tn(x)v|| =  At,
n — í± to n

p a r a  t o d o  v  £  E t (x )  \  { 0 } ,  c o m  1 <  i  <  j .

F i x a d o  k  £  N , p a r a  c a d a  Ài p o d e m o s  t o m a r  r a c io n a is  a i e ( k , t a is  q u e

oq <  Ai <  (3i, c o m  (3i —  oq <

D e s t a  fo r m a , p a r a  t o d o  v  £  E t (x )  \ { 0 } ,  t e m o s

lim  - l o g  ||Tn(x)v|| =  Ai ^  -  l im  -  lo g  ||Tn(x)v|| =  -A t
n — í± to n  n — í± to n

<© -  l im  —  lo g  ||Tn (x)v|| <  -Oíi
n — í± to n

<©> — liminf —— log ||T_níx)v|| <  —oq
n — í+ to — n

<© limsup- ( —  ) log ||T_n(x)v|| <  -oq  
n — í+ to y — n  )

<©> l i m s u p  —  lo g  ||T_n (x)v|| <  — cxí 
n — í+ to n

l im  —  lo g  ||Tn (x)v|| =  Ai <©  l im  —  lo g  ||Tn (x)v|| =  Ai
n — í±TO n  n — í—■to n

<© l im  —  lo g  ||Tn (x)v|| <  (3i
n — í—to n

l i m s u p —  lo g  ||Tn (x)v|| <  |3i-
n — í—to n

S e g u e  d e  ( 2 .3 )  e ( 2 .4 )  q u e  v  £  G x ( a t ) f l  H x ( p i ) ,  i s t o  e , v  £  E i ( x ) .  M a is  a in d a ,  

E i ( x )  C  E i ( x )  e , c o n s e q u e n te m e n te , d i m ( E i ( x ) )  <  d i m ( E i ( x ) ) ,  p a r a  t o d o  1 <  i  

C o n s id e r e  e n t ã o  n 1, . . . ,  n j  n a t u r a is  t a is  q u e  d im  E i (x )  =  n i , c o m  n 1 +  ■ ■ ■ 

S e m  p e r d a  d e  g e n e r a lid a d e , s u p o n h a  q u e  d i m E 1 ( x )  <  d i m E  1 ( x ) .  E n t a o ,

d  =  m 1 +  m 2 +—  ■ +  m j  <  n 1 +  m 2 +—  ■ +  m j  <  n 1 +  n 2 +—  ■ +  n j  =

e

d , a  fib r a

( 2 .3 )

( 2 .4 )  

t e m o s  q u e

<  j .

+  n j  =  d . 

d ,
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o  q u e  e u m a  c o n t r a d iç ã o . L o g o , p a r a  t o d o  1 <  i  <  j ,  t e m o s  q u e  d i m ( E i ( x ) )  =  d i m ( Ê i ( x ) )  =  

m i  e , p o r  c o n s e g u in te , E i (x )  =  Ê i ( x ) .

C o m o  r e s u lt a d o , t e m o s  q u e

Fx =  F i (x )  ©  ■ ■ ■ ©  F j ( x ) ,

c o m

F i ( x )  =  G x ( a i ) n  H x (P i )  e d i m ( F i ( x ) )  =  n ,

p a r a  t o d o  1 <  i  <  j .

E m  o u t r a s  p a la v r a s , x  G A k ( a q  . . . ,  ( j m i , . . .  , m j )  e c o m o  k  G N  fo i e s c o lh id o  d e  

m o d o  a r b itr a r io , c o n c lu ím o s  q u e  x  G P| ( J  A k ( a 1, . . . ,  ( j  n 1, . . . ,  n j ) .  A s s i m ,
k>1 jeN

niSN 
aâ,Pi eQ

A  C  H  U  A k ( a 1 , . . . , p j ; n 1 , . . . , n j ) .
k>1 jeN

nteN
ai)Pie Q

A g o r a ,  s u p o n h a  x  G P| ( J  A k ( a 1, . . . ,  ( j  n p  . . . ,  n j ) , is to  e , d a d o  k  G N , c o n s id e -
k>1 je N

ni eN 
aiíPie Q

r e m o s  x  G A k ( cOf , . . . ,  j ; n k, . . . ,  n k ).

C o m o  n k +  ■ ■ ■ +  n k  =  d , a  m e n o s  d e  u m a  s u b s e q u e n c ia , p o d e m o s  a s s u m ir  n k c o n s t a n t e  

ig u a l a  n i ,  p a r a  t o d o  k  G N .

C o n s id e r a n d o  a  s e q u e n c ia  l i m i t a d a  ( j k) keN, a  m e n o s  d e  u m a  s u b s e q u e n c ia  p o d e m o s  

o b t e r  j k c o n s t a n t e , is to  e , j k =  j p a r a  u m  k  s u fic ie n te m e n te  g r a n d e . A s s i m ,

x  G A k ( a k , . . . ,  j n 1 ? . . . ,  n j ) .

C o n s id e r e  e n t a o  o  s u b s e s p a c o  F k ( x )  =  G x ( a k ) f l  H x ( p k ) , t a l  q u e  d i m F k ( x )  =  n i e  

n 1 +  ■ ■ ■ +  n j  =  d , p a r a  t o d o  1 <  i  <  j .  O b s e r v e  q u e  a  n o t a ç a o  p e lo  s ím b o lo  k  se rv e  p a r a  

m o s t r a r  a  d e p e n d e n c ia  d o  m e s m o , d e  m o d o  q u e  ( a k —  |3k ) <  1 / k .

D a d a s  a s s e q u e n c ia s  ( a k) keN e n o t e  q u e  a m b a s  saFo m o n o t o n a s  e l im it a d a s ,

lo g o  c o n v e r g e m . M a i s  a in d a , c o m o  |3k —  a k <  1 / k ,  a s  s e q u e n c ia s  p o s s u e m  o  m e s m o  l im ite ,  

d ig a m o s  Ài , i s to  e — > Ài e |3k — > Ài , q u a n d o  k  — > + o o .

A l e m  d is s o , r e p a r e  q u e

G x ( a k+1) C  G x ( a k )  e H x ( p k+1) C  H x ( p k) ,

lo g o
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Ék+1 =  G x ( a k + 1 ) n  H x (P k + 1 ) c  G x ( a k )  n  H x ( P Í + 1) =  ã k .

D a d o  e  >  0 ,  t o m e m o s  v  G G x ( a k) \  { 0 } .  P e lo  f a t o  d e  a k — > At, t e m o s  

l i m s u p  —  lo g  ||T_n (x)v|| <  — ctk <  — Ài +  e ,
n — í+ro n

isto e

Ài — e >  cxk >  — limsup — log ||T_n(x)v||
n — í+ro n

=  lim inf —— log ||T_níx)v||
n — í+ro — n

=  lim inf — log ||Tn(x)v|| .
n — í—ro n

( 2 .5 )

P o r  o u t r o  la d o , se  c o n s id e r a r m o s  v  G H x ( ^ k) \  { 0 }  e c o m o  |3k — > At , t e m o s

l i m s u p  —  lo g  ||Tn (x)v|| <  (3k <  Ài +  e .
n — í—ro n

(2.6)

C o m o  e  >  0  e a r b itr á r io , d e  ( 2 .5 )  e ( 2 .6 )  o b t e m o s

l i m s u p  —  lo g  ||Tn (x)v|| <  Ài <  l i m i n f  —  lo g  ||Tn (x)v|| ,
n — í—ro n  n — í—1ro n

isto e,

l im  - l o g  ||Tn (x)v|| =  À i, ( 2 .7 )
n — í—ro n

p a r a  t o d o  v G É k (x ) =  Gx ( a k) n  Hx ( ^k) n ã o -n u lo , c o m  1 <  i  <  j .
+ro

P e la s  c ir c u n s t a n c ia s , t e m o s  q u e  ã t =  P| ã k  e r e le m b r a n d o  q u e  d im  ã k  =  n t , c o n c lu ím o s
k=1

q u e  d i m ã t =  n t , p a r a  t o d o  1 <  i  <  j .

A s s i m , d a d o  e >  0 e v G ã t (x ) \ { 0} , d e fin im o s  a s s e g u in te s  fu n ç õ e s :

/A  e (x )  =  su p  /A  e ( x ,v )
veti (x)\{0}

Cf e (x )  =  in f  C  e ( x , v ) ,
veÊi(x)\{0}

e
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com

A e ( x , v )  =  SUp
n eN

T _ n (x )v |  e x p ( n ( A i  +  e ) )  ||v }
e

C  e ( x ,v ) in f
n eN T—n ( x ) v |  e x p ( n ( - A i  +  e ) )  ||v

P o d e r e m o s  v e r  m a is  a  fr e n te  q u e  A e ( x )  e C e ( x )  e s t ã o  b e m  d e fin id a s  e sa o  m e n s u r á v e is .  

M a is  a in d a , a s  fu n ç ã e s  l o g ( A e o f )  —  lo g  A e e l o g ( C e o f )  —  lo g  C e s á o  p -in te g r á v e is . A s s i m ,  

p e lo  L e m a  1 .6 , t e r e m o s  q u e

l im  —  lo g  A e o f  n ( x )  =  l im  —  lo g  C e o f n (x )  =  0
n — í±ro  n  n — í±ro  n

(2.8)

(v e ja  a  A firm ação  7 d a  3 - E t a p a  d a  s e ç a o  2 . 2 . 3 ) . A s s i m  s e n d o , r e p a r e  q u e  

||v|| =  ||T—n ( f n ( x ) ) T n (x )v |

=  ||T—n ( f n ( x ) ) T n ( x ) v |  e x p ( — n ( A i  +  e ) )  e x p ( n ( A i  +  e ) )  ||Tn(x)v|| ||Tn(x)v||—1 

<  A e ( f n ( x ) ) e x p ( — n ( A i  +  e ) )  ||Tn(x)v||.

p a r a  t o d o  v  G E i (x )  \  { 0 } .  A p li c a n d o  a  fu n ç ã o  lo g  e d iv id in d o  p o r  n  n a  d e s ig u a ld a d e  

a c im a , o b t e m o s  q u e

- l o g  ||v|| <  —  l o g Ã e ( f n ( x ) )  -  (A i +  e )  +  -  lo g  ||Tn (x )v | | , 
n  n  n

is t o  e ,

—  lo g  ||v|| >  —  l o g A e ( f n ( x ) )  +  (Ai +  e )  +  —  lo g  ||Tn (x )v | | ,
— n  — n  — n

p a r a  t o d o  n  G N .

P o r  ( 2 . 8 ) , c h e g a m o s  a o  s e g u in te  r e s u lt a d o :

l i m i n f  — '— lo g  IITtl(x )v II <  — (A i +  e )  — l i m s u p  —  lo g  ||Tn (x)v|| >  — (A i +  e )
n — í+TO — n  n — í+ro n

l i m s u p  —  lo g  ||Tn (x)v|| <  Ai +  e .  ( 2 .9 )
n — í+ro n
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Por outro lado

|v|| =  ||Tn(f- n ( x ) ) T _ n (x)v||

=  ||Tn(f- n ( x ) ) T - n ( x ) v |  e x p ( n ( - A i  +  e ) )  e x p ( - n ( - A i  +  e ) )  ||T_n(x)v|| ||T-n(x)v||" 

>  C e ( f - n ( x ) ) e x p ( - n ( - A i  +  e ) )  ||T-n(x)v|| .

A p l i c a n d o  a  fu n ç a o  lo g  e d iv id in d o  p o r  - n  a  d e s ig u a ld a d e  a c im a , t e m o s

—  lo g  ||v|| <  —  lo g  C e ( f ~ n ( x ) )  +  ( — At +  e )  +  —  lo g  ||T_n (x)v|| , 
- n  - n  - n

p a r a  t o d o  n  G N . A s s i m , n o v a m e n te  p o r  ( 2 . 8 ) , c o n c lu ím o s  q u e

l i m i n f  —  lo g  ||Tn (x)v|| >  Ai —  e .
n — í+ro n

C o m o  e  >  0  e a r b itr á r io , d e  ( 2 .9 )  e ( 2 .1 0 )  q u e

l i m i n f  —  lo g  ||Tn (x)v|| >  Ai >  l i m s u p  —  lo g  ||Tn (x)v|| ,
n — í+ro n  n — í+ro n

im p lic a n d o  e m

lim  — lo g  ||Tn (x)v|| =  A i.
n — í+ro n

(2.10)

(2.11)

p a r a  t o d o  v  G E i (x )  \ {0 } , c o m  1 <  i  <  j .

P o r  ( 2 .7 )  e ( 2 . 1 1 ) , p o d e m o s  c o n c lu ir  o  s e g u in te  r e s u lt a d o :

l im  - l o g  ||Tn (x)v|| =  A i,n—í±ro n

p a r a  t o d o  v  G E i (x )  \ {0 } , c o m  1 <  i  <  j .

P e la  A f i r m a ç ã o  1 , o s  s u b e s p a ç o s  p r ó p r io s  E i ( x )  s a o  d is ju n t o s  d o is  a  d o is . A l e m  d is s o ,  

t e m o s  q u e  d i m E i (x )  =  n i , c o m  n 1 +  ■ ■ ■ +  n j =  d . A s s i m , p e la  c o n s t r u ç a o  d o s  n u m e r o s  

r e a is  Ai , t e m o s  q u e  A 1 <  ■ ■ ■ <  A j e o  f ib r a d o  Fx a d m it e  u m a  d e c o m p o s iç a o  t a l  q u e

Fx =  E i (x )  ® ■ ■ ■ ® E j ( x ) .

E m  o u t r a s  p a la v r a s , t e m o s  p o r  d e fin iç ã o  q u e  x  e p o n t o  r e g u la r , i s to  e , x  G A .  Is to  

c o n c lu i  a  A f i r m a ç ã o  3  e p e la  A f i r m a ç ã o  2 ,  s e g u e  q u e  A  e m e n s u r á v e l.
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2.2.3 Demonstração do Lema 2.10

F a r e m o s  a q u i, a  d e m o n s t r a ç ã o  d o  L e m a  2 .1 0  e m  tr ê s  e t a p a s . N o  p r im e ir o  m o m e n t o ,  

m o s t r a r e m o s  q u e  G  e u m  s u b fib r a d o  m e n s u r a v e l T -in v a r ia n t e  d e  F. E m  s e g u id a , t e r e m o s  

p a r a  p - q . t .p  x  G X  q u e  d im  G x >  0  e p o r  f im , p r o v a r e m o s  a  e x is te n c ia  d o  l im it e  c i ta d o  n o  

e n u n ç ia d o  d o  le m a .

P r e v ia m e n t e , v a m o s  p r o v a r  q u e  G x e u m  s u b e s p a ç o  d e  Fx , p a r a  t o d o  x  G X .

• D a d o s  u ,  v  G G x , t e m o s

l i m s u p  —  lo g  ||T_n ( x ) ( u  +  v )  || =  l i m s u p  —  lo g  ||T_n ( x ) u  +  T _ n (x)v||
n — í+ro n  n — í+ro n

<  l i m s u p  - l o g  (IIT _n (x)u|| +  ||T—n (x)v||)
n — í+ro n

<  l i m s u p  — lo g  (2 m a x {| | T _ n (x )u | | , ||T_n (x)v||})
n — í+ro n

=  l i m s u p  —  l o g 2  +  l i m s u p  —  lo g  (m a x {| | T _ n (x)u||
n — í+ro n  n — í+ro n

|T-n (x)v||})

<  - A , .

D e s t a  fo r m a , u  +  v  G G x 

• S e ja  a  G R ,  e n tã o

l i m s u p  —  lo g  ||T_n (x)(cxv)|| =  l i m s u p  —  lo g  (|cx| ||T_n (x )(v )| | )
n — í+ro n  n — í+ro n

=  l i m s u p  —  lo g  |cx| +  l i m s u p  —  lo g  ||T_n (x)v||
n — í+ro n  n — í+ro n

<  - A , .

D e s t a  fo r m a , a v  G G x . Isso  c o n c lu i  q u e  G x e s u b e s p a ç o  d e  Fx .

1- Etapa: G é um subfibrado mensurável T-invariante de F.

D a d o  x  G X ,  m o s t r e m o s  q u e  T ( x ) ( G x ) =  G f (x). P a r a  t a l ,  s e ja  v  G G x n ã o -n u lo  e  

n o t e m o s  q u e

l i m s u p  —  lo g  ||T_n ( f ( x ) )  o T(x)v|| =  l im  su p  — lo g  T _ (n_ p ( x ) v
n — í+ro n  n — í+ro n

= iimsup(' ' j  b u i b
n — í+ ^ v n  —  1 J \  n  j  

1

lo g  ||T—n +l(x)v||

<  l im  s u p ------------ lo g  T -(n - 1 ) (x )V
n — í+ro n  —  I
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<  - A l

I s t o  m o s t r a  q u e  T (x )v  G G f (x) , p a r a  v  G G x \ {0 } , i s t o  e , T (x ) ( G x ) C  G f (x). D e  m a n e ir a

a n á lo g a , t e m o s  q u e  G f (x) C  T (x ) ( G x ) , g a r a n t in d o  q u e  T (x ) ( G x ) =  G f (x). O b s e r v e  q u e  

c o m o  T  e u m  is o m o r f is m o , p o d e m o s  c o n c lu ir  q u e  d im  T (x ) ( G x ) =  d im  G f (x).

M o s t r e m o s  à  s e g u ir  q u e  G x e u m  s u b fib r a d o  m e n s u r a v e l. P a r a  t a l ,  s e ja  k  G N , d e fin i­

m o s

G x =  j v  G Fx; l i m s u p  —  lo g  ||T_n (x)v|| <  - A í +  £ 
f  n — í+ to n

D a  m e s m a  fo r m a  q u e  G x e u m  s u b e s p a ç o  v e t o r ia l  d e  Fx , G k t a m b e m  e . N o t e  q u e
+  TO

n  G k  =  g ,  , i s to  e , e x is te  k 0 G N  t a l  q u e  GÍj =  G x , p a r a  t o d o  k  >  k 0 , p e lo  fa t o  d e  F ser
k=1
u m  e s p a ç o  d e  d im e n s a o  f in ita . C o n s id e r e  e n t a o

X k  =  { x  G X ; G k =  G x } ,

+TO

o b s e r v a n d o  q u e  X  =  X k .
k=1

A f i r m a ç ã o  1 :  X k é  m e n s u r á v e l ,  p a r a  t o d o  k .

C o n s id e r e  a s  fu n ç o e s

A 1 : X  — > R ,  c o m  A 1 (x ) l im  su p  —
n — í+ to n

lo g  ||Tn(x)||

e

^  : F — > R ,  c o m  ^ ( x , v ) l im  su p  —
n — í+ to n

lo g  ||T_n(x)v||.

P e lo  fa t o  d a s  s e q u e n c ia s  ( ( 1 / n )  lo g  ||Tn (x)||)neN e ( ( 1 / n )  lo g  ||T_n (x )v ||)neN s e r e m  l i m i t a ­

d a s  e c o m p o s t a s  d e  fu n c o e s  m e n s u r a v e is , t e m o s  q u e  A 1 e ^  s a o  fu n ç õ e s  m e n s u r a v e is .

C o n s id e r e  a  p r o je ç õ o  n : F — > X  e s u p o n h a  q u e  x  /  X k , i s t o  e , G k =  G x . E n t õ o  e x is te  

v  G GÍj c o m  v  /  G x . I s t o  e ,

—Ai (x) <  limsup — log ||T—n(x)v|| <  — Ai (x) +  —
n — í+TO n  k

— Ai (x )  <  4> (x , v )  <  — Ai (x )  +  ^
k

0  <  4 > ( x ,v )  +  Ai o 7 t ( x ,v )  <  l
k

( x , v )  G ( ^  +  A 1 o n ) - 1 ( ( 0 , k ] )

<=> n ( x , v )  =  x  G n ( ^  +  A 1 o n ) - 1 ( ( 0 , k ] ) ,
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1 V
A s s i m  p o d e m o s  c o n c lu ir  q u e  X k =  X  —  r c (^  +  Ài o n )  — ( ( 0 , k ] ) .  .A fo r t io r i , X k e m e n s u r á v e l  

p a r a  t o d o  k , p e lo  f a t o  d e  n ,  ^  e À 1 s e r e m  m e n s u r á v e is .

F ix e m o s  k  G N . D a d o s  x  G X k e m  >  1 , c o n s id e r e m o s

G x ( m )  = { v G  Fx; ||T_n (x)v|| <  m e x p ( — n ( À i  —  £ ) )  ||v||, p a r a  t o d o  n  G N  }  .

A f i r m a ç ã o  2 :  G j  =  ( J  G j (m ) .
m>1

D a d o  v  G U  G k ( m ) ,  e x is te  m 0 >  1 t a l  q u e  v  G G Ík (m 0 ) . P e la  m a n e ir a  q u e  d e fin im o s
m>1

G k  (m o )  , t e m o s

|T_n (x)v|| <  m 0 e x p ( — n ( À i  -  1 ) )  ||v|| .

A s s i m , c o n c lu ím o s

- - l o g  ||T_n (x)v|| >  — — ( l o g ( m 0 ) + l o g  ||v||) +  A , -  ^  &  l i m i n f - - l o g  ||T_n (x)v|| > h ~ l  
n  n  k  n n  k

tA — lim in f----- log ||T_n(x)v|| <  — Ai +  -
n — í+ro n  k

<A limsup — log ||T_n(x)v|| <  —Ài +  —,
n — í+ro n k

e p o r t a n t o  v  G G xk .

S e ja  w  u m  v e t o r  n a o -n u lo  e m  Gj  e n t a o  w /  ||w|| G Gj . A s s i m

l i m s u p  -  lo g  T _n ( x ) ] A  <  - A ,  +  -1- ,
n - í + r o  n  l|w|1 k

e n t a o  e x is te  n 0 G N  t a l  q u e  p a r a  t o d o  n  >  n 0

- l o g  T _ n (x )ü ^ ü  =  —  lo g  ||T_n (x)'w|| —  —  lo g  ||w|| <  — Ài +  ( 2 .1 2 )
n  l|w|1 n  n  k

L e m b r a n d o  q u e  T  p o s s u i  n o r m a  l im it a d a , p o d e m o s  e s c o lh e r  m 1 >  1 , t a l  q u e

1 T . . .. 1 T .. .. 1 ,  1
—  lo g  T _ n ( x ) > v -------- lo g  rw  <  —  l o g m .1 —  Ai H— ,
n  n  n  k

( 2 .1 3 )

p a r a  n  =  1 , . . . ,  n 0 —  1.  D a s  e q u a c o e s  ( 2 .1 2 )  e ( 2 . 1 3 ) , c o n c lu ím o s  q u e  p a r a  t o d o  n  G N

|T_n (x)w || <  m ,  e x p ( — n ( A i  -  1 ) )  ||w|| .
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Assim v  £  G ^ m O  C  ( J  G k ( m ) . Portanto, temos G j  =  ( J  G j ( m ) .
m>1 m>1

Definimos agora

X m  =  { x  £  X k; GÍJ =  G k ( m ) }  =  { x  £  X k; G ÍJ (m ) =  G k ( m ) para todo m  >  n }  .

A f i r m a ç ã o  3 :  X k C  ( J  X m , p a r a  t o d o  k  £  N . A l é m  d i s s o ,  XjJ1 é  m e n s u r á v e l
m>1

p a r a  c a d a  m  >  1.

Considere a sequencia de funçoes (y k)keN tal que Y k : n  1 (X k ) — > R, tal que

Y k ( x ,v )  =  ||T_n (x)v|| e x p ( n ( Â i  -  £ ) )  ||v||_1 .

Caso x  /  X m , então existe v  £ Fx e m  >  m  tal que

m  <  Y k (x ,  v ) <  m  Y k (x ,  v ) £ (m ,  m ]

tA (x , v ) £ y k 1((m , i u ])

<=>■ n (x ,  v ) =  x  £ n  o Y - 1 ((m ,  m ])

p a r a  t o d o  m  >  m .  D e s t a  fo r m a  X m  =  X k  \  { J  n  o Y k ( ( m ,  m ] )  e c o m o  m  fo i e s c o lh id o
m =m

a r b itr a r ia m e n te , t e m o s  q u e  X m  e m e n s u r a v e l , p a r a  t o d o  m  >  1.

A g o r a ,  s e ja  x  £  X k e s u p o n h a m o s  q u e  d im  Gjr =  d  >  0 . C o n s id e r e  { v 1, . . .  , v d}  u m a  

b a s e  o r t o g o n a l  d o  s u b e s p a c o  G j . C o m o  G j  =  ( J  G j ( m ) ,  e x is t e m  m 1, . . . , m d >  1 ta is
m > 1

q u e  v j £  G k ( m j ) ,  p a r a  1 <  j <  d .

Assim, dado v  £ G j , seja a 1, . . . ,  a d £ R tais que v  =  (j j  £ G j . Considerando
j=1

M  =  max{m 1 , . . . ,  m d}, para n  >  1 temos:

|T_n(x)v|| =  T - n ( x )  j

d d

<  £_\oíj\ ||T_n(x)vj || <  Y _  |aj|Tr4exp(-n(Ai -  £))
j=1 j=1

d

<  Y _  | cX j| M e x p (— n ( Â i  -  £ ) )

j=1
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d<  M e x p (—n(Ài -  J))  Y _  K l
j=i<  M e x p (—n(Ài -  £)) ||v||2<  M e x p (—n(Ài — ß))ß ||v||

onde ||-||2 e a norma de v  com respeito à base (v i , . . .  , v d} e ß  >  0  a constante da equi­
valência de normas em espacos de dimensão finita. Desta forma, temos que v  G GÍk( ß M ) 
o que implica GÍk C GÍk( ß M ) e portanto x  G X ß M .

A firm ação  4: G x varia sem icontinuam ente in ferior restrito  a cada X]J\

Lembrando que para cada x  G XjJ1, temos que G ß =  G ß (m ) e considerando um k  

suficientemente grande, vale G x =  G k =  G k (m ).
Considere (x )ieN uma sequencia de X m  tal que x  — > x , com x  G X m . Agora, considere 

a sequencia de vetores (v r)ieN com v r — > v , com v r G G xi e v  G Fx .
Fixando n  G N, como v r G G xi , para todo i  G N e x r G X m , temos

||T_n (x )v i| |  <  m e x p ( — n ( À i  -  1 ) )  ||v í || .

Assim, fazendo i  — > , temos

||T_n(x)v|| <  m e x p ( — n ( À i  -  1 ) )  ||v||.

Como n  foi fixado arbitrariamente, temos que v  G GÍk(m ), ou seja, v  G GÍk desde que 
x  G X m . Portanto G x varia semicontinuamente inferior quando restrito a X m .

Definimos agora o seguinte conjunto

X m (j ) =  (x  G X m ; dim G x >  j }.

Uma consequencia direta da A firm acao  4 e que os conjuntos X m (j ) são fechados 
em X m . Mais ainda, podemos observar que G x varia continuamente quando restrito a 
X m (j ) \ X m (j +  1 ), pois de fato a dimensao de G x neste conjunto e constante.

Assim, podemos concluir que X m  =  X m (j )\X m (j + 1 ) forma uma particão mensuravel de 
X m , e como (X k)keN e uma cobertura mensuravel de X  (A firm ação  1) e, (Xjm)meN e uma 
cobertura mensuravel de X k (A firm ação  3), temos assim que (X m (j ) \ X m (j +  1 )) j,m,keN 
e uma cobertura mensuravel de X .

Definindo
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Aj =  {x G X; dim Gx =  j},

t e m o s  q u e  A j  =  X ^ í j )  \  X m (j  +  1 ) ,  e  p o r t a n t o  e u m  c o n ju n t o  m e n s u r á v e l. M a i s  a in d a ,  

u s a n d o  o  fa t o  q u e  G x v a r ia  c o n t in u a m e n t e  e m  X j^ ( j )  \  X j^ Q  +  1 ) ,  t e m o s  q u e  G x v a r ia  

m e n s u r a v e lm e n t e  e m  A j .

A t e  a q u i, m o s t r a m o s  q u e  G  e u m  s u b fib r a d o  m e n s u r a v e l T -in v a r ia n t e  d e  F. N o  e n t a n t o ,  

o  m e s m o  a in d a  p o d e r ia  ser  o  s u b fib r a d o  t r iv ia l  n u lo . O  q u e  m o s t r a r e m o s  a  s e g u ir  e q u e  

G x d e  f a t o ,  t e m  d im e n s ã o  p o s it iv a .

2 -  E t a p a :  d im  G x >  0 ,  p a r a  p - q - t . p .  x  G X

F ix e m o s  in ic ia lm e n t e  k  G N . A s s i m , p a r a  m  >  1 d e fin im o s  o s  c o n ju n t o s  

Y ™  =  { x G  X ;  e x is te  v  G Fx \  { 0 }  t a l  q u e  ||T_n (x)v|| <  e x p ( — n ( À i  —  £ ) )  ||v||, 1 <  n  <  m }

e

Yk =  n
m>1

A f i r m a ç ã o  5 :  O  c o n j u n t o  Y k p o s s u i  m e d i d a  p o s i t i v a .

N o t e  q u e  Yk D  Yk D  Yk D  . . . ,  d e s ta  fo r m a  se  e x is te  5 >  0  t a l  q u e  p ( Y m )  >  5 p a r a  

t o d o  m  >  1 , e n t ã o  t e r e m o s  q u e  p ( Y k) >  5 .

A s s i m  s e n d o , f ix e m o s  m  G N . G a r a n t ir e m o s  a  e x is te n c ia  d e  5 >  0  u s a n d o  o  c ia ss ic o  

le m a  d e  P lis s , o  q u a l e n u n c ia r e m o s  a b a ix o .

L e m a  2 . 1 2 .  [Pliss] Dado À G R, e > 0  e A  >  0 , existe 5 =  5 (À , e ,  A ) > 0  tal que para
N—1

todo a 0, . . . ,  a N—1 G R com a i <  N À  e |a k| <  A , para 0  <  i <  N  — 1, então existe
i=0

l  >  N 5  e 0 < n 1 < • • • <  U v <  N  — 1 tal que
nj—1

Y  a í <  (n j  — n ) (À +  e )
i =n

para todo 0  <  n < U j e 1 <  j <  l .

n o  le m a  d e  P lis s , e  s e ja

Demonstração: V e r  [2 ] , p a g in a  3 6 5 .

C o n s id e r e m o s  À =  — À 1 +  1 / 2 k ,  e  =  1 / 2 k  >  0  e A  =  lo g  T -  

5 >  0  d a d o  p e lo  le m a .

S a b e m o s  q u e  À 1 ( T ,x )  =  À 1( T ),  p a r a  p - q . t .p .  x  e m  X .  A s s i m , s e ja  x  G X  t a l  q u e  

À 1 ( T ,x )  =  À 1( T ).  P e la  d e fin ic a o  d e  À 1 ( T ,x ) ,  d a d o  e  =  1 / 2 k  >  0 ,  e x is te  N  G N  a r b itr a r ia ­

m e n t e  g r a n d e  t a l  q u e
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^ l o g | | T N (x)|| > A ,

e n ta o

||Tn (x )|| >  e x p ( N ( À i  -  i ) ) .  

P o r  d e fin iç ã o  d e  n o r m a , e x is te  v  G FX \  { 0 }  t a l  q u e

Tn (x )
v

vj
>  exp(N(Ài -  2p)).

E assim,
|Tn (x )v || >  exp(N (Ài -  e )) ||vj (2.14)

Agora tomemos a i =  log T  ' ( f i+ 1(x )) (Ti+ i (x )v /  ||Ti+ i (x )v j) , com 0  <  i  <  N  — 1 . 
Uma vez que

a i  <  log T —1(f i+1(x ))

temos

N—1 N—1

|Tt+i(x)v||

|Ti+i(x)v||
=  log T  1(f i+ 1 (x )) <  log T —1

a i  =  log
i=0  
N -1

log

a i  =
i=0 i=0

N -1

T - ' ( f + V ) ) - Ti+,Wv

i=0

T i (x )v

I Ti+1 (x)vj|

I Ti+1 (x )

=  log

N -1

log

v

T  (x )v

i=0

+  log

T —1 ( f i+ 1( x ) )  o T ( f i+ ' ( x ) )■ i + v ^  Ti ( x ) v
I Ti+1 (x)v||

T  (x )v

T2 (x )v
+--------+ log TN—1v

T n (x )v

=  log ||v j  —  log ||T(x )v || +  log ||T(x )v || —  log ||T2 (x )v | +------------+ log ||Tn —1 (x )v || —  log ||Tn (x )v ||

v
=  log ||v|| -  log ||Tn (x )v || =  log 

Portanto, pela equacao (2.14), temos

Tn (x )v

v

T n (x )v
<  exp(—N(Ài -  2̂ )),

o que implica

N -1

a i  =  log
i=0

v

T n (x )v
< - N (A , - i - )  =  N ( -A ,  +  l ) .

Portanto, pelo Lema 2.12, existem n p  . . . ,  n v com 0 < n 1 < • • • <  n v <  N  —  1 tais que

nj —1

a i  =  log
T n (x )v

Tnj (X )V
<  (TVj - n )  ( - A ,  +  - (2.15)
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p a r a  t o d o  0  <  n  <  n j  e 1 <  j <  l .  A g o r a ,  o b s e r v e  q u e

T n (x )v  =  T n -n j f  ( x ) )  O T  ( x ) v . ( 2 .1 6 )

S u b s t it u in d o  ( 2 .1 5 )  e m  ( 2 .1 6 )  e t o m a n d o  W j =  T ^  ( x ) v /  Tnj (x )  , o b t e m o s  

T n (x )v
n j - 1

y  a  =  lo g
Tnj (x )

=  lo g
Tn- ^ ( f ^ ( x ) ) o Tnj (X)V

Tnj ( x ) v
=  lo g  T n -n j ( f nj ( x ) ) W j

< ( n j - n ) ( - A 1 + - ) .  ( 2 .1 7 )

p a r a  t o d o  0  <  n  <  n j  e 1 <  j <  l .  D a  ú lt i m a  d e s ig u a ld a d e  d a  e q u a ç a o  ( 2 . 1 7 ) , s e g u e  q u e  

p a r a  1 <  j <  l ,  t e m o s

T-- ( n j - n ) ( f nj ( x ) ) w j  <  e x p ( - ( n j  -  n ) ( À i ^ ) ) ,  p a r a  t o d o  0  <  n  <  n j ,

i s t o  e , f nj (x )  G Y n .

A g o r a ,  o b s e r v e  q u e  se n j  >  m ,  e n t a o  Y n  C  Y ^ .  P e lo  L e m a  2 . 1 2 , s a b e m o s  q u e  l  >  N õ .  

T a m b e m , e s c o lh e m o s  N  G N  a r b itr a r ia m e n te  g r a n d e  t a l  q u e  N õ  >  m .  A s s i m , c o m  c e r te z a  

n j  >  m  p a r a  t o d o  l  —  m  +  1 <  j <  l .

D e s t a  fo r m a , p o d e m o s  c o n c lu ir  q u e  f nj (x )  G Y m , p a r a  t o d o  l  —  m  +  1 <  j <  l ,  o  q u e  

im p lic a  q u e

#  { 0  <  i  <  N ;  f ( x )  G Y r }  >  l  —  m .  ( 2 .1 8 )

C o m o  x  fo i t o m a d o  a r b itr a r ia m e n te  p - q . t .p . ,  p o d e m o s  a s s u m ir  p e lo  T e o r e m a  1 .4  q u e  o  

l im it e

T ( x , v km ) lim  — #  { 0  <  i  <  n ;
n — n  ^

f ‘ (x )  e  Y k" > } .

e x is te . P o r  o u t r o  la d o , c o m o  N  p o d e  ser t o m a d o  a r b itr a r ia m e n te  g r a n d e , t e m o s  e m  

p a r t ic u la r  q u e

t (x , Y T ) =  Hm ^ # { 0 < i < N ;  f ( x ) G Y T } ,
N — >+w N

U s a n d o  a  e q u a c a o  ( 2 .1 8 )  e o  fa t o  q u e  N 5  <  l ,  t e m o s

( 2 .1 9 )

lim 4 # { 0  < l  < N; f ( x )  e Y™} > lim l r ( l - m ) >  lim - t ( N S - m ) = 6 .N   ̂+  *“•  ̂ NI INI NI i — f-\r\ ININ— N N

D e s t a  fo r m a , m o s t r a m o s  q u e  t (x , Y ^ )  >  5 , p a r a  p - q . t .p .  x  e  X .  C o m o  p  e  e r g o d ic a ,
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t e m o s  5 <  t (x , Y 1̂) =  M (Ym) e  c o m o  m  fo i e s c o lh id o  a r b itr a r ia m e n te , t e m o s  q u e

b ( Y k) M

(
n  y

\m>1

m
>  5 .

A firm ação  6: D ad o  x  G Y k , d im  G ): >  0

L e m b r a n d o  o  fa t o  q u e  G x e T -in v a r ia n t e , t e m o s  q u e  G k t a m b e m  se r a , p a r a  t o d o  k  G N .  

I s t o  e , se  d im  G k >  0 ,  e n t a o  d im  G ^ ^  >  0 ,  p a r a  t o d o  n  G N .

A s s i m , d a d o  x  G Y k , e x is te  (v m ) meN d e  Fx u m a  s e q u e n c ia  l i m i t a d a  d e  v e to r e s  n ã o -n u lo s  

t a is  q u e  ||vm || =  1 e

||T_n ( x ) v m || <  e x p ( — n ( À i  —  £ ) )  ||vm ||, p a r a  1 <  n  <  m .

A s s i m , f ix a n d o  n  G N , t o m e m o s  (v mj ) jeN a  s u b s e q u e n c ia  d e  (v m ) m t a l  q u e  v mj — > v  

c o m  ||v|| =  1 (p o is  a  s e q u e n c ia  d e  v e to r e s  e s t a  c o m p r e e n d id a  u m a  e s fe r a , a s s im  c o m o  

o  l im it e  d a  s u b s e q u e n c ia  c o n v e r g e n te , p e la  c o m p a c id a d e ) , e n t a o  e x is te  j 0 G N  t a l  q u e  

m j >  n ,  p a r a  t o d o  j >  j 0 . P a r a  a s e s c o lh a s  d o s  v m j, p o r  c o n t in u id a d e  t e m o s  q u e

IIT—n (x)v|| <  e x p ( — n ( A i  -  1 )  ||v|| , ( 2 .2 0 )

q u a n d o  j — > + o o .

C o m o  n  fo i f ix a d o  a r b itr a r ia m e n te , a  d e s ig u a ld a d e  ( 2 .2 0 )  v a le  p a r a  t o d o  n  G N . E m  

v is t a  d is t o , v  G G j ( 1 )  C  G k .

D e f in im o s  a g o r a

Yk =  U  f n (Y k ).
neZ

P o r  c o n s t r u ç a o , n o t e  q u e  Yk e  in v a r ia n te  p o r  f  e  m ( Y ) )  >  M (Yk) >  5 . C o m o  m  e 

e r g o d ic a , s e g u e  d a  P r o p o s ic ã o  1 .8  q u e  M('ã k) =  1 , p a r a  t o d o  k  G N . I s t o  e , c o n c lu ím o s  

q u e  d im  G|k >  0  p a r a  p - q . t .p .  x  G X .

P e la s  a f ir m a ç õ e s , m o s t r a r e m o s  a g o r a  q u e  d im  G x >  0 ,  p a r a  p - q . t .p .  x  G X .
TO

D e fin in d o  Y =  P| Y k e c o m o  p ( Y k) =  1 , p a r a  t o d o  k  G N , s e g u e  q u e  |m(Y )  =  1.
k=1

S e ja  x  G 'V', t e m o s  q u e  e x is te  k  G N  t a l  q u e  G x =  G k , p a r a  t o d o  k  >  k . C o m o  

d im  GÍ( >  0 ,  s e g u e  q u e  d im  G x >  0 ,  p a r a  p - q . t .p .  x  G X .

3 - E tapa: l im  —  lo g  ||Tn(x)v|| =  À i , para p -q .t .p . e  to d o  v G G x .
n — >±to n
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U t i l iz a n d o  a  d e fin iç ã o  d a  fu n ç a o  Ài ( T ),  d a d o  e  >  0  t e m o s  q u e  e x is te  n o  G N  t a l  q u e

p a r a  t o d o  n  >  n 0 . A s s i m ,

- l o g  ||Tn (x )  || <  A í +  e  
n

|Tn(x)v|| exp ( - n ( À i  +  e ) )  ||v|| <  1

p a r a  t o d o  v  G Fx \  { 0 }  (e m  p a r t ic u la r  p a r a  v  G G x \  { 0 } )  e n  >  n 0 . 

L o g o , p a r a  q - q . t .p .  x  G X ,  t e m o s  q u e  a  fu n c a o

A e ( x , v )  =  sup ||Tn(x)v|| exp ( - n ( À i  +  e ) )  ||v|
n eN

e s t a  b e m  d e fin id a  e e m e n s u r a v e l. E m  p a r t ic u la r

A e (x ) =  su p  A e (x , v ) .
veGx

t a m b e m  e s t a  b e m  d e fin id a . D a d o  a  G R , n o t e  q u e  A e (x , v ) =  A e (x ,  a v ) . A g o r a ,  u s a n d o  

a  d e fin iç a o  d e  G x , t e m o s  p a r a  q - q . t .p .  x  G X  q u e  a  fu n ç a o

C e (x , v ) =  su p  i ||T n (x )v|| e x p ( - n ( - Ài +  e )) ||v||-1  \
n eN t )

e s t a  b e m  d e fin id a  e e m e n s u r a v e l. A s s i m  c o m o  a n t e s , d e fin im o s

C e (x )  =  su p  C e ( x , v ) .
veGx

A f i r m a ç ã o  7 :  l im  —  lo g  A e o f  n (x )  =  l im  —  lo g  C e o f n ( x )  =  0 .
n — n  n — n

V a m o s  m o s t r a r  q u e  l im  —  lo g  C e o f ( x )  = 0 ,  p o is  o  o u t r o  l im it e  é d e m o n s t r a d o  d e
n — í±ro  n

m a n e ir a  a n a lo g a .

S e m  p e r d a  d e  g e n e r a lid a d e , p o d e m o s  s u p o r  q u e  C e (x )  >  1 . A g o r a ,  d a d o  n  G N , t e m o s  

||Tn+i (x)v|| e x p ( - ( n  +  1 ) ( Ài  ( T ) +  e ) )  ||v|-1

=  | | T n (f (x ))T (x )v |  e x p ( - n ( À 1 ( T ) +  e ) )  e x p ( - ( À 1 ( T ) +  e ) )  ||v|-1  | | T (x )v | -1  ||T(x)v|

=  C e ( f ( x ) ,  T ( x ) v )  e x p ( - ( À 1 ( T ) +  e ) )  ||v|-1  ||T(x)v| .
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Como a igualdade acima vale para todo n  G N, vale em particular para o supremo. Assim,

C e ( x , v )  =  C e ( f ( x ) , T ( x ) v )  exp ( - ( À i ( T ) +  e ) )  ||v||-1  ||T(x)v||. (2.21)

Como T  possui norma limitada, seja ã, (3 >  0  tais que a  <  ||T(x)v|| /  ||v|| <  (3. Desta 
forma,

exp(—(Ài +  e))õí <  exp(—(Ài +  e ) ) <  exp(—(Ài +  e))(3.
| v  |

Tomando a  =  exp ( - ( À 1 +  e ) ) ã  e (3 =  exp ( - ( À 1 +  e ) )  P, temos portanto

a C e ( f ( x ) , T ( x ) v )  <  C e ( f ( x ) ,  T ( x ) v )  exp ( - ( À i ( T ) +  e ) )  ||v|-1  ||T(x)v|| <  C e ( f ( x ) , T ( x ) v ) 3 .

Ou seja, da equacao (2.21), obtemos

a C e ( f ( x ) , T ( x ) v )  <  C e ( x , v )  <  C e ( f ( x ) , T ( x ) v ) 3 -  (2.22)

Como

C e (f (x )) =  sup C e (f (x ) , T  (x )v ) ,
v̂ Gx

na hipótese de T  ser isomorfismo, a equação (2.22) vale para todo v  G G x \ {0 }, em 
particular, para o supremo. Assim

a C e(f (x )) <  C e(x ) <  C e (f (x ) ) p ,

o que implica

< C£(x)
^  “  C e ( f ( x ) )

<  |3.

Aplicando a função log na expressão acima, e fácil de ver que a função log (C e o f ) -  log C e 

e limitada, em particular, integrável. Pelo Lema 1.6, segue que

lim — log Ce o f n (x )  =  0, (2.23)
n — >±to n

para p -q.t.p. x  G X .

A f i r m a ç ã o  8 :  lim sup — log ||Tn (x)v|| <  Àp p a r a  p - q . t . p .  x  G X  e v  G G x .
n — >±to n

Note que
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limsup — log ||Tn(x)v|| <  Ài
n — í+ro n

sai direto da definição da função À i , pois

— log ||Tn(x)v|| <  — log ||Tn(x)|| +  — log llvll , para todo n  G N. 
n  n  n

Vejamos o limsup, quando n  — > —oo.
Dado e  >  0 , para p -q.t.p. x  G X  tome v  G G x \ {0 } e n  G N. Então,

||v|| =  ||Tn (f —n (x ) )T—n (x )v||

=  |T n (f —n (x ) )T—n (x )v|| exp(—n (Ài +  e )) exp(n (Ài +  e )) ||T—n (x )v|| ||T—n (x )v||—1 

<  A e (f —n (x )) exp(n (Ài +  e )) ||T—n (x )v||.

Aplicando a funçao log e dividindo por n  a desigualdade acima, temos

-  log ||v|| <  -  log A e( r n(x)) +  (Ài +  e )  +  —  log ||T_n (x )v | | , (2.24)
n  n  n

para todo n  G N. Assim, pela A f i r m a ç ã o  7 , concluímos que

lim inf — log ||T_n (x)v|| >  —(Ài +  e )  limsup —— log IIT _ n ( x ) v II <  Ài +  e
n — í+TO n  n — í+ro n

limsup — log ||Tn (x)v|| <  Ài +  e
n — í—ro n

e c o m o  e  fo i e s c o lh id o  d e  fo r m a  a r b itr á r ia , s e g u e  a  a fir m a c ã o .

A f i r m a ç ã o  9 :  l i m i n f  —  lo g  ||Tn (x)v|| >  À i , p a r a  p - q . t . p .  x  G X  e  v  G G x .
n — í±ro  n

Fica plausível a afirmacão acima para lim inf quando n  

Dado v  G G x, temos por definicao que
— .

Assim,

limsup —log ||T_n(x)v|| <  —À1-
n — í+ro n

— limsup — log IIT_n(x)vII =  l iminf—— log IIT_n(x)vII >  Ài
n — í+ro n  n — »+ro n

e portanto

liminf — log ||Tn(x)v|| >Ài -
n — í—ro n

(2.25)
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Para o outro caso, seja e  >  0  e para p -q.t.p. x  G X  tome v  G G x \ {0 } e n  G N. Entao, 

||v|| =  |T_n (f n (x ) )T n (x )v |

=  |T- n (f n (x ) ) T n (x )v | e x p ( - n ( - A , +  e )) exp(n ( - A, +  e )) ||T n (x )v || |T n (x )v |- 1 

<  C e (f n (x )) exp(n ( - A , +  e )) ||T n (x )v || .

Aplicando a funçao log e dividindo por n  a desigualdade acima, temos

-  log ||v|| <  -  log C e ( f n ( x ) )  — (À i —  e )  +  — log ||Tn (x )v | | , (2.26)
n  n  n

para todo n  G N. Assim, novamente pela A f i r m a ç ã o  7 , concluímos que

lim inf — log ||Tn (x)v|| >  Ài —  e
n — n

e como e  foi escolhido de forma arbitraria, segue a afirmacão.
Desta forma, a terceira e ultima etapa esta concluída pelas A f i r m a ç ã o  7 , 8  e 9 , 

encerrando a demonstracao do Lema 2.10. ■

2.2.4 Demonstração do Lema 2.11

Consideremos inicialmente,

I  =  { A  : G x — > G ; A x  : G * — > G x e uma aplicação linear, para cada x  G X  }.

Neste espaco de funcães, consideremos o operador

^  : I  — > I , tal que ^ (A ) =  T - 1 o A  o T , 

isto e, para cada x  G X , temos

$ (A )(x ) =  T - , ( f (x )) o A ( f (x )) o T (x ).

Seja a aplicacão

P =  (T |G± -  T ) : G x — > G , com P (x )v  =  T (x )v  -  T (x )v ,

notemos que para v  G G x , temos P (x )v  G G f (x) e, pela invariancia de G  por T , segue que 
B =  - T - 1 o P pertence a I . Por fim, consideremos a sequencia de funçães { ^ n (B )}n gN .
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A f i r m a ç ã o  1 :  (B )  c o n v e r g e  p a r a  u m a  f u n ç ã o  e m  Z  p - q . t . p .  .

n=0

P a r a  t a l  a f ir m a ç a o , se  m o s t r a r m o s  q u e  e x is te  u m a  fu n ç a o  C  : X  — > R  m e n s u r á v e l e  

À <  0  t a l  q u e

||^n (B )(x )| |  <  C ( x )  e x p ( n À ) ,

p a r a  t o d o  n  >  0  e p - q . t .p .  x  G X ,  p e lo  c r ite r io  d a  c o m p a r a ç a o , a  a f ir m a ç a o  e s t a r a  p r o v a d a .  

N o t e  q u e  a  serie  C ( x )  e x p ( n À )  e c o n v e r g e n te , p o is  À <  0 .

n=0

D a d o  e  >  0 ,  d e fin a

e

/A  e (x )  =  su p
neN

T n (x )  e x p ( - n ( À i  ( T ) +  e ) )

C e ( x )  =  su p  /  (T  1 |g )n ( x )  e x p ( — n ( À i  (T  1 |g ) +  e ) ) i
neN  ̂ >

U t i l iz a n d o  o s  m e s m o  a r g u m e n to s  d a s  fu n ç õ e s  A e e C e (d a d a s  n a  d e m o n s t r a ç ã o  d a  3 -  

e t a p a  d o  L e m a  2 .1 0 )  t a m b e m  e s t a o  b e m  d e fin id a s . M a i s  a in d a , p e lo  m e s m o  p r o c e d im e n t o  

d a  A f i r m a ç ã o  7  d o  L e m a  2 . 1 0 , t e m o s  p a r a  p - q . t .p .  x  G X  q u e

l im  —  l o g ( C e o f n ( x ) )  =  l im  —  l o g ( Â e o f n ( x ) )  =  0 .
n — í±ro n  n — í±ro n

N o t e m o s  t a m b e m  q u e  ||B(x)|| e  m e n s u r a v e l , c o m  ||log B o f|| —  ||log B|| e in te g r a v e l .  

P e lo  L e m a  1 .6 , t e r e m o s  t a m b e m  q u e

lim  —  lo g (  IIB o f n (x)||) =  0 .
n — í± to n

P a r a  c a d a  n  G N , t e m o s  ^ n ( B ) ( x )  =  ( T —1|G )n ( f n ( x ) )  o B ( f n ( x ) )  o Tn ( x )  e , m u n id o  d e  

t o d a s  e s ta s  a fir m a ç õ e s  a c im a , t e r e m o s  q u e

i i r ( B ) ( x ) n

<

( T ^ g U T ( x ) )  o B f ( x ) )  o T n (x )  

( T —l G ) n ( f n ( x ) )  ||B(fn (x )|  Tn ( x )

<  C e ( f n ( x ) ) ||B(fn (x))|| /A e (x )  e x p ( n ( À  +  2 e ) ) . ( 2 .2 7 )
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A g o r a ,  c o m o  À i ( T - 1 |G ) +  Ài ( T ) <  0  p o r  h ip ó te s e , p o d e m o s  t o m a r  e  >  0  t a l  q u e  

À =  Ài ( T —1 |G) +  Ài ( T ) +  e  <  0 . D a  m e s m a , p o r  e s c o lh a  d e  C e ( f n ( x ) )  e ||B(fn ( x ) )  ||, t e m o s  

q u e  a  fu n c a o

C ( x )  =  su p  C  e ( f n ( x ) )  ||B(fn (x))|| /A  e (x )
neN

e s t a  b e m  d e fin id a . P o r  ( 2 . 2 7 ) , t e m o s

||^n (B )(x )| |  <  C ( x )  e x p ( n À ) ,  p a r a  t o d o  n  G N  e p - q . t .p .  x  G X ,  

o  q u e  c o n c lu i  p o r t a n t o  a  a fir m a c a o .

T o m a n d o  A  =  L $ n ( B ) ,  o b s e r v e  q u e
n=0

A  -  $ ( A )  = £ _  $ n (B )  ^ n+1 (B )  =  B .

n=0 n=0

A s s i m , t e m o s  q u e  — T -1  o P  =  A  —  ^ ( A ) .

D e fin im o s

H  =  g r a f  A  =  { v  G G x ; v  +  A v  } .

C la r a m e n t e  H  C  F e u m  s u b fib r a d o  m e n s u r a v e l c o m  d im  H x =  d im  G ^ , p a r a  t o d o  x  G X .  

A f i r m a ç ã o  2 :  H  é  u m  s u b f i b r a d o  T - i n v a r i a n t e  d e  F.

S e ja  v  G G x , e n t ã o

T  (x )  (v  +  A v )  =  T  ( x ) v  +  T  (x )  ( A ( x ) v )

=  T  ( x ) v  +  P ( x ) v  +  T  ( x ) ( A ( x ) v )

=  T  ( x ) v  +  P ( x ) v  +  T  ( x ) ( A ( x ) v )  +  A ( f ( x ) ) T  ( x ) v  —  A ( f ( x ) ) T  ( x ) v  

=  T  ( x ) v  +  A ( f ( x ) ) T  ( x ) v  —  T  ( x ) ( ^ ( A ) ( x ) v )  +  T  ( x ) ( A ( x ) v )  +  P ( x ) v  

=  T  ( x ) v  +  A ( f ( x ) ) T  ( x ) v  +  T  ( x ) ( A ( x ) v  —  ^ ( A ) ( x ) v )  +  P ( x ) v  

=  T  ( x ) v  +  A ( f ( x ) ) T  ( x ) v  +  T  ( x ) ( B ( x ) v )  +  P ( x ) v  

=  T  ( x ) v  +  A ( f ( x ) ) T  ( x ) v  —  P ( x ) v  +  P ( x ) v  

=  T  ( x ) v  +  A ( f ( x ) ) T  ( x ) v ,
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c o m  T ( x ) v  +  A ( f ( x ) ) T ( x ) v  G H f (x), c o n c lu in d o  a s s im  o  fa t o  q u e  H  e u m  s u b fib r a d o  m e n ­

su r á v e l e T -in v a r ia n t e  d e  F.

T e r m in a r e m o s  a  p r o v a  d o  L e m a  2 .1 1  p e la  a f ir m a ç a o  s e g u in te , le m b r a n d o  q u e  À i ( T ) <  

À 1 ( T - 1 |g ) e  q u e  — À 1 ( T ) =  À i ( T —1 |G ) (v e ja  a  A f i r m a ç ã o  2  d o  T e o r e m a  2 . 7 ) .

A f i r m a ç ã o  3 :  À 1(T|H ) =  À 1 ( T ) .

P a r a  t a l ,  d e fin im o s

S : G 1  — > H ,  c o m  S ( x ) v  =  v  +  A ( x ) v ,  v  G G 1 .

O b s e r v e  q u e  p a r a  t o d o  v  G G 1 , t e m o s

(T  o S ) v  =  T ( v  +  A v )  =  T v  +  T  o A v  =  T v  +  A  o T v  =  S o T v .

E m  p a r t ic u la r ,

(T n o S ) ( x ) v  =  S o Tn ( x ) v ,  p a r a  t o d o  v  G G 1 .

A s s i m  c o m o  a  fu n c a o  B , S t a m b e m  e m e n s u r a v e l e

lim tlog||(S(fn(x))|| = 0 .
n — í±ro n

A s s i m , t e m o s

A i (T|h ) =  l i m s u p  - l o g  ||(T|H )n W | |
n — í+ro n

=  l i m s u p  - l o g  IIS(fn(x))II t n ( x )  S_1 (x)
n — í+ro n

<  l i m s u p  —  lo g (IIS(fn(x))II fn(x) +  S_1(x)
n — í+ro n

=  l im  su p  —  lo g  Tn(x)
n — í+ro n

=  À i ( T ). ( 2 .2 8 )

U t i l iz a n d o  a  fu n ç ã o  S 1, t e r e m o s  q u e

Ài (t) =  l im  su p  —  lo g  fn(x)
n — í+ro n

=  l i m s u p  — lo g  ( S _ 1 ) ( f ( x ) ) ( T | H ) ( x ) S ( x )
n — í+ro n
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< l i m s u p  —  lo g (  (S  1) ( f " - ( x ) )
n — í+ to n

=  l i m s u p - l o g  IICTIh )tl(^c)II
n — í+ to n

+  ||(T|h  )n ( x ) |  +  ||S(x)||)

=  A i (T  |h  ) .

D e s t a  fo r m a , p o r  ( 2 .2 8 )  e ( 2 . 2 9 ) , r e s p e c t iv a m e n t e , t e m o s  q u e

Ai ( T ) >  Ai (T|h ) e  Ai ( T ) <  Ai (T|h ) ,  im p lic a n d o  q u e  Ai ( T ) =  Ai (T|h ).

( 2 .2 9 )
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CAPÍTULO 3

A DESIGUALDADE DE RUELLE

N e s t e  c a p ít u lo , v a m o s  t r a b a lh a r  u m  r e s u lt a d o  b á s ic o  d a  t e o r ia  e r g ó d ic a , a  d e s ig u a l­

d a d e  d e  R u e lle . M a i s  p r e c is a m e n te  ir e m o s  r e la c io n a r  a  e n t r o p ia  c o m  o s  e x p o e n t e s  d e  

L y a p u n o v . T a l  r e s u lt a d o  fo i p u b lic a d o  p o r  D a v id  R u e l le , n o  b o l e t im  d a  S o c ie d a d e  B r a ­

s ile ira  d e  M a t e m a t i c a ,  e m  1 9 7 8 ,  e t e m  o  o b je t iv o  d e  r e la c io n a r  o  c á lc u lo  d a  e n t r o p ia  d e  

u m  s is t e m a  ( f ,  p )  in v a r ia n te  d e  c la s s e  C 1 c o m  o s  e x p o e n t e s  d e  L y a p u n o v  p o s it iv o s  (d a d o s  

p e lo  t e o r e m a  d e  O s e le d e t s )  d e  u m a  v a r ie d a d e  c o m p a c t a  C TO.

D efin ição 3.1. Se f  e um difeomorfismo de uma variedade compacta X  sem bordo e A  o 
conjunto de seus pontos regulares, definimos a função x  : X  — > R  por:

x ( x )  =  Y -  À i(x ) d im  E i ( x ) .
Ài(x)>0

Para o caso onde os expoentes de Lyapunov em x  são negativos, definimos por x ( x )  =  

0 .  Quando p  e ergódica, temos que os expoentes de Lyapunov sao constantes em quase 
todo ponto de X , assim como a dimensao dos autoespaços destes.

O bservação: P a r a  fa c i li ta r  a  n o t a ç a o , t o m a r e m o s  X i ( x )  =  À i ( x )  d im  E i ( x ) .

T eorem a 3.2. [Desigualdade de Ruelle] Seja f  um difeomorfismo de classe C 1 e X  uma 
variedade Riemaniana compacta e p  ergodica. Entao

h p ( f )  <  Ài d im  E i .

Ài>0

Demonstração: P a r a  n a o  c o m p lic a r m o s  a  n o t a c a o  e c o n s e g u ir m o s  e x p r im ir  u m a  b o a  

id e ia  d a  d e m o n s t r a c a o  d a  d e s ig u a ld a d e  d e  R u e lle , v a m o s  a s s u m ir  q u e

h p ( f )  =  su p  h p ( f , P e ) ,
e>0
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o n d e  P e s a o  a s p a r t iç õ e s  d e  X  fo r m a d a  p o r  c u b o s  c o m  la d o s  m e n o r e s  q u e  e  >  0 .

E s t e  f a t o  p o d e  ser v e r if ic a d o  u s a n d o  d e  t r ia n g u la c o e s  e p r o p r ie d a d e s  d e  e n t r o p ia  d e  

p a r t iç o e s .

T e m o s  q u e  e x is t e m  c o n s t a n t e s  K , a  e |3 t a is  q u e , p a r a  t o d o  A  G P e , v a le

d ia m  A  <  K e

e

a e d <  V o l  A  <  |3ed.

C o n s id e r e m o s  a  s e g u in te  a f ir m a c a o  q u e  fa r a  u m a  r e la c a o  c o m  o  is o m o r f is m o  D f  c o m  

a  p a r t iç a o  P e .

A f i r m a ç ã o  1 :  S e ja m  B G P e , ||D f | | =  su p { ||D xf ||}  e N  G N  s u fic ie n te m e n te  g r a n d e ,
xex

t a is  q u e :

(a )  C a s o  ||Df | <  1 , e x is te  u m a  c o n s t a n t e  C  >  0  t a l  q u e

# { A  G P e ; f N (B )  n  A  =  0 }  <  C .

(b )  C a s o  ||Df | >  1 , e x is te  u m a  c o n s t a n t e  C ' >  0 ,  t a l  q u e

# { A  G P e ; f N (B )  n  A  =  0 }  <  C ' ||Df||Nd ,

P e la  d e fin iç a o  d e  P e e c o n s id e r a n d o  N  G N  s u fic ie n te m e n te  g r a n d e , t e m o s  q u e  e x is te  

u m a  K e -v iz in h a n c a  d e  f N ( B ) ,  V K e (B), t a l  q u e  se  f N (B )  n  A  =  0 , c o m  A  G P e , e n t a o  A  e s t á  

c o n t id o  e m  V < e (B).

P e lo  fa t o  d e  f  ser u m  d ife o m o r fis m o  d e  c la s s e  C 1, p e la  d e s ig u a ld a d e  d o  V a lo r  M e d io  

t e m o s  q u e

d ia m  ( f n ( B ) )  <  K  ||Df||n d ia m  B , ( 3 .1 )

p a r a  t o d o  n  G N , o n d e  K  e u m a  c o n s t a n t e  q u e  d e p e n d e  a p e n a s  d e  X .  A s s i m , e m  p a r t ic u la r ,  

p o d e m o s  c o n c lu ir  q u e  se  x ,  y  G V K e (B), t e m o s

d ( x , y ) <  2 K e  +  d ia m  f N (B )  <  2 K e  +  K e ( K  ||Df||N )

<  K e ( 2  +  K  ||Df||N ) ,
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is t o  e

d i a m  VKN(B) <  K e ( 2  +  K  ||Df||N ) .

O b s e r v e  q u e  e x is te  l  >  0  d e p e n d e n d o  a p e n a s  d e  X  t a l  q u e

V o l  D  <  ( l  d ia m  D ) d,

v

p a r a  t o d o  c o n ju n t o  D  C  X  m e n s u r á v e l. A  fo r t io r i ,

# { A  G P e; A  n  f N (B )  =  0 } a e d <  Y _  V o l  A

AePe; A nfN (B)=0

<  V o l  ( v £  (B))

<  ( l  d ia m  f ( B ) ^ d

<  ( l K e ( 2  +  K  ||Df||N ) ) d.

P o r t a n t o ,

# { A  e P , ; A n  f N ( B )  +  0 }  <  1  ( l K  ( 2  +  K  ||Df||N ) ) d .

( 3 .2 )

( 3 .3 )

P a r a  o  c a s o  e m  q u e  ||Df || <  1 , s e g u e  d e  ( 3 .3 )  q u e

# { A  £  P £; f N (B )  n  A  /  0 }  <  2̂ l K  +  l K ^ d ( 3 .4 )
a

c o n c lu in d o  a s s im  o  i t e m  ( a )  d a  A f i r m a ç ã o  1 , se  t o m a r m o s  C  =  ( 2 l K  +  I K K ) d/ a .

C a s o  l|Df|| >  1 , e x is te  N ( f )  =  ( [ l n ( 2 ) / l n  ||Df|] +  1 ) G N  t a l  q u e  ||Df||N >  2 ,  p a r a  

t o d o  N  >  N ( f )  e

# { A  G P e ; f N (B )  n  A  =  0 }  <
( 2 K  ||Pf||N) J 

a

s e n d o  [ l n ( 2 ) / l n  ||Df |] a  p a r t e  in te ir a  d e  l n ( 2 ) / l n  ||Df||.

T o m a n d o  C 1 =  ( 2 K ) d/ a ,  c o n c lu ím o s  o  i t e m  ( b )  d a  A f i r m a ç a o  1 .

S e  c o n s id e r a r m o s  a  in v a r iâ n c ia  d e  p  p o r  f  (e  p e lo  f a t o  d e  f  ser in v e r t ív e l ) , a  p a r t ic ã o  P e 

d e  X  e H p ( P e |fn(B)) a  e n t r o p ia  d e  P e c o m  r e s p e ito  a  m e d id a  c o n d ic io n a l d a  n A s i m a  i m a g e m  

d e  B G P e , u t i l iz a n d o  o  L e m a  1 .3 2  e a  P r o p o s ic ã o  1 .2 0 , o b t e m o s  o  s e g u in te  r e s u lt a d o :
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M f n , p e ) k l i m  h  1 v  f - n i  ( p e)

<  H ^ ( P e |fn ( P e ))

=  ^  H ^ ( P e |fn ( B ) ) ^ ( f n ( B ) )

BePe

=  X  H ^ ( P e |fn (B ) )^ (B )

BePe

<  ^  l o g ( # { A  £  P e; A  n  f n (B )  =  0 M B ) ,

BePe

( 3 .5 )

p a r a  t o d o  n  £  N .

P e lo  i t e m  ( a )  d a  A f i r m a ç ã o  1 e d a  d e s ig u a ld a d e  e m  ( 3 . 5 ) , t e m o s  q u e  e x is te  N  £  N  

s u fic ie n te m e n te  g r a n d e  t a l  q u e

M f N , P e ) < Y _  l o g (# { A  £  P e; A  n  f N (B ) =  0 } ) p (B )
BePe

<  ^  l o g ( C ) p (B )
BePe

=  lo g  C .

N o  m a is , p e la  P r o p o s ic a o  1 .3 1 , t e m o s

lo g  C
A|j.(f, Pe) < •

Q u a n d o  fa z e m o s  N  t e n d e r  a  in f in ito , t e r e m o s  q u e  H ^ (f ,  P e ) =  0 . A s s i m , d a d o  5 >  0  e 

e s c o lh e n d o  e (N ) d e  m o d o  q u e  (f ) =  H ^ (f ,  P e ) +  5 , c o m  N  £  N  s u fic ie n te m e n te  g r a n d e ,

t e r e m o s  q u e  a n a lo g a m e n t e  q u e  h ^ (f ) =  0 .

E m  v is t a  d is t o , v a m o s  c o n s id e r a r  a p e n a s  o  c a s o  e m  q u e  ||Df|| >  1.

A f i r m a ç ã o  2 :  S e ja  B £  P e e , c o n s id e r a n d o  N  £  N  s u fic ie n te m e n te  g r a n d e  t a l  q u e  s u a  

N -e s i m a  i m a g e m  p o r  f  c o n t e m  u m  p o n t o  x  £  A ,  e x is te  u m a  c o n s t a n t e  C "  > 0  e 5 >  0  

t a is  q u e

#  { A  £  P e; A  n  f N (B )  =  0 }  <  C " H  e x p ( N ( x í  +  5 ) ) .

Xi>0

A n t e s  d e  m a is  n a d a , f ix a d o  N  £  N  g r a n d e , o b s e r v e m o s  p e lo  L e m a  2 .1 0  q u e  d a d o  5 >  0 ,
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e x is te  5  > 0  e A  C A ,  c o m  q ( A ) =  1 —  5 t a l  q u e  se x  G A ,  t e m o s

D xf N ( x ) v i <  m e x p ( N ( x i  +  5 ) )  ||vi ( 3 .6 )

p a r a  t o d o  v i G o n d e  TxX  =  E 1 ©• ■ -® E j e a  d e c o m p o s ic a o  d e  O s e le d e t s  p a r a  x  G A  C A .

A g o r a ,  s e m  p e r d a  d e  g e n e r a lid a d e , s u p o n h a  q u e  x  G B f i A ,  c o m  B G P e. O b s e r v e  q u e  

B C B ( x ,  K e )  e q u e  p o r  e s c o lh a  d e  P e, t e m o s  A  C V Ke( f N( B ( x ,  K e ) ) ) ,  p a r a  t o d o  A  G P e 
t a l  q u e  A  f  f N(B )  =  0 . D e s t a  fo r m a ,

# { A  G P e ; A  f  f N (B )  =  0 }  a e d <  Y _  V o l A

AePe; AOfN (B)=0

<  V o l  V K e ( fN ( B ( x , K e ) ) ) .  ( 3 .7 )

E s c o lh e n d o  e  >  0  m e n o r , se  n e c e s s a r io , p o d e m o s  a s s u m ir  q u e  f N e D f N p o s s u e m  u m  

c o m p o r t a m e n t o  p a r e c id o  n a  v iz in h a n c a , m a is  p r e c is a m e n te ,

V o l  V K e ( fN ( B ( x ,  K e ) ) )  <  K ' V o l  ( f N ( x )  +  V K e ( D x f N ( B ( 0 ,  K e ) ) ) )

=  K ' V o l  V K e ( D x f N ( B ( 0 , K e ) ) ) ,

o n d e  B ( 0 ,  K e )  C TxX .

C o n s id e r a n d o  a  d e c o m p o s iç a o  TxX  =  E^©• ■ •©E j d a d o  p e la  d e c o m p o s ic a o  d e  O s e le d e t s  

e c o m o  TfN (x)X  =  D f N( E i ) ® ■ ■ ■ ® D f N(E j ) ,  e x is te  u m a  c o n s t a n t e  K "  > 0  t a l  q u e

V o l  V K e ( D x f N ( B ( 0 , K e ) ) )  <  K " ^  | D x f NVi

i=1

p a r a  v i G E i , c o m  |vi | =  K e  e { v 1, . . . ,  v d}  a  b a s e  d e  Tx X .

C o m o  N  e s u fic ie n te m e n te  g r a n d e , p o d e m o s  c o n s id e r a r  q u e

D x f Nv i <

( 3 .8 )

se X i  <  0 . P o r t a n t o , p o r  ( 3 .6 )  e ( 3 .8 )  t e m o s

V o l  V K e ( D x f N ( B ( 0 , K e ) ) )  <  K " ] ]  m e x p ( N ( x i  +  5 ) )  ||vi

Xi>0
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<  K " m d ( K e ) d e x p ( N ( x i .  +  5 ) ) .

Xi >o

T o m a n d o  C "  =  K " m d ( K e ) d , t e m o s  a  A f i r m a ç ã o  2  p r o v a d a .

D e  ( 3 . 5 ) , p o d e m o s  c h e g a r  n o  s e g u in te  r e s u lt a d o :

M f N , P ) <  ^  l o g ( #  { A  G P e; A  n  f N ( B )  =  0 } ) q ( B )

BePe

=  ^  l o g ( #  { A  G P e; A  n  f N ( B )  =  0 } ) q ( B )  +  ^  l o g ( #  { A  G P e; A  n  f N ( B )  =  0 } ) q ( B ) .

BnA=0 BnA=0

( 3 .9 )

P e la  P r o p o s ic a o  1 .3 1  e p e la s  A f i r m a ç õ e s  1 e 2 ,  c o n c lu ím o s

N M f ) -  5 =  h ^ ( f N ) —  5 

< M f N , P e )

<  ^  l o g ( C "  H  e x p ( N ( x i  +  5 ) ) ) p ( B ) +  ^  l o g ( C ' ||Df ||N d) q ( B )

BnA=0 Xi>0 BnA=0

<  lo g  C "  +  (X i +  5 ) +  ( lo g  c ' +  d N  lo g  ||Df||) q ( X  —  A ) ,  ( 3 .1 0 )

Xi>0

p a r a  a lg u m  N  G N  s u fic ie n te m e n te  g r a n d e .

P e lo  T e o r e m a  2 . 2 , p o d e m o s  c o n c lu ir  q u e  q ( X  —  A )  =  0  e , p e lo s  r e s u lt a d o s  e m  ( 3 .9 )  e 

( 3 . 1 0 ) , t e m o s

M f )  <  5 +  £ _  X i ,

Xi>0

q u a n d o  N  — > o o . A  d e m o n s t r a c 5 o  d o  T e o r e m a  3 .2  se  e n c e r r a  q u a n d o  fa z e m o s  5 — > 0 .
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