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CARVALHO, S. A. Nuclearidade de operadores integrais positivos 2017. - 73p. Dis-
sertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O principal objetivo deste trabalho é apresentar condicf)es pa,ra que um operador integral
positivo K : L*(X,0) — L*(X,0), dado por K(f = [ f(Wk(z,y)do(y), para cada
f € L*(X, o), seja nuclear (ou classe traco), isto é, Seja tal que ZfeB I K(f)|| < oo, para
alguma base ortonormal B de L?(X, o). Primeiramente serd tratado o caso em que X é
um conjunto Lebesgue mensuravel em R" e analisada a nuclearidade de operadores por
meio da aplicacdo do Teorema de Mercer para o nicleo k. Quando nao for possivel aplicar
esse teorema em k serdo feitas aproximagoes por meio de operadores com niicleos que sa-
tisfazem tal teorema e majorados pela fungdo maximo de Hardy-Littlewood. Depois disso,
a nuclearidade sera analisada usando limites em normas adequadas. Esse processo pode
ser adaptado para estudar a nuclearidade de operadores cujos nicleos ndao sao positivos
definidos, mas podem ser escritos como combinacao de outros niicleos que sdao. O trabalho
termina com a andlise da nuclearidade no caso em que X é um conjunto de medida o-
finita, ndo necessariamente em R", que possui uma estrutura de filtro adequada. Para, isso
sera usada uma adaptacao dos niicleos aproximados e auxiliares, sem o uso do Teorema de
Mercer, através de martingais, majorados por meio da fun¢do maximo para martingais.

Palavras-chave: Espacgos de Hilbert, operadores integrais, trago, nuclearidade.
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CARVALHO, S. A. Nuclearity of positive integral operators 2017. - 73p. Dissertagdo de
Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work is to presents conditions to ensure that a positive integral operator K :
L*(X,0) — L*(X,0), given by K(f = [ fWk(z,y)do(y), for all f € L*(X,0),
is nuclear, that is, to ensure that ZfeB ||K( || < 0o, when B is an orthonormal bases
to L*(X, o). We first analyze the case in which X is a Lebesgue mensurable subset of R",
by using the Mercer’s Theorem. When we can’t use this theorem, we use approximations
methods by operators whose kernels satisfies such theorem, by using Hardy-Littlewood’s
maximal function. In that case, the nuclearity of K is related to limits in appropriate
norms. This procedure may be used to integral operators whose kernels are linear combi-
nations of positive definite kernels. To finish this work, looking to the case where X is a
o-finite measure space, not necessarily in R", and endowed with a special filter, a similar
method to approximate the auxiliary operators and kernels is used, without the use of
Mercer’s Theorem and using martingals and maximal function instead.

Keywords: Hilbert spaces, integral operators, trace, nuclearity.
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INTRODUCAO

A nuclearidade de operadores foi tratada inicialmente na literatura por interesses
fisicos, devido as propriedades que operadores nucleares preservam [1]. Um trabalho que
aborda o assunto, tem raizes na mecanica quéantica e foi escrito por John von Neumman
em 1932, segundo [1].

Considerando ainda interesses da Fisica, estudar a respeito da nuclearidade de um
operador pode ser 1til pois isto fornece uma férmula para o célculo do traco do operador,
que tem uma forte ligagdo com determinantes, como podemos perceber em [2]. Por sua vez,
os determinantes tém relagdo com os chamados determinantes de Fredholm, que foram
utilizados por John Wheeler em 1937 num trabalho sobre ressonancia [3]. Em um artigo
recente, [4] apresenta o conjunto dos operadores nucleares positivos definidos e estende o
determinante de Fredholm para este conjunto. Mais ainda, apresenta uma nova familia
parametrizada de log determinantes entre operadores nucleares em um espacgo de Hilbert.

Saindo do &mbito das aplicagGes fisicas, [5] reforga a importéncia das pesquisas sobre
nuclearidade ao afirmar que existem aplicacoes em geometria algébrica e geometria no
comutativa. Artigos atuais como [6] estudam extensdes de operadores positivos definidos
continuos definidos em conjuntos localmente compactos num grupo G e em grupos de Lie
fazendo uso do traco.

Este trabalho, em especial, é dedicado ao estudo do célculo do traco e da nuclearidade
de operadores integrais positivos T : L*(X, o) — L*(X, o), isto é, ao estudo de condigoes
para que os operadores citados sejam nucleares em conjuntos X com medida o-finita, ndo
necessariamente em R”.

Um operador integral T : L*(X, o) — L*(X, o) é dado por

T(E)(2) = /X ko, )Ey)doty), €€ X(X,0), weX,

para o qual k : X x X — C. O operador T é positivo, ou seja, (T€,£) > 0, para todo
€ € [*(X, o) elogo o niicleo k positivo definido. Um operador T' é classe trago (ou nuclear)
quando

ST T(),6)F =Y IT(©)] < oo,

geB ¢eB



para uma (e qualquer) base ortonormal B do espago (L?(X,a), {-,-)).

Uma boa maneira de estudar sobre convergéncia da série acima consiste em analisar a
existéncia de autovalores. Mesmo que o operador T seja compacto, ele pode nao ter auto-
valores caso ndo seja autoadjunto. Entretanto, ele sempre possuira valores singulares. O
.o . 1 )
j-ésimo valor singular do operador 7" é o nimero s;(7) := (X;(T*T))z, uma vez garantidos
os autovalores A; do operador compacto e autoadjunto 7*7T" pelo Teorema Espectral. Sob
as condigdes acima tem-se uma relagdo entre nuclearidade e valores singulares [7].

Desta maneira, o primeiro capitulo foi destinado a apresentar resultados sobre espacos
de Hilbert, operadores autoadjuntos, compactos, integrais, além de questoes ligadas a
existéncia de autovalores e valores singulares.

Um resultado importante que permite fazer conexoes entre operadores integrais posi-
tivos, nuclearidade e célculo do trago é o Teorema de Mercer aplicado ao ntcleo k. Assim,
o Capfitulo 2 ficou responsavel por apresentar conceitos sobre niicleos positivos definidos e
L? positivos definidos. Apresentamos a teoria de Mercer de forma gradual, primeiro para
um intervalo [a,b] € R, como foi primeiramente feito em 1909 por J. Mercer, e depois
para um conjunto X Lebesgue mensurdvel de R" (veja outras versoes desse teorema em
3, 9]).

O terceiro capitulo discute a nuclearidade de operadores integrais para o qual X é
novamente um conjunto Lebesgue mensuravel de R". Quando nao podemos aplicar o
Teorema de Mercer em k fazemos aproximagoes por meio de operadores com ntcleos que
satisfazem tal teorema e s@o majorados pela funcao maximo de Hardy-Littlewood, com
base em [7]. Primeiramente, o estudo serd feito para o caso em que o nicleo é somente
L*-positivo definido e depois, com nenhuma hipétese acrescida ao niicleo %, escrevendo-o
como combinacdo linear de outros quatro ntdcleos L*-positivos definidos, garantindo os
resultados possiveis.

O quarto e iltimo capitulo faz uma discussdo semelhante & do terceiro, mas para
conjuntos X com medida o-finita, que podem estar contidos ou nao em R", adaptando
desta maneira, os nucleos aproximados e auxiliares através dos Martingais, que por sua
vez precisam da estrutura dos filtros de Lusin, com base em [5, 10].

Suélen Almeida Carvalho
Uberlandia, 03 de margo de 2017.



CAPITULO 1
RESULTADOS AUXILIARES

1.1 Espacos de Hilbert

Neste trabalho serao discutidas questoes ligadas aos espagos de Hilbert, por isso, alguns
resultados serao apresentados aqui, alguns bem conhecidos, outros nem tanto. A referéncia
[11] foi a principal para a escrita desta segao.

Definicao 1.1.1 Seja T : V. — V' um operador linear, onde V' € um K-espaco vetorial.
Entenda pelo corpo K os conjuntos dos nimeros reais R ou complexos C. Seja W C V
um subespago de V. Diz-se que W é um subespaco invariante de V' se T'(w) € W para
todo w € W.

Lembrando que um espaco de Hilbert é um espago vetorial com produto interno que
¢ completo com a norma induzida pelo produto interno [11, p. 122]. Em todo o texto
H,Hi,Ho, ..., denotardo espagos de Hilbert.

Definigao 1.1.2 Uma familia {§;},c; em H € ortonormal se ||§;|| = 1, para todo j € J,
cujos elementos sdo dois a dois ortogonais, isto €, & L &, se j # 1 € J. Uma base
ortonormal de H € um conjunto ortonormal total, ou seja, tal que Lin({&;};cs) = H, ou
seja, quando o fecho do conjunto [11, p. 4] gerado por {€;} € o espago todo.

Teorema 1.1.3 Todo espaco de Hilbert ndo trivial possui uma base ortonormal. Ainda,
se A C H € ortonormal, existe uma base ortonormal que contém A.

Demonstragao. Seja H # {0}. Denote por O o conjunto de todas as familias orto-
normais em 7, a qual ndo é vazia pois se 0 # £ € H, entao {£/[|£]|} é um conjunto
ortonormal. Ordenando O por inclusdo de conjuntos, dada uma familia totalmente orde-
nada em O, a unido dos membros dessa familia é seu limite superior (a qual pertence a
). Pelo Lema de Zorn [11, p. 69], existe um elemento maximal M em O. Serd mostrado
que M é uma base ortonormal de H. Se M nao for uma base ortonormal, entdao pelo

Teorema da Projecdo Ortogonal [11, p. 147] existe um vetor 0 # 7 € Lm(M)L de forma

3



que M U {n/|n||} seria uma familia ortonormal, contradizendo a maximalidade de M em
O. Portanto M é uma base ortonormal de . m

Os resultados seguintes formalizam a representagao dos elementos do espago de Hilbert
‘H numa base ortonormal.

Proposicao 1.1.4 Seja {&;};c; um conjunto ortonormal em H. As sequintes afirmacées
sao equivalentes:

1. {&},cs € uma base ortonormal de H;
2. Se & € H satisfaz & 1 &, para todo j € J, entao § = 0.
Demonstracao. 1. = 2.) Sejam {§; },c; uma base ortonormal de H e § L §;, para todo

j € J. Logo, para cada € > 0 existe uma combinaggo linear finita ) o;,&;, tal que
=1

2 n
= [IEI1* + )l * < e,
=1

Tn
Hf—z%
=1

implicando que ||€]|* < e. Portanto & = 0.
L

2. = 1.) Se M = Lin({&};es) entdo M+ = M = ({§};)*. Como o fecho de um
conjunto é sempre fechado, pelo Teorema da Proje¢do Ortogonal [11, p. 147], tem-se que

H=M® ({&}es)

Agora, 2. implica que ({&Yier)t = {0}, e assim {§;}, é um conjunto ortonormal
maximal, ou seja, M = H e {§;};c; é base ortonormal. m

Pode-se refinar o resultado acima da seguinte maneira.

Proposicdo 1.1.5 (Desigualdade de Bessel) Se {&;};c; € um conjunto ortonormal
em H, entao para cada & € H,

D 1EL O < Nl

jed
Em particular, (§;,€) # 0 apenas num conjunto contdvel de indices j € J.

Demonstracao. Considere inicialmente um conjunto contavel ortonormal denotado por
{&}. Dado € € H, sejan, =& — > (§,£)&, o qual é ortogonal a todo & com 1 <[ < n.
=1
Note que

IENZ = lImall® + D 1&, O17 = ) (&, &)1
=1 =1

Assim, se J é finito a demonstracio terminou. Se J ndo é finito, desta desigualdade
segue que

I€1% = > 166, &),
=1

4



para todo conjunto contédvel ortonormal {§}.
Para cada m > 1, denote por J,, = {j € J : [(§;,€)]* > 1/m}. Da relagdo acima vem
que .J,, é finito para todo m. Como

{] €.J: <§J:€> 7é 0} = U s

conclui-se que para cada £ € H o conjunto de indices em que (§;, &) # 0 é contavel. m

Corolario 1.1.6 Todas as bases ortonormais, num certo espago de Hilbert dado, possuem
a mesma cardinalidade.

Demonstracao. Seja H um espaco de Hilbert. Suponha que exista uma base ortonormal
infinita. Sejam U = {§;},c; e V = {m}ier, duas bases ortonormais H. Para cada j € J,
segue da Desigualdade de Bessel que o conjunto

Vii={m e V;(m,§;) # 0}

¢ contdvel e pela Proposicao 1.1.4 cada n; pertence a pelo menos um Vj; desta maneira,
V=U e Vi Sendo cada V; contével, segue que cardinalidade de V' € menor ou igual a
cardinalidade de U. De forma analoga mostra-se a desigualdade inversa. Portanto U e V/
possuem a mesma cardinalidade. m

Pode-se refinar ainda mais a Desigualdade de Bessel, como segue.

Teorema 1.1.7 Se {{;};cs € um conjunto ortonormal no espaco de Hilbert H, entdo as
sequintes afirmagoes sao equivalentes.

1. {&}jes € uma base ortonormal de H;

2. Se& €M, entio & =Y (§;,6)&;, para todo § € H.
jer
3. (Identidade de Parseval) Para todo & € H tem-se ||€]|* = Y [(€;,€)]°.
jeJ

Demonstracao. Se £ € H, entdo (§;,£) # 0 apenas num conjunto contével.
1. = 2.) Pela Desigualdade de Bessel Y, |(&,&)|* é convergente, assim

n

> (&, )¢

I=m

2 n
:Z|<§h§>|2_>07 para mn,m — 00,

I=m

de forma que ), (&, &)€& é convergente, pois as somas parciais dos termos nao-nulos
formam uma sequéncia de Cauchy. Definindon = -3, (&, £)€ e usando a continuidade
do produto interno, vem que (§;,n) = 0 para todo j € J, e sendo {;},c; uma base
ortonormal conclui-se pela Proposicao 1.1.4, que n = 0, ou seja,

£=) (6,88, VEeEH.

jeJ



2. = 3.) Usando a notagdo da demonstragdo acima, tem-se que para n < oo
2

b

MW—ngW
=1

=%—Z@@a
=1

o qual converge para zero para n — 0o, pois ||5| = 0.

3. = 1.) Suponha que valha a Identidade de Parseval e que (§;,£) = 0, para todo
j € J. Entao £ = 0 e, pelo item 2 da Proposigao 1.1.4, conclui-se que {;},c; é base
ortonormal de H. m

1.2 Operadores compactos em espacos de Hilbert

Como este trabalho é dedicado ao estudo da nuclearidade de operadores integrais
positivos em espacgos de Hilbert, que podem ser compactos e limitados, cabe estudar
alguns resultados acerca da compacidade e da limitacao de operadores nestes espagos.
Quanto a notagao, o conjunto dos operadores limitados entre espagos vetoriais normados
V' e V] serd denotado por B(V,V]). Se V = V] denota-se B(V'). Cabe lembrar que um
operador linear continuo também é limitado. Novamente, [11] é a tomado como referéncia
para a segao.

Se T € B(H1,Hs), entao pode-se usar o Lema de Riesz [11, p. 10] para mostrar que
existe um tnico operador T € B(H,,H1), chamado de adjunto de T, que satisfaz

<T*7’a£> = <T’7T§>a 5 = Hla n = HQ-

Definicao 1.2.1 O operador T : H — H serd chamado de autoadjunto se

(IT'n, &) = 0, TE), Vn€EcH.

Dos varios resultados a respeito de operadores lineares compactos em espagos de Hil-
bert destacam-se os inseridos a seguir.

Proposicao 1.2.2 Seja T € B(H), sendo H um espago de Hilbert complexzo. Entao T é
autoadjunto se, e somente se, (TE, &) € R para todo € € H.

Demonstracgao. Suponha primeiramente que 7' é autoadjunto. Se 7' é autoadjunto entao
para todo & € H, tem-se por definicao que (T€,&) = (£, TE) = (TE,&); portanto (TE,€) é
real.

Agora, se (T€,&) é real para todo € € H, entdo

(T=T17)¢,6) = (T€,8) —(T7¢,8) = (£, T¢) — (I76,¢)

Portanto T =T*. m

Os resultados a seguir permitem dizer como é a norma de um operador autoadjunto.
Ainda, se tal norma ¢ atingida para algum elemento de H de tamanho um, entéo || T é
um autovalor. Existe um resultado similar para quando o operador é compacto.

6



Proposicao 1.2.3 SeT € B(H) € autoadjunto, entdo |T| = supg=; [(TE,&)|.

Demonstragao. Se m = supyg=1|[(T€,§)|, entdo para cada |§|| = 1 tem-se

(T < TNl < 7.
Agora, se £, € H, entao

(T(€+n),€+m) =(TEE) +2%Re(TE,n) + (Tn,m).

Portanto, pelas Leis do Paralelogramo [11, p. 126]

ARe(TE, m) < m(lI€ +nll* + 1€ — nll*) = 2m((I€]* + Inl*). (1.1)

Como, (T€,m) = (T€,n)|e? para algum 6. Substituindo e~#¢ por € na Equagao (1.1)
segue que

m
(e < O + ).
Tomando n = T¢|]| /| T€| segue |TE] I€ll < ml|€]? ¢ desta maneira, |TE] < m. m

Proposicao 1.2.4 Suponha que T seja autoadjunto e A = infjg=1(T€,&). Se existe
& € H, com ||&] =1 tal que A = (T, &), entdo A € um autovalor de T correspondendo
a §. Analogamente o resultado vale para A = supjg =, (T€,€).

Demonstracao. Para a € K e 7 € H segue da definigdo de A que
<T(§0 +an) & +on
1€0 + am|| " [1€0 + om|

Expandindo o produto interno tem-se que

<T§07€0> + 2%2<T£0, a77> + <TO£7’], Oﬂ']> = <T§07€0> + 29%e a<T£0777> + |C¥|2<T’l’],’l7>
> (&, &) + 2%e aléo,n) + |al*(n,n)).

>2A, para & + an # 0.

Assim

298¢ a(n, (T — X)&o) + a*{(T — N)n,m) > 0.

Tomando a = 7{n, (T — A\)&) tem-se que 2r8 + r?y >0, V r € R, para 8 dado como
B =1, (T — A)&)|. Assim,
(0, (T' = A)&o) = 0.

Como 7 € arbitrario, segue que 7€y — A\§ = 0. m

Observacao 1.2.5 Fuz parte deste trabalho estudar a existéncia de autovalores e, no caso
em que os operadores estao em espacos de dimensdo finita, tal estudo pode ser feito por
meio de determinantes [12, p. 174].

Agora é necessario definir um operador de posto finito, itil em diversas demonstragoes
ao longo do trabalho, porque muitas vezes o fato de um operador ser linear ou autoadjunto
néo é suficiente para responder algumas questoes, como por exemplo, garantir a existéncia,
de autovalores. Por esta razao torna-se necessario inserir mais hip6teses sobre o operador
e sera adicionada aqui a hip6tese da compacidade.
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Definicao 1.2.6 Um operador T € B(V, V1) € dito de posto finito se a dimensdo da ima-
gem de T € finita. O conjunto dos operadores de posto finito serd denotado por B;(V, V7).
Se V = Vi denota-se Bf(V).

Proposicao 1.2.7 Um operador T € de posto finito se, e somente se, seu adjunto T*
também € de posto finito [11, p. 189].

Definicao 1.2.8 Um operador linear T : V. — Vi € compacto se (TE,) possui sub-
sequéncia convergente em Vi, para toda sequéncia limitada (§,) C V. O conjunto dos
operadores compactos serd denotado por By(V,V1). Se V = Vi denota-se By(V).

Vale lembrar que:
Proposicao 1.2.9 Todo operador de posto finito € compacto.

Demonstracao. Sejam T € By(Vi, ;) e A C Vi um conjunto limitado. Como 7' é um
operador limitado, T'(A) é limitado e seu fecho T'(A) é um conjunto fechado e limitado e,
como dim Img T < oo, segue que T'(A) é compacto, pois a bola fechada de centro zero e

raio > 0 é compacta se, e somente se, dimensdo do espago ¢ finita [11, p. 11]. m

O préximo teorema garante que um operador 7' que é limite de uma sequéncia de
operadores compactos é compacto, ou seja, Bq(V, B) é espaco de Banach.

Teorema 1.2.10 Se B € um espago de Banach, entgo By(V, B) é um subespaco fechado
de B(V,B). Em particular, By(V,B) € um espago de Banach.

Demonstragao. Seja {T,,} C By(V, B), com T,, — T no espago de Banach B(V, B). Serd
mostrado que, para todo r > 0, o conjunto T B(0;r) é totalmente limitado e, portanto,
precompacto. O resultado que garante tal afirmagéo pode ser encontrado em [11, p. 175].
Disto seguira que 7' também é um operador compacto.

Fixer > 0. Dadoe > 0, existe n € N de forma que || T,,—T|| < ¢/r. Sendo T,, compacto
e B(0; r) limitado, o conjunto T,, B(0; r) é compacto e pela defini¢do de conjunto compacto
em espagos métricos, T, B(0;r) é totalmente limitado pois estd contido na unido de bolas

abertas
B(T'ngla 5)7 B(T'ng% 5)7 s 7B(7—'7L§7)’L; 5)7 para algum m e N7

com & € B(0;r), para todo 1 < j < m. Assim, se £ € B(0;r), existe um desses §; em
que T,,§ € B(T,§;;¢). A partir disto

< IT=Tu €] +2+ T = T) &

< refrt+e+re/r=3e,
mostrando que TB(0;r) C U;Z, B(T,.§;; 3¢). Portanto TB(0;r) é totalmente limitado
para todo r > 0.

Segue que T' € By(V, B) e, pela primeira frase da demonstracao, segue que By(V, B) é
subespaco fechado de B(V,B). m

Dessa maneira pode-se concluir que:



Coroléario 1.2.11 Se (T,,) C B¢(V,B) e T,, = T em B(V,B), entdo o operador T €
compacto.

Demonstracao. 7, é de posto finito, logo é compacto. Pelo teorema anterior se 7,, — T’
em B(V,B), entdo T é compacto. m

O resultado a seguir possui aplicabilidade ao longo do terceiro capitulo e pode ser
encontrado no artigo [7]. Além disso, existe uma versdo mais fraca para ele demonstrada
no Capitulo 4.

Teorema 1.2.12 Seja {T,} C B(H) uma sequéncia satisfazendo
T [T() = £l =0, fEH.
Se cada T,, é autoadjunto e T € By(H), entdo

lim |T,TT, — T|| = 0.
n—oo

Demonstragdo. Suponha que cada T, é autoadjunto e T € By(H). O Principio da
Limitac8o Uniforme [13, p. 163] garante que existe 0 < C' < oo tal que ||T,,|| < C, n > 1,
enquanto

< NTWlITT, = TN + |[(Tn — Id)T ||

= NTuNT (T = 1) || + (T — 1d)T|
= NTullll(T = L) T || + (T, — 1d)T|.

Resta mostrar que [|(T,, — Id)T*| + |[(T, — Id)T| — 0 quando n — oco. Para tanto,
considere o conjunto A = {T'(f) : || f|| < 1}. Como A é compacto, segue que

(T, —Id)T|| = sup (T, — Id)T(f)|| = sup (T — I1d)(9)]
IFl=1 geA
= max [Ty, — Id)(g)|| = |(Tn — Id)(gn)|| = O, para algum g, € 4.
g

De fato, supondo que max z||(T, — Id)(g)[| - 0, existe um ¢ > 0 e g, € A tal
que [[(T;, — Id)(gn)|| = ¢, para todo n > ng. Como A é compacto podemos supor que
gn — g € A e assim,

HTn(gn) - gn” = HTn(gn) - Tn(g) + Tn(g) +9—9— gn”
< [[Tullllgn — gll + 1T0(g) — gll + lgn — gll =0,

o que contradiz ||(T,, — Id)(g,)|| = . O mesmo se aplica a ||(T,, — Id)T*|. m

Lema 1.2.13 T € By(H) se, e somente se, existe uma sequéncia T,, de operadores de
posto finito convergente para T'.



Veja a demonstragdo deste resultado em [11, p. 185].

Proposicao 1.2.14 Um operador linear T € compacto se, e somente se, seu adjunto T™
também € compacto.

Demonstracao. Um operador T é compacto se, e somente se, existe uma. sequéncia de
operadores T,, de posto finito convergindo para ele. Como o adjunto de 7,, também é de
posto finito como garante a Proposigdo 1.2.7 ¢ |T* — T7|| = |(T — T,)*|| = ||T — T.|
conclui-se que T' é compacto se, e somente se, 7™ é compacto. m

Mais a frente sera apresentado um exemplo de operador compacto.

Exemplo 1.2.15 Seja L*([a,b]) o espago vetorial complezo de todas as fungdes complexas
Lebesgue mensurdveis f definidas no intervalo [a,b] tais que |f|* € Lebesque integrdvel.
Define-se um um produto interno em L?*([a,b]) por

() = [ 1@a@a), 1, g€ L2 t),
O operador integral K : L*([a, b]) — L?*([a, b]) definido por
K@) = [ Ko i @), feLab), ke (b x o)

é autoadjunto se, e somente se, k(z,y) = k(y,z), x,y € |a, b] quase sempre. De fato, pelo
Teorema de Fubini [14, p. 119] temos que

(K(f)g) = / K(f)»)9@)d)

_ /a(/abk(y,x)f(x)d(x))g—wd(y)

_ / / k0 (2)3@)d()d(y)

- [(/ bk(az,wg(y)d(y))f(x)d(x)

= (f,Tg),

onde Tg(z) = f:k‘(y,x)g(y)d(y) Segue que T' = K*.

1.3 Operadores do tipo Hilbert-Schmidt

Antes de partir para proxima parte do trabalho - que faz conex@o entre operadores
autoadjuntos, compactos e existéncia de autovalores - serd apresentado um tipo de opera-
dor que também é compacto, chamado de operador do tipo Hilbert-Schmidt. Para mais
informagdes a respeito destes veja [11].
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Defini¢ao 1.3.1 Seja H um espago de Hilbert. Um operador T € B(H,H,) € do tipo
Hilbert-Schmidt se existe uma base ortonormal {&;}jes de H tal que

1
3
s = (i) <o
jet
Um fato importante é que a série acima sé depende de T'.

Proposicao 1.3.2 Se T € B(H,H1), entio |T||ms ndo depende da base tomada.

Demonstracao. Sejam {§;};cs e {m}icr, bases ortonormais de H e H;. Pela Identidade

de Parseval
SITGN? =) (TE,m)> =D 1€ Tal> =) 1T nl?,

jeg jeg jeJ leL
=9 Il

mostrando deste modo que a base néo interfere na defini¢do de || T||zs. ®

O resultado acima ainda garante que T € B(#H,H;) é do tipo Hilbert-Schmidt se,
somente se, T também é do tipo Hilbert-Schmidt.

Teorema 1.3.3 Sejam H e H, espacos de Hilbert. Se T € B(H,H.) € do tipo Hilbert-
Schmadt, entao T € compacto.

Demonstracao. Seja {{;},;c; uma base ortonormal do espaco de IHilbert . Como
IT 35 = X2es ITE]1? < 00 pode-se supor J enumerével, ou que todo § € H pode ser
escrito como

§= Z<§;§j>€j t+u, ulg&eT(u)=0, Vje&Jenumerdvel
jeJ1

Logo,
T(€) =Y (£€)T¢;,

=
e Se
n

T.(6) =) _(6,€),T¢;,

j=1
tem-se que

(T =T)El = (D {&E)TE

i>n

< (z@,w)% (ZT@?)%

i>n i>n

= ¢l (ZIITEIIQ) — 0,

i>n

o que implica que T, = 7. =
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Teorema 1.3.4 Sejam (X, M, o) um espago de medida o-finito para o qual H = L*(X, 0)
€ separdvel e T € B(H). As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. T € do tipo Hilbert-Schmidt;
2. Emiste k € L*(X x X,0 X 0) tal que

T(f)() = /X ke, )f@)doly), feM, veX.

Demonstragdo. Se {¢;} é uma base ortonormal de H, entao o conjunto {¢ ® @;};em,

onde ¢ ® ¢;(z,y) = é1(x)d;(y), ,y € X, é base ortonormal de L?(X x X,0 X g) como
é possivel ver em [11, p. 194]. Suponha que exista um k& tal que T' = T}, assim

ST 12 = S 1Te5, )2 = 3 10k, 65 @ By = [[K2: < oo
J al v
Logo, T é do tipo Hilbert-Schmidt. Agora, se T' € do tipo Hilbert-Schmidt,
ST =D 15 Td)e* = | Tllus < oo,
!

3l

o que permite definir k(2,y) := >, (T';, ¢1) 2d1(2)9;(y), 2,y € X, em L*(X x X,0x ).
Para mais detalhes sobre a tltima desigualdade veja [11, p. 195]. m

Observacao 1.3.5 Um contexto onde podem estar satisfeitas todas as condigoes do teo-
rema anterior é dado pela Proposicao 4.1.7, que por questoes técnicas serd exibido apenas
no Capitulo 4. Uma versao um pouco diferente para o Teorema 1.5./ é apresentada depois,
como Lema 4.2.9.

Uma vez que este trabalho trata da nuclearidade de operadores integrais positivos,
torna-se interessante analisar uma das principais propriedades desses operadores, a com-
pacidade, que segue directamente do teorema e corolario anteriores.

Corolario 1.3.6 Seja K um nicleo em L*(X X X,0 X o) com L*(X,0) separdvel. O
operador integral K : L*(X,0) — L*(X,0), dado por

K(f)() = /X k(o) f()do(y), feH, zeX,

€ compacto.

1.4 Teoria espectral em espacos de Hilbert

Um resultado importante em Algebra Linear é o Teorema Espectral que afirma que
se H é de dimensao finita e T € B(H) autoadjunto, entio existe uma base ortonormal
&,62,...,& € A, Ag, ..., A reais tais que {)\;} s@o autovalores e {&;} autovetores de T.
A matriz de transformagao nesta base é diagonal. Se dim H = oo o Teorema Espectral
vale quando T é compacto e autoadjunto e esta segdo estd dedicada a isso. Caso o leitor
se interesse, pode consultar as principais referéncias para esta segéo, que sdo [11] e [12].
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Exemplo 1.4.1 Um ezxemplo de operador autoadjunto que tem infinitos autovalores € o
operador linear limitado (K f)(x f hMz —y)f(y)d(y), para o qual h € uma fungdo

continua de periodo 2w. A matriz de representacdo de K na base {gpn(x) = \/?e’m}
m

de L*([—m,w]) € diagonal.

Para mais detalhes veja [12, p. 171].

Todo operador linear autoadjunto em um espago de Hilbert que tem dimensao finita
tem autovalores, pelo Teorema Espectral para Operadores Autoadjuntos [12, p. 178],
entretanto, um operador autoadjunto em um espaco de dimensdo infinita pode nao ter
autovalores.

Exemplo 1.4.2 O operador T : L*([a,b]) — L*([a,b]) definido por (Tf)(z) = zf(z)
€ autoadjunto e nao tem autovalores, para o qual as funcoes em L*([a,b]) sé assumem
valores reais.

Olhando para x como a fungdo identidade, isto é, x = i(x), tem-se que i € uma funcao
Lebesgue Mensurdvel e como

(Tf,q) = / 2 (2)g@)d(2)
B / zf (2)3@)d(z)

Z./f x)zg(x)d(x)

= (f.T9), VgGL%hH)

entao T' € autoadjunto e limitado. De fato

T(f). = / 2 (2)d(z) < [bf? / F(2)Pd(z)

o que implica que ||T|| < |b|. Entretanto, T ndo tem autovalores, pois se T = A€, entdo

TE- X =0 & T¢(z)—X(z) =
& zb(z) — M(z) =
& (z—A)E&(z) =0, quase sempre.

Como z assume infinitos valores diferentes de A, entdo £(x) = 0, o que implica que
& =0. Portanto £ nao é autovetor e A nao € autovalor, para qualquer A € K.
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O lema a seguir serd enunciado porque € necesséario na discussao sobre valores singu-
lares realizada mais adiante e também porque é a chave da demonstracdo do Teorema
Espectral.

Lema 1.4.3 Se T € By(H) é um operador nao-nulo e autoadjunto, entido —||T| ou ||T||
€ autovalor de T'.

Demonstragdo. Demonstrar que —||7'|| ou ||T'|| é autovalor é equivalente a demonstrar
que existe ¢ € H nao nulo tal que

(T* = |T|*1d)¢ = (T = TN 1d)(T + || T||1d)¢ = 0.

Seja (&) tal que [[§;] = 1, para todo j, de modo que | TE;|| — || T[] = supyqy=y [|Tz].
Sendo T’ compacto, existe subsequéncia de (T¢;), também denotada por (T°¢;), conver-
gente. Como T é continuo, (72¢;) também converge. A estimativa

0 < [IT%; —IT)%|°
= (T%; —|IT|1%;, T°¢; — ||IT|%;)

IT26;11* = ITI*(T%;, &) = ITN*(&, T2 + T

= T + IT* = 2T || T |

—[ITII*IT&* + | T||* = 0 para n — oo,

IA

implica que a sequéncia 1; = T?¢; — ||T¢;||?E; converge para zero e, assim a sequéncia
& = (T%¢ — n;)/|ITE||? converge para um vetor ¢, com ||| = 1. Portanto, denotando
por A = ||T|| e lembrando que T é continuo, 0 = T?¢ — ||T||*¢ = (T — Md)(T + M\d)(.

Disso segue que T¢ = —A{ ou Tu = Au para u = (T + AId){. Logo |T|| ou —||T| é
um autovalor de 7. m

Observacao 1.4.4 Nas condigoes do lema acima ainda € possivel garantir que todo auto-

valor de T' é um nidmero real e, se Ay e Ay sao autovalores distintos de T', dessa maneira,
Ker(Ty,) L Ker(Ty,). De fato, suponha agora que & € Ker(Ty,) e ¢ € Ker(Ty,), onde
Ty =T — Md. Nesse caso, da defini¢cdo de produto interno seque que

A6 Q) = (M Q) = (G ME) = M(G,E) = Mi(&, Q)
e portanto Ay = AL
A€, €) = (T Q) = (6, T¢) = X2(6,€)
o que implica que (€,() = 0, pois T é autoadjunto.

O resultado abaixo garante que todo operador T autoadjunto e compacto tem auto-
valores. Além disso os autovetores associados a autovalores ndo nulos geram a imagem
de T.

Teorema 1.4.5 (Espectral) Seja T um operador compacto e autoadjunto em H. Existe
um sistema de autovetores {£1,&s, ...} correspondentes aos autovalores Ay, Ag, ... tal que,
para todo € € ‘H, vale a representacdo

T =) M),
J
com convergéncia em H. Ainda, |A;| > |Aj+1] = 0, se dimH = oo.
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Demonstracao. Primeiramente serd discutida a existéncia de cada A;. A demonstracao
serd feita por construgao.

Seja Hi =H eT) =T. Pelo Lema 1.4.3 segue que existe um autovalor A; de T} e um
autovetor & tal que ||& || =1 e |A| = |T1||. Agora, Hy = {£,}+ é um subespaco fechado
de H, e T(Hy) C H,. De fato,

(I'n, &) = 0, T&) = M(n,&) =0, VneH,,

isto é, T(’l’]) 1 51 (§] T(Hg) C Hg.
Seja Ty, = T'|y4, que é compacto e autoadjunto em B(Hs). Se Ty # 0, pelo Lema 1.4.3
existe um autovalor Ay de Ty correspondente a & tal que ||&] =1 e

Rof = 1 T2]l < ITI| = Ml

Claramente {&;,&;} é ortonormal.

Agora, Hs = {£1,&}+ é um subespaco fechado de H, Hs C Hy e T(Hs) C Hs. Defina
T3 = Tly,. T3 é compacto e autoadjunto em B(#3), possibilitando uma construgio
andloga a feita acima.

Dessa maneira o processo vai parar quando 7,, = 0 ou tiver sido encontrada (por
indugdo) uma sequéncia de autovalores de 7' correspondentes ao conjunto ortonormal

{511521537 e -}, tal que
Pstl = |Toall S (Tl = Aal, n=1,2,....

Entao se {A,} é uma sequéncia infinita, A, — 0. De fato, |A,| - 0, como |A,| > [A,.1]
existe ¢ > 0 tal que |A,| > ¢, Vn.

Seja y, = &./An. Segue que Ty, = &, nao tem subsequéncia convergente o que
contradiz a compacidade de T

Agora cabe mostrar que T€ = 37, A;(§,§;);-

1. Caso 1: T,, = 0 para algum n.

Como §, = €§—3"7_ (&, &;)¢; é ortogonal a §;, 1 < j <n, o vetor §, pertence a H,.
Entao

0= T'ngn = Tf - z)‘]<§7€j>€j
7
2. Caso 2: T,, # 0 para todo n. Neste caso, pela Identidade de Parseval £ € H é dado

por
€= (£&)¢ +u, ondeu Ll g, V.
j=1

Isto implica que T¢ = Zj AJ(€,&,)€;, por continuidade de T e de T'(u) = 0, que
vem da construcao anterior.

E o teorema estid demonstrado. m

Este resultado motiva a definicdo seguinte.
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Definicao 1.4.6 Um sistema ortonormal &1,& ... de autovetores de T € B(H) corres-
pondendo a autovalores A, Ao, ... € chamado sistema bdsico de T' se para qualquer & € H
tem-se que

TE = N6

Observacao 1.4.7 Note que T ndo precisa ser autoadjunto ou compacto na definicao
acima, entretanto, se for ambas as coisas, os autovalores e autovetores que satisfazem o
Teorema Espectral formam um sistema bdsico.

Proposicao 1.4.8 Suponha que {;} seja um sistema ortonormal em H e que {A;} seja
uma sequéncia de numeros reais finita ou convergente para zero. O operador T definido
em H por

TE=) N{EE)E
J
€ compaclo e auloadjunto.

Demonstrag¢ao. Primeiro serd mostrado que 7' € B(H).

Seja {&1,&, ...} uma base ortonormal de H e {A{, Ao, ...} uma sequéncia limitada de
nimeros reais. Para cada £ € H, defina T¢ = ) i A (&€,&)&. T é um operador linear em
‘H e pela desigualdade de Bessel

ITEN* =Y INPIE €N < mlé]?,
J

onde m = sup, |A;]. Entdo ||T']| < m. Por outro lado, dado € > 0, existe um A; tal que
|Ai] > m —e. Portanto

1T > (IT&| = | M&ll = M| > m —e.

Tomando & — 0, tem-se que ||T|| > m. Portanto ||T'|| = sup; |A,|, isto é, T' € B(H).
Agora, se {\;} é uma sequéncia finita entdo 7" é de posto finto, logo compacto. Se {),}
é tal que A, — 0, seja T,, € B(H) um operador compacto definido por

T6 =Y A(66)
J=1

2

< sup|A|* = 0, quando n — co e [|€] = 1
i>n

Como ||T¢ — T,&|* = H > A (6,606

Jj=n+1
com & € H, entao T' é compacto.
Para §,n € ‘H tem-se que

(T¢,n) = Z)\j<€,§j><£j,n> = (£, Tn).

Entao T é autoadjunto. m
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1.5 Valores singulares

Uma parte importante deste trabalho se concentra no estudo dos valores singulares,
pela relagdo destes com autovalores e com a nuclearidade de operadores. Aos leitores
interessados, os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [12] e de maneira
complementar em [2].

Definicao 1.5.1 Seja T' um operador linear, autoadjunto e limitado de H. O operador
T € positivo se

(TE,€) > 0, para todo & € H.

Observacoes 1.5.2

1. Se H € um espaco de Hilbert complexo, entdo nao é necessdrio incluir o fato de
T € B(H) ser autoadjunto na defini¢do anterior. De fato, (T, &) > 0 implica que
(T€, &) € R. O resultado seque da Proposigdo 1.2.2.

2. SeT:V =V comV espago real, entdo (T(f), f) > 0 ndo € suficiente para garantir
que T é autoadjunto, um exemplo disso é o operador T : R? — R? dado

z\ (0 =1\ [—y
yJ\1 0/ \xa)’
que nao tem autovalores.

O leitor deve ficar atento ao fato de que um operador compacto pode néo ter auto-
valores e que isso nao é algo desejavel na aplicagio do Teorema Espectral. Serd aqui
trabalhada uma representacdo similar a deste teorema para quando o operador nao é
autoadjunto.

Note que o operador T*T' é autoadjunto e compacto, entao basta aplicar o Teorema
Espectral para a existéncia dos autovalores

A (T*T) > \(T*T) = Ag(T*T) > -+ > 0,

onde cada um é repetido de acordo com a multiplicidade.

Definicao 1.5.3 Seja T um operador compacto em H. O j-ésimo valor singular de T €
0 nimero

55 (T) = AJ(T*T)

Observacgoes 1.5.4

1. SeT € autoadjunto, compacto e positivo entdo seus valores singulares e autovalores
coincidem. Se for apenas compacto e autoadjunto s;(T') = |A;(T)|.
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2. Um operador compacto T pode nao ter autovalores mas sempre terd valores singu-
lares. Um exemplo € o operador de Volterra definido por

T(f)() = / Cf)d), zel0.1, Vfe D1,

onde sdo consideradas apenas funcgoes reais. O operador T € definido pelo niicleo
integral ko(x,y) = Xp.2](¥), v € [0,1] e tem como valores singulares

2
== m=12,..,
m(2n + 1)

s?L

Para mais informagées veja [12, p. 295].

A seguir serao apresentados alguns resultados acerca dos valores singulares. O teorema
abaixo é uma versao do Teorema Espectral, no caso em que 7 nao é autoadjunto. A
representacao dada pelo teorema é conhecida como Representacao de Schmidt ou Teorema,
da Decomposicao Singular.

Teorema 1.5.5 (Decomposicao Singular) Um operador T € By(H) admite uma re-

presentagdo na forma

v(T)

T(&) = Zsj(T)<£;§j>77j> § = H?

j=1

onde v(T') € a cardinalidade enumerdvel do conjunto de indices dos wvalores singulares
. Av(T) V() o~ : #

diferentes de zero, (§;);=; e (m;);=1 sdo um sistema ortonormal em H e a série converge
na norma de operadores, se v(T) = 0o. Ainda, se

v(S5)
S(g)zzaj<€,§j>nj> §€7—[,
j=1
Av(9) Av(S) ~ . AY(9) 4 A ~
onde (§;);27 € (m;);=, sdo um sistema ortonormal e (a;),;2; € uma sequéncia ndo crescente
de mimeros positivos que converge para zero, se v(S) = oo, entdo S € um operador

compacto e 5;(S) = a;; 1 < j<v(S)+ 1 sao valores singulares de S.

Demonstracgao. Pelo Teorema Espectral para operadores compactos autoadjuntos mostra-

se que existe um sistema ortonormal &, &, -- - , tal que
v(T)
T*T() =) s3(€,€), E€H.
j=1

Escreva n; = sj_ngj, para cada j em que s; # 0, assim

(mj,m) = 5757 (T€;,TE)
sj_lsl_l(T*Tfj, &)
—1 -1
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o

il

onde §;; = 1,sel =joud; =0, sel # j Entdo {m,n.,...} é um sistema ortonormal.
Qualquer & € ‘H pode ser escrito na forma

v(T)

£= Z £6)¢ + (1.2)

onde u € Ker T*T e u L ;. Para saber mais sobre esta decomposicio veja [12, p. 180,

6.1a] ou note que ela segue do fato de {§;} poder ser completado de modo a formar uma
base. De (T*Tu,u) = ||Tu||? segue que Ker T*T = Ker T. Uma vez que

T = symy-
Aplicando T na Equagdo (1.2) segue que

v(T)

T = Zs;&@

Agora, suponha que v(T') = oo e seja T, = Z $;(-,&;)m;. Para cada & € H,

T-T)elr< 3 @ e)r < (sups)||£||2

Jj=n+1

e T,, — T na norma de operadores.
Agora, seja S como no enunciado. Se v(S) é finito, entdo S tem posto finito e entdo
é compacto. Se v(S) é infinito, escreva S, =Y _, a;(-,§;)n;. Como S,, é de posto finito

j=1
segue que S é compacto. Veja que S* = Z;’(“SP a;{-,m;)&;, pois

v(S) v(S)
(S(€),m) = <Z a; (&, &)ms, Y _(m, nj>nj>

Jj=1 j=1
v(9) v(S)
= > u{68) <ﬂjaz<n,m>m>
=1 I=1
i(S ) v(S)
- ZZ% &) (nm)(mj,m)
11=1
Z(S ) v(S)
- EE:EE:(” &, &) (mm){&, &)
=1 iI=1
v(S5) v(S)
- <Z<§,€j>§j,2az(n,m>§l>
g=1 =1
= (&5 (n))-

Também, S*S = Z;’(i a;?(-,&;)¢; e assim tem-se que s; = ()\j(S*S))% = a;. Tomando
o adjunto de T tem-se T™ = Z;(? si(T)(-,m;)&;- m
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Observacao 1.5.6 Como podemos notar no teorema acima os valores singulares de T e
T* sao 0s mesmos.

Mais do que garantir a existéncia de valores singulares é necessario saber como eles
se apresentam na hora de fazer algumas demonstragtes ou como se comportam numa,
composicao de operadores, por isso, segue o teorema que ajuda a responder essas questoes.

Teorema 1.5.7 (Min-Max) Se T € By(H) autoadjunto e positivo, entdo existe {v;}
autovetores de norma um tais que

s = max ||T¢]| = max(T¢, &) = ||T (v,

1€ll=1 l€ll=1
5o = max |TE|| = max(T&, &) = |T(v
’ ll€lI=1 IZ<l ||§||:1< € =T (v
ELUl EJ_Ul

st = max [T¢]| = max(T¢, &) = || T(v)]]

l€l=1 ll€ll=1
§Llu §Llu
1<5—1 1<j-1
§; = min max ||T = min max (T
I dim M=j—1 | ||€|l=1 I7el dim M=j—1 ||g||:1< SUNE
ceMt ceML

onde M um subespaco de H, com dimensdo j — 1.

Demonstragao. Como 7' é autoadjunto segue da construcao do Teorema Espectral que

s; = max [|T¢]| = max(T¢, &) = [ T(w)],

l€l=1 l€l=1
gJ_UZ EJ_UZ
1<j—1 1<j—1

onde v; é autovetor associado ao autovalor A;.

Seja S o subespago gerado pelos autovetores ortonormais {v;,vs,...v;_1}. Deste
modo, M N S tem dimensdo menor ou igual a j — 1 e, se existe & € M \ S, entédo ele
pode ser escrito como

j—1
gzzalvl+ﬁv; ||U|| = 17 :8%07
=1

com v L {vy,vq,...,v;}. Logo,

.

(]

-1 j—1
oy + B, Z au; + ﬂU>

=1

; i—1 j—1 j—1
- < o Ty, alvl> + <Z olevl,ﬂv> + <,3Tv,§:alvl> + ,32<TU,U>
=1 =1

=1 =1

(T¢,6) = <T

Ly
|
LI
I
—
Ly
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Z o’ N+ BT (v), v)
=1

j—1
- (Zo‘?) FATW) ) > A" =
=1

Como T' é autoadjunto e positivo s; = |A;| e a demonstragao segue. m

Corolario 1.5.8 Se T : H — H € um operador compacto e S1,Ss : H — H sdo operado-
res lineares limitados, entdo

5;(S1TS2) < ||IS1ls;(T) || S|l

Demonstracgao. Primeiro serd mostrado que s,(517) < ||S1]|s;(T"), mas antes note que
$;(S1T) = s;(T*ST). Como s;(51T) = s;(|51T), pode-se supor que séo positivos. Logo,

(ST = i T
i (T) = min | max S T¢]
geMt

< IS min max ||T€||
dim M=j—1 \ ||éll=1
gc M+

< |[Sills;(T).
Deste modo,
53 (S1T52) < (15155 (T'S2) = 1520155 (S3T7) < [Sullll S35 (T) = 1SSz l55(T),
pois s;(T™) = s;(T') pela observagdo anterior. m

Corolario 1.5.9 Se T é um operador compacto em um espaco de Hilbert H, entdo para
i=12,...
s;(T) = min{||T — K||, K € B(H),posto K < j —1}.

Demonstragao. Suponha que posto K =m < j — 1, entdo dim (Ker K)* = m. Logo,

$;(T) < $p1(T) < max ||TE| = (T — K)Ell

max <7 - K],
2L KerK 0;£§J_K rK €]l

Entéo s,;(T) < ||T — K|| para todo K cujo posto é menor que j — 1.

Agora serd demonstrado que o infimo ¢ atingido e é igual a s,(7"). Para fazer isso, seja
T = Z}’(f sl( ){,&)m a decomposicdo singular de 7. Tome j < v(T') + 1 e considere
K; =37, sl( ) &)m. Opostode K; =7 —1e||T— K| < SUD;> s;(T) = s;(T).
Portanto o minimo ¢ atingido em K = K e é igual a s,(T"). Se j > v(T) entdo o posto
de T deve ser menor que j — 1 e s;(T) = 0 e entdo o minimo ¢ atingidoem K =7. m
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Coroldrio 1.5.10 Se T e S sdo elementos de By(H), entdo
|SJ(T)_SJ(S)’S”T_SH7 921727

Demonstracao. Segue que s;(T)—||7'— S| é um limitante inferior para ||S— K| quando
K percorre todos os operadores de posto menor que 7 — 1, de acordo com o corolario
anterior. Isto implica que s;(T) — ||T — S|| < s;(5) e entdo s;(T) — 5,;(S) < ||[T — S
Trocando na ltima igualdade os papéis de T e S, a desigualdade segue. m

E possivel definir agora os operadores que sdo objeto de estudo deste trabalho.

Definicao 1.5.11 Um operador integral T € By(H) € classe trago ou nuclear quando

Y (T T(©),6)% =Y ITE)]l < o0,

€eB &€B

para uma base ortonormal B do espagco H. O espago dos operadores nucleares de H em
H € denotado por Bi(H).

Definicao 1.5.12 O tragco de um operador T € Bi(H) € definido por

Z (&),&)n, onde {&;} € base ortonormal de H.
I=1

Observacoes 1.5.13

1. Pode-se mostrar (veja [2, p. 60]) que a formula abaizo define uma norma em By (H)

0

ITIh =) _(T), TeBi(H)

§=1

2. Note que a convergéncia das séries das Definigoes 1.5.11 ¢ 1.5.12 implica que o
trago ndo depende da base selecionada, veja [12, p. 253]. Ainda,

D IT(E ||—Z (1),

§eB
onde B € uma base ortonormal do espago H que contém os autovetores de T™*T.
3. Se T € nuclear, entdo ele serd do tipo Hilbert-Schmidt e, portanto, compacto.

4. Pode-se perceber que

tr(ST) < ISIN T, S€B(H), TeBi(H) (1.3)
De fato,
tr(ST)| = |> (ST <) 5(ST) < ||5||Zsj
£€B j=1
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5. A norma do operador trago € igual a um, de fato

ltr (D) < Y KT E), )] < T

e

Os resultados a seguir finalizam o capitulo, sendo que o primeiro deles pode ser en-
contrado em [2] e [7] e, uma versdo para o segundo em [2] e [5]. Tais teoremas sao fun-
damentais para a convergéncia na norma adequada citada na introdugéo deste trabalho,
respectivamente, de acordo com os contextos do Capitulo 3 e do Capitulo 4.

Proposicao 1.5.14 Sejam {T,} €{S,} duas sequéncias em B(H) tais que T,,(f) — T(f)
e Su(f) = S(f) para toda f € H. Se R é um elemento de Bi(H), entdo

n—od

Demonstrag¢ao. Primeiro suponha que R(f) = (f,&)n, f € H, o qual tem posto um.

Como
TRS(f) =T{S(1),6)¢) = (S(f),mT(n) = (f, 5™(€))T(n),
tem-se que
ITRS|v = |TRS||5ay = SN Tn].
Tem-se

IT. RS, = TRS™|y < [|TWR(SE — ST)h + (T = T)RS™ |y
= [0S0 = S €N Tonll + 1S7ENI(T = To)nll = 0. (1.4)

Tomando combinagcoes lineares finitas, o teorema estd demonstrado para o caso em
que R é de posto finito. O caso geral serd demonstrado por aproximagdo. Tome R € B;.
Seja £ > 0 dado. Como {T,} e {S,} sdo sequéncias que convergem pontualmente, pelo
Principio da Limitagdo Uniforme existe uma constante positiva C' tal que |7,|| < C e
|S,.]l € C, ¥V n < 1. Escolha um operador de posto finito F tal que |R — F||; < ¢/3C%.
Segue pelo Coroldrio 1.5.8 que se B, D € B(H)

IBRD|y < | B D[R]

Portanto,

IT.RS; = TRS* |, < |TLlllR = FllISall + T F Sy = TFS * |1 + |T|[| R — FIl. |5
2
< e +|TFS;—TFSs.

Aplicando a Equagéo (1.4) nos operadores de posto finito, existe um natural N tal que
| T, F S —TFS*||, <e/3 paran > N. Mas entao ||T,,AS —TAS*|1 <e,Vn>N.m

Existe uma versao mais geral para o resultado anterior, como podemos encontrar em
[2, p. 89]. Da mesma forma, existe uma versao mais geral do resultado abaixo, como
citado em [5], mas a apresentada aqui atende as necessidades deste trabalho.
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Teorema 1.5.15 Sejam H um espaco de Hilbert separdvel e uma sequéncia de operadores
T, € Bi(H) com C =sup,, ||T,|1 < 0. SeT,(f) converge T(f), para todo f € H e algum
operador T € B(H). Entdo, T € Biy(H) e |T], < C.

Demonstracao. Como

1Tl =D ITu (A < C < o0,

feb

para todo n € N e B base ortonormal H. Para cadap € Ne fi, f5,..., f, € B distintos,
tem-se

DTN = lim D IT(f)I < € < o
J=1 j=1

Segue que
T = sup Y IT(AII<C < oo,
D?”z%gto feD
el € Bl(H) |
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CAPITULO 2
TEORIA DE MERCER

2.1 Ncleos positivos definidos e L?-positivos defini-
dos

Nrticleos positivos definidos sdo objetos de estudos desde o inicio do século XX e ma-
tematicos vém fazendo esforgos para abranger os resultados dos teoremas que os caracte-
rizam, como o Teorema de Mercer, como os artigos recentes [8] e [16]. Este teorema teve
sua primeira versao em 1909 e tem como exemplo de sua importancia, a caracterizagao de
nicleos positvos definidos. Neste trabalho, em especial, o Teorema de Mercer faz conexao

com a nuclearidade de operadores integrais positivos. Esta secdo foi baseada no Capitulo
I1I de [9].

Definicao 2.1.1 Uma matriz A,x, com coeficientes complexos € ndo negativa definida
quando
TAr' >0, VxeC

Proposicao 2.1.2 Seja A, x, uma matriz ndo negativa definida. Valem as afirmacdes:
1. Qualquer submatriz principal de A € ndo negativa definida;
2. Todo autovalor de A € ndo-negativo;
3. As entradas na diagonal principal de A sdo todas ndo-negativas;

4. A € hermitiana, ou seja, A;; = Aj;,i,5 = 1,2,...,n.

Demonstracao.

1. Submatriz principal é qualquer submatriz obtida eliminando linhas e colunas de A
com os mesmos indices. Retirando as linhas e colunas {41, s, ..., 7,} da matriz A,
tem-se a submatriz B(,_,)x(n—p) tal que

TAx' =yBy' >0,

25



quando as coordenadas iy, %o, ..., %, de x sao iguais a 0, e y é obtido de z retirando
essas coordenadas.

2. Sejam z autovetor e A autovalor de A, com |z|| = 1. Segue que
0 < TAz' = (z, Ax") = (z, Az") = A||=|* = A\
3. Oselementos A;; da diagonal sdo isolados tomando z; = (1,0,...,0),2, = (0,1,...,0)
até x, = (0,0,...,1). Assim
0 S I_ZAIZt = A“ i= 1,. AN I
4. Pode-se associar a matriz A a um operador positivo T no espago de Hilbert C", ou
seja, (T€,€) > 0, para todo £ € H, entao T = T™.
E a demonstracio estd completa. m

Definicao 2.1.3 Seja X um conjunto nao vazio. Diz-se que k : X X X — C é um nicleo
positivo definido sobre X quando a matriz A = (k(x;, x;)) de ordem n € ndo negativa,
para qualquer n > 1 e qualquer n-upla (x1,x9,...,x,) € X™. Denota-se por PD(X) a
classe de nicleos positivos definidos sobre X.

Nao ¢ dificil ver que a definicdo acima equivale a validade da desigualdade

n

Zc_,»ch(xi,xj) >0, n>1, {z1,...,2.} C X, {c1,...,¢,} CC.

ig=1
De fato, basta notar que, para qualquer ¢ = (¢1, ¢, -+, ¢,) € C*, tem-se que
k(ry,x1) k(xzi,29) -+ k(z,z) 1

| k(ze, ) k(xo,x2) -+ k(x9,1, ¢

K (,3,)) = (erea 0] (@2, 21) k(22 22) (22, ) 2
\k(xnp xl) k(xnp Ig) e k(xnp xn) Cp,

(Z;Lzl Cjk(xb xj)
X1 Cik(z2, )

=(c10o -+ )

\Z;Lzl cik(z, x;)

— Zacg'k‘(xl,%) RERE Zc_”cjk(x”’xj)
j=1 g

n n n
=YD ack(aay) = ) aesk(s, ;).
=1 i=1 ig=1

Para habituar o leitor com o conceito de positividade definida, seguem dois exemplos
De como checar se um niicleo é positivo definido.
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Exemplo 2.1.4 Se f : X — C ¢é uma funcdo qualquer, o nicleo dado pela formula
k(z,y) = f(z)f(y) € positivo definido. De fato, se {x1,xs,...,2,} C X e{c1,c,...,0,} C
C, entao

n n n 2

Z c_,»cjk‘(xi, xj) = Z C_ngf(Iz)T%) = Z C_zf(%)@f(%) =

i,j=1 i,j=1 i,j=1

n

Zc_zf(%)

i=1

> 0.

Exemplo 2.1.5 Seja X ¢S : X x X — C tal que S(-,x) € L*(X,0), para todo v € X.
Neste caso o nucleo k dado por

k(z,y) :/XS(z,y)S(x,y)dz, r e X,

¢ um elemento de PD(X). De fato, a forma quadrdtica da defini¢do €

E cicik(z;, x;) / E ciciS(z,x;)S x,»)dz:/
X

i,j=1 i,7=1

n 2

ZCJS(Z7xj)

J=1

dz > 0.

Uma importante propriedade a ser observada é que a combinagdo de niicleos positi-
vos com coeficientes ndo negativos é um nicleo positivo definido, assim como é positivo
definido o limite de uma sequéncia de nicleos que o sao.

Propriedades 2.1.6 Valem as sequintes propriedades para os nicleos positivos definidos:

P
1. Se ki, ks, ... .k, € PD(X) e dy,ds,...,d, > 0, entao ) d;k; € PD(X). Basta
j=1

notar
n

Z cicik(z, x;) Zdl (Z c,»cjk‘l(x,»,xj)> > 0.

i,j=1 i,7=1

2. Se (k,) é uma sequéncia em PD(X) que converge pontualmente para k, entdo k €
PD(X). De fato

n n

D acik(wi, ) = Jim > aesky (i, ) > 0.
ij=1 ij=1

Teorema 2.1.7 Se k € PD(X), entdo:
1. k(z,x) >0, para todo x € X;
2. k é hermitiano;

3. |k(z,y)|* < k(2,2)k(y, y), para todo x,y € X.

Demonstragao.
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1. Tomandon = 1, ¢; = 1 e z; = z na forma quadrética da defini¢do temos k(z, z) > 0.

2. Como k € PD(X) entao a matriz A = (k(z;, x;))2x2 € ndo negativa definida. Segue
da Propriedade 2,1.2 que ki, 25) = ke, o, ¥ ;€ X, 1€ 2.

3. Como a matriz A = (a;;) = (k(2;,2;))2x2 € ndo negativa definida segue que

det (ZH a21> = Q11093 — |a21|2 = XMA2 =0, A, Ay autovalores de A.
21

22
Logo, |ag1|* < ajagy, isto é, |k(xy, 22)|? < k(xy, x1)k(2y, 22).
E a demonstracao estd completa. m

Este teorema aparecera durante o trabalho com o intuito de auxiliar na prova de outras
demonstragoes.

Corolario 2.1.8 Seja (X, A,0) um espago de medida. Se k € PD(X) é mensurdvel em
X x X e a fungdo x € X — k(z,z) pertence a L'(X,0), entio k € L*(X x X,0 X 0) €

el < / k(w, 2)do(2).
s
Demonstragao. Se k € PD(X), entdo pelo item 3. do teorema anterior segue que
k(z,y)|* < k(z,2)k(y.y), 2,y € X.

Se z € X — k(z,z) pertence a L'(X, o), é possivel integrar esta desigualdade para
obter,

/:/nyfw'da /:/ (z,2) yy@(ﬂd)z(/k@de@>%

Lembrando que k(z,x) > 0. A desigualdade segue. m

Além da positividade definida existe ainda a positivade L?-definida, que possuem
relagdo entre si, com o Teorema de Mercer e com nuclearidade. Um fato interessante a ser
observado é que sobre a hipdtese da continuidade, nicleos L?PD e PD sdo equivalentes
em certos contextos [9]. Ainda tem-se a positividade de operador integral K, objeto de
estudo deste trabalho.

Definigao 2.1.9 Seja k € L*(X x X,0 x 0). Diz-se que k é um nicleo L*-positivo
definido, e escreve-se k € L*(X,0)PD, quando

w0 = [ ([ Heniow)) Faldo) >0, 1 e (X,0),

Exemplo 2.1.10 Sejam f € L*(X,0) e k:= f(z)f(y) € L*(X,0)PD. Tem-se

. = | ( / f<x>ms<y>do<y>)

) L E€IX(X,0).




Teorema 2.1.11 Seja k € L*(X x X,0 x ) N C(X x X), para o qual C(X X X) de-
nota o conjunto das funcées continuas definidas em X x X. As sequintes afirmacoes sdo
equivalentes:

1. ke PD;
2. ke L*(X,o0)PD;
3. K € um operador positivo.

A demonstragdo pode ser encontrada em [9, p. 27].

Teorema 2.1.12 Seja (X, A,0) um espaco de medida o-finito tal que L*(X,0) € se-
pardvel. Se k € L*(Xo)PD, entdo o operador K € autoadjunto, do tipo Hilbert-Schmidt e
compacto. Em particular, as conclusoes do Teorema Espectral valem para K.

Demonstragao. Como K > 0 e o corpo em questao é o dos complexos, o operador K ¢é
autoadjunto. O restante segue do Corolario 1.3.6. m

2.2 Teoria de Mercer para um intervalo [a, }]

Nesta segao pretende-se introduzir ideias sobre a representacdo em série do traco, ini-
cialmente com X = [a,b] com a medida de Lebesgue, de maneira a apresentar o problema
para o leitor em um contexto mais simples e, mais adiante, em um conjunto Lebesgue
mensurdvel de R". Para tanto, a segfo foi baseada em [12].

A representacao espectral em série de operadores integrais autoadjuntos e compactos
converge na norma de L? mas isso néo é forte o suficiente em certas aplicagoes. Serao
estudados aqui mais casos onde estas informacgoes sao necessérias. E valido recordar que,
se k € L*([a,b] x [a,b]) é um nicleo hermitiano, ou seja, k(z,y) = k(y,z) quase sempre,
entdo o operador integral definido por

(K f)(z) = / R, ) Flile)

é compacto e autoadjunto definido em L*([a,b]). Consequentemente, existe um sistema
bédsico de autovetores {£,} e autovalores {\,} de K tais que, pelo Teorema Espectral e
pela defini¢do de produto interno, com f € L*([a, b])

@ = [ Hoswae) =% ([ F0&T0)) &) quase sempre. - (21)

A convergéncia da série significa convergéncia com respeito a norma em L?([a, b]), isto
é
" 2
lim d(z) = 0.
n—od -

(K f)@) = D M{f,6)8()
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Para muitos propdsitos este tipo de convergéncia é muito fraca e é desejavel a con-
vergéncia pontual ou uniforme, mas o problema é dar condigoes razoaveis e suficientes
para que a série convirja uniformemente, para cada f € L?([a,b]). O teorema a seguir
dara tais condicoes.

Teorema 2.2.1 Seja k uwm nicleo Lebesque mensurdvel em |a,b] x [a,b] de modo que
k(z,y) = k(y,x), quase sempre, e

b
sup [ k(w.9) Pd(y) < 00

Se {&,} e {\.} formam um sistema bdsico de autovetores e autovalores do operador inte-
gral K com nicleo k, entdo, para todo f € L*([a,b]),

N@ = [ o) = x [ 10000 &), quase sempre,z € a3

A série converge absolutamente e uniformemente em [a,b].

Demonstracgao. Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se que

P ANAC |<(Z|A£g ) (Zlf,ﬁg )

Como k € L*([a,b]) e k(z,y) = k(y, ) tem-se que

Mg () = (KE)(z) = / ke, 9)6)d(y) = (ke ),

onde k,(y) = k(x,y). Assim, segue da Desigualdade de Bessel e da hipétese que

SIRE@E = T < k(eI = [ Ik )Pdty)

b
£ sup / Ik(z,y)Pd(y) = C < oo.

Como ., |(f, €N < |11, pela Desigualdade de Bessel, existe um natural N tal que
sen >1> N, entdo 7, [(f,&)]* < €?, para cada £ > 0 fixo. Segue que

Z|A (f,6)6@)|<Ce n>1>N, z€labl.

Pelo Critério de Cauchy para séries [15, p. 42], a série converge absoluta e uniforme-
mente. Como a série também converge para (K f)(x) com respeito a norma em L*([a, b])
segue que (K f)(x) é o limite da série para quase todo x. m

O resultado seguinte relaciona autovalores a um nicleo hermitiano quase sempre, de
forma que sera possivel associar valores singulares ao operadores integrais com este mesmo
tipo de nicleo posteriormente.
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Teorema 2.2.2 Suponha que k € L*([a,b] x [a,b]) e k(x,y) = k(y,z) quase sempre. Se
{A;} € um sistema de autovalores do operador integral K com nicleo k, entdo

//|k‘xy|d Zv

Demonstragio. E possivel escrever a Equagdo (2.1) como

[mm Z/A§§7 /Z}@ v)d(y).

J& que f é arbitrério em L*([a,b]) é aceitdvel esperar, sob condices razoédveis, que

k(z,y) = 32, X€;(2)€;(y) quase sempre. O espago de Hilbert L*([a,b]) tem uma base
01t0n01ma1 Contendo autovetmes {&1,&, ...}, sendo que pode ocorrer que Ker K # 0,
sem nenhum problema. Como &,(z,y) = &§(2)&;(y) formam um conjunto ortonormal em
L*([a, b] % [a,0]), [11, p. 186] o nidcleo k € L*([a,b] X [a,b]) pode ser escrito através de
Identidade de Parseval como

0

k=Y (k&;)&y.

Li=1
Pelo Teorema de Fubini [14, p. 119]

%@>=//'xuzw>m<>
=/a U'xmxmﬂﬂm

= K§j7§l> <£ja§l>_>‘6ﬂ7
onde d;; = 1, se [ = j ou d;; = 0, se [ # j. Novamente, pela Identidade de Parseval,
b b o0
[ [ aPagaw = 141 = 3 18,1 = "%
a Ja lj=1 Jj=1
E o resultado estd demonstrado. m

Muitos resultados desta se¢do aparecerdo novamente na se¢do seguinte mas com uma
proposta mais geral, aqui entretanto, eles aparecem com o intuito de apresentar o problema
da nuclearidade num contexto mais simples. Note que isso segue também do Teorema
2L,

Lema 2.2.3 Se k é continuo em [a,b] X [a,b] €

//memmwmwzm

para todo f € L*([a,b]), entdo
k(z,z) >0; Y x€la,bl
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Demonstracao. Este resultado segue do Teorema 2.1.11 porém serd apresentada uma
demonstragdo direta. A fungdo k(x, ) assume valores reais. De fato, pela Defini¢do 2.1.9
k é L*(X,0)PD e é autoadjunto. Logo, k(z,z) = k(z,z),V x € [a,b], pois k é continuo.
Suponha por absurdo que k(zg, 29) < 0 para algum zy € [a,b]. Segue da continuidade
de k que a parte real de k(z,y) denotada por Re k(z,y) é menor que zero para todo par
(x,y) em algum quadrado [e,d] X [c, d] que contenha (xg, zo). Entao para

1, se y € [e,d]
9= (s
0, caso contrario

P ode-se escrever

o< | b / ke 0)9 )T ) d(z) = R / d / " ke, )dy)d(z) <0,

que ¢ um absurdo. Portanto k(z,2) >0, V z € [a,0]. m

O préximo resultado tem grande influéncia sobre o Teorema de Mercer, que sera
valido somente quando o lema abaixo também for. A grande dificuldade de demonstrar
o Teorema de Mercer estd em garantir a continuidade da funcéo / definida a seguir.

Lema 2.2.4 Se k : [a,b]* — C é um nicleo L*-positivo definido continuo. Entdo, para
todo f € L*([a,b]), a fungdo h: [a,b] — C dada por

h{z) = / ko) f@)dy), =€ [0,b]

€ continua.

Demonstracao. Pelas propriedades de integral e pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz

) = hao)l = | [ ki) - [ k‘(xo,y)f(y)d(y)‘
= | [ o) - k‘(xo,y)]f(y)d(y)‘
< / k(2. ) — k(zo, )] ()] d(y)

< / Bl i — Blros ] ) | 00)

< Iflle (/;W(I,y) - k‘(afo,y)|2d(y)>%-

Como k é uniformemente continua, se © — =z, entdo k(z,y) — k(zo,y) e portanto
fab \k(z,y) — k(x0,y)?d(y) = 0,Y y € [a,b], o que implica que h(z) — h(z), sendo assim
continua. m
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Observacao 2.2.5 Note pelo resultado acima que se f for um autovetor de K, entdo

h = Af e portanto f deve ser continua (quando vista como representante da classe de
fungées em L*([a,b]).)

Abaixo encontra-se um teorema necessario na demonstragdo do Teorema de Mercer.
Tome X = [a,b] e veja [15, p. 160] para mais informagses.

Teorema 2.2.6 (Dini) Sejam X um espaco topoldgico compacto e {f,} uma sequéncia
de fungdes reais continuas definidas em X. Se {f,} € mondtona e pontualmente conver-
gente para uma funcdo continua f : X — R, entdo a convergéncia é uniforme.

Demonstragao. Suponha sem perda de generalidade que a sequéncia seja decrescente.
Cada funcéo f,, — f é continua e a sequéncia { f,, — f} é decrescente. Como X é compacto,
o Teorema de Bolzano-Weierstrass [15, p. 25] justifica a existéncia de z,, € X tal que

M, = folzn) — f(2,) = rlne%?({fn(x) — f(=)}.

Claramente, {M,,} é uma sequéncia decrescente de termos nao negativos. Logo, con-
verge para algum C' > 0 [15, p. 30]. Veja que C = 0. De fato, da compacidade de
X novamente passando para uma subsequéncia, se necessdrio, pode-se assumir que {z, }
converge para algum zy € X. Como

M = fi(z) — f() < flm) = f(m), 12m,

fazendo [ — oo e usando a continuidade das fungoes envolvidas, é possivel deduzir que
C < fiu(zo) — f(zg). Fazendo agora m — oo, obtém-se C' < 0. Finalmente, fixado € > 0,
existe N € N tal que M,, < €, quando n > N. Portanto,

0< fn(x) - f(x) < fn(xn) - f(xn) =M,<e, zeX

Segue que
|ful@) = f(z)| <€, parazeX, n=N,

ou seja, f, converge uniformemente para f. m

O teorema abaixo foi originalmente demonstrado em 1909 para o intervalo [0, 1] e ao
longo do tempo foi-se estendendo para outros conjuntos, devido a sua aplicabilidade. Veja
[9, p. xiii] para saber mais a respeito.

Teorema 2.2.7 (Mercer) Seja k continuo em [a,b] X [a,b]. Suponha que para todo
f € L*([a, )

[ [ HeprwT@ade o

Eziste um sistema bdsico de autovetores {,} e autovalores {,} do operador integral K
com nicleo k e ainda, com A, &, continua e

k‘(x,y) = Z)‘jgj(x)gj(y)a T,Y, e [a7 b]7
J
converge uniforme e absolutamente.

33



Demonstragao. Seja K o operador integral com nicleo k. Segue da hipdtese que K
é compacto, positivo e A; = A& = (V\§;, ) = (KE;, &) = 0. Pela Desigualdade de
Cauchy-Schwarz segue

1
n 2
> h6 05 < S Meo ) (Saswe) . es
j=1
Primeiramente serd demonstrado que para todo z,

Z,\ 1&(2))? < max k:(y, Y). (2.3)

Seja k;(z,y) = k(z,y) — E;Lzl A;€i(2)€;(y). Como cada &; é um autovetor de K segue
do Lema 2.2.4 que §; é continuo o que implica que k; é continuo. Por outro lado,

Ko () f) = / / [ %) ZA £ (05 ]f@)d(wﬁd@:)

=/l fo,sj] F@d()

:/fo,m \F@)d(z)

j=n+1
= Y MAENE20, felX,0)
Jj=n+1

Segue do Lema 2.2.3 que, para cada x
0 < klm, =) = Ew,x) Z)\ 1€ ()| (2.4)

Em particular, Y77 A;1€;(2)|* < k(z,2). Como n é arbitrario, segue o resultado.
Para cada x fixado e ¢ > 0 a Equagdo (2.2) implica na existéncia de um N tal que para
cadan>1>N

Z)‘|€7 y)| <e C; y€la,b] onde C* = max k(t,t).

t€a,b]

Assim a série ) i A€ (2)€(y) é uniforme e absolutamente convergente quando z ou y

sao fixados. Suponha que a série convirja para um l::(x, y). O préximo passo é demonstrar
que a convergéncia uniforme vale para todo z e y. Para f € L%*([a,b]) e z fixado, a
convergéncia uniforme de séries em y e a continuidade de cada g implica que l;:(x, y) é
continuo como fungao de y e

[ ) = Fw ) £5)5) = (K1) (@) = S A6)6(5) = 0 quase sempre. (25)
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Se f € Ker(K) = Im K=, entao como §; = Kfj/)\ € Im K, tem-se Kf =0 e
(f,€;) = 0. Portanto, o lado direito da Equagdo (2.5) é zero. Deste modo, para cada z,
k(z,-) — k(z,-) é ortogonal a L?([a,b]). Assim, k(z,y) = k(z, y) para cada x e quase todo
y. Mas entéo k(z,y) = k(z,y) para todo z e y j& que k(z,-) e k(z, ) sdo continuos.

Resta mostrar que

k(z,y) = k(z,y) Z)\fj ), my € la,b].

Em particular, que
$) :Z)‘j|§j(x)|27 T e [a7b]‘
g

As somas parciais da Inequagdo 2.4 formam uma sequéncia crescente de fungoes
continuas que convergem pontualmente para a fungdo continua k(z,z). O Teorema de
Dini garante que esta série converge uniformemente para k(z,x). Portanto, dado € > 0,
existe um N tal que, paran >1[1 > N,

Z,\ & ()P <e? Yz elab]
Esta observagdo junto com as equacgoes 2.2 e 2.3 implicam que para todon > 1 > N e
todo (2,y) € [a,8] x [a, 8],
Z ME(2)EW) < e C.

Portanto Y, A;; (2)€;(y) converge absoluta e uniformemente em [a,b] x [a,b]. m

Se s6 existirem como hipéteses k € L?([a,b] X [a,b]) e k(z,y) = k(y, z) quase sempre,
entdo a série pode divergir enquanto que ), A? < oo, de acordo com [12, p. 278, 1.2].
Tome [a,b] = [—m, 7] e k(z,y) = 32, 1/jcos(jz) cos(jy). Tem-se que o niicleo k estd em
L*([a,b] X [a,b]) e é PD. A série diverge em zero mas ), A} < oc.

Podemos finalmente apresentar um caso de operador nuclear e calcular seu traco.

Teorema 2.2.8 Seja k continuo em [a,b] X [a,b]. Suponha que para todo f € L*([a,b])

[ [ e i@ @ > o

Se K € operador integral com nicleo k e {\;} € um sistema de autovalores de K, entdio
K € Bi(L*([a,b])) e

K)= Y% = [ o)) = 1K1
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Demonstracao. Seja {§;} um sistema de autovetores de K correspondente a {A;}. Pelo
Teorema de Mercer a série k(z,2) = >, A;|€;(2)]* converge uniformemente em [a, b].
Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Mondétona [14, p. 31]

[ #aw)dz) = Eulel = XA

E o resultado estd demonstrado. m

A importancia em estudar o Teorema de Mercer pode ser justificada pela caracterizagao
de niicleos positivos definidos que ele fornece. Na secdo a seguir, o estudo sobre o traco
baseado em tal teorema sera realizado num contexto mais geral.

2.3 Teoria de Mercer para conjuntos lebesgue men-
suraveis

Nesta se¢ao sera considerado um conjunto X C R" Lebesgue mensuravel cuja in-
tersecao com toda bola de R" tem medida positiva, com medida de Lebesgue 0. No
seguinte trecho serao apresentados resultados conectados ao Teorema de Mercer da ma-
neira mais geral possivel. Note que a hipdtese sobre X nao sera utilizada em todos os
resultados e que muitos deles se aplicam em contextos mais gerais de X, como em [7, 9, 16].
Para consultar a referéncia desta segdo veja [7].

Lema 2.3.1 Se k€ L*(X x X,0 x 0) € hermitiano e f € L*(X,0), entdo

/X /X k(z,y)f (2) Fg)do(2)do(y) = /X /X Re k(z,9)f(@)FG)do(2)do(y).

Demonstragdo. Seja g : X x X — K tal que g(z,y) := f(2)f(y), f € L*(X,0). Nao é
dificil ver que g € L*(X x X, 0 x 0). De fato, pelo Teorema de Fubini - Tonelli [13, p. 67]

(. o) = ([ [ 1P
- (0 [ [ 10t ao)

- [ If@Pist)

= [ flz> < oo

N

Pela Desigualdade de Hélder [14, p. 56] segue que

(r,y) € X X X = k(z,9)f(2)f(y) € LNX x X,0 x 0)

enquanto que

/X/Xk‘(x,y)f(x)mda(x)da(y):/Xm(/x k‘(y,x)f(y)dg(y)) do ().
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Observe que x € X — k(z,y)f(x) pertence a L'(X), assim como o operador dado
por z € X — [, k(z,y)f(z)do(x), (veja o exercicio 51 em [13, p. 69]). O Teorema de
Fibini-Tonelli [13, p. 67] é aplicdvel, assim

/X/Xk(x,y)f(x)mda(x)da(y) :/Xm(/x k‘(y,x)f(y)da(y)) do(z).

Ent&o néo ¢é dificil ver que [, [, k(z,y)f(x)f(y)do(z)do(y) é um nimero real e que

-/X/X Jm k(z, y)f(x)mdﬂ(,f)dg(y) — .

Sendo assim,

/X /X bz, ) (@) Fg)do(2)do(y) = /X /X s k(i ) £ () T o o),

e o resultado estd demonstrado. m

Observacgao 2.3.2 A partir de agora o conjunto Ax denota o conjunto diagonal X x X,
ou seja, Ay = {(z,z) :z € X}.

O lema abaixo contém duas das propriedades bésicas de um nicleo L?*(X, o)-positivo
definido. Note que na secdo anterior bastava que os niicleos fossem continuos e hermi-
tianos quase sempre para que a discussdo sobre o Teorema de Mercer fosse possivel de
ser realizada. Abaixo serd apresentado um resultado que associa nicleos L?PD a niicleos
hermitianos quase sempre, remetendo assim, esta secao a anterior. E possivel ainda notar
a semelhanga deste lema com o Teorema 2.1.7.

Lema 2.3.3 Seja k € L*(X, 0)-positivo definido. As seguintes afirmagdes valem

1. k € hermitiano quase sempre;

2. Se k € continuo em Ax, entdo k € nao negativo neste conjunto.

Demonstragao.

1. Como k € L*(X,0)PD, entao (K(f), f) > 0, o que implica que K é autoadjunto,
pela Proposigdo 1.2.2. Entdo k(z,y) = k(y, z) quase sempre, por argumento seme-
lhante ao Exemplo 1.2.15.

2. Suponha que k seja continuo em Ax. Do item 1. sabe-se que k(z,x) é real quase
sempre com x € X, enquanto a continuidade em Ay implica que k(z, z) é real para
todo z € X. Supondo por absurdo que exista um zy € X tal que k(zg,xy) < 0,
pode-se tomar uma, vizinhanga V; de z, de modo que Re k(z,y) < 0 quando (z,y) €
Vox VoNX x X. Mais ainda, pode-se selecionar V4 de modo que 0 < o(V5NX) < oc.
Aplicando o Lema 2.3.1 para a fungao caracteristica xy,~x de V5 N X segue que

(K (Vo n X), Xupnx) = /V N /V K@l oo )

= / Re k(z,y)do(x)do(y) <0,
VonX JVonX

o que contradiz a hipétese de k ser L?-positivo definido.
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Portanto k assume valores nao negativos em A .m

A partir de agora serd apresentado um resumo das propriedades espectrais de opera-
dores compacto e autoadjuntos em L*(X, o).

Teorema 2.3.4 Seja {§;} uma sequéncia ortonormal em L*(X,0). Suponha que exista
uma sequéncia {A;} de numeros ndo negativos tais que Z;’;l A (f, &) € somdvel em
L*(X,0) para cada f € L*(X,0). A féormula

T(f) =Y _M{f6)8, fel’(X,0)

j=1

define um elemento T de B(L*(X,0)) para o qual as afirmagdes valem
1. & € um autovetor de T com autovalor A;;
2.(T(f), ) >0, fe L*X,o), ou seja, T € positivo;

3. Se T = K para algum nicleo k € L*(X x X,0 X 0), entdo k é L*(X,0)-positivo
definido.

Demonstracao.

1. Basta notar que T'(§,) = >°72) Aj(&, €06 = Auda-

2. Para a segunda é suficiente notar que

n—od

<T(f)7f> = lim <Z)‘J<f7gj>§mf> = nll_)rgoz)‘JKfangQ 2> 07 f = LQ(X7U)‘
g=1 J=1

3. Pelo item anterior, (T'(f), f) > 0 e entdo a representagio do produto interno dadas
pelas integrais duplas também é maior que zero e assim k € L*(X, o)PD.

Pelo Principio da Limitagdo Uniforme [13, 163], T € B(L*(X,0)). m

O operador integral K gerado pelo ntcleo & tem a seguinte propriedade quando a
medida de Lebesgue de X é finita: se k£ é continuo e limitado, a imagem de K é um
conjunto de fungoes continuas, por um argumento similar ao usado na Observacao 2.3.8.
Em particular, as autofuncoes de K correspondentes a autovalores nao nulos séo continuas,
como visto em 2.3.11. Esta propriedade desejavel nao é sempre garantida quando a medida,
de X é infinita.

Teorema 2.3.5 Seja {{;} uma sequéncia de fungies continuas de L*(X, o). Suponha que
erista uma sequéncia ndo negativa {A;} tal que 337, Ni(f,&;)€; € somdvel em L*(X,0)
para todo f € L*(X,0) e considere o operador

T(f) :Z)‘j<f;§j>§j7 fGLQ(X,O').
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Se T = K para algum nicleo em L*(X x X,0 X 0), entdio
Z,\ & @) < k(z,z), zeX.

Demonstragao. Suponha que T' = K para algum nticleo em L*(X x X, 0xa). Repetindo
o processo para deduzir o item 2. do teorema anterior, conclui-se que para todo n fixo

[ 3 Mses@itee = 3 wine) [ @@

Jj=n+1 j=n+1

= Z X&) )

j=n+1

= Y MLER fel} (X 0).  (26)

Jj=n+1

Se k é continuo em Ay e cada £ também é continuo, o nicleo &, dado por
B o m) = klEy) Z)\ Ll ), z,y € X, (2.7)

é continuo em Ay e ainda pertence a L*(X x X, 0 x o) pois k € L*(X x X,0 X 0) e cada
£el*(X,0). Usando a Equagao (2.7), as definigoes de operador integral e de produto
interno tem-se que o operador integral K, ainda satisfaz

wnn = [ [ (k(x,w—zxjsj(x)m—w) f(y)do(y)Fydo (2

= /X (K(f)(x)—zf\j<f,€j>§j) f(z)do(x)

=/2Af§g@ (2)F@)do(z)

j=n+1

= Z NIFEE =0, fel’(X,o0),

Jj=n+1

ou seja, k, é L*(X,o)PD. Como k, é continuo em Ay entao k,(z,z) > 0, z € X.
Portanto,

0 < ko2, 2) = k(z,2) — Y A&;(2)&(x)
j=1
o que implica que

Z)\ & (z)? < k(z,z),Vr € X.
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Como lim,, o0 D773 A|€(2)[2 = D270, Ni[€5(2)[? e o limite preserva desigualdades,
segue o resultado. m

Tendo em mente o Teorema de Mercer (para o contexto atual), o préximo resultado
serd apresentado com o intuito de contribuir na demonstracao de tal teorema.

Teorema 2.3.6 Sob as mesmas hipoteses do teorema anterior, seja T = K para algum
k€ L*(X x X,0 x o) que € continuo em Ax. Entdao )2, \i&;(2)€;(y) € absoluta e
uniformemente convergente em compactos de X com respeito a uma varidvel, quando a
outra € fizada. A imagem de T contém somente funcdes continuas.

Demonstragao. Seja x € X fixado ¢ Y um subconjunto compacto de X. Usando a
Desigualdade de Cauchy-Schwarz [14, p. 57] pode-se dizer que

2 T T
<Y NIE@PY Mg W)
=1 4=}

> X&(@)&W)

Com mais razao ainda

2

< M AIG@P NG )P
j=1 =

> N6 @)

IN

k(y,y) > Ail& (@)
J=l
< supk(G,0) ) M@, yeY, n>1>1
Cey iml

Como 772, Al (z)|* < k(z,z) é convergente pelo teorema anterior, o Critério da

Convergéncia de Cauchy [15, p. 42] garante que a série » 2| A;€;(7)&;(y) converge uni-
forme e absolutamente em Y. Analogamente se y é fixado entdo a mesma série converge
absoluta e uniformemente em Y. Para mostrar que a imagem de 7' contém somente
fungdes continuas, fixe f € L*(X,0) e z € X. Considere uma sequéncia {z;} € X
convergente para z e tome o conjunto conveniente L = {z} U {z;, n = 1,2,...}. Da
Desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

2

S NEGEW| < DMLY NG H)P
j=l j=l 7=l

< ||T||iggk(c,C)ZKf,fM?, yey, n>i>1

g=l

Pela Desigualdade de Bessel segue que 322, [(f,&;)[* < [|f||3-. Logo, a série converge
uniformemente em L pelo Critério da Convergéncia de Cauchy. Como a estimativa acima,
nao depende de ¢ entao a série converge uniformemente em 1. Isto garante a continuidade
das fungées em L. A continuidade de T'(f) segue. m
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Teorema 2.3.7 Sob as hipéteses dos teoremas anteriores, seja T = K para algum k €

L*(X x X,0 x 0) continuo. Entdo a série E;’;l X&i(2)€,(y) converge absoluta e unifor-
memente em conjuntos compactos de X X X.

Demonstragao. Olhando os teoremas anteriores nao é dificil ver que

Y INE@E <ITI) Al @)1P < I Tlk(z,2), =€ X.
j=1 j=1

e que Z;’;l A& (2)€(y) é L?-convergente para um k, € L*(X, ), para cada z € X. Da
Identidade de Parseval A\;&;(z) = (k,, ;) e nao é dificil ver que que

[ bwidots) = LA 6)6 (@), wex.

Observe que a hipdtese garantia 7'(f)(z) = K(f)(z) quase sempre, pois se tratava
da igualdade no sentido de L?(X, o). Como o segundo lado da igualdade é K(f) com o
nicleo k, tem-se

/X[k‘(x, y) — k() f(y)do(y) =0, fe€L*X,0), x€ X quase sempre, (2.8)

isto é,

<l{71—l{7($,),f> =0, fELQ(X,O'),

o que implica que 0 = k, —k(x,-) e k, = k(x, -) para quase todo z € X. Pela continuidade
e pelas hipoteses sobre X, a tltima igualdade segue para todo = € X. Este processo é
analogo com respeito as varidveis x e y. Conclui-se que

k(z,2) =k = Y _Al&E)P, zeX.
j=1

Do Teorema de Dini a série acima converge uniformemente em conjuntos compactos
de X. Como

n 2 T T
Y NG@EW)| <)o MIE@PY o NIEE)P,
j=l j=l j=l

o Critério da Convergéncia de Cauchy garante que E;’;l A& (2)€;(y) converge uniforme-
mente em conjuntos compactos de X x X. m

Observacoes 2.3.8

1. Cabe aqui notar que se a intersecdo de X com qualquer bola aberta de R™ tivesse
medida nula, a integral 2.8 poderia ser zero ao mesmo passo que k, # k(x,-).
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2. Se X é compacto, a continuidade de k garante que K(f) € continuo. De fato, seja
z; - a € X. Como k é continuo em X x X segue que é uniformemente continuo
em X x X. Logo, dado € > 0, existe § > 0 tal que |k(z,y) — k(z,w)| < €, quando
|(z,y) — (z,w)| < 6 e (z,w) € X x X. Pela desigualdade de Holder tem-se que,
quando |z; —a| < 6,

[K(f)(2;) = K(f) )] =

[ - k‘(a,y)]f(y)da(y)‘

1
2

IA

171 [ 662500~ ko )Pdots))

1

£l ([ aot)

= [flla(X)e.

IN

Assim, K(f)(z;) = K(f)(a) e K(f) € continua. Como fungées continuas sGo Lebes-
gue integrdveis, k e K(f) também o sdo, assim como &; e k(x,x). Por consequinte,
valem as condicoes dos trés ultimos teoremas.

Um contexto em que todos os resultados listados acima valem mesmo quando X é um
conjunto ilimitado ou com medida infinita, serd descrito abaixo.

Definicao 2.3.9 Um naucleo k : X x X — C € suave quando as trés condicoes a sequir
valem:

1. k € continuo;
2. para cada x € X, a fungdo y € X — k(x,y) pertence a L*(X,0);
3. A fungdo v € X — k(x,-) pertence a C(X, L*(X,0)).

Teorema 2.3.10 (Mercer 2) Se k é L*(X,0)PD e suave, entio eriste uma sequéncia
{&} ortonormal em L*(X,0) e uma sequéncia nao crescente {\;} de nidmeros reais que
satisfazem as condigoes:

1. &; € continuo quando A\; > 0;

2. Z;’;l & ()€ (y) € uniformemente convergente para k(z,y) em todo subconjunto
compacto de X X X,

3. D221 M(f,€5)€; € LP-convergente para K(f). A convergéncia € uniforme e absoluta
em conguntos compactos de X x X. Em particular, K(f) € C(X).

Demonstracao. Se k em L?(X,0)PD é suave, o operador integral K é compacto e auto-
adjunto. De fato, como k € hermitiano quase sempre e continuo por hipotese k£ é hermitiano
sempre, logo K é autoadjunto. Como K é do tipo Hilbert-Schmidt, é compacto. Assim o
Teorema Espectral pode ser aplicado. Em particular, L?(X, o) contém um conjunto or-
tonormal {;} de autofungées de K, com {A;} uma sequéncia ndo-crescente ndo negativa
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de autovalores correspondentes. Deste modo, se f € L*(X,0) entao Z;’;l Ai(f, €08 é
L?-convergente para K(f). Além disso, como

K(f)@) =(f,k(z.), zeX, feL'(X,o0),

tem-se que

K(f)(z) = /X ko, y)f (y)doly) = /X F (ke ()do(y) = Hyoks, mo qual Hy(€) = (,€).

Entao K(f) é uma composi¢do de fungdes continuas, logo é continua. Pelo que acaba
de ser visto, £ é continua quando A; > 0. Aplicando o teorema anterior tem-se que

> i1 Ai€(2)€;(y) € uniformemente convergente para k(z,y) em conjuntos compactos de
XxX. nm

Um resultado muito 1til neste trabalho usara o teorema seguinte.

Teorema 2.3.11 Seja k continuo e L*(X,0)PD. Se x € X — k(x,z) € integrdvel, entdo
k € suave.

Demonstracao. Pela continuidade do nicleo fixe zp € X. Se y € X e € > 0, existe
0 > 0 tal que |(zg,y) — ({,w)| < & implica que

k(20 y) = k(G w)| <&, (uweX.

Desse modo, k(¢,w) é limitado quando {,w € (B(zo,7) U B(y,r)) N X := X,. Néo é
dificil ver que a restricdo de k para X, x X, satisfaz as hipéteses do teorema anterior.
Usando a representacao da série provida pelo item 1. do teorema anterior e a Desigualdade
de Cauchy-Schwarz, pode-se deduzir que

2

k(zo, y)|* = Z A (K x,xx, )€ (20)€; (y)

< O N EKxxx,)IE (@)Y N (K, xx, )€ ()]
j=1 j=1

= k(z0,20)k(y,y).

Entretanto, se y € X — k(y,y) é integrdvel, basta integrar a desigualdade acima
para concluir que y € X — k(xq,y) € L*(X,0). Logo o item 2. da definicdo segue.
Para mostrar a continuidade de z € X — k(z,-) € L*(X,0) em xg, seja {z;} em X
convergente para zo. Como k é continuo, a sequéncia {k(z;,y)} converge para k(xo,y)
para cada y € X fixado. Usando a ultima desigualdade segue que,

(2, y) — k(zo, ) < k(g )" + 20k (s, )|lk(0, y)| + [k(zo, )|
k(y,y) (k‘(%’a ;) + k(zo, z0) + 2\/16(%» ;) k(xo, xo))
< 4 sup {k‘(xm,xm)}k(y,y), ye X.

meZy

IA

43



Do Teorema da Convergéncia Dominada [14, p. 44] segue que

lim |]€(Ij,y)—]€($0,y)|2d0($) :07

Jj—oo Jx
ou seja, x; — xo implica que k,; — k,,. Portanto k ¢ suave. m

Muito do que foi apresentado aqui possui versoes para espacos mais gerais, tais como
espagos métricos e topoldgicos de Hausdorff localmente compactos, como pode ser obser-
vado em [8] e [16]. Pode-se notar ainda, que os argumentos de [16] sdo muito parecidos
aos apresentados aqui, que por sua vez, diferem em [17] apenas em uma passagem, porque
os conjuntos no caso, ndo possuem métrica. Ja em [8] a teoria de espagos de reprodugéo
apresenta um contexto bem mais amplo.

Aqui, o foco foi atribuido a X = [a,b] ¢ X C R" pelo interesse na aplica¢do dada no
capitulo seguinte. O caso geral nado contribui para o contexto do Capitulo 4.
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CAPITULO 3

NUCLEARIDADE DE OPERADORES
INTEGRAIS

Este capitulo sera inteiramente dedicado ao estudo dos operadores nucleares em um
conjunto X C R" Lebesgue mensurdvel como descrito na segao 2.3. Estudos sobre nucle-
aridade foram desenvolvidos em artigos como [5, 6, 16, 18] acerca de diferentes contextos,
com diferentes finalidades. O tltimo resultado do capitulo anterior estabelece uma co-
nexao entre nuclearidade e a férmula para calcular o traco da seguinte maneira.

Teorema 3.0.1 Seja k continuo e L*(X,0)PD. Se v € X — k(x,x) € integrdvel entdo
K € Bi(L*(X,0)) e

tr(K) :/Xk‘(x,x)da(x).

Demonstracao. O Teorema 2.3.11 implica que k é suave e pelo Teorema de Mercer
tem-se que

DXl = k(z,2)

, 0 que implica que

e ¢}

Z)\ / & (2)*do (2 Z)\j —/ k(z,x)do(z).
X

Como A; = sj(K), j=1,2,..., segue que

Zsj(K) :/ k(z,z)do(x) < oo,

i=1 2
Portanto K é nuclear. As igualdades

tr(K) =) (K(§),&) Z)\ = Z K) :/ k(z, x)do(z),
j=1 j=1 X

justificam a tltima afirmagdo do teorema. m
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3.1 Nicleos aproximantes

No caso em que o Teorema de Mercer ndo pode ser aplicado sobre o niicleo k, a abor-
dagem da nuclearidade feita através do teorema anterior ndao procede, sendo necessario
faze-la de outro modo.

Nesta se¢fo serd introduzida uma familia de operadores aproximados através de um
parametro t € (0,00). Os operadores serdo construimos via integragdo da fungéo ca-
racteristica normalizada de conjuntos que diminuem de tamanho quando ¢t — 07, o
que vai prover um método construtivo e consistente para aproximar um operador T €
B1(L*(X,0)) na norma trago. Serao demonstradas as principais propriedades desses ope-
radores e também propriedades relacionadas a continuidade deles e positividade.

Definig¢ao 3.1.1 Diz-se que o conjunto By C R™,t > 0 se comprime para zero quando
existem x € R™ e &;, e, > 0 tais que

B(I,(st)CEtCB(.I,gt), 0<6t<€t_>07 t— 0.
Os relatos desta segao estao relacionados a familia de nticleos
{Dt 'te (07 +OO)}7 onde Dt(x7 y) = O-(B(I7t))_1XB(z,t)(y)7 r,y € X,

O primeiro resultado é uma versdo do Teorema da Diferenciagdo de Lebesgue (veja
[13, p. 98]) relacionada ao operador integral D; com nicleo D.

Definicao 3.1.2 Uma funcao mensurdvel f : R" — C € localmente integrdvel com res-
peito a medida de Lebesgue se [ |f(z)|do(x) < oo, para todo conjunto mensurdvel limi-
tado X C R".

Teorema 3.1.3 (Diferenciacao de Lebesgue) Suponha que f seja localmente integrd-
-vel. Para quase todo x, tem-se

|f(y) = f(z)|do(y) =0

lim
t=0+ 0(Ey) J g,

fly)do(y) = f(2),

li !

im

t=0t a(Ey) Jg,

para cada familia {F;} que se comprime para zero.
Para ver detalhes do teorema acima veja [13, p. 98].

Teorema 3.1.4 Se f € L*(X,0), entdo lim,_o+ Di(f)(z) = f(z), z € X, quase sempre.

Demonstracao. Nio é dificil ver que

e @) [ xeea®)
@) = st (Bant) = s [ xaeowioty) = [ XD fa)ao(y).
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Logo,

DN - Fw) = [ 2D paay) — [ 20D fryany)

1
= W/B(m)[f(y) — f(2)ldo(y), z€X.

Segue o resultado pelo Teorema da Diferenciagiao de Lebesgue. m

Em geral, para usar os operadores D, convenientemente é necessario garantir proprie-
dades basicas como limitagdo. Para isto, recorre-se a fungao maximal de Hardy-Littlewood
dada por

H(f)(z) = sup {cr(B(a:,t))-l / y #)ldot) |

t>0

A definigio faz sentido para qualquer funcdo f integrével em B(z,t). Usando o Teo-
rema da Diferenciagdo de Lebesgue segue que

|f(2)]| < H(f)(z), fe€L*X,0), x€ X quase sempre.

Ainda,
DA)@)] < H(P), fel(X,0), seX
De fato,
1
PO = |oegy [, 0ets)
1
< BT o, O

1
sup

L P
>0 0(B(z,5)) /B(m) | (y)|do(y)
Lema 3.1.5 Se f € L*(X,0), entio H(f) € L*(X,0) ¢ |H(f)|2 < C|/fll2, onde C é

uma constante dependendo somente da medida de Lebesque.
Veja [13, p. 96] para a demonstracio.

Teorema 3.1.6 Os operadores D; : L*(X,0) — L*(X,0) sdo elementos autoadjuntos de
B(L*(X,0)).

Demonstracao. Fixe ¢t > 0. A limitagdo de D, segue do fato de |Di(f)ll2 < CJ f]2
com f € L*(X,0), para alguma constante C' dependendo apenas da medida de Lebesgue.
Para finalizar observe que

XB(x,t) (y) = XB(z,t) (I), v T,y € X.

Se f € L*(X,0) entdo (z,y) € X x X = f(z)Dy(z,y)f(y) é integravel. O Teorema
de Fubini-Tonelli [13, p. 67] implica que

(D / Di(f)(y) f(z)do(x)
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f, Di(f))-

Como L?*(X,0) é um espaco vetorial complexo segue da Proposigdo 1.2.2 que D; é
autoadjunto. m

O resultado seguinte serd usado para aproximar K por K' posteriormente.
Teorema 3.1.7 Se f € L*(X,0) entdo lim;_o+ [|D:(f) — fll2 = 0.
Demonstracgado. Pelas equagdes |f(z)| < H(f)(z) e |Di(f)(z)| < H(f)(z) ndo é dificil

ver que
D)) = fF(@)* < (1D(f)(@)] + [f(2)])* = 2H(f)(2))*
Pelo Teorema 3.1.4 temos que D,(f)(z) — f(z) — 0 e pela desigualdade acima ficam
garantidas as hipGteses do Teorema da Convergéncia Dominada [14, p. 44]. Portanto,

[Qauxm—fwww@w+m

e o resultado segue. m

O préximo resultado nos permite provar um outro, o Teorema 3.2.3, que contribui
diretamente para a demonstracdo do principal teorema do capitulo.

Teorema 3.1.8 Se T € By(L*(X,0)) entdo limy_o+ |D;TD; — T|y = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.7 e pelo Teorema 3.1.6 tem-se satisfeitas as hipéteses
da Proposicao 1.5.14. Assim segue o resultado. m

A seguir, dado um nicleo k, serdo usados os operadores D; para definir um nicleo
auxiliar k'

k' (u,v) ::/X/XDt(u,x)k‘(x,y)Dt(v,y)da(x)da(y), u,v € X.

Teorema 3.1.9 Sek € L*(X x X,0 x 0) entio k! € [*(X x X,0 X g), t > 0.

Demonstracgao. Seja k como no enunciado. Pelo Teorema da Mudanga de Varidvel [19,
p. 385 o(B(z,t)) = t™(B(x,1)). Esta afirmagio e uma aplicagdo do Teorema de Fubini
[14, p. 119] implicam que

K S B e Jons S, FEDIEoE)E0)
227”03((u v), 1)

: o(B(u,1))o(B(v,1))o (B((u7v)72t))n/B((u,v),2t)

Aplicando o Lema 3.1.5, o teorema estd demonstrado. m

Ik|d(o x o).
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Teorema 3.1.10 Se k € L*(X X X,0 X o) et > 0 entdo k' € limitado e continuo.
Demonstragao. Com t > 0,

Jim Xpu) (2) = XB(uo,n) () quase sempre.

Entao

lim  Dy(u,2)k(z,y)Di(v,y) = Di(ug, z)k(x,y)Di(vo, y) quase sempre.

(u,0)—(uo,v0)

Por outro lado,

1
71k, y)l.

Dl 2)k(@, N D(0,9)| € s

O Teorema da Convergéncia Dominada [14, p. 44] implica que cada k' é continuo.
Como

[LdP

[k (u,v)] = /X /X K y)xB o (#)XBen y)do(@)do(y)) < Zrpr S

-
o(B(u,t))?

a limitagao segue. m
Teorema 3.1.11 Se k € L*(X x X,0 X o) et > 0 entdo D,KD; e K' coincidem.

Demonstracdo. Se f é continua e limitada, contendo o suporte compacto [13, p. 132]
Xy e Yy é um conjunto compacto de R" contendo todas as bolas B(z,t),z € X entao

(DEDY()E) = DUED))E)
= /X D&, 2)(KD,) () (2)do(x)

- /X/XDt(fﬁn)k‘(%y)Dt(f)(y)dU(y)da(x)
_ /B(gt)/y i D&, x)k(x,y)Di(y, 2)(f)(2)do(2)do(y)do(z).

Como as fungdes (z,y,2) € B(£,t) x Y X Xy — |Dy(&,2)Di(y, 2)|* e (2,y,2) €
B(&,t) x Yy x X; — |k(2,y) f(2)|* sdo integréveis, pode-se aplicar o Teorema de Fubini e
obter

(DD ()(€) = / K€, 2)f(2)do(2) = K'(F)(E).

X

O resultado segue, pois os conjuntos dessas func¢oes de suporte compacto e continuas
é denso em L*(X,0) [13, p.245]. m

Teorema 3.1.12 Se k € L*(X,0)PD entdo k' € L*(X,0)PD.

49



Demonstragao. Pelo Teorema 3.1.9 cada k' é um elemento de L?(X x X, 6 X o) enquanto
ID:(F)ll2 < C|fll2 com f € L*(X, o), implica que L*(X,0) é um subespago invariante
do operador Dy, assim D; : L*(X,0) — L*(X,0) e logo a composigao abaixo faz sentido.
Tendo em mente que D; é autoadjunto segue que

(D:EDi(f), f) = (KD(f), Di(f)) 20, f € L*(X,0), t>0,
e a demonstragao estd completa. m

Teorema 3.1.13 Se k é hermitiano, entdo k' também é hermitiano. Se k é hermitiano
ek e L*(X x X,0 X o) entdo cada k' é autoadjunio.

Demonstracao. Se k é hermitiano entao

K(u,0) = /X /X Di(u, 2)k(z, y) Di(v, y)do(w)do(y)

é real por um argumento similar ao usado no Teorema 2.3.1. Se k é hermitiano entao k'
é hermitiano e pelo Teorema 3.1.12 e pela Proposicio 1.2.2, K! é autoadjunto. m

3.2 Nuclearidade de operadores integrais

Nesta segao serdao apresentadas condigbes para que um operador integral positivo seja
nuclear, usando a positividade definida sobre o nicleo k.

Teorema 3.2.1 Se k € L*(X,0)PD. Se o0(X) < 0o entdo K' € By(L*(X,0)) e
tr(K") :/ k' (x,2)do(z) < oo.
X

Demonstragao. Como k € L*(X x X,0 X o), pelo Teorema 3.1.10 k' é continuo e
limitado, assim, k' é limitado em Ay. Finalmente, se o(X) < oo, a limitacdo de k' em Ay
implica a integrabilidade de € X — kf(x,2). Como k é L*(X,0)PD, k' ¢ L*(X,0)PD,
entdo pelo Teorema 3.0.1 K* € By(L*(X,0)) e tr(K") = [ k'(z,z)do(2z) < 0o. m

Quando ¢(X) néo é finito pode-se contornar isso com o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2 Seja k € L*(X,0)PD. Se

limsup/ k'(x,2)do(z) < +oo,
X

t—0t
entio K € B1(L*(X,0)).
Demonstragao. Pelo Teorema 3.1.10 k* é limitado e continuo e pelo Teorema 3.1.12 k?
é L*(X,0)PD. Se
limsup/ k'(z,z)do(x) < +oo,
X

t—0t+
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pode-se encontrar § > 0 tal que z € X — k(xz, z) é integrdvel desde que 0 < t < §. Desta
maneira, por 3.0.1 K € B|(L*(X,0)) e

tr(K?) = / K'(x,z)do(x), 0<t<é.
x
Assim, segue que
lim sup/ k'(x,2)do(z) = limsuptr(K") < +oo.
=0t JX t—0t

Esta informacao serd usada para concluir que Z s;(K) < 400 usando a hipétese
dada pelo teorema. Como {s;(K*)} C (0,00) ndo é dlflcll ver pelo Teorema 3.0.1 que

n

Y o si(K) <tr(KY, §=1,2,.... (3.1)

j=1
O Corolério 1.5.10 implica que
|s;(K) = s;(K)| < |[K' = K|, j=12....

Pelos Teoremas 3.1.6 e 3.1.7 tem-se que as hipéteses do Teorema 1.2.12 estao satisfeitas.
Note que se pode pensar t — 0T como t,, — 07 para n — 0o e entao

lim s;(K") =s;(K), j=1,2.... (3.2)

t—0t

Combinando as equacgoes 3.1 e 3.2 obtém-se que

Zsj(K) = limsup{z sj(Kt)} < limsup{tr(K")}, j=12....

=T t—0+ ] t—0+
Entéo néo ¢ dificil ver que K € B;(L*(X,0)). m

Teorema 3.2.3 Seja k € L*(X X X,0 x 0). Se K € B|(L*(X,0)) entdo existe uma
constante C' tal que
tr(K" < C tr(K), te€(0,00).

Ainda,
lim tr(K") = tr(K). (3.3)

t—0t

Demonstragao. Suponha que K € B;(L*(X,0)). Como D; € B(L*(X,0)), t € (0,00),
pelo Teorema 3.1.6 e pelo Corolario 1.5.8 implica que

55 () < |Dyls;(K) I Dell.

Pela definicdo do traco de K*, como ele é autoadjunto, compacto e positivo seus
autovalores e valores singulares coincidem e, em particular,

e ¢} 0

r(K') =" si(K) < |Di* ) s;(K), te(0,00).

g=1 g=1
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Lembrando que a constante que aparece no Lema 3.1.5 nao depende de ¢, tem-se a
desigualdade
tr(K") < C tr(K), te(0,00).

A linearidade do trago e a Equagdo (1.3) implicam que
[tr(K' — K)| = [tr(K") — tr(K)| < |K' — K.
Pelo Teorema 3.1.11 e pelo Teorema 3.1.8 temos que
ltr(K") — tr(K)| = |tr(D,KD,) — tr(K)| < |K"' — K||, = |D:KD; — K||, = 0,
quando t — 0. m

A fim de demonstrar o préximo teorema, serd enunciado mais um resultado auxiliar.

Lema 3.2.4 Para cada inteiro positivo j, defina A; == (—j,5)"NX e considere o operador
P;: [*(X,0) = L*(X,0) dado pela formula P;(f) := fxa, para cada f € L*(X,0). Se
T € Bi(L*(X,0)) entao P;TF; € Bi(L*(X,0)) ¢

lim sl BT Fy) = frfT)

j—00
Demonstracao. Nao é dificil ver que cada P, é uma projecao ortogonal pois Pj2 = b
e P; = P}, ainda |P|| = 1. Como {F;} é uma sequéncia convergente ponto a ponto
para a fungao identidade e ¢ limitada e pode-se usar o Corolédrio 1.5.8 que implica que
P;TP; € B(L*(X,0)) para j = 1,2,.... De fato

s; (BT Fy) < ||Byl|s;(T) = s4(T),

o que implica que
(o] (o]

D si(BTPR) <) si(T) < oo

j=1 j=1
A Proposigdo 1.5.14 garante que

lim | P,TP; = T|, = lim | ;TE} —T|; = 0.
J—0o0 J—o0

A desigualdade |tr(P,TP;) — tr(T)| < ||PyTP; — T||; implica que |tr(P;T ;)| < ||T|;
e entao
lim tr(PTP;) =tr(T).
]—0
Portanto, o limite do enunciado segue. m
Finalmente, um teorema que associa a nuclearidade do operador K com o nicleo
aproximante k'.

Teorema 3.2.5 Seja k € L*(X,0)PD. Se K € Bi(L*(X,0)) entdo
lim [ k'(z,2)do(z)
=0T Jx

existe e € finito.
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Demonstracgao. Para cada j, considere o operador integral Q; definido por

Q' (f)(x) = / K2, )f@)do(y), zed;, feIXA)

i

Como k' é limitado e continuo, a restrigio a A; x A; é continua. Se f € L*(A;), escreva
f para denotar a extenséo de f a X que por deﬁm(;ao é zero fora de A;, da mesma forma
Ixa é arestrigio de f € L*(X,0) a A;. Entao para todo f € L*(X, 0) tem-se

/ Q\(f / / K 2,0 ()3, (0) F@)x, (2)dor () do ().

Assim, como a segunda parte da igualdade é positiva (pois k! é L? positivo definido),
tem-se a L*-positividade definida de Q% em L*(A;). Como A4, C Ay, alimitago de &' em
A 4; segue da limitagao de k' em Ax, que por sua vez, segue da demonstracao do Teorema,
3.2.1. Como ¢(A;) < oo e cada k' é continuo, a integrabilidade de z € A; — k(z,z) é
clara. Pelo Teorema 3.0.1, cada Q§ é nuclear e

tr(Q5) = /‘k‘t(x, x)do(z).

Se V; é subespago fechado de L*(X, o) formado pelas fungdes que séo zero fora do
conjunto A, e R; : V; = V; é um operador dado pela férmula

RY(F)(@) = xa, () /X Ko, 9)xa, @) fW)doly), z€X, feV,

Nao ¢ dificil ver que Q§ e R§ possuem os mesmos autovalores. Lembrando da notacao
no Lema 3.2.4 e observando que

(PJKtPJ)(f)(x) = L{ kt(x7 y)XAjXAj (x,y)f(y)da(y), RS X7 f € LQ(X7 0)7

conclui-se que R§» e P;K'P; tém os mesmos autovalores. Portanto,
tr(P;K'P;) = tr(R%) = tr(Q}) :/ k' (x, x)do(x). (3.4)
Aj

Novamente, pelo Lema 3.2.4 e pelo Teorema da Convergéncia Monétona [14, p. 31]
conclui-se que

lim k' (@, z)do(z) = /X k'(z,z)do(x) = tr(K").

j—o0 A;
Das equagoes 3.3 e 3.4 tem-se o resultado. m

Pode-se resumir os resultados da secao no seguinte teorema, com um dos mais impor-
tantes do capitulo.
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Teorema 3.2.6 Seja k € L*(X,0)PD. Entio K € B|(L*(X,0)) se, e somente se,

limsup/ k'(z, z)do(x) < oo.
'

t—0t+

E conhecido um nticleo k € L*(X x X,0 X o) continuo tal que o operador integral
correspondente nao é nuclear, um exemplo é operador Volterra que nao é autoadjunto
1.5.4. O corolario abaixo estabelece condicGes para que o operador integral K seja nuclear.

Coroldrio 3.2.7 Seja k € L*(X,0)PD. Se k € L*(X x X,0 x 0) e 0(X) < oo entdo
K € B(L*(X,0)) e
tr(K) < ||k||z~0(X).
Demonstragao. E suficiente observar a desigualdade abaixo
ST Do
|k(x, y)ldo(x)do(y) < |[kllze, u,v e X,
o (B 0)o(B(,0) J(uty Jros ”

e usar o teorema anterior. m

|k (u,v)] <
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CAPITULO 4

NUCLEARIDADE DE OPERADORES: UM
CONTEXTO UM POUCO MAIS GERAL

Nesta parte final do trabalho serd tratada a nuclearidade de operadores integrais po-
sitivos quando X é um conjunto com medida o-finita, ndo necessariamente em R”. Os
resultados deste capitulo foram baseados nos artigos [5] e [10]. O método utilizado aqui
difere um pouco daquele apresentado no capitulo anterior pois o processo de aproximagao
usado nas demonstrages nao faz uso do Teorema de Mercer. A diferenga fundamental é
que no Capitulo 3 usamos o Teorema 1.5.14 e aqui usamos o 1.5.15. Isso contribui para
um contexto mais geral, estendendo resultados de [7, 10, 18].

Os resultados deste capitulo e suas demonstragoes sao parecidos com os do capitulo
anterior, logo é necessario um teorema semelhante ao Teorema da Diferenciacdo de Le-
besgue. Para tanto, deve-se impor condigoes sobre o conjunto X e introduzir o conceito
de martingais.

4.1 Filtros e martingais

Seja X um conjunto ndo vazio munido de uma o-algebra A. Um filtro F' é uma
familia crescente de sub-o-dlgebras de A, indexada em N. Para as particularidades desse
trabalho faz-se necessdrio colocar mais condigGes sobre o filtro, como segue. Veja [5] para
mais detalhes.

Definicao 4.1.1 Um filtro de Lusin F' = (F,,)S2, do espaco (X, A) é um filtro para o
qual existe wma sequéncia crescente PY.n = 1,2,..., de parti¢ées contdveis de X por
conjuntos de A onde cada F), é a o-dlgebra gerada por PL', para cadan = 1,2, ..., tal que

A € a unido (crescente) de F,,. Caso o filtro satisfaca as duas condigées abaizo, diz-se
que € estrito:

1. para cada z,y € X, com x # y, existemn € N e U,V € PE com U # V tais que
relUeyeV;
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2. cada sequéncia decrescente de |, Pl tem interse¢do ndo vazia.

Para o interesse deste trabalho um tipo mais fraco de filtro que o de Lusin pode ser
usado, por isso, serd apresentada a definigdo seguinte.

Definicao 4.1.2 Seja (X, .A,0) um espago de medida o-finito. Um o-filtro de Lusin
F = (F,)2, €um fillro tal que existe um conjunto Xy com medida o-total e uma sequéncia
crescente PE . n = 1,2, ..., de parti¢cdes contdveis de Xy, onde cada F,, é a o-dlgebra gerada

por PE e tais que ANX, € a unido crescente de F,,. Exigindo ainda que, para cadaz € Xy,

exista U,(z) € PF, comx € U,(x) e 0 < o(U,(z)) < 0o. Caso o o-filtro satisfaca as duas

n’

condicbes abairo, diz-se que € o-estrito:

1. para cada z,y € Xy, com x # vy, existemn € N e U,V € PE com U # V tais que
relUeyeV;

2. cada sequéncia decrescente de |J, Pl tem interse¢do ndo vazia.

Observacao 4.1.3 Para que fique wm pouco mais claro para o leitor, considere X =R e
A a o-dlgebra de Lebesgue e uma particdo P, dada por intervalos, de comprimento finito
maior que um, e na particao Py onde os intervalos de Py estao divididos ao meio. Uma
particao Py pode ser considerada da mesma maneira a partir de Py e assim, sucessiva-
mente. Fssa sequéncia de particoes P, € crescente e contdvel. A sigma-dlgebra gerada
por cada elemento da particdo é um elemento do filtro. Note que esse filtro é de Lusin e
que apenas nao € imediato que satisfaca as condig¢oes para ser estrito. Note que é também
o-filtro de Lusin.

A existéncia dos o-filtros de Lusin serd garantida pela proposigao adiante, mais ainda,
sera garantida a existéncia de o-filtros de Lusin estritos.

O conceito de filtro de Lusin esta relacionado com o de espacos de Lusin, como pode-se
ver em [5]. Inclusive tais espacos tém importancia na garantia da existéncia dos filtros.

Definicao 4.1.4 Um espago de Lusin é a imagem continua injetiva de um espaco de
Polish que, por sua vez, € um espaco topologico de Hausdorff cuja topologia € metrizdvel
e completa. Jd um espaco de Suslin € a imagem de um espaco de Polish por uma funcdo
continua. Desta forma, todo espaco de Lusin é um espaco de Suslin.

Observacgao 4.1.5 Todo subconjunto fechado de R™ € espagco de Suslin e a medida de
Lebesgue é o completamento da medida de Borel usual.

Proposicao 4.1.6 Toda medida o- finita de Borel em um espaco de Suslin possui um
o-filtro de Lusin estrito.

Veja a demonstragdo em [5, p. 422].

Seja (X,.A,0) um espaco de medida o-finito onde o produto X x X esteja munido
da medida produto ¢ X o. Pode-se construir um o-filtro de Lusin a partir de um filtro
de Lusin F. Pela divisao de X em conjuntos de medida o-finita, pode-se supor que as
partigdes (PL') associadas a F' consistem em conjuntos de medida finita.

n
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Seja N o conjunto de todos z € X tais que existe n € N tal que o(U,(z)) = 0 e seja
Xo =X \N. Entao o(U,,(z)) = 0 para todo m > n, porque todo P! é um refinamento

de PF se m > n. Além disso N tem medida nula, porque

Nc Gu{UeP}j:a(U)ZO}.

n=1

Consequentemente, (£, N X()>, é um o-filtro de Lusin associado ao conjunto Xj.
A questédo da existéncia de filtros se encerra com o resultado que segue [5].

Proposicao 4.1.7 Os seguinies resultados sdo equivalentes para um espaco de medida

(X, A, o).
1. O espago mensurdvel (X, A) possui um o-filtro de Lusin,
2. LP(X, A, o) € separdvel para todo 0 < p < 00;
3. A dlgebra da medida [A), de (X, A, o) é separdvel;

4. A o-algebra A possui uma sub-o-algebra gerada contdvel Ay tal que [Al, e [Agls sdo
idénticas.

Observacao 4.1.8 A proposicao anterior € importante porque fornece um contexto onde
a caracterizacdo de operadores do tipo Hilbert-Schmidt por meio de operadores integrais,
dada no Teorema 1.3.4, pode ser usada.

Definicao 4.1.9 Seja (F,) um o-filtro de Lusin. O operador expectativa condicional
P, : f — E(f|F,.) € dado por

XUn(z)
o(Un(z)) Un(z)

=y X(é(;)) / fdo, feL*X,o0), (4.2)
UepPl

P.(f)(x) =E(f|F,)(x) fdo, quase sempre (4.1)

onde U,(x) € o tinico elemento da particao PL que contém z € X.

Suponha que k£ é uma fungao Borel mensuravel definida em X x X que é integravel
em U x V para todo U,V pertencente a particio (Pf'), e também para toda particio
PE subsequente. Para cada n = 1,2,..., o operador expectativa condicional pode ser
representado (quase sempre em 4.3) por

1

E(k|F, x F,)(z,y) = (U@ )0 (U /( /( (s,t)do(s)do(t)  (4.3)

)
- 3 XU(@“;X Z;/vakd(axa). (4.4)

0
Uvepr

Denota-se essa expectativa condicional como k,, = E(k|F,, X F},).
Os resultados desta parte da se¢io podem ser encontrados em [10].
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Definigao 4.1.10 Sejam (X, A,0) um espago de medida e ' = (F,)>2, um filtro de
modo que a medida é o-finita em cada F,,. A sequéncia ()0, de fungbes complexas em
X é um martingal se f,, € I,,-mensurdvel e

E(f7L|Fj):fj7 j<n'

Em particular, é interessante usar os martingais gerados por uma tnica funcéo .A-
mensurdvel f, com f, = E(f|F,). A fungdo maximal de tal martingal é dada por

Hp(f)(x) = supE( fI|F.) (@), = € X.

n€eN

Para assuntos como construcao de filtros em espacos primeiro enumeraveis e mar-
tingais relacionadas veja [18]. Para a demonstracdo dos teoremas abaixo veja [10]. Um
deles garante a limitacao do operador maximal de martingais, analogamente ao operador
maximal de Hardy-Littlewood.

Teorema 4.1.11 Nas condi¢des acima, o operador mazimal Hp € limitado em L*(X, o)
para 1 < p < oo.

Fato que é usado para concluir que
IHe(Flla < Cllfll2, ¥ f € L*(X,0). (4.5)
Ja um teorema anilogo ao da Diferenciacao de Lebesgue segue.

Teorema 4.1.12 (Convergéncia de Martingais) Para cada fungdo f € L?(X, o), com
1 <p < oo, asequéncia E(f|F,) = P, converge para f quase sempre.

4.2 Nuclearidade de operadores integrais positivos

Nessa segao sera apresentado o principal resultado do capitulo, mas para isso séo
necessarios alguns resultados auxiliares, que o leitor pode comparar com os do Capitulo
3. Se fizer isso vai notar as semelhancas e as diferengas no processo de aproximagao usado
em cada caso. Em particular, o resultado a seguir ¢ uma adaptacao do Teorema 3.1.7
para o contexto atual.

Nesta segdo serd suposto que (X, .A, o) estd relacionado a um o-filtro de Lusin.

Teorema 4.2.1 Se f € L*(X,0) entdo lim,_, || P,(f) — fll2 = 0, ou seja, B, converge
para o operador 1d na topologia forte de operadores.

Demonstracao. Pelas equagoes |f(z)| < H(f)(z) e |P.(f)(x)| < H(f)(z) ndo é dificil
ver (como no Teorema 3.1.7) que |B,(f)(z) — f(z)|* < (2H(f)(x))?>. Uma vez que
|P.(f)(x) — f(z)| = 0 quase sempre pelo teorema 4.1.12, tem-se que

1P.(f) = fll2 = O,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada. m
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Observacao 4.2.2 Por uma aplicagdo direta do Teorema da Convergéncia de Martin-
gais, se k pertence a LP(X x X,0 X 0), entdo k, converge quase sempre para k. Para
qualquer funcdo Lebesque mensurdvel f : X x X — C, seja

HFQ(f)(x7y):SupE(|f| |F7LXF7L)(I7y)7 x??JGX'

neN

Se f € (o x g)-integrdvel nos conjuntos U x V' pertencentes as parti¢ées associadas a
F, entao Hp2(f) é a func¢do mazimal associada ao martingal (E(|f||F, X F,.)).

Além da propriedade de aproximagao dada pelo resultado anterior, o operador P, tem
outras importantes, dadas pelos trés lemas seguintes.

Lema 4.2.3 O operador P, é uma projecio ortogonal de L*(X, o) sobre W,,, onde W, é

o conjunto gerado por { XU e 7%}.

o)’

Demonstragdo. Basta mostrar que P? = P, = P* (veja [11, p. 147]), o que de fato
ocorre, pois da Expressdo (4.2),

Pn(aXU):aXUa UGPS, aG(C,

e que XU _ [J € P, ¢ ¢ uma base ortonormal para W,,. Ainda, escolhendo uma enu-
v a(U)
XUnj

meracdo como P, = {U,,} e denotando §; = W) tem-se que
o(Unj)

Pu(f) =) ([&)&, [fel}(X,0), (4.6)

J

e segue que P, é positivo e autoadjunto. m

Lema 4.2.4 A funcdo definida por

B xv(®)xv(y)
el ) = U%;F %, z,y € X.

€ um nicleo positivo definido para o operador P,.

Demonstracao. De fato, tendo em mente a Expresséo (4.1)

/Xen(x,y)f(y)da(y) = /X Z Mggf@)f@)dg(y)

/ XU (2)Un(y) f (¥)do(y)
X
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Pode-se perceber que o nicleo ¢, é positivo definido por meio do exemplo 2.1.4 e
propriedades 2.1.6. m

No que segue o operador integral K : L*(X,0) — L*(X, o) é limitado.

Lema 4.2.5 Nas condi¢ées dos lemas anteriores, vale a igualdade
(PnKPn)(f) :Kn(f)7 f = LQ(X7U)7

ou seja, esses dois operadores coincidem, onde o nicleo k, ¢ dado pela Expressao (4.4).

Demonstracao. Tomando & = \/% e aplicando o Teorema de Fubini-Tonelli [13, p.
67], para cada n = 1,2, ..., na Expressao (4.2) tem-se que

0

(PP )(f)z) = Z(f; &1 Pl ) (&)

=1
S Zf;fz Z Ez é-j
i=1 j=1

1
Z: 0 Um /Um f Z Unj VO nz gj
= / fdo / / Kdo x Y Ung
i, j 7” Uni Unj JUn;i 7LJ)
= // (29, x1)do(z1)do(xo /fda

UVe 775

= (an)( )7

para todo f € L*(X,0) e x € Xy. A troca das integrais é valida porque k é integravel
em conjuntos U x V com U,V € PI' garantida pela hipétese de que F' é um o-filtro de
Lusin. Consequentemente K, = P, K P, é um operador linear limitado em L*(X, o) com

norma limitada pela norma do operador K. m

O resultado seguinte pode ser visto como uma versao mais fraca do Teorema 1.2.12.
Como a compacidade do operador néo faz parte da hipdtese, a conclusao sobre a con-
vergéncia aqui é apenas pontual.

Proposicao 4.2.6 Se f € L*(X,0), entio K,(f) converge para K(f), para toda f €
L*(X,0).
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Demonstragdo. Como P,(f) converge para f em L?(X,0) para toda f € L*(X,0) e
B4 < Liseesas que

|PLEP.(f) = KNIl = |PKE(f) = P K(f) + P K(f) — K(f)]
< MK P(F) = KH)I + I BE(f) = K]
< NEMEPF) = £+ 1P (K () = K-

Logo P,KP,(f) — K(f) e pelo teorema anterior a demonstragio segue. m

Tendo em mente a Expressao (4.6), pode-se escrever a projegdo ortogonal P, ,, :
L*(X,0) — L*(X,0) como

m

Pom(f) =Y _(F,6)6, [€L*(X,0). (4.7)

=1

Desta forma, usando a Desigualdade de Bessel tem-se que

||P7L(f) - nm ||2 - Z| fvgj = 07 f = LQ(X7 0)7 (48)

j>m

o que garante que P, ,, converge para P, na topologia forte de operadores.
Pode-se também usar a seguinte notagao:

Kum@y)= Y XU Xv(@)xv(y) /U _kd(o ), (4.9)

UVEPTm

de acordo com a Expressao (4.4), onde PF = {U,1,Up2, ... Unn}.

TL, 1T
Pode-se agora enunciar o primeiro resultado auxiliar sobre nuclearidade de operadores.

Lema 4.2.7 O operador P, ,,KP,,, € nuclear e vale a igualdade

||P7L,mKP7L,m||1 = tT(Pn,mKPn,m) = / kn,m(xp I)dO'(I) < Q.
X

Demonstracdo. Cada operador P,,,K P,,, tem posto finito (pela Expressao (4.7) e é
positivo, pois

<P7L,mKP7L,m(f)7 (f)> = <KP7L,m(f)7 Pn,m(f)) Z 07
para k=1,2,... e f € L?*(X,0). Sendo assim,

||P7L,mKP7L,m||1 = tT(Pn,mKPn,m) = Z(Kpn,mua Pn,mu>7 u € B7

para alguma base ortonormal B de L?(X,o). Pode-se tomar uma base ortonormal da

forma
XUy,
e B..
{ a(Unj)}U '
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Assim,

m

tT(Pn,mKPn,m) = Z(K(gj)7 §j>

_ i k(u,v)do(v) xu,,(u) .
— ;/X </U] Vo (Uy;) \/U(Unj)) do(u)
1

= > o0 /U XUk(u,v)da(u)da(v)

UePL i,

= / knm(x,2)do(x).
X
E a demonstragao estd completa. m

Observacao 4.2.8 Cabe notar que a introdugao do nicleo k é necessdria porque a diago-
nal Ax = {(z,x) : z € X} pode ter medida nula para o produto o x o. Entdo, talvez ndo
seja possivel restringir um nicleo a essa diagonal. De fato, se 0 < k; < ko (0 X 0)-quase
sempre, entao

E(k1|F, x F,)(z,y) < E(ko|F, X F)(z,9), n=1,2...,V (z,y) € N°x N°.
Em particular,
E(ki|F, x F,)(z,x) < E(k2|F, X F,)(z,z), n=12...,Vx &N

€ vdlida quase sempre. Entretanto, aplicando o Teorema 4.1.12 na primeira expressao,
nao € possivel garantir que a sequnda desigqualdade seja preservada ou faca sentido apds
a aplicacdo do limite.

O lema a seguir pode ser relacionado com versoes do Teorema de Mercer apresentadas
no capitulo anterior, entretanto, é bem mais fraco. Pode ser visto também como um
refinamento do teorema 1.3.4.

Lema 4.2.9 SeT : [*(X,0) — L*(X,0) é um operador do tipo Hilbert-Schmidt. Entao,
T é um operador integral com nicleo

k(z,y) = Z s (2)€;(y), z,y€ X quase sempre, (4.10)
Y]

onde {§;} e {n;} sdo conjuntos ortonormais e s; sdo os valores singulares de T'.

Demonstracao. Sejam {;} e {n;} conjuntos ortonormais e s; os valores singulares de
T, conforme o teorema 1.5.5. Usando argumentos semelhantes aos da demonstragao do
Teorema 1.3.4 tem-se que {n; ® §;} é ortonormal em L?(X X X,0 ® ). Desta forma,
calculos diretos mostram que

k=Y sm®&

J
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estd em L?(X x X,0 ® ), pois

k)P =~ sF < o0,

eéniclecode T. m

Note que argumentos usados na dedugéo da Desigualdade (4.12) sao baseados no artigo
[10]. Veja também o teorema 2.4 desse mesmo artigo.

Lema 4.2.10 Seja K : L*(X,0) — L*(X,0) um operador integral positivo com niicleo k
e seja F' um o-filtro de Lusin para o qual E(|k||F,, x F,) tem valores finitos, para cada
n=12,.... Se K € nuclear, entao

/X Hp2(k)(z,2)do(z) < 0.

Demonstragao. Tendo em mente o Lema 4.2.9, seja

g(z,y) =Y siim@)g W), =y e X, (4.11)
J
segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz [14, p. 57] que

k()P < gl )2 < Y sl @)P Y sleW)P, 2,y € X, quase sempre.
g !

Logo,
2
|G|o x 0 < ( s') < +o0,
/XxX Z ’

e segue que g estd em L?*(X X X,0 ® ¢). Ainda, considerando a Expressao (4.4), tem-se
que

E(|k| |F, x F,,) <E(g|F, x F,,), néeN.

Com isso, tem-se que

HF2(]{7) < HF2(g).

Como

1
E(glFy x E)@my) = 3 ——
Ve o(UxV)

- Z W/U/stjmj'(ﬁﬂmj(y”daXa(x,y)Xva(x,y)

uvep,

1 1
= Zsj Z W/U|nj|daxy($) Z m/vfﬂdUXV(y)

) UePn UePn

/ gdo X oxuxv(z,y)
UxV

= Y SEIGIE)WE(nIE) (@), 2,y € X,

J
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tem-se que

Hpa(k)(2,y) < Z siHp(§)(y) Hp2 () (2),  z,y € X, (4.12)

Em particular, usando a Desigualdade (4.5) e Cauchy-Schwarz, tem-se que
/ Hp2(k)(z,2)do(z) < / > siHpe (&) () Hpz (n;) (2)do ()
X X =
j
< Y sillHp (€)1 Hez ()]

j
= C*) s
g
= C*r(K).
E a demonstracao termina. m

Sera enunciado agora o principal resultado do trabalho.

Teorema 4.2.11 Seja K : L*(X,0) — L*(X, o) um operador integral positivo com niicleo
k e seja F' um o-filtro de Lusin para o qual E(|k||F,, x F},) tem valores finitos, para cada
n=1,2,.... O operador K € nuclear se, e somente se,

/X Hp:(k)(z,2)do(z) < +o0.

Se K € nuclear, entdo
mm:/%@@w@, (4.13)
X

onde )
k= lim E(k|F, x F,).

n—od

Demonstragao. Suponha primeiro que

/X Hp2(k)(z,z)do(z) < +o0.

A Expressao (4.8) nos diz que B, ,,, converge para P, na topologia de forte de B(L*(X, 0)).
A representagio

kn,m(xa I) = Z

UePE ..,

2,

UePE ..,

= Z XU(? (Kxus Xv),

UGPE’"L O-(U 2

X
o

z(fgg/(]/(]k(u,v)da(u)da(v)

(z)
((JU)Q /X/X k(u, v)xu(v)do(v)xu (u)do(u)

X
o
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implica que 0 < k,,,,(z,2) < k,(z,2) < Hp2(k)(z,z) para todo z € X. Pelo Lema 4.2.7
tem-se a desigualdade

tr(PomK Po) < / Hpa(k) (2, 2)do (z)
X

vale para n,m =1,2,....
Tendo em mente a Proposicao 4.1.7, pode-se aplicar a Expressao (4.8) e usar o Teorema
1.5.15 para concluir que cada operador K, é nuclear e que

tT(Kn)S/}(sz(k)(x,x)da(x).

Ainda, tr(K,,) é igual a norma trago | K, ||; de K,,, porque cada operador K, é positivo.

Para terminar, pela Proposigdo 4.2.6 pode-se concluir que K, converge para K na
topologia forte de operadores. Qutra aplicacao do Teorema 1.5.15 implica que K é nuclear
e que

| K|, =tr(K) < /XHFz(k‘)(x, x)do(z).

Por outro lado, sabendo que K é nuclear e usando os argumentos da parte anterior
dessa demonstracdo, junto com a Proposi¢do 1.5.14, chega-se a Expressao (4.13), pois
b B = fX knm(x,z)do(z) o que implica que

/Xk‘n(x, x)do(x) =tr(K,) = /XE7L(I<:|F” x F, )z, ¢)de(z).

E a demonstracido da primeira parte segue. Para a segunda parte veja o Lema 4.2.10. m

4.3 Caso geral de nuclearidade de operadores inte-
grais

Nesta parte do trabalho serao demonstrados resultados semelhantes aos ja apresen-
tados na secdo 3.2 do capitulo anterior, mas sem a hipétese da positividade L>-definida
sobre o nicleo. Tais resultados podem ser encontrados em [7], no caso em que X é um
conjunto particular de R". Serao utilizadas conjuntamente as duas técnicas usadas no
trabalho, tanto a do Capitulo 3 quanto a desse. Entretanto, as demonstracoes usam mais
a notacao do capitulo anterior e basta repetir alguns argumentos para tratar da versao
desse capitulo.

Sera apresentado, inicialmente, um resultado bem conhecido que permite escrever um
niicleo que nao ¢é positivo definido como combinagéo de niicleos que o sao.

Lema 4.3.1 Se k € L*(X x X,0 x o) entdo existem nicleos L*(X,0)PD ki, ko, ks, ky €
escalares compleros ay,as, sz, ay tais que

k = aiki + agks + asks + ayky.
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Demonstragao. Sejam os nicleos .J; e J, pertencentes a L2(X x X, X o) dados por

Ji(z,y) = k(z,y) +k(y, z) e Jo(z,y) = i(k(z,y) + k(y,z); =,y€X.

Ambos sdo hermitianos e 2k = J; + iJs. Aplicando o Teorema Espectral 1.4.5 para o
operador J;, podemos encontrar uma base ortonormal {£;} de L*(X,0) e uma sequéncia
{A()} CR tal que
J&) =Xg, J=12....
Como {§; ® §} é uma base ortonormal de L?(X x X,0 x o) pode-se escrever, pela
Identidade de Parseval,

0

Ji{E. 1) = Z (J1,& @ &) (2)&(y) quase sempre, x,y € X,

k=1

com convergéncia em L?(X X X,o x ¢). Aplicando o Teorema de Fubini [14, p. 119] é
possivel deduzir que

(& ®F) = /X /X Jle, 0 & () o) doly)

- [ ([ rewawisw) gEie)

- /X M) (6) () @)do(2)
= XN(J)dy;.

Consequentemente,
J(wy) =3 N (J)E ()& (y) quase sempre, .y € X.
j=1

O mesmo vale para Js.

Agora, separe as somas J; e Jy em duas, ki, —ky e k3, —k4 respectivamente, de modo
que a primeira conta com os autovalores nao negativos e a segunda com os autovalores
negativos. Nao é dificil ver que k, ks, k3, ks sao L2(X, 0)PD, uma vez que seus autovalores
sdo positivos. De fato, sendo ki(2,y) = D72 a2&;(2)€;(y) elemento de L*(X x X, 0 x o),
pela Igualdade de Parseval

0

3 () = Jlkillze < o0,

j=1
e portanto a; — 0. Segue que o operador integral K; é compacto, do tipo Hilbert-Schmidst,
onde

Ki(f)=)_ai(f.&), fel*(X,0).
j=1

Seja B = {&;} U A base ortonormal de L?. Se f € L*(X,0) entao, pela Identidade de
Parseval,

F=) ()& +u, uwlég,Vi.
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Logo,

E( 5 = (a6 Y (H6))
= 2 o{f6) (1), 4)

= ) dil(f,4) >0.
g

E satisfazem as condi¢oes do enunciado do teorema. m

Este lema tem aplicacdo imediata no resultado que segue. Note que 9(X) é usado para
denotar a fronteira do conjunto X e que serao tratadas nesta demonstracao semelhangas
deste capitulo com o Capitulo 3.

Teorema 4.3.2 Scja k € L*(X x X,0 X o) e considere a decomposi¢cio dada pelo lema
anterior. Se K; € Bi(L*(X x X,0 X 7)), j=1,2,3,4, entdo K € B1(L*(X,0)) e

tr(K) :/Xl;:(x,x)da(x).

Ainda, se X € como no Capitulo 3, k € continuo, 0(X) < 0o e 6(9(X)) =0, entdo
tr(K) :/ k(z,z)do(x).
¥

Demonstragdo. Como B;(L?(X, o)) é um espago vetoriale k;, 7 = 1,2,3,4 € By (L*(X, 0))
sua combinagio linear também estd em B;(L*(X,0)).

Para um ¢ fixado, decomponha k' de acordo com o Lema 4.3.1, k' = oy k! + -+ - + ay k.
Aplicando argumentos do Teorema 3.2.3 ou Teorema 4.2.7, se for o caso, segue que

lim tT(Kt) =tr(K;), j=1234

t—o0

Logo, é possivel escrever

lim tr(K*) = limtr(K!+---+ K) = tlim tr(KL) - tlim tr(K?)
—00 —00

t—o0 t—o0

= tr(Ky) + -+ tr(Ky) =tr(K + -+ Ky) =tr(K).

Como k; € L*(X X X,0 x 0),7 =1,2,3,4, se 0(X) < 0o entdo pelo Teorema 3.2.1

tT(K;) = /Xk‘;(x,x)do(x), §=1,2,5,1.

Assim,

i:aj/xk‘; (2, 2)do(x ):/Xk‘t(x,x)do(x).

Jj=1
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Se X C R™ e k é continuo, pelo Teorema da Diferenciagdo de Lebesgue [13, p. 98]
im k'(z,y) = k(z,y), =,y€ X°.
t—0+
Como a fronteira de X, denotada por 9(X) tem medida nula, por hipétese, segue que
lim &'(z,2) = k(z,z), =2,y € X, quase sempre.
t—0t
A demonstragdo do Teorema 3.1.9 implica que
k' (2,9)] < H(k)(z,y), 2,y€X.

Do Lema 4.2.10, tem-se que [, Hk(z,z)do(x) < +oo. Usando o Teorema da Con-
vergéncia Dominada [14, p. 44] para garantir que lim; o+ tr(K*) = [, k(z, z)do(z),
como lim;_,g+ tr(K)" = tr(K), segue que

tr(K) :/Xk‘(x,x)da(x),

e estd demonstrada a 1ltima afirmagao do teorema. m
O corolério seguinte é muito 1til em aplicagdes, como se pode ver em [20].

Corolério 4.3.3 Seja k € L*(X X X,0 X ¢) hermitiano. Se K € B1(L*(X,0)) entdo

tr(K) :/Xl;:(x,x)da(x)

Ainda, se X C R" no contexto do Capitulo 3, k é continuo, 0(X) < o0 ¢ g(d(X)) =0
entao

tr(K) :/Xk‘(x,x)da(x).

Demonstracao. Note que, como k é hermitiano, k3, k; definidos no Lema 4.3.1 sao nulos,
uma vez os autovalores de k£ sao reais, como pode-se notar pela demonstracdo do lema
citado. Sendo entao k = a1 k; + asks

K(E)() = /X i, ) flg)dorl)

= [ loahilan) + oaka, )] (o)

= Ki(§) (@) + Kx(§)(=), €€ L(X,0), (4.14)
como K1, K; € Bi(L*(X,0)). O resultado segue pelo teorema anterior. m
Lema 4.3.4 Seja k € L*(X x X,0 x 0). Se K € Bi(L*(X,0)) e 0(X) < 00 entdo

tr(K) :/Xl;:(x,x)da(x).

Ainda, se X € como no Capitulo 3, se k € continuo e o(0(X)) = 0 entdo a equagdo acima
pode ser melhorada para

tr(K) :/Xk‘(x,x)da(x).
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Demonstragido. Suponha que X C R", K € B,(L*(X,0)) e 0(X) < co. Lembrando
do Teorema 3.1.10 que k' é limitado e continuo e usando 1.5.8 ndo é dificil ver que cada
K} € Bi(L*(X,0)). Decompondo k' de acordo com o Lema 4.3.1 e aplicando o Teorema
3.2.1 é possivel ver que

tr(K") :/ k'(z,z)do(x), t>0.
X
Usando que D; é autoadjunto, a continuidade e a limitacdo de k! tem-se que

tr(K) = lim tr(K") = lim [ k'(z,2)do(z).

t—0t =0T Jx

Para demonstrar a 1ltima afirmagado do teorema basta seguir o mesmo que foi feito no
Teorema 4.3.2. Se X C R" é como no Capitulo 3, o argumento usa o Lema 4.2.7.m

Sera inserido agora um teorema que resume todos os resultados do trabalho.

Teorema 4.3.5 Seja k € L*(X x X,0 x 0). Se K € B1(L*(X,0)) entdo

tr(K) = jli)r?o (/A k(z, x)da(x)) ,

g

em que A; = (—J,7)" N X ou subconjunto de X tal que o(A;) < oo e Uj A; = X. Ainda,
se K € L*(X) eo(X) < 0o entdo

[tr(K)| < o(X)||K]| 2o (4.15)
Se X CR", k € continuo e o(0(X)) =0, entdo

tr(K) = lim k(z,z)do(x).

j— 00
J Aj

Em particular, se x € X — K(x,7) e é um elemento de L*(X), entdo

tr(K) :/Xk‘(x,x)da(x).

Demonstragdo. Suponha K € B;(L*(X,0)). Dos argumentos do Lema 3.2.4 ou da
Proposigao 4.2.6 e da Proposicao 1.5.14 segue que
PjKPjeBl(LQ(X’U))7 J=12eae

e que lim;_, tr(P;KF;) = tr(K). Como o(A;) < oo, pelo lema anterior

tr(K) = lim tr(P;KP;) = lim (lim tr((PjKPj)t)> .

j—0t j—0T \t—07F

Por outro lado, o operador P;KF; tem ntcleo £, ayxa,; B segunda igualdade do lema
garante que

tr(PKP) = lim | [k(z,2)Xa,x4,(z,2)]'do(z) = lim K (x,2)do(z). (4.16)

=0t Jx t—0t Aj
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Portanto,

tr(K) = jli)r?o (tl_ii%/A K (z, x)da(x)) ;

A Desigualdade (4.15) segue do lema anterior e da desigualdade abaixo
¥ )| = [ [+t o a)dato)
XJIX

/X /X X300 (@) X5 (¥)do (2)do (y)

1
a(B(0,1))*
K| zoe
o(B(0,1))?

1] oo

A

Note agora que

tr(PEP;)| < lim / klldo() = o (X) k.
t—0T Aj

Para demonstrar o que falta ¢é suficiente usar a Expressdo (4.16) junto com o Teorema da

Diferenciacao de Lebesgue, lembrando de alguns argumentos usados na demonstracao de

4.3.2.

Sex € X — k(x,x) pertence a L*(X), entao pelo Teorema da Convergéncia Dominada
14, p. 44]

tr(K) = lim (lim /A j k‘t(x,x)do(x)) = lim /A jk‘(x,x)da(x) = /X k(z, z)do (z).

j—=o0 \ t—=0T j—o0

Isto conclui a demonstracao. m
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