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Resumo

O estudo das vibracoes mecanicas tem sido uma area de interesse de varios pesquisadores das
ciéncias exatas. O primeiro tipo de vibracao estudado foi no modelo classico do sistema massa-
mola, que é conhecido como sistema de oscilagdio harmonica. A contribuicdo neste modelo
vem no sentido de considerarmos uma mola especifica de um veiculo, com a constante de
elasticidade da mola obtida através de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy. Outros tipos
de vibragoes mecanicas sao estudados através da equacao da onda. Inicialmente, modelamos
a posicao de um cabo suspenso com uma das extremidades conectada por uma mola, em que
consideramos a constante elastica obtida através de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy.
Realizamos também o estudo da vibracao de uma viga conectada em duas extremidades por
massa, molas e amortecedores, que pode ser aplicado como um modelo de um chassi de um
vefculo. A constante da mola é estudada de forma similar aos casos anteriores. Posteriormente,
estudamos a equacao do movimento de uma membrana, utilizando o método de elementos
finitos bidimensionais. As andlises dos modelos estudados, através da teoria dos conjuntos
fuzzy possibilitaram a obtencao de diferentes solucoes das equacoes, considerando o tempo de
uso da mola.

Palavras-chave: Vibragoes Mecanicas; Sistema Baseado em Regras Fuzzy; Equacgoes Diferen-
cias; Método de Elementos Finitos ; Método de Diferencas Finitas; Condicao de Fronteira de
Robin.



vil

FERREIRA, M. P. S. Vibracoes Mecanicas com Fronteita Fuzzy para Equacao da Onda. 2017.
85 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The study of mechanical vibrations has been an important area for many researchers of the
exact sciences. The first type of vibration studied was the classical model of the mass-spring
system, which is known as a harmonic oscillation system. The contribution of this model comes
from considering a specific spring of a vehicle, with a constant spring elasticity, obtained through
a Fuzzy Rule-Based System. Other types of mechanical vibrations are studied with the wave
equation. Initially, we model the position of a suspended cable with one end connected by a
spring, in which we consider the elastic constant obtained through a Fuzzy Rule-Based System.
We also study the vibration of a beam connected at two ends by mass, springs and dampers,
which can be applied as a model of a vehicle chassis. The spring constant is studied in a similar
way to the previous cases. Sequentially, we studied the motions equation of a membrane using
the two-dimensional finite element method. The analysis of the models studied through the
fuzzy set theory allowed us to obtain different solutions of the equations considering the spring’s
time of use.

Keywords: Mechanical Vibrations; Fuzzy Rule-Based System; Differential Equations; Finite
Element Method; Finite Difference Method; Robin Boundary Condition.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos alguns tipos de vibracoes mecanicas através da equacao da onda
com fronteira fuzzy. O interesse pela vibracao foi descoberto com o surgimento dos primeiros
instrumentos musicais, provavelmente apitos ou tambores. Desde entao, os pesquisadores tem
se dedicado ao estudo de fenomenos das vibracoes. O filésofo e matematico grego Pitdgoras é
considerado o primeiro a investigar sons musicais com base cientifica [18]. Pitagoras realizou
experimentos com uma corda vibratéria utilizando um instrumento simples denominado mo-
nocérdio. Afirma Rao Singiresu (2008) que a maioria das atividades humanas envolve vibragoes
de uma forma ou de outra. Por exemplo, ouvimos porque nossos timpanos vibram, e vemos
porque as ondas de luz sofrem vibragoes. Os primeiros estudiosos no campo das vibracoes
concentraram seus esforgos no entendimento dos fenomenos naturais e no desenvolvimento de
teorias matemdaticas para descrever a vibracao de sistemas fisicos. Qualquer movimento que
se repita apds um intervalo de tempo é considerado vibracao ou oscilacao. A teoria de vi-
bracao trata do estudo de movimentos oscilatérios de corpos e as forcas associadas a estes.
Em geral, um sistema vibratério incluiu um meio para armazenar energia potencial (mola ou
elasticidade), um meio para armazenar energia cinética (massa ou inércia) e um meio de perda
gradual de energia (amortecedor). A vibragdo de um sistema envolve a transferéncia alternada
de sua energia potencial para energia cinética e de energia cinética para energia potencial. Se
o sistema for amortecido, certa quantidade de energia é dissipada em cada ciclo de vibracao e
deve ser substituida por uma forca externa, se for preciso manter um regime permanente de
vibragao [18].

As vibragoes podem ser classificadas de varias maneiras, sendo as mais importantes vibra¢oes
livres e vibracoes forcadas. A vibracao livre acontece se um sistema apds uma pertubagao inicial,
continuar a vibrar por conta prépria, nenhuma forca externa age sobre o sistema. A wvibracao
forcada acontece se um sistema estiver sujeito a uma for¢a externa (muitas vezes uma forga
repetitiva). Se a energia nao for perdida ou dissipada por atrito ou outra resisténcia durante
a oscilacao, a vibracao é conhecida como vibracao nao amortecida. Porém, se a energia for
perdida por uma dessas influencias, entao é denominada wvibracao amortecida. Um sistema
vibratério é um sistema dinamico no qual as excitagdes (entradas) e as respostas (saidas) séo
depedentes do tempo. Em geral, as respostas de um sistema vibratério depende das condi¢oes
iniciais, bem como das excitacoes externas. Sendo assim, a andlise de um sistema vibratoério
depende da modelagem matematica, obtencao de equagdes governantes, solucao das equacgoes
e interpretagdo dos resultados [18].

A modelagem e o controle de vibragoes de estruturas flexiveis tem sido alvo de estudos
por varios pesquisadores, devido a grande exigéncia de desempenho de sistemas estruturais.
Segundo Yan e Yam (2002) é preciso que os sistemas dinamicos estruturais tenham um bom
comportamento dinamico para garantir a estabilidade do sistema e precisao de movimento.
A resposta dinamica de uma estrutura as excitagbes harmonicas depende essencialmente das
propriedades como, rigidez, massa e amortecimento que influenciam a frequéncia natural e o
modo de vibrar. Essas propriedades resultam por sua vez da geometria, materiais e condicoes
de vinculagéo ao meio externo [21].

Rao Singiresu (2008) deduz a equagdo de movimento para uma corda ou cabo. Dentre as



condigoes iniciais e de contorno citadas em [18], para uma corda restringida elasticamente em
sua extremidade x = [, temos a seguinte condi¢do de contorno:

ou(z,t)
Ox

onde u(x,t) corresponde ao deslocamento, k é a constante da mola e P(x) corresponde a
tensao aplicada na corda. Deduz-se também a equacao de movimento para uma viga, temos a
seguinte condigao de contorno para uma viga ligada a massas, molas e amortecedores em suas

P(x) = —ku(x,t)

=l

Ltz (1)

r=

extremidades: 5 52 5 52
w w w
— | BFl— ) =a |k — tm—— . 2
83:( 83:2) a{erC@t maﬁ} @)
em que w(x,t) corresponde ao deslocamento vertical, « = —1 para a extremidade esquerda e

a = +1 para extremidade direita da viga, m corresponde & massa conectada as extremidades,
E é o médulo de Young, I é o momento de inércia e k € a constante elastica da mola. Essas
condic¢oes sao também conhecidas como fronteira de Robin.

Andrade (2009) afirma que a viga é um dos elementos fundamentais de uma estrutura de
engenharia, podendo-se modelar matematicamente diversos sistemas, como por exemplo uma
semi-asa de aviao. Entre os mais conhecidos modelos de vigas estdo os de Euler-Bernoulli,
Vlashov e Thimoshenko. Thimoshenko (1953) afirma que as teorias para vigas comegaram a
ser estudadas a partir de século XVII. Em meados do século XVIII, Bernoulli e, principalmente,
Euler apresentaram trabalhos que podem ser considerados como limiar da teoria de vigas com
material eldstico. No entanto, as teorias nao tinham tanto rigor nas conceituagoes quanto se
verifica atualmente. A analise de vibracio de vigas tem sido objeto de estudo por diversos
autores devido a sua importancia na engenharia mecanica [2].

A andlise do comportamento dinamico de uma viga de Fuler-Bernoulli escalonada com
apoios elasticamente varidveis é apresenta em Vaz (2016). A autora realiza um estudo baseado
no modelo de viga de Fuler-Bernoulli para determinar as frequéncias naturais e os modos de
vibrar de vigas escalonadas com variacoes de sessoes transversais e variacoes das constantes
de rigidez dos apoios elasticos. Posteriormente, realiza-se ensaios experimentais com vigas de
aluminio para validar o modelo numérico.

Almeida e Lima (2010) apresentam um estudo do comportamento dinamico de uma viga de
Euler-Bernoulli com apoios amortecidos e rigidez variavel, concluindo que, conforme se varia
a elasticidade dos apoios, os valores das frequéncias naturais mudam, ficando diferentes das
frequencias com condicao de apoios classicos. E, em relacao ao acréscimo do amortecimento,
percebe-se que as frequencias naturais amortecidas diminuem, causando uma atenuacao na
amplitude do movimento do sistema.

As vibragbes mecanicas sao sem duvida o principal foco a ser estudado neste trabalho. Dife-
rentemente dos demais trabalhos realizados, nesta dissertacao o objetivo é modelar a constante
k da mola, como sendo a varidvel de saida de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy.

A teoria dos conjuntos fuzzy foi apresentada em 1964 por Lotfi A. Zadeh [24], quando
trabalhava com problemas de classificacdoes de conjuntos que nao possuiam fronteiras bem
definidas. O termo fuzzy significa nebuloso, difuso, e se refere ao fato de em muitos casos nao
conhecermos completamente o sistema que estamos analisando. Afirma Ortega (2001) que a
légica fuzzy é pouco conhecida pela grande maioria dos fisicos e sao relativamente poucos os
trabalhos em fisica utilizando essa teoria. A motivacao para os estudos desse tipo surge do fato
que as medidas fisicas estao sujeitas a erros e que muitas vezes esses erros nao sao controlaveis.
A influéncia crescente da légica fuzzy nas dreas de fisica e engenharias nucleares tornam-se
evidentes ao se consultar uma biblioteca virtual onde constam os registro de algumas centenas
de artigos que utilizam a légica fuzzy [17].

O primeiro objetivo deste trabalho consiste em analisar um sistema massa-mola conside-
rando a constante & como um parametro fuzzy. Modelamos o problema através de um Sistema



Baseado em Regras Fuzzy onde as variaveis de entrada sao a classificacao da mola, quanto a seu
tempo de uso, e a quantidade de espiras; a variavel de saida é a constante elastica k. O segundo
objetivo é estudar a equacao da onda para tres casos: no primeiro caso analisamos a posicao de
um cabo restrito elasticamente em uma de suas extremidades por uma mola, como na equacao
(1), considerando a constante da mola k obtida por um Sistema Baseado em Regras Fuzzy; no
segundo caso analisamos as vibracoes do modelo de uma viga ligada a massas, amortecedores
e molas em suas extremidades como na equagao (2), simulando o chassi de um carro. Con-
sideramos também a constante k da mola obtida por um Sistema Baseado em Regras Fuzzy.
Por fim, no terceiro caso realizamos um estudo com respeito a vibracao de uma membrana em
uma regiao irregular, discretizando a equacao no espaco através do método de elementos finitos
bidimensionais; e no tempo utilizamos o método de diferencas finitas centrado.

A organizacao do presente trabalho é a seguinte:

No capitulo 1, apresentamos conceitos principais da teoria de conjuntos fuzzy.

No capitulo 2, apresentamos o método de diferencas finitas para derivadas de primeira
ordem, segunda ordem e de ordem superior. Também, apresentamos o exemplo do sistema
massa-mola que é resolvido através do método de diferencas finitas e teoria dos conjuntos
fuzzy.

No capitulo 3, apresentamos a deducao da equacao de movimento para uma corda ou cabo e,
também para uma viga. Em seguida, resolvemos numericamente ambas as equacgoes através do
método de diferengas finitas. Aplicamos a teoria de conjuntos fuzzy para modelar a constante
k da mola.

No capitulo 4, apresentamos a teoria de elementos finitos unidimensionais e bidimensionais,
assim como as matrizes de rigidez do caso bidimensional.

No capitulo 5, apresentamos a deducao do movimento de uma membrana e sua solucao
numérica obtida através do método dos elementos finitos bidimensional e do método de dife-
rencas finitas centrado para o tempo.

Enfim, no capitulo 6 apresentamos as conclusao do trabalho.

Magna Paulina de Souza Ferreira
Uberlandia-MG, 23 de Marco de 2017.



Capitulo 1

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

A teoria dos conjuntos fuzzy foi apresentada por Lotfi A. Zadeh, em meados dos anos 60,
com a intencao de dar um tratamento matematico a certos termos linguisticos subjetivos como
“aproximadamente”, “em torno de”[13]. FEssa teoria enfrentou forte resisténcia por parte da
comunidade cientifica no seu inicio, principalmente por parte dos estatisticos norte americanos.
Entretanto, muitos pesquisadores acreditavam que os novos conceitos poderiam oferecer varias
possibilidades, assim trabalhos comecaram a ser desenvolvidos no mundo inteiro, principalmente
no Japdo, onde os conjuntos fuzzy encontraram raizes para se desenvolver rapidamente [17].

Baseando-se nas ideias de Barros e Bassanezi (2010) podemos afirmar que a Teoria dos
Conjuntos Fuzzy, recente do ponto de vista de historiografia, vem se desenvolvendo e ganhando
espaco e, cada vez mais, esta sendo usada como ferramenta para a formulacao de modelos nos
varios campos da ciencia. O tratamento fuzzy de variaveis linguisticas ganhou um consideravel
espaco na matematica, particularmente quando nao dispomos de dados suficientes para uma
estatistica ou entao quando a situacao nao comporta medicoes e dependemos da informacao
de especialistas. Neste sentido, modelos provenientes da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, tem sido
usado em Biomatemadtica para fazer diagnésticos médicos e em muitas outras aplicagoes [5).

Para descrever certos fenomenos relacionados as variaveis linguisticas, temos utilizado graus
que representam qualidades ou verdades parciais ou ainda padroes do melhor. Esse é o caso,
por exemplo, dos conceitos de alto, fumante, infeccioso e outros. E precisamente neste tipo de
incerteza que a Légica Fuzzy tem dado suas principais contribuicoes. Usando uma linguagem
conjuntista poderfamos nos referir, respectivamente, aos conjuntos das pessoas altas, fumantes
ou infecciosas. Esses sdo exemplos tipicos de conjuntos cujas fronteiras podem ser consideradas
incertas, isto é, definidas por meio de propriedades subjetivas ou atributos imprecisos [13].



1.1 Alguns Conceitos da Teoria de Conjuntos Fuzzy

Definicao 1.1. Seja U um conjunto nao vazio e A um subconjunto cldssico del. A aplicacao,
Xa:U — {01},

tal que
1 se xeA,

XA(x){ 0 se x&A,
¢ chamada de funcao caracteristica de A [5].

Definicao 1.2. Um subconjunto fuzzy F do universoU ¢é definido por uma funcao de pertinéncia
i que a cada elemento x de U, associa wm nimero p(x), entre zero e um, chamado de grau de
pertinéncia de x a F. Assim, o conjunto fuzzy F € sinonimo da funcao de pertinéncia,

peE: U — [0,1].

Os wvalores pue(x) = 1 e pe(r) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia plena e a nao
pertinéncia do elemento x a F.

Definicao 1.3. Seja A um conjunto fuzzy e o € (0,1]. Definimos como a-nivel de A o
conjunto
A ={x el : palr) > a}.

Definicao 1.4. O Suporte de um conjunto fuzzy A que tem grau de pertinéncia diferente de
zero em A, denotado por supp(A), € definido como:

supp(A) = {x e U : pa(x) > 0}.
Definicao 1.5. O nivel zero de um conjunto fuzzy A € o fecho do suporte de A, isto €,

[A]° = supp(A).
1.1.1 Representagao de Conjuntos Fuzzy

As representagoes das fungoes que definem os elementos de um conjunto fuzzy facilitam a
visualiza¢@o deste conjunto, e podem ser feitas na forma tabular (ou de lista), graficamente e
na forma analitica.

Para conjuntos finitos, as fun¢des podem ser representadas por tabelas. A tabela represen-
tando um conjunto fuzzy lista todos os elementos do conjunto com seus respectivos graus de
pertinéncia [13]. No exemplo a seguir temos uma ilustracéo desse caso.

Exemplo 1.1. Seja A o conjunto de alunos estudiosos de uma sala de aula em uma facul-
dade, e sejam eles: Fernando, Carlos, Mdrcia e André. Este conjunto A € um subconjunto
do conjunto universo X com todos 0s alunos da faculdade.Nem todos os alunos do conjunto
A estudam diligentemente, logo alguns tém um grou de mais estudioso, e outros tem grau de
pertinéncia de menos estudiosos, variando entre os valores 0 e 1. Para os alunos citados tem-se
a representacao na Tabela 1.1.

A representagao grafica dos conjuntos fuzzy é a mais usada na literatura por ter uma
interpretacao mais intuitiva. No caso de uma representacao em duas dimensoes, o eixo vertical
representa o grau de pertinéncia no intervalo [0,1], e o eixo horizontal, o universo.



‘ Alunos H Grau de estudo ‘

Carlos 0.3
Maércia 0.7
Fernando 0.8
André 0.9

Tabela 1.1: Alunos e graus de estudo.

Exemplo 1.2. O conjunto fuzzy de pessoas de “meia idade” no universo U = [0,90], poderia
ser representado pela funcao py(x) ilustrada na Figura 1.1.

Neste exemplo, a curva tem a forma de sino, crescendo da esquerda para a direita até uma
certa idade, e depois decrescendo com a idade. Que a curva deva ter esta forma acreditamos
que € consenso. As controvérsias talvez aparecam a respeito da idade onde hd mudanca do
crescimento da curva.

10 20 30 40 50 &0 70 80 o0

Figura 1.1: Funca@o de pertinéncia de pessoas de meia idade [13].

1.1.2 Operagoes Padroes entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B subconjuntos classicos de U representados pelas fungbes caracteristicas X4 e
X, respectivamente. Os conjuntos

AUB = {relUd:z€ Aouxe B},
ANB = {relU:xe€Aexc B},
A = {relU:x g A},

tem, respectivamente, as fungoes caracteristicas, Vo € U,

Xaup(r) = max{Xy(z), Xp(x)},
Xanp(r) = min{Xa(z), Xp(r)},
XA/(I') - 1—XA($).

Definicao 1.6. Sejam A e B conjuntos fuzzy (Figura 1.2). As fungoes de pertinéncia que
representam os conjuntos fuzzy uniao (Figura 1.3), interseccao (Figura 1.4) e complementar
(Figura 1.5) de conjuntos fuzzy Vx € U, sao dadas por,

paop(r) = max{ua(x),us(x)},
panp(r) = min{pa(z), pp(r)},
MA’(:E) =1 _MA(x)a



respectivamente.

KA I'B 1

Figura 1.2: Fungao de pertinéncia dos conjuntos  Figura 1.3: Func¢ao de pertinéencia da uniao dos
fuzzy A e B [13]. conjuntos fuzzy A e B [13].

>

Figura 1.4: Funcao de pertinencia da inter-  Figura 1.5: Funcoes de pertinencia dos conjun-
secgao dos conjuntos fuzzy A e B [13]. tos fuzzy A e seu complementar A’ [13].

1.2 Variaveis Linguisticas Fuzzy

Uma varidvel linguistica cujo valor é expresso qualitativamente (que fornece um conceito a
varidvel) e quantitativamente por uma fungao de pertinéncia, como indica a Figura 1.6.

1.3 Sistemas Baseado em Regras Fuzzy

Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF) contém quatro componentes: um processador
de entrada, onde é realizada a fuzzificagao dos dados de entrada, uma cole¢ao de regras fuzzy,
denotada por base de regras, uma maquina de inferéncia fuzzy, e um processador de saida. Esses
componentes estao conectados conforme indicado na Figura 1.7, supondo z € RY e y € R™.
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Figura 1.6: Varidveis Linguisticas [7].

BASE DE REGRAS
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Figura 1.7: Sistemas Baseado em Regras Fuzzy [8].

1.3.1 Processador de Entrada (Fuzzificagao)

Neste componente as entradas do sistema sao traduzidas em conjuntos fuzzy em seus res-
pectivos dominios. A atuagdo de um especialista na drea do fenomeno a ser modelado é de
fundamental importancia para colocar na constru¢ao das fungoes de pertinencia para a des-
cricao das entradas.

1.3.2 Base de Regras

Este componente, juntamente com a maquina de inferencia, pode ser considerado o nicleo
dos Sistemas Baseados em Regras Fuzzy. FEle é composto por uma colecdo de proposi¢oes
fuzzy na forma Se... entao.... Cada uma dessas proposicoes pode, por exemplo, ser descrita
linguisticamente de acordo com o conhecimento de um especialista. A base de regras descreve
relacoes entre as variaveis linguisticas para serem utilizadas na méquina de inferencia fuzzy,
que descreveremos no préximo item.



1.3.3 MaAquina de Inferéncia Fuzzy

E neste componente que cada proposicao fuzzy é traduzida matematicamente por meio
das técnicas de raciocinio aproximado. Os operadores matematicos serao selecionados para
definir a relacdo fuzzy que modela a base de regras. Assim, a maquina de inferencia fuzzy é
de fundamental importancia para o sucesso do sistema fuzzy, ja que fornece a saida a partir de
cada entrada fuzzy e da relacao definida pela base de regras.

Apresentamos a seguir, um método de inferéncia fuzzy: Método de Mamdani.

Método de Mamdani

Uma regra ‘se’ (antecendente) ‘entao’ (consequente) é definida pelo produto cartesiano fuzzy
dos conjuntos fuzzy que compoe o antecedente e o consequente da regra. O método de Mamdani
agrega as regras através do operador logico “ou”, que é modelado pelo operador maximo, em
cada regra e através do operador légico “e”, que é modelado pelo operador minimo. Veja as
regras a seguir:

Regra 1: Se (x é Ay e y é By) entao (z é C);
Regra 2: Se (x é Ay e y é By) entao (z é (h).

A Figura 1.8 ilustra como uma safda real z de um sistema de inferéncia do tipo Mamdani
¢é gerada a partir das entradas x e y reais e a regra de composi¢ao max-min. A saida z € R é
obtida pela defuzzificagdo do conjunto fuzzy de saida C' = C{ U C}

Figura 1.8: Método de Mamdani [7].

1.3.4 Processador de Saida (Defuzzificagao)

Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificacao é um processo de se re-
presentar um nimero real por um conjunto fuzzy. Em sistemas fuzzy, em geral a saida é um
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conjunto fuzzy. Assim, devemos escolher um método para defuzzificar a saida e obter um
nimero real que a represente.
Definimos, a seguir, o método mais comum de defuzzificacao.

Centro de Gravidade

Este método de defuzzificacao é semelhante a média ponderada para distribuicao de dados
em que a diferenca é que os pesos sao os valores C'(z;) que indicam o grau de compatibilidade
do valor z; com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy C.

Para um dominio discreto tem-se

Para um dominio continuo, tem-se

ooy - 2

onde R ¢ a regiao de integragao.

No préoximo capitulo, apresentamos o Método de Diferencas Finitas e um exemplo que utiliza
um SBRF.



Capitulo 2

Métodos Numéricos para Resolucao de
EDO

A teoria das equacoes diferenciais é objeto de intensa atividade de pesquisa pois apresenta
aspectos puramente matemdaticos e uma multiplicidade de aplicacoes, além de apresentar diver-
sas ramificagoes [11]. Neste capitulo abordamos especificamente as Equagoes Diferencias Or-
dindrias (EDO), que sao equagoes que apresentam apenas derivadas em rela¢io a uma variavel,
e utilizamos um SBRF para resolugao do problema massa-mola. Algumas EDO podem ser re-
solvidas aplicando-se métodos analiticos, de modo que a solucao exata é encontrada, caso nao
seja possivel encontrarmos a solucao analitica utilizamos métodos numéricos para buscarmos
uma aproximacao da solugao.

2.1 Método de Diferencas Finitas

Em geral, os problemas que envolvem equacoes diferenciais mais complexas necessitam de
uma variedade de ferramentas para a sua resolucdo. Além das solugbes analiticas, diversos
métodos numéricos podem ser utilizados para a solu¢ao de uma equacao diferencial. Os prin-
cipais métodos numéricos utilizados para resolucao dessas equacoes sao: método de diferencas
finitas, método dos elementos finitos, método dos elementos de contorno e método dos volumes
finitos [15].

A ideia basica dos métodos numéricos é o processo de discretizagao, que reduz o problema
continuo, com um nimero infinito de varidveis, em um problema discreto com um ntmero finito
de varidveis, podendo ser resolvido computacionalmente. A base dos Métodos de Diferencas
Finitas (MDF) é o calculo das aproximacoes das derivadas através da expansao em série de
Taylor de uma dada fungao [11].

A seguir, sao apresentados tres tipos de aproximacgoes para derivada de primeira e de segunda
ordem.

Diferenca Progressiva

Calculando a férmula de Taylor de uma funcao v a uma distancia h de ponto x,, qualquer,

temos:
2 3

w(x, + h) = ulz,) + hd (x,) + %u”(xn) + %u”’(xn) e (2.1)

Apés isolarmos a primeira derivada, podemos escrever

w(x, +h) —u(x,) h ,
h + 5“ (£$n+1)' (2'2)

u' () =

11
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h N . .
onde &, 11 € (Tn, Tny1). Como o resto é igual §u”(§mn+1) e a potencia de h é igual a 1, dizemos

que o método é de ordem 1 [6]. Assim, de forma simplicada temos

)~ “’”‘Lh_“” (2.3)

Diferenca Atrasada

Da mesma forma, utilizando a expansdo em série de Taylor para determinar u(x, — h),

obtemos
u(xy) — u(r, —h) h

h UG- (24)

u' () =

h
onde u"(&;,-1) € (Tp_1,1,). Como o resto é igual §u”(§zn71) e a potencia de h ¢é igual 1,
dizemos que o método é de ordem 1 [6]. Assim de forma simplificada, temos
/ Up — Up—1

u, ~

8 - (2.5)

Diferenca Centrada

A diferenga centrada é obtida fazendo a expansao em serie de Taylor nos pontos u(x, — h)
e u(xn + h), assim a expressao

@y +h) —u(w, —h) R

(@) ~ p — s + e, )] (26)

h/2 A . Id . Id 7
Como o resto é igual a —[u" (&, +&,_,)] € a poténcia de h é 2, dizemos que o método é de

ordem 2 [6]. De forma simplificada, temos

o, Wl%hu”—l (2.7)

A seguir, apresentamos aproximagoes para derivada de segunda ordem u”(x,,).

Diferenca Pogressiva
Pela expansao em série de Taylor temos:

2

S () +

w(x, + h) = u(x,) + h'(x,) +

[solando a segunda derivada podemos escrever

(2.8)

()~ 2 <u(xn +h)— Z;L(;’n) — hu’(xn)> .

Assim, de forma simplificada temos:

Unp1 — Up — hutl,
ul 2 < + 73 > : (2.9)
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Diferenca Atrasada
Pela expansao em série de Taylor temos:

h2

w(n — ) = ulz,) — had (xn) + 5

[solando a segunda derivada podemos escrever

(2.10)

()~ 2 <u(xn —h) — 12(21’71) + hu’(xn)> .

Assim, de forma simplificada temos:

— Uy, + hul,

() = 2 (“”‘1 = > . (2.11)

Diferenca Centrada

Do método da série de Taylor temos:

Uny1 — Up — hatl,
u;;z2< i = > (2.12)
Up—1 — Upn, + hu,
W () ~ 2 ( o > . (2.13)
Somando a equagio (2.12) com a equagao (2.13) obtemos:
! g Ut = 2n Uy (2.14)

h2

Observe que a ordem do erro para o método de diferencas finitas progressivas e atrasadas de
u” é 1, e para o método de diferenga centrada de u” é 2 [6].

A seguir, apresentamos o método de diferengas finitas de primeira e segunda ordem para o
tempo.

Método de Diferengas Finitas para o Tempo

Representamos a derivada de primeira ordem e segunda ordem no tempo, utilizando a
diferenca finita avangada e diferenca finita centrada, respectivamente.

Ouli ty) ™ — ]
g (2.15)

2 J+1 J Jj—1
D*u(ws, ty) wi — 2u) +uy

o At? (2.16)

em que u] = u(x;,1t;), ¢ representa o indice da varidvel x e j o indice da varidvel no tempo.
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2.1.1 Derivadas de Ordens Superiores

Para aproximacoes de ordens superiores podemos utilizar o procedimento anterior. Por
conveniéencia, definimos a primeira diferenga avanc¢ada u;, 1 —u; como A, u; e a primeira diferenca
atrasada u; — u;—y como Vyu; [9]. Em geral, a diferenga de primeira ordem para frente e para
tras podem ser expressas como:

Ay = A YA ) e Vi = VI (V).

Virios operadores de diferenca central podem ser definidos de forma semelhante. Alguns
operadores tipicos sao:
§;Uz’ = Ujp1 — Uj—1 — Amuz -+ Vmui, (217)

(2.18)

Splli = Uy L — Uy 1.

Usando os operadores, definimos as aproximacoes das derivadas de ordens superiores, avancadas
e atrasadas, que podem ser expressas como:

e (Ax) + O(A,) (2.19)
g~ (Axyr T OB (2.20)

Assim, temos a seguinte aproximacao para derivada segunda avancada:

82ui 1

Analogamente, temos a aproximacao para derivada segunda atrasada:

82’&@' 1

B = 2u ] + O(A, 2.22
Tu — el 2 ] 1O (222)
A seguir, apresentamos os calculos para obtencao da terceira derivada atrasada:
Dy 1
L Viu; + O(A,). 2.23
S = TR Ve + 0() (229

Calculando V3u;, temos:

Viu, = Vi (Uz — Uz’—l) = Vgc (quz — qui_l)
= Vo (w—w—y — w_y +uio) = Vit — 20—y + wiz)
= Uy — Uj—1 — 2Ui—1 + 20—+ Uj—o — Ui—3

= Uy — Ui—q + FUi—o — Ui—3.

Portanto,
83’661' 1

o (AL

Seguindo o mesmo raciocinio, obtemos a aproximacao para terceira derivada adiantada:

U; — Sui_l + 3ui_2 — Ui_g] . (224)

3 2
Amui — Am (uz'+1 — uz) — Am (Amuzqu — Al«u,)
= Ag (o — Uiyr — U1 + ) = Ay (Uip2 — 2w + w)
= Uiz — Uiy — 2Uipo + 21 + U1 + U

= Uyz — 3o + 3w + us.
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Portanto,

83’661' 1

ox®  (Ax)? |

Uit3 — 37,6i+2 + 3ui+1 — Uz] . (225)

De forma analoga a anterior, temos a aproximc¢ao para a quarta derivada:

84ui 1 4
= ; Ay). 2.2
e (A$)4Azu + O(A,) (2.26)

Calculando Aw;, temos:

1 (wip1 — 2u; + wi—)

4, _ A3
Aju; = AL (uH% —u,_ )

A2
7Am
-2 (ui% —ui_%> 1 — s

1
2

= U2 — Ui41 — (Uz'+1 - Uz) -2 [(Uz’+1 - Uz) - (Uz - Uz’—l)] + U1 — Uim1 — (Uz'—l - Uz’—2)

—  Ui42 — 4ui+1 + 6u,' — Ui—1 + Uj—2.

Portanto,

84ui 1

p — W [ui+2 — 4ui+1 -+ 6Ui — Ui—1 + Ui_g] . (2.27)
Esses métodos tem como objetivo discretizar equacoes diferenciais ordinarias e também par-

ciais. O método de diferencas finitas centradas é utilizado para discretizar a segunda derivada,

a fim de resolver o problema a seguir.

2.2 Modelo Classico para o Sistema Massa-Mola

No estudo de mecanica, as forcas de amortecimento que atuam sobre um corpo sao con-
sideradas proporcionais a velocidade instantanea. Vamos supor que essa forca é dada por

d A . .
um multiplo constante de i [25]. Na existéncia de forgas externas agindo sobre o sistema,

Figura 2.1, segue da segunda lei de Newton que :

2
m = ke — 5501 f) (2.2%)
em que x representa o deslocamento vertical da mola, 8 é positivo sendo chamado constante de
amortecimento, agindo no sentido contrério ao movimento. A constante elastica da mola k, esta
agindo no sentido oposto ao deslocamento e f(t) é uma for¢a externa conhecida, dependente
do tempo.
Dividindo-se a equagao (2.28) por m obtemos a seguinte equagao diferencial:

d*x dx
—— 2\ + Wi = F(t 2.29
T T Wt = F() (2.29)
k
em que 2\ = ﬁ indica o nivel de amortecimento, w? = — é o quadrado da frequéncia de
m m
f(t)

oscila¢do, sendo m a massa e F(t) = = sen(t) a forga externa que atua no sistema.

m
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Fri

Figura 2.1: Sistema massa-mola [25].

Resolucao Numérica

A equacao (2.29) tem solugao analitica, porém com o intuito de aprender métodos numéricos,
utilizamos o método das diferencas finitas centradas para obter uma solucao aproximada para
a equagao (2.29). Assim, obtemos:

<xi+1 — 252’ i x"—1> + 2 <%> +wln = sen(t;) Vi=1,..,n (2.30)
Para
e n-1 . jhA [1(2 — h2w?) + o (hA — 1) + h2sen(ts)]
& 7y = s [1a(2 = W) b (A~ 1) 1 Wosen()]
o n-3 o +1h)\ [23(2 — h2w?) + 22(hA — 1) + h2sen(t:)]

Generalizando temos que:

1

Tyl = o [xn(Q — B2 a1 (hA—1) + h2sen(ti)] (2.31)

Para obter a solugdo da equagéo (2.31) consideramos o = x(0) = 1 e x; = 2/(0) = 2.
Substituindo ¢ = 0 na equagao (2.30) obtemos:

o —2$0+l’_1 X1 — X1
2| —————
B i < 2h

> + Wiy = sen(ty).

Como #/(0) ~ 351;7;3—1 = 2, entdo x_, = x; — 4h, assim,

271 — 2x0 — 4h + 4MR? + h2w?xe = h2sen(to)
e logo obtemos:

xrK =

[(2 = hPw?)xo + 4(h — AR®) + h?sen(to)] .

N | =
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Deslocamento do veiculo (m)

0.8 L 1 I L
0 02 04 06 08 1
tempo (s)

Figura 2.2: Aproximagao numérica da equagao (2.31).

Através da equagao (2.29) modelamos o deslocamento vertical de um veiculo para os valores
de h = 0.001m, A = 5, m = 1180kg e k = 1.2917 x 10° Newtons por metro. Através do software
Matlab encontramos a solucao numérica da equacao, Figura 2.2.

Na préxima secao apresentamos equagao (2.29) com k obtido através de um SBREF.

2.3 Modelo Fuzzy para o Sistema Massa-Mola

Consideramos a equagao (2.29) com a constante elastica da mola k = k(c, ¢) obtida através
de um SBRF, neste caso, consideramos que a mola seja de um veiculo, em que c ¢ a classificacao
da mola quanto aos quilométros rodados, e ¢ é a quantidade de espiras [10].

As varidveis de entrada sao:

Classificagdo da mola quanto aos quilémetros rodados (c¢): dominio das fungoes de per-
tinéncia [0 , 80], os termos linguisticos sdo nova, seminova e velha. Sendo que o nivel zero
de cada fungao de pertinéncia correspondente aos termos linguisticos (nova, seminova,
velha) sao [0, 29.5], [27.6, 59.4], [57.4, 80|, respectivamente. As fungoes de pertinéncia
sao trapezoidais, como é mostrado na Figura 2.3;

Quantidade de espiras (¢): dominio das fungoes de pertinéncia [3 , 15], os termos linguisticos
sao pequena, média e grande. Sendo que o nivel zero de cada funcao de pertinéncia corres-
pondente aos termos linguisticos (pequena, média, grande) séo [3, 6.2], [5.9, 11.6], [11.3,
15], respectivamente. As funcoes de pertinéncia sdo trapezoidais, como é mostrado na
Figura 2.4.

A variavel linguistica de saida é k:

k constante eldstica da mola: dominio das funcoes de pertinéncia [0.775 x 10° | 3.8750 x
10°%], medida em Newtons por metros (N/m). Os termos lingufsticos sao muito pequena,
pequena, média, média alta e grande. Sendo que o nivel zero de cada funcao de per-
tinéncia correspondente aos termos linguisticos (muito pequena, pequena, média, média
alta, grande) sao [5.7 x 10%,7.7 x 10°], [7.4 x 10°, 1.1 x 10°],[1.06 x 10°, 1.7 x 10°],[1.6 x
10%,2.9 x 10°], [2.7 x 10°, 3.8 x 10°], respectivamente As funcoes de pertinéncia sao trape-
zoidais como ¢ mostrado na Figura 2.5.
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Neste exemplo temos nove regras fuzzy. Apresentamos alguns exemplos:

e Se a mola é nova e a quantidade de espiras é pequena, entao k é grande;

e Se a mola é velha e a quantidade de espiras é grande, entao k£ é muito pequena;
e Se a mola é seminova e a quantidade de espiras é média, entao k é medio alto.

As fungoes de pertinéncia das variaveis linguisticas e a base de regras foram elaboradas com
a ajuda de um especialista na drea'. O nivel zero de cada funcao de pertinéncia da varidvel de
saida k é calculado utilizando a expressao

. Gxd
8x D3x N,’

na qual GG descreve a propriedade do material da mola, d corresponde ao diametro das espiras,
D é o diametro da mola e N, equivale a quantidade de espiras [19].

A fim de se obter uma divisao do nivel zero das funcoes de pertinéncia da varidavel de saida
k, calculamos os valores de k exatos com valores d = 17 x 1072m e D = 17 x 10~ ?m para a
mola especifica de um veiculo. Assim, realizamos uma manipula¢ao nos mesmos, levando em
consideracgao a classificacao dos termos linguisticos em nova, semi nova e velha, em cada caso.

As Figuras 2.3, 2.4 e 2.5 representam as fungoes de pertinéncia das variaveis de entrada e
de saida do SBRF, respectivamente.

O método de inferéncia fuzzy utilizado é o método de Mamdani e o método de defuzzificagao

é o centro de gravidade.

nova seminova velha pequena media grande
1

Grau de Pertinéncia
Grau de Pertinéncia

10 12 14
Quantidade de espiras

[ 10 20 20 40 50 60 70 80 4 6 8
Classificagdo da mola

Figura 2.3: Fungoes de pert. da classi-
ficacao da mola quanto aos quilométros ro- Figura 2.4: Fungoes de pert. da quanti-
dados. dade de espiras.

IComunicacido pessoal do professor Dr. Leonardo Sanches, em 2 de agosto de 2016, em uma conversa
presencial.
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mp pequena media media alta grande
1 ﬂ
0.8]

06

Grau de Pertinéncia
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1§

1 1.5 2 25 3 35
Constante da mola x10°

Figura 2.5: Funcoes de pertinencia da constante da mola.

Utilizamos o software Matlab e encontramos a aproxim¢ao numérica da equagao (2.31),
para os valores de h = 0.00lm, A = 5, m = 1180kg. Obtivemos os diferentes deslocamentos
verticais da mola de um veiculo, levando em consideracao as diferentes categorias da mola. Na
Figura 2.6 sao representados os diferentes deslocamentos da mola para os valores de k obtidos
através do SBRF e k = 3.8750 x 10° N/m para quantidade de 3 espiras, Tabela 2.1. Na Figura
2.7 sao representados o erro absoluto entre o médulo da diferenca dos k obtidos pelo SBRF e
k = 3.8750 x 10° N/m [11]. Na Figura 2.8 sdo representados os diferentes deslocamentos da
mola com os valores de k obtidos através do SBRF e k = 1.6607 x 10° N/m para 7 espiras,
Tabela 2.2. Na Figura 2.9 sao representados o erro absoluto entre o modulo da diferenca dos k
obtidos pelo SBRF e o k = 1.6607 x 10° N/m. Na Figura 2.10 sao representados os diferentes
deslocamentos da mola com os valores de k obtidos através do SBRF e k£ = 1.1825 x 10° N/m
para 15 espiras, Tabela 2.3. Para uma mola com a quantidade maior de espiras, temos que a
constante elastica k serd pequena, sendo assim, para calcular o erro absoluto entre o médulo
da diferenca dos k obtidos pelo SBRF e o k deterministico, usamos o valor de k = 1.1825 x 108
N/m que é um valor intermedidrio entre os valores para os k£ com uma quantidade maior de
espiras. Na Figura 2.11 sao representados o erro absoluto entre o moédulo da diferenca dos k
obtidos pelo SBRF e k = 1.1825 x 10° N/m.

(Classificacao da mola em km rodados

20

20

80

valor de k em N/m

3.39 x 10°N/m

2.28 x 10°N/m

1.41 x 10°N/m

Tabela 2.1: Valores da constante elastica da mola k para 3 espiras.

Classificacao da mola em km rodados 20 50 80
valor de k em N/m 1.42 x 10°N/m | 9.39 x 10°N/m | 6.5 x 10°N/m
Tabela 2.2: Valores da constante elastica da mola k para 7 espiras.
Classificagao da mola em km rodados 20 50 80

valor de k em N/m

1.23 x 10°N/m

9.47 x 10°N/m

6.58 x 10°N/m

Tabela 2.3: Valores das contantes elasticas da mola para 15 espiras.
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Deslocamento do vefculo (m)
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Figura 2.6: Aproximagao

solugao da equagao (2.29).
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1 00 011 0‘.2 0‘.3 014 0.5 016 07 0.8 09 1
tempo (s)
da Figura 2.7: Erro Absoluto entre os k do

SBRF e k = 750 x 10° N/m.
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Figura 2.8: Aproximagao

solucdo da equagao (2.29).
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da Figura 2.9: Erro Absoluto entre os k do

SBRF e k = 1.6607 x 10° N/m.

12 T T T T 07 T T T T
15 espiras peca nova Erro de 15 espiras peca nova
1 15 espiras peca seminova | Erro de 15 espiras peca seminova
15 espiras peca velha 06 Erro de 15 espiras peca velha ’
08-§ — kfixo

Deslocamento da mola (m)

Erro Absoluto

06
tempo (s)

Figura 2.10: Aproximagao
solugao da equagao (2.29).

08

numérica

tempo (s)

da Figura 2.11: Erro Absoluto entre os k£ do

SBRF e k = 1.1825 N/m.
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2.4 Algumas Consideragoes

O estudo dessa constante & depende de sua classificacao quanto aos quilometros rodados
e da quantidade de espiras, podemos notar que a quantidade de espiras tem uma influencia
relevante na obtencao dos k em cada caso. Nos graficos das Figuras 2.6, 2.8 e 2.10 observamos
que os quilometros rodados influenciam no comportamento da mola, inclusive as Figuras 2.7,
2.9 e 2.11 mostram que o erro absoluto quando calculamos k fixo em relacao a uma mola nova
sao menores. Notamos também que a amplitude de oscilacao varia e a frequéncia de oscilacao
também varia.

Notamos através dos graficos apresentados que a classificacao de uma mola é um fator de
relevancia no sistema, pois tem a funcao de absorver os impactos que o carro sofre, além de ser
responsdvel em manter a altura correta do vefculo. E a constante & da mola que determina a
relacao entre a carga aplicada e a deformacao da mola, influenciando nas condicoes de conforto
e estabilidade do vefculo [19].

No préximo capitulo, apresentamos o estudo de dois modelos de equagoes diferenciais par-
ciais determinando o parametro da fronteira através de um SBRF.



Capitulo 3

Solucoes Numéricas de Equacoes
Diferenciais Parciais com SBRF

Vérios fenomenos que ocorrem em Otica, Eletricidade, Ondulatéria, Magnetismo, Mecanica,
Fluidos, Biologia e outros, podem ser modelados através de uma equacao diferencial parcial
(EDP). Uma EDO possui derivadas em fun¢ao de apenas uma varidvel enquanto que uma EDP
possui derivadas parciais em relacao a mais de uma variavel.

As equagoes diferenciais descrevem fenomenos cujos comportamentos dependem das in-
terpretacoes feitas para cada objeto, tais como, velocidade, forca, aceleracao, fluxo, corrente
elétrica, taxa de variacdo, temperatura, propagacao de ondas e outros [11].

Uma EDP de segunda ordem possui a seguinte forma geral:

AUy + 20Uyy + Cyy + duy +euy + fu=g

onde a,b,c,d, f e g sdo constantes ou fungdes conhecidas das variaveis z e y, as funcoes a,b e
¢ sao tais que:

a>+ b+ 40,
Note que, u(x,y) representa a fungao procurada.

Se os coeficientes a, b e ¢ forem constantes, convenciona-se uma classificacao para equacoes
diferenciais parciais lineares de segunda ordem. Dizemos que a equagao é

e Eliptica, se b? — ac < 0;
e Parabdlica, se b? — ac = 0;
e Hiperbdlica, se b? — ac > 0.

A seguir, estudamos o problema de um cabo suspenso utilizando a equacao da onda, a qual
é classificada como equacao hiperbdlica.

22
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3.1 Vibracao Transversal de uma Corda ou Cabo

Nessa sec¢ao estudamos as ondas, que sdo quaisquer pertubagoes que se propagam no espago
ou em qualquer outro meio. As ondas sao classificadas em relagao a natureza, direcao e energia
de propagacao.

Quanto a direcao de propagacao, as ondas sao classificadas como:

e Unidimensionais: que se propagam em apenas uma direcdo, como as ondas em cordas e
molas esticadas;

¢ Bidimensionais: sao aquelas que se propagam por uma superficie, como a agua em um
lago quando se joga uma pedra;

¢ Tridimensionais: sdo capazes de se propagar em todas as dimensoes, como a luz e o som.

A seguir apresentamos a dedugao da equacao da onda apresentada em [18] e em [4].

3.1.1 Equacao de Movimento

Considere uma corda ou cabo elastico firmemente esticado, de comprimento [, sujeito a uma
forga transversal f(x,t) por unidade de comprimento. O deslocamento transversal da corda
w(w,t), em que x é a posi¢ao e t o tempo, é dado apenas na dire¢ao z, como mostra a Figura 3.1.
Suponhamos também que a corda tenha densidade linear, massa por unidade de comprimento

dm
uniforme, dado por u = T ©due esteja esticada com uma tensao constante P. A massa do
i

pequeno segmento de corda de comprimento dr destacado na Figura 3.1 é

dm = pdez. (3.1)
z, wix, t)
H Ax 1)
ittt D
9 - - -\;‘_“:/ +—1 - = X
x !‘ |—-—dt ‘
i 1
|
z, wilx, t)
e, 1)
I N > P+ dP
B Fa
| s 6 + do
I

i o% I
| F |/ :

w w + du
P - il . _

(@] x x + dx
[e—— dx ——]

Figura 3.1: Corda Vibratéria [18|.
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As componentes vertical e horizontal da forca resultante atuando sobre esse segmento de

corda sao:
F, = Pcos(0 + df) — Pcost (3.2)

F, = Psen(0 + df) — Psend. (3.3)

Estamos supondo que a corda nao exerce movimento na diregdo x, e esta se move apenas na
direcao z. Isto implica que a forca resultante na direcao x é nula, ou seja F,, = 0. Substituindo
essa informagcao em (3.2) temos:

cos(0 + db) = cosb. (3.4)
A forga resultante na direcao z: F, é obtida pela segunda lei de Newton, da seguinte forma:
02
F, = (pdr)a, = (udr)—, 3.5
(nde)a = () (35

em que expressamos a aceleracdo em termos de uma derivada parcial a, porque z é a funcao
de duas varidveis, x e t. Substituindo (3.5) em (3.3) temos:

0%z

Psen(0 + df) — Psenf) = (udx)w, (3.6)
ou 52
g P YE
sen(f + df) — senf = de TR (3.7)

Vamos dividir a equag@o (3.7) em ambos os lados por cosf. Note que pela equagao (3.4) temos
que: cost) = cos(0 + df). Portanto, podemos dividir (3.7) por cosf ou por cos(f + df). Assim,

temos:
sen(0 +df) sent  dx p 0Pz

- - A 3.8
cos(0+df)  cosl  cosl P Ot? (3.8)
Esta equacgao implica que,
dx p 0%z
0+do) —tanl) = ——=—. 3.9
tan(f +df) = tan cost) P Ot? (3.9)

Lembrando que o coeficiente angular da reta tangente a uma dada funcao em um dado ponto
do seu dominio € igual a derivada da funcao neste ponto, entao podemos escrever a novamente
a equagao (3.9), como:

0z 0z de p 0%z
— dr,t) — —(x,t) = ——=—. 3.10
Ox (z + dz, 1) x (1) cosl P Ot? (3.10)
Dividindo a expressao (3.10) por dx temos do lado esquerdo, a expressao:
) )
ZZ(at do,t) — 8—Z(x,t)
O x (3.11)
dx
. . . . ) 0z
Aplicando em (3.11) limite para dr — 0, esta expressio torna-se a derivada parcial de o2 )
o2
que ¢ a derivada parcial <8—z> Logo, a equagao (3.10) pode ser escrita como:
x

0%z 1 p %z

Vamos supor que os deslocamentos da corda sao pequenos, esta informacao implica que os
angulos associados a esses deslocamentos sdo pequenos, isto é 8 ~ 0. Assim, cosf ~ 1 e como
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estamos considerando o deslocamento w(x,t) no eixo z a equagdo (3.12) pode ser escrita da
seguinte forma:
ZPw(x,t)  O*w

C—ar T o (x,1). (3.13)

em que,

(3.14)

=]

A equagdo (3.13) é conhecida como equacao da onda unidimensional .

3.1.2 Condicoes Iniciais e de Contorno da Equagao do Movimento

Vamos considerar o caso particular de vibracao livre, sendo assim, precisamos especificar
duas condigbes de contorno e duas condigoes iniciais para determinar a solu¢ao w(x,t). Se a
corda tiver deflexdo wy(x) e velocidade wg(x) conhecidas no tempo ¢ = 0, as condi¢des iniciais
sao especificadas como:

ow

ot

Se a corda for fixa em uma extremidade, digamos, x = 0, o deslocamento w deve ser sempre
zero e portanto, a condi¢ao de contorno é

(x,t =0) =wj(x), para x € [0,l].

w(rx=0,t)=0, t>0. (3.15)

Se a extremidade x = [ for restrita elasticamente, como mostrada na Figura 3.2, a condicao
de contorno torna-se

Ow(x,t)
Ox

onde k é a constante eldstica da mola.

P(x) oot = —kw(,O)]ey t >0, (3.16)

|

L.

|

|
sl
o
Figura 3.2: Corda com restrigao eldstica [18|.

Na préxima se¢do, apresentamos a discretizacao da equagao (3.13).
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3.1.3 Discretizacao da Equacao do Movimento

Para obter a solu¢do numérica da equacao (3.13) através do método de diferengas finitas,
consideramos o intervalo de [0,1] e o dividimos em n — 1 partes iguais, da seguinte forma:
|z, xip1] parai=1,---n—1,sendo x1 =0 e x, = [.

Substituindo as derivadas que aparecem em (3.13) pelas aproximagoes (2.14) e (2.16) para
segunda derivada em x e segunda derivada no tempo, obtemos:

1 j j—1 j j j
w; = 2wy fwy 2 <wi+1 — 2w; + wz’—1>

At? Ax?

.. , . , . ;. . +1
Como nosso objetivo é encontar as incégnitas no préximo tempo, devemos isolar w;] +.
2At2
41 J -1 € j j j
w; = 2w +w; = AT (wiH — 2w; + w¢_1> .

2At2

Ax?’

seja A = entao:

K2

Obtemos o seguinte sistema matricial:

I witt ] [a_an A 0 0 0 0 o | [ w] ] I wl™t = Al ]
wj ™t Ao2-20 A 0 0 0 w) w) !
wjt 0 Ao2-2x A 0 0 0 w} wj !
wit™ | = 0 0 A2-20 A 0 0 w) — wl !
with 0 0 0 0 0 ... 2-2x A w! wl™h

| Wl o 0 0 0o 0 ... Aoo2—2on ||l | | wl Tl =

A condigao de contorno (3.16) é valida apenas para o ponto i = n, substituindo as derivadas
que aparecem em (3.16) por diferencas finitas, temos:

P (M gaat) =~k

w; = (%) . (3.18)

Um dos interesses deste capitulo é apresentar um exemplo de um cabo suspenso ligado a
uma mola em sua extremidade, a fim de observar sua posic¢ao ao longo do tempo. Na préxima
secao apresentamos a equacao da catendria, que é a posicao inicial do cabo suspenso.

logo,

3.2 Posicao de um Cabo Suspenso com Parametro Fuzzy

Consideremos um cabo suspenso que é conectado a uma mola em uma de suas extremidades.
A posigao inicial do cabo é dada pela equacao da catendria:

o) — ]%(cosh(px) 1) 458 (3.19)

em que p € uma constante.
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No problema discutido nesta secao consideramos um cabo fixo em uma extremidade com
altura igual a 5.8, ou seja f(0) = 5.8, t > 0. Também, consideramos a outra extremidade
conectada a uma mola em z = 7.5, em que f(7.5) = 6.21 [22]. Sendo assim, modelamos a
constante k£ da mola do cabo com a utilizacao de um SBRF. A expressao da catenaria nos da a
posigao inicial do cabo e a equagao (3.13) fornece o deslocamento do cabo em fungao do tempo.
Para determinar a posicao do cabo ao longo do tempo com a influéncia da mola, somamos o
deslocamento do cabo com a posicao inicial. A Figura 3.3 ilustra o cabo em questao.

N
T
L

w
T
L

Altura (m)

0 L . . . . L .
0 1 2 3 4 5 6 7

Comprimento (m)

Figura 3.3: Cabo suspenso estudado.

Utilizamos um SBRF para determinar a constante elastica da mola. As variaveis de entrada

do SBRF sao:

e Classificagao da mola medida em meses de uso (¢): dominio das fungdes de pertinéncia
[0, 80] e os termos linguisticos sdo nova, seminova e velha.

e Quantidade de espiras (¢): dominio das funcoes de pertinéncia [3 , 15] e os termos
linguisticos sao pequena, média e grande.

As funcoes de pertinéncias e a base de regras para as variaveis de entrada sao as mesmas

apresentadas na secao 2.2 do capitulo 2.
A variavel de saida do SBRF é a constante k:

e Constante eldstica da mola k: dominio das funcoes de pertinéncia [1x10% , 6x10%], medida
em Newtons por metro (N/m). Os termos linguisticos sao muito pequena, pequena, média,
média alta e grande. Sendo que o nivel zero de cada funcao de pertinéncia correspondente
aos termos linguisticos (muito pequena, pequena, média, média alta, grande) sao [1 X
103, 1.7x 10%], [1.6 x 103,2.6 x 10%], [2.4 x 103, 3.6 x 10%], [3.4 x 10?, 5.2 x 103], [5.05 x 10, 6 x
103], respectivamente. As funcoes de pertinéncia sdo trapezoidais como é mostrado na
Figura 3.4.

O nivel zero de cada funcao de pertinéncia da varidvel de saida k é determinado empirica-
mente com testes computacionais, para valores coerentes de k segundo o especialista da area,
neste caso nao temos um valor de k exato. As funcgoes de pertinéncia sao trapezoidais como é
mostrado na Figura 3.4.

O método de inferéncia fuzzy utilizado é o método de Mamdani e o método de defuzzificagao
é o centro de gravidade.
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Figura 3.4: Funcoes de pertinéncia da variavel de saida k.

Utilizamos o software Matlab para obtermos a solu¢ao numérica da equagao (3.13). Os
valores dos parametros da equacao (3.13) e das condigoes de fronteira (3.16) foram calculados
de acordo com a aplicacao analisada e com a ajuda do especialista na area, sendo assim temos
P = 1000, At = 0.001s, Az = 0.0lm e ¢ = 2. Como estamos analisando a equacao do
movimento livre, entao como condicao inicial na primeira iteracao no tempo colocamos um
impulso no ponto n — 1, da seguinte forma: w! | = 5 x At, sendo nos demais pontos iguais a
ZEro.

Os graficos das figuras a seguir foram obtidos apds 2000 iteracoes no tempo, sendo assim,
as figuras representam a posi¢ao da tltima iteracao no tempo em cada caso. Na Figura 3.5 é
representada a posicao do cabo com os valores de k obtidos através do SBRF para quantidade
de 3 espiras, Tabela 3.1. Na Figura 3.6 é representada a diferenca em moédulo obtida entre cada
solucao em cada instante ¢. Na Figura 3.7 é representada a posicao do cabo com os valores
de k obtidos através do SBRF para quantidade de 7 espiras, Tabela 3.1. Na Figura 3.8 é
representada a diferenca entre solugoes como no caso anterior. Na Figura 3.9 é representada a
posicao do cabo com os valores de k obtidos através do SBRF para quantidade de 15 espiras,
Tabela 3.1. Na Figura 3.10 é representada a diferenca entre as solugdes como no caso anterior.

Classificacao da mola (meses de uso) 20 50 80
valor de k para 3 espiras 5.63 x 10° | 4.32 x 10% | 3.08 x 103
valor de valor de k para 7 espiras 4.33 x 10° | 3.13 x 10% | 2.15 x 10°
valor de k para 15 espiras 3.03 x 10° | 2.16 x 10% | 1.27 x 103

Tabela 3.1: Valores das contantes k elasticas da mola.
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(3.13) para os k do SBRF. obtidas.
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Como podemos observar, nos graficos das Figuras 3.5, 3.7 e 3.9 a velocidade de propagacao
da onda na corda com uma mola considerada nova, é mais rapida. Podemos observar esse fato
através da Figura 3.11, na qual representa a propagacao das ondas no cabo ao longo do tempo,
para k = 1.27 x 10®> N/m, equivalente a uma mola com 3 espiras ¢ 80 meses de uso.

tempa (s)

Figura 3.11: Propagacao das ondas.

Para verificar a estabilidade do método utilizado, apresentamos na Figura 3.12 o grafico
da posicao do cabo com 10° iteracoes no tempo para o valor de & = 4000. Notamos que as
oscilacoes estao diminuindo, indicando que a resolucao numérica foi realizada corretamente.

6.32 . . T .

o
w
:
|

(o]

[he]

(5]
L

»

[

[o>]
I

(o2}

n

=
L

>
N
N

e
o

Posicéo do ultimo ponto

6.181

6.16

6.14 : : : :
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Figura 3.12: Estabilidade do método.

A seguir, apresentamos a equacao de movimento para vibragao de vigas.
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3.3 Vibracgoes Laterais de Vigas

Um dos elementos mais importantes na engenharia civil sao as vigas, elemento sujeito a car-
gas transversais. As vigas podem ser utilizadas em conjunto com pilares e lajes, para transferir
os esforgos verticais recebidos para o pilar [16].

3.3.1 Equacao de Movimento

Considere o diagrama de corpo livre de um elemento de uma viga, que é mostrado na
Figura 3.13, onde M (x,t) é o momento fletor, V(z,t) é a forca de cisalhamento e f(z,t) é a
forga externa por unidade de comprimento da viga.

Figura 3.13: Uma viga em flexao [18].

Visto que a forca de inércia que age sobre o elemento da viga é:

0w

a equacao de movimento da forca na direcao z é dada por:
2

—(V+dV)+ f(z,t)de +V = pA(x)da:%—;U(x, t), (3.20)

em que p é a densidade da massa e A(x) é a drea da segdo transversal da viga. A equagao de
movimento do equilibrio do momento em relagao ao eixo y que passa pelo ponto O apresentado
na Figura 3.13 é dada por:

d
(M + dM) — (V +dV)dz + f(z, y)d:b; —M=o. (3.21)
ov oM . i
Escrevendo dV = %daj e dM = de e desconsiderando os termos que envolvem poténcias
ao quadrado de dzx, as equagoes (3.20) e (3.21) podem ser escritas como:
oV *w
s = pA(7) = 22
)+ f(1) = pAG) S (1) (3.22)
oM
—(z,t) = V(z,t) = 0. (3.23)

ox
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Utilizando a relagao da mecanica dos materiais V' = e da equagao (3.23), a equagdo
(3.22) torna-se:
M 0w
52 ——(z, ) + [z, 1) = pA(r) = 5 (x,t). (3.24)

Rao Singiresu (2008) afirma que a relagdo entre o momento fletor e a deflexao de vigas pode

Ser expressa Comao:

O*w

M(a.1) = Bl(x) 5 (1), (3.25)

em que F é o médulo de Young e I(x) é o momento de inércia da drea da secgao transversal
da viga em relacdo ao eixo y. Inserindo a equacdo (3.25) na (3.24), obtemos a equagao de
movimento para a vibracao lateral forcada de uma viga nao uniforme:

aagﬂ {El( )g;;j(x,t)} + pA(x )%;”(x t) = f(x,b). (3.26)

Para uma viga material de se¢ao uniforme, a equagao (3.26) reduz-se a:

84w 0%w

8 5 (x,t) + pA 20 —(x,t) = f(x,1). (3.27)

Para vibragao livre, f(x,t) = 0 e, portanto, a equa¢ao de movimento torna-se:

Otw 0w

Qa —(z,1) +W(x t) =0, (3.28)

em que:

Bl

=4 —. 3.29

c=\oa (3.29)

3.3.2 Condicoes iniciais

Devido ao fato da equagao de movimento envolver uma derivada de segunda ordem em
relacao ao tempo e uma derivada de quarta ordem em relacao a x, sdo necessarias duas condicoes
inicias e quatro condigbes de contorno para determinar uma solugdo unica para w(x,t). Os
valores de deslocamento lateral e velocidade sdo especificados como wy(x) e w§(x) em ¢ = 0, de
modo que as condig¢oes iniciais sdo:

w(z,t = 0) = up(x) e

Ow .
W(x,t =0) = uj(x).

3.3.3 Condicoes de Contorno

Consideramos a condi¢ao de contorno para uma viga ligada a molas, amortecedores e massas
nas suas extremidades. Para esse caso, temos as seguintes condigoes:

o Fxtremidade ligada o mola, amortecedor e massa: Quando a extremidade de uma viga

.. Ow , w ~
sofre deslocamento transversal w e uma inclinacao 57 om velocidade — e aceleracao
x

ot
0 - o . ow
TR as forcas eldstica da mola, do amortecedor e de inércia sao proporcionas a w, n
2
e —, respectivamente. Essas forgas sao equilibradas pela forca de cisalhamento na

extremidade da viga. Assim,
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5, 0w Ow 0w

— | EFl— ) =a |k — — 3.30

83:( 83:2) a{w+68t+m8t2 ’ (3:30)
em que a = —1 para a extremidade a esquerda e a = 41 para a extremidade a direita da viga,

m ¢é a massa das extremidades e k é a constante da mola. Devido aos esfor¢os anteriormente
mencionados nao solicitar momentos fletores nas extremidades da viga, pode se afirmar que:

2
El%‘; —0. (3.31)

A Figura 3.14 representa uma viga ligada a molas, amortecedores e massas nas extremidades.
Neste estudo consideramos m =m; =mq, c=c1 =cy e k =k = ko.

1171

Viga

Figura 3.14: Viga ligada a molas, amortecedores e massas [18].

Na préxima se¢do, apresentamos a discretizacao da equagao (3.28).

3.3.4 Discretizacao da Equacao do Movimento

Para obter a solu¢do numérica da equacao (3.28) através do método de diferengas finitas,
consideramos o intervalo de [0,1] e o dividimos em n — 1 partes iguais, da seguinte forma:
|z, xip1] parai=1,---n—1,sendo x1 =0 e x, = [.

A discretizacio realizada na equacao (3.28) é valida apenas para os pontos ¢ = 3 ai = n—2,
ou seja, para os pontos internos da malha. Sendo assim, a discretizacao para os demais pontos
serao realizadas utilizando outros procedimentos.

Como o foco do trabalho é resolver a equagao (3.28) numericamente, entdo substituimos as
derivadas que aparecem em (3.28) pelas aproximagoes (2.27) e (2.16), temos:

J+1 J J—1 J J J J J
wy = 2wy twp T 2 Wiy + wi_y + 6w, — 4wy, — dw;_y
At? Ax?

Como o nosso objetivo é encontrar as incégnitas no préximo passo no tempo, entao devemos

. 1
isolar w? ™
2At2
J+1 7 -1 _ —€ J j J j j
wp = 2wy Fwyp = A <wz’+2 +wi_y + 6wy — 4wy, — 4wz’—1> )
—2 A
seja A = ————, entao:
Axt

K2

with = )\w{+2 +dwl_, + (6) + 2)w! — 4)\wg+1 — Dl —wl Tl (3.32)
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OBS: O método explicito é instavel para determinados valores de A. Para garantir a sua
estabilidade e resultados aceitaveis deve-se usar A < 1 [11].
Assim, obtemos o seguinte sistema matricial:

Wt = AW — W

A —4X 6A+2 —4X A 0 0 0 o 0
0 A —4X  6A+2 —4A A 0 0 o 0
A 0 0 A —4X  6A+2 —4A A 0 o 0
emque A— | | X ) . )
0 0 0 0 o A —4X 6A+2 —4X A
0 0 0 0 o 0 A —4X  6A+2 —4X
CRE I
wflJrl wy wfl_l
it J J
Wy Wy Wy
wrtl — ] wn — ) e W =
1 j -1
wfﬂ:il w;,_s wn_il
J J j—
L wn—S i L wn—2 i L wn—S i

Para os pontos da fronteira ¢ = 1 e i = n utilizamos a condigao de contorno (3.30). Substi-

tuindo as derivadas que aparecem em (3.30) pelas aproximagoes (2.25), (2.15) e (2.16), obtemos
para ¢ = 1:

1
EI

3w{+1 —w) — 3wzj+2 + wzths — N akw? + ac w! ™ —w! "t am wltt = 2w +w!™
Ax? ¢ At At?

Como nosso interesse é encontar o valor das incégnitas no préximo passo no tempo, devemos
. i1 .
isolar w! ™", da seguinte forma:

3

J J J Jo_ J A2 J+1 J J+1 J Jj—1
3wy —wy =3y y Wi 5 = YN [akwi At* + acw] T At — acw] At + amw]" — 2amw; + amw] } )
e
tomando o = ——— e fazendo algumas manipulagoes, obtemos:
APET
- - . . . . . . . -
aacw] " At+aamw! T = 3wl —w! 3w y+w], ;s —aakw] At +aacw! At+20amw] —aamw] .

+1 e
Colocando os termos que dependem do tempo w!"' em evidéncia e agrupando os termos

-1
que dependem do tempo w] e do tempo w; ", podemos escrever:

wit (aacAt + aam) = w] (—aakAt® + aacAt + 2aam — 1) 3wl — 3wl twl,,—aamw!

Assim:

it w] (—aakAt? + aacAt + 2aam — 1) + 3wl | — 3wl,, +wl , — aamw] ™' (3.33)
’ aacAt + aam ' '

A expressdo (3.33) é uma aproximagao valida apenas para o primeiro ponto. Portanto:

e Para ¢ = 1, temos a seguinte aproximacao:
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witt — w) (—oak AL + aacAt + 2aam — 1) + 3wl — 3wl + w) — camw] ™!
! aacAt + aam '

(3.34)

Para obter a aproximacao para o ultimo ponto serd realizado o mesmo procedimento, utili-
zando as aproximagoes (2.23), (2.15) e (2.16), logo:

3wl +w — 3wl +uwl ; wI Tl — g w 't — 2w 4wt
1—2 3 —1 1—3 _ akw] ¥+ ac 7 + am 7 I3 I3
Ax? ¢ Al At?

3

x
tomando o = N fazendo novamente algumas manipulagoes, temos:

+1

. . . . . . . . . .
aacw] T Attaamw! T = 3wl_ytw! —3w!_ | —w!_,—aakw] At* +aacw! At+-2aamw! —aamaw! '

Como nosso foco é encontrar o valor das incégnitas no préximo passo no tempo, devemos isolar
+1
w

w! T (aacAt + aam) = w! (—aakAt? + aacAt + 2aam + 1) 3w _y—3wl_ | —wl_s—oaamw! .

Assim,

- w! (—aakAt? + aacAt + 20am + 1) + 3w_, — 3wl_, — wl_5 — camw! ™"
1w 2 T oWy T Wis d (3.35)
e aacAt + aam ' '

A expressao (3.35) é uma aproximagao valida apenas para o ponto ¢ = n. Assim:

e Para ¢ = n, temos a seguinte aproximacao:

wi (—aakAt? + cacAt + 20am + 1) + 3wl _, — 3w _| —w!_, — camw]™!

J+1
w,, =

(3.36)

aacAt + aam
As aproximagoes para o ponto ¢ = 2 e ¢ = n — 1 foram obtidas utilizando a condi¢ao de
contorno (3.31) combinada com a discretizagdo para os pontos i = 1,i =3, i=nei=n— 2,
respectivamente.
Substituindo a derivada por aproximagoes (2.21) em (3.31), temos:

7 7 7
Wiy o — 2wi Wy

= 0.
Ax?
Isolando w? 12 € tomando ¢ = 1, temos:
AR S AR S e
wi = w4 —wi . (3.37)
2 2
Da equagao (3.32) sabemos que:
wit™ = wl + Al + (6X 4 2)w] — 4 w] — ddw] — wl (3.38)

Assim, tomando g = —aakAt? + aacAt + 2aam — 1 e y = aacAt + aam na equagao (3.34)
e substituindo (3.38) e (3.34) em (3.37) temos:

e Para 1 = 2 a seguinte aproximacao:
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j—1
i aam i—1 Wy
2 2

+

w

j1 q AN (3 i (=3 (6A+2)N 1 j
O . 0, 0ATY ~
“ <2y+2>w1+<2y 2A>w2+<2y+ y)ty )
A
Su (3.39)

De forma similar, substituindo a derivada pela aproximagao (2.22) em (3.31) temos:

J J J
wy — 2wy T Wi,

Ax? -0
Isolando w’ ! e substituindo ¢ = n, temos:
FART ST TR S
Wnoy = 5 + 5 Wn=2- (3.40)

Da equagao (3.32), sabemos que:

wfié = \wl + )\wi_4 + (6A + 2)wi 9 — Dw!_ — 4)\wfﬂ;_3 — wﬁ;:lQ. (3.41)

— n—1

Assim, tomando s = —aakAt? + aacAt + 2cam + 1 e y = aacAt + aam na equacao (3.36),
e substituindo (3.41) e (3.36) em (3.40), temos:

e Para 1 = n — 1 a seguinte aproximagao:

i (5 M i (B o 3 BA+2)N Lo )
wy, <2y + 2) wy, + <2y wy,_; + 2 + 5 Wy,_o + 2 Wy, _5
aam

i)Y bl R 3.42

Apresentamos a seguir, a solu¢do numérica deterministica da equacao (3.28), utilizando a
discretizacao realizada.
3.4 Modelo Deterministico para Vibracoes de Vigas

Consideramos o modelo de viga neste caso como sendo o chassi de um carro, como é mostrado
na Figura 3.15.

Brago triangular -~ ]

=

Amortecedor
O /

[ ]
Chassi

Elementos da diregio

Figura 3.15: Modelo de viga [3].
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O chassi é a estrutura que sustenta a maquina e é composto, geralmente, de duas vigas

de acao que ficam ao longo de todo o veiculo. Tais vigas sao chamadas longarinas e sao
unidas por vigas transversais, chamadas travessas, que se apoiam sobre os eixos dianteiros e
traseiros das rodas [3]. Utilizamos o software Matlab para obtermos a solu¢do numérica da
equacao (3.28) através das discretizacoes da se¢ao anterior. Os valores dos parametros sao
c=3.14, k = 1.6607 x 10° N/m deterministicos para quantidade de sete espiras, At =1x107¢,
Ax = 0.01lm, EI = 2800N/m2 em = m; = my = bY0kg. Tais valores foram calculados
de acordo com a aplicacao analisada e com a ajuda do especialista na area. Como estamos

analisando o movimento livre, colocamos como condi¢ao inicial na primeira iteracao um impulso
1
para o ponto

—— ), da seguinte forma: wl,, = 4 x At, sendo nos demais pontos iguais a
Z€T0.

2

A Figura 3.16 representa o deslocamento da viga apds 200 iteracoes no tempo, a Figura

3.17 representa a propagacao das ondas na viga ao longo do tempo, para k = 1.2917 x 10° N/m
deterministico para a quantidade 9 espiras.k = 1.2917 x 10° N/m.

x10°
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05 \ / \ / |
\/ \/
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Comprimento da viga (m)

Figura 3.16: Soluc¢ao numérica da equacao (3.28) para k = 1.6607 x 10° N/m.
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temgo 9

Figura 3.17: Propagacao das ondas na viga.

Para verificar a estabilidade do método utilizado para a discretizacao do problema, apre-
sentamos o deslocamento da viga com 10° iteracoes no tempo para o tdltimo ponto (z = n),
Figura 3.18. Observe que as oscilagoes nao divergem no tempo.

Deslocamento da viga para o ultimo ponto
o

2t _
4t U U 1
_6 U L 1 1 Y
0 2 4 6 8 10
Iteragdes no tempo x10°

Figura 3.18: Estabilidade do método.

Apresentamos na proxima secao, um modelo fuzzy para a vibracoes de vigas.

3.4.1 Modelo Fuzzy para Vibracoes de Vigas

Através da condigao de contorno (3.31), modelamos a constante eldstica k da mola de um
veiculo, considerando também o modelo de viga como sendo o chassi de um carro.
As variaveis de entrada do SBRF sdo:

e Classificagao da mola medida em quilometros rodados, (¢): dominio das fungoes de per-
tinéncia [0, 80], os termos linguisticos sdo nova, seminova e velha.
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e Quantidade de espiras (¢): dominio das fungdes de pertinéncia [3 , 15, os termos linguisticos
sao pequena, média e grande.

A varidvel de saida do SBRF é a constante k:

e Constante eldstica da mola k : domfnio das funcdes de pertinéncia [0.775 x 105 | 3.8750 x
109], medida em Newtons por metros. Os termos lingufsticos sio muito pequena, pequena,
média, média alta e grande.

As funcoes de pertinéncias e a base de regras para as variaveis de entrada e de saida sao as
mesmas apresentadas na secao 2.2 do capitulo 2.

Utilizamos o software Matlab para obtermos a solugdo numérica da equagao (3.28), os
valores dos parametros sao os mesmos apresentados na segao 3.4.

Os valores deterministicos dos £ e valores dos k obtidos através do SBRF sao os mesmos da
tabela do capitulo 2. Na Figura 3.19 sao representados os deslocamentos da viga com os valores
de k obtidos através do SBRF e k = 3.8750 x 10° N/m para quantidade de 3 espiras, Tabela
2.1. Na Figura 3.20 sao representados o erro absoluto entre os valores de k obtidos pelo SBRF
e ok = 3.8750 x 10 N/m. Na Figura 3.21 sdo representados os deslocamentos da viga com os
valores de k obtidos através do SBRF e k = 1.6607 x 10° N/m para 7 espiras, Tabela 2.2. Na
Figura 3.22 sao representados o erro absoluto entre os k obtidos pelo SBRF e k = 1.6607 x 10°
N/m. Na Figura 3.23 sao representados os diferentes deslocamentos da viga com os valores de
k obtidos através do SBRF, e k = 1.1825 x 10° N/m para a quantidade de 15 espiras, Tabela
2.3. Na Figura 3.24 sao representados o erro absoluto entre os k obtidos através do SBRF e o
k =1.1825 x 10° N/m.

4 4

16 x 10 ‘ ] ‘ 8 x 10
/' \ ——— Erro de 3 espiras pega nova
14+ 7 Erro de 3 espiras pega seminova
Erro de 3 espiras peca velha
e TR
B 6r
S 10+ —_
=y ) % 5L J
3 s8f | E
2 0 4 ]
2]
g g 3 —
o 4r /\ r~ 1 fim} "
» / 9 \ . \
Q / e . 2t 1 4
Q o) 3 espiras mola nova A\ \1 / !
¢ 3 espiras mola seminova \ . / \
0 3 espiras mola velha 1 / N\ / \ P \
) —— k fixo para 3 espiras 0 = — / —
o 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Comprimento da viga (m) Comprimento da viga (m)
Figura 3.19: Solugao numérica da equagao Figura 3.20: Erro Absoluto entre os k£ do

3.28) para os k do SBRF. SBRF e k = 3.8750 x 10° N/m.
(3.28)



40

162 10 1 X 10
— Erro de 7 espiras pega nova
14} o 0.9 Erro de 7 espiras pega seminova
—— Erro de 7 espiras peca velha
~12r J 0.8
£
8 10f 1 B
o Y
S 8 | g
£ 2
[=1
¢ 6 ] o
£ P
S 4f 1 i
3
8 g } 7 espiras mola nova
7 espiras mola seminova
0 7 espiras mola velha
o ——k fixo para 7 espiras \ y
) 05 1 1.5 2
Comprimento da viga (m) Comprimento da viga (m)
Figura 3.21: Solucao numérica da equacao Figura 3.22: Erro Absoluto entre os k£ do
(3.28) para os k do SBRF. SBRF e k = 1.6607 x 105 N/m.
x10°
16 8
Erro de 15 espiras peca nova
14} 1 7L Erro de 15 espiras peca seminova
—— Erro de 15 espiras peca velha
= 12 J
=
810 1 E
o S
S 8 | E
£ 2
3 6 J o
g S
S 4 1 i
3
e 2 — 15 espiras mola nova
{ 15 espiras mola seminova
0 15 espiras mola velha
5 k fixo para 15 espiras 2 - ‘
“o 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Comprimento da viga (m) Comprimento da viga (m)
Figura 3.23: Solugao numérica da equacgao Figura 3.24: Erro Absoluto entre os k do
(3.28) para os k do SBRF. SBRF e k = 1.1825 x 105 N/m.

Observamos os diferentes deslocamentos da viga, com a influéncia da classificacao da mola
agindo no sistema, visto que estamos considerando 2 x 10° iteracoes em cada caso.

3.5 Algumas Consideracoes

Neste capitulo apresentamos duas aplicagoes de problemas praticos, sendo a primeira de um
cabo suspenso utilizado em redes elétricas, e o segundo de uma viga simulando o chassi de um
veiculo. Modelamos a constante £ de uma mola para os dois casos, levando em consideracao
em ambos os casos a classificacao da mola através de um SBRF.

No problema do cabo suspenso percebemos que o erro absoluto entre o grafico com uma
mola nova e o grafico com uma mola velha é maior. Notamos também que a rigidez da mola
altera a velocidade de propagacao da onda na corda. Para a mola nova (rigidez maior) a onda
foi refletida na extremidade esquerda do cabo, e esta se deslocando para a extremidade direita.
Ao analisar o comportamento da onda para mola velha, observa-se que a mesma ainda nao
atingiu a extremidade esquerda do cabo.

No caso da viga simulando o chassi de um veiculo, comparamos o deslocamento da viga
para k deterministico e para os k£ do SBRF. Notamos que para o maior valor de k, com uma
mola nova de 3 espiras, Figura 3.19 o deslocamento da viga apresenta frequéncias diferentes em
relacao ao deslocamento com uma mola seminova ou velha, Figuras 3.21 e 3.23. Observamos que
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a quantidade de espiras influencia fortemente no deslocamento da viga e no seu comportamento.
Notamos também que em todos os casos, quando temos uma mola velha, devido ao fato da
perda de sua rigidez, a viga apresenta uma dificuldade maior em completar seu deslocamento,
influenciando diretamente no deslocamento do veiculo.

A férmula analitica que nos dé o valor exato da constante elastica de uma mola nao leva em
consideracao o tempo de uso da mesma. Utilizar a teoria de conjuntos fuzzy nessa aplicacao
é uma vantagem, pois a classificacao de uma mola é uma questao nem sempre levada em
consideragao.

No proximo capitulo estudamos o método dos elementos finitos unidimensional e bidimensi-
onal, a fim de trabalhar com problemas dinamicos regidos pela equacao da onda em estruturas
planas que envolvem malhas irregulares.



Capitulo 4

Método dos Elementos Finitos
Unidimensional e Bidimensional

O Método de Elementos Finitos (MEF) é conhecido por ser aplicadvel em dominios mais ela-
borados, ou seja, dominios irregulares. A ideia do MEF é discretizar o dominio, representando-o,
ainda que de forma aproximada, por uma regiao com um nimero finito de elementos, e resolver,
no lugar do problema original, o problema que lhe é associado, que chamamos de formulacao
fraca. Este capitulo é baseado em Johnson (2012) e em Borges (2016).

4.1 Formulacao Fraca do Problema Unidimensional

Considere o problema de Dirichelet homogeneo unidimensional:
a0
{ u [(x), z € (0,1) (4.1)

2

u
no qual v’ = —— e f ¢ uma fungao continua qualquer. Ao invés de resolver (4.1), o MEF

propoe a solu¢ao de um problema equivalente, chamado de formulacao fraca do original. Assim,
encontraremos a solu¢ao u da equagdo (4.1) que denotamos por (S) que é também a solucao
do problema de minimizac¢ao (M) e do problema variacional (PV), relacionados a formulacao
fraca que serd definida a seguir.

Enunciaremos algumas defini¢oes e afirmacgoes da teoria geral.

Definicao 4.1. Se V' é um espaco vetorial, entao dizemos que L : V. — R € uma forma
linear em V, se verificar:

L(pv + 0w) = L(v) + 0L{w) para todo 5,0 e R, v,w e V.

A forma bilinear serd denotada como a( - , - ). Ainda mais, dizemos que uma fungao
a : V xV — R éuma forma bilinear , definida em V se verificar:

a(u, v + Ow) = falu,v) + Oa(u,w), paratodo 5,0 e R, v,weV

a(Bu + Ov,w) = falu,w) + Oalv,w), para todo 3,0 € R, v,w e V.

A forma bilinear a( - , - ) definida em V é dita simétrica se:
a(v,w) = a(w,v), para todo v,w € V.

42
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A forma bilinear a( - , - ) definida em V diz-se ser definida positiva sobre V se verificar que
a(v,v) > 0, para todo v eV, v#£0.

Quando em um espaco vetorial se define uma forma bilinear simétrica e definida positiva,
entao o espago é dito espago vetorial normado, com a norma || - ||, induzida por a:

vlle = (a(v,v))%, para todo v & V.

Denotamos a forma bilinear, simétrica e definida positiva como ( -, -), chamado de produto
interno definido em V', com a correspondente norma induzida ||-||. O espago vetorial é também
um espacgo normado com norma induzida.

Observacao 4.1. temos que:
1
(v, w) / v(r)w(x) dx
0

¢ um produto interno no espaco vetorial ¥, das funcoes continuas e limitadas em [0, 1].

Definicao 4.2. Definimos o subespaco vetorial de I :
V ={v:v e C0,1], V' (derivada de v) é uma fungao continua por partes e limitada em [0,1], v(0) = v
Definicao 4.3. Definimos o funcional F' : V — R dado por:
1 1
F(v) = 5(1}',1}') — / fv dzx.
0

Consideramos os seguintes problemas:

e Problema de Minimizagao (M): encontrar u € V tal que F(u) < F(v) para todo v € V;

e Problema Variacional (PV): encontrar u € V tal que (u/,v') = fol fv dx paratodov € V.

O (PV) é obtido multiplicando (4.1) por uma fun¢ao qualquer de V' e integrando em [0, 1],

ou seja:
/@vdaz/ flx (4.2)

Resolvendo o primeiro membro da igualdade (4.2), usando integragio por partes, temos que:

/O (e = / Py
_ —(WZ?K;— %%“)
o (1)%—?—“0)%—?‘/01%%“)

L[y,
a dx dx

Assim temos que:

/ @@daj = / f(x)v(z)dx,Yv e V. (4.3)
dx dx

A equagao (4.3) juntamente com a condi¢ao de Dirichlet homogeénea é a formulagao fraca do
problema.
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Teorema 4.1. (S) & (PV) < (M), isto é, a solucao da equacao diferencial é equivalente a
solucao da formulacao variacional e sao equivalentes a solucao do problema de minimizacao.

Demonstracao. (S) = (PV).

Seja u solucao de (D), ou seja: —u” = f.
Considere v € V', multiplicando (D) por v e integrando, obtemos:

1 1
—/ u"v/ fu.
0 0

Utilizando a técnica de integracao por partes, obtemos:

1 1
—u'v|é+/ u'v'/ fu.
0 0

1
(', )y = / fvdx, paratodov e V.
0

(PV) = (5). De fato, se u € V é solucao do (PV) entdo

Supondo que:

1
(u,v') = / fv dx, para todo v € V. (4.4)
0

u € C*(I) = { fungbes duas vezes continuamente diferencidveis}, (4.5)

de (4.4), obtemos:

1 1 1 1
O/ u'v'—/ fvu'v|(1)—/ u"v—/ fu,
0 0 0 0

de onde fol(u” + f)v =0, para todo v € V, concluindo que v + f = 0= —u" = f.

(PV) = (M).

Seja u € V solucdo de (PV). Assim, (v/,v) = fol fv dx, para todo v € V.
Seja v € V qualquer e w = v — u, ou seja w € V e v = u + w. Entao:

Fv) = Flutw)

1 1
= gl P [ ) do
0
o 1 / ro N ! . !
= 2(u +w' v +w') fu dx fw dx
0 0

1 1 1 1
- —||u'||2—/ fudx+<u',w'>—/ fuwdz + L2
2 0 0 2

— P+ %||w'||2 > Fu), Vo, (4.6)

pois u é solucao de (PV)), ou seja,(u/,w') — fol fw dx = 0.
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(M) = (PV).
Seja u € V solucdo de (M), assim:
F(u) < F(v), para todo v € V. (4.7)
Seja g : R — R tal que:
gle) = Flu+ev)

1 1
= §||u'+5v'||2—/ fu+ev)dr
0

1 82 1 1
= ||| + e, V) F =] |]F - 5/ fvdx — / fu dux. (4.8)
2 2 0 0
Por (4.7) e (4.8), segue que ¢(0) = F'(u) < g(¢), Ve. Portanto ¢ possui minimo em & = 0.
Assim:
/ BT 9(5)_9(0) T P E /112 '
g~ PO I a1 S [ puds

= (W) — /O 1fv d. (4.9)

Segue que ¢'(0) = 0 = (v/,v") — fol fv dx para todo v em V| isto é, (v/,v) = fol fv dx, para
todo v € V. Portanto, u é solucéo de (PV).
Note que se F': V — R com dim(V) = oo, definimos a Derivada de Gateaux de F' como
sendo:
I F(u+ev) — Fu) : 8_F(u)
e—0 £ 81}

Assim, se existir u € V, F(u) < F(v), para todo v € V, e (u), para todo v, entdo

—_— ov

4.1.1 Meétodo de Galerkin para o Caso Unidimensional

Definicao 4.4. Considere o espaco vetorial Vi, de dimensao finita, subespaco de V', definido
da sequinte forma:

Seja 0 =xg <1 < -+ <xpy < Ty = 1 uma particao do intervalo (0,1), I; = (xj_1,x;)
ehj =x;—x;_1 e h=maxh;, entao :

Vi = {v|v € continua em [0,1] e v(0) = v(1) = 0, v|y; € linear para todo j}. (4.10)

Suponha que u seja solugado de (PV) em V. Entao temos que (u',v') = fol fv dx, para todo
v € V. Assim, dado v, € V}, temos que:

1
(', 0),) / fop da.
0

Observagao 4.2. Quando usamos o espaco vetorial Vj, definido em (4.10), o problema varia-
cional (PV)y, é conhecido como Método de Galerkin. Da mesma maneira (M), problema de
minimizacao em Vy, € conhecido como Método de Ritz.

Pelos mesmos argumentos, temos (PV), < (M)n, o que identifica o Método de Ritz-
Galerkin.
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Ao discretizarmos o espaco V, o aproximamos pelo espaco V. Se v € V}, temos que, v é
uma funcao linear em cada intervalo da particao P, assim as funcgoes ¢, definidas por:

( — .
%; se x € [zj_1, )]
J
Tiz1 — T
pi(x) = J;]T se 7 € [1),7)41] (4.11)
0; caso contrario,
\

formam uma base para V},.
A Figura 4.1 ilustra as fungoes ¢ de uma particao P.

Figura 4.1: Particao Pj,.

Observagao 4.3. O conjunto {goj}j”il ¢ uma base de V},. Dado v € V), tem-se que existe uma
unica representacao do vetor v da forma:

v(x) = ngpi(x), vV elo,1],

onde n; = v(x;). Assim, dim(V}) = M. Ao escolher um v qualquer de Vj,, isto corresponde a
escolher v = ; com j =1,2,...M e vale:

1
(uﬁmso;)z/ fojde NYj=1,...,M.
0

Suponha que
M

up = Z&‘%‘(Cﬁ)? & = up(wy),

i=1

entao:
M 1

O &ei(x), (@) = | feydr Vi

1=1
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Portanto obtemos o seguinte sistema linear de equacoes:

(@) (ehel) - () | [ & Jo T dz
(1, ¢5) (wz,w ) o (P 9h) & | | fofeede
(Gth) @heh) - Ghovh) )\ eu [ fou da

Definindo ag; = (¢}, ¢}) = (¢, ¥;) = az;, obtemos a matriz quadrada M x M, A = (ay),
chamada de rigidez. O vetor b; = fol fw; dx é chamado de vetor de carga. Pela defini¢ao de
produto interno, obtemos a matriz de rigidez da seguinte maneira:

L diy dipr 1 depy dipr 1 doas depr
0 dx dmd 0 dx dmdx 0 dx dmdzv
1 dﬂdﬂd 1 dpg dpg dr L dons dpa dr

A: 0 dx dx 0 dx dx 0 dxr dx

L dey dsOM L do de L don dom
fO dr dx d fO dr dx d:C fO dr dx d:C

O sistema linear resultante é:
AE = b, (4.12)

Proposigao 4.1. A matriz A possui as sequintes propriedades:
P1) ¢ simétrica;

P2) ¢ tridiagonal;

P3) € positiva definida, isto é, w'Aw > 0, Yw nao nulo em RM.

Demonstracao. P1) é consequencia da comutatividade do produto das fungdes:

" dyp; dy; dip; dip;
0 %dxdx/o dx dxd

P2) Calculando os elementos a;; mostramos que a matriz A é tridiagonal. Assim, utilizamos
as derivadas das funcbes ¢; definidas em (4.11).

aij —

( 1
0 SeTE |21, 2]
K2
, —1
;i () o SeTE [, 2 j41]
i1
0; caso contrario.
\
Assim se ¢ = j temos:
ol des des
Qi = 0 dx dr dx

_ i dps dps Tit1 dips dps
o fmi,1 dr dz dx + f dr dx dx

_ s Ti+l —1 -1
o fﬂczlhhd +f hit1 hitt

= h—lg(l"z — 1) + ﬁ($i+l — ;)
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Se i # j, que acontece quando j =1¢— 1 ou j =14+ 1, temos:

Aii—1 — Ai—14

_ Ldpi1 dp;
o fO de dx dx

_ Ti—1 dpi—1 dgaz i dpi1 dgaz Tit1 dipi—1 dsaz
o fmz 5 dx dx + f _1 dx dx + f dx dx

_ zi  dpi—a de;
o fmz 1 dxr dx dl’

_oqmo—11
- fzi,l T hidx

Finalmente, se ¢ # j por mais de uma unidade, temos que a;; = 0. Concluimos assim que
apenas os termos das formas, a;;, ;41 € @;;—1 sao nao nulos. Logo, a matriz de rigidez A é
tridiagonal.

P3) Dado w € V},, temos que:

w'Aw = wa 1 Zﬁw 1 W ( 01 CZZJ ”i;‘;dx>
- fo [( j=1 Jcizijz (walw’igﬂ d
= J ( j=1 Jddii) dr =0

A dltima desigualdade sé serd uma igualdade para o caso onde o vetor w seja nulo. Como w é
um vetor qualquer, isso ocorreria somente se tivéssemos

¢t =0, para todo i e em todo [0,1].

Como por hipétese, ¢; é continua e cumpre a condicao de fronteira de Dirichlet, implica que
as funcoes da base sio identicamente nulas, o que é um absurdo. Logo, w'Aw é estritamente
positivo. O que demonstra a proposicao. O

Observagao 4.4. Como consequéncia do fato de A ser positiva definida, temos que o sistema
(4.12) sempre admite uma tunica solucao. Além disso, note que os coeficientes &;, juntamente
com as funcoes da base, determinam a aprorimacao up de u.

Observagao 4.5. Se h; = h = ﬁ, entao
2 -1 0 0 ]
| -1 2 0 0
A= _— :
h .
0 0 2 -1
00 -1 2 ]

Logo, o MEF nos da um sistema de equacgdes com matriz de rigidez esparsa, simétrica e
positiva definida.

4.1.2 Exemplo Unidimensional

Considere a equagao:
d*u
g2 cos(x) em [0,1] (4.13)
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Para resolver a equacao (4.13) utilizamos o MEF e o MDF comparando com a solugao analitica.
Considerando o mesmo espacamento h nas discretizacoes da equagao e resolvendo primeira-
mente pelo MEF, através do sistema matricial (4.12), calculamos a matriz A e o vetor b.

Na demonstra¢do da Proposigao (4.1) mostramos que a matriz A é tridiagonal e seus ele-
mentos a;; sao da forma:

1 . 1 2
ig — 73— -7
’ h;  hiy1 h
1
Ai—15 — QAi4—1 — —E-
Logo:
(2 .
7 se 1 =]
;= —1 . .
7 — set=j7j—louyg=1—1
h
| 0 caso contrario ,

o termo geral do vetor b é dado por:
1
b, = / cos(x)p;(x)dx
0

g — . Tj+1 . —
= / cos(x)%der/ cos(x)%dx.
x5 1 T

J

Como
1] _ 1
/ cos(x)x ;LC] Ldr = E/ cos(x)(x — xj_1)dx
1 =2 Ty
- [ x — xj_1)sen(x)| - / cos(x)dx]
1
- (% rjr)sen(i;) — (€1 — xj-1)sen(r;—1)
+cos(xj) — cos(x;_1))
= E(hsen(xj) + cos(xj) — cos(xj_1)),
e
i 41 o !
/ cos(x)%dx = E/ cos(x)(xjp1 — x)dx
1 T=Tj41 Tj+1
- 5 [(xj+1 —x)sen(z)l  + / Sen(x)dx]
1
= E((%’H — zjpr)sen(@jp1) — (41 — ;) sen(x;)
—cos(xj41) + cos(z;))
= E(—hsen(xj) + cos(x;) — cos(xji1)).
Temos que:
1
by = E(hsen(xj) + cos(xj) — cos(xj_1)) + E(—hsen(xj) — cos(xjq1) + cos(xj))

—cos(xj—1) = 2cos(x;)  cos(xji1)

h h h
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2 =20 0 0
Sr a0 0 o
0o F 2 0 0 ?
A= Ce=| 7 e
Sn—l
_ &n
0 0 0 2 =l
[0 0 0 o
I +(—cos(xo) + 2cos(x1) — cos(x2)) |

%(—cos(xl) + 2cos(xy) — cos(x3))

+(—scos(x2) + 2scos(xs) — cos(x4))

(—cos(xp—2) + 20(.95(%_1) — cos(x))

&=

(—cos(xp_1) + 2cos(x,) — cos(xny1)) |

&=

Portanto, basta resolver o sistema a seguir:

2 =10 ... 0 0 & —cos(xo) + 2cos(x1) — cos(wa)
-1 2 0 ... 0 0 & —cos(x1) + 2cos(xa) — cos(xs)

0O -1 2 ... 0 0 & —cos(x3) + 2cos(x3) — cos(x4)

o 0 0 ... 2 -1 Eno1 —co8(p_2) + 2cos(x,_1) — cos(x,)
0O 0 0 ... —1 2 G —co8(xp_1) + 2cos(x,) — cos(Tn 1)

(4.14)
E assim obtemos a aproximagao da solugao de (4.13) através do MEF.
Utilizando o MDF para aproximar a derivada segunda da equagao (4.13), dada por:

d2u - i1 — 2Uz + ui—1
de? h? ’

e substituindo na equagao (4.13) temos:

Uip1 — 20 + Uima
12

= cos(xs) = —uip1 + 2w — uimy — h*cos(x;).
Parat1=1,2,---n— 1, temos:

—uy +2u; —up — hicos(xy)

—us + 2uy —u; = hcos(xs)

2
—Up + 2Up—1 — Un—z = h*cos(x,_1)
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Assim obtemos o seguinte sistema:

2 -1 0 0 0 uy h%cos(xy)

-1 2 0 ... 0 0 U h%cos(x3)

0 -1 2 ... 0 0. | us — | h%cos(z3) | . (4.15)
00 0 .0 =1 2] [ upa | hPcos(xn-1) |

Resolvemos o sistema (4.15) e determinamos a aproximagcao da solugao pelo MDF.
Para finalizar resolvemos a equagao (4.13) analiticamente:

d*u
g cos(z).

Integrando duas vezes obtemos:

u(z) = //—%dxdx = //—cos(:):)dxdx = / (—sen(z) + ¢1) dox = cos(x) + a1z + co.

Como u(0) = u(1) = 0, temos: u(z) = cos(x) + (1 — cos(1))z — 1.

0.12 T T T

— Solucéo MDF
Solucdo MEF
Solucédo Analitica

01r

0.08 - 5

> 0.06- 1

0.04 - 1

0.02r- 1

Figura 4.2: Solugoes numéricas da equacao (4.13).

O erro ¢ calculado através da férmula:
max | solugao analitica — aproximagao da solugao |. (4.16)
Entao obtemos:
e1 = 8.970981624223384.107% e e, = 4.579669976578771.10 4,
sendo ey 0 erro entre a solucao analitica e a aproximacao obtida utilizando o MDF e ey 0 erro
entre a solucao analitica e a aproximagao obtida utilizando o MEF. Observamos que o MEF

possui um erro menor, neste caso concluimos entao que o MEF aproxima melhor a solucao da
equacao (4.13) nas condigoes indicadas..
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4.2 Formulacao Fraca do Problema Bidimensional

Considere 2 C R? um conjunto aberto e limitado e uma funcio f real continua por partes e
limitada em €.

Apresentamos a formulagao fraca da equacao de Poisson com fronteira de Dirichlet ho-
mogenea:

—AU:f(ZL’,y) emQ)
{ u—=20 sobre 0f}. (4.17)

Definimos o espaco de fun¢oes como:

’8met9y

vty mr_ R ) v ¢ uma fung¢ao continua em 2 du
sdo continuas por partes em €2 e v = 0 sobre Jf)

Vamos multiplicar a equagao (4.17) por uma funcao qualquer de V' e integrar sobre €2, ou seja

/—Au-v/f(x,y)-v,VvGV,
O O

para resolver a integral do lado esquerdo precisamos do seguinte Teorema:.

Teorema 4.2 (Teorema do Divergente:). Dado um conjunto Q@ C R? de fronteira suave e
A = (Fy, Fy) um campo definido em €. Entao

/div(A)dxdy/ @‘F@ dxdy/ (Fl,Fg)-(m,ng)ds/ A-nds,
Q O Ay a0 a0

onde n = (n1,m2) € o vetor unitdrio normal externo a O0f).

Para obtermos as hipéteses do Teorema 4.2 considere os campos Iy = (v3%,0) e Fy =
(O,v%), onde u,v :  — R, temos que
Y
dv Ou D% dv ou  D*u
div (I —, div (k) =— — +v=— 4.18
1V( 1) 8 ax+ 827 1V( 2) 8y ay+vay27 ( )
e aplicando o Teorema (4.2), obtemos
. ou
div (k) dxdy = v—m)1, (4.19)
Q a0 Ox
0
/ div (Fy) dwdy = | voen, (4.20)
Q o0 Oy

Somando (4.19) e (4.20), obtemos:

ou ou
o (F v (F _ ou ou
/Q div (Fy) + div (Fy) dxdy /an(amerayng)
Como div (F}) + div (Fy) = Vv -Vu+ov (‘3271; + ‘g%/é‘), temos

/ \V/ Vu + / i + i — / % + %
vV ox?  Oy? 50 “\az! Oy )
A\ s . 7

~
Au Vu-n
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em que

/Vv-Vu+/vAu/ vVu - 1. (4.21)
Q Q o0

U

on

A expressao (4.21) é conhecida como a Férmula de Green.

Mostremos que se u ¢ solugao da equagio de Poisson (4.17), entdao u ¢é solugdo do seguinte
problema variacional:

(PV) Encontrar v € V tal que

a(u,v) = / fudxdy Vv eV, (4.22)
0

Judv  Oudv
a(u,v) = /QVU -V dedy = /Q {%% + 8—ya—y} dxdy.

A equagdo (4.22) juntamente com a condi¢do de Dirichlet homogénea formam a formulagao
fraca de (4.17).

onde

4.2.1 Meétodo de Galerkin para o Caso Bidimensional

Construimos um subespaco de dimensao finita V;, C V.
Para facilitar, assumimos que €2 é um poligono e como consequéncia d€2 é uma curva poli-
gonal. Faremos uma triangulacao de €2, subdividindo-o no conjunto 7}, onde

T, ={Ky,...,Kn}, K;sao triangulos nao sobrepostos.

Q= |J K=K UKyU--- UK,

KeTy,

tal que o vértice de um triangulo nao encontra o lado de outro triangulo.

Definicao 4.5. Definimos o nimero h = maxger, diam (K), onde diam (K) € o diametro
de um conjunto, ou seja; diametro de K € a maior distancia euclidiana entre os pontos de K.

Definimos V}, da seguinte forma:
Vi, = {v : v é continua em €, v|x é linear para cada K € Tj,, v = 0 em 9Q}.

Observacao 4.6. O espaco Vi, consiste de todas as funcoes continuas que sao lineares em cada
triangulo K e assumem o valor zero na fronteira 02 de €.

Considerando o conjunto N dos vértices dos triangulos do conjunto T}, cujos elementos
denominamos N, definimos a funcao linear de V}, por

B |1 ser—=7
S"J'(N")é’ﬂ{o seifj, i,j=1,...,M.

A Figura 4.3 ilustra a funcao ¢;, a seguir apresentamos a expressao dessa funcao.
Como no caso unidimensional, vamos considerar v € V},

M
v(x) = Zﬁj%’(ﬂ?); n; = v(N;), para z € QU
j=1

Podemos apresentar o MEF para (4.17) a partir da formulagio variacional (PV') restrita ao
subespacgo V},, como segue:
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Figura 4.3: Representacao geométrica da funcao ;.

(PVy,) encontrar uy, € V, tal que
alup,v) = / fv dxdy, para todo v € V.
Ja

Como resultado desta formulagao, obtemos o seguinte sistema linear:
AE=b, (4.23)
onde A = (ai;), aij = alpi, ;). & = (&) = un(N;), b = (b;) = [, fi dedy. Como no caso

unidimensional, podemos mostrar que A é simétrica, positiva definida e assim nao singular para
que o sistema A¢ = b admita uma tnica solucao.

4.2.2 Construcao das Funcoes

Considerando a funcao linear V}, subspaco vetorial de V' citada anteriormente, apresentamos
a obtencao das fungoes ¢; da base do espaco V}. Vamos supor que o dominio €2 foi dividido
em m triangulos, M, sendo os triangulos interiores M (que as arestas nao estao na fronteira de
). Lembrando que €2, é a aproximagao de € através de uma poligonal com seu interior.

A seguir, consideramos alguns conceitos que serdao importantes.

1. Denotamos enumeracao dos elementos a uma bijecao que associa a cada elemento a um
nimero natural de 1 a m.
Notacgao: k; é o i-ésimo elemento da malha.

2. Denotamos de enumeracao global dos vértices interiores a uma bijecao que associa a cada
vértice interior a um nimero natural de 1 a M.
Notacgao: p; é um o vértice interior ¢ da malha.

3. Denotamos enumeracao global dos vértices uma bijecao que associa cada vértice da malha
a um numero natural de 1 a M, respeitando a enumeracao dos vértices interiores. Essa

enumeracao adota a enumeracao da definicao 2 e atribui ntimeros entre M + 1 ¢ M ao
vértices da fronteira de §2;,.
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4. Denotamos enumeracao local dos vértices a uma bijecao que:

i) associa cada vértice de um elemento 7} um ntmero do conjunto {1,2,3};

ii) percorre o elemento em sentido anti-hordrio, isto é, definido o vértice 1 do elemento
k; no sentido anti-hordrio a partir de 1. O vértice s € {1, 2,3} de k; tem coordenadas

(2, y8).

Portanto, o gréfico de ¢; no elemento K; = { plang 70 se Kitem o V,GI"‘thG pi
caso contrario .

As funcoes ¢, formam uma base B de V). As tnicas fun¢ées de B que assumem valores
diferente de zero em um dado elemento sdo aquelas associadas aos seus vértices (¢; e p; s@o
associados). Em cada elemento pode existir no méximo trés fungoes associadas.

Precisamos ainda determinar ¢;(x,y) em um ponto interior do elemento. Analisamos o que
ocorre se (z,y) € K; e o triangulo K; for associado a uma fungao ;.

Como cada elemento tem a enumeracio dos vértices: (zf, yf), (a7, yf) e (i, y&4). Va-
mos supor que ¢;(x,y) € B é associada ao vértice 1 de K;.

Logo wj(x1,y1) = 1 e gj(x2,92) = @j(xs,y3) = 0, se (x,y) € Ki, entdo (z,y, p;(x,y)) estd
no plano determinado pelos pontos: [xy,y1,¢;(x1,y1)], (%2, y2, ¢ (22, y2)| € |23, ys, vj(xs,y3)],
isto é, (x1,y1, 1), (x2,%2,0) e (x3,ys3,0).

Para que o grafico de ¢;(x,y) esteja nesse plano, os tres vetores que ligam (x,y, p;(z,y)) a
cada um dos vértices devem ser coplanares, portanto, o produto misto deve ser 0.

Encontrando os vetores, temos:

(%y;(ﬂj) - (xhyl)l)
(%y;(ﬂj) - (x27y270) -
(%y;(ﬂj) - (353793;0) —

(x— 21,y — Yy, — 1);

(x — 22,y — Y2, 05);
(T — 3,y — Y3, ;).

Logo,
r—m y—y p;—1
r—m2 y—y2 @; |=0
r—x3 Y—UYs ¥
Obtemos

0= (v —2)(y—y2)o; + (@ —22)(y —ya){; — 1) + (x — 23)(y — y1) o5~

— =)y — )@ — 1)+ (x — 22)(y — y1)ps + (x — 21)(y — y3) il
= p;l(r—21)(y—ye) Hr—x2) (y—ya) + (x—23) (y—11) — (v —23) (y—1y2) — (v —22) (y—y1) —(—21) (y—Y2) | +

Assim, isolando ¢; podemos escrever:

Fl=(r —a2)(y —ys) + (z — 3)(y — v2)].

T — Ty y—yg‘
T—T3 Y—UYs
pilx,y) = (4.24)
T —T2 Y—Y2 r—21 Yy—h r—r Y—hn
T —T3 Y—Ys T — 3 y—yg‘ rT—=T2 Y— Y

Usando as propriedades de determinantes podemos obter a funcao y; de uma maneira mais
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sutil. Por exemplo, no numerador, temos:

r—T2 Y—Y2 _ r—T2 Y—Y2 r—T2 Y—Y2 (425)
r—Ts Y—Ys x Y I3 Ys '
_ xr vy . T2 Yo Z y T2 Yo
r Yy r oy T3 Y3 s Ys
I » y
= 1 Y2
1 a3 Y3
De maneira andloga, nos outros determinantes de (4.24), obtemos:
xr oy
Loy g
(x,y) = . — 4.26
i) = 1 (1.26)

Temos de um resultado da Geometria Analitica que o determinante do denominador de (4.26)
é o dobro da érea do triangulo de vértices (x2%, y), (25 42 e (2 ), ou seja, é o dobro
da drea Ak, do elemento K;. Assim, reescrevemos (4.26) como:

Considerando a fung¢éo ¢;(x,y) associada ao vértice 2 do elemento K; basta trocar os vértices
como mostrado abaixo:

vértice2 —  vérticel;
vértice3 —  vértice2;

vérticel —  vértice3.

Isso resultaria em:



E assim obtemos uma expressao geral para as funcoes ¢; de B:

(

Spj(xﬂ y) -

\

2Ar,

7

2AK.

7

2Ar,

7

0

se (z,y) € K; e p; associada ao vértice 1 de K;

se (x,y) € K; e p; associada ao vértice 2 de K;

se (z,y) € K; e p; associada ao vértice 3 de K;

se (x,y) € K; mas p; nio for associada a K.

o7

(4.27)

No préximo capitulo apresentamos a deducao da equacao de movimento de uma membrana,

a fim de obter sua solu¢ao numérica utilizando as ferramentas definidas neste capitulo.



Capitulo 5

Membrana Vibrante

Uma membrana é uma placa que esta sujeita a uma tensao, na qual a resistencia a flexao
é desprezivel. Por isso, a relacdo existente entre uma membrana e uma placa é a mesma que
existe entre uma corda e uma viga. O couro de um tambor é exemplo de uma membrana [18|.

5.1 Equacao de Movimento

Considere uma membrana que estd envolvida por uma curva plana S no plano zy, conforme
mostra a Figura 5.1. Denotamos por f(z,y,t) a carga de pressdo que age na dire¢ao z e por P
a intensidade da tensao em um ponto que € igual ao produto da tensao da tracao e da espessura
da membrana. A magnitude de P normalmente é constante em toda a membrana, como em um
couro de tambor. Se for considerado uma area elementar com lados de tamanhos dz e dy, forcas
de magnitude P dx e P dy agem sobre os lados paralelos aos eixos y e x, respectivamente. As
forgas resultantes que agem ao longo da direcao z devido as forcas citadas anteriormente sao:

0w 0w
<Pa—y2dx dy) e <P%daz dy) X

1 ' fix, v 1)
. ==A=-———=l'—'-—'—=h—-= ————— ———

o |—dx—]|

Figura 5.1: Membrana sob tens@o uniforme [18|.

A forga devida a pressdo ao longo da diregao z é f(x,y,t) dx dy e a forca de inércia é:

Pw
plx,y) = de dy

o8
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em que p(r,y) ¢ a massa por unidade de drea. A equag¢do de movimento para a vibracao
transversal forcada da membrana pode ser obtida por:

Pw 0w 0w
Pl —+— = p—=. 5.1
<8x2+8y2>+f "o (5.1)
Se a forga externa f(x,y,t) = 0, entdo a equagao (5.1) da equacao de vibragao livre é dada
por
Pw  Ow 0w
2 = 5.2
‘ <8x2+8y2> ek (5:2)
em que:
P
c=4/—. (5.3)
P
As equagoes (5.1) e (5.2) podem ser espressas como:
0w
PAw=p—— 5.4
W= P (5.4)
e 52
2 o w
em que
o2 o2
A = a2 T ap ¢ o operador Laplaciano [18].

5.1.1 Condicoes Iniciais e Condigoes de Contorno

A equagao de movimento (5.2) envolve derivadas parciais de segunda ordem em relagio a
t,x ey, especificamos duas condi¢oes iniciais e quatro condi¢oes de contorno para determinar
uma solucao Unica do problema. Normalmente, o deslocamento e a velocidade da membrana
em t = 0 sdo especificadas como wy(x,y) e w§(x,y). Assim, as condigoes iniciais sdo dadas por

w(l';y;t — O) - wo(x,y),

ow .

As condigoes de contorno para uma membrana fixa em todo ponto (xy,1;) sobre um seg-
mento do contorno, sao dadas por

w(xy,y1,t) =0, t > 0. (5.7)

5.2 Membrana Vibrante: Um Caso Particular

Aplicamos a teoria de elementos finitos bidimensionais para obter a solu¢ao numérica da
equagao (5.5).
A equagao que descreve o problema tratado é dada por:

O*w Ow &%w
2 - ] .
¢ <8l’2 + 8y2> o at27 ($7y)€Q,t€(O,T]7

w(r,y) = 0; (z,y) € 0%
flx,y) = 0; (x,y) € Q.

(5.8)
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em que f corresponde a forga externa que age no sistema e w(x,t) corresponde ao deslocamento
no tempo. Consideramos a condi¢ao inicial da seguinte forma:

wo(w,y,t =0) =0,V (z,y) € L, (5.9)
e)
ow 0 se (z,y) # (v, y:)
ow ’ ’ 5.10
ot {dse@w%—@mm (5:10)
para algum ¢ = {1,--- ,3762} e d € R. A Figura 5.2 representa o dominio ) discretizado com

1771 triangulos e 3762 nds, utilizamos o software livre GMSH [12]| para gerar a malha. Nesta
malha, determinamos a solu¢ido numérica da equagao (5.5).

300

250+

200+

150 H

100~

50+

5‘0 160 15‘70 260 25‘70 3_00
Figura 5.2: Dominio €2 discretizado.

Apresentamos a seguir, a discretizagdo da equagao (5.5).

5.2.1 Discretizacao da Equacao do Movimento

Aplicamos o método de Galerkin para obter a discretizacao do dominio através da for-
mulagao fraca; para a derivada no tempo utilizamos o método de diferengas finitas centradas.
A seguir, mostramos a obtencao da formulacgao fraca e a discretizagao do problema.

Seja a equagao (5.8) que é dada na forma:

0w
2
Aw=—= 5.11
A T (5.11)
Considere também o espago H(Q) C L?(Q2), espago das fungoes em L2(() cujas derivadas de
primeira ordem, no sentido fraco, também pertencem a L*(Q)

ou

H'(®) = {u e Q)| 5-

e L*(Q),k=1,2,---}.

Multiplicando a equagio (5.11) por v € H(Q) , obtemos:

2

ow
2 _ 2 1
c(Aw)v = Yo v,Yv € H (),
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e integrando sobre (2, obtemos:

2

0 ZUU dxdy, Vv € H'(Q). (5.12)

02/(Aw)v dxdy =
0 o Ot

Usando o Teorema de Green temos que:

)
02/(Aw)v dxdy = —02/(Vw - Vv)dxdy + ¢ e ds, (5.13)
) ) oo On
sendo n o vertor unitario normal externo a d{). Observe que / w ds = 0 pois w = 0
on

na fronteira. Assim, reescrevendo a equacao (5.12) utilizando as notagoes de produto interno
obtemos:

—C2 (Vw, VU)LQ(Q)

2
= <aa—tl2u,v> Yo e HY(Q). (5.14)
LX)
Para simplificar a notagao, consideramos (w, v)r2q) = (w,v). A equagao (5.14) é a formulacao
fraca do problema (5.8). Usamos o método de Galerkin para a discretiza¢do e consideramos
um subespago V;, de dimensio finita de H'(2).
Seja a base B = {1, 2, -+, om} desse subespago, temos que a solugdo no subespago V4,
pode ser escrita como combinagao linear das fungoes de B.

wh('xP Y, t) - ij(t)gpj(xay)'

Substituindo wy, na formulagao fraca (5.14), e tomando v € V, temos:

o
—*(Vwp, V) = <Wugh,v> Y € Vi,
ou seja,
2 N N 82
—c (ijleVgoj,Vv> = | > 2 Wivi v Yo € V. (5.15)

Observe que as fungbes w;(t) ndo dependem de (x,y), assim podemos tird-las do produto
interno, logo:

— 3 wi(Vipy, Vo) = 37— 572 (05, 0),Yv € V. (5.16)

Como a equagao (5.16) é véalida para todo v € V},, é equivalente tomar v como as fungdes ¢; da

base B de V},. Portanto:

—A SN wi(Vi;, Vi) = SN T (5, 00), Y € B (5.17)

Utilizamos o método de diferencas finitas centradas para apresentar uma aproximacao da deri-
vada de w no tempo, que aparece na equagao (5.17). Considerando a seguinte aproximagao:
Pyl ta) | wy't = 20 ™!
ot? - At? ’

substituindo na equagao (5.17) obtemos:

w = 2
~ S iV Vi) = S5 (05,90 Vi € B. (5:18)
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Multiplicando (5.18) por At?, obtemos:

—At?c? Z;\le wj(ijﬁ VSOZ) - ZN (wnJrl - QZU? + w?_l)(gpj) 901)7v90l € B. (519)

J=1\"g

Separando o primeiro membro da equagao (5.19) as expressoes que estao no tempo t,yq €
no segundo membro as equagoes que estao no tempo ¢, e t,_q, obtemos:

S Wi (g, 00) = = 2oL w (PAR (Vg Vi) = 205, 00)) — Sim, w0, 04)-

(5.20)
Definindo:
X = (@j) 901)7
Y = (C2At2(Vg0j, VQOZ),
wpt
Wn+1 _ . .
wit!
wy
wr = N
uy
w’f‘l
wnrl — :
wN_1
obtemos o seguinte sistema:
Xwrt = —yw™ — xwn (5.21)

Definidas as matrizes, determinamos a solu¢ao numérica de (5.8) utilizando o sistema (5.21).
Observe que as matrizes X, Y dependem dos produtos internos referentes as funcoes p; da base
B de V},. Tais produtos internos sao apresentados no Apendice A, considerando essas fungoes
em um elemento padrao. Depois utilizamos a transformagao apresentada no Apéndice B, para
obtermos o sistema no elemento real. Utilizando o software Matlab encontramos o deslocamento
da membrana em cada ponto da malha ao longo do tempo.

5.2.2 Resultados Numeéricos

Para os valores de ¢ = 3.14, At = 0.08s e d = 0.1, obtemos a solu¢ao numérica da equagao (5.5)
em que d corresponde ao né 1571, que é um dos nds centrais da malha em um ponto (z,y). A
condicao inicial é dada por:

wolz,y) =0, Y(x,y) € Q

A Figura 5.3 apresenta a membrana considerada no inicio do processo. A Figura 5.4 re-
presenta a membrana na primeira iteragio no tempo, pois pela equagdo (5.10) temos que
wl(x,y) = d x At para o ponto (z,y) correspondente ao né 1571.

Apés 2000 iteragoes no tempo, obtemos a aproximac¢io numérica da equagao (5.8). A
Figura 5.5 representa a aproximacao numérica da equagao (5.8). A Figura (5.6) representa o
valor de cada iteracao para o né 1571.
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y.h

> 0.005,

u(x.

300

200
200

el 100

y oo : Figura 5.4: Aproximagao numérica da
solugdo da equagao (5.8) para a primeira
Figura 5.3: Membrana na condigao inicial. iteragao.

Deslocamento na n6 1571

--mnoon.uoo.ocouho_-‘o_b

L
(3 500 1000 1500

Tempo ()

Figura 5.5: Aproximagao numérica da Figura 5.6: Valor de cada iteracao no né
equagao (5.8). 1571.

5.3 Algumas Consideracoes

Diferentemente dos outros capitulos, abordamos aqui uma aproximac¢ao numérica para a
equacao da membrana, que é um problema bidimensional. Observe no grafico da Figura 5.5
que, para 1500 iteracoes no tempo, os deslocamentos se espalham em toda membrana. Note
que na Figura 5.6, nas primeiras iteracoes, o valor do deslocamento para o né 1571 aumenta e
depois diminui. Inclusive, préximo a iteragao 1500, as ondas chegaram a fronteira e retornaram,
elevando o valor do deslocamento neste né.

Para finalizar, apresentamos a seguir as conclusoes do trabalho.



Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho estudamos uma variavel importante, que é o tempo de uso de uma mola para
os modelos analisados, através da teoria de conjuntos fuzzy. Primeiramente resolvemos uma
EDO de segunda ordem, que modela o sistema massa-mola, utilizando o método de diferencas
finitas. Modelamos a constante k da mola de um veiculo através de um SBRF, levando em
consideracao sua classificacao em termos de tempo de uso. Foram comparados os valores do
deslocamento da mola do veiculo para um k deterministico e para valores de k& obtidos pelo
SBRF; demonstrando a importancia do tempo de uso de uma mola, nem sempre considerado
na literatura.

Realizamos no capitulo 3 o estudo de algumas EDP, classificadas como equacao da onda,
inclusive com derivadas de ordens superiores. Modelamos nos dois casos analisados a constante
elastica k da mola, para o problema do cabo suspenso e para a viga considerada como chassi
de um veiculo. Nos dois casos, observamos a relevancia do tempo de uso de uma mola atuando
nos modelos. A férmula analitica para se calcular a constante eldstica de uma mola, nao leva
em consideracao o tempo de uso da mesma, essa influéencia deve ser considerada. Os problemas
tratados nesta dissertacao nos fornecem a possibilidade de obter varias solugoes para o modelo,
levando em consideracao se a mola é nova, seminova ou velha. Inclusive, no caso da viga
conectada a molas, massas e amortecedores em suas extremidades, podemos observar que o
tempo de uso de uma mola pode levar a diferentes deslocamentos do veiculo. Podendo ter
amplitude de vibracoes maiores ou menores.

Abordamos no capitulo 4 o método numérico dos elementos finitos, que pode ser utilizado
de forma eficiente em fronteiras que nao sao regulares. O estudo desse método foi de grande
relevancia, pois através dele, modelamos, no capitulo 5, a equacao de uma membrana vibrante
em uma fronteira nao regular.

Como trabalhos futuros, podemos considerar a condicao de fronteira de Robin para a
equagao da membrana (5.5). A constante k da condigao de fronteira de Robin pode ser obtida
através de um SBRF, dependendo das varidveis de entrada convenientes. Outro trabalho que

pode ser realizado é obter a velocidade da onda ¢ = \/g , que depende da tensdo (P) e da

massa por unidade de drea ou de comprimento (p), através de um SBRF do modelo estudado.
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Apeéndice A

Matrizes de Rigidez

Apresentamos o cdlculo das matrizes, no elemento “padrao” do sistema linear, obtido ao encon-
trarmos a formulacao fraca dos problemas estudados. Para o calculo dessas matrizes, precisamos
obter as fungdes ¢ da base B no elemento “padrao” (Figura A.1).

u

Figura A.1: Triangulo “padrao” K.

Assim, utilizando (4.27), temos:

1 I =y
or(w,y) = |1 1 0
240 o
1
- _—[l—x—
1 I =y
walw,y) = |1 0 1
2401 0 o
1
1 I =y
ws(w,y) = o 0 0
2401 1 )
1
— 247
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em que A e a drea do triangulo “padrao”.
Como podemos ver a area do triangulo “padrao” é L. temos que:
27

or(r,y) = 1—x—y; (A1)
oz, y) — @
es(x,y) = vy

Podemos entao calcular as matrizes de rigidez:

e Matriz (G) do produto interno entre os gradientes das fungdes base G = (a;;) onde
= (Vgi, Vigy)

arn = (Ver, Vi)
= /V%'V% dxdy

_ // 1), (=1, —1)) dady — 1

aie = a1 — V<,01, V<,02)
= / Vi - Vo drdy

- // 11, (1,0)) drdy =

azp = (Viz, Vo)
= /V902'V902 dxdy

= // >dxdy;

ap sz — aslr — V<,01, V<,03)
= / Vi1 - Vs dady

- // 1), 1)>dxdy_71,

az3 = azz — V<,02, V<,03)
= / Vs - Vs dady

= // 1)) dxedy = 0;

azaz — VSOS; VSO?,)
= / Vs - Vs dady
0

_ /01/01—y<(0,1),(0,1)> dxdy%

2 1 -1
~11 0 ]. (A.2)

Logo, obtemos:




e Matriz (S;) do produto interno entre as funcbes base S; = (¢; ;) onde ¢;; = (¥4, ;).

i1 — 9017901) /901 1 drdy

— // (Il—x—y) - (1—x—1y) drxdy

1
= // 1—2x—2y+2xy+x2+y2dxdy:—;
o Jo 12

cra = (p1,p2) = /901 g dxdy
= // (l—z—y dxdy// T —2° —yxdxdy—
Cl3 — 9017903) /901 3 drdy
// (l—x—y dd// 2_ dd*i‘
= z ray ) Yyr aray = 5YE
Co1 — 9027901) /902 1 drdy
= / / (1 y) dxd / / dxdy = !
= x rdy = x — 22 yx drdy = 24
Coo — 9027902) /902 o drdy
— // xxdxdy// »Tdﬂ?dy*
Cos — 9027903) /902 3 drdy

— // xydxdy—

1 1-y 1
C31 — (9037901)/903'901 dxdy/ / (1—2—y) (y) dedy = —;
9) o Jo

24’
cz2 = (p3,p2) = /903 P2 dxdy
= // Y- xdxdy*
cz3 = (p3,93) = /903 3 drdy
— // Y- ydxdy// Y dxdy—
Logo, obtemos:
11 1T
12 24 24
s |11t
24 12 24
1
L 24 24 12




Apeéndice B
Transformacao do Triangulo

Na continuacao, apresentamos a transformacao utilizada para passarmos do elemento “padrao”
para o “real”.

Para facilitar os calculos das matrizes do sistema podemos efetuar os calculos em um ele-
mento “padrao” que denotaremos por K e depois utilizamos a transformacao apresentada a
seguir para passarmos para o elemento “real” que denotaremos por K..

Sejam pi(€,m) = &, (&) = n e p3(6,n) = 1 — & — n as fungdes da base B. Queremos
uma transformacao Y, : K — K., onde temos as correspondéncias:

(1,0) — (x1,m1);
0,1) — (z2,%2);
(0,0) — (@3, y3).
Como mostra a Figura B.1.
F Y
Y, (X3, ¥1) 4

Y

(x1,y1)

k 4

Figura B.1: Transformagao do triangulo “padrao” no triangulo “real”.

()

Temos que:
Ty —X3 T2 — T3 S
Yo(€,m) = :
(&m) <y1_y3 ?Jz—ys> <77>

x(&,n) = w3+ (x1 —x3)E + (22 — x3)7;
y(&n) = yst{y—y)§+ (y2—ys)n.

ou seja:
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Com isso o Jacobiano de Y, é dado por:

JY. — < X1 — X3 T2 — T3 >
¢ Yi—Ys Yo—Ys )
Sabemos que v;(&,n) = wi(x(&, 1), y(€, 1)), entao:
¢ Opida | Oy Oy
oc Oz 0¢ Oy o¢
Op _ 0p0i Opdy
on  Ox dn Oy on’
Substituindo as derivadas temos:
dp; Oy D .
85 - 81’ ($1_$3)+ ay (yl y3)7
dp; Oy D
877 - ox ($2_$3)+ ay (y2_y3)

Escrevendo na forma matricial, temos:

Op; Opi
(93_ <$1—$3 yl—?Js)_ 8,9_5

P o _ _ Pi :
5’_7] €T X3 y2 y3 o

dpi 93
(8- (%)
on on
e portanto Y = ((JY,)")~1.

Assim temos a seguinte transformacao: X
Sendo B = {pf, oK oK1 a base das funcoes no elemento “padrao” e B = {41, %2, Y3} a
base das func¢oes no elemento “real” | temos:

Logo obtemos:

/K Vil vl = / (Y)Y 'V 60 - (V)T ;) det (JY;) (B.1)

K

2ﬂ%%}/«U¥W”V@%KU%W4V@)

K

A equacao (B.2) é utilizada no programa computacional desenvolvido neste trabalho.



