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OLIVEIRA, A. L. Monotonicidade dos Zeros dos Polinomios Ortogonais Cldssicos:
Teoremas de Markov e Stieltjes. 2017. 76 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade
Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho estudamos as equagcoes do tipo hipergeométricas, em particular, as equagoes
com solugoes polinomiais. Mostramos que tais polindmios podem ser representados de
forma explicita pela Férmula de Rodrigues. Obtemos uma caracterizacao destes po-
linbmios que sao ortogonais, a saber, os Polinomios de Jacobi, Laguerre e Hermite. Utili-
zamos os teoremas cldssicos de Markov e de Stieltjes para estudarmos a monotonicidade
dos zeros dos polindmios de ortogonais classicos, em particular os polindomios de Jacobi,
Laguerre e Gegenbauer.

Palavras-chave: Polinémios Ortogonais, Monotonicidade, Limitantes, Markov, Stieltjes.
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OLIVEIRA, A. L. Monotonicity of Zeros of Classical Orthogonal Polynomials: Mar-
kov’s and Stieltjes’s Theorems . 2017. 76 p. M. Sc. Dissertation, Federal University
of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this research we study the hypergeometric equations, in particular, the equations with
polynomial solutions. We show that such polynomials can be represented explicitly by
the Rodrigues’s formula. We obtain a characterization of these polynomials that are
orthogonal, namely, the Polynomials of Jacobi, Laguerre and Hermite. We use the classical
theorems of Markov and of Stieltjes to study the monotonicity of the zeros of classical
orthogonal polynomials, in particular the Jacobi, Laguerre, and Gegenbauer polynomials.

Keywords: Orthogonal Polynomials, Monotonicity, Limitants, Markov, Stieltjes.
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INTRODUCAO

Acredita-se que os primeiros resultados a respeito da monotonicidade dos zeros
dos polinomios ortogonais foram apresentados em 1886 por Markov. Um pouco mais
tarde, em 1887, Stieltjes abordou sobre este assunto tomando linhas diferentes das
utilizadas por Markov. Anos mais tarde, em [20], Szeg6 utiliza esta teoria para
o estudo da localizacao e da distancia entre os zeros dos polinomios ortogonais.
Hoje em dia, um pouco mais estabelecida, a teoria da monotonicidade dos zeros
dos polinomios ortogonais tem sido muito utilizada por pesquisadores na drea de
Ciencias Aplicadas.

Neste trabalho utilizaremos os resultados de Markov e Stieltjes para falarmos
sobre a monotonicidade dos zeros de uma classe especial dos polinomios ortogonais,
os polinomios ortogonais classicos.

Os polinomios ortogonais classicos, a saber, os polinomios de Jacobi, Laguerre
e Hermite, formam uma classe de fungoes especiais. Ao mesmo tempo, a teoria
destes polinomios admite amplas generalizacoes. Pela Formula de Rodrigues para
os polinomios de Jacobi, Laguerre e Hermite, podemos chegar a uma representagao
integral para outras fungoes especiais de fisica e matematica. Por exemplo, funcoes
hipergeométricas e funcoes de Bessel. Por outro lado, um esquema de construgao
para a teoria destes polinomios pode ser naturalmente generalizado aos polinomios
ortogonais classicos de uma variavel discreta.

No Capitulo 1 deste trabalho, estudaremos as equagoes diferenciais de segunda
ordem da forma

o(@)y" +7(x)y + ry =0,

onde o(x) e 7(x) sao polinomios e A ¢ uma constante. Mostraremos que sob cer-
tas condigoes nos coeficientes da equacao diferencial acima, conseguimos encontrar
solugoes particulares especificas que sao polinomios. Tais solucoes polinomiais sao
obtidas de forma explicita através da Formula de Rodrigues.

Além disso, também no Capitulo 1, daremos uma breve descricao de forma coe-
rente de alguns fatos bdsicos da teoria classica dos polinomios ortogonais.

No segundo capitulo deste trabalho faremos um estudo sobre a monotonicidade
dos zeros dos polinomios ortogonais classicos. Este estudo se baseia nos trabalhos



classicos de Markov [12] e Stieltjes [18], publicados nos anos 1886 e 1887, respecti-
vamente.

Por fim, no Capitulo 3, aplicaremos os resultados de Markov e Stieltjes para obter
novas relacoes de monotonicidade entre os zeros dos polinomios ortogonais classicos.
Como consequéncia desse estudo obteremos algumas desigualdades envolvendo tais
ZETOoS.

No ultimo capitulo deste trabalho, abordaremos sobre algumas aplicagoes cléssicas
da teoria de monotonicidade dos zeros dos polinomios ortogonais cléssicos.

Angélica Lourengo Oliveira
Uberlandia-MG, 20 de fevereiro de 2017.



CAPITULO 1
POLINOMIOS ORTOGONAIS

Neste capitulo iremos estudar as equagoes do tipo hipergeométricas, em particu-
lar, as equagoes com solugoes polinomiais. Mostraremos que tais polinomios podem
ser representados de forma explicita pela Formula de Rodrigues e obteremos também
uma caracterizacao destes polindmios que sao ortogonais, a saber, os Polinomios de
Jacobi, Laguerre e Hermite.

Por fim, estudaremos algumas propriedades importantes dos polinomios ortogo-
nais utilizando sua ortogonalidade.

A principal referencia utilizada neste capitulo foi [17]. As demais referéncias aqui
utilizadas foram [1, 7, 14, 15, 19, 20].

1.1 Equacoes do Tipo Hipergeométrica

Normalmente quando se estuda alguns problemas de matematica aplicada e fisica
tedrica, nos deparamos com equagoes da seguinte forma

o(@)y” +7(@)y + Ay =0, (1.1)

onde o(x) e 7(x) sdo polindmios de grau no maximo dois e um, respectivamente, e
A uma constante.

A Equacao (1.1) é denominada equacao do tipo hipergeométrica. As solugoes
de uma equacao do tipo hipergeométrica sao chamadas de fun¢oes do tipo hiper-
geométrica.

Uma propriedade importante das equagoes do tipo hipergeométrica ¢ a que segue.

Proposicao 1.1.1. Todas as derivadas das fungoes do tipo hipergeométrica sao
também funcoes do tipo hipergeométricas.

Em outras palavras, se y(x) é solucdo da equacio (1.1), entdo v,(x) = y™ () é
solugao da equacao

o(z)v] + (), + pnv, =0, (1.2)

3



onde 7,,(x) é um polinémio de grau no méximo um e p, uma constante dados por

To(x) = no'(z) + 7(x), (1.3)

-1
U = A+ nT’ + %a". (1.4)

Demonstracao. Provemos por indugao. Primeiramente para n = 1, ou seja, deri-
vando (1.1) e chamando y'(x) = vi(x) temos

0

lo(@)y" +7(2)y" + Ay]
o(2)y"” +o'(2)y" +7(x)y" +7'(2)y + Ay

)

)y + (o'(x) + ()" + (7'(z) + Ay’
) "
Joi

g

y" + ()Y + my
+T1( )’Ui‘{',ull)l,

(
(
o(x
o(x
concluindo assim que,

o(x)v) + T (x)v] + vy =0, (1.5)

onde 71 = ¢’ + 7 é um polindmio de grau no maximo um e pu; = 7 + A é uma
constante.
Logo (1.5) é um equagao do tipo hipergeométrica.

Para provarmos o caso geral, vamos derivar (1. 1) n vezes para obter uma equacao
do tipo hipergeométrica para v,(z) = y™ (x) = v/, ,(z).
Suponha que a equagao (1.2) vale para n — 1, isto é,

o(x)v 1 + Tno1 ()01 + pn—10p—1 = 0, (1.6)

onde 7, 1(z) é um polinémio de grau no méximo um e p, ; uma constante, dados
por

Tno1(x) = (n — 1)o'(x) + 7(x)

—1 —2
fn1 = A+ (n—1)7" + (n )2(71 )0”.

Derivando (1.6) temos

(
[o(@)vp g + Tn1 ()0}, 1 + fln1Vna]
o(x)vp_y + o' (@)v_y + 7y (T)U g+ Taca ()0 g + fin1vy, 4
o(@) vy + [0 () + o1 () ]vn_y + [0 () + 1oy,
o(z)v + [0’ (x) + (n — 1)o'(x) + 7(x)]v),
+r @)+ X+ (n =D (@) +27 (n—1)(n—2)0"]v,
o(x)v)l + [no’(z) + 7(x)]v, + [N+ nt’ + 27 'n(n — 1)0" v,
vy + T (7)), + .

0

(x
o(x

)
Jvn

Desta forma, o resultado fica provado. O



Outro fato importante é que a reciproca do resultado anterior também é verda-
deira.

Proposicao 1.1.2. Toda solugdo de (1.2), com py, # 0, k = 1,....n — 1, pode ser
representada da forma v, (x) = y™(z), onde y(x) ¢ uma solucio de (1.1).

Demonstra¢ao. Mostraremos primeiramente para n = 1. Seja v;(x) uma solugao de
(1.5). Se a fungao vy (z) for a derivada de uma solugao da Eq. (1.1) entao, de acordo
com esta equacao, as fungoes y(x) e vy(z) podem ser escritas da seguinte forma:

(@) = —lo(@)i @) = rleon (o),

Mostremos que a fungao y(x) definida acima realmente satisfaz (1.1) e que sua
derivada é v;(x). Temos que

Y (z) == lo()vy(z) + 7(z)o ()]
= — [o(@)vi(z) + o' (@) () + T(x)v1 (2) + 7' (2)v1 (7))
= [o(@)vi(2) + (o'(2) + 7(x))v (2) + 7' (x)v: (7))
[o(z)v1 (z) + m(z)or () + 7' (x) o ()]

Por outro lado, como vy (z) ¢é solugao de (1.5) entéao

o(x)vf(z) + i (z)vy () + v (2)
= o(x)vy(z) + 7(2)vy () + (A + T)vi(2)
o(z)v](z) + 1 (z)vy(z) + T'v(x) + Aoy (),

ou seja,
Aoi(z) = —[o(x)v] () + mi(z)vy(z) + 701 (2)].

Logo, Avi(z) = \y/(z) e, portanto, vy (x) = y'(z). Substituindo v (z) = ¥/(x) na
expressao original de y/'(z) obtemos (1.1) para y(z).

Suponha agora que vale para n — 1, isto é, que v,_1(z) = y™ Y(z) com y(z) e
Up—1(x) solucoes de (1.1) e (1.2), respectivamente. Como vale para o cason = 1, isto
é, para suas derivadas, temos que v,(z) = v/, {(x) = (y(”_l)(x)), = y™(z). Disto
segue o resultado.

O

1.2 Polindmios do Tipo Hipergeométrico e Suas
Derivadas

De forma geral é dificil encontrar uma solucao particular de forma explicita de
uma Equacao Diferencial. Nesta secao, mostraremos que as equagoes diferenciais
de segunda ordem definidas em (1.1), possuem solugbes polinomiais e estas solugoes
sao dadas de forma explicita pela Formula de Rodrigues.



1.2.1 A Férmula de Rodrigues

Devido as propriedades das solucoes das equagoes do tipo hipergeométrica des-
critas anteriormente, podemos obter uma familia de solugoes particulares para a
equacao (1.1) tomando valores especificos para a constante A. De fato, tomando
un, = 0, ou seja

a equacao (1.2) se reduz a
o(z)v! + 1 (x)v), =0

e, portanto, tem uma solugao particular dada por v, (z) = k, onde k é uma constante.
Uma vez que v, (x) = 4™ (z), isso significa que a equacdo (1.1) tem uma solucio
particular da forma y(x) = y,(x), que é um polinémio de grau n.

Definicao 1.2.1. Os polinomios de grau n que sao solugoes da equagao do tipo
hipergeométrica sao denominados polinomios do tipo hipergeométrico.

O polinémio y,(z) definido acima é a solugao mais simples de (1.1).

Uma questao importante é encontrar os polinomios do tipo hipergeométrico ex-
plicitamente. Para esse fim, multiplicamos a equagao (1.1) por uma funcao p(x),
como segue

0= p(x)(o(x)y” + 7(x)y" + Ay)
= p(x)o(@)y” + p(x)7(2)y" + Ap(2)y.

Se for satisfeito (o(z)p(x)) = (7(x)p(x)), entao reduzimos a equagao acima para
a seguinte forma auto-adjunta

(o(2)p(z)y") + Ap(z)y = 0. (1.7)
Analogamente, se multiplicarmos a equagao (1.2) por uma fungéo p,(z) temos

0= pn(x)(0(2)v), + ()0, + pinvn)
= pn(2)0 (2)V), + pn(2)70 ()05, + finpn (X) 0.

Se (o(x)pn(x)) = (To(x)pn(x)), chegamos a forma auto-adjunta

(o(x)pn(x)0})" + pinpn(x)vn = 0. (1.8)

Em (1.7) e (1.8) consideramos que p(x) satisfaz a equagao

e pn(z) satisfaz a equagao



Estas duas tltimas equagoes sao conhecidas como Equacoes de Pearson.
Agora, usando (1.3), podemos facilmente estabelecer uma relagao entre p,(z) e
po(x) = p(z). Temos que

pn()
= 7(x) + no'(x)
(o(@)p@)
=) + no'(x)
Disso segue que
pe) _(e@p@) o)
@~ o " Vo
_o@p) + o' @pta) o)
OO R D)
) A o) o)
~ @ o "o T o)
oy, o)
~ o) Mol

e portanto,

Integrando esta equagao, temos

e

Entao,

In p,(z) =In p(z) +nln o(z)
=In p(z) +In o"(x)
= In p(x)o"(x)
o que implica que

pn() = p(x)o”(z). (1.11)



Fazendo o(z)pn(x) = ppi1(x) e vl (x) = v,11(x) podemos reescrever (1.8) sob a
forma de relacdo de recorréncia

pr(@)on(2) = —— o (2)pn(x) 0, (2)]
= ——[pns1(@)vps1(2)] (1.12)
e, consequentemente’,

ple)y() =po(@)y(2)
= L p@u@y

Ho
1 1 1
== % - Z[m(@%(@]
e e ()
(' (oo
1
ZA—n[pn(x)vn(x)](”),
onde
A= L. A-1, (113

com i e A dados anteriormente.

A proposicao a seguir fornece uma férmula explicita para os polinomios do tipo
hipergeométrico, conhecida como Férmula de Rodrigues.

Proposigao 1.2.1. (Férmula de Rodrigues) Se y,,(x) for uma fungao polinomial
de grau exatamente n e solu¢ao da Fquagao (1.1), entao y,(z) € dado explicitamente
por

[0 (2)p(2)]", (1.14)

ys (x)

de B, =
onde A,

é uma constante normalizadora.

Demonstra¢ao. Como y,(r) = y(z) tem grau n, entao v,(z) = yﬁ")(:ﬁ) é uma fungao

. o e Loanf
1Usualmente, na teoria dos polinémios ortogonais, utilizamos a notacéo T para denotarmos
x

a derivada n-ésima de uma funcio f. Nesta secio utilizaremos a notacio f(™) para denotar esta
derivada.



constante. Logo, utilizando (1.11), obtemos

V(&) = s lpnl@)un @)
— o T O @)
= 20 e
WO et
-l )]

Chamamos a relagao (1.14) de Férmula de Rodrigues.

Assim, as solugdes polinomiais de (1.1) sdo definidas unicamente pela Férmula de
Rodrigues a menos de uma constante arbitraria. Estas solugoes sao obtidas quando
un, = 0, ou seja,

1
A=)\, =—n7’ — 571(71 —1)o", n=0,1,.... (1.15)

Denotando as derivadas y™ (x) = v (), que sdo polindmios de grau n — m,
e estas satisfazendo
o (), 4+ Tm(z)v), + i Vm = 0, (1.16)

temos que y,(lm) (x) sao polinomios do tipo hipergeométrico. A Férmula de Rodrigues
para ") (x) pode ser obtida de forma semelhante & (1.14).
De (1.12) temos que

P ()0 () =‘—i[pm+1<x>vm+1<x>]'
-1 -1 "
:,u_m',um+1 [pm+2(:c)vm+2(x)]
:_—1 -1 ! ) v, ()] ™
@)
ST et L (g )

(=)™ o et - et
= o ()]
A" "
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Logo,

Portanto,
™ () = [0 () p)) "™, (1.17)

onde .
_1>m H fi,  Ag =1
Observe que, =
iy = A+ k7’ + %k‘(k‘ —1o" =\, + k' + %k(k —1)o”
=-—nt' — %n(n —1)o" + k' + %k:(k: —1)o”
= (k)7 5 (nln 1) — k(k — 1)0”
=—(n—k)7'+ %(n2 —n—k*+k)o”
= (=B~ S (0= R)(n -k~ 1)o"

2
= —(n— B + 5(n+k—1)o"]

Logo,

3

H,UJk mH ;(n+k—1) "]

k=0
o 2m o 1
= Hn S(n+k—1)0"]

-1

= (n— k) + %(n +k—1)0"]

3

m—1

=n(n—1).(n— (m—1) [ 17"+ %(n +k—1)o"]

k=0

I
£)
=
2
—

7+ %(n—l— k — 1)0"1 :
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Assim, como esperado, a equagao (1.17) de ngm)(x) pode ser obtida através da
Formula de Rodrigues, a menos de um fator normalizador, se trocarmos n por n—m
e p(z) por pm(z) = p(z)o™ (x).

Agora veremos algumas consequéncias da Férmula de Rodrigues. Fazendom =1
em (1.17), e como

A= ”_“ o lr' + %(n - 1)0"} =t + %(n 10" = A,
entao
tala) = o (@)ota)]
- S @)
R )]
A @) ()]
— M

Neste caso, 7, é um polinémio que surge através da substituicao de p(x) por p;(z)
na expressao para y,(z). E mais, B, ¢ uma constante normalizadora da Férmula
de Rodrigues para ,,.

Utilizando a Férmula de Rodrigues, podemos expressar as derivadas y/,(x) em
termos do préprio y,(x). De fato, temos que o"*(x)p(x) = o(x)o"(x)p(x) =
o(z)pn(x) e de (1.10), (o(x)pn(x)) = Ta(x)pn(x), €, portanto, utilizando a regra de
Leibniz? para derivadas temos

Bn—l—l

z) = 2 o™ (2) p(z)] Y
B z) pp ()™ = B+ T (2) pr ()] ™)
P (o)) = DL (o)
" () p " (2) + 1 () ) (2
p(x)[ 2(@)pn (@) + (@) Py (2)]
Bn—l—l

De (1.14) e (1.17) temos

n w  Yn(@)p(T)
(0™ (x)p(x))™ = 5

2Regra de Leibniz: (f.g)™) = >0 CJ f9) g(n=3) fazendo f = 7,(x) e g = pn(x) encontramos
facilmente a derivada n-ésima de 7,,(z)p,(z), onde C? é o coeficiente binomial.
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n w1y _ Yn(@)p(@)o(z) _ yu(z)p(z)o(x)
(0" @)pta))n = l2ED) _ 1a(Dhele)ofe)
Logo,
() = 22 (o) L) gy 012)
Boii [, \yn(@)o(2)
= B, nt, (x) L +Tn(x)yn(x)]
= Tt | @) + 7o)
E, portanto,
yn—i—l(x)Bn

B = Tn(2)Yn(x) — %TA(Z‘)ZJ%(I‘)U(Z‘)

Dai, fazendo as manipulagoes necessarias concluimos que

)‘n 7 (x ) — yn—&-l(x)Bn
c@nr @) | @) = =5 =

n

Y () =

Em certos problemas, é importante conhecer os coeficientes dos polindmios do
tipo hipergeométrico. Considerando

Yn(T) = apa" + bpa™ P+ .., (1.18)

podemos determinar o valor a, e de b, tomando m =n — 1 em (1.17).
De fato, por (1.18)

y "V (z) = nlayz + (n — 1)!b,,
e, por outro lado, de (1.17), temos

1) = An1Bal0"(@)p(@))
! o (z)p()
An1 BT (%) o (1)

Logo,
nla,z + (n — )b, = Ap_1Bp7n1(x). (1.19)
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Derivando a igualdade acima, obtemos

!/
BnTn—lA
ap = 1 n—1
n:

B, 7’ ne 1
— #.n! H [7" + é(n +k — 1)0”1
n! Pl
n—2

1
(e

k=0
n—1

= Bn H |:7', +
k=0

e, fazendo x = 0 em (1.19), temos que

(n+k— 1)0”1 :

N =

An—anTn—l <0>

R P

Disso concluimos que

n—1
1 /
an:BnH[T'+§(n—|—k—l)a' s CLO:B(),
k=0
’ by A1 Byt (0 ! 0
b ABa®) o w® o
an, (n=1! A, 1B,7)_, Th1

1.3 A Propriedade de Ortogonalidade

Nesta se¢ao, mostraremos que as solugoes polinomiais da Equagao(1.1) satisfazem
uma propriedade de ortogonalidade.

Teorema 1.3.1. Suponha que o(x)p(x)x® = 0, para todo k > 0 e x = a, 2 =
b. Entao as solugoes polinomiais de (1.1) formam uma sequéncia de polinomios
ortogonais y,(x), em relacao a fungao peso p(x), onde p(x) satisfaz a equagao (1.9).
Além disso, sua ortogonalidade € definida por

2

/ Yo ()01 (2) () = Bl

onde d,, denota a norma do polinémio y,(z).

Demonstracao. Para n,m € IN*, sejam y,(z) e y,(x) polindmios do tipo hiper-
geométricos. As equagoes de y,(x) e y,(x) na forma auto-adjunta sdo dadas por

(0(2)p()yn (7)) + Anp(2)yn(z) = 0
(0(2)p(2) Y (€)' + Amp()ym(z) = 0.
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Se multiplicarmos a primeira equacao por ¥,, € a segunda por y, e subtrairmos
a segunda equacao da primeira temos

0 =ym(2)(0 () p(2)y, ()" + Ym (2)yn(2) Anp(z) +
= Un(@)(0 () ()Y (2))" = Yom (2)yn () Ao ().

Entao,
ym(2)(0(@) p(2) (@) )" = yu(@)(0(2) p(2) Y (2) )" = Yo (2) Y (@) p(2) [ A — An].

Integrando o resultado em (a, b) em relagdo a x, temos que

/ {ym(2)(0(2)p(2)y, (7)) —yn()(o(2)p(x)y), (2))'} d =

=/ {m(@)(0(@)p(2))5(2) + o (2)p(@)y (@) +
(@) (2)p(@)) Y (&) + o (@)p(@)yp(@)]} da
- / (o (@)p(@) (@) () + 0 (2) () )l () +
(o @)0(e))a (@)l (2) + (@)@ (@) () (2)} d
=/ {(0(@)p(@)) [, (2)n(2) — @)yl ()]
T o(2)p(@) (@) () — v (@)l ()]} d
=/{<<><>>[ () () — yn (@) (2)]

+0 () p(2) [y, (€)ym () + ¥, (2)y,, (2)+
~Yn(2) Y (2) = Y ()Y, ()] dr}

/ {(o Yon () — g (@) ()]
(@) (2)ym (&) — (@)l ()]} de

/

B / [ (0(2)p()) () ym () — yn<x>y:n<x>1} 0
- /ab{"@p(@w[ym(x),yn(x)]},.
Portanto,

[ @@t @) (@)oot s = [ | oot W | o

onde Wlu,v] = Y"|. Por outro lado,
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isto é,
[Am — An]/ Y (2)yn (@) p(a)dz = o (2) p(2)W [y (2), ya(2)];.
Se p(z) satisfaz a propriedade
o(z)p(z) 2" =0, k=0,1,2,.. (1.21)

para T = a € T = b> entao U(x)p(x)W[ym( ) yn( )] =0, pOlS W[ym( )ayn(x)]g é
uma funcao polinomial de x. Dali,

D — Al / Yo () (1) () dz = 0.

Logo, se A, # A\, entao

/ o (2 () p(2) i = 0. (1.22)

Podemos substituir a condi¢ao A, # A, por m # n, se tivermos

1
'+ §(n—|—m— 1)e" #£0. (1.23)
De fato,
Am = /\ &
nt' + in(n —1)o” =m7’ + tm(m —1)o” &
nt’ + in(n —1)o” —mr’ ém(m 1o"=0 &
(n—m)7’' 4+ 3(n(n—1)—m(m—-1))c" =0 <
(n—m)7 +3(n—m)(n+m-1)0"=0 &

(n—m)(r"+ i(n+m—1)0") =0,
isto ¢, A, # A, € equivalente a dizer que n # m se 7'+ 5(n+m —1)o” # 0.

No caso em que m = n, desde que p(x) > 0 em (a,b), temos

2

[ =,

o que conclui a demonstracao do teorema. O
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Uma forma de cumprir as condigoes de (1.21), para valores finitos de a e b, é
suficiente exigir que a fungao p(x) satisfaga a seguinte condigao de fronteira

o(a)p(a) =0 a(b)p(b) = 0.

Porém, se tivermos a um valor finito e b = 0o entao podemos substituir as
condigoes de (1.21) pelas condigoes

ola)p(a) =0 e lim 2fo(x)p(x) =0, k=0,1,2,...

De forma andloga, quando a = —oo e b for um valor finito, as condigoes (1.21)

podem ser substituidas pelas condigoes .
lim zFo(z)p(z) =0, k=0,1,2,... e a(b)p(b) =0.
T——00

Os polinomios do tipo hipergeométrico y,(x), aos quais a fungao p(z) satisfaz a
condigao (1.21), sdo conhecidos como Polinomios Ortogonais Cldssicos. Usualmente,
sao também exigidas as condigoes adicionais p(z) > 0 e o(x) > 0, para x no intervalo
(a,b).

De forma analoga a demonstracao anterior, utilizando as propriedades das deri-

vadas dos polinomios do tipo hipergeométricos, podemos concluir o seguinte.
Teorema 1.3.2. Todas as derivadas dos polinomios ortogonais cldssicos y,(lk) (x) sdo
polindmios ortogonais cldssicos com relacio a fungdo peso pp(x) = oF(x)p(z) no
intervalo (a,b), e sua ortogonalidade é dada por

b
/ y B (@) (@)pe(x)dz = Srnd, (1.24)

onde dy, € a norma do polinémio yS” ().
A norma quadrada d,:n do polinémio yék) (x) pode ser expressa em termos da

norma quadrada d. = d,, do polinémio 1, (z). Para isso, basta utilizar (1.8) para

encontrar a forma auto-adjunta para y,(lk) (). De fato, para a derivada k—ésima de

yn(z), podemos concluir que

(Pra @)y (@) + @)y (@) = 0. (1.25)

Multiplicando a equacao acima por y,(f) (x) e integrando em (a, b), temos

[ a2 @) s @yt [ gl ol i = 0

Utilizando a integragao por partes, temos
b
/
/ (pear (@) V(@) )y () de =prya (@) 0 (2) yP ()7 +

- / (Y0 (@) oy () da.
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Logo,

prera @)y @)y ()] — / W @) prsa (2)d + g / (WP (@) pr(@)dz = 0

Devido a condicao (1.21), temos que pk+1(x)y£k+1)(x)y£k) (z)|5 = 0, e, portanto,

/ (W (@))° prr (2)da = / (v ()" pr()de,

isto é,

2
2 dk—l—l,n
dkn =
Kk

Utilizando a relagao de recorréncia acima, temos que

d2 _ dfn—&—lm _ dfn—&—ln _ _ dfb—l,n _ dfm
e Hm, Hom Pm+1 Hm, <o n—2 Hm - -1 7
ou seja,
2
2 d,.,
Ay = —10 (1.26)
H M
k=m

Por outro lado,

2= [ 00w) s
= [ 6w o @t
_ / ’ (aunl)? o™ (@) p()da
= (ayn!)’ / ba"(:):)p(x)dx. (1.27)

2
mn

Desta forma, o calculo de d m=20,1,...,n — 1, pode ser simplificado e redu-
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zido ao célculo da integral fab o"(z)p(z)dz, pois

2
2 2 dnn
dn = dOn = n—1

H Mk
k=0

™)
:—(yn ( )> /aU”(:c)p(x)d:c

ﬁ#k
™)
= <—1>"—(y" A( ) | o

) (4 : .
:(—1)”14”%/@ o"(z)p(z)dz

= (—1)”AnB,2L/ o™ (z)p(z)dz. (1.28)

Dai, obtemos o valor para de dado por

2

i’ = (—1)"A, B2 / o™ (2)pl() .

E finalmente,
dz . (ann!)2 2

1.4 Polindmios Ortogonais Classicos

Nesta secao iremos dar uma caracterizacao dos polinomios ortogonais classicos.
Mostraremos que utilizando as caracteristicas dadas dos coeficientes da equagao
(1.1), podemos estabelecer uma representacao dos polinémios ortogonais cldssicos
de Jacobi, Laguerre e Hermite.

Primeiramente, note que fazendo n = 1 na Férmula de Rodrigues (1.14) e utili-
zando a equacao de Pearson, obtemos

B
p(x)

—_— 7(x)p(x)] = Bi7(z
[o(x)p(2)]" = p(x)[ (x)p(x)] = Bi7 ().

yi(x) =

Portanto, 7(z) é um polinémio de grau exatamente um, ou seja, 7(x) = Ax +
B, A # 0. Logo, temos trés opgoes para o(x). Veremos estes trés casos a seguir.

1.4.1 Caracterizacao dos Polinémio de Jacobi

Consideremos o(z) um polinémio de grau exatamente 2. Podemos supor o(z) =
(x—a)(b—x), com z € (a,b). Fazendo a mudanga de varidvel z = (a+b)/2+t(b—a)/2,



podemos reescrever o(t) = 1—t? no intervalo (—1,1). Como (o (z)p(z))’
entao

(o(@)p@)) _ r(@)pla) _ 7(x)
o(x)p(x)  o(@)p(x) olz)
Integrando a igualdade anterior, temos que
[,
I ole)ole) = [ T,

com 7(z) = Az + Beo(z) =1—-2° z € (—1,1). Dai,

T(z Az + B
In a(x)p(x):/a((x))dx:/ T dx
_/ Az + B dx_/ B-A A+B
) - +2) " ) 2(0+2)  2(1—2)
B—A/ 1 A+B/ 1
= dx + dz
2 1+2 2 1—=
B—-A A+ B
= In(l+z)— il In(1 —z)
B-A _A+B

=In(1+2z) 2 +In(l—2) = .
Por outro lado,

In o(x)p(x) =In o(z) +1In p(z) = In(1 — 2°) + In p(x).

dx

Logo,
In p(z) =In o(z)p(x) — In(1 — 2?)
= In(1+ x)BEA +1In(1 —z) T In(1 — z°)
=In(1+ ) e In(1 —x) - In(l —2z) —In(1 + 2)
=In(14+2)"7 +In(1+2)" +In(1 —2)" "% +In(1 —2)"
= In(1+ x)BgA_l +1In(1 — x)_AgB_l
—In(l+2)7z Y1—a)
e, portanto, s N
pla) = 1+z) = (1—x) 2
Fazendo
ﬁ:B—A—Q . a:—A+B+2
2 2 ’
concluimos que
A=—(a+p+2) e B=p—a.
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Desta forma,

o(r) =1-2?
T(2) = —(a+B+2)z+ 8-« (1.29)
plr)=(1—-2)*(1+2)% Ba>-1, ze(-1,1).

Note que o(—1)p(—1) =0 e o(1)p(1) = 0. Logo, a condicao de fronteira (1.21)
e a relagao de ortogonalidade estabelecidas em (1.22) e em (1.24), para o polinémio
de Jacobi e suas derivadas, sao satisfeitas em (—1,1) quando § > —1 e a« > —1, pois
xiuir% 1a(x)p(:z:) =(1—-2)"(1+2)"t=0sea+1>0e3+1>0.

Neste caso, o polindémio correspondente y,,(z) com B, = (—1)"/2"n! é chamado

de Polinémio de Jacobi3 e é denotado por P\ ().

Dai, pela Férmula de Rodrigues,

z) = P9 (z) = B o (z)p(z)]™
_ (—1)n [(1 — :z:Q)”(l _ Zl?)a(l + x)ﬁ](n)
ompl (1 _ I)a(l n :(:)3

_ D[ = a)r (4 )t
2l (I-z)*(1+x)?

Observe que

(1) [(L+ ) (1 = a)?+o]

2nn) (1+2)*(1—2x)8

(L [ 2P (L))
2mn)! (1—2)(1+x)

= (=1)"PP ) (x).

p(aﬁ)(_@ —

n

1.4.2 Caracterizacao dos Polindmio de Laguerre

Consideremos o(x) um polinémio de grau exatamente 1. Podemos supor o(z) =
r —a, com x € [a,+00). Fazendo a mudanga de varidvel x = a — At podemos
reescrever? o(t) = t no intervalo (0, 4+00) com A = —1. Isto é, o(z) =z e 7(x) =

3A constante B, neste caso foi escolhida como (—1)"/2"n!, mas em geral, elas podem ser
escolhidas arbitrariamente.

4No caso geral para 7(r) = Az + B, obterfamos, quando o(x) = = — a, p(z) = 287 1e4* logo
a condigdo de fronteira (1.21) e a relagdo de ortogonalidade estabelecidas em (1.22) e em (1.24),
para o polindmio de Laguerre e suas derivadas, sdo satisfeitas em [a,00) quando « > —1, pois
lim o(x)p(r) = lim 2'+%eA" =0sea+1>0e A <0.
T—r00 T—r00
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—z + B com z € (0,400). Dal,

T(x B—=z
In o(z)p(z) :/Uix;dx:/ " dx
B 1
:/——1d:c:B —dx—/ld:c
x T
=B lnzx—z=1Inz"% —In¢€*

=In 2% +1In e =1In(z"e™™),

Logo, In(zp(x)) = In(xPe~®) e, portanto,

p(x) =28 e,

Fazendo a = B — 1 temos que B = o + 1, assim

T(x)=a+1—x (1.30)

Note também que o(0)p(0) = 0 e lim o(z)p(z) = lim 2!t~ = 0. Logo, a
T—00 T—r 00

condigao de fronteira (1.21) e a relacao de ortogonalidade estabelecidas em (1.22) e
em (1.24), para o polinomio de Laguerre e suas derivadas, sao satisfeitas em (0, o)
se a > —1.

Neste caso, o polinémio correspondente y,(z) com B, = 1/n! é chamado de
Polinémio de Laguerre e é denotado por L' ().

Dai, pela Férmula de Rodrigues temos

z) =LY (z) = B o () p(z)]™
() = L) = 5 0" (@)p(a)
1 1 —z|(n
- mxae—f[ rate ]( )
1
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1.4.3 Caracterizacao dos Polinémio de Hermite

Consideremos o(z) um polindémio de grau exatamente 0. Podemos entao supor®
o(x) =1e7(x) = —2x. Assim,

In o(z)p(z) = / ;gi dx

= /—Zxdx = —1?

—T

=Ine

Logo,
plx)=e"" (1.31)

Observe também que lim o(z)p(z) = lim e = 0.
T—>1+00 T—>100

Neste caso, o polinomio correspondente y,(x) com B, = (—1)" é chamado de
Polinémio de Hermite e é denotado por H,(z).
Dai, pela Férmula de Rodrigues, temos

1.4.4 Casos particulares dos Polinomios de Jacobi

Existem alguns casos especiais para os polinomios de Jacobi, quando tomamos
valores especificos para a e 3, que veremos a seguir.

Polinémios de Legendre

Os polinomios de Legendre sao um caso particular dos polinomios de Jacobi
quando tomamos o = # = 0. Denotamos estes polinémios por P,(z). Logo, pela

®No caso geral para 7(z) = Az + B, obterfamos, quando o(z) = a, a € R, p(z) = ez 7o,
logo a condicdo de fronteira (1.21) e a relagdo de ortogonalidade estabelecidas em (1.22) e em
(1.24), para o polindmio de Hermite e suas derivadas, serdo satisfeitas em (—o0,00) para B =0 e

12 x ~
a =1, pois lim o(x)p(z) = lim T T =0 se, quando a > 0 entdo A < 0 e B € R e quando
T—00 T—+00

a < 0 entao serd satisfeito se A >0e B € R.
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Formula de Rodrigues, concluimos que eles sao da forma

(-1)" [(1 = 2)(1 + 2]
2rn! (1 —2)%(1 4 )0

= O — a1 42

Py(r) =

9]

= C0N - o)+ )
—1)" 2\n1(n

= E0 - ey

Polinémios de Chebyshev de Primeira e Segunda Espécies

Os polinomios de Chebyshev de Primeira e Segunda Espécie sao um caso parti-
cular dos polinomios de Jacobi. Estes polinomios sao dados, respectivamente, por

T () sen((n+ 1))

To(z) = cos(ny),  Un(z) n+1  sen(y)

quando tomado a = 8 = —% ea=pf = %, onde ¢ = arccos(z). Eles também
podem ser expressos da seguinte forma

L) = P ) v = I R

(), "

onde (a), =ala+1)...(a+n—1) =

I'(a+n)
I'(a)

, onde T'(z) a Fungao-Gama.

Polinémios de Gegenbauer

Os polinomios de Gegenbauer, também conhecidos como polinomios ultraesféricos,
sao um caso particular dos polinomios de Jacobi quando tomamos os coeficientes da
formaa=05=X\— %, com A\ > % Denotamos estes polinémios por P,S’\)(:L"). Logo,
pela Férmula de Rodrigues concluimos que eles sao da forma

PO ()= pObr=b _ (C" [ = 2)A 31 4 )]
n n onpl (1— SII)’\_%(l N x))‘_%
(—1)" [(1 — a2)N 3]
ol (1— x2)>‘—%

Outra forma de expressarmos os polinomios de Gegenbauer é a seguinte

P (@) = o P ),
I'(a+n)
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1.5 Propriedades Gerais dos Polinémios
Ortogonais

Podemos utilizar a ortogonalidade dos polinomios de Jacobi, Laguerre e Hermite
para estabelecermos algumas propriedades sobre estes polinomios.

A seguir, veremos algumas propriedades gerais dos polindémios p,(z) que sao
ortogonais no intervalo (a,b), com relagao a fungao peso p(x). Como os polinomios
ortogonais px(z), k = 0,1,...,n, formam uma base para o espaco de polinémios
de grau até n, entao todo polinomio de grau n pode ser representado como uma
combinagao linear dos polinémios px(z), ou seja,

gn(z) = chnpk(ic)- (1.32)

Para determinar os coeficientes c,, vamos proceder da seguinte forma. Multipli-
cando a equacao (1.32) pela funcao p;(z)p(z) e integrando sobre (a,b) temos

n

| s @pis =[5 copplalpy(e)pta)da

k=0

- ch"/ pe(2)p;(z)p(x)d.

Utilizando a propriedade de ortogonalidade

/bpm(x)pn(x)p(x)dx =0, m #n, (1.33)
temos que '
[ @ @pter =o
se k4 . -
Logo,

b

b
| @i @pis = e [ o).
Concluindo assim que

Con = 3% 4n(@)pr(2) pl) e, (1.34)

onde

dﬁzl%ﬁmmmm.

Para facilitar o calculo da ortogonalidade de um polinomio, podemos utilizar
uma relagao equivalente a (1.33).
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Proposicao 1.5.1. A relagao de ortogonalidade (1.33) € equivalente a seguinte
relagao
b
/ 2™ (x)pn(z)p(x)der =0, m < n. (1.35)

Demonstragao. De fato, suponha que a relacao (1.33) seja verdadeira, isto é, que
fab P (2)pn(z)p(x)dr = 0 se m # n. De (1.32) temos que

Tm(2) = Z ClomPr ().

Se m < n, temos

[ e @@ = 3 o @ple)ds

chm/ Pr(x)pn(x)p(x)dz = 0,

k=0

pois, k # n, ja que k < m < n.
De forma andloga, se a relagao (1.35) for verdadeira, ou seja, que a integral
ff " (x)pn(x)p(x)dx = 0, se m < n. Entao, como p,, = a,,z™ + ... + ao temos que

k=0
m b
=Y [ dpa(opla)in =0,
k=0 @
pois, k < n.
Segue da relagao (1.35) que p,(z) é ortogonal a todo polinémio cujo grau é menor
que n. O

Proposicao 1.5.2. O intervalo (a,b) e a fungio peso p(x) determinam os po-
lindmios p,(x) que satisfazem a propriedade de ortogonalidade, a menos de um fator
normalizador.

Demonstrag¢ao. Suponha que existam dois polindémios p,(z) e p,(x), de mesmo grau
satisfazendo (1.35). De (1.32) temos que

ﬁn(x> = Z Cj”pj(x>'

Da relagao (1.34) temos que
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%Z%/mmmmmm

— diz/ chnpj(x)pk(x)p(x)dx

:%;%ﬂm@mmmm

Logo, utilizando a propriedade (1.35), podemos concluir que ¢, = 0, se k < n,
e, portanto,

ﬁn(x) = Cnnpn(x)a
ou seja, p,(z) e p,(x) s@o proporcionais. O

Existem casos em que os polinémios p, (x) sdo ortogonais com relagao uma funcao
peso p(x) par em um intervalo simétrico da forma (—a, a). Neste caso, os polinémios
pn(T) € pp(—x) satisfazem a mesma relagao de ortogonalidade. E mais, p,(—z) =
(=1)"py(x), isto é, pp(x) é simétrico no intervalo (—a,a). Logo, se xy é raiz de
pn(z) entdo —xp também serd e, consequentemente, se n for impar entao temos que
Tap1 = 0.

Em outras palavras, temos que poy,(2) = s,(2%) e pory1(z) = xtp(2?), onde si(x)
e ti(x) sdo polinomios de grau k em z. Dai, para m # n, temos

0= /a Pon(T)pom () p(x)dz

—a

— [ s ptais

=2 /Oa 5 (%) 8 (22 p(x)dx.

Fazendo a mudanca de varidvel 22 = £, temos = /€ e do = ﬁgdf. Quando
r=a,&=a?equando x = 0,& = 0. Portanto,

“2 p(VE) .
| si@smoFas =0

Desta forma, segue que os polindémios s,(z) = pa,(y/x) s@o ortogonais com
relacdo a funcdo peso pi(x) = p(—\/@ em (0,a*). De forma andloga, para os po-
linémios t,(x) = %ﬁm e m # n, temos

o:/ﬂmH@WMH@m@Mx

—a

/a ot (22t , (%) p(x)d

—a

2 /Oa 2t (2t (2?) p(z)dz.
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Fazendo a mudanca de varidvel 22 = £, temos z = /€ e do = ﬁgdf. Quando
xr = a, entdo & = a? e quando x = 0, entao & = 0. Segue que,

0=2 /Oa 2t ()t (2°) p(x)dx
(12 1

- / € (O €0V e
- / %m(@tn@)pw&)da

_ / V(€)1 (€)p(V/E) .

0

Portanto,
a2
| e Venvere —o.
0
ou seja, os polinomios ¢, (z) = pz”%ﬁ,‘ﬁ) sao ortogonais com relacao a funcao peso

p2(x) = V/xp(V/x) em (0,a?).

1.5.1 Relacao de Recorréncia de Trés Termos - RRTT
Outro fato importante em relagdo aos polinomios ortogonais é o seguinte:

Proposicao 1.5.3. Os polinomios ortogonais satisfazem uma relagcao de recorréncia
de trés termos

p-1(z) =0, po(r) =1,
xpn(x) = QpPn41 (x> + 6npn<x) + f}/npn—l(x% (136>

onde o, B, € YV, sao constantes.

Demonstracao. Temos que zp,(z) é um polinomio de grau n + 1, logo podemos

escrever
n+1

xpn(z) = chnpk(l“)a (1.37)

Ckn = diz/ xpn () pr(z) p(z)dz. (1.38)

Pela propriedade de ortogonalidade para p, (), os coeficientes ¢, sdo nao nulos
quando k + 1 > n, ji que zpi(z) tem grau k + 1. Assim, temos que ¢, # 0, se
k>n—1,isto é, quando k=n—1, k=ne k=n+ 1. Logo,

J:pn(fli) = Cn—l,npn—1<x> + Cnnpn(x> + Cn+1,npn+1<x>-

Fazendo, na equagao acima, Cpi11n = Qpn, Con = By € Cho1n = Tn, Obtemos o
resultado. O
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Podemos expressar os coeficientes «v,, 8, € 7, em termos da norma quadrada dz
e dos coeficientes a,, e b, de p,(x) = a,2" + b, 2" ' + ... + a1z + ag. De fato, de
(1.38) temos

Crnds, :/ xpn(z)pr(z)p(2)dz :/ 2P (2)pp (2)p(x)dx = cprd>.

Temos também que ,—1 = Cpp-1 € Vo = Cp—1,n. Assim, tomando k =n — 1,
obtemos
2 2
Cn—l,ndn_l = Cn,n—ldna

fazendo as substituicoes necessarias concluimos que

2
. an—ldn
fYn - d2
n—1

Vamos agora comparar os coeficientes do lado direito e esquerdo de (1.37). Temos
que p,(x) = a,z™ + ba" ' + ... Logo,

pn (1) = apz™ ™ + b 4

Por outro lado, se p,y1(2) = app12™ + by12™ + ..., entao

n+1
> Cenpi(®) = Cng1nPni1 (%) + Cunpn(T) + ... + Conpo(z)
k=0

= anPn+1(2) + Bupn (@) + .. + conpo(x)
= (A1 2" F by 2" + )+ Bulanz™ 4+ bzt 4 ) 4 conag
= Upln 12"+ by 2™ 4 .+ Branx™ + Bubpar™ Tt +

= Wl 17"+ (Qpbpyr + Bran)z™ + ...

Pela igualdade de polinomios concluimos que

Anlp41 = An
anbn+1 + 6nan - bn

Em resumo, concluimos que

2
Qp, o bn bn+1 o Ap—1 dn
On=—— Vo = 7
Ap41 An Ap41 an Gy

(1.39)

oy =

1.5.2 Identidade de Christoffel-Darboux

Outro resultado importante a respeito dos polinémios p,(z) é a férmula de
Christoffel-Darboux.



29

Teorema 1.5.4. (Identidade de Christoffel-Darboux) Dada uma sequéncia de
polinémios ortogonais {p,(z)}, entdo

Z": pr@)pe(y) _ 1 an puri(@)pa(y) — o (y)pa(e)
d2 d? Ant1 r—=y .
k=0 n

Demonstracao. Da relagao (1.36) temos que

x_ﬁn

A

P (z) = pal) — 3—’;%_1@).

Multiplicando esta equacao pelo polinomio p,(y) temos que

P (2)paly) = = — o ()pay) - z—"pn(y)pn_l(:v)- (1.40)
De forma andloga temos
P o) = L ()~ pulpeal). (14D

Subtraindo a equac@o (1.41) da equagao (1.40) chegamos que

Prt1(2)Pn (Y) = Prs1 (V)00 (2) = ai(x—y)pn(x)pn(y)Jr%(pn(w)pn—l(y)—pn(y)pn—l(ﬂs))-

n n

Mas substituindo, na equacao anterior, a igualdade

Po(2)pn1(y) — Pu(y)pn1(z) = (@ = y)pn—1(2)pn1(y)

n—1
Yn—1
Op—1

+

(Pn-1()Pn—2(y) = Pn-1(y)Pn—2(2)),

obtemos,

Prs(00n() =~ Pt (9Pn(0) = (0 = Ppu(@paly) + (o = Pps 20
I () @)paca(y) — Pua(9)paa(a).

Seguindo este mesmo raciocinio temos,
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Pr1(2)pn(y) = Do (Y)pn () = ain(x = Y)pa(@)pn(y) + z—zanl_l (@ = y)pnr(2)pn—(y)+
T (s (@)pcay) — Paa (0)paa(2))
= o= D) + 2 r g (@) (0)+

ot Lo )+

n V’Z (Pn—2(2)Pn-3(y) — Pn—2(y)Pn—3(x))

= e D) + 2 g (@)
N l—: 3:1 al (& = Y)Pn-2(2)pa2(y)+

I 2 gy (2)Pams(y) — Do (¥)Pa—s(2))

A Oy 1 Oy 9

1 1 ~

= a—n(x — y)pn(2)pn(y) + o 7:1 (2 — Y)Pn—1(2)Pn-1(y)+
4.+ ! 2(x —y)p1(2)p1(y)+

Qp Olp—1 651

" Lih,.,gfwl (@)po(y) — Pr(y)po(2)).

Utilizando as igualdades (1.32) para a,, e 7,, temos que

1 Yn

Pr1(2)Pn(Y) = Prr (Y)pn () = - {(w — Y)pn(2)pn(y) + -
On Tn-1 2
Qpo1 2 Qg
Yo Y1 Yo ]

et (p1(z)po(y) — P1(y)po(z))

= ! {Z—%(m — Y)pu(z)pnly) + %(lﬁ —= Y)Pn-1(2)pn-1(y) +

(T = Y)pnr(2)pn_1(y) +

n—1

+ .+

(z — y)pr(z)pr(y)+

An

- j—(z @) + j—(az - y)po@:)po(y)]

= Z—i(az - ) Z pk(xc)lgk(y).

Logo,

n

pras@n(s) = o (D) = o ) 3 P
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e, portanto,

3 pe(@)pe(y) 1 an o (£)pn(y) = P (y)pn(z)

= . 1.42
dz d? an.q T —y (1.42)

k=0
O

Uma propriedade importante em relacao aos zeros dos polinomios ortogonais ¢é
a seguinte.

Proposicao 1.5.5. Seja p,(x) uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagao
a fungao peso p(x) no intervalo (a,b). Entdo, os zeros de cada polinomio ortogonal
sao reais, distintos e estdo no intervalo (a,b).

Demonstragao. Primeiramente, vamos separar os zeros do polindémio p,(z). Sejam
21, ..., Zj OS Zeros que nao pertencem ao intervalo (a,b) e 1, ..., z,,_; 0s zeros restantes
que estao em (a, b).

Temos que p,(z)/(x — z1)...(x — 2j) = ap(x — 21)...(x — 2,—;) é um polinomio de
grau n — j. Temos também que todos os seus zeros entao em (a,b). Suponha por
absurdo que j # 0, isto é, 7 > 0. Entao pela propriedade de ortogonalidade

/ pn(l")( Pu(2) p(x) = 0.

r—2)...(r — 2))

Absurdo! Pois, esta integral nao pode se anular, ja que p2(z)/(x — z1)...(z — z;) nao
muda de sinal em (a, b). Logo j = 0, e, portanto, todos os zeros, x1, ..., z, de p,(z)
estao no intervalo (a, b), e, portanto, sao reais.

Mostremos que z1, ..., x, sao todos simples, isto é, cada um tem multiplicidade
um. Seja zj, uma raiz de p,(z), suponha, por absurdo, que x; tenha multiplicidade
maior do que 1.

Entao p,(z)/(x —x)? é um polinomio de grau n—2 e portanto, pela propriedade

de ortogonalidade
b
PnlZ
[ ) 2 o) o

x — xp)?
Absurdo! Pois, observe que esta integral ndo pode se anular, ja que o polinomio
p2(z)/(x — zx)* é sempre positivo em (a,b). Logo, todos os zeros de p,(z) sao
simples.

0
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CAPITULO 2

MONOTONICIDADE DOS ZEROS:
TEOREMAS DE MARKOV E
STIELTJES

Neste capitulo vamos falar sobre a monotonicidade dos zeros dos polinomios de
ortogonais classicos, utilizando dois teoremas classicos bastante tuteis, introduzidos
por Markov e Stieltjes.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [12] e [18] que se en-
contram nos Anexos I e II, respectivamente. As demais referéncias aqui utilizadas
foram [4, 7, 10, 11, 19, 20].

2.1 Teorema Classico de Markov
Nesta se¢ao vamos considerar os polinomios
pu(z,t) = ag + a1z + ... + a,z”,
ortogonais com relagao a funcao peso p(z,t). Note que, neste caso, os coeficientes
a; = a;(t),i =0,1,...,n, sdo fungdes de uma varidvel ¢, com ¢ € (t1,12).
O teorema introduzido por Markov em [12], a respeito da monotonicidade dos
zeros dos polinomios, ¢ feito utilizando propriedades da fungao peso p(z,t), definida

para © € (a,b) e t € (t1,t3). Como p,(z,t) é o n-ésimo polinémio ortogonal em
relacdo a fungao peso p(z,t), entdo temos que,

/l Gm (T, O)pn(z, t)p(x, t)de =0, m <mn, (2.1)

para todo polinomio ¢,,(x,t) de grau no maximo m.
Denote por x4, ..., x, os zeros de p,, que por sua vez sao todos reais, distintos e
pertencem ao intervalo (a, b), de acordo com a Proposi¢ao 1.5.5.

33
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O seguinte teorema nos indica uma forma de estudarmos a monotonicidade dos
zeros dos polindmios ortogonais. Daremos duas demonstragoes deste teorema.

Teorema 2.1.1. (Teorema de Markov) Suponha que p(x,t) tenha derivadas par-
ciais de primeira ordem, em relagdo a t, continuas para todo x € (a,b) et € (t1,1s).
Se, para t; <t <ty a funcao
1 9Jp(x,t)
plz,t) Ot

cresce (resp. decresce) quando x cresce em (a,b), entdao os zeros x1(t), ..., x,(t), de
pn crescem (resp. decrescem) quando t cresce em (ti,t3).

2.1.1 Primeira prova do Teorema de Markov

Esta é a prova original dada por Markov, com mais alguns detalhes e utilizando
notagoes modernas. A prova original feita por Markov [12] encontra-se no Anexo
I, deste trabalho. A prova baseia-se no Teorema da Fungao Implicita (ver em [11],
Cap. 4), aplicado a scguinte transformacao f = (fy,..., fn) : R"™ — R™ onde

S, s Yno t) = paly, t), 1 <k <n.
Sejam w1, ..., T, os zeros de p,(x,ty). Como

fr(x1, oy p, to) = pu(ap, ) =0, 1<k <n, (2.2)
entao se :
det ﬁ(xl, ey Ty To) £ 0,
dy; kj=1,..n

podemos obter y; = z;(t) satisfazendo fi(z1, ..., Zn, to) = 0 unicamente, para ¢t numa
vizinhanga I de ty. Cada y; = z;(t) é uma funcio de classe Ct, comx;(ty) = x;, e
sua derivada pode ser calculada por

CZZ 2—2—;, 1<1<n,
onde
Ay = H = det g—;;(xl(t), s T (1), 1) .
) O(f1, s fir ooy fr) |
B Bty SIS

Para encontrar os valores dos determinantes Ag e A;’s, precisamos determinar
os valores das derivadas parciais 0f;/0y;, j = 1,...,n, e Of;,/0t.
Segue entao da definicao de f; que

0, | # K,
—afk(y Yn,t) = Hé
ayj 1y -+ Yny apn
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Portanto,

=0
A0_ afk(ylv 7yn7t>7

o qual ¢ diferente de zero em uma V1z111ha11(;a do ponto (z1, ...,z to), €

_0fi T 0
Ai = at (yla"'aynat) H ayk (yla ,ynat)

ki

Assim, para encontrar as derivadas parciais 9 fy /Oy, consideremos o polinomio

i) = { L2 0. 000 — 2000~ )}

x — x(t))?

de grau n — 2.
Dai, pela relagao de ortogonalidade, obtemos

b ——(2x(t), 1) (x — 2x(t)) — pulz, 1)
/ oz, t)p(x, t)dr = 0.

(x — x(t))?
Portanto,

Ofk
Y

et 8) = T2 a0, )

_ {/b %p(:g,mx} < {/abxpi(—i;z)p(x,t)dx}_ L @23)

Observe que a expressao na ultima chave é diferente de zero.
Derivando a formula (2.1) em relagao a t, obtemos

/‘ an(l‘, t)p(l‘, t)dl‘ + / Qm(‘% t)wp(ﬂf, t)dl‘+

/. ot
b Ip(x,t
+/ Gm(x, t)py (2, t) p(;;’ >dx:().

Oqm(z,1) ,
Ot

Note que é um polinomio de grau m — 1 que é menor que n, portanto,

pela propriedade de ortogonalidade, temos que

b
/ an(x, t)p(z,t)dx = 0.

Logo,

/ qm(x,t)wmx,t)dx—{—/ qm(x,t)pn(x,t)de =0. (2.4)
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Tome
Pn(,1)

Qm(x> = T — s

onde z; = z;(t) ¢ um zero de p,(x), com ¢ = 1,...,n. Substituindo ¢,,(z) em (2.4),
segue que

/b pn(l‘,t) 8pn(x>t)p('r t)d:l: + /b pi(x,t) ap(l‘,t) dr = 0. (25)

T — ot r—x; Ot

Agora, tome

qm(x)—< 5 o PR ay(v—x;) + ... +a,(z" —a7) z—z;
no qual é um polinéomio de grau n — 1. Desta forma a equacdo (2.1) se torna
b
0:/ Gm (2, )Py (z, 1) p(2, t)dx
’ Opn(x,t)  Opu(wit)\ pulw,?)
_/a < ot ot ) T — x; pla. t)de
b b
o pn(ZL",t) apn(l‘,t) _/ pn(x>t) apn(xi’t)
—/a 2 o p(x, t)dx i T dx. (2.6)
Subtraindo (2.6) de (2.5) obtém-se
Opn(zist) [P pu(z,t) /b p2(x,t) Op(x,t)
t)d - dz = 0.
ot /a x_xip(x,):):—l— . T—x; Ot *
Segue que
iy
Opn (24, 1) . T—x; Ot
— (2.7)
ot " pa(,t)
/ 2 o(w, t)dx
a T — &
Agora,
. b b
Ones) [0 o g [P0
aSII a T — xz a 'r - xl
’ apn(xzv ) 1 (SII,t)
/a ( T ( $z)2> pn(x, t)p(z, t)dx =0
n iut 1 n ,t ,
A dltima expressao se anula, pois Opn(23, ) _ 2 (z,2) é um po-
or  zv—z; (v—ux;)?

Taw )

linomio de grau n — 2, visto que z; ¢ um zero de — pa(z,t), com
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multiplicidade 2. Assim, obtém-se

AGUE
Opp (i, t) / (x_m?p(a:,t)da:
Or [P pa(a,t) : (2.8)
/ T et

Pelo Teorema da Func¢ao Implicita temos que

dt — Opu(xit)’ (29)
8:1:1»

Substituindo (2.7) e (2.8) em (2.9) obtém-se

b, 2
. /pn(x,t) 8,0(8?15)@
= Ja T L 1<i<n. (2.10)

dt - b 2 t )
/ (2, )2p(x’t>dx

(x — ;)

Tem-se também que

/” Pul@, 1) Op(x,t) :/” Pal@, 1) Op(,t) ,  Op(wist) /” Pal@ 1) p(z,t)

r—x; Ot r—x; Ot ot x—x; plxg,t)
_ / "pa@t) Op(e,t)  pa(w,t) Oplrit) plat) o
W T—x; Ot T — T ot p(xy,t)
b, 2
_/a T — ( ot ot p(xy,t) de. (2.11)

Assim, substituindo (2.11) em (2.10) segue que

" / " p (@, ) (c'h)(x,t) _ Oplai,t) plz, 1) ) .

dri _ T — ot ot p(x;,t)
dt " p(a,t
/ ﬁp(z,t)d:c

/bpg(x,t)< (1 op(x,t) 1 ap(x“t)>p(m)dx
a P .

T — x,t) Ot p(x;t) Ot

/b —pi(:c,t) p(x, t)dx

(x — x;)?

Note que o sinal de T depende apenas do numerador do lado direito, pois a

integral do denominador é sempre positiva.
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Analisemos a seguinte expressao

b, 1 1 0Op(z,t) 1 Jdp(x;,t)
/a p"(x’t):c—xi (p(m,t) ot plx,t) ot )p(x,t)dx.

Como p?(z,t) é sempre positivo, entao o sinal da integral acima é verificado
através da funcao

r—I;

x,t) Ot p(x;,t) Ot

Note que esta fungao é positiva (resp. negativa) se

| (p(l Ap(a, t) | 8p(xi,t)).

1 9Jp(x,t)
plz,t) Ot
for uma fungao crescente (resp. decrescente) de z.
1 Op(z,t) . _
De fato, sem perda de generalidade, suponha que @) pE?t ) seja uma func¢ao
p(z,

crescente de z e x < z;. Dal, temos que
1 Oplx,t) 1 Op(zit)
plx,t) Ot plzit) Ot
Como z — x; < 0, entao

1 < 1 Op(z,t) 1 (‘)p(xi,t)>>0

v —x; \plz,t) ot  plei,t) Ot

o : : dx; :
Isso implica que o numerador analisado é positivo e, portanto — é positivo.

Logo os zeros x;(t) sao fungoes crescentes de t.

1 Op(x,t
De forma anéloga prova-se que o numerador é negativo quando Pz, t)
plz,t) Ot
. ~ Ty . -
¢ uma funcao decrescente de x e, portanto, — ¢é negativo. Logo os zeros sao

dt

decrescentes.

2.1.2 Segunda prova do Teorema de Markov

A demonstracao do Teorema 2.1.1 a seguir, foi fornecida por Szegdé em [20] e
baseia-se na Férmula de Quadratura de Gauss.
A Quadratura de Gauss

| a@lpt e = Y\ Bale) .12

¢ valida para todo polinomio ¢ de grau até 2n — 1, onde

] pa(,t) - Dda 1
wo = [ Wl (@ — )’ o Ddr >0 d= 1,
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sao chamados de pesos ou ntimeros de Christofel'. Os ntimeros de Christofel \; =
A;(t) sao funcoes de t com derivadas continuas.
Derivando (2.12) em relagao a t, obtemos?

[ a2 - (Z Aj<t>q<a:j>>

:Z;Axo«%y+zg&@fﬁgﬂf@> (2.13)

Agora, fazendo a substituicao

o) = pa(,t)

Y

para j # i, temos que® ¢'(z;) =0 e ¢'(z;) = (p,(z:,t))?, entdo

/ Q(x)%dx =

b2
P ) Oplrt)
r—x; Ot

> 20t

Mm\

1

=Xi() (0 (3, £)) 2/ (1),

e, portanto,

1Seja py,(z H , entao xn——xz = H(x —x;) e pl(xi) H — x;). Considerando

Jj=1 Jj=1 J=1

J#i J#i

o P2 (x) . L,
o polinémio ¢(x) = (”—)2 de grau 2n — 2, temos ¢(z;) =0, j =1,...,n,j # i. Pela férmula de
r — T
quadratura de Gaus para o polinémio ¢(z) temos / p"( ) ———p(z,t)dx = Z)\ p” xj) =
(@ — 27 7 — 1:)?

Ai(t)(py, ())*. Logo, Ai(t) = /pi(x)/(p;(:ri)(fr —x:))?p(a, t)dw > 0.

b
O0p(x,t

2Neste caso, assume-se que / x’ %d

a

todo ¢ em todo subintervalo compacto de (t1,t2), sendo ent@o possivel derivar o lado esquerdo de
(2.12) termo a termo.

x,7 =0,1,...,2n — 1, converge uniformemente para

t n 7t - ~ .
3Como q(x) = ]M = pn(x,t)m = pu(z,t) H(x — x;), entdo derivando ¢(z) temos

T —x; T —x; .
Jj=1
J#i
n n n n
que ¢'(z) = pj(z,t) [ [ (@ — 2;) + pulz,t) D [] (@ —2;), logo ¢'(z:) = p)y (i, t) [ [ (@i — 25) =
j=1 k=1 j=1 j=1
i ik J#i
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" Pl t) Op(a.t)
dx; _ /a r—x; Ot _ (2.14)
dt Ai() (P, (, 1))

Por outro lado,

/b pa(z,t) Op(x,t) /b pal@,t) Op(a,t) p(x, ) /b pa(@,t) Oplai,t) p(a,t)
dr = dz — dz
w T—x; Ot o T—x; Ot p(x,t) o T—x; Ot plxy,t)
b2 2
_ [P pa(,t) pla,t) Op(x,t) 1 pp(a,t) Op(wi,t)
_/a r—x; plx,t) Ot plx;t) o —x; Ot pla, t)da

_ /*’pi(x,t) 1 dplx,t) 1 Oplwit)
Jo r—a \p(z,t) Ot p(z;,t) Ot

) p(z, t)dz,

O estudo da funcgao

1 1 dp(z,t) 1 9p(wt)

¢ o mesmo feito na demonstragao do teorema anterior.

Logo — é positiva (resp. negativa) se,

dt

1 Op(z,t)
p(z,t) Ot

for uma funcéo crescente (resp. decrescente) de z, ja que X;(t) > 0. Disto segue o
resultado.

2.2 Teorema de Markov para Intervalos Simétricos

O teorema seguinte é um caso particular do Teorema de Markov, considerando
que a fungao peso p(x,t) é par e definida num intervalo simétrico (—a, a).

Teorema 2.2.1. Suponha que p(x,t) seja uma funcao par de x, definida num in-
tervalo simétrico (—a,a), que tenha derivada de primeira ordem, com relagio a
t € (t1,t2), continua para todo x € (—a,a). Se, para t € (t1,ts), a funcao

1 Op(z,t)
p(xz,t) Ot

cresce (resp. decresce) quando x cresce, para v € (0,a), entdo os zeros positivos

r; = x4(t), i@ = 1,...,5, de py(x), dados em ordem decrescentes, crescem (Tesp.

decrescem) quando t cresce em (ty,t3).
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Demonstra¢ao. Como p(x,t) é uma funcdo par em (—a, a), entdo podemos escrever
Pom () = S (22, 1) € pos1(x) = 21, (2%, 1), onde s, € 7, s20 polindmios de grau m
em 27, com zeros Yn1(t), .oy Ynm(t) € 2p1(t), .oy Znm (), T€spectivamente.

Observe que para m # n temos

/a Pon (T, t)pom(x, t)p(x, t)dx :/a Su(2°, 1) 5 (22, 1) p(z, t)d

: /aztsm (&, t)da

,t)p
Lo

/ Poni1(x, ) pama1(z, t)p xrm 22 ar, (22, t)p(x, t)dr

[e=]

Q

2/ (22, 1), (22, ) 2% p(, t)do
:2/0 T (2, )10 (2, )V 2p(V/ 2, 1) dz

Desde que p,, seja uma sequéncia de polinomios ortogonais com relacao a funcao
peso p(x,t), entao s, e r, também sao sequéncias de polinémios ortogonais com
relagao a fungao peso pi(z,t) = p(/z,t)/x e pa(x,t) = \/xp(\/2, 1), respectivamente,
no intervalo (0, a?), para cada t € (t1,t2).

Observe que

1 op(a,t) @ Q(p(\/i,t))

pi(z,t) Ot p(v/z,t) Ot x
1 0Vt
p(Vz,t) Ot

=geo° h(l‘, t)a
1 Opa(x,t) 1
a0 VIR i (Vi)
_ 1 9Vt
p(Vz,t) ot
= goh(x,t),
onde g(x,t) = p(xl, n 8p§;’ ) e h(z,t) = (Vz,t).

Observe que para cada t a funcdo h(x,t) é crescente com relacao a varidvel

€ (0,a). Dali, se para cada t, a fungdo g(x,t) for uma funcao crescente (resp.
decrescente) de z, entao
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1 dm(t) 1 Opazt)
P1 (I‘, t) ot P2 (.CC, t) ot

serdo funcoes crescente (resp. decrescente) de x € (0, a?).

Logo, pelo teorema de Markov, os zeros de s, e 1, sao funcoes crescentes (resp.
decrescentes) de t.

Para concluir a demonstracao, observe que Za;, m+i = VYmii Sa0 08 zeros positivos
de pam € Tomt1 mrit1 = Emii sao os zeros positivos de po,, 41, com ¢ = 1, ..., n. Desta
forma, temos que os zeros positivos de p, sao fungoes crescentes (resp. decrescecnte)
de t quando g(x,t) for uma fungao crescentes (resp. decrescecnte) de z. O

No Teorema de Markov podemos considerar as extremidades do intervalo de
ortogonalidade como fungoes do parametro ¢, isto é, a = a(t) e b = b(t).

Teorema 2.2.2. Suponha que p(x,t) tem primeira derivada com relagao at continua
para todo x € (a,b) et € (t1,t2). Além disso, suponha que a = a(t) e b = b(t) sdo
fungoes de t com derivadas de primeira ordem continuas. Se a = a(t) e b = b(t)
crescem (resp. decrescem) enquanto t cresce e

1 9Jp(x,t)
p(xz,t) Ot

for uma funcdo crescente (resp. decrescente) de x em (a,b), entdo os zeros x; =
z;(t), j=1,...,n, de p, sio fungoes crescentes (resp. decrescentes) de t.

Demonstracao. A prova deste teorema é feita utilizando o mesmo raciocinio da prova
do teorema anterior. Da quadratura de Gaus podemos escrever

b(t) n
| a@e s = 3" A (0ate) (215)
a(t) j=1

onde ¢ é um polinomio de grau até 2n — 1 e \;(¢), j = 1,...,n, sdo os nimeros de
Christofel. Pela regra de Leibniz, sobre a derivacao sob o sinal da integral, derivando
a integral anterior temos que?

b(t) 9ol
[ e )00, 016) - tat)ptato). a0
= 3 X 0alay (1) + Ay () s (1) 2

J=1

b
J0p(x,t
4Neste caso, também assume-se que / ! %d

mente para todo ¢ em todo subintervalo compacto de (¢1,t2), sendo entdo possivel derivar o lado
esquerdo de (2.15) termo a termo e também poder utilizar a regra de Leibniz mencionada.

z,j7 = 0,1,...,2n — 1, converge uniforme-
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pa(z,t)

x —x;(t)’

Fazendo ¢(x) = temos que

x; o) 2 (x, -
)\i(t>(p;(xi(t)’t))26iit N / ®) :cpi(x;(?) 8p(8t ) 4o

+ 0o, 0) — 2 a0, 100
YO 2 (2, t) 1 Op(x,t) 1 Op(wit)
/a(t) r—x; (p(x,t) ot plx;,t) Ot )p(x,t)dx

P2 (0(0), 1) a0
b(t) — ()P =

pla(t), t)a'(t),

logo,

. b(t) .2 '
dz; _ 1 / P (z,t) 1 9p(x,t) 1 Op(w,t) o, )
dt X)) (xi(0),8))* Jay ©— 3 \pla,t) Ot plzi,t) Ot

@0 -2~ NOUL D a0 - 2O

p(b(@), V' () py(b(t), ) pla(t), t)a'(t)  pua(t),t)
t
O estudo do sinal da integral é feita de forma andloga ao estudo feito na de-
monstracao anterior, j& os demais termos somados serao positivos (resp. negativos)
se d/(t) e b/'(t) forem ambos positivos (resp. negativos).
O

No Teorema (2.2.2) a hipétese que a fungao peso depende do parametro ¢ pode
ser retirada, isto é, pode ser substituida pela hipétese de que a funcao peso dependa
apenas de z, ou seja, p = p(x).

Corolario 2.2.3. Suponha que p(x) seja uma fungao peso definida no intervalo
(a,b). Além disso, suponha que a = a(t) e b = b(t) sao fungoes de t com derivadas
de primeira ordem continuas. Se a = a(t) e b = b(t) crescem (resp. decrescem)
enquanto t cresce entao os zeros x; = x;(t), i = 1, ...,n, de p, sdo funcgdes crescentes
(resp. decrescentes) de t € (t1,t3).

Demonstracao. Note que se p(x) nao depender de ¢, entao a equagao (2.16) se reduz
a

de; _ p(OV () pa(b(t),t) pla®)a'(t)  pila(t).t)
dt— Xi(@)(pr,(xi(t), )2 b(t) — z:(t) — Ai(E)(p, (wi(t), £))? wi(t) — alt)
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2.3 Teorema Classico de Stieltjes

Primeiramente, estudaremos algumas propriedades da seguinte equagao diferen-
cial de segunda ordem

y'(@) + P(x)y'(2) + Qx)y(x) =0, (2.17)

onde P e () sao fungoes cujas singularidades nao coincidem com os zeros de .
Suponha que y(z) seja um polindmio monico de grau n, isto é,

y(x) = 2" + ... + a1 + ay,

e &1, ..., T, 0s zeros deste polinomio. Entao podemos escrever
n
y(x) = (z — x1)...(x — x,) Hm—xk
k=1
Observe que podemos reescrever

y(z) = (z — Hx—xk (z — z;)y;(2),
k=1
k#j
onde y;(x) = H(ZL" — ).
k=1
k#j
Daf, temos que y'(z) = y;(2) + (z —z;)yj(z) e y'(x) = 2y;(z) + (z — z;)y] (2).
Desta forma, fazendo z = x; temos
y'(z;) = y;(z;)
y"(x;) = 2y;(x;).
Logo,
Yy () _ y;(z;)
2y'(z;)  ylz))

Substituindo x = x; em (2.17) temos

0=y"(x;) + P(x;)y (z;) + Q(z))y(x;) = y"(x;) + P(x;)y'(x;),

logo y"(z;) = —P(z;)y'(x;) e portanto

—%P(%‘) = =

Por outro lado, y;(x H T — Tp).

k=1
k#j
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Logo
n n n—1
yi(r) = H(x — ) + H(x — ) + ...+ H(:U — Tp)
k=2 k=1 k=1
k#£j k;é2 k#£j
k#j
Segue que
y(z;) 1 1 I z": 1
Yi\Z; _l'—l'l r — T2 l'—llfn_kzlllf—llﬁ'k
k]
Portanto,

1 - 1
——P(x;) = . 2.1
P =20 (2.18)
k#j

Teorema 2.3.1. (Teorema de Stieltjes) Seja y(x,t) uma solucao polinomial da
sequinte equacao diferencial

y" + Pz, t)y + Q(x,t)y = 0.

Suponha que P(x,t) seja uma fungao decrescente de x para cada t. Suponha também
que P(x,t) seja uma fungao diferencidvel e decrescente (resp. crescente) de t para
cada x. Entdo os zeros de y(x,t) decrescem (resp. crescem) quando t cresce.

Demonstracao. (Prova de Stieltjes) Note que ndo ha nenhuma hipdtese imposta
sobre ). Supondo que P e @ definidos em (2.17) dependem de ¢, entdo podemos
considerar

y'(@) + P, )y () + Qz, t)y(x) = 0, (2.19)

onde y = y(x,t) e sejam zy, = x4(t), k = 1,2, ...,n os zeros de y.
De (2.18) podemos escrever

1 = 1
——P l"t = _— .:]_’...’n’ 220
k]

Derivando a equacao anterior com relacao ¢ temos

_10P(z;,t) 1 (OP(zy,t) dx; N OP(x;,t)dt dx;
2 ot 2

1 1
G Ip (e ) .
oz;  dt ot dt) o fales ) = 5 hal ),

0 < r 1 dz;  dzy
at;xj—xk__z_:(xj—xk)Q(dt a dt>’
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Portanto,

OV SO EL 221

onde

= —Z Plx], +Z > 0,

k#]

pois P(z,t) é fungao decrescente de = para cada t e, para k # j

1

R RN

< 0.

Considere a matriz A cujas entradas sao {a;;}, isto é, A = [a;]. Temos que os

elementos da diagonal principal de A sao todos positivos e os elementos fora dela
sao todos negativos. Defina o seguinte sistema

AX =B, (2.22)
dzq dz, r 1 r
onde X=|— .. —| eB= —-| P(x,t) ... Py(xp,t
o 5| o) o Pt
Observe que A é definida positiva®, logo A™! existe. Dai, do sistema acima,
temos que
X =AB, (2.23)
onde A™! = [ux].
Queremos mostrar que
°A ¢ estritamente diagonalmente dominante, isto é, |a;;| > Z lajkl, 5 =1,...,n. De fato,
7
1 n n .
|aj;| = aj; = (2,1 +Z e **§P1(Ij7t)+2|ajk|>Z|ij|7J:17---7n
k#a

k=1 k=1
k#j k#j
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OP(xj,t) _dx;
se 0—; = Py(xj,t) <0, entdo d_t] <0
e
Pz :
se W = Py(xj,t) > 0, entao % > 0.

Do sistema (2.23) temos que

dl‘j 1i .
_— = = ujkPg(xk,t), ] = 1, NI
dt 2 —

Assim, basta mostrar que A~! tem apenas elementos positivos.
Em [20], na segao 6.22, Szegd mostra que esta matriz A pode ser decomposta
na forma A = E — L, onde E é uma matriz cujos elementos sao nao-negativos e
LLT = I. E mais, Szegé mostra também que sua inversa pode ser escrita da seguinte
forma:
AY'=FE+ L+ L*+ L3+ ..,

onde os cocficientes de ' + L sao todos elementos positivos. Ou seja, neste caso

temos que A~! de fato possui apenas elementos positivos. Disso segue o resultado.
O

2.4 Teorema de Stieltjes para Intervalos Simétricos

O seguinte teorema é um caso particular do teorema anterior, considerando que
y(x,t) esteja definido num intervalo simétrico (—a, a).

Teorema 2.4.1. Seja y(x,t) uma solug¢ao polinomial da equagao (2.19). Suponha
que y(x,t) seja par no intervalo simétrico (—a,a) e que P(x,t) seja uma funcgao
decrescente de x para cada t. Suponha também que P(x,t) seja uma fungao dife-
rencidvel e decrescente (resp. crescente) de t para cada x. Entdo os zeros positivos
de y(x,t) decrescem (resp. crescem) quando t cresce.

Demonstracao. Sejam x4, ..., x, as raizes do polinéomio p, no intervalo simétrico
(—a,a). Vamos dividir a demonstragdo em dois casos, quando n é um nimero par
e quando n é um nimero impar.

Primeiramente, suponha que n seja par, isto é, n = 2m. Neste caso, temos
Ty = —Tom ki1, Para k = 1,...,2m. Observe que P(x,t) satisfaz as condig¢des do
teorema anterior. Dai, de (2.21), para 1 < j < m, temos que

n 2m
ZP(rit) = il E Tk
9 2(l'j, ) £ a’jk‘ dt £ a’]k dt
dxq - dz,, n AT, 11 - dTom
=a1— +...tam— +@Gimi1——— + ... + Qo ——,
"t mege U g ST
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onde
2m 1
a;; = —=P(x;,t)+ ,
73 1( J ) kz:;(x]_xk)Q
k#j
1 iy
a. = & s = — 3 .
jk kj (l'j _ l'k)Q J
Como 1 = —Zom ..., Ty = —Tppy1, tEMOS
dry,  dr ATy dry
d — dt’ 7 dt dt’
e, portanto, para 1 < 7 < m, temos
1 2m dx " dx 2m dx
k k k
pllant) =2 anTgr =D antgr + D Ty
k=1 k=1 k=m+1
- dzy, = AT om—k+1
= Z ajkﬁ + Z aj,2m—k+1T
k=1 k=1
= Z ajkﬁ — Z aj,Qm—k—HE
k=1 k=1
" d;vk
= Z (ajk - aj,2m—k+1) E
k=1
Defina
- 1 n 1 1 1
Al = Qi1 — Ajom = — = — ,
S (xj—x1)? (25— 22m)? (z; — 1) (2 +21)?
- 1 4 1 1 1
J2 2 52 ! (.’,Cj — 5112)2 (.’,Cj — $2m_1)2 (.Ij - x2>2 (.Ij -+ $2>2
1 o 1 1
JJ 73 J2m—j+1 2 1 (25, 1) ; (2, —7)2 (%) — Tom_ji1)?
k#j
- 1 n 1 1 1
Aim = Gimn — Qi1 = — = —
J 7 giml (j —xm)? () — Tpyr)? (Tj —2m)? (75 + 1)?
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Observe que

7 1P( t)+§: ! 1
7J 2 1550 — (I] .Ik)z (SC Tom ]+1)
k#j
m 1
= ——Pi(z;,t) + 7 T
1( J ) kz ( _ xk k;—l—l T — xk (Slij - $2m7]+1>
k#j
=—Px ,U) + +
1 (5, ¢) ; (z; — p) ; (z; + 1) (x; + ;)
k#j
= Pi(x;,t)+
(5, ) ; (zj — =) k=1 (zj + xx) (zj + ) (z; + ;)
k;ﬁj k#j
= — P
1 (x5, t +Z i — 1) (x; + ) 217
k;ﬁj k#j
1 1
= —EPl(:Cj,t)—i-Rj—i-Sj—FQ_xza

onde
S S R D
= (@ — @)’ — (xj+ xp)?
k] s
Dai,
T ~ d;vk
Py(xj,t) = Zajkﬁ, 1<j5<m,
k=1
onde
1 1
gL — - ) k
gk (x; +2)? (2 — )2 7
e

~ 1
aj; = —§P1(Ij,t> —+ Rj + Sj + 2_1152

J

Agora, de (2.21), para m + 1 < j < 2m, temos também que
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Ble; 1) Zaﬂ’“ dt Zaﬂ’“ a Z 'y dt

_m+
dTom k41
Za]k it —i—Zaﬂm o
k=1 k=1
= a. v Qi o TR
Z L Z J2m—k+1 g
k=1 k=1
— S dl’k
_Z(ajk A5 2m— k+1) dt
k=1
Logo,
1 = d.’lﬁk
_P ,I‘t = a i 9 7 1< .<m’
2 2(25, ) ;(J’f j2m—kt1) 5 i RS
e
:1:], Z Ajk — Gj2m— k1) = a m+1<7<2m.
k=1
Como

A = Qjk — Qjom—tkt1, 1 <7< m,

entao, fazendo o mesmo para m + 1 < j < 2m, temos que
Ak, = Ajk — Gjam—kt+1, M+ 1 <7< 2m.
Mas observe que, para 1 < j < m,

A2m+1—j,k = A2m+1—j.k — A2m+1—j,2m—k+1

1 1
B (332m+1—j - Jfk)Q (332m+1—j - $2m+1—k)2

B 1 1

(—zj —a)® (=5 +ap)?
B 1 1

(zj +a)? (25— xp)?
— _djk-

Portanto, aj;, = —a2m—j+1,6, com 1 < j < m. Por outro lado, observe que

Py(xj,t) = Po(—2om—ji1,t) = —Po(Tom—jr1,t), 1 <j<m,
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pois P, é linear. Desta forma,

dt 2
k=1 k=1
1 i d!lfk
& —P. t a1 ——
5 5 (21,1) : A1k i
Ou seja,
T dx 1 o dx
Py(zj,t) = Z%kd—; = §P2($2m—j+1,t) = Za2m—]+1,kd_tkv l<j<m
k=1 k=1

Logo, o sistema de 2m equagoes se reduz a um sistema de m equagoes, ja que as
m primeiras equacoes sao equivalentes as m ultimas, quando estamos trabalhando
com um intervalo simétrico.

Assim, para A = [a,;], obtemos o seguinte sistema

X = A'B,

onde X = dry dx—mTeB—lP(x t) ... Bz t)T
= i —2 2\41, cee £ 200m,

Aplicando o mesmo resultado utilizado no teorema anterior, temos que a matriz
A~! tem apenas elementos positivos.

Vejamos agora o caso em que temos um numero impar de raizes xy, ..., T,, ou
seja, quando n = 2m + 1, no intervalo simétrico (—a,a). Neste caso, obviamente
Tmt1 = 0, e as demais raizes satisfazem x; = —x9p40—;. Dal, para 1 < 57 < m,
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temos que
m 2m+1
dzy, AT i1 dxy,
Py(xj,t) Zajk 7 Jmtl Z ik g
k=1 k=m-+2
m dl’k 2m+1 d!lfk
= Z%kg + D 0t
k=1 k=m+2
= dxy, ATom 42—k
ZZ Ajk— 7t +Za]2m+2 LT
k=1 k=1
= Z ajk% - Z aj,2m+2—k%
k=1 k=1
= dl’k
= Z (a]k A 2m4-2— k) dt
k=1
dxq d:):- dz,,
= (ajl CLJ 2m+1) dt + ...+ (CL]] CLJ 2m— ]+2) dt e+ (ajm — aj7m+2) W

Assim, de forma analoga ao caso anterior, podemos definir a;; = a;i — @j2m—k+2,
com 1 <7 <m.
Observe também que

1 1
" ’ = (zj — ) (¥ — Tam—j+2)
K
m 2m+1
1 1 1 1
= —5Pi(z;,0) + + =+
’ kz:; (xj —x)?  af k;rw( i~ ok)? (% — Tamjta)
k#j
= 1 = 1 1 1
= Pl(.’li ,t) + + 5
’ kZ:; (xj — x)? kz:; (xj +a)? 2} (zj+2)
k#j
= 1 = 1 1 1 1
e P :L' s —.I— J—
1z 1) z_; (z; — @) (z; + z1) (z; + ;) 33]2 (z; + ;)
¥ kg
@ 1 3
- _ p 2
1(2,t) + Z ) (2; +ax)? | 222
k;éj k#j
1 3
= —§P1(.’,Cj,t> —+ Rj + Sj + ﬁ,

onde

m m 1
R] 2 — Slik Sj a Z (Slij + Sl:k>2'
k#j

Eak
syl
S
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Portanto,
" - dSIIk
PQ('r]?t> :Za]k dt
k=1
com . .
aip, = — k
A o R o A
¢ 3
ajj Pi(xj,t)+ R; +5; +2:z:

J

Consequentemente, utilizando o mesmo raciocinio anterior, para m+2 < j < 2m,
de (2.21) temos que

m

dl’k

l'], E a]k a5 2m+4-2— k) dt
k=1

Logo,
§P2(113j,t) :;(ajk Qjom—k+2) — 7 <j<m
1 e dl‘k .
§P2(1L"j,t) = Z (i — Gjom—t+2) — a m+2<j<2m.

B
Il

1

Assim, podemos definir,
A, = Qg — Qjom—k42, 1 <7 <m

ajk = Ak — Gjom-—kt+2, M+2 <7< 2m
Pode-se mostrar de forma analoga ao caso anterior, que @;x = —@;2m—k+2, COM
1 < k < m. Por outro lado, observe também que

Py(xj,t) = —Po(Tom—jto,t), 1 <j<m,

e, portanto, concluimos que

Logo, o sistema de 2m+1 equacoes se reduz a um sistema de m equacgoes, pois as
m primeiras equagoes sao equivalentes as m ultimas. Neste caso, temos o seguinte
sistema, com A = [d;],
X =A"'B,



o4

T

T
onde X = {dxl dxml e B=

1
—_— . — = —| By(x1,t) ... Pz, t
L 5| P e Paat)
Novamente, aplicando o mesmo resultado utilizado no teorema anterior, temos

que a matriz A~! tem apenas elementos positivos.

Logo, @(t) < 0 e 2(t) > 0 se, respectivamente, para 1 < j < m, tivermos
Py(z;,t) <0 e Py(xj,t) > 0. Disto segue o resultado. O

Isto é, para analisar a monotonicidade das raizes xi,...,x,, dadas em ordem
decrescente, no intervalo simétrico (—a, a), devemos utilizar o teorema anterior se-
paradamente nas m primeiras raizes no intervalo (—a,0) e nas m tltimas raizes no
intervalo (0, a).



CAPITULO 3

APLICACOES AOS POLINOMIOS
ORTOGONAIS CLASSICOS

Neste capitulo, faremos um estudo sobre a monotonicidade dos zeros dos po-
linomios ortogonais classicos, em particular os polinomios de Jacobi, Laguerre e
Gegenbauer. Para isso, utilizaremos os teoremas classicos de Markov e Stieltjes,
introduzidos no capitulo anterior.

Por fim, utilizaremos alguns limites estabelecidos em [9] e [20], que fazem relagoes
entre os polinomios ortogonais cldssicos de Jacobi, Gegenbauer, Laguerre e Hermite,
para entao encontrarmos os limitantes dos zeros dos polinomios de Jacobi, Gegen-
bauer e Laguerre.

Outras referéncias também utilizadas neste capitulo foram [2, 3, 4, 5, 6, 8, 10,
14, 16, 17, 19].

3.1 Monotonicidade dos Zeros

Para aplicar os Teoremas de Markov e Stieltjes nos polinomios ortogonais classicos,
devemos considerar estes polinomios como sendo solugoes da equacao diferencial de
segunda ordem (2.19) e ortogonais com relagao as suas fungoes pesos, caracterizadas
no Capitulo 1.

Observe que para aplicarmos o Teorema de Stieltjes nos polindmios ortogonais
cldssicos, a equagao diferencial de segunda ordem definida em (1.1) deve ser reescrita

na seguinte forma

An

com A\, = —n7’ — in(n — 1)0”, isto ¢, as funcoes P(z,t) e Q(z,t) definidas no
Teorema de Stieltjes, podem ser consideradas como sendo

e Qz,t) = L

P(z,t) = @)

95
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Como ja observado, temos que nao existe nenhuma hipdtese imposta sobre a
fungdo Q(x,t). Desta forma, podemos continuar com as aplicagoes dos teoremas
classicos nos polinomios ortogonais classicos.

3.1.1 Polindmios de Jacobi

Relembrando que os polindémios de Jacobi sao ortogonais no intervalo (—1,1) com
relagao a funcio peso p(z,a, ) = (1 — 2)%(1 + z)? com B,a > —1, e sdo solucdes
da seguinte equacao diferencial

—(a+pB+2)x+pL—a ,

()¢ TOEIHERRE I gy IO RE D ) =
Assim, neste caso
P(z. 0. ) = f—a —1(€ ;—2a+2)x
 p-a—fr—oar—2x
(1—2x)(1+x)
- Bl-x)—a(l+x)+(1—-2)—(1+z)
N (1—2)(1+x)
B+ —2)—(a+1)(1+2)
N (1—2)(1+x)
B+l a+1l
T l4z 11—z
B+l a+l
Sl -1

Denote por z,1(a, B), ..., tnn(c, B) os zeros de P*#(z) organizados em ordem
decrescente.

Aplicando Markov

Primeiramente, iremos verificar se sao satisfeitas as hipoteses do Teorema de
Markov. Observe que p(z,a, 3) = (1 — 2)%(1 + x)? possui derivadas parciais com
relacdo a a e 3, pois ¢ € (—1,1) e «, f > —1 e estas sao continuas. De fato,
considerando S fixo e derivando p(z, a, f) com relagao a o temos que

—‘99(35’ B _ é% < (1—2)*(1+ x>ﬁ> = (1—2)*(1 +2)%In(1 - z),

que é continua para todo o > —1.
Agora, considerando « fixo e derivando p(z, o, ) com relagao a 3 temos

%ﬁ%ﬁ) _ %((1 _x>a(1+x)ﬁ> = (1—2)*(1+2)°mn(1 + ),
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que também é continua para todo § > —1.
Analisemos agora as fung¢oes abaixo para podermos aplicar o Teorema de Markov
nos polinomios de Jacobi,

1 9p(z.a,p) 1 Opl(z,a,p)
oo B)  oa 0 ple.ap) 0P

Temos que

L opaf) (=@ (+a)lin(—a) 0
plx,a, ) oo (1 —2)*(1+ ) '

Note que In(1 — x) é uma fungdo decrescente de x. De fato, como = € (—1,1),
entao

Jln(1 — z) -1
= < 0.
Ox 11—z
Logo, pelo Teorema de Markov, concluimos que z,;(a, ), 7 = 1,...,n, sdo

funcoes decrescentes de «, para a > —1.

Por outro lado,

L Op(w,a,f) (- +a)ln(l+a)
plz,a,8) 08 (=291 + )P = In(1+z)

e In(1+ z) é uma fungao crescente de z. De fato, como = € (—1,1), entdo

Oln(14+x) 1
Ox _1+x>0’

Logo. pelo Teorema de Markov, concluimos que z,;(a, ), 7 = 1,...,n, sdo
funcoes crescentes de 3, para g > —1.

Aplicando Stieltjes

Para verificar a monotonicidade dos zeros do polinomios de Jacobi, utilizando o
Teorema de Stieltjes, considere a funcao

+1 a+1
prl,

Pla,a,8) = 2 + S

Temos que P(z,q, ) é uma fungdo decrescente de z, pois,

8P(;U,a,ﬁ)_£<ﬁ—|—1+a—|—l) g+1 a+1

ox S0 \1+z z-1 :_(1+x)2_(:c—1)2<0’

poisa+1>0e+1> 0. Note que P(x,, ) é uma fungiao diferenciavel e
decrescente de «. De fato, como x — 1 < 0, entao

6P(z,a,ﬁ)_3<ﬂ+l+a+l) 1

o S da\l+z zx—1 ::z:—1<0'
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Por outro lado, P(z,«, ) é uma fungao diferencidvel e crescente de 3. De fato,

8P(a:,a7ﬁ)_£ p+1 a+1) 1 -0
1+ z—-1) z+1 ’

ap O
pois, x +1 > 0. Logo, pelo Teorema de Stieltjes concluimos que os zeros dos
polinémios de Jacobi z, ;j(c, 8), j =1,...,n, sdo fungdes decrescente de a e funcoes

crescentes de 3, para «, f > —1.

Ilustracao Grafica
As Figuras (3.1) e (3.2) ilustram a monotonicidade de x4 ;(c, 3), j = 1,...,4 com
relagao a «, para os valores de a = 2,3,4,5 e § = 2, respectivamente. J4 as Figuras

(3.3) e (3.4) ilustram a monotonicidade de z4;(2,3), j = 1,...,4 com relacao a f,

para os valores de 5 = 3,5,7,9 e a = 2, respectivamente.
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), para o = 3,5,7,9.

Figura 3.1: Polinomios de Jacobi P4(a’3

(,2)

Py

-1
Figura 3.2: Gréfico dos zeros x4 (. 2), j =1, ...,4, dos Polinémios de Jacobi
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1

Figura 3.4: Grafico dos zeros z4,(2, ), j = 1,...,4, dos Polinémios de Jacobi Pf’ﬁ).

3.1.2 Polinémios de Gegenbauer

Relembrando que os polinomios de Gegenbauer ou Ultraesféricos P} (x) sao um
caso particular dos polinomios de Jacobi, quando tomado @ = = A — % Logo,
estes polinomios sdo ortogonais em (—1,1), com relagdo a fungao peso p(x, ) =
(1-— :132)>‘_%, com A\ > —% e sao solucoes da equagao diferencial

2 \+ Dz ,

y'(@) + (@) +

Logo, neste caso, temos

A+ 1)z

P(z,\) = PO

Para verificar se é possivel aplicar o Teorema de Markov e de Stieltjes nos po-
linomios de Gegenbauer, veremos se as fungoes acima satisfazem as hipdteses destes
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teoremas. Observe que a funcdo p(z, A) = (1 — 22)*~2 é diferencidvel com relacio a
A e que

op(z, A

—p(aa?)\ ) =(1- :)32)’\_%171 (1—2?),

logo possui derivada continua para todo A > —%.
Observe que neste caso a fungao

1 Op(z, ) 9
p(x,N)  OA n(l =)
nao é mondtona no intervalo (—1,1). Pois,
oln(l—2?) =2z [ <0, z€(0,1) (3.1)
oz 1—a22 | >0, ze€(-1,0). '

Além disso, observe que P(xz, \) é decrescente de z. De fato,

< 0,

OP(x,\) g ((QA + 1)33) B _(2>\ +1)(2? + 1)
or Oz N

- 22— 1 (22 — 1)

ja que 2\ + 1 > 0. Porém, para satisfazer as hipoteses do teorema de Stieltjes,
P(z, ) deveria ser mondtona em todo intervalo (—1,1) com relagao a A. Porém,

OP(z,\) 0 [ 2\+1 LAY L
o oax\2(1+z2) 2z-1)) 1+2 z-1
mas,
1 1 <0, z€(0,1)
— = ’ ’ 2
1+x+x—1 {>0, z € (—1,0). (3:2)

Desta forma, os Teoremas de Markov e de Stieltjes nao podem ser diretamente
aplicados nos polinémios de Gegenbauer.
Por outro lado, de (3.1) observe que a fungao

1 Jp(x,\)
p(z, A)  OA

¢ mondtona com rela¢ao a z, se analisada separadamente nos intervalos (—1,0) e
(0,1). E mais, se também analisada separadamente nos intervalos (—1,0) e (0,1),
temos de (3.2) que P(z, \) é mondtona nos intervalos (—1,0) e (0,1) com relacao a
A

Logo, utilizando os Teoremas 2.2.1 e 2.4.1, para verificar a monotonicidade dos
zeros dos polinomios de Gegenbauer, concluimos que os zeros destes polindmios sao
crescentes no intervalo (—1,0) e decrescentes no intervalo (0, 1).
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Figura 3.5: Polinémios de Gegenbauer Pi/\), com \ = % L2

1

-1

Figura 3.6: Grafico dos zeros z6 j(A), j = 1,2, 3, dos Polinémios de Gegenbauer PéA)

Tlustracao Grafica

A Figura (3.5) ilustra a monotonicidade dos zeros dos polinomios de Gegenbauer

A 1 713 19
P4( ), para A = 2253
dos polinomios de Gegenbauer Pé’\).

Ja a Figura (3.6) ilustra a monotonicidade dos zeros

Em resumo, para os polinomios de Jacobi e casos particulares, temos o seguinte
resultado.

Proposicao 3.1.1. Sejam x1(t),...,x,(t) os zeros do polinomios de Jacobi pleP
em ordem decrescente. Entao
<0, — >0, 1=1,....n.
oo ap
No caso Ultraesférico, a = [ temos

Z‘Z <0 i=1,.. [ﬁ] .
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3.1.3 Polinémios de Laguerre

Afim de aplicar os teoremas de Markov e Stieltjes nos polinomios de Laguerre,
relembre que estes polinémios s@o ortogonais no intervalo (0, +00), com relacao a
funcao peso p(z, a) = %", com a > —1. Além disso, estes polinomios sao solugoes
da equacao

a+l—x , n

(o) + Ty ) + () =0,

Assim, neste caso,
plr,a) =x%"
a+1
x

P(z,a) = + 1.
Denote por l,,1(c), ..., L, n(a) 0s zeros de L () organizados em ordem decres-
cente.

Aplicando Markov

Iremos primeiramente aplicar o Teorema de Markov nos polinémios de Laguerre.
Para isso, observe que p(z,«) = % * possui derivadas parciais com relagao a «,
pois z € (0,+00) e o > —1 e esta derivada é continua. De fato, derivando p(z, @)
com relacao a « temos que

op(z,a)  Ox%e™
oa O«

que é uma funcao continua para todo o > —1.
Note que a func¢ao abaixo é uma fungao crescente de x em (0, ),

=z% “Inx,

1 Op(r,a) 2% lnx

=lInzx.
plr,a)  Oo rve e
De fato,
dlnz 1 -0
oxr  «x ’

pois z € (0,00). Pelo Teorema de Markov concluimos que os zeros dos polinémios
de Laguerre [, j(cr), com j =1,...,n, sdo funcdes crescentes de a, para o > —1.

Aplicando Stieltjes

Agora, aplicaremos o Teorema de Stieltjes nos polinomios de Laguerre. Note que
P(z,«) é uma fungao decrescente de z, pois

oz " Ox

S <0,

x2

OP(z,a) O (a+1_1> a+1

X
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jaque a+1>0.
Derivando P(x, ) com relagao a a temos que

oP(r,0) 0 <a+1_1> 1

= — =—->0.
Oa oo T T

Logo, pelo teorema de Stieltjes, concluimos que os zeros dos polinomios de La-
guerre e (%), ly;(a), 7 =1,...,n, sdo funcoes crescentes de a.

Ilustracao Grafica

As figuras abaixo ilustram a monotonicidade dos zeros ly j(a), 7 = 1,...,4, dos
polinémios de Laguerre com relagdo a a. A Figura (3.7) mostra os polinomios Lfla)
para os valores o« = 8,9, 10, 11, e também ilustra a monotonicidade dos zeros destes
polinémios. J& na Figura (3.8) temos o grafico dos zeros dos polinomios de Laguerre
L' em funcdo de a.

Figura 3.8: Grafico dos zeros Iy j(«), j = 1,...,4, dos Polinomios de Laguerre Lfla)
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3.2 Limitantes dos Zeros

Nesta secao veremos algumas relagoes entre os polinomios ortogonais classicos.
Tais relagoes podem ser encontradas, com mais detalhes, em [20], na Segao 5.3 e
também em [9], em férmulas da Secao 2.8.

3.2.1 Polindmios de Jacobi

Jacobi-Laguerre

Considere o seguinte limite, que é uma relacao entre os polinomios de Jacobi e
Laguerre

2
i Fie (1-5) = 2o

Temos que os zeros x,,; dos polindmios de Jacobi sao funcoes continuas dos
n,J G

coeficientes v e 3 e os zeros [, ; dos polinomios Laguerre sao fungoes continuas de

a.

Além disso, sabemos que z, ;(, 5) é decrescente com relagdo a « e [, () é
crescente com relagdo a a. Logo, fazendo a mudanca de varidvel x = 1 — 2z/f
podemos estabelecer o seguinte limite, que relaciona os zeros dos polinomios de
Jacobi e Laguerre,

61—1>1:|I—1006(1 — xn,j<047 ﬁ)) = 2ln,n—j+1<a>7j = 1, ., n.

Seja ¢ uma constante que pode depender de n e «, mas que nao depende de [.
Desta forma, também vale o seguinte limite

2z
li plab) (1 — — L@
GJm Py 5rc n (2)

E consequentemente, definindo f = f,(«a, 8) = § + ¢, temos que

Jim (54 ¢)(1 = 2050, )) = 2bnegia(@).5 = 1,m.

Nosso objetivo aqui ¢ encontrar a constante ¢, de tal forma que todos os valores
folo, B)(1 — 2z, (v, B)) sejam funcoes mondtonas, crescentes ou decrescentes, de [3.

Para isso, considere os polinomios de Jacobi pie? (x). Utilizando a mudanga de
varidvel z = 1 — 2z/f temos que os zeros de P\ (z) = P\ (1 — 22/ f) sdo da
forma

usl0,8) = 21— 200, B) 0. B), G =1L

Como os polinémios Pi*?) () s@o ortogonais em (—1,1) com relacao a fungao
peso p(x;a, B) = (1 —2)*(1+x)?, entdo P,ga’ﬁ)(l —2z/f) é ortogonal em (0, f) com
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relacao a funcao peso® p(z;a, B) = 2(f — 2)P, para a, 3 > —1 e estes satisfazem a
seguinte equagao diferencial, com Y(z) = y(1 — 2z/f) = P,(Laﬁ)(l —2z2/f),

a+l [S+1Y)\,, n(B+a+n+1) B
2 W—z)””+ =

jaque y(1—22/f) = —f/2Y'(2) e y'(1 = 22/f) = (f/2)"Y"(2).
Afim de aplicar o Teorema 2.2.2, para z € (0, f) com relagado ao parametro (3,
temos que calcular as seguintes derivadas

v+

g_/J;:l>O’
0 L Op(z;e,B)] 0O 1 82“(]‘—2)61
0z lp(za.B) 0B | 0z [(f—2)?7 0B
o1 o( B,
N E T A (f—z+ ”(f_z)ﬂ
-
:g %—l—ln(f—z)}
2= [+
"D

A desigualdade é verdadeira se, e somente se, ¢ < 0. De fato,

z2—f+B8=2—(LB+c)+p
=z—fB—c+p

=z—c>0

se, e s6 se ¢ < 0, pois z € (0, f).
Desta forma, pelo Teorema 2.2.2 concluimos que para ¢ < 0, os valores abaixo,

(0, B) = (1= an (e, B)) (B + ) /2

sao fungoes crescente de /3 e convergem para l,, ,_j+1(a) quando f tende ao infinito.
Afim de aplicar o Teorema 2.3.1, temos que calcular a seguinte derivada

O [f—2 9 fa+1 B+l
@{P< 7 ’O"ﬁ)}_az< : f—z)
_ B+1 _oz+1<0.

(f =22 2

(e
LObserve que neste caso a funcio peso seria da forma p(z;a, B) = (%) 2%(f — 2)P. Porém a

[e%
constante (%) nao interfere na propriedade de ortogonalidade nem na monotonicidade da funcao
peso.
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E mais,

3<a+1_ﬁ+1)_z—f+(ﬁ+1)%_z—f+ﬁ+1
o\ =z f—=z) (f —2)?  (f2)p

oP
Temos que % > 0 se, e somente se, ¢ < 1. De fato, a desigualdade é verdadeira

se, esomentese, z— f+f+1=z—F—c++1=z—c+1>0 e isto ocorre se,
e somente se, ¢ < 1.

Sendo assim, de acordo com o Teorema 2.3.1, para valores de ¢ < 1, as quan-
tidades (8 + ¢)(1 — x, (o, §))/2 sdo funcdes crescentes de [ e convergem para
lnn—ji1(a), 7 =1,...,n para valores muito grande de £.

Tomando ¢ = 1, obtemos

(B + 1)(]- - xn,j(aa 5)) < 2ln,n—j+l(a)’ k= 17 L
ou equivalentemente,

-2
B+1

O lado esquerdo da inequacao acima sao limites inferiores para os zeros dos
polinémios de Jacobi e eles sao préoximos para valores muito grandes de (3.

Desta forma, para cumprir nosso objetivo voltamos a seguinte questao: Qual
seria 0 melhor valor para ¢ 7 Em [4] é provado que este valor ¢ dado por

Zn,n—j+l(a) < xn,j(aaﬁ)aj = 1a ceey N

a—i—l_l_ 1—a?
2 22n+a+1)

c=n-+

Ilustracao Grafica

A Figura (3.9) ilustra o comportamento dos zeros z,; = 3(8 + 1)(1 — z,,;), com
j=1,...,4, em linha continua, com relagao ao parametro  tomando ¢ = 1. Observe
que cada zero z4;(2,5), j = 1,...,4, é uma funcéo crescente de § e tende as raizes
ly;, j =1,...,4, em linha pontilhada, quando 5 — 0.

A Figura (3.10) mostra os limites inferiores, em linha pontilhada, dos zeros
Tnj(a, B), j =1,...,4, dos polinémios de Jacobi Pia’ﬁ) (x), com relagao ao parametro
[, tomando o = 2.

3.2.2 Polinémios de Gegenbauer
Gegenbauer-Hermite
O proximo resultado é motivado pela formula assintética a seguir, que relaciona

os polindmios de Gegenbauer P\ () e Hermite H,(z)

lim A2 PW(\2g) =

A—+00 n!
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30

Figura 3.10: Grafico dos limitantes inferiores dos zeros x4 (2, #) dos Polinémios Pf’ﬁ ),

Sejam hy, i, k = 1,...,n, os zeros de H,(x) organizados em ordem decrescente.

. iy 1 . .
Entao, fazendo a mudanca de variavel x = A2z e de forma andloga ao caso anterior,
temos o seguinte limite que relaciona os zeros dos polinomios de Gegenbauer e

Hermite )
lim )\Eilin’k()\) = hn,k-

A—~+00

Seja ¢ uma constante que pode depender de n, mas que nao depende de \ e
defina f = f,(A) = (A4 ¢)2. Logo, também vale o seguinte limite

Hm (A + ¢) 220k (A) = ho.

A—400

Neste caso, queremos encontrar um valor para ¢ de tal modo que todos os valores
(A + c)%:)smk()\), k=1,2,.., %, sejam fungdes monétonas, crescentes ou decrescentes,
de A.

Para isso, considere os polinomios de Gegenbauer Pé’\)(x). Utilizando a mudanca
de variavel = = z/f temos que os zeros de pY (x) = Pr([\)(z /f) sdo da forma

Znk(A) = T (AN fu(N), E=1,...,n.

Como os polinémios P,W(:L") s@o ortogonais em (—1,1), com relagao a funcéo

peso p(z:a, B) = (1 — 22)*"2, entdo P,g’\)(z/f) é ortogonal em (—f, f) com relagao
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a funcio peso® p(z;\) = (f2 — 22)*z, para A > —3 ¢ estes satisfazem a seguinte
equagao diferencial, com Y (z) = y(z/f) = P,p)(x),
22 +1 n(n + 2X)
22 f2 22
jaque y'(f/2) = fY'(2) e y"(f/2) = f2Y"(2).
Afim de aplicar o Teorema 2.2.2, para z € (—f, f) com relagao ao parametro A,
temos que calcular as seguintes derivadas
of 1
o 2VA+c

Y(z) =0,

Y'(2)+ 2 Y'(2) +

9, 1 Op(zN)] 0 1 A(f2— 22) 2
0z {p(z;)\) OA ]_ (

1
2- 2 1
. ZZ —f —I—)\ §>0
(=P =

A desigualdade é verdadeira se, e somente se, ¢ < —%. De fato, temos que a
desigualdade ¢ vélida se 22 — X\ —c+ \ — % > 0, ou seja, se =\ — ¢ > 0, isto é, se, e
somente se, ¢ < =\ < —5

Dai, para ¢ < —%, aplicando os Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 temos que os valores
(A= %)%xn,k(/\), kE=1,2,.., [g] sao fungoes crescentes de A e convergem para hy,
quando A tende a infinito.

Afim de aplicar o Teorema 2.3.1, temos que calcular a seguinte derivada

) 2 9 [220+1)
o () = )
(2X +1)(22 — f2) — 22220 + 1)
(22 _ f2)2
(2N +1)(22 — 2 —22?)
(22 _ f2>2
22X+ 1)(22 + f?)

- S0

1
2 2 -2
20bserve que neste caso a funcio peso seria da forma p(z; \) = (%) *. Porém a constante

f1=2* néo interfere na propriedade de ortogonalidade nem na monotonicidade da funcao peso.
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E mais,
O (241N 222 — ) + 2020+ 1) fU
O\ 22 — f2 - (22 _ f2)2
B 22(2'2 — ) +2022+1)
- (22 _ f2>2
_2222—f2+2A+1
o (22 _ f2>2
_2222—)\—6+2)\+1
- (22 _ fz)z
B 2/2 —c+A+1
- (22 _ f2>2 ’
Temos que — > 0 se, e somente se, ¢ < 1/2. De fato, a desigualdade é

O\
verdadeira se, e somente se, 22 —c+ A+ 1=22—c+1/24+X+1/2> —c+1/2,e

—c+1/2 <0 se, e somente se, ¢ < 1/2.
Logo, para ¢ < —, temos que as quantidades (A + c)% Znk(A) sdo fungodes cres-

centes de A e convergem para h, ;, quando A tende ao infinito.

1
Desta forma, tomando ¢ = 2 temos que

1
1\2
</\+§) In,k<)\) < hn,kvk: 172”"’%’

ou, equivalentemente,

1
Ton(N) < <>\+ 1) k=120
’ 2 ’ 2
O lado direito da inequacao acima sao limites superiores para os zeros positivos
dos polinomios de Gegenbauer e eles estao bem proximos para grandes valores de A.
Desta forma, para cumprir nosso objetivo, podemos questionar sobre qual o
melhor valor ¢ tomar. Em [4] os autores provaram que o melhor valor de ¢ é dado
por
2?41
T2

Tlustracao Grafica

A Figura (3.11) ilustra o comportamento dos zeros zg ;(A)(A + %)%x&j, com j =
1,2, 3, em linha continua, com relagdo ao parametro A tomando ¢ = 1/2. Observe
que cada zero z;(A), j = 1,2,3, é uma funcdo crescente de A e tende as raizes
hej, 7 =1,2,3, em linha pontilhada, quando A — oo.

A Figura (3.12) mostra os limites superiores (A + %)%h@j, j =1,2,3, em linha
pontilhada, dos zeros positivos z6 ;(A), 7 = 1,2, 3, em linha continua, dos polinomios
de Gegenbauer Pé)‘) (x).
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a0 &0 280

Figura 3.11: Grafico dos zeros 26 ; = (A + 1/2)%%,1‘, para j = 1,2,3.

1

L] 30 &0 &0

Figura 3.12: Grafico dos limitantes superiores dos zeros x¢ j(A), dos Polinémios Pé’\).

3.2.3 Polinémios de Laguerre
Laguerre-Hermite

De forma andloga aos casos anteriores, vamos encontrar limitantes para os zeros
dos polinomios de Laguerre. Para isso, utilizaremos a seguinte relagao entre os
polinémios de Laguerre L\ () e Hermite H,(x)

lim (3> : L@ (a + \/ﬁx) 5V @

a—+oo \ (¢ n!

Sejam hy, i,k = 1,...,n, os zeros de H,(x) organizados em ordem decrescente.
Entao, fazendo a mudanca de variavel x = a + v/2a 2z, temos o seguinte limite que
relaciona os zeros dos polinomios de Laguerre e Hermite

lim @)@y

a—r—+00 \/2(1
Sejam ¢ e d constantes que podem depender de n, mas que nao dependem de «
e defina também f = f,(a) = a+ce g = g,(a) = vVa+d. Logo, também vale o
seguinte limite
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Para obter os limitantes para os zeros dos polinomios de Laguerre precisamos en-
contrar os melhores valores de ¢ e d para que as quantidades (I, j(o) —a—c)/Va +d
sejam fungdes mondtonas, crescentes ou decrescentes, de a. A partir deste valores,
poderemos saber qual ¢ o infimo ou o supremo destes zeros.

Para isso, considere os polinémios de Laguerre L (). Fazendo a mudanga de
varidvel z = va + d 2+ a+c, temos que os zeros de L (z) = L (Va + d z+a+c)
sao da forma

lnp(a) —a—c

Znk = ;
* Va+d

Como os polindmios de Laguerre L (x) s@o ortogonais em (0, +00), com relagao
a funcao peso p(z,a) = z% %, com o > —1, entdo L,(la) (\/oH—d z+ a+c) sao
ortogonais em ((—a — ¢)(a+d)~!, 00), para a > —1, com relagao a fungao peso
p(z;a) = (a4 c+Va + dz)e(@tetvetds)  Além disso, estes polinomios satisfazem
a seguinte equagao diferencial, com Y (z) = y(a+c+va+dz) = L (x),

1<k <n.

+1 n(a+d)
Y'(2) + v +d( a —1>Y’ n Y(2) =0,
() “ a+c+va+dz (2) a+ct+vVa+dz (2)

jé que temos ¥ (0 + ¢+ Va+dz) = (Va+d)2Y'(z) e y(a +c+ Va+dz) =
(a+d)"Y"(z2).

Afim de aplicar o Teorema 2.2.2, para z € ((—a — ¢)(a+d) !, 00) com relagao
ao parametro «, temos que calcular as seguintes derivadas

£<—a—c)z_m—2%:_a+2d—c (3.3)
da \vVa+d a+d 2./(a + d)? '
e
g{ 1 9p(z; oz)] 0 elotetvotdz) g(a—{—c—{—\/a——l—dz)“
0z | p(z;0)  Oa Oz | (a+c+Va+dz)rda  elotervatds)
_cdotd-qtatdd—cz—(atd? o

2Va+dla+c+ Va+dz)?

Tomando® ¢ = d = 0 nas duas equacoes anteriores, temos que as mesmas se
tornam negativas para todo @ > 0. De fato, para ¢ = d = 0, c(a + 2d — ¢) +
2va+d(d—c)z — (a+d)z? < 0 se, e somente se, —az? < 0, ou seja, quando a > 0.

Dai, para ¢ = d = 0, aplicando o Teorema 2.2.2 temos que os seguintes valores
(L () — a)a~z, com 1 < k < n, sdo funcoes decrescentes de o, para o > 0, e
convergem para \/éhmk quando « tende ao infinito.

3Em [2] é provado que ¢ e d sao menores ou igual a 1. Mostra-se também que os melhores
valores de ¢ e d sdo os maiores possiveis, isto é, ¢ = d = 1. Neste caso, tomamos ¢ = d = 0 para
simplificar os calculos.
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Ilustragao Grafica

A Figura (3.13) ilustra o comportamento dos zeros z4;, j = 1,...,4, em linha
continua, com relacao ao parametro o tomando ¢ = d = 0. Observe que cada zero
24 (), 7 =1,...,4, é uma fungdo decrescente de « e tende as rafzes hy ;, j =1, ..., 4,
em linha pontilhada, quando a@ — oc.

A Figura (3.14) mostra os limites inferiores o + \/ﬁhm, j=1,..,4, dos zeros

ly;(a), 5 =1,...,4, dos polinomios de Laguerre Lfla)(x).

acs o e S B M S A me b i SR e R B SR A e R

Figura 3.14: Grafico dos limitantes inferiores dos zeros l4 j(«), dos Polinémios Lfla).

Outros resultados importantes

Em 1995 Infantis e Siafarikas [8] mostraram que os zeros (I, 1())(n — 1)~* de-
crescem juntamente com «, para a > —1. No ano de 2003 Natalini e Palumbo [16]
provaram que os zeros (I, x(a))(2n + a + 1)7! sdo fungoes crescentes de o no in-
tervalo infinito (—1,00). Além disso, eles estabeleceram dois resultados adicionais
sobre a monotonicidade de fungoes da forma I, x (o) /a7, sendo p um valor fixo per-
tencente ao intervalo [2,2n+1]. Em 2009 os autores de [5] mostraram que os valores
(Lue(@) —2n—a+1)(2(n+a—1))"2 sdo funcdes crescentes de a para a > (n—1)1.
E mais, quando k = 1, a funcao (I,1(a) — 2n — o+ 1)(2(n 4+ o — 1)) "2 cresce para
cada a € (—1,00).



CAPITULO 4
CONSIDERACOES FINAIS

Em virtude dos assuntos abordados nesta dissertagao, podemos concluir que os
Teoremas de Markov e de Stieltjes sao ferramentas muito importantes para a anélise
da monotonicidade dos zeros dos polinémios ortogonais. O estudo da monotonici-
dade de zeros de polinomios ortogonais ¢ muito utilizada em aplicagoes tanto na
Matematica como em outras Ciéncias Aplicadas.

Um exemplo classico da aplicacao desta teoria foi introduzido por Stieltjes em
[18] e por Szegd em [19], que trata de uma aplica¢ao em eletrostética. Os problemas
em eletrostatica inspiraram Stieltjes ao estudo da monotonicidade dos zeros dos
polinémios ortogonais classicos. O problema por ele estudado é o que mostraremos
a seguir.

Dadas n cargas unitarias livres, localizadas no intervalo (—1,1). Pelas proprie-
dades da fisica, se todas as cargas forem positivas, entao elas se repelem. Considere
também que nos pontos —1 e 1 estejam fixadas duas cargas com forcas dadas, res-
pectivamente, por (o« +1)/2 e (f+1)/2, com a > —1e > —1.

Em [18], Stieltjes prova que a energia do campo eletrostético, gerada por estas
n cargas, atinge um minimo local. Este minimo local é atingido quando as mesmas
estao localizadas em n pontos fixos, a saber, os pontos z, x(«a, ), com k = 1,...,n,
que sdo os zeros dos polinémios de Jacobi, ortogonais em (—1,1), com rela¢ao a
fungao peso p(z) = (1 —2)*(1+x)?, B,a > —1ex € (—1,1). Szegd prova em [19]
que a energia do campo eletrostatico tem um minimo global e que este minimo é
unico.

Devido a eletrostatica, as n cargas unitarias se movem quando variamos os valores
de o e 3. Isto vem do fato de que os zeros x,, ;, dos polinémios de Jacobi sao fungoes
monotonas de seus coeficientes a e 3, como vimos anteriormente neste trabalho.
Neste caso, os zeros dos polindmios de Jacobi de grau n sao os pontos de equilibrio
estavel da energia do campo eletrostatico dado.

Estas e outras aplicagoes podem ser encontradas nas referéncias que apresenta-
remos a seguir. Tais referéncias poderao servir de base para aqueles que pretendem
seguir estudos sobre os polindomios ortogonais, com uma abordagem através das
equacoes do tipo hipergeométricas.
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ANEXOS

Anexo I - Prova Original do Teorema de Markov

Incluimos a seguir o artigo de Markov de 1885, intitulado Sur les racines de
certaines équations, que contém a prova original do Teorema de Marcov. Tal artigo
encontra-se no Journal of Computational and Applied Mathematics volume 27, do
ano de 1886, entre as paginas 177 e 182.

7



Sur les racines de certaines équations.
(Beconde mnote.)

Par

AxprE Margorr a St. Pétershourg.

Soit V(y, £) une fonction de deux variables # et &
Nous allons considérer la fonchion

(1) @y, ) = 0oy + 29+ - - - Dur ¥ - i,
ou les coefficients

Pos Pry P2y <« -3 Pn—ty Pan
sont des fonctions d'une seule varigble £, quon détermine par la
condition:

® S0, 9 V0,9 0@y ay =0

pour chaque fonection entiere w(y) du degré » — L

Tous les nombres de nos calculs nous supposerons réels.

Outre cela nous supposons, que ¥{y, &) reste constamment positive
pour toutes les valeurs considérdes de £ 4 condition que g < ¥ < &.

Alors, comme on sait¥), a chaqae valeur de & correspondent »
différentes valeurs de z

B==1, Ly .y Luy
satisfaisantes & l'équation
(3) tpﬂ (3; g) = O}
et tous ces nombres x,, X,, . . ., s se contiennent entre g et b. Pour
les définir mieux on peut supposer
G<w1<$2<"’<$ﬂ-1<xﬁ<b-
Le but de cette note consiste dans la démonstration de quelgues pro-

positions sur les changements des x; eorrespondants aux change-
ments de £,

*) Heine, Handbuch der Kugelfunctionen. Zweite Aunflage p. 286—297.
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Théoréme.
St, pour a < y < b, l'on a constamment

=3 )>0

tous les mombres x c:missent, Zorsgue ’g’ augmente.
Démonstration.
Différentiant la formule (2) par rapport a &, on a

JB% dey-l—f% —wdy=0.

Posons maintenant dans la derniere formule

@, E)
s

et dans la formule {2)
89,4 5 0. (% &)
a€ 0

¥ —ay

{0 ==

De cette manitre nous frouvons

L]
29, (v, 8 o, P, (¥, &) - %[:% 3 aV
/ag'y%m+f dy =0

a

et

b

0Py (4 &) 9@, (;5 &) %(J,E)
/( Y REE )y Vdy

&

d’on il suit
b
0Py (@5 &) %(:%5) %50, (48 V(g & .
T fy Vay ,/ y—= a5 WV

& @

Enfin ayant égard aux égalités

b b
89,12, & [ 9,0, E) T, 8 .9, 8
S fy Vi, 8 dy j"’ e V(4,8 dy
S s :
i’ﬁu-ii(y-w;)ﬂ%(y,’é) -
= ?n(y: £ - : (y—a,) . V(y: £) dy:‘)

&€

et
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<08 9, ¥ 8 ,
Vi ,,g)f‘;’ Y, W(y oViy & dy

¢4

V(z;. \ 2
,_/ (o, £) 2L RPN (500 EJ]d'y

il est facile de transformer la formule (4) en ce qui suit

09, (;, &)
de; 0E
® T T TR
éz;
&
mepgjﬂva(::sg)_ g;—’*@—V{ g)
P (y: 5) L. (% g) " Y —2, dy

[¢4

b
P d) [ () v s

D’autre part d'aprés la condition, dite plus haut, I'expression
1.2y
vV 9k
doit croitre ou déeroitre en méme temps que y angmente ou diminue,
et il s'en suit gque les différences

aV( y,E) o V(z;§)

1 aFiyd) s 0V(e. 8  V(®E) g T @8
Vs 0&  V(x.E) 08 V[y,&).?(xf,g)
et
Yy — 2

doivent &tre de méme signe.
Par conséquent le rapport

2V (3,
V) SR - TSy

y—;

]

est un nombre positif.
Donc les deux intégrales de la formule (5) sont positifs et par

dsz;
conﬁequent 3 est aussi positif; en d’autres termes, 2; et £ croissent
ou déeroigsent simultanément.

Application.
Posons
s=—1, b=41, V&~ “J”";ﬁe 1)

Mathematische Anpalen, XXVIL 13
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Alors
1 gV
v gr—alog(l+y) —flog(d —y)
¢ (1 2V 8
a7 ) =Ty t ey

Par conséquent toutes les conditions du théoréme précédent seromt
satisfaites, si l'on a

«>0, >0, f >0 pour —1<y<+1,
Arréfops nous sur le ecas, ou

e=f=y et fly)=1,

et considérons les fonctions

{pﬂ(% - 1): qpn(y, 0)’ qon(y, 1)

Dans ce cas on peut poser
sin {(n -+ -5—) arc cos y}

Ps(y, — 1) = Vi—y )
A iy? — 1 "
q’)ﬂ(yi 0) = (3{;9‘“ ) >
1
cOos (n -+ ?) arc os ¥
Py (y; + 1) = { }/1-_—_"_? }

et par suite les racines de I'équation ¢,(y, — 1) =0 en ordre ascen-

dant seront

2w oS 2mn—2)x . __47:: N JL,
em1° a1 7 2n 4 1

et les racines de l'équation g¢,(y, -} 1) = O aussi en ordre ascendant
seront

cOo8

en— 1 (2n — 3}z

ey S T ey 0Ty 008

cOs T €08

2
2n —I- and-1

Ayant cela, daprés le théoréme précédent il est facile de conclure
que les racines de 1'équation connue

4 {y> — 1" .=0
ay"

se trouvent, une & une, dans les intervalles suivants

2z @n— 1= (.‘m-—")n: @Er—H=my
(GOS 2n+T’ 2n-1 ) (m ETESE y GOS8 a1 2

oP
(cos 5 _I_l,cos 2ﬂ+!
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Théoréme.
Sot
2V, £) ¢ | w—arwe
i >0 ¢ 5 a7, &) <0,
— ¢

e dtant un nombre compris entre a et b,
Alors (x; — €)° augmende, lorsque § croil.
Démonstration.
11 est facile de transformer la formule (5) en ce qui suit

LA Y f( 20N 7y, £ ay

~ , E
(2~ €) V(2::§) g%(g_&) (y—V(y:§) *"E;g }

@n (Y, g) * ‘Pﬂ(ys g)

Y — &

&

oV(x, %
+ —-%—g—)— Pu(y: 5) 9u0 &) V0, £) dy
et de cette formule notre proposition découle immédiatémment.
Application.
Posons
g=—1, b=11, ¢=0, V(y, &= {1—qgyy¥,
Dans ce cas les conditions du théoréme précédent sont satisfaites, car
V{ 2 2
i f;; B — (1 — gt log (1 — 97 > 0
et
TR R N L
0 - Viy, 8 | __ ' =¥ <« 0
6y ﬂ VY. 5 {log (1—y?)} |
Bk

Congidérant maintenant les fonctions

1 1
Pz (?f: '2) y ©a{y,0), o (y, - 5‘)7
qui en vertu de nos positions deviennent

dn(yz o 1)"1 sin ((‘n"l" 1) arc cog y)
dy= ? V1 —

cos (» arc cos ¢),

13*
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nous pouvons conclure, que les racines de Péquation
a*(y* ~1)°

dy*
sont comprises, une & une, dans les infervalles suivants

3n )
(cos TR, cnsﬂ_l_ 1) (ct)s S 008 ]) (cas o CO% i)

. Cr—1x nx )
’ (GOS IR R w

Ces intervalles sont plus étroits que les précédents.

=

St. Pétersbourg, le 17. novembre 1885.
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Anexo II - Prova Original do Teorema de Stieltjes
Incluimos a seguir o artigo Sur les racines de l’equation X, = 0 que contém

a prova original do Teorema de Stieltjes. Tal artigo encontra-se na revista Acta
Mathematical volume 9, do ano de 1887, entre as paginas 385 e 400.
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SUR LES RACINES DE I’EQUATION X.=o
FPAiL

'T. J. STIRLTJES

i TOULOTRE

1. Nous anrons & invoquer dans la suite unc proposition d'algébre
que nous allofs établir tout d'ubord.
Soit

FICa

X::};zﬂmmﬂ
It

une forme quadratique positive des varviables @, @, . ... 0,

On sait que les coefficients a, sont positifs. Nous ajoutons mainte-
nant 1a condition que les autres cocfficients o, soient tous négatifs ou nuls.
Considérons les m équations linéaires
_ PR

Ean
-

- ”\:I.’.}:l + a;’?:r"’_’ + e + ‘;Fn'm"r'm = Ei‘ Hetedy o, m)

Nous supposons que les quantités & sont toutes positives ou nulles.
Dans ces conditions en pent énoncer la proposition suivante: »Aucune
des veleurs de vy, x,, ..., r, tirées des équations (1) ne peut étre négative,
el si les quantités 5 sont toutes positives alors w,, a4, ..., wx, le sont aussi

DDans la démonstration suivante nous ferons abstraction du cas trivial

iy

-
&=, =£,=0

dans lequel on a aussi

£ ==y == L, = g, = O,

On a

wo oo
g.‘:-imi = .?‘?ﬂﬂxgxg

Acte mathematiea, 9. Imprimé 1¢ 2 Avril 1887, 44
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et il est clair par 1& qu'au moins un des a; doit éfre positif car le second
membre est positif.
Maiz supposons que
Xy Xy, ..., &, solent négatifs ou nuls, ct

Tty Tusny -- -y T positifa.
Dans la relation

o "

L
{2) Xea — LXa,rr, 3 & xlu i oy, ... a.t,)
1 R | 1 w1 )

le premier membre cst nul ou négatif. Au contraire dans le second
membre la premiére partie

" 1]
P i Xy By
Lt ) .
est nulle ou positive, et il en est de méme de lu setonde partic
K

= i (e + fy, -+ oL a,m,)

-l

Pur conséquent les deux membres de Ia relation (2) sont nécessairement
nulg tous les deux, ce qui exige:

=Ty = ... = @, = 0,

La premiére partie de notre proposition sc trouve établie par la.  Pour
démontrer anssi la seconde partie nons ohservons qu’cn- supposant

r=t,=...=2,=0

Fyiry Fgany - vy Ty poOsitifs
les n premierz équations {1} montrent qu’on 2
Fat —
%y thy = 0

dés que l'un {ct seulement un) des indices ¢, & suvpasse ». Et.ensuite
il est clair qu'on doit avpir

= -
1= G T i~ o= ),

13

Cette derniére conséquence démontre la seconde partie de notre proposition,
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Les équations (3 font voir que dans le cas exeeptionnel que nous

considérons on a

nowm W M

X = ;?rrﬂ.mi:‘ﬁ& + 3:,] ”};F (0,0,

en sorte que X se décompose directement dans la somme de deux formes
quadratiques positives des variables @y, @y, ... @, 06 T, co0y @0 e
eas wy, — a, = .. —=ax, =0 s¢ présente alors dés qulon prend £ - £ — ..

Daprés ce qui précéde il est clair que lorsque X ne se décompose
pas directement dans la somme de deux ou d'un plus grand nombre de
formes quadratiques d'un mombre de variables 1noindre’ que ., alors
ryy By, ..., @, sont tous positify, méme dans le ¢as que quelques-uns des
&, font nuls,

Corollaire.  Soit D le déterminant de X et désignons par D, les

mineurs de D en sorte quon 4
Do, = &y + 50, + ... 4 &0,

alors aucun des mineurs ), ne peut étre négatif. Ft si le cas exeep-
tionnel examiné plus haut ne se présente pas, tous les D), sont positifs,
2. Supposons que sur luxe des ubscisses OX on ait dans les points
4 et B dont les uabscisses sont — 1 et 4+ 1 deus pomts matériels fixes,
la nasse du premier en .1 étunt z, celle du second en B, 3 (a >0, 3> 0).
Tmaginons encore # points matériels de masse égale a 1, qui peuvent
glisser librement sur laxe et placés cntre 4 et B. Supposons enfin que
deux points matériels se repoussent en ratgon directe de lenrs masses et
en rtaison inverse de leur distance. Dans ces conditions il y a une po-
sition unique d’équilibre pour les x points placés entre 4 ot B, et &l
l'on désigne leurs abscisses dans la position d'équilibre par

A -~ - - - 1
{4) R N e N

oy iy, ..oy, sont les racipes d'une équation
¢(r)~o
elay étant un polynome du degré n défini par Uéquation différentielle

(5) L— e (e] + 2ia —ﬂ— (& 4 Fw]e'(x) + Celr) = o.
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¢ est une consfante dont la valeur est

i &+ 20 4 25— 1)

comme on le trouve en cherchant le coefficient de x* dans le premier
membre de (3).

C'est 1o un cas purticulier d'un théoréme démontré dens ce journal,
t. 6, p. 321 et suiv.

3. Les racines x|, ..., «, dépeident de a cf F et 'on peut les con-
sidérer comme fohctions des variables 2 et .ﬂ‘ gui doivent regter toujours
positives.

Lorsque o et f varient d'une mapiére continue, »; varic aussi d'une
maniére continue et comme deux racines ne devicnnent jamais égaler,
leur ordre de grandeur fixé par les inégalités (4) ne sera jamais changé.

Nous allons démontrer les inégalités

. Jei .
(6) ; > G,
dx;
(7) YR

En effet, les quantités x,, ..., x, dépendent de a ¢t de 3 par les relations

(T e

#, 1 @y — Fy &y A o= Wy Wy = g

1

.+

Fp— Xy
. ) f e . ' . _ CER _
En prenant les dérivées par rapport b a on obtient pous les o le sy-

steme linéaire suivant:

. Ja o Dy [
ey — i, — P H,, — =z —em i=1,2, ..,
(8) 2 F + 1 . + . + i B AT ¢ )
ou
i I 1 : 1 1 .
@, = ———75 LT — e i . e
" (#1077 + y— 1 (g —uwg)? + + (0 — w1}’ + (a, —ai)? +
. 3
e (xi — ay)°
1
Qo = (I, == ~— —_—

g
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Ce systéme yentre évidemment dans le type des équations (1) car la
forime quadratique

H
W . g -~ |
- o ‘j X‘! —’ » v
Llffr".k A }r((—{ + [ +(&{__]} ) +> 'iﬂr_ ,‘}: a -{)
est positive, et x, 4 1 est aussi positif.
de, O 3, .-
Les valeurs de =, 22, ..., Z* wont done toutes positives,
ik 20 174

On trouve de la méme maniédre

P, Jet - i

o,
t, —— oy - Ve (iR - ——— e g D T PO O 3
il ‘M fz .a’; + ] 9? o 1

Iei les seconds membres sont tous négatils, et il en est donc de

meéme des valeurs des 35.

i
4. Considérons le css particulier « = 4, e¢n sorte que ; est fonction

de la scule variable a. Il est clair d’abord qu'on aura

@ L, =L =0 X, = .. =0,

Alnsi en supposant # == 2m ou # = 2m + 1 il suffira de considérer les

racines positives
Tyy Hgy -y &y

Nous allons démontrer qu'on a toujours

5 dib’g
(9{] da' < O, [im=1,72, L., ;e

En effet supposons d'abord » =: 2m, on aura

1 1
(10) ittt + s Tt m::": L ——,
| Farn et aman t e et = 0 e
d'ott Von dédnit |
d d;em 2a;

(11) bt e, e

dea
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et |ms:mt

0,

=t

1 1
i o ff == —_—
£ L T ——
) ‘ (w; + a) Gy = i)

T e L ! n L

j P (‘t_' JI]J + ’ + {",r ay }) + fr“, il }?‘ —i— T i ('Ui - ""’m_}‘z
1 1 ' 1

=gyt te TeEar T e s

Le systéme (11) rentre encore dans le type des équations (I) car
. est negatif et la forme quadratique

LT mwoo, o " . r?.
FEa0X X =Y (b gt g+ 2N

T (ot

(v, — q] |_‘,;r,- + )/

est positive. Mals les seconds membres dans le systéme (11} sont tous

négatifs et l'on a par coungéquent

ol .

L
e

Duans le cas # = 2 4+ 1 on aurh 2,,, = 0, ¢t

R 3 4 ot e

41 g 1 2.2 B— i— c‘_..l wy— @ 1 ™

L

e P o — =, ii= I._. LA ]
+ ;1 & + + Ad—;r,_l + ; +bt,, w1 + + at

La seule différence avec les relations (10) consiste, comme oun le voif,

T
-y

3 . 1
dans le terine 5o qui est venu remplacer le terme e Ce terme
x .

4

=t

2w 2w

provient de laction. des deux points matériels dont les abscisses sont
— &, et 0.
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, . .. . oy
On trouve les équations linéaires suivantes pour les la
ik
.-ia;t - {.th‘}m 245
o — N W, — == —_——-
T dy + e  JE—T
7] it 3 " elw
t, — - . . - jﬁ_ ({] . [i=Ts %, ..., m)
3] g -|-. 1)2 + (.x* o I_]‘! + 21’]._3 ""' i + i .
o |
f}-_;}l. - ”.I-i — . . o3

T (e et (G —

et Lon en conclut les inégalités (9] comme tout & Vheurc.

5. La démonstration des propositions exprimées par les inégalités
6), (7), {9) qu¢ nous venons de développer, nous semble la plus simple
si 'on n'a en vue que ces inégalités ellesindmes.  Mais nous avons re-
trouvé ces inégalités encore comme conséquences d’'une proposition dun
ciractore [Jhlé général, a Poceasion d'études sur la quadrature mécanique
de Gauss,

6. Nous allons développer maintenant quelques conséquences qui
découlent presque immeédiatement de ces inégalités [6), (7) et {9).

Supposons d’abord

I'équation (5} devient

(1 —x)e{x) — 20¢i(®) + u(n 4 1)e(x) = o

ainst @, est une racine de I'éguation obtenue en égalant 4 zéro le po-
lynome X, de Luarybie.
Prénons ensuite

1
4
{n a

(0—2g"(#) + (1 — 20)¢'(e) + nln + Dela) = o

on si l'on pose
T = cose,

N 1 \
{.(‘)Ség? 9"-‘(;].) e ‘?’\‘.

Aty .

12
gt () y= o,

efee® ;
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dorw:

et par conséquent

Dans le cus

“om trouve e Ia rméme maniere

£ = (_‘.r::?._:J(a_'_‘
. 1
sin e 4 - Je
Lop 2}’
e(r) == "
Sin-= g
2!
24
To=— NS S
! 20 4 I

Mais d'aprée les inéaalitéa (6), {7) il ost clair que la valeur de o
p v q
[

qui correspond A a = %, A= doit é&re plus petite gue la valeur de
: 1. 3
¥; poar g = ;, 2 :1 et plus grande que la valeur de x, pour a= " p= i

Ainsi on a lu limitation snivante pour la racine z; de l'éguation

X,—o0

{A) COR - — < o,

Cette proposition est due a M. Bruxs qui I'a obtenue dans le tome
go du Journal de BorcuawrpTt, pag. 327.

7. Nous pouvons ohteniv des limites plus. étroites a l'aide de Piné-
aalité (9}, ' |

Prenons en etfet



on trouvera

Sur les racines de I'équation X, = 0.

et en second lieu

on trounve

D'aprés les inédgalités (9) on

& = cos,
¢(z) = cosng,
2 — )z
&, == CO§———
_ 2n
3 3
% = — }9 = -
4 4
T = cos¢,
_ csin{a + Tig
e (7) ST 3
: sing
¥ cos =
T w41

cine positive de l'équation X, = o:

(B)

i (20 — D)z
< x, < cos —— 7,
w4 1 < z2n

Cos

Pour une racine négative on aurait évidemment

o (2i — )z
&, CO8 ~————
nF 1 > > 2n

COo8

Soit # = 10, on a d'aprés (A)

Acta mathematica.

Hmites
0,98883
0,95557

0,90097

0,03326

™1

0,07473

Ly

0,82624

I 10’73305 0,10056
“lo,62349
. |o,5oooo 0,13466
“lo,36534
0,22252

0,07473

4. Imprimé le & Avril 1R87,

A 0,14779

en conelut la limitation suivante d'unc

5

303
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et d’aprés (B)

limites
% 2;95769 0,02820
‘lo,95949
i 0,89101 o.o 976
"o,84125 4
z | 07707 0,05225
"*lo,65486 7 2
o [or45399 o
“lo,41342 0
Jo,15643 0,01412
*lo,14231 7 '

8. La proposition d'algébre démonirée dans le N° 1, on plutét le
corollaire que nous en avons déduit, se trouve lié étroitement a une
question qui se présente dans le probléme de la distribution d'électricité
sur un systéme de conducteurs,

Soient Ay, A,, ..., A4, les conducteurz, ¢, &, ..., &, leurs charges
respectives et ¥y, V,, ..., ¥V, les potentiels correspondants.

On a
(0!) : Va == Paty pf2¢2 + . Pt Gty )
et réciproguement
(18) & =g Vi + Vet ...+ ¢Va (ierly 3, ooy m)

(V. MaxweLr, Traité délectricité et de magnétisme, § 87.)
La forme quadratique

zzqr‘k'@é Ly

est positive, Le coefficient positif g, est la capacité du conducteur 4,
tandis que g, est un coefficient d’électricité induit ct négatif.

J.e gystéme () renire done dans le type des équations (1), et d’aprés
notre corollaive les coefficients dn systéme () sont donc tous positifs, ce
qui est bien connu et ce qu'on établit directement & Yaide de la théoric
du potentiel.
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Muis le systéme (§) n'a pas la méme pénéralité que le systéme (1)
car on a entre les coefficients g, les relations

¥a + i ‘J[“ e + Fim i o (=12, .0, )

tandis que dans le systeme (1) on n’a pag nécessairement les relations
correspondantes entre les a,.

Mais aussi dans le systéme (u) les p, ne sont pas seulement positifs,
la théorie du potentiel montre qu'on a en outre

Py 2 D
D'aprés cela il est fort probable que si I'on assujettit dans le systeme
(I) aar, + ... + a,x, = & (i=1,2, 0y )
lez coefficients a, % ces conditions additionnelles:
8 = 04 + “i:z.‘f‘ o +a|’méo)
il en résultera pour les D, la conséquence
"Dif 2 -Dﬁ-'

Cest ce que nous allons prouver en effet,

9. Supposons d’abord
8 >0 (=% 0 m
alors on a
D;i p-2 Dn: . =2

Il suffira évidemment de faire voir qué D, >D,. A cause de
-Dxi = ELDu -+ Ezl)al + ...+ Em-Dml
cela revient & montrer que pour
El-——--{-I, Eg——:--—l, §=o0 >

la valeur de x, tirée da systéme (1) est positive.' Or on a:

E
zl:fi =0 = zlrstxw

m ™m m
?%Es =% — & =21; @y ;T
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d'on l'on conclut d’abord que les 2, me peuvent pas étre tous nuls ou
négatifs, ou bien tous nuls ou positifs et ensuite '

xr, >,
Donc si @, était nul ou négatif, », scrait négatif. Supposons donc que
Tyy Xyy o e vy Ly (m > n = 2}

solent nuls ou négatifs, et

xn-i-l’ mﬂ+‘2? R xm
positifs.
On devrait avoir
i n ™ m
280, =0=2a(t, ., @y + . ..+ aur,) + 2 X am,
a4+l | A1 n43

ce qui est impossible car le second membre est positif. On a donc né-
cessairement @, = © ou
D, > D,
C. Q. F. D.

Il est clair maintenant que dans le cas

5,20
on dolt avoir nécesgalrement
D,z D,

Ei )

car un changement infiniment petit des @, suffit pour rentrer dans le
cas § > O,

10. Cherchons encore lez conditions nécessaires et suffisantes pour
guon ait .
D =1

i1 12"

D’aprés ce qui précéde il est clair qu'au moins un des s, doit étre nul
mais cela ne suffit pas. '
En prenant comme tout-a-l'hcure

§ = +1, § = —1, &=o (B



Sur les racines de 'équation X, — ©. 397

la condition I}, = D, revient & x ==o0, et les inconnues #,, ..., 7, se
trouvent déterminées par le systéme

a22x2+"'+“2m9gm:_15

Ay Ty +~ + Cam Xy, == O,
(1)

A 0.

Deux cas sont a distinguer.
I. La forme

mom
22a,. 0,
2 2

ne se décompose pas directement dans la somme de deux formes quadra-
tiques d'un nombre de variables moindre que m — 1.

Alors 2y, %5, ..., T, seront négatifs, d’aprés ce que nous avens vu
dang le N° 1. Kt comme on a:

on en conclut
(a) 8, = 0, 8, =0, ..., 8§, =0

Réciproquement, si ces relations {a) se trouvent vérifices, il est clair que

le systéme (1) donnera x, = o ou D,, = D, car on trouve

et 5, mest pas nul,
II. La forme _

% %’aﬁ Fyily

se décompose directement dans la somme de deux ou de plusieurs formes
quadratiques.
Alors les variables

Tyy Tyy 20y Ty
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se décomposent en plusienrs groupes. Soit
Tgy gy voiy Ty

le groupe dans lequel se trouve z,.
Le systéme (1} se décompose en deux systémes relatifs aux denx
groupes de variables
' Aoy By v uny Ty

Lyg1y vevy B
et on voit qu'on aura:

z, <0, T, <O, ...y X, <0

973“+1=(E,‘+2Z...:ﬂ‘3m=0.

La relation
0 =Sﬂx2 + . own + sﬂ?xﬁl

permet done de conclure:

{b) 5, == 0, 8, =20, ..., 8 =0

Réciproquement, si les conditions (b) sont vérifides et qu'en outre on 2
identiquements

mom L mn W

Llawa, = Zlagwm, + X X aum,

3 2 2 2 n+latl
alors le systéme des valeurs de =z,, «,, , %, tirées des équations (1),
joint 4 la valeur @, = o, satisfait au systéme (1) et I'on & par consé
quent D,, = D,,. Pour le montrer il suffit évidemment de vérifier la
premiére des équations (1), ou bien l'éguation obtenue en prenant la
somme des dquations (1). Or cette dernicre

31:1'31 + sgxg + - + smmm = 0

se trouve vérifiée évidemment.

‘Nous avons supposé ici # <, pour # = m on rentre dans le pre-
mier cag; et I'on a le résultat suivant.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que

D

11

=D

12
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consistent dans ce que, pour une valeur spéciale de n

2 n<m

on ait
(I) 8, = 0, 8 =06, ..., 5§, =0
et .

g piy = By gig == 70 ==ty == O

\ By ng1 == O3 423 = - = 3, = G,

(1)

an,ﬂ-i—l = aw,ﬂ{? T e = aw,m:: 0.

Dans le cas % == m lez conditions (II) disparaissent.
11. Supposons les conditions (I) et (II} remplies, il n'est pas permis

de conclure que les valeurs de #,, ..., z, sont négatives, car la forme

i

Won

22 A
22

pourrait encore étre décomposable, Mais s cela ecut liew, il est clair
que les conditions (I} ot (II) seraient encore satisfaites pour une valear
plus petite du nombre n.

Si done nous supposons que # soit le plus petit nombre pour leguel
les conditions (I) et (II) sont satisfuites, on aura

z, < 0O <0, L, 2, <O

l/’E:H-F]. = mﬁ-}-ﬂ ==, = o
et A cause de
Dx; = Dy~ D,

nous pouvons done ajouter:
la condition [}, = D, entraine nécessairement les relations

D,< D, pour ¢ =2,3, ..., n.

Dy, = D, pour i >n.
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Note.

Aprés avoir terminé la rédaction de cet article, je viens de prendre
connaissance d'une note Sur les racines de certaines équations par M. A.
Marsorr, (Mathematische Annalen, T. 27, p. 177). L'auteur y dé-
duit d’abord la limitation des racines de 1’équation X, = o déja obtenne
par M. Bruxs, et ensuite il obtient aussi et pour la premiére fois, la
limitation plus étroite (B).

La démonsteation que j'ai donnée est différente de celle de M. Max-
KOFF, mais unhe scconde démonstration a laquelle j'ai fait allusion scule-
ment dans le N° 5, ne differe pas au fond de celle de cet auteur.

Toulouse, Janvier 1887.




