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Resumo

O principal objetivo desta dissertagao é fazer um estudo detalhado da propriedade de
Schur em espacos de Banach. Iniciamos este trabalho com alguns resultados de Anélise
Funcional e Topologia Geral que serao uteis no desenvolvimento da dissertacao. No se-
gundo capitulo apresentamos varios resultados relacionados com a propriedade de Schur,
com énfase em caracterizacoes da propriedade de Schur em espagos de Banach e em
espacos duais. Alguns primeiros exemplos de espacos de Banach que gozam, ou nao,
da propriedade de Schur e relagoes desta propriedade com outras propriedades classicas
dos espacos de Banach também sao apresentados. No terceiro capitulo apresentamos as
construcoes de varios outros espacos notaveis com a propriedade de Schur.

Palavras-chave: espacos de Banach, propriedade de Schur, espacos de Schur, propriedade
de Dunford-Pettis.
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LUIZ, J. L. P. The Schur property in Banach spaces. 2017. - 81p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is to perform a thorough study of the Schur property
in Banach spaces. We start with some basic results on Functional Analysis and General
Topology that shall be useful throughout the work. In the second chapter we present
several results related to the Schur property, mainly concerning characterizations of the
Schur property in Banach spaces and in dual spaces. A few examples of Banach spaces
with and without the Schur property and relationships of this property with some other
classical properties in Banach space theory are also presented. In the third chapter we
present the construction of several other outstanding spaces with the Schur property.

Keywords: Banach spaces, Schur property, Schur spaces, Dunford-Pettis property.
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INTRODUCAO

A Anadlise Funcional, conforme visto no prefdcio do livro [6], pode ser definida como o
estudo dos espacos vetoriais normados, em especial os espacos de Banach, e dos operadores
lineares continuos entre eles. Com um pouco de liberdade pode se dizer que a Analise
Funcional é uma Algebra Linear em dimensao infinita.

Quando trabalhamos com espacos normados de dimensao infinita, resultados que sao
conhecidos em dimensao finita podem deixar de ser validos. Um exemplo classico disso é
que a bola unitaria fechada de qualquer espaco normado de dimensao finita é compacta
na topologia da norma, enquanto que em dimensao infinita isso nunca ocorre (veja |6,
Teorema 1.5.4]). Um segundo exemplo é que, em espacos normados de dimensao finita, a
convergéncia fraca de sequéncias é equivalente a convergéncia em norma (veja Exemplo
2.1.2), enquanto que em espagos de dimensao infinita convergéncia fraca de sequéncias nem
sempre implica na convergéncia em norma. Um exemplo classico deste fato é a sequéncia
de vetores unitarios canonicos (e,), no espaco das sequéncias de escalares convergentes
para zero ¢g, esta sequéncia converge fracamente para zero mas nao converge para zero
em norma (veja Exemplo 1.3.6).

Em 1921 o matemadtico Issai Schur [46] demonstrou que, no espaco das sequéncias
de escalares absolutamente somaveis ¢1, a convergéncia fraca de sequéncias implica na
convergencia em norma. Assim, o espaco ¢ foi o primeiro espaco de Banach de dimensao
infinita onde tal implicacao foi observada. Considerando que esse fato confere proprieda-
des muito especiais ao espago {1, passou-se a questionar a validade desse fato (convergéncia
fraca de sequéncias implicar em convergéncia em norma) em outros espagos de Banach.
Quando ficou estabelecido que existem outros espacos de dimensao infinita onde tal im-
plicacao é valida, passou-se a dizer que um espaco de Banach E possui a propriedade
de Schur, ou que E é um espago de Schur, se em E a convergéncia fraca de sequéncias
implica na convergéncia em norma.

A ideia central desta dissertacao é fazer um estudo da propriedade de Schur em espagos
de Banach e obter como produto final um material que apresente os principais resultados e
exemplos sobre tal propriedade. A principal motivacao, além da relevancia da propriedade
de Schur na teoria dos espacos de Banach, é nao conhecermos nenhum material que
apresente, na mesma referéncia, os principais resultados e exemplos sobre a propriedade



de Schur. Um outro ingrediente importante é a visao geral dos matematicos de que
a propriedade de Schur é extremamente rara, sendo f; o unico exemplo conhecido por
muitos. Nesta dissertacdo mostraremos que sim, a propriedade de Schur é rara, mas
mostraremos também que existem muitos outros espacos importantes que sao de Schur.
Nosso recado é o seguinte: a propriedade de Schur é extremamente rara entre os espagos
classicos, mas nao tao rara assim em geral. Tendo isso em mente a dissertacao estd
estruturada em trées capitulos da seguinte maneira:

No primeiro capitulo apresentamos alguns resultados da Anélise Funcional e da Topo-
logia Geral que serao utilizados no decorrer da dissertacao. A maior parte dos resultados
estao enunciados e com as demonstracoes devidamente referenciadas, porém em determi-
nados casos as demonstragoes serao apresentadas por entendermos que tais demonstragoes
sao importantes para uma melhor compreensao da dissertacao e da propriedade de Schur.

No segundo capitulo apresentamos alguns exemplos de espagos de Banach que pos-
suem, ou nao, a propriedade de Schur e alguns resultados sobre tal propriedade, como por
exemplo, esta propriedade:

o preservada por isomorfismos (veja Proposi¢ao 2.2.1).

0 passada para subespagos fechados (veja Proposigao 2.1.4).

e X uma propriedade de trés espacos (veja Proposigao 2.2.14).

e Nao é passada para o dual nem para o predual em geral (veja Observacao 2.2.7 e
Observagao 2.2.5, respectivamente).

e Nao é passada para espacos quociente em geral (veja Exemplo 2.2.8), etc.

Relacionamos a propriedade de Schur com outras propriedades definidas em espacos
de Banach, como por exemplo:

e A propriedade de Dunford-Pettis (veja Proposicao 2.3.22 e itens a e b do Teorema
2.4.5).

e Reflexidade (veja Proposigao 2.3.1 e Proposigao 2.3.7).

e Super-propriedades (veja Proposicao 2.3.17), etc.

Ainda no Capitulo 2 apresentamos varias caracterizagoes para que um espaco de Ba-
nach tenha a propriedade de Schur (veja Teorema 2.1.8), e caracterizagbes para o caso
especial em que o espago de Banach em questdao é um espago dual (veja Teorema 2.4.5).

No terceiro capitulo apresentamos mais alguns exemplos de espacos de Banach que
gozam, ou nao, da propriedade de Schur. Esse capitulo vem para completar nossos exem-
plos de espagos de Schur, que até o fim do segundo capitulo ainda serao bastante escassos.
Dentre os exemplos apresentados trabalharemos com espacos de operadores, espacos de
aplicagoes multilineares, produtos tensoriais topologicos e alguns espacos de Banach cria-
dos para responder algumas questoes que estavam em aberto, como é o caso por exemplo
dos espagcos de Bourgain-Pisier e do espago construido por Kadets e Werner [32] em 2003
para responder a seguinte pergunta: Existe um espago de Banach que goza simultanea-
mente das propriedades de Schur e de Daugavet? (veja Teorema 3.9.11).

Por fim, apresentamos no Apéndice A uma tabela que traz todos os espacos de Banach
estudados no decorrer da dissertacao separados entre os que possuem a propriedade de
Schur e aqueles que nao possuem tal propriedade.

José Lucas Pereira Luiz
Uberlandia-MG, 16 de fevereiro de 2017.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo é apresentar algumas definigbes e resultados da Anadlise
Funcional e da Topologia Geral que serao usados no decorrer da dissertacao. Grande
parte dos resultados sao bastante conhecidos dentro de suas respectivas areas e suas
demonstragoes sao facilmente encontradas na literatura, entao apresentaremos apenas as
referéncias nas quais as demonstracoes podem ser encontradas.

Apresentaremos, principalmende na secao de topologias fraca e fraca-estrela, algumas
demonstracoes e exemplos que julgamos interessantes para um melhor desenvolvimento
da dissertacao.

Entenderemos um espaco vetorial normado E, ou simplesmente um espaco normado F,
sempre sobre o corpo de escalares K, onde K denota indistintamente o corpo dos niimeros
reais R ou o corpo dos niimeros complexos C. Uma norma em um espaco normado F
serd denotada por || - ||, quando julgarmos necessario escreveremos || - || g para indicar que
a norma esta definida no espago FE.

Denotaremos o espaco vetorial dos operadores lineares continuos T: E — I entre os
espagos normados E e F' por L(E; F'). Nesse espaco consideramos a norma usual

[T == sup ||T(x)|| = sup [[T'(z)]
T€ESE r€BE

onde Sg :={x € E : ||z|| = 1} é a esfera unitiria de E e B :={x € E : ||z|| <1} é a
bola unitaria fechada de E. L(E; F) é um espago de Banach sempre que F' for um espago
de Banach.

Os operadores lineares continuos bijetores que possuem inversa continua representam
uma classe especial de operadores e sao chamados de isomorfismos. Quando existir um
isomorfismo T': & — F entre espagos normados E e I’ diremos que E e F' sao isomorfos.

Se o isomorfismo T' for uma isometria, isto é, ||T'(z)|| = ||z| para todo x € E, diremos
que T é um isomorfismo isométrico, e neste caso dizemos que E e F sao isomorfos

. . ~ 1
1sometricamente e usamos a notacao £ = F'.

~ 1 T ;- . .
Usaremos a nota¢ao £ — F (E — F') para indicar que E é isomorfo (isometricamente)
a um subespaco de F', e neste caso dizemos que F' possui uma cdpia (isométrica) de E.

3



Quando todo subespaco fechado de F' de dimensao infinita possuir uma copia de E diremos
que F' é hereditariamente E.

O dual topolégico de E serd denotado por E' e o bidual topoldgico por E”. Um
espaco de Banach F' é dito dual se existe um espago de Banach F tal que F LE. 0
mergulho canénico de E em E” serd denotado por Jg, lembramos que Jg: E — E” é um
isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Quando Jg é sobrejetor dizemos que o espaco
E é reflexivo. Lembramos ainda que todo subespaco fechado de um espaco reflexivo é
reflexivo.

O operador adjunto de um operador linear continuo 7" entre espacos normados F e F
serd denotado por T'. Lembramos que 7" € L(F'; E') e é dado por T'(p)(z) := p(T(x))
para todos z € E e ¢ € F'. Além disso, | T”|| = ||T|| e 7" é um isomorfismo (isométrico)
sempre que 7" for um isomorfismo (isométrico).

Denotaremos sequéncias em um espago normado F por (x,),. Na maior parte do
texto usaremos a notagao x, — x para indicar que a sequéncia (x,), converge para
x no espaco normado E, porém em alguns momentos serd necessario utilizar a notagao
T, —= x para que fique claro que a sequéncia (z,), converge para r em E quando o
indice n tende para oo.

Todos os resultados enunciados acima podem ser encontrados em [6]. Para leitores nao
habituados com defini¢oes e resultados bésicos de Analise Funcional e Topologia Geral,
indicamos os livros [6] e [52], respectivamente.

1.1 Resultados Gerais

Teorema 1.1.1 Um espag¢o normado E tem dimensao finita se, e somente se, a bola
unitdaria fechada Bg € compacta na topologia da norma.

Demonstracao. [6, Teorema 1.5.4]. =

Teorema 1.1.2 (Teorema de Hahn-Banach) Seja F' um subespago de um espago normado
E e seja p: F — K um funcional linear continuo. FEntao existe um funcional linear
continuo ¢: E — K cuja restricio a F' coincide com ¢ e ||@] = [|¢]|.

Demonstragao. [6, Corolario 3.1.3]. =
Seguiremos a tendéncia de chamar algumas consequéncias do Teorema de Hahn-

Banach pelo nome do teorema.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Hahn-Banach) Seja E um espa¢o normado. Para todo
zg € E, 19 # 0, existe um funcional linear ¢ € E' tal que ||¢|| =1 e o(x0) = ||z0]|-

Demonstragao. [6, Corolario 3.1.4]. =

Teorema 1.1.4 (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espago normado, E # {0}, e
x € E. Entao

l2]] = sup{le(2)| - € By}



Demonstragao. [6, Corolario 3.1.5]. =

__ Seja B um subconjunto de um espago topolégico X. Dizemos que B é denso em X se
B=X.

Definicao 1.1.5 Seja F um espago normado. Dizemos que E éum completamento de E
se as trés condicoes abaixo sao verificadas:

(a) E é um espaco de Banach com a norma || - |5

(b) Existe um isomorfismo isométrico T': £ — T(E) C E.

(¢) T(E) é denso em E.

E fato conhecido que todo espago normado possui um completamento, que é tinico a
menos de isomorfismos isométricos (veja [22, Fact 3.2]).

Apresentamos a seguir um resultado sobre a convergéncia de sequéncia em espagos
topoldgicos que serd uma ferramenta muito util em demonstragoes futuras.

Proposicao 1.1.6 Sejam X um espago topoldgico e (x,), uma sequéncia em X tal que
toda subsequéncia de (), tem uma subsequéncia que converge para um mesmo r € X.
Entao x, — x.

Demonstracao. Suponha que z, /— x. Entao existe uma vizinhanca V' de x tal que
para todo ng € N existe N > ng tal que zy ¢ V.

Para ng =1, existe N; € N tal que 2y, ¢V,

Para ng = Ny + 1, existe Ny > Nj tal que xp, ¢V,

Para ng = Ny + 1, existe N3 > N, tal que zy, ¢ V,

Portanto existe uma subsequéncia (zy;); de (zn), tal que xy, ¢ V para todo j € N. Por
hipdtese, existe uma subsequéncia (wy; )x de (zn;); tal que zy;, — x. Ou seja, existe
ko € N de modo que xy, €V para todo k > ky. Absurdo, portanto z, — . =
Teorema 1.1.7 Todo subconjunto fechado de um espago topoldogico compacto é compacto.
Demonstracao. [52, Theorem 17.5]. m
Definicao 1.1.8 Seja X um espaco topoldgico:

e X é localmente compacto se para cada x € X existir uma vizinhanca aberta U de x

tal que U é compacto.

e Se X é localmente compacto Hausdorff, entao a o-dlgebra gerada pelos conjuntos
abertos de X é chamada de o-dlgebra de Borel. Uma medida definida na o-algebra
de Borel é chamada medida de Borel, e os elementos dessa o-algebra sao chamados
de borelianos.

e Se X é localmente compacto Hausdorff, entao uma medida de Borel y em X é dita
reqular se as seguintes condicoes sao verificadas para todo boreliano A em X:

(a) u(A) =inf{u(U): U é subconjunto aberto de X e U D A},
(b) pu(A) =sup{u(K): K é subconjunto compacto de X e K C A}.



1.2 Espacgos (), {+ e ¢

Nesta secao apresentamos resultados relacionados a alguns espacos de sequéncias classicos
da Analise Funcional. Considerando as sequéncias formadas por escalares pertencentes a
K, denotamos por:

® ¢y 0 espaco das sequéncias que convergem para zero.
e /,: 0 espaco das sequéncias absolutamente p-somaveis, onde 1 < p < oo.
e /. 0 espaco das sequéncias limitadas.

O espago l, é de Banach com a norma dada por ||(x,),| := sup{|z,| : n € N},
para todo (z,), € ls. O espago ¢y é um subespago fechado de /.., e consequentemente
¢ Banach com a norma do sup. Os espagos ¢,, para 1 < p < oo, sao de Banach com a

norma dada por ||(z,),] = (Z |xn|p> para toda (z,), € ¢, (veja [6, pags 14 e 15]).

n=1

1 1
Proposicao 1.2.1 Sejam 1 < p < o0 e 1 < p' < oo tais que — + — = 1. FEntao a

correspondéncia (também chamada de relagdo de dualidade)
b= (b;); € ly — op € (L,); wu((ay);) = Zajbj para toda sequéncia (a;); € €y,
j=1

estabelece um isomorfismo isométrico entre £, e (£,)'. No caso em que p = 1 tomamos
p = 0.

Demonstragao. [6, Proposigao 4.2.1]. =

Proposicao 1.2.2 Os espagos {1 e (co) sdo isomorfos isometricamente por meio da
relacao de dualidade

b= (b;); € lh— pp € (co); wul(aj);) = Zajbj para toda sequéncia (aj); € co.
j=1

Demonstragao. [6, Proposigao 4.2.3]. =

Seja A um subconjunto do espago vetorial E. O subespaco de E formado por todas
as combinacoes lineares finitas de elementos de A, com coeficientes em K, serd denotado
por [A] e chamado de subespago gerado por A (alguns textos chamam [A] de envoltéria
linear de A).

Um espago normado E que contém um subconjunto enumeravel e denso em F ¢é dito
separdvel. E um fato conhecido que F é separavel se, e somente se, existe um subconjunto
enumerdvel A de E tal que [A] é denso em E (veja [6, Lema 1.6.3]).

Proposicao 1.2.3 Os espacos ¢y e £,, 1 < p < 00, sao separdveis.
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Demonstragao. [6, Exemplo 1.6.4]. =
Proposicao 1.2.4 O espago {, nao é separdavel.
Demonstracao. [6, Exemplo 1.6.5]. =

Proposicao 1.2.5 Todo espagco normado separdvel € isomorfo isometricamente a um
subespaco de L.

Demonstragao. [6, Proposigao 3.3.3]. =

1.3 Topologias fraca e fraca-estrela

Além da topologia da norma, presente em todo espaco normado, todo espaco normado
pode ser dotado de uma outra topologia como definido a seguir.

Definigao 1.3.1 A topologia fraca de um espaco normado F, denotada por o(FE, E'), é
a topologia gerada, no sentido de [6, Definigao 6.1.2], pelos funcionais lineares continuos
p ekl

Quando uma sequéncia (z,), convergir para x € E na topologia fraca de E, denota-
remos este fato por x, — x e diremos que (x,), converge fracamente para r. Quando
um subconjunto K C E for compacto com relagao a topologia fraca de F, diremos que K
é fracamente compacto em E. De forma andloga, a partir de agora sempre que utilizar-
mos as palavras fraco e fracamente estaremos nos referindo a topologia fraca do espaco
normado com o qual estivermos trabalhando.

Teorema 1.3.2 Seja E um espaco normado. Entao as topologias da norma e fraca coi-
cidem se, e somente se, E tem dimensao finita.

Demonstragao. [6, Proposigao 6.2.6]. =

Proposicdo 1.3.3 Seja E um espaco normado. Se x, — x em E, entdo a sequéncia
(|lznll)n € limitada.

Demonstracao. [6, Proposigao 6.2.5 (a)]. =

Proposicao 1.3.4 Seja E um espago normado. Entao:

(a) Funcionais lineares continuos sao fracamente continuos, isto €, para todo ¢ € F',
: (E,0(E,E") — K € continuo.

(b) Para cada xoy € E, os conjuntos da forma
Vie={x € E: |pi(x) — pi(xg)| < e para todo i € J}

onde J é um conjunto finito, p; € E' para todoi € J e e > 0, formam uma base de
vizinhangas abertas de xo para a topologia fraca.
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(c) Seja (zn)n uma sequéncia em E. Entdo x, — x se, e somente se, p(x,) — o(z)
para todo ¢ € E'.

(d) A topologia fraca o(E, E') é de Hausdorff.

Demonstragao. [6, Proposigao 6.2.2]. =

Segue facilmente do item (¢) da proposicao acima que se x,, — = entdo toda sub-
sequéncia de (x,), converge fracamente para x. A partir de agora usaremos muito a
caracterizagdo apresentada no item (c¢) da proposicao acima para trabalhar com a con-
vergéncia fraca de sequéncias em um espago normado.

Proposicao 1.3.5 Em um espaco normado E, se x, — © entdo x, —> .

Demonstragao. Se x, — x entao pela continuidade de ¢ € E’ segue que p(x,) —
¢(x) para todo ¢ € E’, portanto pelo item (¢) da proposicao acima segue que x, — .
]

A reciproca dessa proposi¢ao nem sempre é verdadeira. Um exemplo classico disso é
a sequéncia de vetores unitdrios canonicos (e,), em ¢y, como mostramos a seguir.

Exemplo 1.3.6 Consideremos em ¢y a sequéncia (e, ), formada pelos vetores unitarios
canonicos dos espagos de sequéncias escalares, isto é, e, = (0,...,0,1,0,0,...), onde 1

aparece na n-ésima coordenada. Dado ¢ € (co)’, pela dualidade ()’ = ¢; existe (a;); € b
tal que

(o]
o((by);) = E a;b; para toda sequéncia (b;); € co.
j=1
Tomando o n-ésimo vetor unitario canonico e,, € ¢y observamos que ¢(e,) = a,, e fazendo

n — oo temos a, — 0, pois a sequéncia (a;); € ¢;. Com isso p(e,) — 0 para todo
¢ € (), e portanto e, — 0. Por outro lado temos |e,|| = 1 — 1 # 0, ou seja,

en 74— 0.

Proposicao 1.3.7 Sejam E, F' espacos de Banach. Um operador linear T: E — F ¢é
continuo se, e somente se, T: (E,0(E,E")) — (F,(o(F, F")) é continuo.
Demonstragao. [6, Proposigao 6.2.9]. =

Usaremos a notagao w-w-continuo para indicar que um operador T: F — F ¢

continuo nas topologias fracas de E e F' respectivamente.

Proposicao 1.3.8 Um espaco de Banach E € reflexivo se, e somente se, toda sequéncia
limitada em E tem uma subsequéncia fracamente convergente.

Demonstracao. [1, Corollary 1.6.4]. =

Teorema 1.3.9 (Teorema de Eberlein-Smulian) Seja K um subconjunto de um espago
de Banach E. Entio K € fracamente compacto se, e somente se, toda sequéncia (x,),
em K possui uma subsequéncia fracamente convergente para algum x € K.



Demonstragao. [1, Theorem 1.6.3]. =

Um subconjunto A de um espago normado F é dito convezo se (1 —\)z+ Ay € A para
todos z,y € Ae < A< 1.

Teorema 1.3.10 O fecho e o fecho fraco de um subconjunto convero de um espago nor-
mado coincidem.

Demonstracao. [39, Theorem 2.5.16]. m

No dual topolégico E' de um espaco normado FE, além da topologia da norma e da
topologia fraca, podemos definir uma terceira topologia como apresentada a seguir.

Definigao 1.3.11 Seja F um espaco normado. A topologia fraca-estrela em E’', de-
notada por o(FE’,E), é a topologia gerada, no sentido de [6, Definicao 6.1.2], pelas
fungdes pertencentes ao conjunto Jg(E) = {Jg(zx) : * € E}, isto é, pelas fungoes
p € FE v+ Je(x)(p) :=p(x) €K, ondex € E.

Quando uma sequéncia (¢,), em E’ convergir para ¢ € E’ na topologia fraca-estrela

w ~ , , . .
escreveremos ¢, — . A notacdo w*-w*-continuo serd usada para indicar que um
operador T': E' — [ é continuo nas topologias fraca-estrela de £’ e F’ respectivamente,
e as notacoes w-w*-continuo e w*-w-continuo seguem o mesmo padrao.

Proposicao 1.3.12 Seja E um espag¢o normado.

(a) Seja (pn), uma sequéncia em E'. Entao o, SN @ se, e somente se, pp(x) — p(x)
para todo x € E.

(b) A topologia fraca-estrela é de Hausdorff.
(c) Se on — p em E', entdo o, 0.

Demonstragao. [6, Proposigao 6.3.2, Proposicao 6.3.3]. m

Segue facilmente do item (a) da proposi¢do acima que se @, LN ¢ em E’, entao
toda subsequéncia de (¢, ), converge para ¢ na topologia fraca-estrela. A partir de agora
usaremos bastante o item (a) para demonstrar a convergéncia fraca-estrela de sequéncias.
O item (a) também pode ser usado para caracterizar convergéncia fraca-estrela de redes
definidas no espaco E’ (veja [6, Proposicao 6.1.3(e)]).

Proposicao 1.3.13 Sejam E um espago normado e ¢: (E',0(E',E)) — K um fun-
cional linear continuo. FEntdo existe v € E tal que ¢ = Jg(x). Em outras palavras,
(E',0(E' E)) = Jg(E).

Demonstragao. [6, Proposigao 6.3.6]. =

Defini¢ao 1.3.14 Uma sequéncia (z,), em um espago de Banach F é fracamente de
Cauchy se para todo ¢ € E' a sequéncia (¢(z,)), for de Cauchy (ou, equivalentemente,
convergente) em K.



E facil ver que toda sequéncia fracamente convergente ¢é fracamente de Cauchy, porém
a reciproca nem sempre ¢ verdadeira, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.15 Considere a sequéncia (y"), em ¢y dada por y" = (y7); = e1 +-- - +ep,
onde e, é o n-ésimo vetor unitério canonico de ¢o. Dado ¢ € (cg)’, pela dualidade

0, = (o), existe (aj); em £y tal que

Py =D ylaj =Y a;— > a; (1.1)
=1 j=1 j=1

Assim (¢(y")), é convergente, e portanto é de Cauchy para todo ¢ € (¢p)’. Com isso
concluimos que (y"),, é fracamente de Cauchy em c.

Como ¢y C Uy, temos (y"), C ls. Mostraremos agora que y" LN y=(1,1,...) em

ls. Pela dualidade (¢;)’ L (. basta provar que para toda sequéncia (x;); € {1 tem-se
y"((xj);) — y((x;);). Isso de fato ocorre, pois

y'((e)) = D ypes = D — 3w = yl(@);). (1.2)

Disso segue que y" RN y=(1,1,...) em (.
Agora suponha que (y"), seja fracamente convergente em cq. Entao existe z € ¢y tal
que y" — z em ¢;. Como ¢y é um subespaco de o, se 1 € ({s) entdo V.. € () e dai

V(") =Y, (") — Y, (2) = ¥(2).

Logo ¥(y™) — 9(z) para todo ¥ € (£4)', ou seja, y" — z em /4, e consequentemente

y" % 2 em (. Como a topologia fraca-estrela é de Hausdorff, concluimos que y = z,
mas isso gera um absurdo pois y = (1,1,...) € ¢y. Logo (y"), nao converge fracamente
em cg.

Proposicao 1.3.16 Uma sequéncia (x,,), no espaco de Banach E € fracamente de Cau-
chy se, e somente se, para toda vizinhanca U de zero na topologia fraca existe ng € N tal
que (T, — T,) € U para todos m,n > ny.

Demonstracao. Seja U uma vizinhanga fraca de zero em E. Entao existe um aberto
bésico V na topologia fraca tal que 0 € V C U. Tome € > 0 e o1, p9,...,0, € E tais
que

Vi={zcE: |pj(x)|<e, j=1,....k}= m¢;1(B(O,5)).

Como (¢;(xy)), é uma sequéncia de Cauchy para 1 < j < k, entdo para cada j existe
n; € N tal que

loj(xn — )| = |pj(2n) — @;(2)| < € para todos m,n > n;.
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Assim, (z, — x,,) € <pj_1(B(0, e)) para todos m,n > n;. Tomando ny = max{ni,...,nx}
temos
(Zn — ) € @; '(B(0,€)) para todos m,n >nge j=1,... k.

Com isso

n— Tm) ﬂgoj =V C U para todos m,n > ny.

Portanto, existe ng € N tal que (x,, — z,,,) € U para todos m,n > ny.

Reciprocamente, dado ¢ € E’, provaremos que (¢(x,,)), ¢ de Cauchy em K. Dado ¢ >
0 e a bola aberta B(0,¢) em K, como ¢ é fracamente continua sabemos que ¢~ '(B(0, ))
é fracamente aberto em E e 0 € ¢ '(B(0,¢)). Logo ¢ ' (B(0,¢)) é uma vizinhanca fraca
de zero em E. Por hipdtese existe ng € N tal que

(20 — ) € ¢ ' (B(0,€)) para todos m,n > ny.

Assim,
() — @(m)] = (s — )] < £ para todos m, n > no.

Logo (¢(xy))n, é de Cauchy e, portanto, (x,), é fracamente de Cauchy. m

A caracterizacao apresentada a seguir foi encontrada em [47] e serd muito til em
demonstracoes futuras.

Proposicao 1.3.17 Sejam E um espago de Banach e (x,,), uma sequéncia em E. Entdo
(Tn)n € uma sequéncia de Cauchy (fracamente de Cauchy) se, e somente se, para cada
par de sequéncias estritamente crescentes (my)g, (ng)r em N, a sequéncia (T, — Tn, )k
converge para zero em E (fracamente em E ).

Demonstragao. Suponha que (z,), é uma sequéncia de Cauchy (fracamente de Cauchy)
e seja U uma vizinhanca de zero (na topologia fraca) em FE. Entao existe ny € N tal que
(T, — x,) € U para todos m,n > nyg. Tome kg € N de modo que my,, ng, > ng, entao
(T, — xp,,) € U para todo k > kg. Portanto z,,, — x,,, — 0 (2, — Ty, 5 0).

Reciprocamente, suponha que a sequéncia (x,), nao seja de Cauchy (fracamente de
Cauchy) em E. Neste caso existe uma vizinhanga U de zero (na topologia fraca) em E
tal que para cada ng € N existem m,n > ny de modo que (z,, — x,) ¢ U. Assim

para ng = 1, existem my,n; > 1 tais que (2, — ) ¢ U,
para ng = max{mi,ni}, existem msq,ny > ng tais que (T, — ,,) ¢ U,

para ng = max{ms, ns}, existem mg,ng > ng tais que (T, — Tn,) ¢ U,

Com isso obtemos duas sequéncias (my)x e (ng )y estritamente crescente de niimeros natu-

rais tais que (2,,, —x,,) ¢ U para todo k € N, ou seja, x,,, — 2, #— 0 (T, — T, #— 0),
contradizendo assim a hip6tese. Portanto (x,,), é de Cauchy (fracamente de Cauchy). m

Proposicao 1.3.18 Toda sequéncia de Cauchy em um espago de Banach é fracamente
de Cauchy.
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Demonstragao. Se (z,), é uma sequéncia de Cauchy no espago de Banach E, entédo
(), converge para algum x € E. Pela continuidade dos funcionais em E’ segue que
o(r,) — ¢(x) para todo ¢ € E'. Assim, como (¢(x,)), é convergente em K, para todo
p € E', segue que (z,), ¢ fracamente de Cauchy. m

Observagao 1.3.19 A reciproca da proposi¢ao acima nem sempre é verdadeira. Como
exemplo disso basta tomarmos novamente a sequéncia de vetores unitarios canénicos (e,,),
em ¢y. Verificamos no Exemplo 1.3.6 que (e, ), é fracamente convergente em co, e dai (e,),
é fracamente de Cauchy. Porém |le, — e,,|| = 1 para todos m,n € N tais que m # n,
donde segue que (e,), nao é de Cauchy em cy.

Proposicao 1.3.20 Sejam E e F espagos de Banach e T € L(E;F). Se (z,), € uma
sequéncia fracamente de Cauchy em E, entao (T(x,)), € fracamente de Cauchy.

Demonstragao. Seja ¢ € . Entao poT: E — K é linear e continuo, logo poT € E'.
Por (x,), ser fracamente de Cauchy, segue que ((¢oT")(z,)), é de Cauchy em K. Portanto
(o(T(x)))n é de Cauchy em K para todo ¢ € F', ou seja, (T(x,)), é fracamente de
Cauchy em F. =

Definicao 1.3.21 Seja E' um espaco de Banach.

(a) Uma sequéncia (x,), em E é chamada base de Schauder de E se cada x € E tem

uma representacao unica sob a forma x = g a,x,, onde a, € K para todo n € N.

n=1

(b) Uma sequéncia (x,), em E é chamada de sequéncia bdsica se é base de Schauder

de [{z, : n € N}.

(c) Dizemos que a base de Schauder (x,), em E é equivalente a base de Schauder
(Yn)n do espaco de Banach F' se, para qualquer sequéncia de escalares (a,,),, a série

g an,x, ¢ convergente em F se, e somente se, a série E anYn € convergente em F'.

n=1 n=1

Teorema 1.3.22 Duas bases de Schauder (ou sequéncias basicas) (Ty)n € (Yn)n SG0 equi-
valentes se, e somente se, existe um isomorfismo T: [{x, : n € N} — [{y, : n € N}] tal
que T'(z,) = yn, para todo n € N.

Demonstragao. [1, Theorem 1.3.2]. =

Teorema 1.3.23 (Teorema ¢; de Rosenthal) Seja (x,,), uma sequéncia limitada em um
espaco de Banach de dimensao infinita. Uma, e apenas uma, das possibilidades abaizo
ocorre:

(a) (x,)n tem uma subsequéncia fracamente de Cauchy,

(b) (z)n tem uma subsequéncia bdsica equivalente a base candnica de {;.
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Demonstracao. [1, Theorem 10.2.1]. m

Definicao 1.3.24 Sejam E um espago normado e A um subconjunto de E. Definimos a
envoltoria absolutamente convexa de A por:

['(A) = {Z)\Zx, neN N\ € K x; € Apara cada i e Z|>‘Z| < 1} .
=1 i=1
A envoltdria absolutamente convexa fechada de A, denotada por T'(A), é o fecho de T'(A).

Teorema 1.3.25 (Teorema de Krein—Smulian)_ Seja E um espaco de Banach. Se A € um
subconjunto fracamente compacto de E entao I'(A) € fracamente compacta em E.

Demonstragao. [43, Teorema 4.5.10]. =

Existe uma versao do Teorema de Krein-Smulian para a envoltéria convexa fechada
de um subconjunto fracamente compacto. Ambos os resultados sao conhecidos como

Teorema de Krein-Smulian (veja [39, The Krein-Smulian Weak Compactness Theorem
2.8.14]).

Teorema 1.3.26 (Teorema de Josefson-Nissenzweig) Todo espag¢o de Banach dual de

dimensdo infinita admite uma sequéncia (@), tal que @, 50 e llenll = 1 para todo
n € N.

Demonstracao. [19, Chapter XII|. m

1.4 Operadores lineares continuos entre espagos nor-
mados

Proposicao 1.4.1 Sejam E e F espagos normados. Entao ||T(x)|| < ||T]| - ||z|| para
todos T € L(E;F) ex € E.

Demonstragao. [6, Proposigao 2.1.4]. =

Proposicao 1.4.2 Sejam E um espago de Banach, F um espa¢o normado e (1,), uma
sequéncia em L(E; F) tal que (T,,(x)),, € convergente em F para todo x € E. Se definirmos

T:FE— F; z+— lim T,(x) para todo x € E,

n—oo

entao T € um operador linear continuo.
Demonstragao. [6, Corolario 2.3.3]. =

Definicao 1.4.3 Um operador linear 1" entre espacos de Banach E e ' é compacto se
T(Bg) é compacto em F'.
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Proposicao 1.4.4 Todo operador compacto é continuo.

Demonstracao. [6, Proposi¢ao 7.2.2(a)]. m

Os operadores compactos de F em F', formam um subespago de L(E; F'). Denotaremos
esse subespaco por IC(FE; F).

Proposicao 1.4.5 Sejam E e F espacos de Banach e T: E — F um operador li-
near. Entao T é compacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada (z,), em E, a
sequéncia (T(xy,)), tem subsequéncia convergente em F.

Demonstragao. [6, Proposigao 7.2.3]. =

Teorema 1.4.6 (Teorema de Schauder) Sejam E e F' espagos de Banach e T € L(E; F).
Entao T é compacto se, e somente se, T' é compacto.

Demonstragao. [15, Schauder’s Theorem 3.4]. =

Definicao 1.4.7 Um operador linear T entre espacos de Banach E e F é fracamente
compacto se T'(Bg) é fracamente compacto em F.

Proposicao 1.4.8 Todo operador fracamente compacto é continuo.
Demonstracao. [39, Proposition 3.5.3]. =

Proposicao 1.4.9 Sejam E e F' espagos de Banach. Se E ou F' é reflexivo, entao todo
operador T € L(FE; F) € fracamente compacto.

Demonstracao. [15, Proposition 5.2(a)]. m

Teorema 1.4.10 (Teorema de Gantmacher) Sejam E e F' espacos de Banach e T €
L(E;F). Entao T ¢é fracamente compacto se, e somente se, T' é fracamente compacto.

Demonstragao. [22, Theorem 11.28]. m

1.5 Espacgos L,(X,%, i), Loo(X, X, 1) e C(K)

Nesta secao apresentaremos resultados sobre alguns espacos de funcoes classicos da Anélise
Funcional e também apresentaremos alguns resultados sobre espacos de Hilbert. Denota-
mos por:

e C(K): o espago das fungoes continuas definidas em um espaco topolégico compacto
Hausdorff K;

o L,(X,X, ) para 1 < p < oo: o espaco das (classes de) fungbes mensuraveis

f: X — K tais que |f|Pdp < oo, onde ¢ a integral de Lebesgue sobre o
X
espago de medida (X, X u) Na notacao L,|[0, 1] estaremos considerando o espago

[0,1] com a medida e o-algebra de Lebesgue;
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o L (X,3, u): oespaco das (classes de) fungoes mensuraveis limitadas p-quase sem-
pre. Na notagdo L0, 1] estaremos considerando o espago [0, 1] com a medida e
o-algebra de Lebesgue.

O espago C(K) é de Banach com a norma dada por
[f[]:= sup{[f(z)[ - 2 € K}.

O espago L,(X, X, 1) é de Banach com a norma dada por

1= ( / |f\pdu)5,

e 0 espago Lo (X, X, 1) é de Banach com a norma dada por
1= inf{Sy(N) : N €% e u(N) =0},

onde S¢(N) :=sup{|f(x)| : = ¢ N}, para todo conjunto N € ¥ de medida nula (veja [6,
Teorema 1.2.3, Teorema 1.3.2] e [22, pag 3]).

Definigao 1.5.1 Seja E um espago com produto interno (-,-). Um conjunto S C E é
dito ortonormal se para todos x, y € S,

(2, y) = {O, se x # 1y,

1, sex=y.

Teorema 1.5.2 (Desigualdade de Bessel) Seja S = {z; : i € I} um sistema ortonormal

s

no espago de Hilbert H. Entao, para todo x € H o conjunto J = {i € I : (x,z;) # 0} é
finito ou enumerdvel e

D @) P < el

ieJ
Demonstracao. [6, Lema 5.3.5 ¢ Teorema 5.3.6(b)]. m

Proposicao 1.5.3 Sejam (X, 3, u) um espaco de medida e f, g € Lo(X, X, ). Entdo a
expressao

(f,9) = / fgdu
b
define um produto interno em Lo(X, 3, u).

Demonstracao. [6, Exemplo 5.1.1]. =

Definicao 1.5.4 Um espaco de Banach F' é injetivo se, sempre que G for um subespaco
fechado de um espago de Banach E, qualquer operador T' € L(G; F') tiver uma extensao
T € L(E;F) com ||T] = ||T].

Teorema 1.5.5 L[0,1] é um espago injetivo.
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Demonstracao. [18, Theorem 4.14]. m

Definicao 1.5.6 Chamamos de func¢ao sinal a funcao sgn: R — R dada por

1, set>0,
sgn(t) = 0, set=0,
-1, set<O.

Definicao 1.5.7 Para cada n € N a n-ésima func¢ao de Rademacher é dada por
rn(t) = sgn(sen(2"nt)) para todo t € [0, 1].

Teorema 1.5.8 (Desigualdade de Khinchin) Para todo 0 < p < oo existem constantes
positivas A, e B, tais que independentemente da sequéncia escalar (a,), em ly temos:

oo % 1] o p % oo %
A, <Z|an|2> g(/o > anra(t) dt) < B, (Z\a,f) .
n=1 n=1 n=1

Demonstracao. [18, Khinchin Inequality 1.10]. =

Observagao 1.5.9 Alguns resultados sobre as fun¢oes de Rademacher.

(a) Em Lo.[0, 1] as fungoes de Rademacher sao equivalentes a base canonica de ¢; (veja
[1, Remark 6.2.4(a)]).

(b) Em L0, 1] as fungdes de Rademancher formam um sistema ortonormal (veja [1,

Remark 6.2.4(b)]).

Teorema 1.5.10 (Teorema de Banach-Mazur) Seja E um espago normado separdvel.
Entao E ¢é isomorfo isometricamente a um subespago de C10,1].

Demonstragao. [6, Teorema 6.5.5]. =
Teorema 1.5.11 O espa¢o Ls[0,1] € isomorfo a {y.
Demonstracao. [1, Theorem 4.3.10]. m

Proposicao 1.5.12 Para qualquer espaco topologico Hausdorff infinito e compacto K, o
espaco C(K) contém uma cdpia isométrica de cy.

Demonstracao. [1, Proposition 4.3.11]. =

Proposigao 1.5.13 O espaco C(K)" € isomorfo isometricamente a {1 para todo espago
métrico compacto enumerdvel K.

Demonstracao. [1, Remark 4.5.3]. =
Proposigao 1.5.14 Para 1 < p < oo, os espagos €, e L,(X,3, u) sdo reflezivos.

Demonstragao. [6, Proposigao 4.3.12]. =
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1.6 Espaco Quociente

Definicao 1.6.1 Seja M um subespaco de um espaco vetorial E. Definimos o espaco
quociente de E por M da seguinte forma

E/M:={x+M: x € E}.
E/M é um espaco vetorial com as operagoes

(x+ M)+ (y+ M) = (x+y)+ M, para todos x,y € E,
alz+ M) = (ax) + M, para todos o« € Ke x € M,

onde o zero de E/M é 0+ M.

Teorema 1.6.2 Se E ¢ um espaco normado e M é um subespaco fechado de E, entao a

exrpressao
|lx + M| := inf{||lz —v| : v € M}

define uma norma em E /M, chamada norma quociente.
Demonstracao. [39, Theorem 1.7.4]. m

Proposicao 1.6.3 Se M ¢é um subespaco fechado de um espago mormado separdvel E,
entio E/M € separdvel.

Demonstracao. [39, Proposition 1.12.9(e)]. =

Teorema 1.6.4 Se M é um subespaco fechado de um espago de Banach E, entio E/M
¢ um espaco de Banach com a morma quociente.

Demonstragao. [39, Theorem 1.7.7]. m
Definicao 1.6.5 Sejam E um espago normado e N um subconjunto de E. Definimos
Nt :={p€ E :¢(z) =0 para todo z € N}.

N+ é um subespaco fechado de E' e é chamado anulador de N em E' (veja [39, Proposition
1.10.15(a)]).

Proposicao 1.6.6 Seja M um subespaco fechado de um espago de Banach E. Entio M’
é isomorfo isometricamente a E'/M™*.

Demonstragao. [22, Proposition 2.7]. =

Teorema 1.6.7 Para todo espaco de Banach separdvel E, existe um subespaco fechado
M de ¢y tal que E € isomorfo a {1/M.

Demonstracao. [39, Theorem 1.12.14]. m

Proposicao 1.6.8 Seja M um subespaco fechado do espa¢o normado E. Entdo o opera-
dor quociente, dado por

7 E— E/M ; n(z) :=x+ M,
¢ linear, continuo e sobrejetor.

Demonstragao. [39, Proposition 1.7.12]. =
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CAPITULO 2
A PROPRIEDADE DE SCHUR

Em 1921, o matemético Issai Schur demonstrou, em [46], que no espago ¢; a convergéncia
fraca de sequéncias implica na convergéncia em norma, assim ¢; foi o primeiro espaco em
que tal implicacao foi observada. O fato é que esta implicacao também vale em outros
espacos de Banach, e por isso passou-se a dizer que um espaco de Banach E possui a
propriedade de Schur, ou que E é um espaco de Schur, se em E a convergéncia fraca de
sequéncias implica na convergéncia em norma.

Este capitulo é dedicado ao estudo de algumas caracterizacoes e resultados relacionados
a propriedade de Schur e a apresentacao de alguns exemplos de espacos de Banach que
possuem, ou nao, a propriedade de Schur.

2.1 Caracterizacoes da propriedade de Schur

Assim como ocorre com outras propriedades em matematica, em vez de testar a definicao
da propriedade de Schur, as vezes é mais fécil verificar a validade, ou nao, de uma condigao
que é equivalente a essa definicao. Dal a importancia de se conhecer propriedades que sao
equivalentes a propriedade de Schur. Nesta secao apresentamos algumas caracterizacoes
da propriedade de Schur que sao ferramentas bastante tteis em algumas demonstracoes
envolvendo tais espacos.

Definigao 2.1.1 Um espago de Banach E tem a propriedade de Schur (ou E é um espago
de Schur) se todas as sequéncias fracamente convergentes em £ s@o convergentes em
norma. Isto é, ' é um espaco de Schur se, para toda sequéncia (x,), C E, tivermos

Ty — T = T, — T.

Exemplo 2.1.2 Todo espago de Banach de dimensao finita é um espago de Schur. De
fato, pelo Teorema 1.3.2 as topologias fraca e da norma coincidem nos espagos de dimensao
finita. Assim, toda sequéncia fracamente convergente é convergente. Portanto todo espaco
de dimensao finita é um espaco de Schur.
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Exemplo 2.1.3 Do Exemplo 1.3.6 segue que (e,), converge fracamente para zero em c,
mas nao converge em norma. Com isso concluimos que ¢y nao é um espaco de Schur.

Proposicao 2.1.4 Se E é um espaco de Schur, entao todo subespaco fechado de E possusi
a propriedade de Schur.

Demonstracao. Sejam F' um subespago fechado de F e (z,), C F uma sequéncia
fracamente convergente para x em F. Para todo ¢ € E' é verdade que ¢, € F', assim

p(an) = @ (2n) — @1 (2) = p(2).

Ou seja, , — = em F e como E é um espaco de Schur segue que x, — = em E.
Assim,
[0 — @l = [lzn — zl|z — 0,

ou seja, r, — x em F. Logo F' possui a propriedade de Schur. m

Desse modo, para mostrarmos que um espaco de Banach nao é de Schur basta encon-
trarmos um subespago fechado dele que nao seja Schur.

Exemplo 2.1.5 ¢y é um subespaco fechado de /., e acabamos de ver que ¢y nao é um
espaco de Schur, entao /o, nao é um espaco de Schur.

A seguinte importante classe de operadores esta intimamente relacionada a proprie-
dade de Schur:

Definigao 2.1.6 Sejam F e F' espagos normados. Um operador T' € L(E; F') é com-
pletamente continuo se (T(x,)), converge para T'(x) em F' sempre que (z,), convergir
fracamente para r em FE.

E imediato que um espaco de Banach E possui a propriedade de Schur se, e somente
se, o operador identidade id: £ — E é completamente continuo.

Observacao 2.1.7 Todo subconjunto compacto de um espago de Banach é fracamente
compacto. De fato, suponha que K seja um subconjunto compacto de um espaco de
Banach E e seja (z,), uma sequéncia em K. Entao existem = € K e uma subsequéncia
(7,;); tais que x,, — z. Como convergéncia em norma implica em convergéncia fraca

temos @, 5 x, e pelo Teorema de Eberlein-Smulian concluimos que K é fracamente
compacto.

A reciproca desse resultado nem sempre é verdadeira. De fato, sejam E um espaco
reflexivo de dimensao infinita e (), uma sequéncia qualquer em Bg. Como E é reflexivo
e (7,), ¢ limitada, pelo Teorema 1.3.8 sabemos que (), tem uma subsequéncia (z,;);
fracamente convergente para algum x € E. Entao x pertence ao fecho fraco de Bg, que
coincide com seu fecho na topologia da norma pois Bg é convexa. Mas B é fechada em
norma, donde segue que x € Bg. Pelo Teorema de Eberlein-Smulian concluimos que Bg
é fracamente compacta. Por outro lado, como F tem dimensao infinita segue que Bg nao
é compacta.
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No teorema a seguir apresentamos algumas caracterizagoes da propriedade de Schur e
veremos, dentre outros resultados, que a reciproca da observacao acima é verdadeira se,
e somente se, estivermos em um espaco de Schur.

Teorema 2.1.8 As sequintes afirmagoes acerca de um espag¢o de Banach E sdo equiva-
lentes.

(a) E é um espago de Schur.

(b) Toda sequéncia fracamente nula em E converge para zero.
(c) Todo subconjunto fracamente compacto de E é compacto.
(d) Toda sequéncia fracamente de Cauchy em E é de Cauchy.
(e) Toda sequéncia fracamente de Cauchy em E é convergente.

(f) Para qualquer espago de Banach F', todo operador linear continuo de E em F ou
de ' em E é completamente continuo.

(9) Todos os subespagos separdveis fechados de E sao de Schur.

(h) Para toda sequéncia (z,), em E com ||z,|| =1 para todo n € N, tem-se x,, /— 0.

Mencionamos que conhecemos as caracterizagoes (c) e (g) no artigo [50] de B. Tanbay.
A caracterizagao (h) foi inspirada na dissertagao [31] e as caracterizagoes (d) e (e) foram
inspiradas na dissertacao [48].

Demonstragao. Apresentamos as demonstragoes das equivaléncias da seguinte maneira:

(a) < (b) Sejam E um espago de Schur e (x,), uma sequéncia em E. Segue imedia-
tamente da definicio da propriedade de Schur que se z, — 0 entdo z,, — 0.

Reciprocamente, suponha que E seja um espago de Banach onde toda sequéncia fra-
camente nula converge para zero. Seja (x,), C E uma sequéncia fracamente convergente
para z € E. Entao p(z,) — o(z) para todo ¢ € E’. Da defini¢ao de convergéncia no
corpo K e da linearidade de ¢ segue que p(z, — ) — 0 para todo ¢ € E', ou seja,
&, —x — 0. Pela hipétese sobre o espaco F segue que x,, —x — 0 e portanto x,, — .
Logo E é um espaco de Schur.

(a) & (c) Sejam E um espago de Schur e K um subconjunto fracamente compacto
de E. Dada uma sequéncia (x,), em K, pelo Teorema de Eberlein-Smulian (zy,), possui
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uma subsequeéncia (z,,); que converge fracamente para algum x € K. Como E ¢é Schur
temos x,, — x, e portanto K é compacto.

Reciprocamente, sejam (z,), uma sequéncia em F e x € E tais que z, — . Para
toda subsequéncia (z,,); de (z,), temos z,, — z. Vejamos que, pelo Teorema de
Eberlein-Smulian, o subconjunto A := {z,,, Tn,,...} U{z} é fracamente compacto: de
fato, para toda sequéncia (z,), C A, ou o conjunto {z, : n € N} é finito ou entao (z,),
possui uma subsequéncia que também ¢é subsequéncia de (x,,);, e em ambos os casos
(zn)n poOssuird subsequéncia fracamente convergente para algum z € A. Isso prova que A
¢ fracamente compacto. Segue por hipétese que A é compacto, e dai, como (z,,); C A,
existe uma subsequéncia (z,, ) de (z,,); tal que x,;, — y para algum y € A. Temos

~ w w . s
entao T,, — Yy e T,, — , e como a topologia fraca ¢ de Hausdorft segue que y = x.
Assim, toda subsequéncia (x,;); de (z,), possui uma subsequéncia (z,, )r que converge
para x, e da Proposicao 1.1.6 concluimos que x,, — z, provando que E é um espago de
Schur.

(a) & (d) Sejam E um espago de Schur, (z,,), uma sequéncia fracamente de Cauchy em
E e (mg)k, (nk)r duas sequéncias estritamente crescentes de nimeros naturais. Considere
as subsequéncias (xp,, )k € (Tn, )k de (,),. Da Proposi¢do 1.3.17 temos x,,, — %, =50,
e como F é de Schur resulta que z,,, — z,, — 0. Decorre da Proposicao 1.3.17 que a
sequéncia (x,), é de Cauchy.

Reciprocamente, seja ¥ um espaco de Banach no qual toda sequéncia fracamente de
Cauchy é de Cauchy. Se (x,), é uma sequéncia fracamente convergente para x € E, entao
o(x,) — p(z) para todo p € E’, e com isso (¢(x,)), é uma sequéncia de Cauchy em
K para todo ¢ € E'. Logo (z,), é uma sequéncia fracamente de Cauchy em FE, e por
hipétese (z,,), é uma sequéncia de Cauchy em E. Como E é um espaco de Banach decorre
que (z,), converge para algum y € E, e portanto x,, — y. Como a topologia fraca é de
Hausdorff segue que y = x, e com isso concluimos que x,, — x. Portanto E é Schur.

(d) < (e) Obvio.

k

(a) & (f) Sejam (x,), uma sequéncia fracamente convergente para z em E e T €
L(E; F). Da propriedade de Schur em E segue que z,, — x, e pela continuidade de T'
segue que T'(z,) — T'(x). Logo todo operador linear continuo de F em F' é completa-
mente continuo.

Agora considere (1,,), C F tal que 2, — xem F e S € L(F; E). Como S é continuo,
segue da Proposicdo 1.3.7 que S é w-w-continuo, e dai S(z,) — S(z) em E. Sendo F
de Schur segue que S(z,,) — S(x). Logo todo operador linear continuo de F' em E é
completamente continuo.

Para mostrar a implicagao inversa basta considerar o operador identidade id € L(F; E).

(a) & (g) Se E possui a propriedade de Schur, entdo pela Proposi¢ao 2.1.4 todo
subespago fechado de E possui a propriedade de Schur, em particular os subespacos
separaveis fechados de F sao de Schur.

Reciprocamente, suponha que E nao seja de Schur. Entao existe uma sequéncia
(xn)n C E fracamente convergente para z € FE que nao converge para  em norma.
Considere o conjunto A = {z,, : n € N} U {z}, e o subespaco [A] C E gerado por A. Por
[6, Lema 1.6.3] sabemos que o espago [A] é separdvel, e é evidente que A C [A]. Considere
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a sequéncia (), em [A] e note que x, /A= = em [A] pois

[z = iy = llen = zlle 7= 0.

/
O Teorema de Hahn-Banach garante que para todo funcional ¢ € ([A]) existe ¢ € E'

tal que @m = ¢. Como z, —  em E,

p(an) = Plan) — (2) = p(2),

ou seja, ¥, — x em [A]. Logo [A] é um subespaco separdvel fechado de E que nao é
Schur, contradizendo assim a hipétese. Portanto £ é Schur.

(b) < (h) Suponha que exista (z,), em E tal que ||z,| = 1 para todon € N e
z, — 0. Por (b) resulta que z, — 0, e daf ||z,|| — 0, gerando assim um absurdo.
Logo, para toda seqéncia (z,), em E tal que ||z,|| = 1 para todo n € N é verdade que

w
T, 7 0.

Reciprocamente, suponha que exista uma sequéncia (y,), em E tal que y, — 0
mas v, 7 0. Podemos supor que y, # 0 para todo n pois, caso isso nao aconteca, a
sequéncia formada pelos elementos nao nulos da sequéncia original satisfaz essas mesmas
duas condigoes. Neste caso existem € > 0 e uma subsequéncia (y,,); de (y,), tais que

Yn,

1Y, 11

|Yn;|| > € para todo j € N. Considere a sequéncia (x;); onde z; = E evidente que

|z;]| = 1 para todo j € N. Para todo ¢ € E', como ¢(y,,) — 0,

Yn, )’ _ @)l leyn)l

[[Ym; | (7291 |

o) = '@ (

Logo ¢(x;) —> 0 para todo ¢ € E', ou seja, z; —5 0, contradizendo a hipétese. Assim,
toda sequéncia fracamente nula em F converge para zero em norma. H

Apresentaremos agora uma demonstragao de que o espago ¢; possui a propriedade de
Schur. Usaremos a caracterizagao (b) do teorema acima.

Proposicao 2.1.9 O espaco {1 possui a propriedade de Schur.

Demonstragao. Seja (z"), uma sequéncia fracamente nula em ¢; e suponhamos que
(z"),, nao convirja para zero em norma. Como

2" A=+ 0< Je>0tal que Vn €N, I N > n tal que |27V > ¢,
entdo existe € > 0 tal que para todo n € N existe N > n tal que ||2"|| > 5¢. Assim,

para n = 1, existe Ny > 1 tal que, ||2"]| > 5¢,
para n = Ny, existe Ny > N tal que, ||2"?]| > 5¢,
para n = Ny, existe N3 > N, tal que, ||2™V3]| > 5e.
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Dessa forma obtemos um conjunto de indices N; < Ny < N3 < --- e uma subsequéncia
(zM); de (2"), de modo que ||z"¢|| > 5e para todo i € N. Para simplificar a notacio
escreveremos (2V); = (2™),,. Assim, existem £ > 0 e uma subsequéncia (z"), de (z"), de

modo que |z"|| > 5¢ para todo n € N. Para cada n € N escrevamos z" = (27);. Como a

subsequéncia (z™),, converge fracamente para zero, pela dualidade (¢;)’ = (. temos

2" 5 0 = p(z") — ¢(0) =0 para todo ¢ € ({1)

= Z bjx’ —5 0 para toda sequéncia (b;); em (s

j=1
= nh_I)noo z; bjz} = 0 para toda sequéncia (b;); em (o, (2.1)
j:

Como os vetores unitarios canonicos e; pertencem a /o, segue de (2.1) que lim z] =0
n—-—ao0

para todo ¢ € N. Reescrevendo os vetores canonicos unitarios como e;, temos entao

lim 7/ =0 para todo j € N. (2.2)

n—-auoo

Defina indutivamente duas sequéncias estritamente crescentes (my)g e (ny ), formadas por
numeros naturais da seguinte maneira: mg =ng = 1 e para k > 1,

mME—1
nyi € o menor natural maior que n;_; satisfazendo E [z ] <, (2.3)
J=1
[e.e]
my € o menor natural maior que my_; satisfazendo E |lzj*| <. (2.4)
J=my,

Observe que a existéncia da sequéncia (ny), como definida acima é assegurada por (2.2),

pois como lim 2’ = 0 para todo n € N, entao é possivel encontrar n, € N de modo que
n—=oo

a soma finita dos primeiros my_, termos da sequéncia (77"*); seja menor que €. Observe

também que a existéncia da sequéncia (my ), € assegurada pelo fato da sequéncia (z”);
773
o
pertencer a ¢; para todo n € N, assim a série E |x?k| é convergente e com isso é possivel
Jj=1
o
obter my, € N de modo que E |z*| < e. Definimos uma sequeéncia (b;); pertencente a
J=my,
(s da seguinte maneira: Para my,_1 < j < my,

0 , se 13" =0,
J J N
FOE se 3" # 0.
j

Observe que |b;| < 1 para todo j € N. Vejamos que, quando my_; < j < my, temos
|z — bzt = 0.
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De fato, se " = 0 a igualdade é ébvia. Se z7* # 0 obtemos

TR T T T
Logo,
[e.e] oo oo oo
e[| <SS - S < Sl -
j=1 j=1 j=1 j=1
M1 my o0
el D R D o R D D A B R
Jj=1 J=mp_1+1 J=mp+1
mE—1 [e’e)
= > i =l 4+ Y |2l = b
j=1 j=me+1
mg—1 o]
<D b+ D0 g+ b
j=1 j=me+1
mEg—1 mE—1 oo oo
= Dl o ille > et Y fbllal]
=1 =1 j=mp+1 j=mpt1
<e+etete=4e
oo
Portanto, ijx?’“ > ¢ para todo k € N. Fazendo k — o0 essa desigualdade entra

J=1
em contradigao com (2.1). A contradigao surgiu por supormos que a sequéncia (z"), nao
converge para zero em norma. Com isso concluimos que toda sequéncia fracamente nula
em {1 converge para zero em norma, e portando ¢; tem a propriedade de Schur. =

2.2 Resultados sobre a propriedade de Schur e exem-
plos

Na se¢ao anterior vimos que a propriedade de Schur é passada para subespagos fechados.
Nesta se¢ao nos propomos a estudar alguns outros resultados da propriedade de Schur,
como por exemplo: se ela é passada para espaco quociente, preservada por isomorfismos,
passada para dual ou bidual topolégico, etc. Faremos ainda um estudo da propriedade de
Schur nos espagos de fungoes L, (X, X, 1), Loo(X, X, 1), C(K), nos espagos de sequéncias
ly, U, cp € em alguns espagos duais, para ver quais sao Schur e quais nao sao.

Proposigao 2.2.1 A propriedade de Schur € preservada por isomorfismos.

Demonstracao. Sejam E um espaco de Schur, F' um espaco de Banach, T: F — F
um isomorfismo e (y,), uma sequéncia fracamente nula em F. Como T"': F — E ¢é
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continuo, segue pela Proposicao 1.3.7 que T~! é w-w-continuo, assim
Y — 0= T y,) —= 0.

Como E é um espaco de Schur segue que 7 '(y,) — 0 e por T ser continuo obtemos
que
Yo =T (T (ya)) — 0.

Portanto F' é um espaco de Schur. m

Exemplo 2.2.2 O espago (cp) é um espaco de Schur. De fato, pela Proposigao 1.2.2
sabemos que £ ¢ isomorfo isometricamente a (c¢g)’. Entao pela proposi¢ao acima (cp) é

um espaco de Schur.

Exemplo 2.2.3 O espaco C(K)" é Schur para todo espago métrico compacto enumerdvel
K. De fato, pela Proposi¢ao 1.5.13, C(K)" é isomorfo a f; para todo espago métrico
compacto enumerdvel K, logo segue da proposigao acima que C'(K)" é Schur.

Exemplo 2.2.4 O espago L [0, 1] nao é de Schur. De fato, pelo Teorema 1.5.11, L[0, 1]
é isomorfo a (.., e como {, ndao é de Schur segue que L,[0, 1] ndo é de Schur.

Observagao 2.2.5 (E' Schur = E Schur) Se F é um espago de Banach cujo dual E
possui a propriedade de Schur, nao podemos garantir que o espaco E também possui a
propriedade de Schur. O espaco £ = ¢y é um exemplo desse fato.

Exemplo 2.2.6 (¢1)" nao possui a propriedade de Schur. De fato, pelo Teorema 1.2.1
sabemos que (¢1)’ é isomorfo isometricamente a (., ¢ como ., nao é de Schur concluimos
que (¢;)" também nao é um espago de Schur.

Observagao 2.2.7 (E Schur # E’ Schur) Se um espago de Banach F possui a propri-
edade de Schur, nao podemos garantir que seu dual E’ também possui a propriedade de
Schur. O espaco E = ¢; é um exemplo desse fato.

Exemplo 2.2.8 A propriedade de Schur nao é passada para espacos quocientes em geral.
De fato, como ¢y é separavel entao, pelo Teorema 1.6.7 existe um subespaco fechado M
de /1 tal que cq é isomorfo a ¢; /M. Como ¢y nao é de Schur, entdao ¢1/M nao é de Schur,
mas ja vimos que ¢; é um espago de Schur.

Proposicao 2.2.9 Sejam E e F espagos de Banach. Se F' é um espaco de Schur e possus
uma copia de E, entao E € de Schur.

Demonstragao. Como F' possui uma coépia de E, existe um isomorfismo
T: FE—T(F)CF

O fato de E ser Banach nos garante que T'(F) é um subespago fechado de F', e como F' é
de Schur segue que T'(E) é um espago de Schur. Concluimos entao que, por ser isomorfo
aT(F), E é um espago de Schur. =
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Observacao 2.2.10 Pela proposigao acima, para mostrarmos que um espaco de Banach
nao é de Schur, basta mostrarmos que ele possui cépia de um espaco que nao é de Schur.

Exemplo 2.2.11 O espaco C(K) nao é de Schur para qualquer espago topolégico Haus-
dorff infinito e compacto K. De fato, pela Proposi¢ao 1.5.12 temos ¢y — C(K) para
qualquer espaco topolégico Hausdorff infinito e compacto K. Como ¢y nao é de Schur,
segue da observagao acima que C'(K) nao é de Schur. Em particular, o espago C[0, 1] ndo

é de Schur.

Corolério 2.2.12 (E” Schur = E Schur) Seja E um espaco de Banach tal que seu bidual
E" possui a propriedade de Schur. Entdo E possui a propriedade de Schur.

Demonstragao. Note que o mergulho canoénico Jgp: E — E” é um isomorfismo

1
isométrico sobre sua imagem, assim F < E”. Portanto F tem a propriedade de Schur
sempre que E” for um espaco de Schur. m

Veremos a seguir que a propriedade de Schur satisfaz uma condi¢ao muito relevante
na teoria dos espacos de Banach.

Definicao 2.2.13 Seja F' um subespaco fechado de um espago de Banach E. Dizemos
que uma propriedade P ¢é uma propriedade de trés espacos se E tem a propriedade P
sempre que F' e E/F tiverem a propriedade P.

Separabilidade e reflexidade sao exemplos de propriedade de trés espagos (veja [22, pag
26 e pag 97]). Por outro lado a propriedade de Dunford-Pettis, que definiremos em breve,
nao é uma propriedade de trés espagos como demonstrado por Castillo e Gonzélez em [13].
Mostraremos no préximo resultado que a propriedade de Schur é uma propriedade de trés
espacos. A demonstracao que apresentaremos é uma adaptacao, sem a terminologia de
homologia, da demonstragao que aparece em [12, Proposition 6].

Proposicao 2.2.14 Seja F' um subespago fechado de um espago de Banach E. Se F e
E/F possuem a propriedade de Schur, entdo E possui a propriedade de Schur, ou seja, a

propriedade de Schur é uma propriedade de trés espacos.

Demonstragao. Sejam (z,), uma sequéncia fracamente nula em E e (x,,); uma sub-
sequéncia de (z,),. Entdo z,, — 0. Considere o operador quociente 7: E — E/F
da Proposicao 1.6.8. Como 7 é continuo, segue que m é w-w-continuo, dessa forma
T(zn,) — 0+ F em E/F. Como E/F é um espago de Schur, temos 7(z,,) — 0+ F
em E/F, ou seja,

1
para todo m € N existe N,, € N tal que ||z,,; + F|| < — para todo j > N,.
m

Com isso,
1

para todo m € N existe N, € N tal que inf{||z,, —y|| : y € '} < — para todo j > N,,.
m
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Assim,
param =1, I N; €N tal que para j=N; Jyn, € F tal que [z, —yn| <1,

1
param =2, 3 Ny > N; tal que para j= Ny Jyn, € F' tal que [,y —yny| < 3

1
param =3, 3 N3 > Ny tal que para j= N3 Jyn, € F' tal que |lzny, — yn| < 3

Dessa forma construimos uma sequéncia (yn,,)m em F' e uma subsequéncia (2, )m de

1
(7;); tais que ||Tny, — YN, || < — para todo m € N. Segue que z,, —yn, — 0 em
m

E. Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.2), para todo ¢ € F' existe ¢ € E’ tal
que @, = ¢. Com isso,
—yn, —0em E= 2, —yn, — 0 em E

fL‘nNm

= P(Tny, ) = PUn,) = P(Tny,,) — PYN,) = P(Tny,, — Yn,,) — 0.

Como @(zy,, ) — 0, concluimos que ¢(yy,,) — 0, e com isso yy,, — 0 em F. Como
F é um espacgo de Schur, temos yy,, —> 0 em F. Além disso, ja que

20 x, [ = YN Lo = 20, |2 = lynnlle < 20y, = ynalle — 0

e [lyn,. lle = llyn,. |l — 0, concluimos que ||z, ||z — 0, e portanto x,, — 0 em
E. Pelo Lema 1.1.6 concluimos que x,, — 0 em FE, e portanto E possui a propriedade

de Schur. =

Note que nao respondemos a seguinte pergunta: F Schur = E” Schur? Deixaremos
para apresentar um exemplo que responde negativamente essa questao mais a frente (veja
2.4.6), ap6s apresentarmos outros resultados sobre a propriedade de Schur.

2.3 Relacao da propriedade de Schur com outras pro-
priedades

A propriedade de Schur nao é uma propriedade isolada na teoria dos espacos de Banach,
pelo contrario, ela possui relagao com outras propriedades definidas nesses espacos e algu-
mas dessas relagoes sao muito importantes, como por exemplo a relacao com a propriedade
de Dunford-Pettis. Nosso objetivo nesta segao é apresentar algumas dessas relagoes.
Comecaremos com algumas relacoes entre a propriedade de Schur e a reflexividade.

Proposicao 2.3.1 Um espaco reflexivo possui a propriedade de Schur se, e somente se,
tem dimensao finita.

Demonstragao. Sejam F um espago reflexivo com a propriedade de Schur e (x,), uma
sequéncia em Bg. Pela Proposigao 1.3.8 sabemos que a sequéncia (x,,),, C Bg possui uma
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subsequéncia (:L‘nj)j fracamente convergente para algum z em F. Entao x pertence ao
fecho fraco de Bg, que coincide com seu fecho na topologia da norma pois Bg é convexa.
Mas Bpg é fechada em norma, donde segue que x € Bg. Da propriedade de Schur de F
segue que ,, — T € Bp. Isso prova que Bg é compacta em norma, e portanto £ tem
dimensao finita.

Reciprocamente, ja vimos que todo espago de Banach de dimensao finita possui a
propriedade de Schur, além disso todo espago de dimensao finita é reflexivo (veja [6,
Exemplo 4.3.6(a)]). =

Exemplo 2.3.2 Pela Proposi¢ao 1.5.14 sabemos que os espagos ¢, e L,(X, X, u) sdo re-
flexivos, para 1 < p < oo. Entao ¢, e os espagos L,(X, %, ) de dimensao infinita nao
possuem a propriedade de Schur.

Definicao 2.3.3 Diz-se que um espaco de Banach E é fracamente sequencialmente com-
pleto se toda sequéncia fracamente de Cauchy em E for fracamente convergente.

Proposicao 2.3.4 Todo espago de Schur ¢ fracamente sequencialmente completo.

Demonstragao. Sejam E um espago de Schur e (z,), uma sequéncia fracamente de
Cauchy em E. Pelo item (e) do Teorema 2.1.8 sabemos que (z,), converge para algum
x em FE, consequentemente (z,), converge fracamente para z em FE; e portanto F é
fracamente sequencialmente completo. m

A reciproca dessa proposicao nem sempre é verdadeira. Para ver isso usaremos o
seguinte resultado.

Proposicao 2.3.5 Todo espaco reflexivo € fracamente sequencialmente completo.

Demonstragao. Sejam E um espago reflexivo e (x,), uma sequéncia fracamente de
Cauchy em F. Para cada n € N defina o operador

T.: B —K; T,(p):= Je(z,)(p) = p(zx,) para todo ¢ € F',

onde Jg: E — E"” é o mergulho candnico de E em E”. Segue imediatamente da defini¢ao
que T, € E" para todo n € N. A sequéncia (T, (p)), é convergente para todo ¢ € E’,
pois (Tn(¥))n = (p(zn))n que por hipdtese é de Cauchy em K para todo ¢ € E', logo
convergente. Pela Proposicao 1.4.2 o operador

T:E —K; T(p) = lim T,(¢) = lim p(x,),

pertence a E”. Como F ¢é reflexivo, existe x € F tal que T = Jg(x). Assim, para todo
¢ € E' temos

o(rn) = To(p) — T(p) = Je(r)(p) = ¢(v),

. w ’ .
ou seja, r, — x. Portanto F é fracamente sequencialmente completo. m

Exemplo 2.3.6 Tomando E reflexivo de dimensao infinita obtemos um espago fraca-
mente sequencialmente completo que nao é de Schur.
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Vimos que se um espago de Banach E de dimensao infinita é reflexivo, entao E nao
é um espaco de Schur. A relacdo da propriedade de Schur com espacos reflexivos vai
um pouco mais além, na realidade se um espaco de Banach E possuir uma cépia de um
espaco reflexivo de dimensao infinita entao podemos garantir que F nao serd um espaco

de Schur.

Proposicao 2.3.7 Todo espaco de Banach que possui copia de um espago reflexivo de
dimensao infinita nao possui a propriedade de Schur.

Demonstragao. A demonstragao segue imediatamente da Observagao 2.2.10 e da Pro-
posicao 2.3.1. =

Sabendo que ¢; possui a propriedade de Schur, é natural questionar se L;[0, 1] também
possui a propriedade de Schur, mostraremos agora que a resposta para esta questao é
negativa.

Proposicao 2.3.8 O espago L1[0, 1] nao € de Schur.

Demonstracao. Dada uma sequéncia a = (a;); € {5, pela Desigualdade de Khinchin
(Teorema 1.5.8) para p = 1, existem constantes positivas A;, B; tais que

) % 1 00 %
A <Z |aj|2> < /0 dt < By <Z |aj|2> ; (2.5)
j=1 j=1

1
e’} 2
onde, para cada j € N, r; ¢ a j-ésima funcao de Rademacher. Como (Z |aj|2> < 00
j=1

o0

> agr(t)

J=1

entao a funcao

fa: [07 1] — K; fa(t) = Za’jrj(t)a

pertence a L]0, 1]. Defina o operador T: ¢5 — L4[0, 1] dado por T'(a) := f, para toda
sequéncia a = (a;); € l2. Sejam A € K, a = (a;);,b = (b;); € l2 e t € [0, 1], entao

o0

T(Aa+Db)(t) = frass(t) = > _(Aaj +by)ri(t) = Z Aa;r;(t) + Z bir;(t)

j=1

=\ Z ajrj(t) + Z bjrj (t) - Afa(t) + fb(t) - ()‘T(a’) + T(b))(t)a

provando que 7T é linear. Da segunda desigualdade de (2.5) temos

1T (@)l zs0.0) = I fall ajo.n) < Bullalle,

provando que T' é continuo. Dado a € ker(T'), pela primeira desigualdade de (2.5) temos

a€ker(T)=T(a) =0= |fallz.0 = |T(a)||£,j0,y =0
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= 0 < Aillalle, < [[fallLijo) = 0= [[alle, =0
=a =0,

provando que 7' é injetor. Podemos entao considerar o operador linear inverso
T1:T(ly) C L1]0,1] — 4.

Note que 7! é continuo, pois usando novamente a primeira desigualdade de (2.5) temos
_ 1 A
T (T (a))le, = |lalle, < A_1HT<CL)HL1[O’1] para toda sequéncia a € (.

Com isso o operador T' é um isomorfismo sobre sua imagem, e disso segue que {5 —
L1]0,1]. Como ¢5 nao é de Schur por ser um espaco reflexivo de dimensao infinita, segue
que L1[0,1] ndo é um espago de Schur. =

Vimos que o espago ¢; foi o primeiro espaco de Banach onde se observou que a con-
vergéncia fraca implica na convergéncia em norma. Além dessa relacao historica do espaco
{1 com a propriedade de Schur, vejamos um resultado que diz que todo espaco de Schur
de dimensao infinita possui uma cépia de ¢, fortalecendo ainda mais a relagao entre ¢; e
a propriedade de Schur.

Proposicao 2.3.9 Todo espago de Schur de dimensdo infinita possui uma copia de 1.

Demonstragao. Sejam F um espago de Schur de dimensao infinita e (z,,),, uma sequéncia
limitada em FE. Pelo Teorema ¢; de Rosenthal (Teorema 1.3.23), ou (z,), possui uma
subsequéncia fracamente de Cauchy ou possui uma subsequéncia basica equivalente a base
canonica de /4.

Suponhamos que todas as sequéncias limitadas (x, ), em E tenham subsequéncia (z,,);
fracamente de Cauchy. Como E é um espaco de Schur, pela Proposicao 2.3.4 sabemos que
E ¢ fracamente sequencialmente completo, e com isso cada subsequeéncia (z,;); converge
fracamente para algum z € E. Pela Proposicao 1.3.8 segue que o espaco E é reflexivo.
Isso gera um absurdo, pois nao existem espacos de dimensao infinita que sejam reflexivos
e de Schur simultaneamente (Proposigao 2.3.1).

Dessa contradi¢ao concluimos que existe ao menos uma sequéncia limitada (z,), em
E que possui uma subsequéncia bésica (x,,); equivalente a base canonica de /1. Assim,

existe um isomorfismo T': {1 — [{z,, : j € N}] C E, o que nos permite concluir que
61 — F. =

A reciproca dessa proposicao nem sempre é verdadeira, isto é, um espaco de dimensao
infinita conter uma copia de ¢; nao implica que ele possui a propriedade de Schur. A
seguir apresentamos um exemplo deste fato.

Exemplo 2.3.10 Como /; é separavel, pela Proposicao 1.2.5 temos #1 < . Assim (.,
possui copia de £, porém £, nao é um espaco de Schur.

Na realidade podemos ir um pouco além. Observe que se um espago de Banach E
possui a propriedade de Schur, entao todo subespago fechado de F também possui a
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propriedade de Schur, e consequentemente todo subespacgo fechado de E de dimensao
infinita possui cépia de £, ou seja, E é hereditariamente ¢;. Contudo, veremos a seguir
que se E é um espaco de Banach hereditariamente ¢, ainda assim nao podemos garantir
que F possui a propriedade de Schur.

A existéncia de espacos de Banach hereditariamente ¢; sem a propriedade de Schur
foi demonstrada primeiramente por Bourgain em [8], referéncia essa a qual nao tivemos
acesso. A seguir apresentaremos a construgao de um espacgo de Banach hereditariamente
{1 que nao possui a propriedade de Schur, criado por Parviz Azimi e James Neil Hagler
em [3].

O espago de Azimi-Hagler

Entederemos um bloco F' C N como um conjunto (finito ou infinito) de nimeros naturais
de modo que se m,n € F' com m < n, entao todo natural maior ou igual que m e menor
ou igual que n pertence a F.

Uma sequéncia (finita ou infinita) de blocos Fy, Fy, ..., F;, ... onde cada F; é um bloco
finito, é dita admissivel se

max F; < min Fj,, para todo i € N.

Segue imediatamente da definicao que se F; e F} sao blocos distintos de uma sequéncia
admissivel, entdo F; N F; = (. Para um bloco F' e uma sequéncia de escalares reais
o0

x = (z;); tal que g x; converge, definimos
i=1
* .
jEF
o
Nao é dificil verificar que o conjunto das sequéncias reais x = (x;); tais que g xj converge
Jj=1
forma um espaco vetorial e que F* é um funcional linear sobre esse espaco para todo bloco

F'. Considere uma sequéncia o = («;); de niimeros reais positivos satisfazendo as seguintes
condigoes:

(I) g =1 e a1 < ; para todo i € N.

(II) lim o; = 0.

1—00
(1) > a; = oc.
=1

. . _— . 1

Um exemplo de sequéncia satisfazendo essas trés condicoes é a sequéncia (— )
n

n

Uma sequéncia x = (z;); € dita finitamente ndo-nula se o conjunto {j € N: z; # 0}
é finito. Nao ¢é dificil observar que o conjunto das sequéncias finitamente nao-nulas forma
um espago vetorial, o qual denotaremos por cypy. Chamamos a atencao do leitor para

31



o fato de que ainda nao temos uma norma definida no espaco ¢y, norma esta que sera
providenciada agora. Fixada uma sequéncia o = («;); satisfazendo as condigoes (I), (II)
e (III) acima, para cada sequéncia x € ¢y definimos:

n
|]|o := sup {Z a;|Ff(x)|: neNe Fy, ..., F, é uma sequéncia admissivel} :
i=1

Proposigao 2.3.11 || - ||, como definida acima é uma norma em coy.

Demonstragao. Iniciamos mostrando que ||z||, € R para toda x = (z;); € cgo. De fato,
para quaisquer = € cgo, n € N e sequéncia admissivel Fi, ..., Fj,,

YalF @)= i[> a[ <Y il < ayl o,
i=1 i=1

JEF; i=1 jeF; JjeN
onde (x) segue do fato de F; N F; = () para todos i # j em N, e (xx) segue do fato do
conjunto {j € N: x; # 0} ser finito. Assim, o conjunto

n
{Z a;|Ff(x)]: neNe Fy,..., F, é uma sequéncia admissivel}
i=1

é limitado superiormente por Z ajlz;|, e portanto ||z]|, € R.

jeN
A desigualdade triangular ||z 4+ y||loa < ||z|la + ||¥]|o Para x,y € co, e a igualdade
IAz]la = |A| - ||z||la para A € R e x € ¢y, seguem facilmente do fato de F; ser um

funcional linear para todo ¢ € N e das propriedades aritméticas do supremo. Além disso,
10|l = 0 segue diretamente da linearidade de F;* para todo i € N.

S6 nos resta mostrar que se ||z||, = 0 entao x = (0,0,...). Para isso basta notar que
F; = {i}, para i € N, é um bloco e que a sequéncia unitdria F; é admissivel. Assim, se
|z]la = 0 entdo «a;|z;| = 0 para todo i € N, e como «; # 0 concluimos que z; = 0 para
todo i € N, ou seja, x = (0,0,...). Com isso, concluimos que || - ||, ¢ uma norma em cgy.
n

Definicao 2.3.12 Para cada a = (a;); C N satisfazendo as condigoes (I), (II) e (III),
definimos o espago de Azimi-Hagler E, como o completamento de ¢oo com a norma || - ||
definida acima.

Apresentamos agora o resultado principal do artigo [3]. Nao apresentaremos a de-
monstracao desse resultado pois ela é bastante construtiva, e nosso objetivo apresentando
esse espaco é simplesmente pontuar a existéncia de espacos de Banach hereditariamente
/1 que nao tém a propriedade de Schur.

Teorema 2.3.13 [3, Teorema 1] Seja E, um espa¢o de Azimi-Hagler como definido
acima. FEntao

(a) E, € hereditariamente (.

(b) E, nao possui a propriedade de Schur.
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Passos da demonstracgao:

(a) A demonstragao do item (a) é totalmente construtiva, em cada subespago de di-
mensao infinita de E, os autores constroem uma sequéncia que é equivalente a base
canonica de /4.

(b) Para provar o item (b) do teorema os autores mostram que a sequéncia (e;); dos
vetores canonicos dos espacos de sequéncias é uma sequéncia fracamente de Cauchy
que nao converge fracamente para nenhum x € E,. Entao (e;); ndo converge em
norma em F,, e portanto pelo item (e) do Teorema 2.1.8 segue que E, nao possui
a propriedade de Schur.

Além desses resultados os autores ainda demonstram que F, é um espaco dual.

Super-propriedades

Veremos agora que a propriedade de Schur nao é o que se chama de uma super-propriedade,
conceito central na Geometria dos Espacos de Banach.

Definicao 2.3.14 Sejam E e F espacos de Banach. Dizemos que F é finitamente repre-
sentavel em F se para todo subespaco Ey de E de dimensao finita e todo € > 0 existirem
um subespaco Fj de F' e um isomorfismo 7': Ey — Fj tal que

|70 - 177 < (2 +e).
Quando E é finitamente representavel em F' denotamos por F <f—r> F.
Exemplo 2.3.15 Exemplos de espagos finitamente representaveis:
(1) ¢, <f—r> F' para todo espago de Banach F' de dimensao infinita. Este teorema é

conhecido como Teorema de Dvoretzky e sua demonstragao pode ser encontrada em
[18, Dvoretzky’s Theorem 19.1].

(I) E i ¢ para todo espago de Banach E (veja [22, Theorem 9.14(ii)]).

Definicao 2.3.16 Diz-se que uma propriedade P definida em espacos de Banach é uma
super-propriedade se toda vez que um espaco de Banach F' tem P, entao todo espaco de
Banach finitamente representavel em F' também tem P.

Proposigao 2.3.17 A propriedade de Schur nao é uma super-propriedade.

Demonstragao. Pelo Teorema de Dvoretzky (Exemplo 2.3.15) sabemos que /5 <f—r> 0.
Suponha que a propriedade de Schur seja uma super-propriedade. Como ¢; possui a
propriedade de Schur, segue que ¢, também possuird a propriedade de Schur, porém
ja vimos que isso nao é verdade. Portanto a propriedade de Schur nao é uma super-
propriedade. m
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O leitor pode achar a demonstracao que acabamos de apresentar muito simples pelo
fato de ser curta, porém chamamos a atencao para o fato de termos utilizado nessa
demonstracao um teorema muito forte que é o Teorema de Dvoretzky. Apesar de termos
apresentado esse teorema como um exemplo de espago finitamente representavel, ele é um
resultado muito profundo na teoria dos espacos de Banach.

Definicao 2.3.18 Seja P uma propriedade em espacos de Banach. Dizemos que um
espaco de Banach F tem a propriedade super-P se todo espaco de Banach finitamente
representavel em FE tiver a propriedade P.

Proposicao 2.3.19 Um espago de Banach E tem a propriedade super-Schur se, e so-
mente se, E tem dimensado finita.

Demonstracao. Seja E um espago de Banach com a propriedade super-Schur. Suponha

que F tenha dimensao infinita. Pelo Teorema de Dvoretsky (Exemplo 2.3.15), ¢5 ﬁ) E
e com isso ¢y possui a propriedade de Schur, o que ja sabemos que nao ocorre. Entao F
tem dimensao finita.

Reciprocamente, se F tem dimensao finita, entao F' <f—r> E implica que F' também tem
dimensao finita, e portanto possui a propriedade de Schur. m

A reflexividade também nao é uma super-propriedade, pois ¢y nao é reflexivo e é
finitamente representavel em um espaco reflexivo (veja [22, pag 294]). Acabamos de ver
acima que nao ha interesse em estudar a propriedade super-Schur, por outro lado a super-
reflexividade é uma propriedade bastante estudada, por exemplo, parte do Capitulo 9 de
[22] é dedicada ao estudo dessa propriedade.

A propriedade de Dunford-Pettis

A partir de agora veremos a relagdo da propriedade de Schur com a propriedade de
Dunford-Pettis. Esta propriedade é muito estudada em espacos de Banach e existe uma
grande quantidade de materiais que a abordam, como por exemplo as referéncias [13, 17,
30, 31, 49].

Em 1940 os mateméticos N. Dunford e B. J. Pettis mostraram, em [21], que todo
operador linear fracamente compacto definido em L;(X, %, ) e com valores num espago
de Banach arbitrario leva sequéncias fracamente convergentes em sequéncias convergentes.
Em 1953, Grothendieck [28] isolou e estudou essa propriedade e atribuiu a ela o nome
de Propriedade de Dunford-Pettis. Existem muitas caracterizagoes para a propriedade de
Dunford-Pettis, escolhemos uma definicao equivalente a citada acima que se ajusta mais
facilmente a algumas demonstragoes que faremos.

Definicao 2.3.20 Um espaco de Banach E tem a propriedade de Dunford-Pettis se para
toda sequéncia (z,), fracamente nula em E e toda sequéncia (¢, ), fracamente nula em

E' tivermos ¢, (z,) — 0.

Exemplo 2.3.21 C(K) tem a propriedade de Dunford-Pettis para todo espago topoldgico
compacto Hausdorff K (veja [22, Theorem 11.36]).
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Proposicao 2.3.22 Todo espago de Schur possui a propriedade de Dunford-Pettis.

Demonstracao. Sejam F um espago de Schur e (z,), uma sequéncia fracamente nula
em E. Entao z, — 0. Assim, se (¢,), ¢ uma sequéncia fracamente nula em E’ entao,
pela Proposicao 1.3.3, (||¢nl|)n € limitada, isto é, existe C' > 0 tal que ||¢,|| < C para
todo n € N. Portanto,

|on(2n)] < ll@nll - lzn]l < Cllea] — 0.

Logo ¢, (x,) — 0 e, com isso, E possui a propriedade de Dunford-Pettis. =

A reciproca dessa proposicao nem sempre é verdadeira. Antes de darmos um exemplo
desse fato precisamos da seguinte proposi¢ao que pode ser encontrada em [30].

Proposicao 2.3.23 Seja E um espago de Banach. Se E' possui a propriedade de Dunford-
Pettis, entao E possui a propriedade de Dunford-Pettis.

Demonstracgao. Sejam (z,,), e (pn), sequéncias fracamente nulas em E e E', respecti-
vamente, e Jp: E — E” o mergulho canonico de £ em E”. Como Jg é continuo entao
Jg é w-w-continuo. Segue dai que Jg(z,) 50, e pelo fato de E’ possuir a propriedade
de Dunford-Pettis segue que Jg(z,)(p,) — 0, ou seja, ¢, (z,) — 0. Portanto E possui
a propriedade de Dunford-Pettis. m

Exemplo 2.3.24 Vimos que (¢)’ é um espago de Schur, logo (cp)" possui a propriedade
de Dunford-pettis pela Proposicao 2.3.22. E pela Proposicao 2.3.23 segue que ¢y também
possui a propriedade de Dunford-Pettis. Como o espaco ¢y nao é de Schur, encontramos
um exemplo de um espaco E = ¢g com a propriedade de Dunford-Pettis que nao possui a
propriedade de Schur.

Observagao 2.3.25 A propriedade de Dunford-Pettis nao é passada para todos os su-
bespacos fechados como acontece com a propriedade de Schur. Por exemplo, o espaco
L1]0,1] possui a propriedade de Dunford-Pettis, porém possui um subespago fechado
[{rn : n € N}| que nao possui tal propriedade, onde r, denota a n-ésima funcdo de Ra-
demacher (veja [31, Teorema 3.1.10 e Coroldrio 3.1.12]). Uma propriedade interessante
do espago ¢y é que além de possuir a propriedade de Dunford-Pettis, todos os seus su-
bespacos fechados também possuem a propriedade de Dunford-Pettis, como demonstrado
por Diestel em [17, pag 25].

2.4 A propriedade de Schur em espacos de Banach
duais

No Teorema 2.1.8 apresentamos algumas caracterizacoes da propriedade de Schur em
um espaco de Banach E. Nesta secao veremos algumas caracterizacoes da propriedade de
Schur para um espaco de Banach dual E’ e iniciamos a secao apresentando uma proposicao
que evidencia a importancia de saber quando um espaco de Banach dual goza, ou nao,
da propriedade de Schur. Para isso relembremos a seguinte definicao:
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Definicao 2.4.1 Sejam E e F espagos de Banach. Um operador linear 7: £ — F
é w*-w*-sequencialmente-continuo se para toda sequéncia (z,), C E tal que z, —
tivermos T'(x,) SN T(x) em F.

E conhecido (veja [6, Lema 6.4.1]) que, para todo espaco de Banach E, o mergulho
canonico
Jg: (E,0(E,E")) — Jeg(E) C (E",0(E", E"))
é um homeomorfismo, isto é, Jg é w-w*-continuo, bijetor e seu inverso (Jg) ' é w*-w-

continuo. Quando trabalhamos com espacos duais £’ podemos considerar o mergulho
canonico

Jp: (B, 0(E',E)) — Jp(E') C (E",0(E",E"))

e nos perguntar se Jg é um homeomorfismo, isto é, se Jg é w*-w*-continuo, bijetor e seu
inverso (Jg) ™ é w*-w*-continuo. Veremos na proposicio abaixo que se £’ for um espaco
de Schur de dimensao infinita, entdao Jg nao serd nem mesmo w*-w*-sequencialmente-
continuo, o que é pedir bem menos do que ser um homeomorfismo nas condicoes acima.
Mencionamos que esse resultado nao foi encontrado por nés na literatura.

Proposigao 2.4.2 Se E' ¢ um espaco de Schur de dimensao infinita, entdo Jg: B —
E" nao é w*-w*-sequencialmente-continuo.

Demonstracao. Pelo Teorema de Josefson-Nissenzweig, existe uma sequéncia (), em

E’ tal que ¢, 250 |lenl| = 1 para todo n € N, em particular ¢,, #— 0. Suponha que
Jg seja w*-w*-sequencialmente-continuo. Entao

T (0n) ~S T (0) = 0.
Por [6, Lema 6.4.1], a funcao
T (B o(E', E")) —s Ju(E') € (E",o(E",E"))

é um homeomorfismo, isto é, Jg é w-w*-continua, bijetora e sua inversa (Jg/)~' é w*-w-
continua, logo
-1 w -1
on = (Jo)~ (Jer(@n)) — (Jer)7(0) = 0
em E'. Como E’ é um espaco de Schur, entdao ¢, — 0, gerando assim um absurdo.
Portanto Jg nao é w*-w*-sequencialmente-continuo. m

As duas caracterizacoes da propriedade de Dunford-Pettis que apresentaremos a se-
guir podem ser encontradas em [17] e [30], elas serdao tteis na demonstragao do teorema
principal dessa sec¢ao.

Proposigao 2.4.3 Seja E um espaco de Banach. As sequintes afirmacoes sao equivalen-
tes:

(a) E possui a propriedade de Dunford-Pettis.

(b) Para toda sequéncia (x,,), fracamente de Cauchy em E e toda sequéncia (), fra-
camente nula em E', tem-se ¢(x,) — 0.
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(c) Para toda sequéncia (x,), fracamente nula em E e toda sequéncia (), fracamente
de Cauchy em E', tem-se ¢(x,) — 0.

Demonstracao. Demonstraremos a equivaléncia (a) < (b). A demonstracao de (a) <
(c) é andloga (veja [17, Theorem 1]).

(@) = (b) Sejam (x,), uma sequéncia fracamente de Cauchy em E e (¢,), uma
sequéncia fracamente nula em E’. Suponha que ¢, (z,) /— 0. Entao existe € > 0 tal que
para todo ng € N existe N > ng de modo que |pn(zn)| > e. Assim

para ng = 1, existe Ny > 1 tal que |¢n,(zn,)| > ¢,
para ng = NVq, existe Ny > N; tal que |pn,(zn,)] > €,
para ng = Ny, existe N3 > Ny tal que |on,(ng)| > €.

Logo existem € > 0 e uma subsequéncia (¢n, (zn,))r de (©n(2,)), tais que |on, (zn, )] > €
para todo k € N. Como ¢, — 0, temos ©N, 5 0, ou seja, Y(¢n,) — 0 para todo
Y € E". Em particular, Jg(z)(pn,) — 0 para todo z € F, onde Jg é o mergulho
canonico de E em E”. Assim, ¢y, (£) — 0 para todo x € E. Considerando a sequéncia
(), tomada acima temos

para r = 1, existe ki >0 tal que [pn, (1)] < %,

para r = o, existe ko > ki tal que |g0N,€2 (x9)| <

)

NN M

para r = x3, existe k3 > ke tal que |pn,, (73)| <

£
Assim, existe uma subsequéncia (goNkj)j de (pn, )i tal que |90Nkj (x)] < 5 para todo j € N.

Como (z,), é fracamente de Cauchy, pela Proposi¢ao 1.3.17 temos
TNy, = Tj 0.
Por hipétese E tem a propriedade de Dunford-Pettis, entao
o, (Tn,, —z5) — 0,
ou seja, existe jo € N tal que
|90Nkj (xNkj —z;)| < Z para todo j > jo.
Desta forma,
e <o, (en,)l = low, (Tn, — 25 +25) = lon,, (@n, — 75) + e, (25)]

e € 3 L
< low, (@n, = 23)| + lom, (25)] < 7 + 5 = - para todo j = jo.
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Isso gera um absurdo, portanto ¢, (x,) — 0.

(b) = (a) Sejam (z,,)n € (pn)n sequéncias fracamente nulas em E e E’ respectivamente.
Assim, (z,), é fracamente de Cauchy e por hipétese ¢, (z,) — 0. Logo E tem a
propriedade de Dunford-Pettis. m

Lema 2.4.4 Sejam E um espaco de Banach e (z,),, uma sequéncia em E tal que ||z, || =1
para todon € N e x, — 0. Entdo o operador linear

o o
T: 0, — E; Zanen — Zanxn,

n=1 n=1
¢ fracamente compacto.
Demonstragao. Considere o conjunto A = {z,, : n € N}. Note que para toda sequéncia

(zn)n C A, ou o conjunto {z, : n € N} é finito ou entéo (z,), possui uma subsequéncia
que também é subsequéncia de (z,,),. Pelo Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.3.9)

concluimos que A é fracamente compacto. Dado o = (o), € By,, tem-se Z lan| =

n=1
k
||| < 1. Defina y;, = Zanxn para todo k € N. Como
n=1

k 00
Z la,| < Z |ay,| < 1 para todo k € N,

n=1 n=1
k o0
|: oS e,
n=1 n=1
[o@] o0
k
< Z || - ||z || = Z |, | — 0.

n=k+1 n=k+1

entao y; € ['(A) para todo k € N. Assim,
k 00
lye = T(@)ll = || awr = T <Z a)
n=1 n=1
= | 22 awn

n=k+1

Logo yx — T(a), provando que T(a) € T(A). Portanto T(B,) C T(A). Assim,
T(By,) CT(A), e como A é fracamente compacto entdo, pelo Teorema de Krein-Smulian
(Teorema 1.3.25), T'(A) também é fracamente compacto. Como T(By,) é convexo, seu
fecho e seu fecho fraco coincidem, e portanto T'(By,) é fracamente compacto, e consequen-

temente T' é fracamente compacto. m

O proximo teorema é o resultado principal dessa secao e nos fornece caracterizagoes
para que o dual topolégico de um espago de Banach E tenha a propriedade de Schur. O
item (b) desse teorema foi encontrado em [30] e o item (¢) foi inspirado em [26, Proposicao
2.15].

Teorema 2.4.5 Seja E um espaco de Banach. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(a) E' é um espago de Schur.
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(b) E tem a propriedade de Dunford-Pettis e {1 /> E.

(¢) Todo operador fracamente compacto T': E — F € compacto, para qualquer espago
de Banach F.

(d) Todo operador fracamente compacto T: E — ¢y é compacto.

Demonstragao. (a) = (b) Como E’ tem a propriedade de Schur, segue que E’ tem a
propriedade de Dunford-Pettis, e pela Proposicao 2.3.23 concluimos que F tem a proprie-
dade de Dunford-Pettis. Entao s6 nos resta mostrar que ¢; ¥+ E. Para isso, suponha que
{1 — FE. Neste caso existe um isomorfismo 7;: ¢; — FE sobre sua imagem. Definindo
u, = Ti(e,), onde e, é o n-ésimo vetor unitario canoénico de ¢, temos que a sequéncia
(un)n C E é equivalente a base candnica de ¢;, em particular (u,), é limitada. Consi-
dere a sequéncia (r,), das fun¢oes da Rademacher. Pelo item (a) da Observacao 1.5.9,
(rn)n C Loo[0, 1] é equivalente & base canonica de ¢4, entao (uy,), em E e (ry,), em Ly[0, 1]
sao equivalentes. Assim, existe um isomorfismo sobre sua imagem

Si: [{u, :n € N} — L0, 1]; Ztnun — Ztnrn.
n=1 n=1

Pelo Teorema 1.5.5, S; admite uma extensao linear continua S: E — Ly[0,1]. Pelo
item (b) da Observacao 1.5.9, as fungdes de Rademancher (r,), C L0, 1] formam um
sistema ortonormal. Assim, para cada f € L, [0,1] C L0, 1] temos, pela Desigualdade
de Bessel (Teorema 1.5.2), que

Do) P < IfIE, S FIZ., < oo, (2.6)

n=1

onde (-, -) é o produto interno em L5[0, 1]. Como

i /1 fradm
n=1 0

1
</ frndm) € {5 para toda f € L0, 1].
0 n

=Sl < oc,

concluimos que

Com isso, podemos definir um operador

R: Lul0.1] —> 6y : R(f) = (/Olfrndm)n.

E fécil ver que R ¢ linear, e de (2.6) segue que |R(f)||e, < ||f]lz. para toda f € Ly[0, 1],
garantindo a continuidade de R. Observe ainda que R(r;) = ((r;,7s))n = €; para todo
j € N. Como /5 é reflexivo, segue da Proposicao 1.4.9 que o operador 7" := RoS: E — /5
¢é fracamente compacto, e ainda,

T(u,) = (RoS)(u,) = R(S(uy)) = R(r,) = e, paratodon € N.
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Como T': E — {5 é fracamente compacto entdo, pelo Teorema de Gantmacher (Teorema
1.4.10), o operador adjunto T": ¢, — E’ é fracamente compacto, ou seja T'(By,) C E' é
fracamente compacto. Como E’ é Schur, T"(By,) é compacto. Portanto T" é compacto e
do Teorema de Schauder (Teorema 1.4.6) segue que T é compacto.

Dai, como a sequéncia (u,), é limitada e T' é compacto entao, pelo Teorema 1.4.5, a
sequéncia (T (uy))n = (en)n C f2 possui uma subsequéncia convergente, o que sabemos
nao ocorrer. Com isso, chegamos em um absurdo e portanto ¢; < F.

(b) = (a) Suponha que E’ nao possua a propriedade de Schur. Entao existe uma
sequéncia (p,,), em E’ fracamente nula que nao converge para zero em norma. Logo,
existe € > 0 tal que para todo ny € N existe N > ng de modo que [[¢y]|| > €. Assim,

para ng = 1 existe Ny > 1 tal que ||on, | > ¢,
para ng = Nj existe Ny > N; tal que ||on,| > ¢,
para ng = Ny existe N3 > Ny tal que ||¢n,|| > e.

Com isso, obtemos uma subsequéncia (¢n, )i de (¢,), de maneira que |[py, || > € para
todo k € N. De sup{|¢n,(z)| : © € Bg} = ||¢n,|| > € para todo k € N, segue que

para k = 1 existe x; € Bg tal que |pn,(z1)| > %,
para k = 2 existe xo € Bg tal que |pn,(x2)| > %,
para k = 3 existe x3 € Bg tal que |pn,(x3)| > %

€
Assim obtemos uma sequéncia (zy), em E limitada de modo que ||y, (xk)| > 5 para
todo k € N. Como (zj) é limitada em F e ¢; < E, pelo Teorema ¢; de Rosenthal
(Teorema 1.3.23) (zy)r possui uma subsequéncia (xy;); fracamente de Cauchy. Assim,
oMo Yy, —5 0 e E possui a propriedade de Dunford-Pettis, segue que ¢ N, (zr,) — 0.

Isso é um absurdo, pois |[¢n, (zx)]] > % para todo k € N. Logo ¢, — 0 e portanto F’

possui a propriedade de Schur.

(a) = (c) Seja T: E — F fracamente compacto. Pelo Teorema de Gantmacher
(Teorema 1.4.10), seu operador adjunto 7" também é fracamente compacto, ou seja,
T'(Bp) C E' é fracamente compacto. Como E’' é um espago de Schur, pelo item (c)
do Teorema 2.1.8 obtemos que T"(Bp) é compacto. Logo T' é compacto, e pelo Teorema

de Schauder (Teorema 1.4.6) segue que T' é compacto.

(¢) = (d) Imediato.

(d) = (a) Suponha que E’ nao seja de Schur. Entao existe uma sequéncia (¢,), em
E’ tal que ||¢,| = 1 para todo n € N e ¢, — 0. Defina o operador

T: E—co; T(x) = (pn(T))n.

40



Note que, como ¢,, — 0, entdo ¥(¢,) — 0 para todo ) € E”, em particular Jg(z)(¢,) —
0 para todo x € E, onde Jg é o mergulho canonico de E em E”. Assim ¢, (z) — 0 para
todo z € E. Com isso T'(z) = (pn(x))n € co para todo z € E, logo T estd bem definido.

E facil ver que T é linear. Ainda,

[T (@)[| = [I(en())nll = sup ()] < sup [on| - [|z]] = [
neN neN

para todo x € E, ou seja, T é continuo. Pelo Lema 2.4.4, o operador adjunto 7": ¢; —
E' é fracamente compacto entao, pelo Teorema de Gantmacher (Teorema 1.4.10), T ¢é
fracamente compacto e, por hipotese, T' é compacto. Note que para cada n € N,

sup |on(2)| = llenll = 1.

T€ESE

1
Assim, para cada n € N existe z, € Sg tal que ||p,(x,)] — 1] < —, ou seja, existe uma
n

sequéncia (z,), C Sg tal que |¢,(x,)] — 1. Como T é compacto e (z,), é limitada,
existe uma subsequéncia (z,,); de (), tal que (T'(z,,)); converge para algum y = (yx)x
em cg. Porém,

1T (n;) = yll = SUp (2n;) = Yl 2 10m; ;) = Y| 2 [0, (@ )] = ;| — 1

o que mostra ser impossivel que (T'(z,,)); convirja para y em co. Essa contradigao nos
garante que ' é de Schur. =

Vejamos algumas consequeéncias das caracterizagoes que acabamos de provar. Comeca-
mos com um exemplo que responde negativamente & seguinte pergunta: F Schur = E”
Schur?

Exemplo 2.4.6 Considere o espago (fs)'. Como ja vimos, {; < /., entao pelo item
(b) do teorema acima segue que ({s,)" nao possui a propriedade de Schur. Pela dualidade
()" = (€)', conclufmos que (¢1)” ndo possui a propriedade de Schur, ou seja, obtemos
um espaco de Schur £ = /; tal que E” = (¢1)” nao possui a propriedade de Schur.

Proposicao 2.4.7 Seja E um espago de Banach. Se E e E' possuem a propriedade de
Schur, entao E tem dimensao finita.

Demonstracao. Suponha que E tenha dimensao infinita. Como E possui a propriedade
de Schur segue que ¢; — E. Por outro lado, como E’ possui a propriedade de Schur segue
que F possui a propriedade de Dunford-Pettis e /1 < E, gerando assim um absurdo.
Logo E possui dimensao finita. =

Observagao 2.4.8 A proposi¢ao acima pode ser vista como uma usina de exemplos,
pois a cada vez que provamos que um espaco de Banach E de dimensao infinita tem
a propriedade de Schur, concluimos imediatamente que seu dual E' nao é de Schur, e
também se provarmos que E’ é de Schur, entdo temos automaticamente que E nao é de

Schur.
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Teorema 2.4.9 Seja EE um espaco de Banach. Se E possui a propriedade de Dunford-
Pettis e € isomorfo a um subespago de F', onde F' é um espaco de Banach que ndo contém
copia de {1, entao E € de Schur.

Demonstragao. Suponha que E nao seja de Schur. Entao existe uma sequéncia (x,),
em F fracamente nula que nao converge para zero em norma. Como E — F’, existe um
isomorfismo sobre sua imagem 7T;: F — F’. Chamemos ¢, = Ti(z,) para todo n € N.
Assim a sequéncia (¢,), C F’ nao converge para zero. Entdo existe € > 0 tal que para
todo ny € N existe N > ny tal que |[¢n| > €. Assim, para

ng = 1 existe Ny > 1 tal que ||on, | > ¢,
ng = Ny existe No > N; tal que ||pn,| > ¢,

Com isso obtemos uma subsequéncia (¢n, )i de (@), tal que ||pn, || > € para todo k € N.

Ainda, como sup |¢n, (y)| = ||¢n,|| > € para todo k € N, temos que, para
yeSF

k =1 existe y; € Sp tal que |pn,(y1)] >

k = 2 existe yo € Sp tal que |pn,(y2)| >

3
Com isso obtemos uma sequéncia (yx), em Sg tal que ¢y, (yr)| > 5 para todo k£ € N.

Por outro lado, como 1 ¥ F' e (yx)x € limitada, pelo Teorema ¢; de Rosenthal (Teorema
1.3.23) (yx)r possui uma subsequéncia fracamente de Cauchy, digamos (y,);. Defina o
operador

T:=T/oJr: F— FE'; T(y)(z)=Ti(x)(y) para todosy € F e x € F,

onde 7] é o operador adjunto de T} e Jr é o mergulho canonico de F' em F”. Assim,
T ¢ linear e continuo e, pela Proposicao 1.3.20, a sequéncia (T'(yx;)); ¢ fracamente de
Cauchy em E’. Como E possui a propriedade de Dunford-Pettis e TN, 5 0, segue
que (T (ykj))(xNkj) — 0. Com isso @, (yr;) — 0, gerando assim uma contradicao.
Portanto F é de Schur. =

Operadores Compactos

Sejam E e F' espacos de Banach. O Teorema 1.4.4 nos mostra que os operadores compactos
de E em F formam um subespago K(F; F') de L(E; F'). Mas quando todo operador linear
continuo é compacto? Ou seja, quando vale a igualdade L(FE; F)) = K(FE; F')? Um primeiro
resultado nessa linha é um teorema cléssico que foi demonstrado por Pitt em 1930 (veja
[1, Theorem 2.1.4 (Pitt’s Theorem)]):

Teorema 2.4.10 (Teorema de Pitt) Suponha 1 < p < r < co. Se E é um subespago
fechado de ¢, entio L(E;{,) = K(E; ().
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Trabalhando com a propriedade de Schur, obtemos uma outra situagao onde tal igual-
dade ¢ vélida.

Proposigao 2.4.11 Sejam E e F espagos de Banach. Se E' e F sdo espagos de Schur,
entao todo operador linear continuo de E em F é compacto, isto é, L(E; F) = K(E; F).

Demonstracao. Sejam T € L(E;F) e (x,), uma sequéncia limitada em E. Como
E'’ é Schur, pelo Teorema 2.4.5 sabemos que ¢; ¥ FE; e dai segue pelo Teorema ¢; de
Rosenthal (Teorema 1.3.23) que (x,,), possui subsequéncia (z,,); fracamente de Cauchy.
Pela Proposicao 1.3.20 sabemos que (T'(x,,)); ¢ uma sequéncia fracamente de Cauchy em
F, e como F é de Schur segue que (T'(w,,)); é convergente. Pelo Teorema 1.4.5 decorre
que o operador T' é compacto, ou seja, T' € K(F; F'). Portanto L(E; F) = K(E; F). =
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CAPITULO 3
ESPACOS DE SCHUR E NAO-SCHUR

Até o momento vimos alguns exemplos de espacos de Schur, como por exemplo ¢;, os
espacos de Banach de dimensao finita e todos os espacos isomorfos a ¢1; e também alguns
exemplos de espacos que nao sao de Schur (por exemplo, espacos reflexivos de dimenséo
infinita). Muitas pessoas pensam, com certa razao, que a propriedade de Schur é restritiva
a ponto de ¢ ser, em esséncia, o unico espaco de Schur de dimensao infinita. O objetivo
deste capitulo é mostrar que a realidade estd bem longe disso. Apresentaremos varios
outros exemplos de espagos de Schur de dimensao infinita e, ao longo do caminho, também
muitos exemplos de espagos que nao sao de Schur.

3.1 /;-soma

Nesta secao mostraremos que a propriedade de Schur é preservada pela soma direta com

a norma | - ||;, que definiremos logo a seguir. Esse resultado nos fornece uma grande
quantidade de exemplos de espagos de Schur pois, dada uma sequéncia de espacos de
Schur, a soma direta desses espacos com a norma || - ||; sempre serd um espago de Schur.

Definigao 3.1.1 Dada uma sequéncia de espagos de Banach (£});, definimos:

(a) (@ Ej> = {(xj)j cx; € E; para todo j € Ne |(z));]1 == Z |zl < oo}
1 j=1

jeN

(b) (@ Ej> = {(xj)j cx; € E; para todo j € Ne ||(2))]le = sull\]) |zl < oo}
€

; J
jEN 0o

(c) (@ Ej) = q ()); € (@ Ej) ljlle; — 0

jEN jeN -

Nesses trés espagos consideramos as operacoes usuais de espacos de sequéncias, isto é:

(z5); + (y5); = (x5 +y5)5 5 Mwj); = (Axy);.
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Proposigao 3.1.2 Seja (E;); uma sequéncia de espagos de Banach. Entdo || - ||; define

uma norma em (@ Ej) el |l define uma norma em (@ Ej> e em (@ Ej> .
1 0

JEN jEN oo jEN
Mais ainda, (@E]) ] (@Ej) e | e (@E]) -l
jeN 1 jeN 0o jeN 0

sao espacgos de Banach.

Demonstragao. [53, pdg 43]. =

/
Proposigao 3.1.3 Seja (E;); uma sequéncia de espagos de Banach. Entdo (EB Ej>

jeN 0

!/
¢ isomorfo isometricamente a (@ E;) e (@ Ej> ¢ isomorfo isometricamente a
1

jEN jEN 1
(@ E;) . Em ambos os casos a relagao de dualidade € dada por

jEN -

(@5)i ¥ (p5)5 ((x5)5) = Z%(%‘)-

Demonstragao. [53, pdg 44]. =

Lema 3.1.4 Seja (E;); uma sequéncia de espagos de Banach. Entio cada E; € isomorfo

isometricamente a um subespaco fechado de <@ Ej> .
jEN 1
Demonstracgao. Para cada k£ € N defina o operador
T: By — (@ Ej> ; T(x) = (z;); paratodo x € Ej,
jEN 1
onde z; = 0 para todo j # k e z; = x. Nao ¢é dificil ver que T' ¢ linear, donde segue que

T(Ey) é subespaco de @ Ej> . Vejamos que T' é uma isometria: de fato, para todo
jEN 1
T € Ek,

oo
IT@)h = 11(z3)50 = D Izlle, = Izl = llz] 5.
j=1
Ainda, como FEj é Banach entao T'(Ej) é Banach, e consequentemente T'(FEj) é um su-

bespaco fechado de <@ Ej> . Portanto E} é isomorfo isometricamente ao subespaco
jEN 1

fechado T'(Fy) de (@ Ej> paratodo k € N. m
1

jeN
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Teorema 3.1.5 Sejam (E;); uma sequéncia de espagos de Banach e E := (EB Ej> .

jEN 1
Entao o espago de Banach E é um espaco de Schur se, e somente se, cada F; € um espago
de Schur.

Demonstracao. Pelo Lema 3.1.4 sabemos que cada E; ¢ isomorfo isometricamente a um
subespaco fechado de E, em particular F; — E para todo j € N. Se E for um espaco de
Schur, pela Proposicao 2.2.9 segue que cada E; é um espaco de Schur.

Reciprocamente, suponha que cada E; seja de Schur e seja (a"),, uma sequéncia em E

tal que a” — 0, onde cada a" é da forma a" = (a}}), com ||a"||; = Z |lay || g,. Suponha
k=1
que a" #— 0 em E. Neste caso existem € > 0 e uma subsequéncia (z"),, de (a"),, tais que
|z™||1 > 5¢ para todo n € N. Observe que cada 2" é da forma 2" = (2}); e " — 0.
Pela Proposicio 3.1.3, E' = (EB E;) e cada ¢ € E' é da forma ¢ = (¢4), com
jEN -
Y € Ej. para todo k € N. Pela relagdo de dualidade, dados 1 € E' e (yx)r € E temos

(k) = D elr)-

Para cada ¢, € E; fixado defina ¢: E — K por ¢((y;);) = ¢r(yx) para todo
(yj); € E. A linearidade de ¢ segue imediatamente da linearidade de ¢, e dado (y;); € £
temos

le(()i)] = lew(ur) < llerllz - Nlyell 2y

< lewlls D yslle, = llewllz, - 1)l
j=1

Logo ¢ é continua e portanto ¢ € E'. Assim, como z" —5 0 temos
wr(ry) = p(z") — 0.
Ou seja,
" 5 0em FE = ) — 0 fracamente em Fj, para todo k € N.

. n , n
Com isso z;, — 0 fracamente e, como Ej é um espago de Schur, segue que x;; — 0 para
todo k£ € N. Defina indutivamente duas sequéncias estritamente crescentes de nimeros
naturais (N;); e (n;); satisfazendo:

N;
0 > llzyllm, <=
k=1

o0

m > el <e

k=N;y1+1

46



o
Note que a existéncia de (1V;); segue do fato de Z ||| E, < oo para todo n € N, e a
k=1
existéncia de (n;); segue do fato de ||z}|z, — O para todo k¥ € N. Para cada i € N
temos,

be < ||z" |4

o
= llzi |z,
k=1

N; Nit1 oo
= e+ D lapile+ D, 2,
k=1 k=N;+1 k=Niy1+1
1+1
<25+ P A

k=N;+1
onde a desigualdade (x) segue das condigoes (I) e (II) sobre as sequéncias (V;); e (n;);.
Com isso,

N1

mn Y e le

k=N,;+1

> 3e.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.3), temos:
o Para Ny <k < Ny, existe ¢y, € E, tal que [¢rllz =1 e gu(z)') = |23 ]| 5,

e Para Ny < k < Ny, existe ¢, € Ej, tal que ||¢pllp; =1 e ¢u(2}?) = |23l 5, -

Usando sucessivamente esse mesmo raciocinio difinimos com essas ¢;’s uma sequéncia
¢ = (¢r)r em E'. A linearidade de ¢ segue da linearidade de ¢y para todo k € N e a
continuidade segue de |[¢[loc = sup ||pxl|z = 1. Assim ¢ € E' e, para cada i € N,

keN

00 N; Nit1 00
(™) = Do) = D delai) + Y dlap)+ D> k(e

k=1 k=1 k=N;+1 k=Nip1+1
Nit1 N; 00

|y uxmk—(— ¢k<x;;i>)— S s
k=N;+1 k=1 k=N 1+1
Nit1 N; 00

> 0 laplle, — D dlay) > delap)]. (V)
k=N,;+1 k=1 k=N;+1+1

Observe ainda que,

N;
> onlap)
k=1

N; N;
< ldnlley Nzl =S 2
k=1 k=1
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onde a desigualdade (%) segue da condigao (I) sobre as sequéncias (N;); e (n;);. De forma
andloga, segue da condigao (II) sobre as sequéncias (NN;); e (n;); que

e}

Z or(xy')| < e.

k=N;11+1
Assim, de (III), (IV) e das observagoes acima segue que

|p(z"")| > 3e — e — e =€ para todo i € N.

w
Logo ¢(x") /= 0, ou seja, 2™ /= 0. Isso contradiz o fato de a” — 0. Portanto
a” — 0 e dai concluimos que F é um espago de Schur. =

Corolario 3.1.6 Seja (E;); uma sequéncia de espagos de Banach. Se E; ¢ de Schur para

todo 7 € N, entao o dual de E = (@ Ej> ¢ de Schur.
0

jEN

Demonstragio. Sabemos que E' = (@ E;) . Como cada Ej é de Schur, entao E' ¢
jEN 1

de Schur pelo teorema acima. =

Observacao 3.1.7 Observe que os passos seguidos na demonstracao do Teorema 3.1.5

se assemelham muito a demonstracao de que ¢; é um espaco de Schur, apresentada no

Teorema 2.1.9. Se tomarmos uma sequéncia de espagos de Banach (E;);, onde E; = K

para todo 7 € N, podemos considerar o espaco ¢; = @Ej . Como K possui a

jEN 1
propriedade de Schur por ter dimensao finita, entao segue que ¢; é um espaco de Schur.
Ou seja, podemos obter que ¢; é um espaco de Schur como um corolario do Teorema 3.1.5.

Apresentaremos agora um exemplo de espaco de Schur, chamado espago de Stegall,
que é uma aplicacao direta do Teorema 3.1.5.

3.1.1 O espaco de Stegall

O espaco de Stegall é o primeiro exemplo conhecido de um espaco de Banach com a
propriedade de Dunford-Pettis cujo dual nao possui a propriedade de Dunford-Pettis.
Esse espaco foi concebido por Stegall [49] em 1972.

Definicao 3.1.8 O espaco de Stegall é definido por F := (@ Eg) onde, para cada
1

neN
n € N, £ representa o espago vetorial K" com a norma euclidiana.

Note que para cada n € N o espaco £; possui a propriedade de Schur, pois tem
dimensao finita, com isso temos a seguinte consequéncia do Teorema 3.1.5:

Corolario 3.1.9 O espacgo de Stegall ¢ um espago de Schur.
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3.1.2 O espaco de Tandori ?1

Os espagos de Tandori foram introduzidos por Tandori [51], em 1954, para descrever
os duais de uma classe de espagos conhecidos como espacos de Cesaro. Nesse exemplo
consideraremos espacos de Banach formados por sequéncias de niimeros reais e definiremos
os espacos de Tandori associados a esses espacos.

Definicao 3.1.10 Um espago de Banach real E, cujos elementos sao sequéncias de ntime-
ros reais, é dito ideal se satisfaz a chamada propriedade ideal, a saber: se (x,), € (Yn)n
sao sequéncias de numeros reais tais que |z,| < |y,| para todo n € N e (y,), € E, entao
(xn)n € E.

Exemplos de espagos de Banach ideais sao os espacos ¢, para 1 < p < 0o e 0 espago
o, formados por sequéncias reais. Em contrapartida, o espaco das sequéncias reais con-
vergentes, denotado por ¢, é um exemplo de espaco de Banach que nao é ideal. De fato,
basta tomar as sequéncias (z,)n, = (—=1,1,—1,1,...) € (yn)n = (2,2,2,2,...). E evidente
que |z,| < |y,| para todo n € N e (y,), € ¢, porém (x,), & c.
Definicao 3.1.11 (a) Seja © = (z,), uma sequéncia de nimeros reais limitada. Para
cada n € N definimos:

T, = sup{|xg| : k € Ne k> n}.
(b) Seja E é um espaco de Banach ideal. Definimos o espaco de Tandori associado a E
por: B
E:={x=(zp)n: = (z,), € £} com anorma |z|z = |Z|g.

Em [51] estd provado que E éum espago de Banach. E em [2; Corollary 3] estd provado
o seguinte resultado:

Proposicao 3.1.12 O espaco €~1 € isomorfo ao espaco (@ [ﬁZ) , onde para cadan € N
n=0 1

n . n ..
0 espaco Eio representa o espaco vetorial R*" com a norma do mdzimo.

Teorema 3.1.13 O espaco de Tandori €~1 possui a propriedade de Schur.

Demonstragao. Como % tem dimensdo finita para cada n € NU {0}, entdo cada (2 é

um espaco de Schur; e portanto, pelo Teorema 3.1.5, @@Z) ¢ um espago de Schur.
n=0 1

Como €~1 ¢ isomorfo ao espaco (@ [ﬁZ) , concluimos que £~1 é de Schur. m
n=0 1
~\/

Observacao 3.1.14 O espaco (£1> nao possui a propriedade de Schur. De fato, é facil

verificar que {e, : n € N} é um subconjunto linearmente independente de (1. Portanto
{1 é um espago de Schur de dimensao infinita, e pela Proposicao 2.4.7 seu dual nao é um
espaco de Schur.

De acordo com [2, pag 10], os espagos €~1 e {1 nao sao isomorfos. Como @Vl é um
espago de Schur de dimensao infinita, pela Proposicao 2.3.9 segue que £; ¢ isomorfo a um
subespago fechado de /5.
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3.2 O espaco /(I

Em breve veremos o papel desempenhado na teoria dos espacos de Banach pelos espacos
que vamos definir agora.

Definicao 3.2.1 Sejam I' um conjunto nao-vazio e 1 < p < oo.

e O espago (,(I") é definido como:

0,(I) == {(:pi)iep :z; € K para todo i € T', x; # 0 apenas para uma quantidade

enumeravel de indices i e E |z;|P < oo}L
ier

e Dado (z;)ier € £,(I"), 0 suporte de (x;);er ¢ definido por:
supp((@)ier) :={i € I': z; # 0}.

¢,(T") é espago vetorial com as operagdes coordenada-a-coordenada, e é um espago de
1
p
Banach com a norma ||(z;):er|l, := (Z |xi\p> para qualquer conjunto I' (veja [22, pég
i€l
7]). Listamos a seguir alguns resultados conhecidos sobre os espagos £,(I"). Os itens (a) e
(b) podem ser encontrados como exercicio em [22, pag 23], e o item (c) segue facilmente
de [44, Corollary 1.10.4].

(a) Se I' é um conjunto finito, entao £,(I") tem dimensao finita.

(b) Se I' é um conjunto infinito enumeravel, entao ¢,(I') é isomorfo isometricamente a

0,

(¢) Se I é um conjunto nao-enumeravel, entao ¢,(I') ndo é separdvel; em particular
£,(T") nao ¢ isomorfo a ¢,,.

Teorema 3.2.2 O espaco 1(I") possui a propriedade de Schur para qualquer conjunto I'.

Demonstracao. Se I' for finito, entdo ¢;(I') tem dimensdo finita e portanto serd um
espago de Schur. Se I' for infinito enumeravel, entao ¢;(I") serd isomorfo isometricamente
a {1 e portanto serd um espaco de Schur. S6 nos resta verificar o caso em que I' é nao-
enumeravel.

Sejam ("), uma sequéncia em ¢,(I'), onde ¥ = (2¥);cr para cada k € N, e 2 =
(z:1)ier € €1(T), tais que 2* % 2 em £,(T"). Como supp(z) e supp(z®) sdo conjuntos
enumeraveis, para cada k£ € N, entao o conjunto

I[":= (U Supp(xk)) U supp(x)

keN
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é enumeréavel, e consequentemente o espaco £1(I"”) é de Schur. Considere o operador
T: 6(T") — () 5 (Ui)ier = (Yi)ier,

onde y; = y; para todo i € I e y; = 0 para todo i € (I' —T"). E imediato que T estd bem
definido e ¢ linear. Para todo (7;)ier € £1(T),

IT(@)ier)ll = 1 wdier s = D lyil = D15l = 1 G)ierr|h,

el i€l

o que prova que T' é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Segue que T'(¢1(T"))
é um espago de Schur. Ainda, como supp(x) C I, podemos definir 7 = (Z;);er € ¢1(I)
da seguinte maneira:

T; = x; se i € supp(z),
z; =0se i€ (I'" — supp(x)).

Assim, T(Z) = 2, e com isso x € T(¢,(I")). De maneira analoga concluimos que (%), C
T(¢:(T")). Dado ¢ € (T'(¢1(I"))’, pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.2) existe
@ € (£1(1)) tal que Ply(ey vy = ¥~ Dessa forma,

p(a*) = B(a") — Blz) = p(2),
pois ¥ %5 2 em £,(I'). Dai concluimos que z* -2+ 2 em T'(¢,(I")). Como o espaco
T(¢,(T")) é de Schur, segue que ¥ — x em T(¢,(I")), e portanto
2% = 2llery = 2" = @llrearyy — 0.

Isso prova que ¥ — 2 em ¢,(T), donde concluimos que ¢;(I') é de Schur. m

Observagao 3.2.3 Tomando um conjunto I' nao-enumerével, ¢;(I') é um exemplo de
espaco de Schur nao-separavel.

Vejamos agora a importancia dos espagos ¢1(I"), e portanto de uma classe de espagos
de Schur, na teoria dos espacos de Banach.

Definicao 3.2.4 Diz-se que um espago de Banach E possui a propriedade de [lifting se,
para todos espagos de Banach F' e G, todo operador T' € L(E;F) e todo operador
sobrejetor S € L(G; F), existir um operador T e L(E;G) tal que T =S o f, ou seja, tal
que o diagrama

E-1F
\ s
T
seja comutativo.

Os espagcos com a propriedade de lifting tém muitas aplicacoes, por exemplo no estudo
de ideais de operadores sobrejetivos (veja [23, 42]). A importéancia dos espagos ¢1(I") reside
no
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Teorema 3.2.5 [36, pdg 108] Um espacgo de Banach E tem a propriedade de lifting se, e
somente se, existe um conjunto I' tal que E é isomorfo a ¢ (I").

O corolario a seguir ¢ imediato utilizando os teoremas 3.2.5 e 3.2.2 juntamente com o
fato da propriedade de Schur ser preservada por isomorfismos.

Corolario 3.2.6 Se um espaco de Banach E possui a propriedade de lifting, entao E €
um espaco de Schur.

Terminaremos esta segao concluindo que o pré-dual e o dual de ¢;(I') nao tém a
propriedade de Schur.

Definicao 3.2.7 Seja I' um conjunto nao-vazio. Definimos os espacos:
o (o(I') :={(2s)ier : x; € Kparatodoi €' e sup|z;| < oo}.
il

o ¢o(I") :== {(zi)ier € loo(I") : 0 conjunto {i € I : |x;| > €} é finito para todo € > 0}.

Os espagos £ (I") e ¢o(T") sdo Banach munidos com a norma do supremo (veja [22, pag.7]).

De acordo com [22, pag 45] sabemos que (co(T)) = £1(T'), e de acordo com [27, Theorem
243G(b)] sabemos que (¢1(T"))’ = ~(I"). Dessas dualidades juntamente com a Proposigao

2.4.7 segue a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.8 Se I' é um conjunto infinito, entao l+(I") € co(T') ndo sao espagos de
Schur.

Demonstragao. Sendo I' um conjunto infinito, ¢1(I") é um espago de Schur de dimenséo
infinita, desse modo seu dual e seu pré-dual nao possuem a propriedade de Schur. Como
a propriedade de Schur é preservada por isomorfismos, concluimos que £ (I') e ¢o(I") nédo
possuem a propriedade de Schur. m

3.3 O espago C(K)

Vimos no Exemplo 2.2.3 que se K for um espago métrico compacto enumeravel, entao
C(K)' serd um espago de Schur. Nesta se¢ao apresentamos algumas outras condigoes para,
que o espago C(K)' tenha a propriedade de Schur. Comegamos com alguns resultados e
defini¢oes necessarias.

Definicao 3.3.1 Seja K um espaco topoldgico compacto Hausdorff.

(a) Um subconjunto nao-vazio A de K é perfeito se A é fechado e nao contém nenhum
ponto isolado.

(b) K é disperso se nao contém subconjunto perfeito.

Teorema 3.3.2 [33, Theorem 2] Seja K um espago topolégico compacto Hausdorff. Entdo
K tem um subconjunto perfeito se, e somente se, existe uma funcao sobrejetora continua
de K em [0,1].
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Definigao 3.3.3 Um espaco de Banach E é de Asplund se o dual de todo subespago
separavel de E é separavel.

Sao exemplos de espacos de Asplund: espacos reflexivos, espagos com duais separaveis,
subespagos de C(K) com K compacto Hausdorff disperso. Para mais exemplos e varias
caracterizagoes dos espagos de Asplund, veja [55].

Teorema 3.3.4 Seja K um espago topologico compacto Hausdorff. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes.

(a) K € disperso.

(b) C(K) é Asplund.

(c) C(K) ndo contém cdépia de {;.

(d) C(K) nao contém cdpia isométrica de C|0,1].
(e) C(K) é um espago de Schur.

Demonstragao. (a) < (b) Esse resultado é o [22, Theorem 12.29].

(a) = (e) Sendo K um compacto disperso, C'(K)" é isomorfo isometricamente a ¢ (T")
para algum conjunto I' (veja [22, Theorem 12.28]). Assim, pelo Teorema 3.2.2 e o fato
da propriedade de Schur ser preservada por isomorfismos, concluimos que C(K)" é um
espaco de Schur.

(€) = (¢) Como C(K)' é um espago de Schur, segue do item (b) do Teorema 2.4.5 que
C(K) nao possui copia de ;.

(¢) = (d) Como ¥, é separavel, segue do Teorema de Banach-Mazur (Teorema 1.5.10)
que existe um isomorfismo entre ¢; e um subespago de C10, 1], digamos

S: 0, — S(t;) C C[0,1).

Suponha que C(K) contenha uma cépia isométrica de C0, 1], ou seja, suponha que exista
um isomorfismo isométrico entre C[0, 1] e um subespago de C'(K), digamos

T: C0,1] — T(C[0,1]) € C(K).

Assim, o operador
ToS:l — C(K)
¢ um isomorfismo sobre um subespaco de C'(K), contradizendo a hipétese de que C(K)

1
nao contém copia de ¢;. Portanto C[0,1] 4 C(K).

(d) = (a) Suponha que K nao seja disperso, isto é, suponha que K possua um
subconjunto perfeito. Entao, pelo Teorema 3.3.2, existe uma funcao sobrejetora continua

s: K — [0,1].
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Defina o operador

T:C[0,1]] — C(K); T(f):= fos.

Como s e f sao continuas, entao T'(f) = f o s é continua para toda f € C]0, 1], assim
T(f) € C(K) paratoda f € C[0,1]; e portando T esta bem definido. Dados f, g € C]0, 1],
AeKeze K, temos

(TS +9)(x) = (Af +9)(s(x)) = Af(s(x)) + g(s(x)) = AT (f))(z) + (T(9))(x)-
Com isso T'(A\f + g) = AXT(f) + T(g), provando que T é linear. Para toda f € C|0, 1],

IT(HIF = sup [(T(f)) )] = sup | f(s(z) = s IF @)= II71;

zeK y€[0,1

onde a igualdade (x) é garantida pela sobrejetividade de s. Assim, T' é um isomorfismo

1
isométrico sobre um subespago de C'(K), contradizendo a hipdtese de que C[0, 1] + C(K).
Portanto K ¢é disperso. m

Observe que todo espago métrico compacto enumeravel é um espago topolégico com-
pacto Hausdorff disperso. Com isso, o Exemplo 2.2.3 segue como corolario do teorema
apresentado acima.

3.4 Espacos de operadores

O objetivo desta segao é caracterizar quando o espaco L(F; F') dos operadores de F em
F é de Schur, e também dar exemplos de quando isso ocorre. Analisaremos também a
propriedade de Schur em um determinado subespago de L£(E'; F'). Como sempre, todos
os espagos envolvidos s@o nao triviais, isto é, diferentes de {0}.

Lema 3.4.1 Sejam E e F espagos de Banach. O espago L(E; F') contém cépias isométricas
de E' e de F.

Demonstragao. Primeiramente mostraremos que E’ <i> L(E; F). Tome y € F tal que
ly|| = 1 e defina o operador

T:E — L(E;F); T(p)(x) :=p(x)y paratodos ¢ € E' ez € E.
Nao é dificil ver que T'(¢) ¢ linear para todo ¢ € E’. Para todo x € F,

IT(e) (@)l = lle(@)yll = lel@)] -yl < llell - =l - [lyll = llell - =]l

Logo T'(¢) é continuo para todo ¢ € E' e com isso T' estd bem definido. A linearidade de
T é imediata. E para todo ¢ € F',

IT ()|} = sup [[T(p)(@)]| = sup [lp()y]

TESE z€SE
= sup |o(z)] - [lyll = sup [p(z)| = [|l¢]|-
TESE z€SE
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Logo T ¢é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, e com isso E' < L(E; F).

Agora mostraremos que F =N L(E;F). Tome ¢ € E' tal que ||¢]| = 1 e defina o
operador

S: F— L(E;F); S(y)(x) :=¢(x)y paratodosy € Fex € FE.

Nao é dificil ver que S(y) é linear para todo y € F. Para todo x € E,

ISW) (@) = lle@)yll = le(@) -yl < llll - [zl - lyll =yl - [l=]]

Logo S(y) é continuo para todo y € F, e com isso S estd bem definido. Novamente a
linearidade de S é imediata. Para todo y € F,

1Sl = sup [[S(y)(x)]| = sup [lp(x)yl] = sup [o()] - |y

zESE zESE zESE

= [ly[l sup [p(@)] = [ly[l - el = [yl
z€SE

; . . o . . 1
Isso prova que S é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, e com isso F' — L(FE; F).
|

Teorema 3.4.2 Sejam E e F espagos de Banach. O espa¢o L(E; F) € de Schur se, e
somente se, E' e I sdao espacos de Schur.

Demonstracao. Se L(E; F) é um espago de Schur, entdo, pela Proposi¢ao 2.2.9 junta-
mente com o lema acima, segue que E’ e I sao espacos de Schur.

Reciprocamente, suponha que E’ e F sao espagos de Schur. Seja (u,), uma sequéncia
em L(E;F) tal que |lu,|| = 1 para todo n € N. Vamos mostrar que (uy), possui uma
subsequéncia que nao é fracamente nula. Como

sup |lu,(x)|| =1, para todo n € N,
€Sk

1
para cada n € N existe z, € Sg tal que ||u,(x,)| > =. Assim, existe (z,), C Sg tal

\)

1
que ||uy(z,)]| > 5 bara todo n € N. Como F ¢é de Schur e (u,(z,)), ndo converge

para zero, segue que (u,(Z,)), nao é fracamente nula, e portanto existe 1 € F’ tal que
Y (un(xy,)) /0 em K. Existem entdo € > 0 e uma subsequéncia (uy, (T, ))r de (u,(n))n
tais que [¢(un, (zn,))| > € para todo k& € N. Assim,

& < [P (un, (2, )| = g, (V) (@0 )] < g (D N2, | = [l ()]

para todo k£ € N. Logo u;k(@b) #— 0 em E’, onde u;k ¢ o operador adjunto de u,, para
cada k € N. Como E’ é de Schur e (u, (¥))r nao converge para zero em E', entao

(up,, (¥))x ndo é fracamente nula, ou seja, existe ¢ € E” tal que ¢(uy, (¥)) /= 0 em K.
Agora, para aquele ¢ € F' e para este ¢ € E”, defina o funcional

T: L(B; F) — K ; T(u) = o(u'(1)).
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Note que T esta bem definido, pois cada operador linear continuo possui um tinico adjunto.
Da igualdade (A\u + v)" = A’ + v’ para todos u,v € L(F;F) e todo A € K segue a
linearidade de T'. Para todo u € L(E; F),

T(w)] = e @D < Nl - 'l - N1l = lloll - 11 - lull,

provando que T é continuo, e portanto T' € (L(E; F))'. Assim, T ¢ um funcional linear
continuo em L(E; F') tal que

T(un,) = oty (V) 7= 0.

Isso prova que u,, /— 0, o que nos permite concluir que w, #— 0. Pelo item (h) do
Teorema 2.1.8 segue que L(E; F') é um espago de Schur. m

Em [20], Dilworth e Kutzarova apresentam um esbogo da demonstragao (“Sketch of
Proof”) de que o espago L(co;¢1) possui a propriedade de Schur. Esse resultado segue

como coroldrio do teorema acima, bastando lembrar que (cg)’ L {1 é de Schur.
Corolario 3.4.3 O espaco L(co;¢1) € de Schur.

Dados espacos de Banach E e F', denotamos o conjunto dos operadores lineares w*-
w-continuos definidos em E’ e tomando valores em F por L, (E'; F).

Lema 3.4.4 SeT € L, (E';F) et € F', entao T' () € Jg(E).

Demonstragao. Sejam (¢y)rep uma rede em E' e ¢ € E' tais que py EMN p. Como T é
w*-w-continuo, temos T(py) — T(p) em F, e portanto

T' (W) (oa) = ¥(T(er)) — (T(9)) = T'(¥)(p).

Isso prova que T"(1)) é w*-continuo. Pela Proposi¢ao 1.3.13 existe x € F tal que Jg(z) =

T'(¢), ou seja, T'(¢) € Jg(E). m

Proposic¢ao 3.4.5 L (E'; F) é um subespaco fechado de L(E';F), e portanto um
espaco de Banach.

Demonstragao. Vejamos que L, ,(E’; F) é um subconjunto de L£(E'; F). Para isso
sejam T € Loy —ow(E'; F), (¢x)rea uma rede em E' e ¢ € E’ tais que ¢y — . Entdo
©x SN ¢ e, como T é w*-w-continuo, segue que T(p,) — T(¢); provando que T é
w-w-continuo. Pela Proposicao 1.3.7 concluimos que 7' é continuo, e consequentemente
T e L(E; F).

Verifiquemos agora que L+ _,(E'; F) é subespago vetorial de L(E'; F). Para isso

sejam T e S € Ly (B F), a € K, (px)aear uma rede em E' e p € E’ tais que py N ©.
Temos T(py) — T(p), e S(py) — S(¢) em F e com isso,

(T + aS)(px) = T(ex) + aS(pr) = T(p) +aS(p) = (T + aS)(y).

Logo (T + aS) € Ly—w(E'; F).
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Seja agora (T,,), uma sequéncia em L« (E’; F) que converge para algum T €
L(E'; F). Pelo Lema 3.4.4 sabemos que T/ (¢)) € Jg(E) para todo n € N e todo ¢ € F".
Por outro lado,

T, —T=|T, =T =L -1Vl =1T-T| — 0=T, — T" € LF; E")

= T) () — T'(¢) em E” para todo ¢ € F'.
Como E é um espago de Banach e Jg é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem,
Ji(F) é um espago de Banach, e portanto fechado em E”, donde segue que T'(¢)) € Jg(E).

Dada uma rede (py)xes em E' tal que oy —5 ¢ € E', temos T'(¥)(¢y) — T'(¥)(¢)
para todo ¢ € F', ou seja, (T () — ¥(T(p)) para todo ¢ € F'. Segue entao
que T(py) — T(p). Logo T é w*-w-continuo, isto é, T € Ly,-_(E'; F) e portanto
Ly—w(E'; F) é subespago fechado de L(E'; F). Consequentemente L, ,(E’; F) é um
espaco de Banach. m

Lema 3.4.6 Sejam E e F espacos de Banach. Entio L« _.,(E'; F) contém cdpias isomé-
tricas de E e de F.

~ . 1 .
Demonstragao. Primeiramente vamos mostrar que E < L« _,(E'; F'). Para isso tome
y € F tal que ||y|| = 1 e defina o operador

T:E— Ly w(EF); T(x)(p) :=@(x)y paratodos € Feype E.

E fcil ver que T'(x) ¢ linear para todo z € E. Sejam (¢y)aca uma rede em E', ¢ € E'

tais que py SN pex e E. Entao pr(x) — ¢(z), e dai

lea(x)y — @)yl = [ea(z) = @(@)] - lyll — 0.

Ou seja, p(z)y — @(x)y, e consequentemente oy (z)y — @(x)y. Portanto, para todo
x € E temos T'(x)(¢x) — T(z)(p), provando que T(x) € Ly (E'; F) para todo x € F,
concluindo assim que T estd bem definido. Mais uma vez a linearidade de T é imediata.
Para todo = € E,

1T ()] = sup [T(2)()ll = sup [[o(z)y]]

@wEBE/ @pEBE/

()
= sup [o(@)] - [lyll = sup [o(z)] = [l
pEBE pEBE

onde a igualdade (x) é garantida pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.4). Logo
T é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, ou seja, < Loy w(E' F).

Agora mostraremos que F = Ly—w(E'; F). Tome x € E tal que ||z]| = 1 e defina o
operador

S:F — Ly (B F) 5 S(y)(p) :==p(x)y paratodosy € Feype L.

Nao ¢ dificil ver que S(y) ¢ linear para todo y € F. Sejam (p))aea uma rede em E' e

@ € E' tais que o) LN . Entao gy(z) — (), e dai pr(x)y — p(z)y para todo
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y € F. Com isso temos oy (x)y — ¢(x)y, e portanto S(y)(¢x) — S(y)(v) para todo
y € F. Concluimos que S(y) € Ly« (E'; F) para todo y € F, e portanto S estd bem
definido. Novamente omitimos os detalhes da linearidade de S. Para todo y € F,

1Sl = sup [[S@)(@)ll = sup [p(z)(y)ll

pEBE pEBE
= sup [p(x)] - [lyll = llyll sup [@(x)]
pEBE pEBE

()
= llyll - ll<ll = llyll,

onde, novamente, a igualdade (%) é garantida pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema

. . re s . . 1
1.1.4). Logo S é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, ou seja, F' < L+ (E'; F).
n

Teorema 3.4.7 Sejam E e F espacos de Banach. O espago L« _(E'; F) é de Schur se,
e somente se, E e F sao espacos de Schur.

Demonstragao. Supondo que L+, (E'; F') seja um espaco de Schur, pela Proposi¢ao
2.2.9 juntamente com o lema acima concluimos que F e F' sao espacgos de Schur.

Reciprocamente, suponha que F e F' sejam de Schur. Seja (u,), uma sequéncia em
Ly w(E'; F) tal que ||u,|| = 1 para todo n € N. Vamos mostrar que (u,,), possui uma
subsequéncia que nao é fracamente nula. Como

sup ||un(¢)|| =1 paratodo n € N,
pESE

1
entdo para cadan € N existe p, € S tal que ||u,(¢,)| > 5 Ou seja, existe uma
1
sequéncia (), C Sg tal que ||u,(pn)| > 5 para todo n € N. Como F' é um espago

de Schur, (u,(wn))n C F e un(pn) #— 0, segue que u,(¢,) #— 0. Assim existe um
funcional linear continuo ¢ em F' tal que ¥(u,(p,)) A= 0, ou seja, existem ¢ > 0 e
uma subsequéncia (uy, (¢n,))r de (un(en))n tais que [ (uy, (pn,))| > € para todo k € N.
Assim,

& < [t (tn, (n )] = [t () (n )] < Nt (D) - | (En )] = [, ()]

para todo k € N, logo u;, (¢) /= 0 em E”, onde u;, ¢é o operador adjunto de u,, para
cada k € N. Pelo Lema 3.4.4, u,, (¢) € Jg(E) para todo k € N, logo para cada k € N
existe zj, € E tal que Jg(xx) = uj,, (¢). Temos

Un, (V) /= 0= Jp(zx) 7= 0 = |lz]| = [[Je(ze)l] 7= 0,

e dal xp /= 0 em E. Como E é um espaco de Schur, segue que z; #— 0 em E, ou seja,
existe ¢ € E' tal que ¢(x,) A 0. Agora, para aquele ¢ € F' e para este ¢ € E' defina o
operador

T: Lo F) — K ; T(u) = 0(u(6)) para todo u € Lye_y(E'; F)
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Da mesma forma que ja fizemos vdrias vezes antes, concluimos que T' € (L« (E'; F))'.
Existe entao um funcional linear continuo T' € (L« (E"; F))" tal que

T(un,) = ¥ (un, () = ty, (V)(¢) = Je(xe)(¢) = dzx) 7= 0.

Portanto (uy, ) é uma subsequéncia de (u,), que nao é fracamente nula, logo u, #— 0 e
pelo item (h) do Teorema 2.1.8 concluimos que Ly, (E'; F') é um espago de Schur. m

O teorema acima sera util na Secao 3.6.1.

3.5 O espaco das aplicacoes multilineares

Nesta secao generalizaremos o resultado visto no Teorema 3.4.2 para espacos de aplicacoes
multilineares continuas. As defini¢oes e resultados apresentados a seguir podem ser en-
contrados em [14].

Consideremos n € N e espacos vetoriais Fy, Fs, ..., E, e F' sobre o corpo de escalares
K. O produto cartesiano F; x Fs X --- X E, é um espaco vetorial, sobre K, com as
operacoes usuais dadas por:

(x17x27"'7xn)+<y17y27"'7yn) = <x1+y17x2+y27"'7xn+yn)7
a1, T, ..., x,) = (Qx1, Ao, ..., QLy),

onde o € K, e (x1,22,...,2,) € (Y1,Y2, ..., Yn) Pertencem a £y X Ey X -+ X E,.

Definigao 3.5.1 Uma aplicacdo A: Fy X Fy X - -- X E,, — F é n-linear (ou multilinear)
se ela for linear com respeito a cada variavel quando as outras n— 1 variaveis sao mantidas
fixas.

O conjunto das aplicagoes n-lineares de F; x Ey X --- x E, em F forma um espago
vetorial sobre K com as operacoes usuais dadas por:

(A4 B)(x1, 79, ...,2Tp) == A(z1, 22, ..., Tn) + B(x1, T2, ..., Tp),
(aA)(x1, 29, ... xy) = a(A(zy, 22, . .., T4)),

onde A, B: E; X Fy X -+ x E,, — F sao aplicacoes n-lineares e o € K.

Denotamos o espaco das aplicagoes n-lineares de E; X Fy X --- X E, em F por
L(Ey, Es,...,Ey; F). Quando Ey = Ey = -+ = E, = E denotaremos esse espago por
L("E; F).

Quando os espagos vetoriais Fy, Fs, ..., E, e F sao normados e o espaco F; X Ey X - - X

E,, ¢ munido com a topologia produto, gerada pelas normas em cada E; com 1 <[ < n,
podemos considerar aplicagoes n-lineares continuas.

Proposicao 3.5.2 Sejam Ey, Es, ..., E, e F' espacos normados. Uma aplica¢ao n-linear
A: By X Fy X -+ x E, — F € continua se, e somente se, existe uma constante C' > 0
tal que

[A(z1, 22, .. @)l < Ol s, - |22lle, - - a6,

para todo (x1,To,...,x,) € By X Ey X -+ X E,.
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Dessa proposicao segue que

HAH — sup{ ||A(l‘1,$2, .. ,IEn)HF 1 % 0,1<1< n}
z1l|Ey - (|22l - - - (20l 2,
¢ um numero real para toda aplicacao n-linear continua A: F; X Ey X --- X E, — F.
O conjunto das aplicagoes n-lineares continuas A: F; X Ey x --- x E, — F forma
um espaco normado com a norma definida acima. Denotaremos este espago normado
por L(F1, Ey, ..., Ey; F). Quando By} = Ey = -+ = E, = E denotaremos esse espago

por L("E; F). Se F for um espaco de Banach, entao L(Ey, Fs, ..., E,; F') com a norma
definida acima serd Banach (veja [14, pdg 95 e pag 133]).

Teorema 3.5.3 Sejam Ey, Es, ..., E, e F espacos normados. Entio L(Ey, Es, ..., E,; F)
¢ isomorfo isometricamente o L(Ej; L(Ey, ..., Ej_1,Ej, ..., Ey; F)) para qualquer 1 <
7 <n.

Demonstracao. [14, Theorem 2.11-5]. =

Teorema 3.5.4 Sejamn € N, E, ..., E, e I espagos de Banach. O espaco L(E1, ..., E,; F)
¢ de Schur se, e somente se, Ey,...,E. e F sdo espagos de Schur.

Demonstragao. Suponhamos que o espago L(F,..., E,; F') seja de Schur. Pelo Teo-

rema 3.5.3 segue que L(Eq, ..., E,; F) L L(Ey; L(Es, ..., E,; F)), donde concluimos que
L(Ey; L(Es, ..., E,; F)) é um espago de Schur.

e Como L(Fy;L(Es,...,E,; F))éum espaco de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que
Eie L(Ey,...,E.; F) = L(Ey; L(Es, ..., E,; F)) s@o espagos de Schur.

e Como L(FEy; L(Es,...,E,; F)) éum espaco de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que
E,e L(Es,... En F) = L(Ey; L(Ey, ..., Ey; F)) sdo espacos de Schur.

e Como L(F3;L(Ey,...,E,; F))éum espaco de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que
Eje L(Ey, ..., B F) = L(Ey; L(Es, ..., E,; F)) s@o espagos de Schur.

e Como L(E,; F) é um espaco de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que E; e F sao
espacos de Schur.

Portanto E,..., E/ e F sao espagos de Schur.
Reciprocamente, suponhamos que E, ..., E/ e F sejam espagos de Schur.

e Como E/ e F sdo espagos de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que L(E,; F) é um
espaco de Schur.

e Como E/ | e L(E,; F) sdo espacos de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que 0 espago
L(Ey 1; L(Ep; F)) = L(En_1, Ep; F) é de Schur.
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e Como E! , e L(E,_1,E,; F) sao espagos de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que
L(E, o L(E,_1,E,; F)) = L(E, o, E,_1,E,; F) é um espaco de Schur.

e Como Fj e L(Es, F3, ..., E,; F) sao espagos de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que
L(Ey; L(Ey, By, ..., By F)) = L(Ey,...,Ey; F) é um espago de Schur.

Portanto L(Ey, -, Ey; F') é um espago de Schur. =

Segue imediatamente do teorema acima que L("E;F) é um espago de Schur para
qualquer n € N se, e somente se, E' e F sdo espagos de Schur. Em [4], Bombal e
Villanueva demonstram que o espaco L("C(K);K) é um espago de Schur se, e somente
se, K é um espacgo topoldgico compacto Hausdorff disperso. Esse resultado segue como
corolario do teorema acima e do Teorema 3.3.4:

Corolario 3.5.5 Seja K um espago topoldgico compacto Hausdorff. O espago L("C(K);K)
é de Schur para qualquer n € N se, e somente se, K € disperso.

3.6 O produto tensorial

Nesta segao abordaremos resultados sobre a propriedade de Schur em produtos tensoriais
de espacos de Banach. Trabalharemos com o produto tensorial apenas entre dois espacos
vetoriais e definiremos tensores como funcionais lineares sobre o espaco das aplicacoes
bilineares. A referéncia principal para a construcao desta segao foi o livro [45].

Chamamos a atencao do leitor para o fato de que neste primeiro momento estaremos
trabalhando com espacos vetoriais sem definir neles nenhuma norma. Apresentamos a
seguir duas notagoes que serao utilizadas e que ainda nao foram introduzidas.

e Dado um espaco vetorial F/, a notacao E* representa o espaco vetorial dos funcionais
lineares definidos em E e tomando valores em K.

e Sejam FE e F' espagos vetoriais. Diremos que T: E — F' é um isomorfismo algébrico
se T for linear e bijetor.

Definicao 3.6.1 Sejam E e F espacos vetoriais, x € E e y € F'. O produto tensorial de
x por y é definido da seguinte forma:

r@y: L(E,F;K) — K ; (x®vy)(A) == A(z,y) paratoda A€ L(E,F;K).
E imediato que z @ y é linear, ou seja, z @ y € L(E, F;K)".
Observacao 3.6.2 As propriedades a seguir seguem facilmente da defini¢ao:

D ze@y+z)=2ry+zrRze(r+w) @y =2y +w&y para todos z,w € E e
y,z € F.

(II) M)@y=2® (\y) =AMz ®y) paratodos \ e K,z € Eey € F.
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Definicao 3.6.3 Definimos o produto tensorial dos espagos vetoriais £ e F' por:
EQF =[{r®y:z€ Eeyc F}|.

Por definigao, o produto tensorial F® F' é um subespago vetorial de L(E, F'; K)*. Seus
elementos sao chamados tensores e tém a seguinte formas:

k
U= sz & Yis
i=1

onde k € N, z; € EFey; € F para todo 1 <i < k. Essa representagao dos tensores nao é
Unica em geral: as igualdades

(Ar) @y =128 (\y) = Az ®VY),

para A € K, z € F e y € F, ja nos permitem verificar que nao ha unicidade da repre-
sentacao.
A proposicao a seguir segue facilmente da Observagao 3.6.2.

Proposigao 3.6.4 Sejam E e F' espacos vetoriais. A aplicagcao
0: EXF—FEQF;, o(z,y) =r®uy,

é bilinear.

O teorema a seguir nos permite linearizar aplicagoes bilineares, e ¢ um dos resultados
fundamentais do estudo de produtos tensoriais.

Teorema 3.6.5 Sejam E, F' e G espagos vetoriais. Para toda aplica¢ao bilinear A €
L(E, F;G) existe um unico operador linear A,: EQF — G tal que Ap(z®vy) = A(x,y)
para todos x € E ey € F. Ou seja, o diagrama

ExF-4.a

| A

E®F

¢ comutativo. Mais ainda, a correspondéncia A — Ay € um isomorfismo algébrico entre
0s espagos vetoriais L(E, F;G) e L(F ® F;G).

Demonstragao. [45, Proposition, 1.4]. =

O operador Ay, é chamado de lineariza¢ao da aplicagao bilinear A.

Como o produto tensorial £ ® F' dos espagos de Banach E e F' é um espaco vetorial,
surge o interesse natural de tentar definir uma norma nesse espago. Existem diferentes
formas de normar o produto tensorial, apresentaremos aqui duas dessas formas e veremos
alguns resultados da propriedade de Schur nos espacos de Banach obtidos a partir de tais
normas. A primeira norma apresentada serd a norma injetiva.
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3.6.1 O produto tensorial injetivo
Definicao 3.6.6 Sejam E e F espagos de Banach.

e A norma injetiva em E ® F é definida da seguinte maneira:
ng(azi)yi Cp € BE,}
i=1

onde sz ® 1y; € uma representacao qualquer do tensor v em F ® F'. Denotamos
i=1
por ¥ ®. F' o espaco vetorial ' ® F' com a norma injetiva.

€(u) := sup {

n

e O produto tensorial injetivo é o completamento do espago E ®, F' e é denotado por
E®.F.

Lema 3.6.7 O espaco EQ.F éisomorfo isometricamente a um subespago de Ly« _(E'; F).
Demonstracao. Defina a aplicacao

A: EXF — Ly o(E F) 5 Az, y)(p) := o(x)y para todos (z,y) € Ex FepeFE.
Vejamos que A estd bem definida: Como a linearidade de A(x,y) para todo (z,y) €

E x F, é facilmente observada, s6 nos resta mostrar que A(zx,y) é w*-w-continuo para

todo (z,y) € E x F. Para isso sejam (@) )repa uma rede em E' e p € E’ tais que py SUN ®.
Entao ¢y (z) — ¢(z) para todo x € E. Dai basta notarmos que para todo x € E e todo
yekF,
lea(x)y — (x)yll = lealz) — ()] - [yl — 0,

ou seja, ox(z)y — @(z)y em F. Disso segue que @y(1)y — @(z)y em F, e portanto
A(z,y) é w*-w-continua para todo (z,y) € £ X F.

Vejamos agora que A é uma aplicacao bilinear: para todos x,z € F,y € F, A € Ke
pEE,

Az + 2,9)(9) = Az + 2)y = Ap(2)y + ¢(2)y = A(z,9)(¢) + A(2,9)(9),

provando que A(Az+z,y) = AA(z,y)+A(z,y), ou seja, A é linear na primeira coordenada.
De maneira analoga mostra-se que A é linear na segunda coordenada. Sendo A bilinear,
pelo Teorema 3.6.5 existe um tnico operador linear Ap: E® F — L« (E'; F) tal que
Ap(z®y) = A(x,y) para todo z®y € E® F. Mostraremos em seguida que, considerando
a norma injetiva no produto tensorial, o operador A é um isomorfismo isométrico sobre
sua imagem, isto é, o operador

. '
AL E®c F — Ly (B F)
é um isomorfismo isométrico sobre a imagem. Para isso note que, para todo tensor

u= Zazz ®y; em B ® F e todo funcional ¢ € E',

i=1

Ar(u)(p) = AL (Z T @ yi) () = <Z Ap(r; ® yi)) (¢)
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donde segue que

n

> o)y

i=1

[AL(w)|| = sup{[|AL(u)(@)]| - ¢ € Br} = sup {

L € BE/} = e(u).

Com isso concluimos que Ay é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, e portanto
E ®. F é isomorfo isometricamente a um subespago de Ly« (E'; F). =

Nosso objetivo é mostrar que o espaco EF®.F ¢é isomorfo isometricamente a um su-
bespago de L« (E'; F). Para isso, além do lema acima, precisaremos do seguinte resul-
tado da teoria linear dos espacos de Banach.

Teorema 3.6.8 Sejam E e I espagos de Banach, G subespago denso de E e T: G — F
um operador linear continuo. Entao existe um tnico operador linear continuoT: £ — F
tal que T(Qj) = T(Qj) para todo x € G e ”T” = ”TH Mais ainda, se T for um isomorfismo

(isométrico) entao T também serd um isomorfismo (isométrico).

Demonstracao. Segue do fato dos operadores lineares continuos entre espacos norma-
dos serem uniformemente continuos e do resultado anédlogo para fungoes uniformemente
continuas de um espaco métrico a valores em um espago métrico completo. Para os
detalhes veja [37, Lema 3.32]. m

Teorema 3.6.9 O espaco de Banach ER.F ¢ isomorfo isometricamente a um subespaco

de Lw*,w<E,; F)

Demonstracao. Pelo Lema 3.6.7 sabemos que existe um operador 7: F ®. F —
Ly w(E's F) que é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Como os espagos
E®.F e Ly w(E'"; F) sao de Banach e E ®, F é um subespaco denso de E®.F (todo
espago normado é denso em seu completamento), pelo Teorema 3.6.8 existe um isomor-
fismo isométrico sobre sua imagem T: E®.F —s Ly w(E's F). Com isso concluimos a
demonstracao. m

Teorema 3.6.10 Se E e F sao espagos de Schur, entao o produto tensorial injetivo
E®.F é um espago de Schur.

Demonstracao. Vimos no Teorema 3.4.7 que se E e F sao espacos de Schur, entdao o
espago Ly« (E'; F) é de Schur. Como E®, F é isomorfo isometricamente a um subespago
de Ly« _(E'; F), segue da Proposi¢ao 2.2.9 que E®Q F ¢ um espaco de Schur. m
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3.6.2 O dual do produto tensorial injetivo

O dual topoldgico do espaco EQ.F pode ser totalmente descrito através das aplicacoes
bilineares integrais da seguinte forma:

Teorema 3.6.11 Sejam E e F espacos de Banach e A: E x F — K uma aplicag¢ao
bilinear. Entdo sua linearizacio Ay é um funcional linear continuo em E®.F se, e
somente se, existe uma medida de Borel reqular o no espago compacto Bgr X Bpr tal que

Ale.y) = /B pla)umdute. ) (3.1)

para todos x € E, y € F.

Demonstragao. [45, Proposition 3.14]. =

Seja (X, 3, u) um espago de medida. Uma particio de X é uma colegao finita de
conjuntos mensuraveis, disjuntos 2 a 2, tal que a uniao desses conjuntos mensuraveis seja
igual a X. Ainda, a norma de variagcao da medida p é definida por:

2] := sup {Z jw(M;)]; {My, -+, M,} é uma particao de X} .
=1

Definigao 3.6.12 Sejam E e F espagos de Banach e A: E x F — K uma aplicagao
bilinear. A é uma aplicacao bilinear integral se sua linearizacao Ay, for um funcional linear
continuo em E®.F. A norma integral de A é definida por:

| Al := inf{]|g|| : # é uma medida de Borel regular que satisfaz 3.1},
onde |||| é a norma de variacao de p.

Proposigao 3.6.13 O espaco das aplicagoes bilineares integrais A: E X F — K com a
norma integral || - ||; € um espago de Banach, denotado por Bi(E x F'). Mais ainda,

(E®.F) = B(E x F).
Demonstragao. [45, pdg 59]. =

Proposicdo 3.6.14 Se E ¢ F sdo espacos de Banach, entio E®.F possui copias isométricas
de E e de F.

Demonstragao. Primeiramente mostraremos que F =N E®.F. Tome y € F tal que
ly|| = 1 e defina o operador

T:FE — E®.F; T(z):=z®vy paratodo z € E.

A linearidade de T segue facilmente dos itens (I) e (II) da Observagao 3.6.2. Além disso,
dado =z € E temos

€(T(z)) = e(x @ y) = sup{[lp(x)yl - ¢ € Be}
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= sup{|e(@)| - lyll : ¢ € B}
()
= [lyllsup{le(z)| : v € B} = |yl - |zl = ||z,
onde a igualdade (x) é garantida pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.4). Logo

, . . o . 1 -~
T é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem e portanto £ — E® F.

Para mostrar que F' =N E®.F, tome = € E tal que ||z|| = 1 e defina o operador
S:F— E®.F; S(y):=x®y paratodoy e F.

Pelo mesmo raciocinio usado em 7" obtemos que S é um isomorfismo isométrico sobre sua
imagem, concluindo assim a demonstragao. m

Teorema 3.6.15 Sejam E e F espacos de Schur. Se E ou F tem dimensao infinita,
entdo os espacos (EQ.F) e Br(E x F) ndo sio de Schur.

Demonstracao. Como E ou F' tem dimensao infinita, da Proposicao 3.6.14 segue que
0 espaco E®.F também tem dimensio infinita. Mas EQ.F é um espaco de Schur pelo
Teorema 3.6.10, dai segue pela Proposigao 2.4.7 que (E@)GF)’ nao é de Schur. O caso do
espaco das aplicacoes bilineares integrais decorre agora da Proposicao 3.6.13 juntamente
com o fato da propriedade de Schur ser preservada por isomorfismos. =

3.6.3 O produto tensorial projetivo

O objetivo desta se¢ao é enunciar um problema célebre envolvendo a propriedade de Schur.
A segunda forma que veremos de normar o produto tensorial de dois espacos normados
¢ a chamada norma projetiva.

Definigao 3.6.16 Sejam E e F espacgos de Banach. A norma projetiva em E ® F é
definida da seguinte forma:

k k
m(u) = iﬂf{z lzille - yille s w=> = ®yi} ,
=1 i=1

para todo tensor u € F® F. Observe que o infimo é tomado sobre todas as representacoes
do tensor.

A norma projetiva é uma norma no espacgo produto tensorial e denotamos o espaco
produto tensorial com essa norma por E ®, F (veja [45, Proposition 2.1]). O espago
E ®, F é de Banach se, e somente se, os espagos E e F' tém dimensao finita (veja [45,

pag 17]).

Definicao 3.6.17 Sejam E e F' espagos de Banach. O produto tensorial projetivo é
definido como sendo o completamento do espaco F ®, F', e é denotado por E®,F.

Proposicao 3.6.18 Sejam E e I espacos de Banach. A aplica¢do bilinear
0: ExF — E@,F , o((z,y)) =2 ®vy,

€ continua.
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Demonstragao. Para todo (z,y) € E X F,

m(o((z,y))) = m(x ®y) <[zl - lyllF,

provando que o é continua. m

Teorema 3.6.19 Sejam E, F' e G espacos de Banach. Para toda aplicagcao bilinear
continua A € L(E, F;G) existe um dnico operador linear continuo Ay, : E®.F — G tal
que Ar(x ®y) = A(z,y) para todos x € E ey € F. Ou seja, o diagrama
ExF-2.G
| A
E®,F

¢ comutativo. Mais ainda, a correspondéncia A — Ap € um isomorfismo isométrico
entre L(E, F;G) e LIE®R,F;G).

Demonstracao. [45, Theorem 2.9]. m

Proposigao 3.6.20 Sejam E e F espagos de Banach. Se E' e F' tém a propriedade de
Schur, entdo (E@,F) é um espaco de Schur.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.5.4 temos que L(FE, F'; K) é um espago de Schur. Como
a propriedade de Schur é preservada por isomorfismos e

L(E, F;K) £ L(EG@,F;K) = (E&,F),

entdo (E®,F)" é um espaco de Schur. m

Diferentemente do que vimos no espaco produto tensorial injetivo, quando trabalhamos
com a norma projetiva nao sabemos se podemos garantir que E®,F é um espaco de Schur
sempre que E e F' forem espacos de Schur. Mais ainda, nao temos em maos um exemplo
de espacos de Schur E e F tais que E®,F nao seja Schur.

Questao em aberto: Se F e F'sao espacos de Schur, entao o produto tensorial projetivo
E®,F também é um espaco de Schur?

Em [7], Botelho e Rueda fazem uma pesquisa sobre a propriedade de Schur no produto
tensorial projetivo e encontram indicios que levam a crer que a resposta para tal pergunta
seja negativa, porém a questao ainda esta em aberto.

3.7 Os espacos ponderados do tipo H*™

Esta se¢ao se baseia nos artigos [40] de Miralles e [5] de Bonet e Wolf.

Definicao 3.7.1 Sejam n € N e G um subconjunto aberto nao-vazio de C".
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(a) Uma fungao f: G — C é analitica se para cada bola centrada em zy € G e contida
o0

em G, B(zp,7) C G onde r > 0, existe uma série de poténcias ch(z — 2)F, cuja

k=0
soma é f(z) para cada z € B(zy,r), onde ¢ € C e z € G.

Denotamos o espago vetorial das fungdes analiticas em G por H(G).

(b) Seja v: G — R uma funcdo limitada, continua e estritamente positiva, chamada
funcao peso. Definimos:

o Hy(G):={f e H(G): |[flle:= ilelgv(Z)lf(z)l < oo}

o H,(G) :={f e H,(G): para todo € > 0 existe um subconjunto compacto K
de G tal que v(2)|f(2)| < € para todo z ¢ K}.

Tanto H,(G) quanto H,,(G) munidos com a norma || - || s@o espacos de Banach, e sao
chamados de espagos ponderados do tipo H* (veja [40] e [5]). Nosso objetivo é mostrar
que (H,,(G))" é um espaco de Schur.

Teorema 3.7.2 Seja G um subconjunto aberto de C", e seja v uma fungao peso definida
em G. Entdo o espaco H,,(G) € isomorfo a um subespaco fechado de cy.

Demonstracao. [5, Theorem 1]. =
Lema 3.7.3 ¢y nao possui copia de ;.

Demonstragao. Suponha que exista um isomorfismo 7": ¢ — T'(¢1) C ¢o. Neste caso
(T'(¢,))* é um subespaco fechado de (c;)’, e como (cg)’ é separavel segue da Proposicio
1.6.3 que (co)'/T(¢,)* é separavel. Pela Proposicio 1.6.6, (T'(¢;)) é isomorfo isometrica-
mente a (co)'/T(¢1)*, donde segue que (T'(¢;))" é separavel. Como o operador adjunto

T': (T(1)) — (61) = ls

¢ um isomorfismo, entao /., deveria ser separavel, o que sabemos nao ocorrer. Portanto

El ‘7L>Co. |

Teorema 3.7.4 Seja G um subconjunto aberto de C" e v uma func¢ao peso definida em
G. Entao (H,,(G))" € um espago de Schur.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.7.2, H,,(G) ¢é isomorfo a um subespaco fechado de
o, digamos M. Pela Observacao 2.3.25, M tem a propriedade de Dunford-Pettis, entao
H,,(G) tem a propriedade de Dunford-Pettis e, pelo Teorema 2.4.5, s6 nos resta mostrar
que ¢; > H,,(G). Suponha que ¢; — H,,(G). Neste caso existe um isomorfismo

T: 0 — T(fl) C HUO(G)
Como H,,(G) é isomorfo a um subespagco fechado de cg, existe um isomorfismo

St Hy(G) — S(H, (G)) C co.

68



Entao a restricao de S a T'(¢;):

S = S|T(£1): T(gl) — S(T(ﬁl)) C ¢
também é um isomorfismo. Logo
SoT:t, —s S(T()) C co,

¢ também um isomorfismo, provando que ¢; < ¢y, 0 que contraria o Lema 3.7.3. Portanto
ty £ H, (G) e, pelo Teorema 2.4.5, concluimos que (H,,(G))" é um espago de Schur. m

3.8 O espaco de Hagler JH

O espago de Hagler JH foi construido em 1977 por James Hagler [29]. Trata-se de um
espaco separavel com dual nao separavel tal que ¢; < JH e tal que toda sequéncia
normalizada fracamente nula em JH tem uma subsequéncia equivalente a base canonica
de ¢g. Além disso, JH' possui a propriedade de Schur.

Para a construgao do espago JH consideremos o conjunto V' = (J{0,1}". Se p € V

n=1
é tal que ¢ € {0,1}", entdo dizemos que |p| = n e denotaremos ¢ = (e1,...,&,). Desse

modo, podemos enxergar o conjunto V' da seguinte forma:

VvV ={(0),(1),(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(0,0,0),(0,0,1),...}.

Sejam m,n € Ncom m >n e = (61,...,0,,) € V. Dizemos que 1) > ¢ se §; = ¢; para
todo i=1,...,n. Se ) > p e || > |p|, entdo escreveremos ¥ > .

Definicao 3.8.1 Sejam m,n € N com m > n. Dizemos que um subconjunto S C V é
um n-m-segmento se:

(I) Para cada k € N com n < k < m existe um tnico ¢ € S com |p| = k.
(IT) Se p,¢p € S e Y| > |p|, entdo ¥ > .

Um subconjunto S C V' é um segmento se ele for um n-m-segmento para alguma escolha
de n,m € N.

Dado um conjunto X qualquer, uma funcao f: X — R é finitamente nao-nula se o
conjunto {z € X : f(x) # 0} é finito. E facil ver que o conjunto das funcdes finitamente
nao-nulas definidas em um conjunto X e tomando valores em R é um espago vetorial com
as operagoes usuais de funcoes.

Seja f: V — R uma fungao finitamente nao-nula. Para todo segmento S define-se:

S(f) = flo).

p€eS

Nao é dificil mostrar que S* é um funcional linear para todo segmento S C V fixado.
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Definigao 3.8.2 Sejam r € Ne Sy,...,S, segmentos em V. Dizemos que {S;,...,S,} é
um conjunto de segmentos admissiveis se:

(I) Existem m,n € N com n < m tais que cada S; é um n-m-segmento parai = 1,... 7.

(I1) S; N S; = 0 para todos i # j, com i,5 =1,...,r.

Proposicao 3.8.3 Seja f: V — R uma funcgao finitamente nao-nula. A expressao
| f|| := sup {Z IST(f)|: meNe{S,...,S.} € conjunto de segmentos admz’ssfvez’s}
i=1

define uma norma no espaco vetorial das fungoes finitamente nao-nulas definidas em V
e tomando valores em R.

Demonstracao. Para todo r € N,

> fle)

wES;

T

S IsI=3

=1

<Y 1@ € 3 1) < o0,

=1 p€S; peV

onde a desigualdade (%) segue do fato de que S; NS; = 0 para todos i # j em todo
conjunto de segmentos admissiveis {51,...,S, : 7 € N}. Isso prova que o conjunto

{Z |SH(f)]: reNelS, ..., S, é um conjunto de segmentos admissiveis}

i=1

¢ limitado superiormente por Z | ()], e portanto possui supremo. Isso nos garante que
peV
Ifll € R para toda f: V' — R finitamente nao-nula. O conjunto unitario {¢} é um

segmento para todo ¢ € V. Mais ainda, o conjunto unitario {{¢}} é um conjunto de
segmentos admissiveis para todo ¢ € V. Entao,

[fIl = 0= [{e}*(f)| =0 para todo p € V
= |f(¢)| = 0 para todo ¢ € V
= f(¢) = 0 para todo ¢ € V
= f=0.

Os demais axiomas de norma sao facilmente verificados, concluindo assim que || - || é uma
norma. M

Definicao 3.8.4 O espag¢o de Hagler JH é o completamento do espaco das funcgoes fini-
tamente nao-nulas f: V — R com a norma || - || definida na proposi¢ao acima.

Precisamos do seguinte resultado para provar que o dual do espaco de Hagler é de

Schur.
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Proposicao 3.8.5 [29, Lemma 14] Seja (g,), wma sequéncia em JH' com ||g,|| = 1 para

todon € N. Se g, LN 0, entao (gn)n tem uma subsequéncia equivalente & base canodnica
de 61-

Teorema 3.8.6 JH' possui a propriedade de Schur.

Demonstracao. Seja (g,), uma sequéncia em JH' com |g,|| = 1 para todo n € N.

Suponha que g, — 0. Neste caso, pela Proposicao 1.3.12 decorre que g, LA e, pela
Proposicao 3.8.5, (g, ), possui uma subsequéncia (g,,); equivalente a base canonica de /;.
Com isso, existe um isomorfismo

T: [{gn, : j €N} — l1; T(gn;) =¢; paratodo j e N.

Da continuidade de 7' segue, pela Proposicao 1.3.7, que T' é w-w-continuo, e consequen-
temente
e; =T(gn,) — 0 em £;.

Como ¢ é de Schur, terfamos e; — 0 em ¢;, o que obviamente nao ¢ verdade. Logo

gn 7— 0, e pelo item (h) do Teorema 2.1.8 concluimos que JH' possui a propriedade de
Schur. =

3.9 Outros espacos de Schur

Encontramos na literatura varios outros espacos de Banach com a propriedade de Schur.
Por falta de tempo, e também pela alta sofisticacao das construgoes desses espacos e das
demonstracoes de que eles gozam da propriedade de Schur, nao foi possivel incluir esses
espacos com todos os detalhes nesta dissertacao. Contudo, acreditamos que seja valido
apresentar tais espacos, mesmo sem os detalhes das demonstragoes, por serem exemplos
que contribuem para a compreensao do papel desempenhado pela propriedade de Schur
dentro da teoria dos espacos de Banach. Selecionamos quatro exemplos e apresentaremos
esses resultados nas subsecoes a seguir.

3.9.1 O espacgo de Bourgain-Pisier

Em [9], Jean Bourgain e Gilles Pisier provam que todo espago de Banach separdvel E é
isomorfo isometricamente a um subespaco E de um Eg‘o—espa(;o separavel Eg‘O[E], de modo
que o espaco quociente L;\O [E]/ E possui a propriedade de Schur e a propriedade de Radon-
Nikodym (para a defini¢ao da propriedade de Radon-Nikyodym veja, por exemplo, [1, pag
118]). O espaco Lg‘o [E] é conhecido como espago de Bourgain-Pisier associado ao espago
separavel F, e foi construido com intuito de responder algumas questoes que estavam
abertas, como por exemplo:

(I) Tomando E = {5, os autores obtém um Eéo—espago com a propriedade de Radon-
Nikodym tal que o produto tensorial projetivo £ [(5]@.L2 [(5] contém copia de cg,
e consequentemente nao possui a propriedade de Radon-Nikodym.
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(IT) Tomando E = L4[0, 1], os autores obtém um Eg‘o—espago que nao possul a proprie-
dade de Radon-Nikodym e mesmo assim nao contém cépia de cg.

Definicao 3.9.1 Seja A > 1. Um espago de Banach E é um Ei‘o—espago se para todo
subespago F' de E, de dimensao finita, existir um subespaco G de E, de dimensao finita,
contendo F para o qual existe um isomorfismo T': G — (4™ com ||T|| - |77 < A
Quando existir um A > 1 tal que F seja um Eg‘o—espago escreveremos apenas que F é um
Lo -espaco.

Exemplo 3.9.2 Para todo espaco topoldgico compacto Hausdorff K, C(K) é um L2 -
espago para todo A > 1 (veja [45, pag 51]).

Teorema 3.9.3 [9, Theorem 2.1] Sejam A > 1 e E um espa¢o de Banach separdvel.
Entao existe um Eéo—espago separdvel, denotado por L;\O [E], que contém uma cdpia isométrica
de E, digamos E, e tal que o espaco quociente L;\O [E]/E possui a propriedade de Schur.

O teorema acima é o resultado principal apresentado em [9] e é demonstrado apenas
para espagos de Banach separdveis. Em [38], J. Lopez-Abad estende esse resultado para
espacos de Banach de dimensao infinita em geral:

Teorema 3.9.4 [38, Theorem 3.1] Todo espago de Banach E de dimensao infinita é
isomorfo isometricamente a um subespaco E de um L..-espaco, denotado por L. [E], tal
que o espago quociente Lo[E|/E possui a propriedade de Schur.

Usando o resultado provado por J. Lépez-Abad juntamente com o fato da propriedade
de Schur ser uma propriedade de trés espagos (Proposi¢ao 2.2.14) e ser preservada por
isomorfismos, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 3.9.5 Seja E um espaco de Schur de dimensao infinita. Entao Ly|E] possui
a propriedade de Schur.

3.9.2 O espaco KW com as propriedades de Schur e de Daugavet

Em 1963, Daugavet [16] demonstrou que todo operador compacto T': C[0,1] — C]0, 1]
satisfaz a equacao
lid+T|| =1+ |T].

Essa equacao é chamada de equacao de Daugavet e motivou a definicao a seguir.

Definicao 3.9.6 Um espago de Banach E tem a propriedade de Daugavet se todo ope-
rador compacto T: E — F satisfaz a equacao de Daugavet.

No artigo [32], Kadets e Werner apresentam um espago de Banach que possui a pro-
priedade de Schur e de Daugavet e encerram a divida sobre a existéncia, ou nao, de um
espaco de Banach que gozasse dessas duas propriedades simultaneamente. O espaco apre-
sentado por Kadets e Werner faz parte de uma classe de espacos de Banach criados por
Bourgain e Rosenthal em [10]. Antes de definir o espaco apresentado em [32], precisamos
de alguns resultados sobre o produto cartesiano infinito enumeravel de espagos de medida.
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Definigao 3.9.7 Seja ((X;,%;)); uma sequéncia de espagos mensuraveis e considere o
produto cartesiano generalizado

ITX::={(x;);: x; € X; para todo i € N}.
i=1

o
No caso em que X; = X para todo i, escreve-se X". Denotamos a o-dlgebra em [[ X;

i=1
gerada por todos os subconjuntos da forma

A1><A2><"'XAZ‘XXZ‘+1XXZ'+2X"',

onde A; € ¥; para todo j = 1,...,7, e todo ¢ € N, por [[ %;, e a chamaremos de o-
i=1

algebra produto. A existéncia da medida produto de um ntimero enumerdvel de medidas

de probabilidade é dada pelo:

Teorema 3.9.8 [41, Theorem 2, pag 51| Seja ((X;, Xi, P))); uma sequéncia de espagos de

probabilidade. Existe exatamente uma medida de probabilidade P em [ %; tal que
i=1
P(Al X A2 X X Az X Xi—l—l X XZ‘+2 X ) = P(Al)P(AQ)P(AZ), (32)
para todo A; € X, 5 =1,...,1, e todot € N.

Como o intervalo [0, 1] com a o-dlgebra e medida de Lebesgue é um espaco de pro-
babilidade, entao pelo teorema acima existe uma unica medida de probabilidade P na
o-algebra produto do espago

X =0, 1]N = {(z;); : =; €[0,1] para todo i € N}
satisfazendo (3.2). Denotaremos esse espago de probabilidade por (X, X, P) e ele serd

o espaco de probabilidade que consideraremos durante toda a construcao apresentada a
seguir.

Definigao 3.9.9 Dizemos que um subespaco G de L1(X, X, P) depende apenas de um
nimero finito de coordenadas se existe um natural r tal que para toda f € G, f(x) = f(y)

para todo x = (z;); e y = (y;); em X com x; = y; para todos i =1,...,r.
Proposicao 3.9.10 [32, Lemma, 2.4] Seja G um subespaco de Li(X,%, P) de dimensao
finita dependendo apenas de um nimero finito de coordenadas. Sejam {gx : k=1,...,m}

um subcongunto de Sg e e > 0. Entdo existe um subespaco F' de L1(X, %, P) de dimensao
finita, dependendo apenas de um numero finito de coordenadas e contendo G, e existem
um inteiro n e um subconjunto {fy;:k=1,...,mej=1,...,n} de Sp tais que:

(a) lg+ fijlle, > 2—¢€ para toda g € Sg e todos k=1,.... mej=1...,n.

1 n
9k — ﬁ;fk]

(¢) Para toda f € B existe g € Bg com d(f,g) < e, onde d é a métrica

d(f,g) =mf{d >0: P{t: |f(t) = g()] =} <}
em L1(X, %, P).

(b)

< e para todo k =1,...,m.

L
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Construcao do espaco KW: Iniciamos a construcao do espaco KW considerando
o subespaco E; de L;(X, %, P) como o espaco gerado pela fungao constante igual a 1
e fixando uma sequéncia decrescente (ey)y de nimeros reais positivos satisfazendo a
condicao:

Z gj < en para todo N € N, (3.3)
j=N+1
: . : A 1
Note que existe sequéncia satisfazendo (3.3), tome por exemplo a sequéncia 3V )
N

Dividiremos o processo em etapas.

ETAPA 1: Aplique a Proposigao 3.9.10 para a seguinte escolha: G = Ey, m = 1,
g1 = 1, € = g1, para obter um subespaco Es D E; de dimensao finita dependendo apenas
de um numero finito de coordenadas, m; € N e {fi,..., fm,} C Sg, satisfazendo as
condigoes (a), (b) e (c).

ETAPA 2: Aplique a Proposicao 3.9.10 para a seguinte escolha: G = Es5, m = my,
{gr : k=1,....m} = {f1,..., fm,} € € = &2, para obter um subespago F3 D Fy de
dimensao finita dependendo apenas de um nimero finito de coordenadas, ms € N e
{fr k=1,...,mej=1...,my} C Sg, satisfazendo as condicoes (a), (b) e (c).

ETAPA 3: Aplique a Proposigao 3.9.10 para a seguinte escolha: G = E3, m = myma,
{gp : k=1,...om} ={fy,;, : k=1,...,mej =1,...,me}, € = e3, para obter
um subespaco Fy D E3 de dimensao finita dependendo apenas de um ntmero finito de
coordenadas, mg € Ne {fy; : k=1,....mmeej=1,...,m3} C Sg, satisfazendo as
condigoes (a), (b) e (c).

Note que o processo pode seguir indutivamente, pois a cada aplicagao da Proposicao
3.9.10 obtemos subespacos, nimeros inteiros e subconjuntos satisfazendo as condigoes
exigidas nas hipoteses da prépria Proposigao 3.9.10, o que permite a re-aplicagao ao final
de cada aplica¢do. Assim obtemos uma sequéncia (E,), de espagos de Banach tal que

EFLCE,CEsC---CE,C---.

Com isso, |J E, é um subespago vetorial de Li(X, Y, P) e definimos o espaco de Kadets-
n=1
Werner como sendo o fecho deste subespago em L (X, X, P), isto é,

KW = J E.

n=1

Teorema 3.9.11 [32, Theorem 2.5 O espago de Banach KW possui a propriedade de
Schur e a propriedade de Daugavet.

Para seguir precisamos da seguinte propriedade bem conhecida pelos especialistas na
propriedade de Daugavet:

Proposicao 3.9.12 Todo espago de Banach com a propriedade de Daugavet tem di-
mensao infinita.
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Demonstracao. Seja F um espaco de Banach com a propriedade de Daugavet. Supo-
nha que F tenha dimensao finita. Neste caso a bola unitdria fechada Bg é compacta.
Portanto o operador identidade ¢d: £ — E é compacto, e consequentemente o operador
—id: E — F também é compacto. Porém,

lid —id|| =0 < 1+ | — ||,

ou seja, o operador compacto —id: F — E nao satisfaz a equacgao de Daugavet, gerando
assim um absurdo. Portanto E tem dimensao infinita. m

Corolério 3.9.13 O dual KW' do espaco de Kadets-Werner ndao possui a propriedade
de Schur.

Demonstragao. Pela Teorema 3.9.11 e pela proposicao acima, o espaco KW tem di-
mensao infinita. Como KW possui a propriedade de Schur, pela Proposicao 2.4.7 segue
que seu dual KW' nao possui a propriedade de Schur. =

Assim como a propriedade de Schur, a propriedade de Daugavet é preservada pela
¢1-soma (veja [54, Theorem 1]). Desse modo, usando esse fato juntamente com o Teorema
3.1.5 temos o seguinte corolario:

Corolario 3.9.14 O espaco (@ KW) possui a propriedade de Schur e a propriedade
1

neN
de Daugavet.

3.9.3 Algebras de Banach

Nesta subsecao apresentaremos dois exemplos notaveis de algebras de Banach que possuem
a propriedade de Schur. Como veremos na definicao a seguir, uma algebra de Banach
¢ um espaco de Banach E com uma estrutura algébrica adicional gerada a partir de
uma operacao, definida em F, chamada de multiplicacao ou produto. Assim, todos os
resultados que vimos até o momento para a propriedade de Schur em espacos de Banach
serao validos em algebras de Banach, e a estrutura adicional presente nesses novos espagcos
nos fornecerd mais resultados e exemplos de espacos de Schur.

Definicao 3.9.15 Um espago vetorial E sobre K é uma dlgebra se E possui uma operagao
ExXE—FE; (a,b)—a-b,

conhecida como multiplicagao (ou produto), que satisfaz os seguintes axiomas para todos
a,b,ce Fe ek

(i)a-(b-c)=(a-b)-c.
(i) Ma-b) = (Aa)-b=a-(A\b).

(iii) a- (b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c.

75



Se, além das condigoes acima, for verdade que a-b = b-a para todos a,b € F, diz-se que
a algebra E é comutativa.

Exemplo 3.9.16 Sejam E um espago vetorial e L(E, E) o espago dos operadores lineares
de E'em E. O espaco vetorial L(F, E) é uma algebra nao-comutativa quando considera-
mos o produto como a composicao de operadores lineares, isto é,

S-T =80T paratodos S,T € L(E, F).
Definicao 3.9.17 Seja E uma &algebra. Uma norma de dlgebra é uma aplicagao
I-1: E—RY ars al

tal que:

(i) (E,||-||) é um espaco normado;

(ii) ||la-b|| < ||al| - ||b]] para todos a,b € E (|| -|| ¢ dita submultiplicativa).
Uma dlgebra de Banach é uma algebra completa com relagao a sua norma de algebra.
Exemplo 3.9.18

(I) O espago C'(K) das fungoes continuas f : K — C definidas em um espago to-
polégico compacto Hausdorff K, com a norma de algebra dada pela norma usual
(do sup) e o produto definido ponto-a-ponto, isto é,

(f-9)(x) = f(x)g(x) paratodas f,g € C(K) e todo z € K,
¢ uma algebra de Banach comutativa.

(IT) Para qualquer espago de Banach complexo E, o espaco L(FE;E) equipado com a
norma de dlgebra dada pela norma usual (do sup) e com a composigao de operadores
sendo o produto, isto é,

S-T=SoT paratodos S,T € L(E; E),
¢ uma algebra de Banach.

No artigo [35], Anthony Lau e Ali Ulger apresentam alguns resultados sobre a propri-
edade de Schur em algumas algebras de Banach. Enunciaremos um desses resultados a
seguir.

Definicao 3.9.19

e Um grupo topologico G é um grupo G munido de uma topologia de Hausdorff tal
que as aplicacoes

G—G 22! e GxG—G; (v,y)—x-9,

sao continuas.
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e Se GG for um espaco topoldgico localmente compacto entao, dizemos que G é um
grupo topolégico localmente compacto.

e Seja GG um grupo topolégico. Uma medida de Haar a esquerda em G é uma medida
de Borel regular p em G tal que p(gA) = pu(A) para todo subconjunto mensuravel
A de G, onde gA:={g-a: a € A} para todo g € G.

Teorema 3.9.20 Todo grupo topoldgico localmente compacto possui uma medida de Haar
a esquerda.

Demonstracao. [25, Theorem 11.8]. m

Exemplo 3.9.21 R e C com a operagao de adi¢ao e a topologia usual sao exemplos de
grupos topologicos.

Definicao 3.9.22 Seja G um grupo topoldgico localmente compacto com a medida de
Haar & esquerda m. A dlgebra de grupo L'(G) é definida como a &lgebra de Banach
formada por todas as fungoes ¢ : G — C m-integraveis, com a norma de algebra dada
por:

lelli= [ leldm(e) para toda o € L1(G),
G

e equipada com o seguinte produto, chamado de produto de convolugao:

(px)(t) := /G@(s)lp(slt)dm(s) para todos ¢, € L'(G) et € G.

Seja C'(G) o espago das fungdes continuas definidas no grupo topolégico localmente
compacto G e tomando valores em C. Vamos denotar por P(G) o subconjunto de C(G)
formado por todas as fungoes definidas positivas em G, isto é, a colecao de todas as funcoes
¢ : G — C continuas tais que para quaisquer \i,...,\, € C e quaisquer a4, ...,a, € G,

tem-se 0o
> Nno(at - ay) > 0.

i=1 j=1

Defini¢ao 3.9.23 O subespago de C(G) gerado pelas fungoes de P(G) sera denotado por
B(G), isto é, B(G) = [P(G)] € C(G), que com a multiplicagao ponto-a-ponto

(f-9)(t) = f(t)g(t) paratodas f,g€ B(G)eteQG,

e com a norma de algebra

1] = sup{

/ w(t)f(t)dt' veLiGelel <1},

torna-se uma dlgebra de Banach comutativa (veja [24, Proposition 2.16]), chamada dlgebra
de Fourier Stieltjes de G.
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Teorema 3.9.24 [35, Theorem 4.5] Seja G um grupo topoldgico localmente compacto. A
dlgebra de Banach B(G) tem a propriedade de Schur se, e somente se, G é compacto.

Um segundo resultado sobre a propriedade de Schur em algebras de Banach é encon-
trado em [11], onde Scott Brown apresenta condigdes suficientes para que o dual de uma
algebra de Banach comutativa de operadores compactos T: H — H em um espaco de
Hilbert H, denotada por F, tenha a propriedade de Schur.

Teorema 3.9.25 [11, Theorem 1.1] Seja F uma dlgebra de Banach comutativa de ope-
radores compactos T: H — H em um espago de Hilbert H que satisfaz as condi¢oes:

(i) O conjunto{T(x): x€ H eT € F} é denso em H.
(ii) O conjunto {T'(x): x € H'eT € F} é denso em H'.

Entao o dual de F é um espago de Schur.

3.9.4 A propriedade de Schur em espagos vetoriais topolégicos

Ao longo da dissertagao, definimos e trabalhamos com a propriedade de Schur apenas em
espacos de Banach. Entretanto, essa propriedade também pode ser definida em espacos
vetoriais topoldgicos. A seguir citamos dois trabalhos onde os autores trabalham com a
propriedade de Schur em tais espacos.

Em [7], Botelho e Rueda fazem um estudo da propriedade de Schur em produtos
tensoriais projetivos e injetivos de espacos localmente convexos e, dentre outros resulta-
dos, generalizam os resultados que vimos nos Teoremas 3.4.7, 3.6.10 e 3.4.2 para alguns
espagos localmente convexos especificos (veja [7, Proposition 4.1 e Proposition 4.3], res-
pectivamente).

Em [34], Lascarides trabalha com alguns espagos vetoriais topoldgicos formados por
sequencias e, dentre outros resultados, apresenta condicoes para que um desses espagcos,
denotado no artigo por ¢q(p), tenha a propriedade de Schur (veja [34, Theorem 15]).
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APENDICE A

TABELAS COM ESPACOS DE SCHUR E

NAO-SCHUR

Um interesse de quem estuda a propriedade de Schur é saber quais espacos de Banach
possuem, e quais espacos nao possuem tal propriedade. Tendo isso em mente, apresenta-
mos nas duas tabelas a seguir um resumo de todos os espacos de Banach que estudamos
nessa dissertacao quanto a propriedade de Schur. Na primeira tabela apresentamos os
espacos que gozam da propriedade de Schur e na segunda tabela apresentamos os espagos

que nao gozam da propriedade de Schur.

ESPAGCOS DE SCHUR

Referéncias

61 e (CQ)/.

Proposicao 2.1.9
e Exemplo 2.2.2.

Espacos de Banach de dimensao finita.

Exemplo 2.1.2.

C(K)', para todo espago métrico compacto enumeravel K.

Exemplo 2.2.3.

C(K)', para todo espaco topoldgico compacto Hausdorff disperso
K.

Teorema 3.3.4.

<@ Ej) = {(ij)j sz € Bye||(z)lh = Y llalle; < OO}

jEN =
quando F; é de Schur para todo j € N.

Teorema 3.1.5.

O espaco de Stegall, dado por (@ eg) , onde /5 representa o
1

neN
espaco K" com a norma euclidiana para todo n € N.

Corolario 3.1.9.

O espaco de Tandori €~1

Teorema 3.1.13.
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O espaco /(1(I') para qualquer conjunto nao-vazio I', onde

() = {(zi)ier @ 2 € Kparatodoi € Iz, #
0 para uma quantidade enumeravel de indices 7, e Z |z;|P < oo}
i€l

Teorema 3.2.2.

O espaco Ly (E'; F), formado pelos operadores lineares w*-w-
continuos entre os espacos de Banach F' e I, onde F e F possuem
a propriedade de Schur.

Teorema 3.4.7.

O espaco dos operadores lineares continuos definidos em um espaco
de Banach F cujo dual E' é de Schur, e tomando valores em um
espaco de Schur F, L(E; F).

Teorema 3.4.2.

O espago L(co; 47).

Corolério 3.4.3.

O dual (H,,(G))" do espaco H,,(G), para qualquer subconjunto

aberto G C C". H,,(G) é o espago das fungoes analiticas f: G —

C tal que || f|loo :=supv(z)|f(2)| < oo e para todo € > 0 existe um
zeG

subconjunto compacto K de G tal que v(z)|f(z)| < e para todo
2z ¢ K, onde v: G — RT é uma funcgio peso.

Teorema 3.7.4.

O espago de Bourgain-Pisier £ [FE] associado ao espaco de Schur
de dimensao infinita F.

Coroldrio 3.9.5.

O espago quociente L [F]/ E para todo espaco de Banach F.

Teoremas 3.9.3 e
3.9.4.

O produto tensorial injetivo EQ.F entre espacos de Schur E e F.

Teorema 3.6.10.

O espago KW de Kadets-Werner, que tem as propriedades de Schur
e de Daugavet.

Teorema 3.9.11.

O espaco (@ KW) .
1

neN

Corolario 3.9.14.

A élgebra de Fourier-Stieltjes B(G) de um grupo topoldgico com-
pacto G.

Teorema 3.9.24.

Os duais de determinadas algebras de Banach comutativas F de
operadores compactos T: H — H em um espaco de Hilbert H.

Teorema 3.9.25.

O dual do espaco de Hagler, JH'.

Teorema 3.8.6.
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Proposicao

O dual (E®,F)" do produto tensorial projetivo E®, F, para todos | 3.6.20.
espacos de Banach F e F tais que E' e F' sao espacos de Schur.
Tabela A.1: Tabela com os espagos de Schur.
EsPACOSs NAO-SCHUR Referéncias

ly,e L,(X,%, 1), para 1l < p < o0.

Exemplo 2.3.2.

Co.

Exemplo 2.1.3.

C(K), para todo espago topoldgico compacto Hausdorff infinito K.

Exemplo 2.2.11.

Proposicao
Os espacos reflexivos de dimensao infinita. 2.3.1.

Proposicao
L4[0,1]. 2.3.8.

Exemplo 2.2.11.
o, 1.

Exemplo 2.1.5.
loo.

Exemplo 2.4.6.
(£oo)’.

Os espagos £ (I") e ¢o(I") para qualquer conjunto infinito I', onde
loo(T) == {(xy)ier : z; € Kparatodoi € I' e sup|z;| < oo}

e eo(T) = {(x:)ier € Lu(T) : I

oconjunto {t € T' : |z >
e} é finito para todo £ > 0}.

Proposicao
3.2.8.

Loo[0,1].

Exemplo 2.2.4.

O espaco de Azimi-Hagler.

Teorema 2.3.13.

O dual KW’ do espaco de Kadets-Werner.

Corolario 3.9.13.

O espago das aplicagoes bilineares integrais B;(E x F') e o espago
(E®.F), para todos F e F Schur com E ou F de dimensao infinita.

Teorema 3.6.15.

~\/
O dual do espaco de Tandori, (£1> .

Observacao
3.1.14.

Tabela A.2: Tabela com os espagos Nao-Schur.
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