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Botelho.
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sidade Federal de Uberlândia. Programa de Pós-Graduação em Ma-
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Resumo

O principal objetivo desta dissertação é fazer um estudo detalhado da propriedade de
Schur em espaços de Banach. Iniciamos este trabalho com alguns resultados de Análise
Funcional e Topologia Geral que serão úteis no desenvolvimento da dissertação. No se-
gundo caṕıtulo apresentamos vários resultados relacionados com a propriedade de Schur,
com ênfase em caracterizações da propriedade de Schur em espaços de Banach e em
espaços duais. Alguns primeiros exemplos de espaços de Banach que gozam, ou não,
da propriedade de Schur e relações desta propriedade com outras propriedades clássicas
dos espaços de Banach também são apresentados. No terceiro caṕıtulo apresentamos as
construções de vários outros espaços notáveis com a propriedade de Schur.

Palavras-chave: espaços de Banach, propriedade de Schur, espaços de Schur, propriedade
de Dunford-Pettis.
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LUIZ, J. L. P. The Schur property in Banach spaces. 2017. - 81p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is to perform a thorough study of the Schur property
in Banach spaces. We start with some basic results on Functional Analysis and General
Topology that shall be useful throughout the work. In the second chapter we present
several results related to the Schur property, mainly concerning characterizations of the
Schur property in Banach spaces and in dual spaces. A few examples of Banach spaces
with and without the Schur property and relationships of this property with some other
classical properties in Banach space theory are also presented. In the third chapter we
present the construction of several other outstanding spaces with the Schur property.

Keywords : Banach spaces, Schur property, Schur spaces, Dunford-Pettis property.
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B(0, ε) bola aberta de centro zero e raio ε > 0

L(E;F ) espaço dos operadores lineares cont́ınuos de E em F pág. 3

T−1 operador inverso
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Γ(A) envoltória absolutamente convexa do conjunto A pág. 13

K(E;F ) espaço dos operadores compactos de E em F pág. 14

C(K) espaço das funções cont́ınuas definidas em um espaço
topológico compacto Hausdorff K e tomando valores em
K

pág. 14

(X,Σ, µ) espaço de medida

Lp(X,Σ, µ) espaço das (classes de) funções mensuráveis f : X −→ K
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E; T (x) = 0}

E
f.r
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3 Espaços de Schur e Não-Schur 44

3.1 ℓ1-soma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.1.1 O espaço de Stegall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.1.2 O espaço de Tandori ℓ̃1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.2 O espaço ℓ1(Γ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.3 O espaço C(K)′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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INTRODUÇÃO

A Análise Funcional, conforme visto no prefácio do livro [6], pode ser definida como o
estudo dos espaços vetoriais normados, em especial os espaços de Banach, e dos operadores
lineares cont́ınuos entre eles. Com um pouco de liberdade pode se dizer que a Análise
Funcional é uma Álgebra Linear em dimensão infinita.

Quando trabalhamos com espaços normados de dimensão infinita, resultados que são
conhecidos em dimensão finita podem deixar de ser válidos. Um exemplo clássico disso é
que a bola unitária fechada de qualquer espaço normado de dimensão finita é compacta
na topologia da norma, enquanto que em dimensão infinita isso nunca ocorre (veja [6,
Teorema 1.5.4]). Um segundo exemplo é que, em espaços normados de dimensão finita, a
convergência fraca de sequências é equivalente à convergência em norma (veja Exemplo
2.1.2), enquanto que em espaços de dimensão infinita convergência fraca de sequências nem
sempre implica na convergência em norma. Um exemplo clássico deste fato é a sequência
de vetores unitários canônicos (en)n no espaço das sequências de escalares convergentes
para zero c0, esta sequência converge fracamente para zero mas não converge para zero
em norma (veja Exemplo 1.3.6).

Em 1921 o matemático Issai Schur [46] demonstrou que, no espaço das sequências
de escalares absolutamente somáveis ℓ1, a convergência fraca de sequências implica na
convergência em norma. Assim, o espaço ℓ1 foi o primeiro espaço de Banach de dimensão
infinita onde tal implicação foi observada. Considerando que esse fato confere proprieda-
des muito especiais ao espaço ℓ1, passou-se a questionar a validade desse fato (convergência
fraca de sequências implicar em convergência em norma) em outros espaços de Banach.
Quando ficou estabelecido que existem outros espaços de dimensão infinita onde tal im-
plicação é válida, passou-se a dizer que um espaço de Banach E possui a propriedade
de Schur, ou que E é um espaço de Schur, se em E a convergência fraca de sequências
implica na convergência em norma.

A ideia central desta dissertação é fazer um estudo da propriedade de Schur em espaços
de Banach e obter como produto final um material que apresente os principais resultados e
exemplos sobre tal propriedade. A principal motivação, além da relevância da propriedade
de Schur na teoria dos espaços de Banach, é não conhecermos nenhum material que
apresente, na mesma referência, os principais resultados e exemplos sobre a propriedade

1



de Schur. Um outro ingrediente importante é a visão geral dos matemáticos de que
a propriedade de Schur é extremamente rara, sendo ℓ1 o único exemplo conhecido por
muitos. Nesta dissertação mostraremos que sim, a propriedade de Schur é rara, mas
mostraremos também que existem muitos outros espaços importantes que são de Schur.
Nosso recado é o seguinte: a propriedade de Schur é extremamente rara entre os espaços
clássicos, mas não tão rara assim em geral. Tendo isso em mente a dissertação está
estruturada em três caṕıtulos da seguinte maneira:

No primeiro caṕıtulo apresentamos alguns resultados da Análise Funcional e da Topo-
logia Geral que serão utilizados no decorrer da dissertação. A maior parte dos resultados
estão enunciados e com as demonstrações devidamente referenciadas, porém em determi-
nados casos as demonstrações serão apresentadas por entendermos que tais demonstrações
são importantes para uma melhor compreensão da dissertação e da propriedade de Schur.

No segundo caṕıtulo apresentamos alguns exemplos de espaços de Banach que pos-
suem, ou não, a propriedade de Schur e alguns resultados sobre tal propriedade, como por
exemplo, esta propriedade:

• É preservada por isomorfismos (veja Proposição 2.2.1).
• É passada para subespaços fechados (veja Proposição 2.1.4).
• É uma propriedade de três espaços (veja Proposição 2.2.14).
• Não é passada para o dual nem para o predual em geral (veja Observação 2.2.7 e

Observação 2.2.5, respectivamente).
• Não é passada para espaços quociente em geral (veja Exemplo 2.2.8), etc.
Relacionamos a propriedade de Schur com outras propriedades definidas em espaços

de Banach, como por exemplo:
• A propriedade de Dunford-Pettis (veja Proposição 2.3.22 e itens a e b do Teorema

2.4.5).
• Reflexidade (veja Proposição 2.3.1 e Proposição 2.3.7).
• Super-propriedades (veja Proposição 2.3.17), etc.
Ainda no Caṕıtulo 2 apresentamos várias caracterizações para que um espaço de Ba-

nach tenha a propriedade de Schur (veja Teorema 2.1.8), e caracterizações para o caso
especial em que o espaço de Banach em questão é um espaço dual (veja Teorema 2.4.5).

No terceiro caṕıtulo apresentamos mais alguns exemplos de espaços de Banach que
gozam, ou não, da propriedade de Schur. Esse caṕıtulo vem para completar nossos exem-
plos de espaços de Schur, que até o fim do segundo caṕıtulo ainda serão bastante escassos.
Dentre os exemplos apresentados trabalharemos com espaços de operadores, espaços de
aplicações multilineares, produtos tensoriais topológicos e alguns espaços de Banach cria-
dos para responder algumas questões que estavam em aberto, como é o caso por exemplo
dos espaços de Bourgain-Pisier e do espaço constrúıdo por Kadets e Werner [32] em 2003
para responder à seguinte pergunta: Existe um espaço de Banach que goza simultanea-
mente das propriedades de Schur e de Daugavet? (veja Teorema 3.9.11).

Por fim, apresentamos no Apêndice A uma tabela que traz todos os espaços de Banach
estudados no decorrer da dissertação separados entre os que possuem a propriedade de
Schur e aqueles que não possuem tal propriedade.

José Lucas Pereira Luiz
Uberlândia-MG, 16 de fevereiro de 2017.
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CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar algumas definições e resultados da Análise
Funcional e da Topologia Geral que serão usados no decorrer da dissertação. Grande
parte dos resultados são bastante conhecidos dentro de suas respectivas áreas e suas
demonstrações são facilmente encontradas na literatura, então apresentaremos apenas as
referências nas quais as demonstrações podem ser encontradas.

Apresentaremos, principalmende na seção de topologias fraca e fraca-estrela, algumas
demonstrações e exemplos que julgamos interessantes para um melhor desenvolvimento
da dissertação.

Entenderemos um espaço vetorial normado E, ou simplesmente um espaço normado E,
sempre sobre o corpo de escalares K, onde K denota indistintamente o corpo dos números
reais R ou o corpo dos números complexos C. Uma norma em um espaço normado E
será denotada por ‖ · ‖, quando julgarmos necessário escreveremos ‖ · ‖E para indicar que
a norma está definida no espaço E.

Denotaremos o espaço vetorial dos operadores lineares cont́ınuos T : E −→ F entre os
espaços normados E e F por L(E;F ). Nesse espaço consideramos a norma usual

‖T‖ := sup
x∈SE

‖T (x)‖ = sup
x∈BE

‖T (x)‖

onde SE := {x ∈ E : ‖x‖ = 1} é a esfera unitária de E e BE := {x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} é a
bola unitária fechada de E. L(E;F ) é um espaço de Banach sempre que F for um espaço
de Banach.

Os operadores lineares cont́ınuos bijetores que possuem inversa cont́ınua representam
uma classe especial de operadores e são chamados de isomorfismos. Quando existir um
isomorfismo T : E −→ F entre espaços normados E e F diremos que E e F são isomorfos.
Se o isomorfismo T for uma isometria, isto é, ‖T (x)‖ = ‖x‖ para todo x ∈ E, diremos
que T é um isomorfismo isométrico, e neste caso dizemos que E e F são isomorfos

isometricamente e usamos a notação E
1
= F .

Usaremos a notação E →֒ F (E
1
→֒ F ) para indicar que E é isomorfo (isometricamente)

a um subespaço de F , e neste caso dizemos que F possui uma cópia (isométrica) de E.
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Quando todo subespaço fechado de F de dimensão infinita possuir uma cópia de E diremos
que F é hereditariamente E.

O dual topológico de E será denotado por E ′ e o bidual topológico por E ′′. Um

espaço de Banach F é dito dual se existe um espaço de Banach E tal que F
1
= E ′. O

mergulho canônico de E em E ′′ será denotado por JE , lembramos que JE : E −→ E ′′ é um
isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Quando JE é sobrejetor dizemos que o espaço
E é reflexivo. Lembramos ainda que todo subespaço fechado de um espaço reflexivo é
reflexivo.

O operador adjunto de um operador linear cont́ınuo T entre espaços normados E e F
será denotado por T ′. Lembramos que T ′ ∈ L(F ′;E ′) e é dado por T ′(ϕ)(x) := ϕ(T (x))
para todos x ∈ E e ϕ ∈ F ′. Além disso, ‖T ′‖ = ‖T‖ e T ′ é um isomorfismo (isométrico)
sempre que T for um isomorfismo (isométrico).

Denotaremos sequências em um espaço normado E por (xn)n. Na maior parte do
texto usaremos a notação xn −→ x para indicar que a sequência (xn)n converge para
x no espaço normado E, porém em alguns momentos será necessário utilizar a notação
xn

n
−→ x para que fique claro que a sequência (xn)n converge para x em E quando o

ı́ndice n tende para ∞.
Todos os resultados enunciados acima podem ser encontrados em [6]. Para leitores não

habituados com definições e resultados básicos de Análise Funcional e Topologia Geral,
indicamos os livros [6] e [52], respectivamente.

1.1 Resultados Gerais

Teorema 1.1.1 Um espaço normado E tem dimensão finita se, e somente se, a bola
unitária fechada BE é compacta na topologia da norma.

Demonstração. [6, Teorema 1.5.4].

Teorema 1.1.2 (Teorema de Hahn-Banach) Seja F um subespaço de um espaço normado
E e seja ϕ : F −→ K um funcional linear cont́ınuo. Então existe um funcional linear
cont́ınuo ϕ̃ : E −→ K cuja restrição a F coincide com ϕ e ‖ϕ̃‖ = ‖ϕ‖.

Demonstração. [6, Corolário 3.1.3].

Seguiremos a tendência de chamar algumas consequências do Teorema de Hahn-
Banach pelo nome do teorema.

Teorema 1.1.3 (Teorema de Hahn-Banach) Seja E um espaço normado. Para todo
x0 ∈ E, x0 6= 0, existe um funcional linear ϕ ∈ E ′ tal que ‖ϕ‖ = 1 e ϕ(x0) = ‖x0‖.

Demonstração. [6, Corolário 3.1.4].

Teorema 1.1.4 (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espaço normado, E 6= {0}, e
x ∈ E. Então

‖x‖ = sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ BE′}.
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Demonstração. [6, Corolário 3.1.5].

Seja B um subconjunto de um espaço topológico X . Dizemos que B é denso em X se
B = X .

Definição 1.1.5 Seja E um espaço normado. Dizemos que Ẽ é um completamento de E
se as três condições abaixo são verificadas:

(a) Ẽ é um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖
Ẽ
.

(b) Existe um isomorfismo isométrico T : E −→ T (E) ⊆ Ẽ.

(c) T (E) é denso em Ẽ.

É fato conhecido que todo espaço normado possui um completamento, que é único a
menos de isomorfismos isométricos (veja [22, Fact 3.2]).

Apresentamos a seguir um resultado sobre a convergência de sequência em espaços
topológicos que será uma ferramenta muito útil em demonstrações futuras.

Proposição 1.1.6 Sejam X um espaço topológico e (xn)n uma sequência em X tal que
toda subsequência de (xn)n tem uma subsequência que converge para um mesmo x ∈ X.
Então xn −→ x.

Demonstração. Suponha que xn 6−→ x. Então existe uma vizinhança V de x tal que
para todo n0 ∈ N existe N ≥ n0 tal que xN /∈ V .

Para n0 = 1, existe N1 ∈ N tal que xN1 /∈ V,

Para n0 = N1 + 1, existe N2 > N1 tal que xN2 /∈ V,

Para n0 = N2 + 1, existe N3 > N2 tal que xN3 /∈ V,

...

Portanto existe uma subsequência (xNj
)j de (xn)n tal que xNj

/∈ V para todo j ∈ N. Por
hipótese, existe uma subsequência (xNjk

)k de (xNj
)j tal que xNjk

−→ x. Ou seja, existe
k0 ∈ N de modo que xNjk

∈ V para todo k ≥ k0. Absurdo, portanto xn −→ x.

Teorema 1.1.7 Todo subconjunto fechado de um espaço topológico compacto é compacto.

Demonstração. [52, Theorem 17.5].

Definição 1.1.8 Seja X um espaço topológico:

� X é localmente compacto se para cada x ∈ X existir uma vizinhança aberta U de x
tal que U é compacto.

� Se X é localmente compacto Hausdorff, então a σ-álgebra gerada pelos conjuntos
abertos de X é chamada de σ-álgebra de Borel. Uma medida definida na σ-álgebra
de Borel é chamada medida de Borel, e os elementos dessa σ-álgebra são chamados
de borelianos.

� Se X é localmente compacto Hausdorff, então uma medida de Borel µ em X é dita
regular se as seguintes condições são verificadas para todo boreliano A em X :

(a) µ(A) = inf{µ(U) : U é subconjunto aberto de X e U ⊃ A},

(b) µ(A) = sup{µ(K) : K é subconjunto compacto de X e K ⊂ A}.
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1.2 Espaços ℓp, ℓ∞ e c0

Nesta seção apresentamos resultados relacionados a alguns espaços de sequências clássicos
da Análise Funcional. Considerando as sequências formadas por escalares pertencentes a
K, denotamos por:

� c0: o espaço das sequências que convergem para zero.

� ℓp: o espaço das sequências absolutamente p-somáveis, onde 1 ≤ p <∞.

� ℓ∞: o espaço das sequências limitadas.

O espaço ℓ∞ é de Banach com a norma dada por ‖(xn)n‖ := sup{|xn| : n ∈ N},
para todo (xn)n ∈ ℓ∞. O espaço c0 é um subespaço fechado de ℓ∞, e consequentemente
é Banach com a norma do sup. Os espaços ℓp, para 1 ≤ p < ∞, são de Banach com a

norma dada por ‖(xn)n‖ :=

(
∞∑

n=1

|xn|
p

) 1
p

para toda (xn)n ∈ ℓp (veja [6, págs 14 e 15]).

Proposição 1.2.1 Sejam 1 ≤ p < ∞ e 1 < p′ < ∞ tais que
1

p
+

1

p′
= 1. Então a

correspondência (também chamada de relação de dualidade)

b = (bj)j ∈ ℓp′ 7−→ ϕb ∈ (ℓp)
′; ϕb((aj)j) :=

∞∑

j=1

ajbj para toda sequência (aj)j ∈ ℓp,

estabelece um isomorfismo isométrico entre ℓp′ e (ℓp)
′. No caso em que p = 1 tomamos

p′ = ∞.

Demonstração. [6, Proposição 4.2.1].

Proposição 1.2.2 Os espaços ℓ1 e (c0)
′ são isomorfos isometricamente por meio da

relação de dualidade

b = (bj)j ∈ ℓ1 7−→ ϕb ∈ (c0)
′; ϕb((aj)j) :=

∞∑

j=1

ajbj para toda sequência (aj)j ∈ c0.

Demonstração. [6, Proposição 4.2.3].

Seja A um subconjunto do espaço vetorial E. O subespaço de E formado por todas
as combinações lineares finitas de elementos de A, com coeficientes em K, será denotado
por [A] e chamado de subespaço gerado por A (alguns textos chamam [A] de envoltória
linear de A).

Um espaço normado E que contém um subconjunto enumerável e denso em E é dito
separável. É um fato conhecido que E é separável se, e somente se, existe um subconjunto
enumerável A de E tal que [A] é denso em E (veja [6, Lema 1.6.3]).

Proposição 1.2.3 Os espaços c0 e ℓp, 1 ≤ p <∞, são separáveis.
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Demonstração. [6, Exemplo 1.6.4].

Proposição 1.2.4 O espaço ℓ∞ não é separável.

Demonstração. [6, Exemplo 1.6.5].

Proposição 1.2.5 Todo espaço normado separável é isomorfo isometricamente a um
subespaço de ℓ∞.

Demonstração. [6, Proposição 3.3.3].

1.3 Topologias fraca e fraca-estrela

Além da topologia da norma, presente em todo espaço normado, todo espaço normado
pode ser dotado de uma outra topologia como definido a seguir.

Definição 1.3.1 A topologia fraca de um espaço normado E, denotada por σ(E,E ′), é
a topologia gerada, no sentido de [6, Definição 6.1.2], pelos funcionais lineares cont́ınuos
ϕ ∈ E ′.

Quando uma sequência (xn)n convergir para x ∈ E na topologia fraca de E, denota-
remos este fato por xn

w
−→ x e diremos que (xn)n converge fracamente para x. Quando

um subconjunto K ⊂ E for compacto com relação à topologia fraca de E, diremos que K
é fracamente compacto em E. De forma análoga, a partir de agora sempre que utilizar-
mos as palavras fraco e fracamente estaremos nos referindo à topologia fraca do espaço
normado com o qual estivermos trabalhando.

Teorema 1.3.2 Seja E um espaço normado. Então as topologias da norma e fraca coi-
cidem se, e somente se, E tem dimensão finita.

Demonstração. [6, Proposição 6.2.6].

Proposição 1.3.3 Seja E um espaço normado. Se xn
w

−→ x em E, então a sequência
(‖xn‖)n é limitada.

Demonstração. [6, Proposição 6.2.5 (a)].

Proposição 1.3.4 Seja E um espaço normado. Então:

(a) Funcionais lineares cont́ınuos são fracamente cont́ınuos, isto é, para todo ϕ ∈ E ′,
ϕ : (E, σ(E,E ′)) −→ K é cont́ınuo.

(b) Para cada x0 ∈ E, os conjuntos da forma

VJ,ε := {x ∈ E : |ϕi(x)− ϕi(x0)| < ε para todo i ∈ J}

onde J é um conjunto finito, ϕi ∈ E ′ para todo i ∈ J e ε > 0, formam uma base de
vizinhanças abertas de x0 para a topologia fraca.
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(c) Seja (xn)n uma sequência em E. Então xn
w

−→ x se, e somente se, ϕ(xn) −→ ϕ(x)
para todo ϕ ∈ E ′.

(d) A topologia fraca σ(E,E ′) é de Hausdorff.

Demonstração. [6, Proposição 6.2.2].

Segue facilmente do item (c) da proposição acima que se xn
w

−→ x então toda sub-
sequência de (xn)n converge fracamente para x. A partir de agora usaremos muito a
caracterização apresentada no item (c) da proposição acima para trabalhar com a con-
vergência fraca de sequências em um espaço normado.

Proposição 1.3.5 Em um espaço normado E, se xn −→ x então xn
w

−→ x.

Demonstração. Se xn −→ x então pela continuidade de ϕ ∈ E ′ segue que ϕ(xn) −→
ϕ(x) para todo ϕ ∈ E ′, portanto pelo item (c) da proposição acima segue que xn

w
−→ x .

A rećıproca dessa proposição nem sempre é verdadeira. Um exemplo clássico disso é
a sequência de vetores unitários canônicos (en)n em c0, como mostramos a seguir.

Exemplo 1.3.6 Consideremos em c0 a sequência (en)n formada pelos vetores unitários
canônicos dos espaços de sequências escalares, isto é, en = (0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .), onde 1

aparece na n-ésima coordenada. Dado ϕ ∈ (c0)
′, pela dualidade (c0)

′ 1
= ℓ1 existe (aj)j ∈ ℓ1

tal que

ϕ((bj)j) =
∞∑

j=1

ajbj para toda sequência (bj)j ∈ c0.

Tomando o n-ésimo vetor unitário canônico en ∈ c0 observamos que ϕ(en) = an, e fazendo
n −→ ∞ temos an −→ 0, pois a sequência (aj)j ∈ ℓ1. Com isso ϕ(en) −→ 0 para todo

ϕ ∈ (c0)
′, e portanto en

w
−→ 0. Por outro lado temos ‖en‖ = 1 −→ 1 6= 0, ou seja,

en 6−→ 0.

Proposição 1.3.7 Sejam E, F espaços de Banach. Um operador linear T : E −→ F é
cont́ınuo se, e somente se, T : (E, σ(E,E ′)) −→ (F, (σ(F, F ′)) é cont́ınuo.

Demonstração. [6, Proposição 6.2.9].

Usaremos a notação w-w-cont́ınuo para indicar que um operador T : E −→ F é
cont́ınuo nas topologias fracas de E e F respectivamente.

Proposição 1.3.8 Um espaço de Banach E é reflexivo se, e somente se, toda sequência
limitada em E tem uma subsequência fracamente convergente.

Demonstração. [1, Corollary 1.6.4].

Teorema 1.3.9 (Teorema de Eberlein-Smulian) Seja K um subconjunto de um espaço
de Banach E. Então K é fracamente compacto se, e somente se, toda sequência (xn)n
em K possui uma subsequência fracamente convergente para algum x ∈ K.
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Demonstração. [1, Theorem 1.6.3].

Um subconjunto A de um espaço normado E é dito convexo se (1−λ)x+λy ∈ A para
todos x, y ∈ A e 0 ≤ λ ≤ 1.

Teorema 1.3.10 O fecho e o fecho fraco de um subconjunto convexo de um espaço nor-
mado coincidem.

Demonstração. [39, Theorem 2.5.16].

No dual topológico E ′ de um espaço normado E, além da topologia da norma e da
topologia fraca, podemos definir uma terceira topologia como apresentada a seguir.

Definição 1.3.11 Seja E um espaço normado. A topologia fraca-estrela em E ′, de-
notada por σ(E ′, E), é a topologia gerada, no sentido de [6, Definição 6.1.2], pelas
funções pertencentes ao conjunto JE(E) = {JE(x) : x ∈ E}, isto é, pelas funções
ϕ ∈ E ′ 7−→ JE(x)(ϕ) := ϕ(x) ∈ K, onde x ∈ E.

Quando uma sequência (ϕn)n em E ′ convergir para ϕ ∈ E ′ na topologia fraca-estrela

escreveremos ϕn
w∗

−→ ϕ. A notação w∗-w∗-cont́ınuo será usada para indicar que um
operador T : E ′ −→ F ′ é cont́ınuo nas topologias fraca-estrela de E ′ e F ′ respectivamente,
e as notações w-w∗-cont́ınuo e w∗-w-cont́ınuo seguem o mesmo padrão.

Proposição 1.3.12 Seja E um espaço normado.

(a) Seja (ϕn)n uma sequência em E ′. Então ϕn
w∗

−→ ϕ se, e somente se, ϕn(x) −→ ϕ(x)
para todo x ∈ E.

(b) A topologia fraca-estrela é de Hausdorff.

(c) Se ϕn
w

−→ ϕ em E ′, então ϕn
w∗

−→ ϕ.

Demonstração. [6, Proposição 6.3.2, Proposição 6.3.3].

Segue facilmente do item (a) da proposição acima que se ϕn
w∗

−→ ϕ em E ′, então
toda subsequência de (ϕn)n converge para ϕ na topologia fraca-estrela. A partir de agora
usaremos bastante o item (a) para demonstrar a convergência fraca-estrela de sequências.
O item (a) também pode ser usado para caracterizar convergência fraca-estrela de redes
definidas no espaço E ′ (veja [6, Proposição 6.1.3(e)]).

Proposição 1.3.13 Sejam E um espaço normado e ϕ : (E ′, σ(E ′, E)) −→ K um fun-
cional linear cont́ınuo. Então existe x ∈ E tal que ϕ = JE(x). Em outras palavras,
(E ′, σ(E ′, E))′ = JE(E).

Demonstração. [6, Proposição 6.3.6].

Definição 1.3.14 Uma sequência (xn)n em um espaço de Banach E é fracamente de
Cauchy se para todo ϕ ∈ E ′ a sequência (ϕ(xn))n for de Cauchy (ou, equivalentemente,
convergente) em K.
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É fácil ver que toda sequência fracamente convergente é fracamente de Cauchy, porém
a rećıproca nem sempre é verdadeira, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3.15 Considere a sequência (yn)n em c0 dada por yn = (ynj )j = e1+ · · ·+ en,
onde en é o n-ésimo vetor unitário canônico de c0. Dado ϕ ∈ (c0)

′, pela dualidade

ℓ1
1
= (c0)

′, existe (aj)j em ℓ1 tal que

ϕ(yn) =
∞∑

j=1

ynj aj =
n∑

j=1

aj −→
∞∑

j=1

aj . (1.1)

Assim (ϕ(yn))n é convergente, e portanto é de Cauchy para todo ϕ ∈ (c0)
′. Com isso

conclúımos que (yn)n é fracamente de Cauchy em c0.

Como c0 ⊂ ℓ∞, temos (yn)n ⊂ ℓ∞. Mostraremos agora que yn
w∗

−→ y = (1, 1, . . .) em

ℓ∞. Pela dualidade (ℓ1)
′ 1
= ℓ∞ basta provar que para toda sequência (xj)j ∈ ℓ1 tem-se

yn((xj)j) −→ y((xj)j). Isso de fato ocorre, pois

yn((xj)j) =

∞∑

j=1

ynj xj =

n∑

j=1

xj −→
∞∑

j=1

xj = y((xj)j). (1.2)

Disso segue que yn
w∗

−→ y = (1, 1, . . .) em ℓ∞.
Agora suponha que (yn)n seja fracamente convergente em c0. Então existe z ∈ c0 tal

que yn
w

−→ z em c0. Como c0 é um subespaço de ℓ∞, se ψ ∈ (ℓ∞)′ então ψ|co ∈ (c0)
′ e dáı

ψ(yn) = ψ|c0
(yn) −→ ψ|c0

(z) = ψ(z).

Logo ψ(yn) −→ ψ(z) para todo ψ ∈ (ℓ∞)′, ou seja, yn
w

−→ z em ℓ∞, e consequentemente

yn
w∗

−→ z em ℓ∞. Como a topologia fraca-estrela é de Hausdorff, conclúımos que y = z,
mas isso gera um absurdo pois y = (1, 1, . . .) /∈ c0. Logo (yn)n não converge fracamente
em c0.

Proposição 1.3.16 Uma sequência (xn)n no espaço de Banach E é fracamente de Cau-
chy se, e somente se, para toda vizinhança U de zero na topologia fraca existe n0 ∈ N tal
que (xn − xm) ∈ U para todos m,n ≥ n0.

Demonstração. Seja U uma vizinhança fraca de zero em E. Então existe um aberto
básico V na topologia fraca tal que 0 ∈ V ⊂ U . Tome ε > 0 e ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk ∈ E ′ tais
que

V := {x ∈ E : |ϕj(x)| < ε, j = 1, . . . , k} =

k⋂

j=1

ϕ−1
j (B(0, ε)).

Como (ϕj(xn))n é uma sequência de Cauchy para 1 ≤ j ≤ k, então para cada j existe
nj ∈ N tal que

|ϕj(xn − xm)| = |ϕj(xn)− ϕj(xm)| < ε para todos m,n ≥ nj .
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Assim, (xn − xm) ∈ ϕ−1
j (B(0, ε)) para todos m,n ≥ nj . Tomando n0 = max {n1, . . . , nk}

temos
(xn − xm) ∈ ϕ−1

j (B(0, ε)) para todos m,n ≥ n0 e j = 1, . . . , k.

Com isso

(xn − xm) ∈
k⋂

j=1

ϕ−1
j (B(0, ε)) = V ⊂ U para todos m,n ≥ n0.

Portanto, existe n0 ∈ N tal que (xn − xm) ∈ U para todos m,n ≥ n0.
Reciprocamente, dado ϕ ∈ E ′, provaremos que (ϕ(xn))n é de Cauchy em K. Dado ε >

0 e a bola aberta B(0, ε) em K, como ϕ é fracamente cont́ınua sabemos que ϕ−1(B(0, ε))
é fracamente aberto em E e 0 ∈ ϕ−1(B(0, ε)). Logo ϕ−1(B(0, ε)) é uma vizinhança fraca
de zero em E. Por hipótese existe n0 ∈ N tal que

(xn − xm) ∈ ϕ−1(B(0, ε)) para todos m,n ≥ n0.

Assim,
|ϕ(xn)− ϕ(xm)| = |ϕ(xn − xm)| < ε para todos m,n ≥ n0.

Logo (ϕ(xn))n é de Cauchy e, portanto, (xn)n é fracamente de Cauchy.

A caracterização apresentada a seguir foi encontrada em [47] e será muito útil em
demonstrações futuras.

Proposição 1.3.17 Sejam E um espaço de Banach e (xn)n uma sequência em E. Então
(xn)n é uma sequência de Cauchy (fracamente de Cauchy) se, e somente se, para cada
par de sequências estritamente crescentes (mk)k, (nk)k em N, a sequência (xmk

− xnk
)k

converge para zero em E (fracamente em E).

Demonstração. Suponha que (xn)n é uma sequência de Cauchy (fracamente de Cauchy)
e seja U uma vizinhança de zero (na topologia fraca) em E. Então existe n0 ∈ N tal que
(xm − xn) ∈ U para todos m,n ≥ n0. Tome k0 ∈ N de modo que mk0 , nk0 ≥ n0, então
(xmk

− xnk
) ∈ U para todo k ≥ k0. Portanto xmk

− xnk
−→ 0 (xmk

− xnk

w
−→ 0).

Reciprocamente, suponha que a sequência (xn)n não seja de Cauchy (fracamente de
Cauchy) em E. Neste caso existe uma vizinhança U de zero (na topologia fraca) em E
tal que para cada n0 ∈ N existem m,n > n0 de modo que (xm − xn) /∈ U . Assim

para n0 = 1, existem m1, n1 > 1 tais que (xm1 − xn1) /∈ U,

para n0 = max{m1, n1}, existem m2, n2 > n0 tais que (xm2 − xn2) /∈ U,

para n0 = max{m2, n2}, existem m3, n3 > n0 tais que (xm3 − xn3) /∈ U,

...

Com isso obtemos duas sequências (mk)k e (nk)k estritamente crescente de números natu-

rais tais que (xmk
−xnk

) /∈ U para todo k ∈ N, ou seja, xmk
−xnk

6−→ 0 (xmk
−xnk

w

6−→ 0),
contradizendo assim a hipótese. Portanto (xn)n é de Cauchy (fracamente de Cauchy).

Proposição 1.3.18 Toda sequência de Cauchy em um espaço de Banach é fracamente
de Cauchy.
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Demonstração. Se (xn)n é uma sequência de Cauchy no espaço de Banach E, então
(xn)n converge para algum x ∈ E. Pela continuidade dos funcionais em E ′ segue que
ϕ(xn) −→ ϕ(x) para todo ϕ ∈ E ′. Assim, como (ϕ(xn))n é convergente em K, para todo
ϕ ∈ E ′, segue que (xn)n é fracamente de Cauchy.

Observação 1.3.19 A rećıproca da proposição acima nem sempre é verdadeira. Como
exemplo disso basta tomarmos novamente a sequência de vetores unitários canônicos (en)n
em c0. Verificamos no Exemplo 1.3.6 que (en)n é fracamente convergente em c0, e dáı (en)n
é fracamente de Cauchy. Porém ‖en − em‖ = 1 para todos m,n ∈ N tais que m 6= n,
donde segue que (en)n não é de Cauchy em c0.

Proposição 1.3.20 Sejam E e F espaços de Banach e T ∈ L(E;F ). Se (xn)n é uma
sequência fracamente de Cauchy em E, então (T (xn))n é fracamente de Cauchy.

Demonstração. Seja ϕ ∈ F ′. Então ϕ◦T : E −→ K é linear e cont́ınuo, logo ϕ◦T ∈ E ′.
Por (xn)n ser fracamente de Cauchy, segue que ((ϕ◦T )(xn))n é de Cauchy em K. Portanto
(ϕ(T (xn)))n é de Cauchy em K para todo ϕ ∈ F ′, ou seja, (T (xn))n é fracamente de
Cauchy em F .

Definição 1.3.21 Seja E um espaço de Banach.

(a) Uma sequência (xn)n em E é chamada base de Schauder de E se cada x ∈ E tem

uma representação única sob a forma x =

∞∑

n=1

anxn, onde an ∈ K para todo n ∈ N.

(b) Uma sequência (xn)n em E é chamada de sequência básica se é base de Schauder
de [{xn : n ∈ N}].

(c) Dizemos que a base de Schauder (xn)n em E é equivalente à base de Schauder
(yn)n do espaço de Banach F se, para qualquer sequência de escalares (an)n, a série
∞∑

n=1

anxn é convergente em E se, e somente se, a série
∞∑

n=1

anyn é convergente em F .

Teorema 1.3.22 Duas bases de Schauder (ou sequências básicas) (xn)n e (yn)n são equi-
valentes se, e somente se, existe um isomorfismo T : [{xn : n ∈ N}] −→ [{yn : n ∈ N}] tal
que T (xn) = yn, para todo n ∈ N.

Demonstração. [1, Theorem 1.3.2].

Teorema 1.3.23 (Teorema ℓ1 de Rosenthal) Seja (xn)n uma sequência limitada em um
espaço de Banach de dimensão infinita. Uma, e apenas uma, das possibilidades abaixo
ocorre:

(a) (xn)n tem uma subsequência fracamente de Cauchy,

(b) (xn)n tem uma subsequência básica equivalente à base canônica de ℓ1.
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Demonstração. [1, Theorem 10.2.1].

Definição 1.3.24 Sejam E um espaço normado e A um subconjunto de E. Definimos a
envoltória absolutamente convexa de A por:

Γ(A) =

{
n∑

i=1

λixi : n ∈ N, λi ∈ K, xi ∈ A para cada i e
n∑

i=1

|λi| ≤ 1

}
.

A envoltória absolutamente convexa fechada de A, denotada por Γ(A), é o fecho de Γ(A).

Teorema 1.3.25 (Teorema de Krein-Smulian) Seja E um espaço de Banach. Se A é um
subconjunto fracamente compacto de E então Γ(A) é fracamente compacta em E.

Demonstração. [43, Teorema 4.5.10].

Existe uma versão do Teorema de Krein-Smulian para a envoltória convexa fechada
de um subconjunto fracamente compacto. Ambos os resultados são conhecidos como
Teorema de Krein-Smulian (veja [39, The Krein-Smulian Weak Compactness Theorem
2.8.14]).

Teorema 1.3.26 (Teorema de Josefson-Nissenzweig) Todo espaço de Banach dual de

dimensão infinita admite uma sequência (ϕn)n tal que ϕn
w∗

−→ 0 e ‖ϕn‖ = 1 para todo
n ∈ N.

Demonstração. [19, Chapter XII].

1.4 Operadores lineares cont́ınuos entre espaços nor-

mados

Proposição 1.4.1 Sejam E e F espaços normados. Então ‖T (x)‖ 6 ‖T‖ · ‖x‖ para
todos T ∈ L(E;F ) e x ∈ E.

Demonstração. [6, Proposição 2.1.4].

Proposição 1.4.2 Sejam E um espaço de Banach, F um espaço normado e (Tn)n uma
sequência em L(E;F ) tal que (Tn(x))n é convergente em F para todo x ∈ E. Se definirmos

T : E −→ F ; x 7−→ lim
n→∞

Tn(x) para todo x ∈ E,

então T é um operador linear cont́ınuo.

Demonstração. [6, Corolário 2.3.3].

Definição 1.4.3 Um operador linear T entre espaços de Banach E e F é compacto se
T (BE) é compacto em F .
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Proposição 1.4.4 Todo operador compacto é cont́ınuo.

Demonstração. [6, Proposição 7.2.2(a)].

Os operadores compactos de E em F , formam um subespaço de L(E;F ). Denotaremos
esse subespaço por K(E;F ).

Proposição 1.4.5 Sejam E e F espaços de Banach e T : E −→ F um operador li-
near. Então T é compacto se, e somente se, para toda sequência limitada (xn)n em E, a
sequência (T (xn))n tem subsequência convergente em F .

Demonstração. [6, Proposição 7.2.3].

Teorema 1.4.6 (Teorema de Schauder) Sejam E e F espaços de Banach e T ∈ L(E;F ).
Então T é compacto se, e somente se, T ′ é compacto.

Demonstração. [15, Schauder’s Theorem 3.4].

Definição 1.4.7 Um operador linear T entre espaços de Banach E e F é fracamente
compacto se T (BE) é fracamente compacto em F .

Proposição 1.4.8 Todo operador fracamente compacto é cont́ınuo.

Demonstração. [39, Proposition 3.5.3].

Proposição 1.4.9 Sejam E e F espaços de Banach. Se E ou F é reflexivo, então todo
operador T ∈ L(E;F ) é fracamente compacto.

Demonstração. [15, Proposition 5.2(a)].

Teorema 1.4.10 (Teorema de Gantmacher) Sejam E e F espaços de Banach e T ∈
L(E;F ). Então T é fracamente compacto se, e somente se, T ′ é fracamente compacto.

Demonstração. [22, Theorem 11.28].

1.5 Espaços Lp(X,Σ, µ), L∞(X,Σ, µ) e C(K)

Nesta seção apresentaremos resultados sobre alguns espaços de funções clássicos da Análise
Funcional e também apresentaremos alguns resultados sobre espaços de Hilbert. Denota-
mos por:

� C(K): o espaço das funções cont́ınuas definidas em um espaço topológico compacto
Hausdorff K;

� Lp(X,Σ, µ) para 1 ≤ p < ∞: o espaço das (classes de) funções mensuráveis

f : X −→ K tais que

∫

X

|f |pdµ < ∞, onde

∫

X

é a integral de Lebesgue sobre o

espaço de medida (X,Σ, µ). Na notação Lp[0, 1] estaremos considerando o espaço
[0, 1] com a medida e σ-álgebra de Lebesgue;
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� L∞(X,Σ, µ): o espaço das (classes de) funções mensuráveis limitadas µ-quase sem-
pre. Na notação L∞[0, 1] estaremos considerando o espaço [0, 1] com a medida e
σ-álgebra de Lebesgue.

O espaço C(K) é de Banach com a norma dada por

‖f‖ := sup{|f(x)| : x ∈ K}.

O espaço Lp(X,Σ, µ) é de Banach com a norma dada por

‖f‖ :=

(∫

X

|f |pdµ

) 1
p

,

e o espaço L∞(X,Σ, µ) é de Banach com a norma dada por

‖f‖ := inf{Sf(N) : N ∈ Σ e µ(N) = 0},

onde Sf(N) := sup{|f(x)| : x /∈ N}, para todo conjunto N ∈ Σ de medida nula (veja [6,
Teorema 1.2.3, Teorema 1.3.2] e [22, pág 3]).

Definição 1.5.1 Seja E um espaço com produto interno 〈·, ·〉. Um conjunto S ⊂ E é
dito ortonormal se para todos x, y ∈ S,

〈x, y〉 =

{
0, se x 6= y,

1, se x = y.

Teorema 1.5.2 (Desigualdade de Bessel) Seja S = {xi : i ∈ I} um sistema ortonormal
no espaço de Hilbert H. Então, para todo x ∈ H o conjunto J = {i ∈ I : 〈x, xi〉 6= 0} é
finito ou enumerável e ∑

i∈J

|〈x, xi〉|
2 ≤ ‖x‖2.

Demonstração. [6, Lema 5.3.5 e Teorema 5.3.6(b)].

Proposição 1.5.3 Sejam (X,Σ, µ) um espaço de medida e f , g ∈ L2(X,Σ, µ). Então a
expressão

〈f, g〉 :=

∫

X

fgdµ

define um produto interno em L2(X,Σ, µ).

Demonstração. [6, Exemplo 5.1.1].

Definição 1.5.4 Um espaço de Banach F é injetivo se, sempre que G for um subespaço
fechado de um espaço de Banach E, qualquer operador T ∈ L(G;F ) tiver uma extensão

T̃ ∈ L(E;F ) com ‖T̃‖ = ‖T‖.

Teorema 1.5.5 L∞[0, 1] é um espaço injetivo.
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Demonstração. [18, Theorem 4.14].

Definição 1.5.6 Chamamos de função sinal a função sgn : R −→ R dada por

sgn(t) :=





1, se t > 0,
0, se t = 0,
−1, se t < 0.

Definição 1.5.7 Para cada n ∈ N a n-ésima função de Rademacher é dada por

rn(t) = sgn(sen(2nπt)) para todo t ∈ [0, 1].

Teorema 1.5.8 (Desigualdade de Khinchin) Para todo 0 < p < ∞ existem constantes
positivas Ap e Bp tais que independentemente da sequência escalar (an)n em ℓ2 temos:

Ap

(
∞∑

n=1

|an|
2

) 1
2

≤

(∫ 1

0

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

anrn(t)

∣∣∣∣∣

p

dt

) 1
p

≤ Bp

(
∞∑

n=1

|an|
2

) 1
2

.

Demonstração. [18, Khinchin Inequality 1.10].

Observação 1.5.9 Alguns resultados sobre as funções de Rademacher.

(a) Em L∞[0, 1] as funções de Rademacher são equivalentes à base canônica de ℓ1 (veja
[1, Remark 6.2.4(a)]).

(b) Em L2[0, 1] as funções de Rademancher formam um sistema ortonormal (veja [1,
Remark 6.2.4(b)]).

Teorema 1.5.10 (Teorema de Banach-Mazur) Seja E um espaço normado separável.
Então E é isomorfo isometricamente a um subespaço de C[0, 1].

Demonstração. [6, Teorema 6.5.5].

Teorema 1.5.11 O espaço L∞[0, 1] é isomorfo a ℓ∞.

Demonstração. [1, Theorem 4.3.10].

Proposição 1.5.12 Para qualquer espaço topológico Hausdorff infinito e compacto K, o
espaço C(K) contém uma cópia isométrica de c0.

Demonstração. [1, Proposition 4.3.11].

Proposição 1.5.13 O espaço C(K)′ é isomorfo isometricamente a ℓ1 para todo espaço
métrico compacto enumerável K.

Demonstração. [1, Remark 4.5.3].

Proposição 1.5.14 Para 1 < p <∞, os espaços ℓp e Lp(X,Σ, µ) são reflexivos.

Demonstração. [6, Proposição 4.3.12].
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1.6 Espaço Quociente

Definição 1.6.1 Seja M um subespaço de um espaço vetorial E. Definimos o espaço
quociente de E por M da seguinte forma

E/M := {x+M : x ∈ E}.

E/M é um espaço vetorial com as operações

(x+M) + (y +M) = (x+ y) +M , para todos x, y ∈ E,

α(x+M) = (αx) +M , para todos α ∈ K e x ∈M,

onde o zero de E/M é 0 +M .

Teorema 1.6.2 Se E é um espaço normado e M é um subespaço fechado de E, então a
expressão

‖x+M‖ := inf{‖x− v‖ : v ∈M}

define uma norma em E/M , chamada norma quociente.

Demonstração. [39, Theorem 1.7.4].

Proposição 1.6.3 Se M é um subespaço fechado de um espaço normado separável E,
então E/M é separável.

Demonstração. [39, Proposition 1.12.9(e)].

Teorema 1.6.4 Se M é um subespaço fechado de um espaço de Banach E, então E/M
é um espaço de Banach com a norma quociente.

Demonstração. [39, Theorem 1.7.7].

Definição 1.6.5 Sejam E um espaço normado e N um subconjunto de E. Definimos

N⊥ := {ϕ ∈ E ′ : ϕ(x) = 0 para todo x ∈ N}.

N⊥ é um subespaço fechado de E ′ e é chamado anulador de N em E ′ (veja [39, Proposition
1.10.15(a)]).

Proposição 1.6.6 Seja M um subespaço fechado de um espaço de Banach E. Então M ′

é isomorfo isometricamente a E ′/M⊥.

Demonstração. [22, Proposition 2.7].

Teorema 1.6.7 Para todo espaço de Banach separável E, existe um subespaço fechado
M de ℓ1 tal que E é isomorfo a ℓ1/M .

Demonstração. [39, Theorem 1.12.14].

Proposição 1.6.8 Seja M um subespaço fechado do espaço normado E. Então o opera-
dor quociente, dado por

π : E −→ E/M ; π(x) := x+M,

é linear, cont́ınuo e sobrejetor.

Demonstração. [39, Proposition 1.7.12].
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CAPÍTULO 2

A PROPRIEDADE DE SCHUR

Em 1921, o matemático Issai Schur demonstrou, em [46], que no espaço ℓ1 a convergência
fraca de sequências implica na convergência em norma, assim ℓ1 foi o primeiro espaço em
que tal implicação foi observada. O fato é que esta implicação também vale em outros
espaços de Banach, e por isso passou-se a dizer que um espaço de Banach E possui a
propriedade de Schur, ou que E é um espaço de Schur, se em E a convergência fraca de
sequências implica na convergência em norma.

Este caṕıtulo é dedicado ao estudo de algumas caracterizações e resultados relacionados
à propriedade de Schur e à apresentação de alguns exemplos de espaços de Banach que
possuem, ou não, a propriedade de Schur.

2.1 Caracterizações da propriedade de Schur

Assim como ocorre com outras propriedades em matemática, em vez de testar a definição
da propriedade de Schur, às vezes é mais fácil verificar a validade, ou não, de uma condição
que é equivalente a essa definição. Dáı a importância de se conhecer propriedades que são
equivalentes à propriedade de Schur. Nesta seção apresentamos algumas caracterizações
da propriedade de Schur que são ferramentas bastante úteis em algumas demonstrações
envolvendo tais espaços.

Definição 2.1.1 Um espaço de Banach E tem a propriedade de Schur (ou E é um espaço
de Schur) se todas as sequências fracamente convergentes em E são convergentes em
norma. Isto é, E é um espaço de Schur se, para toda sequência (xn)n ⊂ E, tivermos

xn
w

−→ x⇒ xn −→ x.

Exemplo 2.1.2 Todo espaço de Banach de dimensão finita é um espaço de Schur. De
fato, pelo Teorema 1.3.2 as topologias fraca e da norma coincidem nos espaços de dimensão
finita. Assim, toda sequência fracamente convergente é convergente. Portanto todo espaço
de dimensão finita é um espaço de Schur.
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Exemplo 2.1.3 Do Exemplo 1.3.6 segue que (en)n converge fracamente para zero em c0,
mas não converge em norma. Com isso conclúımos que c0 não é um espaço de Schur.

Proposição 2.1.4 Se E é um espaço de Schur, então todo subespaço fechado de E possui
a propriedade de Schur.

Demonstração. Sejam F um subespaço fechado de E e (xn)n ⊂ F uma sequência
fracamente convergente para x em F . Para todo ϕ ∈ E ′ é verdade que ϕ|F ∈ F ′, assim

ϕ(xn) = ϕ|F (xn) −→ ϕ|F (x) = ϕ(x).

Ou seja, xn
w

−→ x em E e como E é um espaço de Schur segue que xn −→ x em E.
Assim,

‖xn − x‖F = ‖xn − x‖E −→ 0,

ou seja, xn −→ x em F . Logo F possui a propriedade de Schur.

Desse modo, para mostrarmos que um espaço de Banach não é de Schur basta encon-
trarmos um subespaço fechado dele que não seja Schur.

Exemplo 2.1.5 c0 é um subespaço fechado de ℓ∞, e acabamos de ver que c0 não é um
espaço de Schur, então ℓ∞ não é um espaço de Schur.

A seguinte importante classe de operadores está intimamente relacionada à proprie-
dade de Schur:

Definição 2.1.6 Sejam E e F espaços normados. Um operador T ∈ L(E;F ) é com-
pletamente cont́ınuo se (T (xn))n converge para T (x) em F sempre que (xn)n convergir
fracamente para x em E.

É imediato que um espaço de Banach E possui a propriedade de Schur se, e somente
se, o operador identidade id : E −→ E é completamente cont́ınuo.

Observação 2.1.7 Todo subconjunto compacto de um espaço de Banach é fracamente
compacto. De fato, suponha que K seja um subconjunto compacto de um espaço de
Banach E e seja (xn)n uma sequência em K. Então existem x ∈ K e uma subsequência
(xnj

)j tais que xnj
−→ x. Como convergência em norma implica em convergência fraca

temos xnj

w
−→ x, e pelo Teorema de Eberlein-Smulian conclúımos que K é fracamente

compacto.
A rećıproca desse resultado nem sempre é verdadeira. De fato, sejam E um espaço

reflexivo de dimensão infinita e (xn)n uma sequência qualquer em BE . Como E é reflexivo
e (xn)n é limitada, pelo Teorema 1.3.8 sabemos que (xn)n tem uma subsequência (xnj

)j
fracamente convergente para algum x ∈ E. Então x pertence ao fecho fraco de BE , que
coincide com seu fecho na topologia da norma pois BE é convexa. Mas BE é fechada em
norma, donde segue que x ∈ BE . Pelo Teorema de Eberlein-Smulian conclúımos que BE

é fracamente compacta. Por outro lado, como E tem dimensão infinita segue que BE não
é compacta.
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No teorema a seguir apresentamos algumas caracterizações da propriedade de Schur e
veremos, dentre outros resultados, que a rećıproca da observação acima é verdadeira se,
e somente se, estivermos em um espaço de Schur.

Teorema 2.1.8 As seguintes afirmações acerca de um espaço de Banach E são equiva-
lentes.

(a) E é um espaço de Schur.

(b) Toda sequência fracamente nula em E converge para zero.

(c) Todo subconjunto fracamente compacto de E é compacto.

(d) Toda sequência fracamente de Cauchy em E é de Cauchy.

(e) Toda sequência fracamente de Cauchy em E é convergente.

(f) Para qualquer espaço de Banach F , todo operador linear cont́ınuo de E em F ou
de F em E é completamente cont́ınuo.

(g) Todos os subespaços separáveis fechados de E são de Schur.

(h) Para toda sequência (xn)n em E com ‖xn‖ = 1 para todo n ∈ N, tem-se xn
w

6−→ 0.

Mencionamos que conhecemos as caracterizações (c) e (g) no artigo [50] de B. Tanbay.
A caracterização (h) foi inspirada na dissertação [31] e as caracterizações (d) e (e) foram
inspiradas na dissertação [48].

Demonstração. Apresentamos as demonstrações das equivalências da seguinte maneira:

(c) (g)

m m

(e) ⇔ (d) ⇔(a) ⇔ (b).

m m

(f) (h)

(a) ⇔ (b) Sejam E um espaço de Schur e (xn)n uma sequência em E. Segue imedia-
tamente da definição da propriedade de Schur que se xn

w
−→ 0 então xn −→ 0.

Reciprocamente, suponha que E seja um espaço de Banach onde toda sequência fra-
camente nula converge para zero. Seja (xn)n ⊂ E uma sequência fracamente convergente
para x ∈ E. Então ϕ(xn) −→ ϕ(x) para todo ϕ ∈ E ′. Da definição de convergência no
corpo K e da linearidade de ϕ segue que ϕ(xn − x) −→ 0 para todo ϕ ∈ E ′, ou seja,
xn−x

w
−→ 0. Pela hipótese sobre o espaço E segue que xn−x −→ 0 e portanto xn −→ x.

Logo E é um espaço de Schur.

(a) ⇔ (c) Sejam E um espaço de Schur e K um subconjunto fracamente compacto
de E. Dada uma sequência (xn)n em K, pelo Teorema de Eberlein-Smulian (xn)n possui
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uma subsequência (xnj
)j que converge fracamente para algum x ∈ K. Como E é Schur

temos xnj
−→ x, e portanto K é compacto.

Reciprocamente, sejam (xn)n uma sequência em E e x ∈ E tais que xn
w

−→ x. Para
toda subsequência (xnj

)j de (xn)n temos xnj

w
−→ x. Vejamos que, pelo Teorema de

Eberlein-Smulian, o subconjunto A := {xn1 , xn2, . . .} ∪ {x} é fracamente compacto: de
fato, para toda sequência (zn)n ⊂ A, ou o conjunto {zn : n ∈ N} é finito ou então (zn)n
possui uma subsequência que também é subsequência de (xnj

)j , e em ambos os casos
(zn)n possuirá subsequência fracamente convergente para algum z ∈ A. Isso prova que A
é fracamente compacto. Segue por hipótese que A é compacto, e dáı, como (xnj

)j ⊂ A,
existe uma subsequência (xnjk

)k de (xnj
)j tal que xnjk

−→ y para algum y ∈ A. Temos

então xnjk

w
−→ y e xnjk

w
−→ x, e como a topologia fraca é de Hausdorff segue que y = x.

Assim, toda subsequência (xnj
)j de (xn)n possui uma subsequência (xnjk

)k que converge
para x, e da Proposição 1.1.6 conclúımos que xn −→ x, provando que E é um espaço de
Schur.

(a)⇔ (d) Sejam E um espaço de Schur, (xn)n uma sequência fracamente de Cauchy em
E e (mk)k, (nk)k duas sequências estritamente crescentes de números naturais. Considere
as subsequências (xmk

)k e (xnk
)k de (xn)n. Da Proposição 1.3.17 temos xmk

− xnk

w
−→ 0,

e como E é de Schur resulta que xmk
− xnk

−→ 0. Decorre da Proposição 1.3.17 que a
sequência (xn)n é de Cauchy.

Reciprocamente, seja E um espaço de Banach no qual toda sequência fracamente de
Cauchy é de Cauchy. Se (xn)n é uma sequência fracamente convergente para x ∈ E, então
ϕ(xn) −→ ϕ(x) para todo ϕ ∈ E ′, e com isso (ϕ(xn))n é uma sequência de Cauchy em
K para todo ϕ ∈ E ′. Logo (xn)n é uma sequência fracamente de Cauchy em E, e por
hipótese (xn)n é uma sequência de Cauchy em E. Como E é um espaço de Banach decorre
que (xn)n converge para algum y ∈ E, e portanto xn

w
−→ y. Como a topologia fraca é de

Hausdorff segue que y = x, e com isso conclúımos que xn −→ x. Portanto E é Schur.

(d) ⇔ (e) Óbvio.

(a) ⇔ (f) Sejam (xn)n uma sequência fracamente convergente para x em E e T ∈
L(E;F ). Da propriedade de Schur em E segue que xn −→ x, e pela continuidade de T
segue que T (xn) −→ T (x). Logo todo operador linear cont́ınuo de E em F é completa-
mente cont́ınuo.

Agora considere (xn)n ⊂ F tal que xn
w

−→ x em F e S ∈ L(F ;E). Como S é cont́ınuo,
segue da Proposição 1.3.7 que S é w-w-cont́ınuo, e dáı S(xn)

w
−→ S(x) em E. Sendo E

de Schur segue que S(xn) −→ S(x). Logo todo operador linear cont́ınuo de F em E é
completamente cont́ınuo.

Para mostrar a implicação inversa basta considerar o operador identidade id ∈ L(E;E).

(a) ⇔ (g) Se E possui a propriedade de Schur, então pela Proposição 2.1.4 todo
subespaço fechado de E possui a propriedade de Schur, em particular os subespaços
separáveis fechados de E são de Schur.

Reciprocamente, suponha que E não seja de Schur. Então existe uma sequência
(xn)n ⊂ E fracamente convergente para x ∈ E que não converge para x em norma.
Considere o conjunto A = {xn : n ∈ N} ∪ {x}, e o subespaço [A] ⊂ E gerado por A. Por
[6, Lema 1.6.3] sabemos que o espaço [A] é separável, e é evidente que A ⊂ [A]. Considere
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a sequência (xn)n em [A] e note que xn 6−→ x em [A] pois

‖xn − x‖[A] = ‖xn − x‖E 6−→ 0.

O Teorema de Hahn-Banach garante que para todo funcional ϕ ∈
(
[A]
)′

existe ϕ̃ ∈ E ′

tal que ϕ̃|
[A]

= ϕ. Como xn
w

−→ x em E,

ϕ(xn) = ϕ̃(xn) −→ ϕ̃(x) = ϕ(x),

ou seja, xn
w

−→ x em [A]. Logo [A] é um subespaço separável fechado de E que não é
Schur, contradizendo assim a hipótese. Portanto E é Schur.

(b) ⇔ (h) Suponha que exista (xn)n em E tal que ‖xn‖ = 1 para todo n ∈ N e
xn

w
−→ 0. Por (b) resulta que xn −→ 0, e dáı ‖xn‖ −→ 0, gerando assim um absurdo.

Logo, para toda seqência (xn)n em E tal que ‖xn‖ = 1 para todo n ∈ N é verdade que

xn
w

6−→ 0.
Reciprocamente, suponha que exista uma sequência (yn)n em E tal que yn

w
−→ 0

mas yn 6−→ 0. Podemos supor que yn 6= 0 para todo n pois, caso isso não aconteça, a
sequência formada pelos elementos não nulos da sequência original satisfaz essas mesmas
duas condições. Neste caso existem ε > 0 e uma subsequência (ynj

)j de (yn)n tais que

‖ynj
‖ ≥ ε para todo j ∈ N. Considere a sequência (xj)j onde xj =

ynj

‖ynj
‖
. É evidente que

‖xj‖ = 1 para todo j ∈ N. Para todo ϕ ∈ E ′, como ϕ(ynj
) −→ 0,

|ϕ(xj)| =

∣∣∣∣ϕ
(

ynj

‖ynj
‖

)∣∣∣∣ =
|ϕ(ynj

)|

‖ynj
‖

≤
|ϕ(ynj

)|

ε
−→ 0.

Logo ϕ(xj) −→ 0 para todo ϕ ∈ E ′, ou seja, xj
w

−→ 0, contradizendo a hipótese. Assim,
toda sequência fracamente nula em E converge para zero em norma.

Apresentaremos agora uma demonstração de que o espaço ℓ1 possui a propriedade de
Schur. Usaremos a caracterização (b) do teorema acima.

Proposição 2.1.9 O espaço ℓ1 possui a propriedade de Schur.

Demonstração. Seja (zn)n uma sequência fracamente nula em ℓ1 e suponhamos que
(zn)n não convirja para zero em norma. Como

zn 6−→ 0 ⇔ ∃ ε > 0 tal que ∀n ∈ N, ∃ N > n tal que ‖zN‖ ≥ ε,

então existe ε > 0 tal que para todo n ∈ N existe N > n tal que ‖zN‖ ≥ 5ε. Assim,

para n = 1, existe N1 > 1 tal que, ‖zN1‖ ≥ 5ε,

para n = N1, existe N2 > N1 tal que, ‖zN2‖ ≥ 5ε,

para n = N2, existe N3 > N2 tal que, ‖zN3‖ ≥ 5ε.

...
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Dessa forma obtemos um conjunto de ı́ndices N1 < N2 < N3 < · · · e uma subsequência
(zNi)i de (zn)n de modo que ‖zNi‖ ≥ 5ε para todo i ∈ N. Para simplificar a notação
escreveremos (zNi)i = (xn)n. Assim, existem ε > 0 e uma subsequência (xn)n de (zn)n de
modo que ‖xn‖ ≥ 5ε para todo n ∈ N. Para cada n ∈ N escrevamos xn = (xnj )j. Como a

subsequência (xn)n converge fracamente para zero, pela dualidade (ℓ1)
′ 1
= ℓ∞ temos

xn
w

−→ 0 ⇒ ϕ(xn) −→ ϕ(0) = 0 para todo ϕ ∈ (ℓ1)
′

⇒
∞∑

j=1

bjx
n
j

n
−→ 0 para toda sequência (bj)j em ℓ∞

⇒ lim
n−→∞

∞∑

j=1

bjx
n
j = 0 para toda sequência (bj)j em ℓ∞. (2.1)

Como os vetores unitários canônicos ei pertencem a ℓ∞, segue de (2.1) que lim
n−→∞

xni = 0

para todo i ∈ N. Reescrevendo os vetores canônicos unitários como ej , temos então

lim
n−→∞

xnj = 0 para todo j ∈ N. (2.2)

Defina indutivamente duas sequências estritamente crescentes (mk)k e (nk)k formadas por
números naturais da seguinte maneira: m0 = n0 = 1 e para k > 1,

nk é o menor natural maior que nk−1 satisfazendo

mk−1∑

j=1

|xnk

j | < ε, (2.3)

mk é o menor natural maior que mk−1 satisfazendo
∞∑

j=mk

|xnk

j | < ε. (2.4)

Observe que a existência da sequência (nk)k como definida acima é assegurada por (2.2),
pois como lim

n−→∞
xnj = 0 para todo n ∈ N, então é posśıvel encontrar nk ∈ N de modo que

a soma finita dos primeiros mk−1 termos da sequência (xnk

j )j seja menor que ε. Observe
também que a existência da sequência (mk)k é assegurada pelo fato da sequência (xnj )j

pertencer a ℓ1 para todo n ∈ N, assim a série

∞∑

j=1

|xnk

j | é convergente e com isso é posśıvel

obter mk ∈ N de modo que

∞∑

j=mk

|xnk

j | < ε. Definimos uma sequência (bj)j pertencente a

ℓ∞ da seguinte maneira: Para mk−1 < j ≤ mk,

bj =





0 , se xnk

j = 0,

xnk

j

|xnk

j |
, se xnk

j 6= 0.

Observe que |bj | ≤ 1 para todo j ∈ N. Vejamos que, quando mk−1 < j ≤ mk, temos

|xnk

j | − bjx
nk

j = 0.
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De fato, se xnk

j = 0 a igualdade é óbvia. Se xnk

j 6= 0 obtemos

|xnk

j | − bjx
nk

j = |xnk

j | −
xnk

j

|xnk

j |
xnk

j =
|xnk

j |2 − |xnk

j |2

|xnk

j |
= 0.

Logo,

5ε−

∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

bjx
nk

j

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

|xnk

j |

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

bjx
nk

j

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

|xnk

j | − bjx
nk

j

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

mk−1∑

j=1

|xnk

j | − bjx
nk

j +

mk∑

j=mk−1+1

|xnk

j | − bjx
nk

j +

∞∑

j=mk+1

|xnk

j | − bjx
nk

j

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

mk−1∑

j=1

|xnk

j | − bjx
nk

j +

∞∑

j=mk+1

|xnk

j | − bjx
nk

j

∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣

mk−1∑

j=1

|xnk

j |+ |bjx
nk

j |+
∞∑

j=mk+1

|xnk

j |+ |bjx
nk

j |

∣∣∣∣∣

=

mk−1∑

j=1

|xnk

j |+

mk−1∑

j=1

|bj ||x
nk

j |+
∞∑

j=mk+1

|xnk

j |+
∞∑

j=mk+1

|bj ||x
nk

j |

< ε+ ε+ ε+ ε = 4ε.

Portanto,

∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

bjx
nk

j

∣∣∣∣∣ > ε para todo k ∈ N. Fazendo k −→ ∞ essa desigualdade entra

em contradição com (2.1). A contradição surgiu por supormos que a sequência (zn)n não
converge para zero em norma. Com isso conclúımos que toda sequência fracamente nula
em ℓ1 converge para zero em norma, e portando ℓ1 tem a propriedade de Schur.

2.2 Resultados sobre a propriedade de Schur e exem-

plos

Na seção anterior vimos que a propriedade de Schur é passada para subespaços fechados.
Nesta seção nos propomos a estudar alguns outros resultados da propriedade de Schur,
como por exemplo: se ela é passada para espaço quociente, preservada por isomorfismos,
passada para dual ou bidual topológico, etc. Faremos ainda um estudo da propriedade de
Schur nos espaços de funções Lp(X,Σ, µ), L∞(X,Σ, µ), C(K), nos espaços de sequências
ℓp, ℓ∞, c0 e em alguns espaços duais, para ver quais são Schur e quais não são.

Proposição 2.2.1 A propriedade de Schur é preservada por isomorfismos.

Demonstração. Sejam E um espaço de Schur, F um espaço de Banach, T : E −→ F
um isomorfismo e (yn)n uma sequência fracamente nula em F . Como T−1 : F −→ E é
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cont́ınuo, segue pela Proposição 1.3.7 que T−1 é w-w-cont́ınuo, assim

yn
w

−→ 0 ⇒ T−1(yn)
w

−→ 0.

Como E é um espaço de Schur segue que T−1(yn) −→ 0 e por T ser cont́ınuo obtemos
que

yn = T (T−1(yn)) −→ 0.

Portanto F é um espaço de Schur.

Exemplo 2.2.2 O espaço (c0)
′ é um espaço de Schur. De fato, pela Proposição 1.2.2

sabemos que ℓ1 é isomorfo isometricamente a (c0)
′. Então pela proposição acima (c0)

′ é
um espaço de Schur.

Exemplo 2.2.3 O espaço C(K)′ é Schur para todo espaço métrico compacto enumerável
K. De fato, pela Proposição 1.5.13, C(K)′ é isomorfo a ℓ1 para todo espaço métrico
compacto enumerável K, logo segue da proposição acima que C(K)′ é Schur.

Exemplo 2.2.4 O espaço L∞[0, 1] não é de Schur. De fato, pelo Teorema 1.5.11, L∞[0, 1]
é isomorfo a ℓ∞, e como ℓ∞ não é de Schur segue que L∞[0, 1] não é de Schur.

Observação 2.2.5 (E ′ Schur ; E Schur) Se E é um espaço de Banach cujo dual E ′

possui a propriedade de Schur, não podemos garantir que o espaço E também possui a
propriedade de Schur. O espaço E = c0 é um exemplo desse fato.

Exemplo 2.2.6 (ℓ1)
′ não possui a propriedade de Schur. De fato, pelo Teorema 1.2.1

sabemos que (ℓ1)
′ é isomorfo isometricamente a ℓ∞, e como ℓ∞ não é de Schur conclúımos

que (ℓ1)
′ também não é um espaço de Schur.

Observação 2.2.7 (E Schur ; E ′ Schur) Se um espaço de Banach E possui a propri-
edade de Schur, não podemos garantir que seu dual E ′ também possui a propriedade de
Schur. O espaço E = ℓ1 é um exemplo desse fato.

Exemplo 2.2.8 A propriedade de Schur não é passada para espaços quocientes em geral.
De fato, como c0 é separável então, pelo Teorema 1.6.7 existe um subespaço fechado M
de ℓ1 tal que c0 é isomorfo a ℓ1/M . Como c0 não é de Schur, então ℓ1/M não é de Schur,
mas já vimos que ℓ1 é um espaço de Schur.

Proposição 2.2.9 Sejam E e F espaços de Banach. Se F é um espaço de Schur e possui
uma cópia de E, então E é de Schur.

Demonstração. Como F possui uma cópia de E, existe um isomorfismo

T : E −→ T (E) ⊂ F.

O fato de E ser Banach nos garante que T (E) é um subespaço fechado de F , e como F é
de Schur segue que T (E) é um espaço de Schur. Conclúımos então que, por ser isomorfo
a T (E), E é um espaço de Schur.
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Observação 2.2.10 Pela proposição acima, para mostrarmos que um espaço de Banach
não é de Schur, basta mostrarmos que ele possui cópia de um espaço que não é de Schur.

Exemplo 2.2.11 O espaço C(K) não é de Schur para qualquer espaço topológico Haus-
dorff infinito e compacto K. De fato, pela Proposição 1.5.12 temos c0 →֒ C(K) para
qualquer espaço topológico Hausdorff infinito e compacto K. Como c0 não é de Schur,
segue da observação acima que C(K) não é de Schur. Em particular, o espaço C[0, 1] não
é de Schur.

Corolário 2.2.12 (E ′′ Schur ⇒ E Schur) Seja E um espaço de Banach tal que seu bidual
E ′′ possui a propriedade de Schur. Então E possui a propriedade de Schur.

Demonstração. Note que o mergulho canônico JE : E −→ E ′′ é um isomorfismo

isométrico sobre sua imagem, assim E
1
→֒ E ′′. Portanto E tem a propriedade de Schur

sempre que E ′′ for um espaço de Schur.

Veremos a seguir que a propriedade de Schur satisfaz uma condição muito relevante
na teoria dos espaços de Banach.

Definição 2.2.13 Seja F um subespaço fechado de um espaço de Banach E. Dizemos
que uma propriedade P é uma propriedade de três espaços se E tem a propriedade P
sempre que F e E/F tiverem a propriedade P.

Separabilidade e reflexidade são exemplos de propriedade de três espaços (veja [22, pág
26 e pág 97]). Por outro lado a propriedade de Dunford-Pettis, que definiremos em breve,
não é uma propriedade de três espaços como demonstrado por Castillo e González em [13].
Mostraremos no próximo resultado que a propriedade de Schur é uma propriedade de três
espaços. A demonstração que apresentaremos é uma adaptação, sem a terminologia de
homologia, da demonstração que aparece em [12, Proposition 6].

Proposição 2.2.14 Seja F um subespaço fechado de um espaço de Banach E. Se F e
E/F possuem a propriedade de Schur, então E possui a propriedade de Schur, ou seja, a
propriedade de Schur é uma propriedade de três espaços.

Demonstração. Sejam (xn)n uma sequência fracamente nula em E e (xnj
)j uma sub-

sequência de (xn)n. Então xnj

w
−→ 0. Considere o operador quociente π : E −→ E/F

da Proposição 1.6.8. Como π é cont́ınuo, segue que π é w-w-cont́ınuo, dessa forma
π(xnj

)
w

−→ 0 + F em E/F . Como E/F é um espaço de Schur, temos π(xnj
) −→ 0 + F

em E/F , ou seja,

para todo m ∈ N existe Nm ∈ N tal que ‖xnj
+ F‖ <

1

m
para todo j ≥ Nm.

Com isso,

para todo m ∈ N existe Nm ∈ N tal que inf{‖xnj
−y‖ : y ∈ F} <

1

m
para todo j ≥ Nm.
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Assim,

para m = 1, ∃ N1 ∈ N tal que para j = N1 ∃ yN1 ∈ F tal que ‖xnN1
− yN1‖ < 1,

para m = 2, ∃ N2 > N1 tal que para j = N2 ∃ yN2 ∈ F tal que ‖xnN2
− yN2‖ <

1

2
,

para m = 3, ∃ N3 > N2 tal que para j = N3 ∃ yN3 ∈ F tal que ‖xnN3
− yN3‖ <

1

3
.

...

Dessa forma constrúımos uma sequência (yNm
)m em F e uma subsequência (xnNm

)m de

(xnj
)j tais que ‖xnNm

− yNm
‖ <

1

m
para todo m ∈ N. Segue que xnNm

− yNm
−→ 0 em

E. Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.2), para todo ϕ ∈ F ′ existe ϕ̃ ∈ E ′ tal
que ϕ̃|F = ϕ. Com isso,

xnNm
− yNm

−→ 0 em E ⇒ xnNm
− yNm

w
−→ 0 em E

⇒ ϕ̃(xnNm
)− ϕ(yNm

) = ϕ̃(xnNm
)− ϕ̃(yNm

) = ϕ̃(xnNm
− yNm

) −→ 0.

Como ϕ̃(xnNm
) −→ 0, conclúımos que ϕ(yNm

) −→ 0, e com isso yNm

w
−→ 0 em F . Como

F é um espaço de Schur, temos yNm
−→ 0 em F . Além disso, já que

‖xnNm
‖E − ‖yNm

‖F = ‖xnNm
‖E − ‖yNm

‖E ≤ ‖xnNm
− yNm

‖E −→ 0

e ‖yNm
‖E = ‖yNm

‖F −→ 0, conclúımos que ‖xnNm
‖E −→ 0, e portanto xnNm

−→ 0 em
E. Pelo Lema 1.1.6 conclúımos que xn −→ 0 em E, e portanto E possui a propriedade
de Schur.

Note que não respondemos a seguinte pergunta: E Schur ⇒ E ′′ Schur? Deixaremos
para apresentar um exemplo que responde negativamente essa questão mais à frente (veja
2.4.6), após apresentarmos outros resultados sobre a propriedade de Schur.

2.3 Relação da propriedade de Schur com outras pro-

priedades

A propriedade de Schur não é uma propriedade isolada na teoria dos espaços de Banach,
pelo contrário, ela possui relação com outras propriedades definidas nesses espaços e algu-
mas dessas relações são muito importantes, como por exemplo a relação com a propriedade
de Dunford-Pettis. Nosso objetivo nesta seção é apresentar algumas dessas relações.

Começaremos com algumas relações entre a propriedade de Schur e a reflexividade.

Proposição 2.3.1 Um espaço reflexivo possui a propriedade de Schur se, e somente se,
tem dimensão finita.

Demonstração. Sejam E um espaço reflexivo com a propriedade de Schur e (xn)n uma
sequência em BE . Pela Proposição 1.3.8 sabemos que a sequência (xn)n ⊂ BE possui uma
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subsequência (xnj
)j fracamente convergente para algum x em E. Então x pertence ao

fecho fraco de BE, que coincide com seu fecho na topologia da norma pois BE é convexa.
Mas BE é fechada em norma, donde segue que x ∈ BE. Da propriedade de Schur de E
segue que xnj

−→ x ∈ BE . Isso prova que BE é compacta em norma, e portanto E tem
dimensão finita.

Reciprocamente, já vimos que todo espaço de Banach de dimensão finita possui a
propriedade de Schur, além disso todo espaço de dimensão finita é reflexivo (veja [6,
Exemplo 4.3.6(a)]).

Exemplo 2.3.2 Pela Proposição 1.5.14 sabemos que os espaços ℓp e Lp(X,Σ, µ) são re-
flexivos, para 1 < p < ∞. Então ℓp e os espaços Lp(X,Σ, µ) de dimensão infinita não
possuem a propriedade de Schur.

Definição 2.3.3 Diz-se que um espaço de Banach E é fracamente sequencialmente com-
pleto se toda sequência fracamente de Cauchy em E for fracamente convergente.

Proposição 2.3.4 Todo espaço de Schur é fracamente sequencialmente completo.

Demonstração. Sejam E um espaço de Schur e (xn)n uma sequência fracamente de
Cauchy em E. Pelo item (e) do Teorema 2.1.8 sabemos que (xn)n converge para algum
x em E, consequentemente (xn)n converge fracamente para x em E; e portanto E é
fracamente sequencialmente completo.

A rećıproca dessa proposição nem sempre é verdadeira. Para ver isso usaremos o
seguinte resultado.

Proposição 2.3.5 Todo espaço reflexivo é fracamente sequencialmente completo.

Demonstração. Sejam E um espaço reflexivo e (xn)n uma sequência fracamente de
Cauchy em E. Para cada n ∈ N defina o operador

Tn : E
′ −→ K; Tn(ϕ) := JE(xn)(ϕ) = ϕ(xn) para todo ϕ ∈ E ′,

onde JE : E −→ E ′′ é o mergulho canônico de E em E ′′. Segue imediatamente da definição
que Tn ∈ E ′′ para todo n ∈ N. A sequência (Tn(ϕ))n é convergente para todo ϕ ∈ E ′,
pois (Tn(ϕ))n = (ϕ(xn))n que por hipótese é de Cauchy em K para todo ϕ ∈ E ′, logo
convergente. Pela Proposição 1.4.2 o operador

T : E ′ −→ K ; T (ϕ) = lim
n→∞

Tn(ϕ) = lim
n→∞

ϕ(xn),

pertence a E ′′. Como E é reflexivo, existe x ∈ E tal que T = JE(x). Assim, para todo
ϕ ∈ E ′ temos

ϕ(xn) = Tn(ϕ) −→ T (ϕ) = JE(x)(ϕ) = ϕ(x),

ou seja, xn
w

−→ x. Portanto E é fracamente sequencialmente completo.

Exemplo 2.3.6 Tomando E reflexivo de dimensão infinita obtemos um espaço fraca-
mente sequencialmente completo que não é de Schur.
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Vimos que se um espaço de Banach E de dimensão infinita é reflexivo, então E não
é um espaço de Schur. A relação da propriedade de Schur com espaços reflexivos vai
um pouco mais além, na realidade se um espaço de Banach E possuir uma cópia de um
espaço reflexivo de dimensão infinita então podemos garantir que E não será um espaço
de Schur.

Proposição 2.3.7 Todo espaço de Banach que possui cópia de um espaço reflexivo de
dimensão infinita não possui a propriedade de Schur.

Demonstração. A demonstração segue imediatamente da Observação 2.2.10 e da Pro-
posição 2.3.1.

Sabendo que ℓ1 possui a propriedade de Schur, é natural questionar se L1[0, 1] também
possui a propriedade de Schur, mostraremos agora que a resposta para esta questão é
negativa.

Proposição 2.3.8 O espaço L1[0, 1] não é de Schur.

Demonstração. Dada uma sequência a = (aj)j ∈ ℓ2, pela Desigualdade de Khinchin
(Teorema 1.5.8) para p = 1, existem constantes positivas A1, B1 tais que

A1

(
∞∑

j=1

|aj|
2

) 1
2

≤

∫ 1

0

∣∣∣∣∣

∞∑

j=1

ajrj(t)

∣∣∣∣∣ dt ≤ B1

(
∞∑

j=1

|aj |
2

) 1
2

, (2.5)

onde, para cada j ∈ N, rj é a j-ésima função de Rademacher. Como

(
∞∑

j=1

|aj|
2

) 1
2

< ∞

então a função

fa : [0, 1] −→ K; fa(t) :=
∞∑

j=1

ajrj(t),

pertence a L1[0, 1]. Defina o operador T : ℓ2 −→ L1[0, 1] dado por T (a) := fa para toda
sequência a = (aj)j ∈ ℓ2. Sejam λ ∈ K, a = (aj)j, b = (bj)j ∈ ℓ2 e t ∈ [0, 1], então

T (λa+ b)(t) = fλa+b(t) =

∞∑

j=1

(λaj + bj)rj(t) =

∞∑

j=1

λajrj(t) +

∞∑

j=1

bjrj(t)

= λ
∞∑

j=1

ajrj(t) +
∞∑

j=1

bjrj(t) = λfa(t) + fb(t) = (λT (a) + T (b))(t),

provando que T é linear. Da segunda desigualdade de (2.5) temos

‖T (a)‖L1[0,1] = ‖fa‖L1[0,1] ≤ B1‖a‖l2 ,

provando que T é cont́ınuo. Dado a ∈ ker(T ), pela primeira desigualdade de (2.5) temos

a ∈ ker(T ) ⇒ T (a) = 0 ⇒ ‖fa‖L1[0,1] = ‖T (a)‖L1[0,1] = 0
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⇒ 0 ≤ A1‖a‖ℓ2 ≤ ‖fa‖L1[0,1] = 0 ⇒ ‖a‖ℓ2 = 0

⇒ a = 0,

provando que T é injetor. Podemos então considerar o operador linear inverso

T−1 : T (ℓ2) ⊂ L1[0, 1] −→ ℓ2.

Note que T−1 é cont́ınuo, pois usando novamente a primeira desigualdade de (2.5) temos

‖T−1(T (a))‖ℓ2 = ‖a‖ℓ2 ≤
1

A1

‖T (a)‖L1[0,1] para toda sequência a ∈ ℓ2.

Com isso o operador T é um isomorfismo sobre sua imagem, e disso segue que ℓ2 →֒
L1[0, 1]. Como ℓ2 não é de Schur por ser um espaço reflexivo de dimensão infinita, segue
que L1[0, 1] não é um espaço de Schur.

Vimos que o espaço ℓ1 foi o primeiro espaço de Banach onde se observou que a con-
vergência fraca implica na convergência em norma. Além dessa relação histórica do espaço
ℓ1 com a propriedade de Schur, vejamos um resultado que diz que todo espaço de Schur
de dimensão infinita possui uma cópia de ℓ1, fortalecendo ainda mais a relação entre ℓ1 e
a propriedade de Schur.

Proposição 2.3.9 Todo espaço de Schur de dimensão infinita possui uma cópia de ℓ1.

Demonstração. Sejam E um espaço de Schur de dimensão infinita e (xn)n uma sequência
limitada em E. Pelo Teorema ℓ1 de Rosenthal (Teorema 1.3.23), ou (xn)n possui uma
subsequência fracamente de Cauchy ou possui uma subsequência básica equivalente à base
canônica de ℓ1.

Suponhamos que todas as sequências limitadas (xn)n em E tenham subsequência (xnj
)j

fracamente de Cauchy. Como E é um espaço de Schur, pela Proposição 2.3.4 sabemos que
E é fracamente sequencialmente completo, e com isso cada subsequência (xnj

)j converge
fracamente para algum x ∈ E. Pela Proposição 1.3.8 segue que o espaço E é reflexivo.
Isso gera um absurdo, pois não existem espaços de dimensão infinita que sejam reflexivos
e de Schur simultaneamente (Proposição 2.3.1).

Dessa contradição conclúımos que existe ao menos uma sequência limitada (xn)n em
E que possui uma subsequência básica (xnj

)j equivalente à base canônica de ℓ1. Assim,

existe um isomorfismo T : ℓ1 −→ [{xnj
: j ∈ N}] ⊂ E, o que nos permite concluir que

ℓ1 →֒ E.

A rećıproca dessa proposição nem sempre é verdadeira, isto é, um espaço de dimensão
infinita conter uma cópia de ℓ1 não implica que ele possui a propriedade de Schur. A
seguir apresentamos um exemplo deste fato.

Exemplo 2.3.10 Como ℓ1 é separável, pela Proposição 1.2.5 temos ℓ1 →֒ ℓ∞. Assim ℓ∞
possui cópia de ℓ1, porém ℓ∞ não é um espaço de Schur.

Na realidade podemos ir um pouco além. Observe que se um espaço de Banach E
possui a propriedade de Schur, então todo subespaço fechado de E também possui a
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propriedade de Schur, e consequentemente todo subespaço fechado de E de dimensão
infinita possui cópia de ℓ1, ou seja, E é hereditariamente ℓ1. Contudo, veremos a seguir
que se E é um espaço de Banach hereditariamente ℓ1, ainda assim não podemos garantir
que E possui a propriedade de Schur.

A existência de espaços de Banach hereditariamente ℓ1 sem a propriedade de Schur
foi demonstrada primeiramente por Bourgain em [8], referência essa a qual não tivemos
acesso. A seguir apresentaremos a construção de um espaço de Banach hereditariamente
ℓ1 que não possui a propriedade de Schur, criado por Parviz Azimi e James Neil Hagler
em [3].

O espaço de Azimi-Hagler

Entederemos um bloco F ⊂ N como um conjunto (finito ou infinito) de números naturais
de modo que se m,n ∈ F com m ≤ n, então todo natural maior ou igual que m e menor
ou igual que n pertence a F .

Uma sequência (finita ou infinita) de blocos F1, F2, . . . , Fi, . . . onde cada Fi é um bloco
finito, é dita admisśıvel se

maxFi < minFi+1 para todo i ∈ N.

Segue imediatamente da definição que se Fi e Fj são blocos distintos de uma sequência
admisśıvel, então Fi ∩ Fj = ∅. Para um bloco F e uma sequência de escalares reais

x = (xj)j tal que
∞∑

j=1

xj converge, definimos

F ∗(x) =
∑

j∈F

xj .

Não é dif́ıcil verificar que o conjunto das sequências reais x = (xj)j tais que

∞∑

j=1

xj converge

forma um espaço vetorial e que F ∗ é um funcional linear sobre esse espaço para todo bloco
F . Considere uma sequência α = (αi)i de números reais positivos satisfazendo as seguintes
condições:

(I) α1 = 1 e αi+1 ≤ αi para todo i ∈ N.

(II) lim
i→∞

αi = 0.

(III)
∞∑

i=1

αi = ∞.

Um exemplo de sequência satisfazendo essas três condições é a sequência

(
1

n

)

n

.

Uma sequência x = (xj)j é dita finitamente não-nula se o conjunto {j ∈ N : xj 6= 0}
é finito. Não é dif́ıcil observar que o conjunto das sequências finitamente não-nulas forma
um espaço vetorial, o qual denotaremos por c00. Chamamos a atenção do leitor para
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o fato de que ainda não temos uma norma definida no espaço c00, norma esta que será
providenciada agora. Fixada uma sequência α = (αi)i satisfazendo as condições (I), (II)
e (III) acima, para cada sequência x ∈ c00 definimos:

‖x‖α := sup

{
n∑

i=1

αi|F
∗
i (x)| : n ∈ N e F1, . . . , Fn é uma sequência admisśıvel

}
.

Proposição 2.3.11 ‖ · ‖α como definida acima é uma norma em c00.

Demonstração. Iniciamos mostrando que ‖x‖α ∈ R para toda x = (xj)j ∈ c00. De fato,
para quaisquer x ∈ c00, n ∈ N e sequência admisśıvel F1, . . . , Fn,

n∑

i=1

αi|F
∗
i (x)| =

n∑

i=1

αi

∣∣∣∣∣
∑

j∈Fi

xj

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∑

j∈Fi

αi|xj|
(∗)

≤
∑

j∈N

αj |xj|
(∗∗)
< ∞,

onde (∗) segue do fato de Fi ∩ Fj = ∅ para todos i 6= j em N, e (∗∗) segue do fato do
conjunto {j ∈ N : xj 6= 0} ser finito. Assim, o conjunto

{
n∑

i=1

αi|F
∗
i (x)| : n ∈ N e F1, . . . , Fn é uma sequência admisśıvel

}

é limitado superiormente por
∑

j∈N

αj |xj|, e portanto ‖x‖α ∈ R.

A desigualdade triangular ‖x + y‖α ≤ ‖x‖α + ‖y‖α para x, y ∈ c00, e a igualdade
‖λx‖α = |λ| · ‖x‖α para λ ∈ R e x ∈ c00, seguem facilmente do fato de F ∗

i ser um
funcional linear para todo i ∈ N e das propriedades aritméticas do supremo. Além disso,
‖0‖α = 0 segue diretamente da linearidade de F ∗

i para todo i ∈ N.
Só nos resta mostrar que se ‖x‖α = 0 então x = (0, 0, . . .). Para isso basta notar que

Fi = {i}, para i ∈ N, é um bloco e que a sequência unitária Fi é admisśıvel. Assim, se
‖x‖α = 0 então αi|xi| = 0 para todo i ∈ N, e como αi 6= 0 conclúımos que xi = 0 para
todo i ∈ N, ou seja, x = (0, 0, . . .). Com isso, conclúımos que ‖ · ‖α é uma norma em c00.

Definição 2.3.12 Para cada α = (αj)j ⊂ N satisfazendo as condições (I), (II) e (III),
definimos o espaço de Azimi-Hagler Eα como o completamento de c00 com a norma ‖ · ‖α
definida acima.

Apresentamos agora o resultado principal do artigo [3]. Não apresentaremos a de-
monstração desse resultado pois ela é bastante construtiva, e nosso objetivo apresentando
esse espaço é simplesmente pontuar a existência de espaços de Banach hereditariamente
ℓ1 que não têm a propriedade de Schur.

Teorema 2.3.13 [3, Teorema 1] Seja Eα um espaço de Azimi-Hagler como definido
acima. Então

(a) Eα é hereditariamente ℓ1.

(b) Eα não possui a propriedade de Schur.
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Passos da demonstração:

(a) A demonstração do item (a) é totalmente construtiva, em cada subespaço de di-
mensão infinita de Eα os autores constroem uma sequência que é equivalente à base
canônica de ℓ1.

(b) Para provar o item (b) do teorema os autores mostram que a sequência (ej)j dos
vetores canônicos dos espaços de sequências é uma sequência fracamente de Cauchy
que não converge fracamente para nenhum x ∈ Eα. Então (ej)j não converge em
norma em Eα, e portanto pelo item (e) do Teorema 2.1.8 segue que Eα não possui
a propriedade de Schur.

Além desses resultados os autores ainda demonstram que Eα é um espaço dual.

Super-propriedades

Veremos agora que a propriedade de Schur não é o que se chama de uma super-propriedade,
conceito central na Geometria dos Espaços de Banach.

Definição 2.3.14 Sejam E e F espaços de Banach. Dizemos que E é finitamente repre-
sentável em F se para todo subespaço E0 de E de dimensão finita e todo ε > 0 existirem
um subespaço F0 de F e um isomorfismo T : E0 −→ F0 tal que

‖T‖ · ‖T−1‖ ≤ (1 + ε).

Quando E é finitamente representável em F denotamos por E
f.r
→֒ F .

Exemplo 2.3.15 Exemplos de espaços finitamente representáveis:

(I) ℓ2
f.r
→֒ F para todo espaço de Banach F de dimensão infinita. Este teorema é

conhecido como Teorema de Dvoretzky e sua demonstração pode ser encontrada em
[18, Dvoretzky’s Theorem 19.1].

(II) E
f.r
→֒ c0 para todo espaço de Banach E (veja [22, Theorem 9.14(ii)]).

Definição 2.3.16 Diz-se que uma propriedade P definida em espaços de Banach é uma
super-propriedade se toda vez que um espaço de Banach F tem P, então todo espaço de
Banach finitamente representável em F também tem P.

Proposição 2.3.17 A propriedade de Schur não é uma super-propriedade.

Demonstração. Pelo Teorema de Dvoretzky (Exemplo 2.3.15) sabemos que ℓ2
f.r
→֒ ℓ1.

Suponha que a propriedade de Schur seja uma super-propriedade. Como ℓ1 possui a
propriedade de Schur, segue que ℓ2 também possuirá a propriedade de Schur, porém
já vimos que isso não é verdade. Portanto a propriedade de Schur não é uma super-
propriedade.
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O leitor pode achar a demonstração que acabamos de apresentar muito simples pelo
fato de ser curta, porém chamamos a atenção para o fato de termos utilizado nessa
demonstração um teorema muito forte que é o Teorema de Dvoretzky. Apesar de termos
apresentado esse teorema como um exemplo de espaço finitamente representável, ele é um
resultado muito profundo na teoria dos espaços de Banach.

Definição 2.3.18 Seja P uma propriedade em espaços de Banach. Dizemos que um
espaço de Banach E tem a propriedade super-P se todo espaço de Banach finitamente
representável em E tiver a propriedade P.

Proposição 2.3.19 Um espaço de Banach E tem a propriedade super-Schur se, e so-
mente se, E tem dimensão finita.

Demonstração. Seja E um espaço de Banach com a propriedade super-Schur. Suponha

que E tenha dimensão infinita. Pelo Teorema de Dvoretsky (Exemplo 2.3.15), ℓ2
f.r
→֒ E

e com isso ℓ2 possui a propriedade de Schur, o que já sabemos que não ocorre. Então E
tem dimensão finita.

Reciprocamente, se E tem dimensão finita, então F
f.r
→֒ E implica que F também tem

dimensão finita, e portanto possui a propriedade de Schur.

A reflexividade também não é uma super-propriedade, pois c0 não é reflexivo e é
finitamente representável em um espaço reflexivo (veja [22, pág 294]). Acabamos de ver
acima que não há interesse em estudar a propriedade super-Schur, por outro lado a super-
reflexividade é uma propriedade bastante estudada, por exemplo, parte do Caṕıtulo 9 de
[22] é dedicada ao estudo dessa propriedade.

A propriedade de Dunford-Pettis

A partir de agora veremos a relação da propriedade de Schur com a propriedade de
Dunford-Pettis. Esta propriedade é muito estudada em espaços de Banach e existe uma
grande quantidade de materiais que a abordam, como por exemplo as referências [13, 17,
30, 31, 49].

Em 1940 os matemáticos N. Dunford e B. J. Pettis mostraram, em [21], que todo
operador linear fracamente compacto definido em L1(X,Σ, µ) e com valores num espaço
de Banach arbitrário leva sequências fracamente convergentes em sequências convergentes.
Em 1953, Grothendieck [28] isolou e estudou essa propriedade e atribuiu a ela o nome
de Propriedade de Dunford-Pettis. Existem muitas caracterizações para a propriedade de
Dunford-Pettis, escolhemos uma definição equivalente à citada acima que se ajusta mais
facilmente a algumas demonstrações que faremos.

Definição 2.3.20 Um espaço de Banach E tem a propriedade de Dunford-Pettis se para
toda sequência (xn)n fracamente nula em E e toda sequência (ϕn)n fracamente nula em
E ′ tivermos ϕn(xn) −→ 0.

Exemplo 2.3.21 C(K) tem a propriedade de Dunford-Pettis para todo espaço topológico
compacto Hausdorff K (veja [22, Theorem 11.36]).
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Proposição 2.3.22 Todo espaço de Schur possui a propriedade de Dunford-Pettis.

Demonstração. Sejam E um espaço de Schur e (xn)n uma sequência fracamente nula
em E. Então xn −→ 0. Assim, se (ϕn)n é uma sequência fracamente nula em E ′ então,
pela Proposição 1.3.3, (‖ϕn‖)n é limitada, isto é, existe C > 0 tal que ‖ϕn‖ ≤ C para
todo n ∈ N. Portanto,

|ϕn(xn)| ≤ ‖ϕn‖ · ‖xn‖ ≤ C‖xn‖ −→ 0.

Logo ϕn(xn) −→ 0 e, com isso, E possui a propriedade de Dunford-Pettis.

A rećıproca dessa proposição nem sempre é verdadeira. Antes de darmos um exemplo
desse fato precisamos da seguinte proposição que pode ser encontrada em [30].

Proposição 2.3.23 Seja E um espaço de Banach. Se E ′ possui a propriedade de Dunford-
Pettis, então E possui a propriedade de Dunford-Pettis.

Demonstração. Sejam (xn)n e (ϕn)n sequências fracamente nulas em E e E ′, respecti-
vamente, e JE : E −→ E ′′ o mergulho canônico de E em E ′′. Como JE é cont́ınuo então
JE é w-w-cont́ınuo. Segue dáı que JE(xn)

w
−→ 0, e pelo fato de E ′ possuir a propriedade

de Dunford-Pettis segue que JE(xn)(ϕn) −→ 0, ou seja, ϕn(xn) −→ 0. Portanto E possui
a propriedade de Dunford-Pettis.

Exemplo 2.3.24 Vimos que (c0)
′ é um espaço de Schur, logo (c0)

′ possui a propriedade
de Dunford-pettis pela Proposição 2.3.22. E pela Proposição 2.3.23 segue que c0 também
possui a propriedade de Dunford-Pettis. Como o espaço c0 não é de Schur, encontramos
um exemplo de um espaço E = c0 com a propriedade de Dunford-Pettis que não possui a
propriedade de Schur.

Observação 2.3.25 A propriedade de Dunford-Pettis não é passada para todos os su-
bespaços fechados como acontece com a propriedade de Schur. Por exemplo, o espaço
L1[0, 1] possui a propriedade de Dunford-Pettis, porém possui um subespaço fechado
[{rn : n ∈ N}] que não possui tal propriedade, onde rn denota a n-ésima função de Ra-
demacher (veja [31, Teorema 3.1.10 e Corolário 3.1.12]). Uma propriedade interessante
do espaço c0 é que além de possuir a propriedade de Dunford-Pettis, todos os seus su-
bespaços fechados também possuem a propriedade de Dunford-Pettis, como demonstrado
por Diestel em [17, pág 25].

2.4 A propriedade de Schur em espaços de Banach

duais

No Teorema 2.1.8 apresentamos algumas caracterizações da propriedade de Schur em
um espaço de Banach E. Nesta seção veremos algumas caracterizações da propriedade de
Schur para um espaço de Banach dual E ′ e iniciamos a seção apresentando uma proposição
que evidencia a importância de saber quando um espaço de Banach dual goza, ou não,
da propriedade de Schur. Para isso relembremos a seguinte definição:
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Definição 2.4.1 Sejam E e F espaços de Banach. Um operador linear T : E −→ F

é w∗-w∗-sequencialmente-cont́ınuo se para toda sequência (xn)n ⊂ E tal que xn
w∗

−→ x

tivermos T (xn)
w∗

−→ T (x) em F .

É conhecido (veja [6, Lema 6.4.1]) que, para todo espaço de Banach E, o mergulho
canônico

JE : (E, σ(E,E ′)) −→ JE(E) ⊂ (E ′′, σ(E ′′, E ′))

é um homeomorfismo, isto é, JE é w-w∗-cont́ınuo, bijetor e seu inverso (JE)
−1 é w∗-w-

cont́ınuo. Quando trabalhamos com espaços duais E ′ podemos considerar o mergulho
canônico

JE′ : (E ′, σ(E ′, E)) −→ JE′(E ′) ⊂ (E ′′′, σ(E ′′′, E ′′))

e nos perguntar se JE′ é um homeomorfismo, isto é, se JE′ é w∗-w∗-cont́ınuo, bijetor e seu
inverso (JE′)−1 é w∗-w∗-cont́ınuo. Veremos na proposição abaixo que se E ′ for um espaço
de Schur de dimensão infinita, então JE′ não será nem mesmo w∗-w∗-sequencialmente-
cont́ınuo, o que é pedir bem menos do que ser um homeomorfismo nas condições acima.
Mencionamos que esse resultado não foi encontrado por nós na literatura.

Proposição 2.4.2 Se E ′ é um espaço de Schur de dimensão infinita, então JE′ : E ′ −→
E ′′′ não é w∗-w∗-sequencialmente-cont́ınuo.

Demonstração. Pelo Teorema de Josefson-Nissenzweig, existe uma sequência (ϕn)n em

E ′ tal que ϕn
w∗

−→ 0 e ‖ϕn‖ = 1 para todo n ∈ N, em particular ϕn 6−→ 0. Suponha que
JE′ seja w∗-w∗-sequencialmente-cont́ınuo. Então

JE′(ϕn)
w∗

−→ JE′(0) = 0.

Por [6, Lema 6.4.1], a função

JE′ : (E ′, σ(E ′, E ′′)) −→ JE′(E ′) ⊂ (E ′′′, σ(E ′′′, E ′′))

é um homeomorfismo, isto é, JE′ é w-w∗-cont́ınua, bijetora e sua inversa (JE′)−1 é w∗-w-
cont́ınua, logo

ϕn = (JE′)−1(JE′(ϕn))
w

−→ (JE′)−1(0) = 0

em E ′. Como E ′ é um espaço de Schur, então ϕn −→ 0, gerando assim um absurdo.
Portanto JE′ não é w∗-w∗-sequencialmente-cont́ınuo.

As duas caracterizações da propriedade de Dunford-Pettis que apresentaremos a se-
guir podem ser encontradas em [17] e [30], elas serão úteis na demonstração do teorema
principal dessa seção.

Proposição 2.4.3 Seja E um espaço de Banach. As seguintes afirmações são equivalen-
tes:

(a) E possui a propriedade de Dunford-Pettis.

(b) Para toda sequência (xn)n fracamente de Cauchy em E e toda sequência (ϕn)n fra-
camente nula em E ′, tem-se ϕ(xn) −→ 0.
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(c) Para toda sequência (xn)n fracamente nula em E e toda sequência (ϕn)n fracamente
de Cauchy em E ′, tem-se ϕ(xn) −→ 0.

Demonstração. Demonstraremos a equivalência (a) ⇔ (b). A demonstração de (a) ⇔
(c) é análoga (veja [17, Theorem 1]).

(a) ⇒ (b) Sejam (xn)n uma sequência fracamente de Cauchy em E e (ϕn)n uma
sequência fracamente nula em E ′. Suponha que ϕn(xn) 6−→ 0. Então existe ε > 0 tal que
para todo n0 ∈ N existe N > n0 de modo que |ϕN(xN )| ≥ ε. Assim

para n0 = 1, existe N1 > 1 tal que |ϕN1(xN1)| ≥ ε,

para n0 = N1, existe N2 > N1 tal que |ϕN2(xN2)| ≥ ε,

para n0 = N2, existe N3 > N2 tal que |ϕN3(xN3)| ≥ ε.

...

Logo existem ε > 0 e uma subsequência (ϕNk
(xNk

))k de (ϕn(xn))n tais que |ϕNk
(xNk

)| ≥ ε

para todo k ∈ N. Como ϕn
w

−→ 0, temos ϕNk

w
−→ 0, ou seja, ψ(ϕNk

) −→ 0 para todo
ψ ∈ E ′′. Em particular, JE(x)(ϕNk

) −→ 0 para todo x ∈ E, onde JE é o mergulho
canônico de E em E ′′. Assim, ϕNk

(x) −→ 0 para todo x ∈ E. Considerando a sequência
(xn)n tomada acima temos

para x = x1, existe k1 > 0 tal que |ϕNk1
(x1)| <

ε

2
,

para x = x2, existe k2 > k1 tal que |ϕNk2
(x2)| <

ε

2
,

para x = x3, existe k3 > k2 tal que |ϕNk3
(x3)| <

ε

2
.

...

Assim, existe uma subsequência (ϕNkj
)j de (ϕNk

)k tal que |ϕNkj
(xj)| <

ε

2
para todo j ∈ N.

Como (xn)n é fracamente de Cauchy, pela Proposição 1.3.17 temos

xNkj
− xj

w
−→ 0.

Por hipótese E tem a propriedade de Dunford-Pettis, então

ϕNkj
(xNkj

− xj) −→ 0,

ou seja, existe j0 ∈ N tal que

|ϕNkj
(xNkj

− xj)| <
ε

4
para todo j ≥ j0.

Desta forma,

ε ≤ |ϕNkj
(xNkj

)| = |ϕNkj
(xNkj

− xj + xj)| = |ϕNkj
(xNkj

− xj) + ϕNkj
(xj)|

≤ |ϕNkj
(xNkj

− xj)|+ |ϕNkj
(xj)| <

ε

4
+
ε

2
=

3ε

4
para todo j ≥ j0.
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Isso gera um absurdo, portanto ϕn(xn) −→ 0.
(b) ⇒ (a) Sejam (xn)n e (ϕn)n sequências fracamente nulas em E e E ′ respectivamente.

Assim, (xn)n é fracamente de Cauchy e por hipótese ϕn(xn) −→ 0. Logo E tem a
propriedade de Dunford-Pettis.

Lema 2.4.4 Sejam E um espaço de Banach e (xn)n uma sequência em E tal que ‖xn‖ = 1
para todo n ∈ N e xn

w
−→ 0. Então o operador linear

T : ℓ1 −→ E;

∞∑

n=1

αnen 7−→
∞∑

n=1

αnxn,

é fracamente compacto.

Demonstração. Considere o conjunto A = {xn : n ∈ N}. Note que para toda sequência
(zn)n ⊂ A, ou o conjunto {zn : n ∈ N} é finito ou então (zn)n possui uma subsequência
que também é subsequência de (xn)n. Pelo Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.3.9)

conclúımos que A é fracamente compacto. Dado α = (αn)n ∈ Bℓ1 , tem-se
∞∑

n=1

|αn| =

‖α‖ ≤ 1. Defina yk =
k∑

n=1

αnxn para todo k ∈ N. Como

k∑

n=1

|αn| ≤
∞∑

n=1

|αn| ≤ 1 para todo k ∈ N,

então yk ∈ Γ(A) para todo k ∈ N. Assim,

‖yk − T (α)‖ =

∥∥∥∥∥

k∑

n=1

αnxn − T

(
∞∑

n=1

αnen

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

k∑

n=1

αnxn −
∞∑

n=1

αnxn

∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥

∞∑

n=k+1

αnxn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

n=k+1

|αn| · ‖xn‖ =
∞∑

n=k+1

|αn|
k

−→ 0.

Logo yk −→ T (α), provando que T (α) ∈ Γ(A). Portanto T (Bℓ1) ⊂ Γ(A). Assim,
T (Bℓ1) ⊂ Γ(A), e como A é fracamente compacto então, pelo Teorema de Krein-Smulian
(Teorema 1.3.25), Γ(A) também é fracamente compacto. Como T (Bℓ1) é convexo, seu
fecho e seu fecho fraco coincidem, e portanto T (Bℓ1) é fracamente compacto, e consequen-
temente T é fracamente compacto.

O próximo teorema é o resultado principal dessa seção e nos fornece caracterizações
para que o dual topológico de um espaço de Banach E tenha a propriedade de Schur. O
item (b) desse teorema foi encontrado em [30] e o item (c) foi inspirado em [26, Proposição
2.15].

Teorema 2.4.5 Seja E um espaço de Banach. As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) E ′ é um espaço de Schur.
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(b) E tem a propriedade de Dunford-Pettis e ℓ1 6 →֒ E.

(c) Todo operador fracamente compacto T : E −→ F é compacto, para qualquer espaço
de Banach F .

(d) Todo operador fracamente compacto T : E −→ c0 é compacto.

Demonstração. (a) ⇒ (b) Como E ′ tem a propriedade de Schur, segue que E ′ tem a
propriedade de Dunford-Pettis, e pela Proposição 2.3.23 conclúımos que E tem a proprie-
dade de Dunford-Pettis. Então só nos resta mostrar que ℓ1 6 →֒ E. Para isso, suponha que
ℓ1 →֒ E. Neste caso existe um isomorfismo T1 : ℓ1 −→ E sobre sua imagem. Definindo
un = T1(en), onde en é o n-ésimo vetor unitário canônico de ℓ1, temos que a sequência
(un)n ⊂ E é equivalente à base canônica de ℓ1, em particular (un)n é limitada. Consi-
dere a sequência (rn)n das funções da Rademacher. Pelo item (a) da Observação 1.5.9,
(rn)n ⊂ L∞[0, 1] é equivalente à base canônica de ℓ1, então (un)n em E e (rn)n em L∞[0, 1]
são equivalentes. Assim, existe um isomorfismo sobre sua imagem

S1 : [{un : n ∈ N}] −→ L∞[0, 1];

∞∑

n=1

tnun 7−→
∞∑

n=1

tnrn.

Pelo Teorema 1.5.5, S1 admite uma extensão linear cont́ınua S : E −→ L∞[0, 1]. Pelo
item (b) da Observação 1.5.9, as funções de Rademancher (rn)n ⊂ L2[0, 1] formam um
sistema ortonormal. Assim, para cada f ∈ L∞[0, 1] ⊂ L2[0, 1] temos, pela Desigualdade
de Bessel (Teorema 1.5.2), que

∞∑

n=1

|〈f, rn〉|
2 ≤ ‖f‖2L2

≤ ‖f‖2L∞
<∞, (2.6)

onde 〈·, ·〉 é o produto interno em L2[0, 1]. Como

∞∑

n=1

∣∣∣∣
∫ 1

0

frndm

∣∣∣∣
2

=

∞∑

n=1

|〈f, rn〉|
2 <∞,

conclúımos que (∫ 1

0

frndm

)

n

∈ ℓ2 para toda f ∈ L∞[0, 1].

Com isso, podemos definir um operador

R : L∞[0, 1] −→ ℓ2 ; R(f) :=

(∫ 1

0

frndm

)

n

.

É fácil ver que R é linear, e de (2.6) segue que ‖R(f)‖ℓ2 ≤ ‖f‖L∞
para toda f ∈ L∞[0, 1],

garantindo a continuidade de R. Observe ainda que R(rj) = (〈rj, rn〉)n = ej para todo
j ∈ N. Como ℓ2 é reflexivo, segue da Proposição 1.4.9 que o operador T := R◦S : E −→ ℓ2
é fracamente compacto, e ainda,

T (un) = (R ◦ S)(un) = R(S(un)) = R(rn) = en para todo n ∈ N.
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Como T : E −→ ℓ2 é fracamente compacto então, pelo Teorema de Gantmacher (Teorema
1.4.10), o operador adjunto T ′ : ℓ2 −→ E ′ é fracamente compacto, ou seja T ′(Bℓ2) ⊂ E ′ é
fracamente compacto. Como E ′ é Schur, T ′(Bℓ2) é compacto. Portanto T ′ é compacto e
do Teorema de Schauder (Teorema 1.4.6) segue que T é compacto.

Dáı, como a sequência (un)n é limitada e T é compacto então, pelo Teorema 1.4.5, a
sequência (T (un))n = (en)n ⊂ ℓ2 possui uma subsequência convergente, o que sabemos
não ocorrer. Com isso, chegamos em um absurdo e portanto ℓ1 6 →֒ E.

(b) ⇒ (a) Suponha que E ′ não possua a propriedade de Schur. Então existe uma
sequência (ϕn)n em E ′ fracamente nula que não converge para zero em norma. Logo,
existe ε > 0 tal que para todo n0 ∈ N existe N > n0 de modo que ‖ϕN‖ ≥ ε. Assim,

para n0 = 1 existe N1 > 1 tal que ‖ϕN1‖ ≥ ε,

para n0 = N1 existe N2 > N1 tal que ‖ϕN2‖ ≥ ε,

para n0 = N2 existe N3 > N2 tal que ‖ϕN3‖ ≥ ε.

...

Com isso, obtemos uma subsequência (ϕNk
)k de (ϕn)n de maneira que ‖ϕNk

‖ ≥ ε para
todo k ∈ N. De sup{|ϕNk

(x)| : x ∈ BE} = ‖ϕNk
‖ ≥ ε para todo k ∈ N, segue que

para k = 1 existe x1 ∈ BE tal que |ϕN1(x1)| ≥
ε

2
,

para k = 2 existe x2 ∈ BE tal que |ϕN2(x2)| ≥
ε

2
,

para k = 3 existe x3 ∈ BE tal que |ϕN3(x3)| ≥
ε

2
.

...

Assim obtemos uma sequência (xk)k em E limitada de modo que ‖ϕNk
(xk)‖ ≥

ε

2
para

todo k ∈ N. Como (xk)k é limitada em E e ℓ1 6 →֒ E, pelo Teorema ℓ1 de Rosenthal
(Teorema 1.3.23) (xk)k possui uma subsequência (xkj )j fracamente de Cauchy. Assim,

como ϕNkj

w
−→ 0 e E possui a propriedade de Dunford-Pettis, segue que ϕNkj

(xkj ) −→ 0.

Isso é um absurdo, pois ‖ϕNk
(xk)‖ ≥

ε

2
para todo k ∈ N. Logo ϕn −→ 0 e portanto E ′

possui a propriedade de Schur.

(a) ⇒ (c) Seja T : E −→ F fracamente compacto. Pelo Teorema de Gantmacher
(Teorema 1.4.10), seu operador adjunto T ′ também é fracamente compacto, ou seja,
T ′(BF ′) ⊂ E ′ é fracamente compacto. Como E ′ é um espaço de Schur, pelo item (c)
do Teorema 2.1.8 obtemos que T ′(BF ′) é compacto. Logo T ′ é compacto, e pelo Teorema
de Schauder (Teorema 1.4.6) segue que T é compacto.

(c) ⇒ (d) Imediato.

(d) ⇒ (a) Suponha que E ′ não seja de Schur. Então existe uma sequência (ϕn)n em
E ′ tal que ‖ϕn‖ = 1 para todo n ∈ N e ϕn

w
−→ 0. Defina o operador

T : E −→ c0 ; T (x) := (ϕn(x))n.
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Note que, como ϕn
w

−→ 0, então ψ(ϕn) −→ 0 para todo ψ ∈ E ′′, em particular JE(x)(ϕn) −→
0 para todo x ∈ E, onde JE é o mergulho canônico de E em E ′′. Assim ϕn(x) −→ 0 para
todo x ∈ E. Com isso T (x) = (ϕn(x))n ∈ c0 para todo x ∈ E, logo T está bem definido.

É fácil ver que T é linear. Ainda,

‖T (x)‖ = ‖(ϕn(x))n‖ = sup
n∈N

|ϕn(x)| ≤ sup
n∈N

‖ϕn‖ · ‖x‖ = ‖x‖

para todo x ∈ E, ou seja, T é cont́ınuo. Pelo Lema 2.4.4, o operador adjunto T ′ : ℓ1 −→
E ′ é fracamente compacto então, pelo Teorema de Gantmacher (Teorema 1.4.10), T é
fracamente compacto e, por hipótese, T é compacto. Note que para cada n ∈ N,

sup
x∈SE

|ϕn(x)| = ‖ϕn‖ = 1.

Assim, para cada n ∈ N existe xn ∈ SE tal que ||ϕn(xn)| − 1| <
1

n
, ou seja, existe uma

sequência (xn)n ⊂ SE tal que |ϕn(xn)| −→ 1. Como T é compacto e (xn)n é limitada,
existe uma subsequência (xnj

)j de (xn)n tal que (T (xnj
))j converge para algum y = (yk)k

em c0. Porém,

‖T (xnj
)− y‖ = sup

k∈N
|ϕk(xnj

)− yk| ≥ |ϕnj
(xnj

)− ynj
| ≥ |ϕnj

(xnj
)| − |ynj

| −→ 1

o que mostra ser imposśıvel que (T (xnj
))j convirja para y em c0. Essa contradição nos

garante que E ′ é de Schur.

Vejamos algumas consequências das caracterizações que acabamos de provar. Começa-
mos com um exemplo que responde negativamente à seguinte pergunta: E Schur ⇒ E ′′

Schur?

Exemplo 2.4.6 Considere o espaço (ℓ∞)′. Como já vimos, ℓ1 →֒ ℓ∞, então pelo item
(b) do teorema acima segue que (ℓ∞)′ não possui a propriedade de Schur. Pela dualidade

(ℓ1)
′′ 1
= (ℓ∞)′, conclúımos que (ℓ1)

′′ não possui a propriedade de Schur, ou seja, obtemos
um espaço de Schur E = ℓ1 tal que E ′′ = (ℓ1)

′′ não possui a propriedade de Schur.

Proposição 2.4.7 Seja E um espaço de Banach. Se E e E ′ possuem a propriedade de
Schur, então E tem dimensão finita.

Demonstração. Suponha que E tenha dimensão infinita. Como E possui a propriedade
de Schur segue que ℓ1 →֒ E. Por outro lado, como E ′ possui a propriedade de Schur segue
que E possui a propriedade de Dunford-Pettis e ℓ1 6 →֒ E, gerando assim um absurdo.
Logo E possui dimensão finita.

Observação 2.4.8 A proposição acima pode ser vista como uma usina de exemplos,
pois a cada vez que provamos que um espaço de Banach E de dimensão infinita tem
a propriedade de Schur, conclúımos imediatamente que seu dual E ′ não é de Schur, e
também se provarmos que E ′ é de Schur, então temos automaticamente que E não é de
Schur.
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Teorema 2.4.9 Seja E um espaço de Banach. Se E possui a propriedade de Dunford-
Pettis e é isomorfo a um subespaço de F ′, onde F é um espaço de Banach que não contém
cópia de ℓ1, então E é de Schur.

Demonstração. Suponha que E não seja de Schur. Então existe uma sequência (xn)n
em E fracamente nula que não converge para zero em norma. Como E →֒ F ′, existe um
isomorfismo sobre sua imagem T1 : E −→ F ′. Chamemos ϕn = T1(xn) para todo n ∈ N.
Assim a sequência (ϕn)n ⊂ F ′ não converge para zero. Então existe ε > 0 tal que para
todo n0 ∈ N existe N > n0 tal que ‖ϕN‖ ≥ ε. Assim, para

n0 = 1 existe N1 > 1 tal que ‖ϕN1‖ ≥ ε,

n0 = N1 existe N2 > N1 tal que ‖ϕN2‖ ≥ ε,

...

Com isso obtemos uma subsequência (ϕNk
)k de (ϕn)n tal que ‖ϕNk

‖ ≥ ε para todo k ∈ N.
Ainda, como sup

y∈SF

|ϕNk
(y)| = ‖ϕNk

‖ ≥ ε para todo k ∈ N, temos que, para

k = 1 existe y1 ∈ SF tal que |ϕN1(y1)| ≥
ε

2
,

k = 2 existe y2 ∈ SF tal que |ϕN2(y2)| ≥
ε

2
,

...

Com isso obtemos uma sequência (yk)k em SF tal que |ϕNk
(yk)| ≥

ε

2
para todo k ∈ N.

Por outro lado, como ℓ1 6 →֒ F e (yk)k é limitada, pelo Teorema ℓ1 de Rosenthal (Teorema
1.3.23) (yk)k possui uma subsequência fracamente de Cauchy, digamos (ykj)j . Defina o
operador

T := T ′
1 ◦ JF : F −→ E ′; T (y)(x) = T1(x)(y) para todos y ∈ F e x ∈ E,

onde T ′
1 é o operador adjunto de T1 e JF é o mergulho canônico de F em F ′′. Assim,

T é linear e cont́ınuo e, pela Proposição 1.3.20, a sequência (T (ykj))j é fracamente de

Cauchy em E ′. Como E possui a propriedade de Dunford-Pettis e xNkj

w
−→ 0, segue

que (T (ykj))(xNkj
) −→ 0. Com isso ϕNkj

(ykj) −→ 0, gerando assim uma contradição.

Portanto E é de Schur.

Operadores Compactos

Sejam E e F espaços de Banach. O Teorema 1.4.4 nos mostra que os operadores compactos
de E em F formam um subespaço K(E;F ) de L(E;F ). Mas quando todo operador linear
cont́ınuo é compacto? Ou seja, quando vale a igualdade L(E;F ) = K(E;F )? Um primeiro
resultado nessa linha é um teorema clássico que foi demonstrado por Pitt em 1930 (veja
[1, Theorem 2.1.4 (Pitt’s Theorem)]):

Teorema 2.4.10 (Teorema de Pitt) Suponha 1 ≤ p < r < ∞. Se E é um subespaço
fechado de ℓr então L(E; ℓp) = K(E; ℓp).
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Trabalhando com a propriedade de Schur, obtemos uma outra situação onde tal igual-
dade é válida.

Proposição 2.4.11 Sejam E e F espaços de Banach. Se E ′ e F são espaços de Schur,
então todo operador linear cont́ınuo de E em F é compacto, isto é, L(E;F ) = K(E;F ).

Demonstração. Sejam T ∈ L(E;F ) e (xn)n uma sequência limitada em E. Como
E ′ é Schur, pelo Teorema 2.4.5 sabemos que ℓ1 6 →֒ E; e dáı segue pelo Teorema ℓ1 de
Rosenthal (Teorema 1.3.23) que (xn)n possui subsequência (xnj

)j fracamente de Cauchy.
Pela Proposição 1.3.20 sabemos que (T (xnj

))j é uma sequência fracamente de Cauchy em
F , e como F é de Schur segue que (T (xnj

))j é convergente. Pelo Teorema 1.4.5 decorre
que o operador T é compacto, ou seja, T ∈ K(E;F ). Portanto L(E;F ) = K(E;F ).
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CAPÍTULO 3

ESPAÇOS DE SCHUR E NÃO-SCHUR

Até o momento vimos alguns exemplos de espaços de Schur, como por exemplo ℓ1, os
espaços de Banach de dimensão finita e todos os espaços isomorfos a ℓ1; e também alguns
exemplos de espaços que não são de Schur (por exemplo, espaços reflexivos de dimensão
infinita). Muitas pessoas pensam, com certa razão, que a propriedade de Schur é restritiva
a ponto de ℓ1 ser, em essência, o único espaço de Schur de dimensão infinita. O objetivo
deste caṕıtulo é mostrar que a realidade está bem longe disso. Apresentaremos vários
outros exemplos de espaços de Schur de dimensão infinita e, ao longo do caminho, também
muitos exemplos de espaços que não são de Schur.

3.1 ℓ1-soma

Nesta seção mostraremos que a propriedade de Schur é preservada pela soma direta com
a norma ‖ · ‖1, que definiremos logo a seguir. Esse resultado nos fornece uma grande
quantidade de exemplos de espaços de Schur pois, dada uma sequência de espaços de
Schur, a soma direta desses espaços com a norma ‖ · ‖1 sempre será um espaço de Schur.

Definição 3.1.1 Dada uma sequência de espaços de Banach (Ej)j , definimos:

(a)

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

:=

{
(xj)j : xj ∈ Ej para todo j ∈ N e ‖(xj)j‖1 :=

∞∑

j=1

‖xj‖Ej
<∞

}
.

(b)

(
⊕

j∈N

Ej

)

∞

:=

{
(xj)j : xj ∈ Ej para todo j ∈ N e ‖(xj)j‖∞ := sup

j∈N
‖xj‖Ej

<∞

}
.

(c)

(
⊕

j∈N

Ej

)

0

:=



(xj)j ∈

(
⊕

j∈N

Ej

)

∞

: ‖xj‖Ej
−→ 0



.

Nesses três espaços consideramos as operações usuais de espaços de sequências, isto é:

(xj)j + (yj)j = (xj + yj)j , λ(xj)j = (λxj)j.
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Proposição 3.1.2 Seja (Ej)j uma sequência de espaços de Banach. Então ‖ · ‖1 define

uma norma em

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

e ‖ · ‖∞ define uma norma em

(
⊕

j∈N

Ej

)

∞

e em

(
⊕

j∈N

Ej

)

0

.

Mais ainda,



(
⊕

j∈N

Ej

)

1

, ‖ · ‖1


,



(
⊕

j∈N

Ej

)

∞

, ‖ · ‖∞


 e



(
⊕

j∈N

Ej

)

0

, ‖ · ‖∞




são espaços de Banach.

Demonstração. [53, pág 43].

Proposição 3.1.3 Seja (Ej)j uma sequência de espaços de Banach. Então

(
⊕

j∈N

Ej

)′

0

é isomorfo isometricamente a

(
⊕

j∈N

E ′
j

)

1

e

(
⊕

j∈N

Ej

)′

1

é isomorfo isometricamente a

(
⊕

j∈N

E ′
j

)

∞

. Em ambos os casos a relação de dualidade é dada por

(ϕj)j 7→ (ϕj)j ((xj)j) =
∞∑

j=1

ϕj(xj).

Demonstração. [53, pág 44].

Lema 3.1.4 Seja (Ej)j uma sequência de espaços de Banach. Então cada Ej é isomorfo

isometricamente a um subespaço fechado de

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

.

Demonstração. Para cada k ∈ N defina o operador

T : Ek −→

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

; T (x) = (zj)j para todo x ∈ Ek,

onde zj = 0 para todo j 6= k e zk = x. Não é dif́ıcil ver que T é linear, donde segue que

T (Ek) é subespaço de

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

. Vejamos que T é uma isometria: de fato, para todo

x ∈ Ek,

‖T (x)‖1 = ‖(zj)j‖1 =
∞∑

j=1

‖zj‖Ej
= ‖zk‖Ek

= ‖x‖Ek
.

Ainda, como Ek é Banach então T (Ek) é Banach, e consequentemente T (Ek) é um su-

bespaço fechado de

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

. Portanto Ek é isomorfo isometricamente ao subespaço

fechado T (Ek) de

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

para todo k ∈ N.
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Teorema 3.1.5 Sejam (Ej)j uma sequência de espaços de Banach e E :=

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

.

Então o espaço de Banach E é um espaço de Schur se, e somente se, cada Ej é um espaço
de Schur.

Demonstração. Pelo Lema 3.1.4 sabemos que cada Ej é isomorfo isometricamente a um
subespaço fechado de E, em particular Ej →֒ E para todo j ∈ N. Se E for um espaço de
Schur, pela Proposição 2.2.9 segue que cada Ej é um espaço de Schur.

Reciprocamente, suponha que cada Ej seja de Schur e seja (an)n uma sequência em E

tal que an
w

−→ 0, onde cada an é da forma an = (ank)k com ‖an‖1 =
∞∑

k=1

‖ank‖Ek
. Suponha

que an 6−→ 0 em E. Neste caso existem ε > 0 e uma subsequência (xn)n de (an)n tais que
‖xn‖1 ≥ 5ε para todo n ∈ N. Observe que cada xn é da forma xn = (xnk)k e xn

w
−→ 0.

Pela Proposição 3.1.3, E ′ 1
=

(
⊕

j∈N

E ′
j

)

∞

e cada ψ ∈ E ′ é da forma ψ = (ψk)k com

ψk ∈ E ′
k para todo k ∈ N. Pela relação de dualidade, dados ψ ∈ E ′ e (yk)k ∈ E temos

ψ((yk)k) =

∞∑

k=1

ψk(yk).

Para cada ϕk ∈ E ′
k fixado defina ϕ : E −→ K por ϕ((yj)j) = ϕk(yk) para todo

(yj)j ∈ E. A linearidade de ϕ segue imediatamente da linearidade de ϕk e dado (yj)j ∈ E
temos

|ϕ((yj)j)| = |ϕk(yk)| ≤ ‖ϕk‖E′

k
· ‖yk‖EK

≤ ‖ϕk‖E′

k

∞∑

j=1

‖yj‖Ej
= ‖ϕk‖E′

k
· ‖(yj)j‖1.

Logo ϕ é cont́ınua e portanto ϕ ∈ E ′. Assim, como xn
w

−→ 0 temos

ϕk(x
n
k) = ϕ(xn) −→ 0.

Ou seja,

xn
w

−→ 0 em E ⇒ xnk
n

−→ 0 fracamente em Ek para todo k ∈ N.

Com isso xnk
n

−→ 0 fracamente e, como Ek é um espaço de Schur, segue que xnk
n

−→ 0 para
todo k ∈ N. Defina indutivamente duas sequências estritamente crescentes de números
naturais (Ni)i e (ni)i satisfazendo:

(I)

Ni∑

k=1

‖xni

k ‖Ek
≤ ε.

(II)
∞∑

k=Ni+1+1

‖xni

k ‖Ek
≤ ε.
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Note que a existência de (Ni)i segue do fato de

∞∑

k=1

‖xnk‖Ek
< ∞ para todo n ∈ N, e a

existência de (ni)i segue do fato de ‖xnk‖Ek

n
−→ 0 para todo k ∈ N. Para cada i ∈ N

temos,

5ε ≤ ‖xni‖1 =
∞∑

k=1

‖xni

k ‖Ek

=

Ni∑

k=1

‖xni

k ‖Ek
+

Ni+1∑

k=Ni+1

‖xni

k ‖Ek
+

∞∑

k=Ni+1+1

‖xni

k ‖Ek

(∗)

≤ 2ε+

Ni+1∑

k=Ni+1

‖xni

k ‖Ek
,

onde a desigualdade (∗) segue das condições (I) e (II) sobre as sequências (Ni)i e (ni)i.
Com isso,

(III)

Ni+1∑

k=Ni+1

‖xni

k ‖Ek
≥ 3ε.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.3), temos:

� Para N1 ≤ k ≤ N2, existe φk ∈ E ′
k tal que ‖φk‖E′

k
= 1 e φk(x

n1

k ) = ‖xn1

k ‖Ek
.

� Para N2 < k ≤ N3, existe φk ∈ E ′
k tal que ‖φk‖E′

k
= 1 e φk(x

n2
k ) = ‖xn2

k ‖Ek
.

...

Usando sucessivamente esse mesmo racioćınio difinimos com essas φk’s uma sequência
φ = (φk)k em E ′. A linearidade de φ segue da linearidade de φk para todo k ∈ N e a
continuidade segue de ‖φ‖∞ = sup

k∈N
‖φk‖E′

k
= 1. Assim φ ∈ E ′ e, para cada i ∈ N,

|φ(xni)| =

∣∣∣∣∣

∞∑

k=1

φk(x
ni

k )

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

Ni∑

k=1

φk(x
ni

k ) +

Ni+1∑

k=Ni+1

φk(x
ni

k ) +
∞∑

k=Ni+1+1

φk(x
ni

k )

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

Ni+1∑

k=Ni+1

‖xni

k ‖Ek
−

(
−

Ni∑

k=1

φk(x
ni

k )

)
−


−

∞∑

k=Ni+1+1

φk(x
ni

k )



∣∣∣∣∣∣

≥

Ni+1∑

k=Ni+1

‖xni

k ‖Ek
−

∣∣∣∣∣

Ni∑

k=1

φk(x
ni

k )

∣∣∣∣∣−

∣∣∣∣∣∣

∞∑

k=Ni+1+1

φk(x
ni

k )

∣∣∣∣∣∣
. (IV )

Observe ainda que,
∣∣∣∣∣

Ni∑

k=1

φk(x
ni

k )

∣∣∣∣∣ ≤
Ni∑

k=1

‖φk‖E′

k
· ‖xni

k ‖Ek
=

Ni∑

k=1

‖xni

k ‖Ek

(∗∗)

≤ ε,

47



onde a desigualdade (∗∗) segue da condição (I) sobre as sequências (Ni)i e (ni)i. De forma
análoga, segue da condição (II) sobre as sequências (Ni)i e (ni)i que

∣∣∣∣∣∣

∞∑

k=Ni+1+1

φk(x
ni

k )

∣∣∣∣∣∣
≤ ε.

Assim, de (III), (IV) e das observações acima segue que

|φ(xni)| ≥ 3ε− ε− ε = ε para todo i ∈ N.

Logo φ(xni) 6−→ 0, ou seja, xni

w

6−→ 0. Isso contradiz o fato de an
w

−→ 0. Portanto
an −→ 0 e dáı conclúımos que E é um espaço de Schur.

Corolário 3.1.6 Seja (Ej)j uma sequência de espaços de Banach. Se E ′
j é de Schur para

todo j ∈ N, então o dual de E =

(
⊕

j∈N

Ej

)

0

é de Schur.

Demonstração. Sabemos que E ′ 1
=

(
⊕

j∈N

E ′
j

)

1

. Como cada E ′
j é de Schur, então E ′ é

de Schur pelo teorema acima.

Observação 3.1.7 Observe que os passos seguidos na demonstração do Teorema 3.1.5
se assemelham muito à demonstração de que ℓ1 é um espaço de Schur, apresentada no
Teorema 2.1.9. Se tomarmos uma sequência de espaços de Banach (Ej)j, onde Ej = K

para todo j ∈ N, podemos considerar o espaço ℓ1 =

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

. Como K possui a

propriedade de Schur por ter dimensão finita, então segue que ℓ1 é um espaço de Schur.
Ou seja, podemos obter que ℓ1 é um espaço de Schur como um corolário do Teorema 3.1.5.

Apresentaremos agora um exemplo de espaço de Schur, chamado espaço de Stegall,
que é uma aplicação direta do Teorema 3.1.5.

3.1.1 O espaço de Stegall

O espaço de Stegall é o primeiro exemplo conhecido de um espaço de Banach com a
propriedade de Dunford-Pettis cujo dual não possui a propriedade de Dunford-Pettis.
Esse espaço foi concebido por Stegall [49] em 1972.

Definição 3.1.8 O espaço de Stegall é definido por E :=

(
⊕

n∈N

ℓn2

)

1

onde, para cada

n ∈ N, ℓn2 representa o espaço vetorial Kn com a norma euclidiana.

Note que para cada n ∈ N o espaço ℓn2 possui a propriedade de Schur, pois tem
dimensão finita, com isso temos a seguinte consequência do Teorema 3.1.5:

Corolário 3.1.9 O espaço de Stegall é um espaço de Schur.

48



3.1.2 O espaço de Tandori ℓ̃1

Os espaços de Tandori foram introduzidos por Tandori [51], em 1954, para descrever
os duais de uma classe de espaços conhecidos como espaços de Cesàro. Nesse exemplo
consideraremos espaços de Banach formados por sequências de números reais e definiremos
os espaços de Tandori associados a esses espaços.

Definição 3.1.10 Um espaço de Banach real E, cujos elementos são sequências de núme-
ros reais, é dito ideal se satisfaz a chamada propriedade ideal, a saber: se (xn)n e (yn)n
são sequências de números reais tais que |xn| ≤ |yn| para todo n ∈ N e (yn)n ∈ E, então
(xn)n ∈ E.

Exemplos de espaços de Banach ideais são os espaços ℓp para 1 ≤ p ≤ ∞ e o espaço
c0, formados por sequências reais. Em contrapartida, o espaço das sequências reais con-
vergentes, denotado por c, é um exemplo de espaço de Banach que não é ideal. De fato,
basta tomar as sequências (xn)n = (−1, 1,−1, 1, . . .) e (yn)n = (2, 2, 2, 2, . . .). É evidente
que |xn| ≤ |yn| para todo n ∈ N e (yn)n ∈ c, porém (xn)n 6∈ c.

Definição 3.1.11 (a) Seja x = (xn)n uma sequência de números reais limitada. Para
cada n ∈ N definimos:

x̃n := sup{|xk| : k ∈ N e k ≥ n}.

(b) Seja E é um espaço de Banach ideal. Definimos o espaço de Tandori associado a E
por:

Ẽ := {x = (xn)n : x̃ = (x̃n)n ∈ E} com a norma ‖x‖
Ẽ
= ‖x̃‖E.

Em [51] está provado que Ẽ é um espaço de Banach. E em [2, Corollary 3] está provado
o seguinte resultado:

Proposição 3.1.12 O espaço ℓ̃1 é isomorfo ao espaço

(
∞⊕

n=0

ℓ2
n

∞

)

1

, onde para cada n ∈ N

o espaço ℓ2
n

∞ representa o espaço vetorial R2n com a norma do máximo.

Teorema 3.1.13 O espaço de Tandori ℓ̃1 possui a propriedade de Schur.

Demonstração. Como ℓ2
n

∞ tem dimensão finita para cada n ∈ N ∪ {0}, então cada ℓ2
n

∞ é

um espaço de Schur; e portanto, pelo Teorema 3.1.5,

(
∞⊕

n=0

ℓ2
n

∞

)

1

é um espaço de Schur.

Como ℓ̃1 é isomorfo ao espaço

(
∞⊕

n=0

ℓ2
n

∞

)

1

, conclúımos que ℓ̃1 é de Schur.

Observação 3.1.14 O espaço
(
ℓ̃1

)′
não possui a propriedade de Schur. De fato, é fácil

verificar que {en : n ∈ N} é um subconjunto linearmente independente de ℓ̃1. Portanto

ℓ̃1 é um espaço de Schur de dimensão infinita, e pela Proposição 2.4.7 seu dual não é um
espaço de Schur.

De acordo com [2, pág 10], os espaços ℓ̃1 e ℓ1 não são isomorfos. Como ℓ̃1 é um
espaço de Schur de dimensão infinita, pela Proposição 2.3.9 segue que ℓ1 é isomorfo a um
subespaço fechado de ℓ̃1.
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3.2 O espaço ℓ1(Γ)

Em breve veremos o papel desempenhado na teoria dos espaços de Banach pelos espaços
que vamos definir agora.

Definição 3.2.1 Sejam Γ um conjunto não-vazio e 1 ≤ p <∞.

� O espaço ℓp(Γ) é definido como:

ℓp(Γ) := {(xi)i∈Γ : xi ∈ K para todo i ∈ Γ, xi 6= 0 apenas para uma quantidade

enumerável de ind́ıces i e
∑

i∈Γ

|xi|
p <∞}.

� Dado (xi)i∈Γ ∈ ℓp(Γ), o suporte de (xi)i∈Γ é definido por:

supp((xi)i∈Γ) := {i ∈ Γ : xi 6= 0}.

ℓp(Γ) é espaço vetorial com as operações coordenada-a-coordenada, e é um espaço de

Banach com a norma ‖(xi)i∈Γ‖p :=

(
∑

i∈Γ

|xi|
p

) 1
p

para qualquer conjunto Γ (veja [22, pág

7]). Listamos a seguir alguns resultados conhecidos sobre os espaços ℓp(Γ). Os itens (a) e
(b) podem ser encontrados como exerćıcio em [22, pág 23], e o item (c) segue facilmente
de [44, Corollary 1.10.4].

(a) Se Γ é um conjunto finito, então ℓp(Γ) tem dimensão finita.

(b) Se Γ é um conjunto infinito enumerável, então ℓp(Γ) é isomorfo isometricamente a
ℓp.

(c) Se Γ é um conjunto não-enumerável, então ℓp(Γ) não é separável; em particular
ℓp(Γ) não é isomorfo a ℓp.

Teorema 3.2.2 O espaço ℓ1(Γ) possui a propriedade de Schur para qualquer conjunto Γ.

Demonstração. Se Γ for finito, então ℓ1(Γ) tem dimensão finita e portanto será um
espaço de Schur. Se Γ for infinito enumerável, então ℓ1(Γ) será isomorfo isometricamente
a ℓ1 e portanto será um espaço de Schur. Só nos resta verificar o caso em que Γ é não-
enumerável.

Sejam (xk)k uma sequência em ℓ1(Γ), onde x
k = (xki )i∈Γ para cada k ∈ N, e x =

(xi)i∈Γ ∈ ℓ1(Γ), tais que xk
w

−→ x em ℓ1(Γ). Como supp(x) e supp(xk) são conjuntos
enumeráveis, para cada k ∈ N, então o conjunto

Γ′ :=

( ⋃
k∈N

supp(xk)

)⋃
supp(x)
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é enumerável, e consequentemente o espaço ℓ1(Γ
′) é de Schur. Considere o operador

T : ℓ1(Γ
′) −→ ℓ1(Γ) ; (ỹi)i∈Γ′ 7−→ (yi)i∈Γ,

onde yi = ỹi para todo i ∈ Γ′ e yi = 0 para todo i ∈ (Γ− Γ′). É imediato que T está bem
definido e é linear. Para todo (ỹi)i∈Γ′ ∈ ℓ1(Γ

′),

‖T ((ỹi)i∈Γ′)‖1 = ‖(yi)i∈Γ‖1 =
∑

i∈Γ

|yi| =
∑

i∈Γ′

|ỹi| = ‖(ỹi)i∈Γ′‖1,

o que prova que T é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Segue que T (ℓ1(Γ
′))

é um espaço de Schur. Ainda, como supp(x) ⊂ Γ′, podemos definir x̃ = (x̃i)i∈Γ′ ∈ ℓ1(Γ
′)

da seguinte maneira: {
x̃i = xi se i ∈ supp(x),

x̃i = 0 se i ∈ (Γ′ − supp(x)).

Assim, T (x̃) = x, e com isso x ∈ T (ℓ1(Γ
′)). De maneira análoga conclúımos que (xk)k ⊂

T (ℓ1(Γ
′)). Dado ϕ ∈ (T (ℓ1(Γ

′))′, pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.2) existe
ϕ̃ ∈ (ℓ1(Γ))

′ tal que ϕ̃|T (ℓ1(Γ
′))

= ϕ. Dessa forma,

ϕ(xk) = ϕ̃(xk) −→ ϕ̃(x) = ϕ(x),

pois xk
w

−→ x em ℓ1(Γ). Dáı conclúımos que xk
w

−→ x em T (ℓ1(Γ
′)). Como o espaço

T (ℓ1(Γ
′)) é de Schur, segue que xk −→ x em T (ℓ1(Γ

′)), e portanto

‖xk − x‖ℓ1(Γ) = ‖xk − x‖T (ℓ1(Γ′)) −→ 0.

Isso prova que xk −→ x em ℓ1(Γ), donde conclúımos que ℓ1(Γ) é de Schur.

Observação 3.2.3 Tomando um conjunto Γ não-enumerável, ℓ1(Γ) é um exemplo de
espaço de Schur não-separável.

Vejamos agora a importância dos espaços ℓ1(Γ), e portanto de uma classe de espaços
de Schur, na teoria dos espaços de Banach.

Definição 3.2.4 Diz-se que um espaço de Banach E possui a propriedade de lifting se,
para todos espaços de Banach F e G, todo operador T ∈ L(E;F ) e todo operador

sobrejetor S ∈ L(G;F ), existir um operador T̃ ∈ L(E;G) tal que T = S ◦ T̃ , ou seja, tal
que o diagrama

E
T

//

T̃ ��
❅❅

❅❅
❅❅

❅❅
F

G

S

OO

seja comutativo.

Os espaços com a propriedade de lifting têm muitas aplicações, por exemplo no estudo
de ideais de operadores sobrejetivos (veja [23, 42]). A importância dos espaços ℓ1(Γ) reside
no
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Teorema 3.2.5 [36, pág 108] Um espaço de Banach E tem a propriedade de lifting se, e
somente se, existe um conjunto Γ tal que E é isomorfo a ℓ1(Γ).

O corolário a seguir é imediato utilizando os teoremas 3.2.5 e 3.2.2 juntamente com o
fato da propriedade de Schur ser preservada por isomorfismos.

Corolário 3.2.6 Se um espaço de Banach E possui a propriedade de lifting, então E é
um espaço de Schur.

Terminaremos esta seção concluindo que o pré-dual e o dual de ℓ1(Γ) não têm a
propriedade de Schur.

Definição 3.2.7 Seja Γ um conjunto não-vazio. Definimos os espaços:

� ℓ∞(Γ) := {(xi)i∈Γ : xi ∈ K para todo i ∈ Γ e sup
i∈Γ

|xi| <∞}.

� c0(Γ) := {(xi)i∈Γ ∈ ℓ∞(Γ) : o conjunto {i ∈ Γ : |xi| ≥ ε} é finito para todo ε > 0}.

Os espaços ℓ∞(Γ) e c0(Γ) são Banach munidos com a norma do supremo (veja [22, pág.7]).

De acordo com [22, pág 45] sabemos que (c0(Γ))
′ 1
= ℓ1(Γ), e de acordo com [27, Theorem

243G(b)] sabemos que (ℓ1(Γ))
′ 1
= ℓ∞(Γ). Dessas dualidades juntamente com a Proposição

2.4.7 segue a seguinte proposição.

Proposição 3.2.8 Se Γ é um conjunto infinito, então ℓ∞(Γ) e c0(Γ) não são espaços de
Schur.

Demonstração. Sendo Γ um conjunto infinito, ℓ1(Γ) é um espaço de Schur de dimensão
infinita, desse modo seu dual e seu pré-dual não possuem a propriedade de Schur. Como
a propriedade de Schur é preservada por isomorfismos, conclúımos que ℓ∞(Γ) e c0(Γ) não
possuem a propriedade de Schur.

3.3 O espaço C(K)′

Vimos no Exemplo 2.2.3 que se K for um espaço métrico compacto enumerável, então
C(K)′ será um espaço de Schur. Nesta seção apresentamos algumas outras condições para
que o espaço C(K)′ tenha a propriedade de Schur. Começamos com alguns resultados e
definições necessárias.

Definição 3.3.1 Seja K um espaço topológico compacto Hausdorff.

(a) Um subconjunto não-vazio A de K é perfeito se A é fechado e não contém nenhum
ponto isolado.

(b) K é disperso se não contém subconjunto perfeito.

Teorema 3.3.2 [33, Theorem 2] SejaK um espaço topológico compacto Hausdorff. Então
K tem um subconjunto perfeito se, e somente se, existe uma função sobrejetora cont́ınua
de K em [0, 1].
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Definição 3.3.3 Um espaço de Banach E é de Asplund se o dual de todo subespaço
separável de E é separável.

São exemplos de espaços de Asplund: espaços reflexivos, espaços com duais separáveis,
subespaços de C(K) com K compacto Hausdorff disperso. Para mais exemplos e várias
caracterizações dos espaços de Asplund, veja [55].

Teorema 3.3.4 Seja K um espaço topológico compacto Hausdorff. As seguintes afirmações
são equivalentes.

(a) K é disperso.

(b) C(K) é Asplund.

(c) C(K) não contém cópia de ℓ1.

(d) C(K) não contém cópia isométrica de C[0, 1].

(e) C(K)′ é um espaço de Schur.

Demonstração. (a) ⇔ (b) Esse resultado é o [22, Theorem 12.29].

(a) ⇒ (e) Sendo K um compacto disperso, C(K)′ é isomorfo isometricamente a ℓ1(Γ)
para algum conjunto Γ (veja [22, Theorem 12.28]). Assim, pelo Teorema 3.2.2 e o fato
da propriedade de Schur ser preservada por isomorfismos, conclúımos que C(K)′ é um
espaço de Schur.

(e) ⇒ (c) Como C(K)′ é um espaço de Schur, segue do item (b) do Teorema 2.4.5 que
C(K) não possui cópia de ℓ1.

(c) ⇒ (d) Como ℓ1 é separável, segue do Teorema de Banach-Mazur (Teorema 1.5.10)
que existe um isomorfismo entre ℓ1 e um subespaço de C[0, 1], digamos

S : ℓ1 −→ S(ℓ1) ⊂ C[0, 1].

Suponha que C(K) contenha uma cópia isométrica de C[0, 1], ou seja, suponha que exista
um isomorfismo isométrico entre C[0, 1] e um subespaço de C(K), digamos

T : C[0, 1] −→ T (C[0, 1]) ⊂ C(K).

Assim, o operador
T ◦ S : ℓ1 −→ C(K)

é um isomorfismo sobre um subespaço de C(K), contradizendo a hipótese de que C(K)

não contém cópia de ℓ1. Portanto C[0, 1]
1

6 →֒ C(K).

(d) ⇒ (a) Suponha que K não seja disperso, isto é, suponha que K possua um
subconjunto perfeito. Então, pelo Teorema 3.3.2, existe uma função sobrejetora cont́ınua

s : K −→ [0, 1].
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Defina o operador
T : C[0, 1] −→ C(K) ; T (f) := f ◦ s.

Como s e f são cont́ınuas, então T (f) = f ◦ s é cont́ınua para toda f ∈ C[0, 1], assim
T (f) ∈ C(K) para toda f ∈ C[0, 1]; e portando T está bem definido. Dados f, g ∈ C[0, 1],
λ ∈ K e x ∈ K, temos

(T (λf + g))(x) = (λf + g)(s(x)) = λf(s(x)) + g(s(x)) = (λT (f))(x) + (T (g))(x).

Com isso T (λf + g) = λT (f) + T (g), provando que T é linear. Para toda f ∈ C[0, 1],

‖T (f)‖ = sup
x∈K

|(T (f))(x)| = sup
x∈K

|f(s(x))|
(∗)
= sup

y∈[0,1]

|f(y)| = ‖f‖,

onde a igualdade (∗) é garantida pela sobrejetividade de s. Assim, T é um isomorfismo

isométrico sobre um subespaço de C(K), contradizendo a hipótese de que C[0, 1]
1

6 →֒ C(K).
Portanto K é disperso.

Observe que todo espaço métrico compacto enumerável é um espaço topológico com-
pacto Hausdorff disperso. Com isso, o Exemplo 2.2.3 segue como corolário do teorema
apresentado acima.

3.4 Espaços de operadores

O objetivo desta seção é caracterizar quando o espaço L(E;F ) dos operadores de E em
F é de Schur, e também dar exemplos de quando isso ocorre. Analisaremos também a
propriedade de Schur em um determinado subespaço de L(E ′;F ). Como sempre, todos
os espaços envolvidos são não triviais, isto é, diferentes de {0}.

Lema 3.4.1 Sejam E e F espaços de Banach. O espaço L(E;F ) contém cópias isométricas
de E ′ e de F .

Demonstração. Primeiramente mostraremos que E ′ 1
→֒ L(E;F ). Tome y ∈ F tal que

‖y‖ = 1 e defina o operador

T : E ′ −→ L(E;F ) ; T (ϕ)(x) := ϕ(x)y para todos ϕ ∈ E ′ e x ∈ E.

Não é dif́ıcil ver que T (ϕ) é linear para todo ϕ ∈ E ′. Para todo x ∈ E,

‖T (ϕ)(x)‖ = ‖ϕ(x)y‖ = |ϕ(x)| · ‖y‖ ≤ ‖ϕ‖ · ‖x‖ · ‖y‖ = ‖ϕ‖ · ‖x‖.

Logo T (ϕ) é cont́ınuo para todo ϕ ∈ E ′ e com isso T está bem definido. A linearidade de
T é imediata. E para todo ϕ ∈ E ′,

‖T (ϕ)‖ = sup
x∈SE

‖T (ϕ)(x)‖ = sup
x∈SE

‖ϕ(x)y‖

= sup
x∈SE

|ϕ(x)| · ‖y‖ = sup
x∈SE

|ϕ(x)| = ‖ϕ‖.
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Logo T é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, e com isso E ′ 1
→֒ L(E;F ).

Agora mostraremos que F
1
→֒ L(E;F ). Tome ϕ ∈ E ′ tal que ‖ϕ‖ = 1 e defina o

operador

S : F −→ L(E;F ) ; S(y)(x) := ϕ(x)y para todos y ∈ F e x ∈ E.

Não é dif́ıcil ver que S(y) é linear para todo y ∈ F . Para todo x ∈ E,

‖S(y)(x)‖ = ‖ϕ(x)y‖ = |ϕ(x)| · ‖y‖ ≤ ‖ϕ‖ · ‖x‖ · ‖y‖ = ‖y‖ · ‖x‖.

Logo S(y) é cont́ınuo para todo y ∈ F , e com isso S está bem definido. Novamente a
linearidade de S é imediata. Para todo y ∈ F ,

‖S(y)‖ = sup
x∈SE

‖S(y)(x)‖ = sup
x∈SE

‖ϕ(x)y‖ = sup
x∈SE

|ϕ(x)| · ‖y‖

= ‖y‖ sup
x∈SE

|ϕ(x)| = ‖y‖ · ‖ϕ‖ = ‖y‖.

Isso prova que S é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, e com isso F
1
→֒ L(E;F ).

Teorema 3.4.2 Sejam E e F espaços de Banach. O espaço L(E;F ) é de Schur se, e
somente se, E ′ e F são espaços de Schur.

Demonstração. Se L(E;F ) é um espaço de Schur, então, pela Proposição 2.2.9 junta-
mente com o lema acima, segue que E ′ e F são espaços de Schur.

Reciprocamente, suponha que E ′ e F são espaços de Schur. Seja (un)n uma sequência
em L(E;F ) tal que ‖un‖ = 1 para todo n ∈ N. Vamos mostrar que (un)n possui uma
subsequência que não é fracamente nula. Como

sup
x∈SE

‖un(x)‖ = 1, para todo n ∈ N,

para cada n ∈ N existe xn ∈ SE tal que ‖un(xn)‖ ≥
1

2
. Assim, existe (xn)n ⊂ SE tal

que ‖un(xn)‖ ≥
1

2
para todo n ∈ N. Como F é de Schur e (un(xn))n não converge

para zero, segue que (un(xn))n não é fracamente nula, e portanto existe ψ ∈ F ′ tal que
ψ(un(xn)) 6−→ 0 em K. Existem então ε > 0 e uma subsequência (unk

(xnk
))k de (un(xn))n

tais que |ψ(unk
(xnk

))| ≥ ε para todo k ∈ N. Assim,

ε ≤ |ψ(unk
(xnk

))| = |u′nk
(ψ)(xnk

)| ≤ ‖u′nk
(ψ)‖ · ‖xnk

‖ = ‖u′nk
(ψ)‖

para todo k ∈ N. Logo u′nk
(ψ) 6−→ 0 em E ′, onde u′nk

é o operador adjunto de unk
para

cada k ∈ N. Como E ′ é de Schur e (u′nk
(ψ))k não converge para zero em E ′, então

(u′nk
(ψ))k não é fracamente nula, ou seja, existe φ ∈ E ′′ tal que φ(u′nk

(ψ)) 6−→ 0 em K.
Agora, para aquele ψ ∈ F ′ e para este φ ∈ E ′′, defina o funcional

T : L(E;F ) −→ K ; T (u) := φ(u′(ψ)).
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Note que T está bem definido, pois cada operador linear cont́ınuo possui um único adjunto.
Da igualdade (λu + v)′ = λu′ + v′ para todos u, v ∈ L(E;F ) e todo λ ∈ K segue a
linearidade de T . Para todo u ∈ L(E;F ),

|T (u)| = |φ(u′(ψ))| ≤ ‖φ‖ · ‖u′‖ · ‖ψ‖ = ‖φ‖ · ‖ψ‖ · ‖u‖,

provando que T é cont́ınuo, e portanto T ∈ (L(E;F ))′. Assim, T é um funcional linear
cont́ınuo em L(E;F ) tal que

T (unk
) = φ(u′nk

(ψ)) 6−→ 0.

Isso prova que unk

w

6−→ 0, o que nos permite concluir que un
w

6−→ 0. Pelo item (h) do
Teorema 2.1.8 segue que L(E;F ) é um espaço de Schur.

Em [20], Dilworth e Kutzarova apresentam um esboço da demonstração (“Sketch of
Proof”) de que o espaço L(c0; ℓ1) possui a propriedade de Schur. Esse resultado segue

como corolário do teorema acima, bastando lembrar que (c0)
′ 1
= ℓ1 é de Schur.

Corolário 3.4.3 O espaço L(c0; ℓ1) é de Schur.

Dados espaços de Banach E e F , denotamos o conjunto dos operadores lineares w∗-
w-cont́ınuos definidos em E ′ e tomando valores em F por Lw∗−w(E

′;F ).

Lema 3.4.4 Se T ∈ Lw∗−w(E
′;F ) e ψ ∈ F ′, então T ′(ψ) ∈ JE(E).

Demonstração. Sejam (ϕλ)λ∈Λ uma rede em E ′ e ϕ ∈ E ′ tais que ϕλ
w∗

−→ ϕ. Como T é
w∗-w-cont́ınuo, temos T (ϕλ)

w
−→ T (ϕ) em F , e portanto

T ′(ψ)(ϕλ) = ψ(T (ϕλ)) −→ ψ(T (ϕ)) = T ′(ψ)(ϕ).

Isso prova que T ′(ψ) é w∗-cont́ınuo. Pela Proposição 1.3.13 existe x ∈ E tal que JE(x) =
T ′(ψ), ou seja, T ′(ψ) ∈ JE(E).

Proposição 3.4.5 Lw∗−w(E
′;F ) é um subespaço fechado de L(E ′;F ), e portanto um

espaço de Banach.

Demonstração. Vejamos que Lw∗−w(E
′;F ) é um subconjunto de L(E ′;F ). Para isso

sejam T ∈ Lw∗−w(E
′;F ), (ϕλ)λ∈Λ uma rede em E ′ e ϕ ∈ E ′ tais que ϕλ

w
−→ ϕ. Então

ϕλ
w∗

−→ ϕ e, como T é w∗-w-cont́ınuo, segue que T (ϕλ)
w

−→ T (ϕ); provando que T é
w-w-cont́ınuo. Pela Proposição 1.3.7 conclúımos que T é cont́ınuo, e consequentemente
T ∈ L(E ′;F ).

Verifiquemos agora que Lw∗−w(E
′;F ) é subespaço vetorial de L(E ′;F ). Para isso

sejam T e S ∈ Lw∗−w(E
′;F ), α ∈ K, (ϕλ)λ∈Λ uma rede em E ′ e ϕ ∈ E ′ tais que ϕλ

w∗

−→ ϕ.
Temos T (ϕλ)

w
−→ T (ϕ), e S(ϕλ)

w
−→ S(ϕ) em F e com isso,

(T + αS)(ϕλ) = T (ϕλ) + αS(ϕλ)
w

−→ T (ϕ) + αS(ϕ) = (T + αS)(ϕ).

Logo (T + αS) ∈ Lw∗−w(E
′;F ).
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Seja agora (Tn)n uma sequência em Lw∗−w(E
′;F ) que converge para algum T ∈

L(E ′;F ). Pelo Lema 3.4.4 sabemos que T ′
n(ψ) ∈ JE(E) para todo n ∈ N e todo ψ ∈ F ′.

Por outro lado,

Tn −→ T ⇒ ‖T ′
n − T ′‖ = ‖(Tn − T )′‖ = ‖Tn − T‖ −→ 0 ⇒ T ′

n −→ T ′ ∈ L(F ′;E ′′)

⇒ T ′
n(ψ) −→ T ′(ψ) em E ′′ para todo ψ ∈ F ′.

Como E é um espaço de Banach e JE é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem,
JE(E) é um espaço de Banach, e portanto fechado em E ′′, donde segue que T ′(ψ) ∈ JE(E).

Dada uma rede (ϕλ)λ∈Λ em E ′ tal que ϕλ
w∗

−→ ϕ ∈ E ′, temos T ′(ψ)(ϕλ) −→ T ′(ψ)(ϕ)
para todo ψ ∈ F ′, ou seja, ψ(T (ϕλ)) −→ ψ(T (ϕ)) para todo ψ ∈ F ′. Segue então
que T (ϕλ)

w
−→ T (ϕ). Logo T é w∗-w-cont́ınuo, isto é, T ∈ Lw∗−w(E

′;F ) e portanto
Lw∗−w(E

′;F ) é subespaço fechado de L(E ′;F ). Consequentemente Lw∗−w(E
′;F ) é um

espaço de Banach.

Lema 3.4.6 Sejam E e F espaços de Banach. Então Lw∗−w(E
′;F ) contém cópias isomé-

tricas de E e de F .

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar que E
1
→֒ Lw∗−w(E

′;F ). Para isso tome
y ∈ F tal que ‖y‖ = 1 e defina o operador

T : E −→ Lw∗−w(E
′;F ) ; T (x)(ϕ) := ϕ(x)y para todos x ∈ E e ϕ ∈ E ′.

É fácil ver que T (x) é linear para todo x ∈ E. Sejam (ϕλ)λ∈Λ uma rede em E ′, ϕ ∈ E ′

tais que ϕλ
w∗

−→ ϕ e x ∈ E. Então ϕλ(x) −→ ϕ(x), e dáı

‖ϕλ(x)y − ϕ(x)y‖ = |ϕλ(x)− ϕ(x)| · ‖y‖ −→ 0.

Ou seja, ϕλ(x)y −→ ϕ(x)y, e consequentemente ϕλ(x)y
w

−→ ϕ(x)y. Portanto, para todo
x ∈ E temos T (x)(ϕλ)

w
−→ T (x)(ϕ), provando que T (x) ∈ Lw∗−w(E

′;F ) para todo x ∈ E,
concluindo assim que T está bem definido. Mais uma vez a linearidade de T é imediata.
Para todo x ∈ E,

‖T (x)‖ = sup
ϕ∈BE′

‖T (x)(ϕ)‖ = sup
ϕ∈BE′

‖ϕ(x)y‖

= sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| · ‖y‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)|
(∗)
= ‖x‖,

onde a igualdade (∗) é garantida pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.4). Logo

T é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, ou seja, E
1
→֒ Lw∗−w(E

′;F ).

Agora mostraremos que F
1
→֒ Lw∗−w(E

′;F ). Tome x ∈ E tal que ‖x‖ = 1 e defina o
operador

S : F −→ Lw∗−w(E
′;F ) ; S(y)(ϕ) := ϕ(x)y para todos y ∈ F e ϕ ∈ E ′.

Não é dif́ıcil ver que S(y) é linear para todo y ∈ F . Sejam (ϕλ)λ∈Λ uma rede em E ′ e

ϕ ∈ E ′ tais que ϕλ
w∗

−→ ϕ. Então ϕλ(x) −→ ϕ(x), e dáı ϕλ(x)y −→ ϕ(x)y para todo
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y ∈ F . Com isso temos ϕλ(x)y
w

−→ ϕ(x)y, e portanto S(y)(ϕλ)
w

−→ S(y)(ϕ) para todo
y ∈ F . Conclúımos que S(y) ∈ Lw∗−w(E

′;F ) para todo y ∈ F , e portanto S está bem
definido. Novamente omitimos os detalhes da linearidade de S. Para todo y ∈ F ,

‖S(y)‖ = sup
ϕ∈BE′

‖S(y)(ϕ)‖ = sup
ϕ∈BE′

‖ϕ(x)(y)‖

= sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)| · ‖y‖ = ‖y‖ sup
ϕ∈BE′

|ϕ(x)|

(∗)
= ‖y‖ · ‖x‖ = ‖y‖,

onde, novamente, a igualdade (∗) é garantida pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema

1.1.4). Logo S é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, ou seja, F
1
→֒ Lw∗−w(E

′;F ).

Teorema 3.4.7 Sejam E e F espaços de Banach. O espaço Lw∗−w(E
′;F ) é de Schur se,

e somente se, E e F são espaços de Schur.

Demonstração. Supondo que Lw∗−w(E
′;F ) seja um espaço de Schur, pela Proposição

2.2.9 juntamente com o lema acima conclúımos que E e F são espaços de Schur.
Reciprocamente, suponha que E e F sejam de Schur. Seja (un)n uma sequência em

Lw∗−w(E
′;F ) tal que ‖un‖ = 1 para todo n ∈ N. Vamos mostrar que (un)n possui uma

subsequência que não é fracamente nula. Como

sup
ϕ∈SE′

‖un(ϕ)‖ = 1 para todo n ∈ N,

então para cada n ∈ N existe ϕn ∈ SE′ tal que ‖un(ϕn)‖ ≥
1

2
. Ou seja, existe uma

sequência (ϕn)n ⊂ SE′ tal que ‖un(ϕn)‖ ≥
1

2
para todo n ∈ N. Como F é um espaço

de Schur, (un(ϕn))n ⊂ F e un(ϕn) 6−→ 0, segue que un(ϕn)
w

6−→ 0. Assim existe um
funcional linear cont́ınuo ψ em F ′ tal que ψ(un(ϕn)) 6−→ 0, ou seja, existem ε > 0 e
uma subsequência (unk

(ϕnk
))k de (un(ϕn))n tais que |ψ(unk

(ϕnk
))| ≥ ε para todo k ∈ N.

Assim,

ε ≤ |ψ(unk
(ϕnk

))| = |u′nk
(ψ)(ϕnk

)| ≤ ‖u′nk
(ψ)‖ · ‖(ϕnk

)‖ = ‖u′nk
(ψ)‖

para todo k ∈ N, logo u′nk
(ψ) 6−→ 0 em E ′′, onde u′nk

é o operador adjunto de unk
para

cada k ∈ N. Pelo Lema 3.4.4, u′nk
(ψ) ∈ JE(E) para todo k ∈ N, logo para cada k ∈ N

existe xk ∈ E tal que JE(xk) = u′nk
(ψ). Temos

u′nk
(ψ) 6−→ 0 ⇒ JE(xk) 6−→ 0 ⇒ ‖xk‖ = ‖JE(xk)‖ 6−→ 0,

e dáı xk 6−→ 0 em E. Como E é um espaço de Schur, segue que xk
w

6−→ 0 em E, ou seja,
existe φ ∈ E ′ tal que φ(xk) 6−→ 0. Agora, para aquele ψ ∈ F ′ e para este φ ∈ E ′ defina o
operador

T : Lw∗−w(E
′;F ) −→ K ; T (u) := ψ(u(φ)) para todo u ∈ Lw∗−w(E

′;F ).
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Da mesma forma que já fizemos várias vezes antes, conclúımos que T ∈ (Lw∗−w(E
′;F ))′.

Existe então um funcional linear cont́ınuo T ∈ (Lw∗−w(E
′;F ))′ tal que

T (unk
) = ψ(unk

(φ)) = u′nk
(ψ)(φ) = JE(xk)(φ) = φ(xk) 6−→ 0.

Portanto (unk
)k é uma subsequência de (un)n que não é fracamente nula, logo un

w

6−→ 0 e
pelo item (h) do Teorema 2.1.8 conclúımos que Lw∗−w(E

′;F ) é um espaço de Schur.

O teorema acima será útil na Seção 3.6.1.

3.5 O espaço das aplicações multilineares

Nesta seção generalizaremos o resultado visto no Teorema 3.4.2 para espaços de aplicações
multilineares cont́ınuas. As definições e resultados apresentados a seguir podem ser en-
contrados em [14].

Consideremos n ∈ N e espaços vetoriais E1, E2, . . . , En e F sobre o corpo de escalares
K. O produto cartesiano E1 × E2 × · · · × En é um espaço vetorial, sobre K, com as
operações usuais dadas por:

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) := (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),

α(x1, x2, . . . , xn) := (αx1, αx2, . . . , αxn),

onde α ∈ K, e (x1, x2, . . . , xn) e (y1, y2, . . . , yn) pertencem a E1 ×E2 × · · · × En.

Definição 3.5.1 Uma aplicação A : E1×E2×· · ·×En −→ F é n-linear (ou multilinear)
se ela for linear com respeito a cada variável quando as outras n−1 variáveis são mantidas
fixas.

O conjunto das aplicações n-lineares de E1 × E2 × · · · × En em F forma um espaço
vetorial sobre K com as operações usuais dadas por:

(A+B)(x1, x2, . . . , xn) := A(x1, x2, . . . , xn) +B(x1, x2, . . . , xn),

(αA)(x1, x2, . . . , xn) := α(A(x1, x2, . . . , xn)),

onde A,B : E1 × E2 × · · · ×En −→ F são aplicações n-lineares e α ∈ K.
Denotamos o espaço das aplicações n-lineares de E1 × E2 × · · · × En em F por

L(E1, E2, . . . , En;F ). Quando E1 = E2 = · · · = En = E denotaremos esse espaço por
L(nE;F ).

Quando os espaços vetoriais E1, E2, . . . , En e F são normados e o espaço E1×E2×· · ·×
En é munido com a topologia produto, gerada pelas normas em cada El com 1 ≤ l ≤ n,
podemos considerar aplicações n-lineares cont́ınuas.

Proposição 3.5.2 Sejam E1, E2, . . . , En e F espaços normados. Uma aplicação n-linear
A : E1 × E2 × · · · × En −→ F é cont́ınua se, e somente se, existe uma constante C > 0
tal que

‖A(x1, x2, . . . , xn)‖F ≤ C‖x1‖E1 · ‖x2‖E2 · · · ‖xn‖En

para todo (x1, x2, . . . , xn) ∈ E1 × E2 × · · · ×En.
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Dessa proposição segue que

‖A‖ := sup

{
‖A(x1, x2, . . . , xn)‖F

‖x1‖E1 · ‖x2‖E2 · · · ‖xn‖En

: xl 6= 0, 1 ≤ l ≤ n

}

é um número real para toda aplicação n-linear cont́ınua A : E1 × E2 × · · · × En −→ F .
O conjunto das aplicações n-lineares cont́ınuas A : E1 × E2 × · · · × En −→ F forma
um espaço normado com a norma definida acima. Denotaremos este espaço normado
por L(E1, E2, . . . , En;F ). Quando E1 = E2 = · · · = En = E denotaremos esse espaço
por L(nE;F ). Se F for um espaço de Banach, então L(E1, E2, . . . , En;F ) com a norma
definida acima será Banach (veja [14, pág 95 e pág 133]).

Teorema 3.5.3 Sejam E1, E2, . . . , En e F espaços normados. Então L(E1, E2, . . . , En;F )
é isomorfo isometricamente a L(Ej ;L(E1, . . . , Ej−1, Ej+1, . . . , En;F )) para qualquer 1 ≤
j ≤ n.

Demonstração. [14, Theorem 2.11-5].

Teorema 3.5.4 Sejam n ∈ N, E1, . . . , En e F espaços de Banach. O espaço L(E1, . . . , En;F )
é de Schur se, e somente se, E ′

1, . . . , E
′
n e F são espaços de Schur.

Demonstração. Suponhamos que o espaço L(E1, . . . , En;F ) seja de Schur. Pelo Teo-

rema 3.5.3 segue que L(E1, . . . , En;F )
1
= L(E1;L(E2, . . . , En;F )), donde conclúımos que

L(E1;L(E2, . . . , En;F )) é um espaço de Schur.

� Como L(E1;L(E2, . . . , En;F )) é um espaço de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que

E ′
1 e L(E2, . . . , En;F )

1
= L(E2;L(E3, . . . , En;F )) são espaços de Schur.

� Como L(E2;L(E3, . . . , En;F )) é um espaço de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que

E ′
2 e L(E3, . . . , En;F )

1
= L(E3;L(E4, . . . , En;F )) são espaços de Schur.

� Como L(E3;L(E4, . . . , En;F )) é um espaço de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que

E ′
3 e L(E4, . . . , En;F )

1
= L(E4;L(E5, . . . , En;F )) são espaços de Schur.

...

� Como L(En;F ) é um espaço de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que E ′
n e F são

espaços de Schur.

Portanto E ′
1, . . . , E

′
n e F são espaços de Schur.

Reciprocamente, suponhamos que E ′
1, . . . , E

′
n e F sejam espaços de Schur.

� Como E ′
n e F são espaços de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que L(En;F ) é um

espaço de Schur.

� Como E ′
n−1 e L(En;F ) são espaços de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que o espaço

L(En−1;L(En;F ))
1
= L(En−1, En;F ) é de Schur.
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� Como E ′
n−2 e L(En−1, En;F ) são espaços de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que

L(En−2;L(En−1, En;F ))
1
= L(En−2, En−1, En;F ) é um espaço de Schur.

...

� Como E ′
1 e L(E2, E3, . . . , En;F ) são espaços de Schur, pelo Teorema 3.4.2 segue que

L(E1;L(E2, E3, . . . , En;F ))
1
= L(E1, . . . , En;F ) é um espaço de Schur.

Portanto L(E1, · · · , En;F ) é um espaço de Schur.

Segue imediatamente do teorema acima que L(nE;F ) é um espaço de Schur para
qualquer n ∈ N se, e somente se, E ′ e F são espaços de Schur. Em [4], Bombal e
Villanueva demonstram que o espaço L(nC(K);K) é um espaço de Schur se, e somente
se, K é um espaço topológico compacto Hausdorff disperso. Esse resultado segue como
corolário do teorema acima e do Teorema 3.3.4:

Corolário 3.5.5 SejaK um espaço topológico compacto Hausdorff. O espaço L(nC(K);K)
é de Schur para qualquer n ∈ N se, e somente se, K é disperso.

3.6 O produto tensorial

Nesta seção abordaremos resultados sobre a propriedade de Schur em produtos tensoriais
de espaços de Banach. Trabalharemos com o produto tensorial apenas entre dois espaços
vetoriais e definiremos tensores como funcionais lineares sobre o espaço das aplicações
bilineares. A referência principal para a construção desta seção foi o livro [45].

Chamamos a atenção do leitor para o fato de que neste primeiro momento estaremos
trabalhando com espaços vetoriais sem definir neles nenhuma norma. Apresentamos a
seguir duas notações que serão utilizadas e que ainda não foram introduzidas.

� Dado um espaço vetorial E, a notação E∗ representa o espaço vetorial dos funcionais
lineares definidos em E e tomando valores em K.

� Sejam E e F espaços vetoriais. Diremos que T : E −→ F é um isomorfismo algébrico
se T for linear e bijetor.

Definição 3.6.1 Sejam E e F espaços vetoriais, x ∈ E e y ∈ F . O produto tensorial de
x por y é definido da seguinte forma:

x⊗ y : L(E, F ;K) −→ K ; (x⊗ y)(A) := A(x, y) para toda A ∈ L(E, F ;K).

É imediato que x⊗ y é linear, ou seja, x⊗ y ∈ L(E, F ;K)∗.

Observação 3.6.2 As propriedades a seguir seguem facilmente da definição:

(I) x ⊗ (y + z) = x ⊗ y + x⊗ z e (x+ w)⊗ y = x ⊗ y + w ⊗ y para todos x, w ∈ E e
y, z ∈ F .

(II) (λx)⊗ y = x⊗ (λy) = λ(x⊗ y) para todos λ ∈ K, x ∈ E e y ∈ F .
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Definição 3.6.3 Definimos o produto tensorial dos espaços vetoriais E e F por:

E ⊗ F := [{x⊗ y : x ∈ E e y ∈ F}].

Por definição, o produto tensorial E⊗F é um subespaço vetorial de L(E, F ;K)∗. Seus
elementos são chamados tensores e têm a seguinte forma:

u :=
k∑

i=1

xi ⊗ yi,

onde k ∈ N, xi ∈ E e yi ∈ F para todo 1 ≤ i ≤ k. Essa representação dos tensores não é
única em geral: as igualdades

(λx)⊗ y = x⊗ (λy) = λ(x⊗ y),

para λ ∈ K, x ∈ E e y ∈ F , já nos permitem verificar que não há unicidade da repre-
sentação.

A proposição a seguir segue facilmente da Observação 3.6.2.

Proposição 3.6.4 Sejam E e F espaços vetoriais. A aplicação

σ : E × F −→ E ⊗ F ; σ((x, y)) := x⊗ y,

é bilinear.

O teorema a seguir nos permite linearizar aplicações bilineares, e é um dos resultados
fundamentais do estudo de produtos tensoriais.

Teorema 3.6.5 Sejam E, F e G espaços vetoriais. Para toda aplicação bilinear A ∈
L(E, F ;G) existe um único operador linear AL : E⊗F −→ G tal que AL(x⊗y) = A(x, y)
para todos x ∈ E e y ∈ F . Ou seja, o diagrama

E × F

σ

��

A
// G

E ⊗ F

AL

;;✇✇✇✇✇✇✇✇✇

é comutativo. Mais ainda, a correspondência A −→ AL é um isomorfismo algébrico entre
os espaços vetoriais L(E, F ;G) e L(E ⊗ F ;G).

Demonstração. [45, Proposition, 1.4].

O operador AL é chamado de linearização da aplicação bilinear A.
Como o produto tensorial E ⊗ F dos espaços de Banach E e F é um espaço vetorial,

surge o interesse natural de tentar definir uma norma nesse espaço. Existem diferentes
formas de normar o produto tensorial, apresentaremos aqui duas dessas formas e veremos
alguns resultados da propriedade de Schur nos espaços de Banach obtidos a partir de tais
normas. A primeira norma apresentada será a norma injetiva.
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3.6.1 O produto tensorial injetivo

Definição 3.6.6 Sejam E e F espaços de Banach.

� A norma injetiva em E ⊗ F é definida da seguinte maneira:

ǫ(u) := sup

{∥∥∥∥∥

n∑

i=1

ϕ(xi)yi

∥∥∥∥∥ : ϕ ∈ BE′

}

onde

n∑

i=1

xi ⊗ yi é uma representação qualquer do tensor u em E ⊗ F . Denotamos

por E ⊗ǫ F o espaço vetorial E ⊗ F com a norma injetiva.

� O produto tensorial injetivo é o completamento do espaço E ⊗ǫ F e é denotado por
E⊗̂ǫF .

Lema 3.6.7 O espaço E⊗ǫF é isomorfo isometricamente a um subespaço de Lw∗−w(E
′;F ).

Demonstração. Defina a aplicação

A : E × F −→ Lw∗−w(E
′;F ) ; A(x, y)(ϕ) := ϕ(x)y para todos (x, y) ∈ E × F e ϕ ∈ E ′.

Vejamos que A está bem definida: Como a linearidade de A(x, y) para todo (x, y) ∈
E × F , é facilmente observada, só nos resta mostrar que A(x, y) é w∗-w-cont́ınuo para

todo (x, y) ∈ E×F . Para isso sejam (ϕλ)λ∈Λ uma rede em E ′ e ϕ ∈ E ′ tais que ϕλ
w∗

−→ ϕ.
Então ϕλ(x) −→ ϕ(x) para todo x ∈ E. Dáı basta notarmos que para todo x ∈ E e todo
y ∈ F ,

‖ϕλ(x)y − ϕ(x)y‖ = |ϕλ(x)− ϕ(x)| · ‖y‖ −→ 0,

ou seja, ϕλ(x)y −→ ϕ(x)y em F . Disso segue que ϕλ(x)y
w

−→ ϕ(x)y em F , e portanto
A(x, y) é w∗-w-cont́ınua para todo (x, y) ∈ E × F .

Vejamos agora que A é uma aplicação bilinear: para todos x, z ∈ E, y ∈ F , λ ∈ K e
ϕ ∈ E ′,

A(λx+ z, y)(ϕ) = ϕ(λx+ z)y = λϕ(x)y + ϕ(z)y = λA(x, y)(ϕ) + A(z, y)(ϕ),

provando que A(λx+z, y) = λA(x, y)+A(z, y), ou seja, A é linear na primeira coordenada.
De maneira análoga mostra-se que A é linear na segunda coordenada. Sendo A bilinear,
pelo Teorema 3.6.5 existe um único operador linear AL : E ⊗F −→ Lw∗−w(E

′;F ) tal que
AL(x⊗y) = A(x, y) para todo x⊗y ∈ E⊗F . Mostraremos em seguida que, considerando
a norma injetiva no produto tensorial, o operador AL é um isomorfismo isométrico sobre
sua imagem, isto é, o operador

AL : E ⊗ǫ F −→ Lw∗−w(E
′;F )

é um isomorfismo isométrico sobre a imagem. Para isso note que, para todo tensor

u =
n∑

i=1

xi ⊗ yi em E ⊗ F e todo funcional ϕ ∈ E ′,

AL(u)(ϕ) = AL

(
n∑

i=1

xi ⊗ yi

)
(ϕ) =

(
n∑

i=1

AL(xi ⊗ yi)

)
(ϕ)
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=

(
n∑

i=1

A(xi, yi)

)
(ϕ) =

n∑

i=1

A(xi, yi)(ϕ) =
n∑

i=1

ϕ(xi)yi,

donde segue que

‖AL(u)‖ = sup{‖AL(u)(ϕ)‖ : ϕ ∈ BE′} = sup

{∥∥∥∥∥

n∑

i=1

ϕ(xi)yi

∥∥∥∥∥ : ϕ ∈ BE′

}
= ǫ(u).

Com isso conclúımos que AL é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, e portanto
E ⊗ǫ F é isomorfo isometricamente a um subespaço de Lw∗−w(E

′;F ).

Nosso objetivo é mostrar que o espaço E⊗̂ǫF é isomorfo isometricamente a um su-
bespaço de Lw∗−w(E

′;F ). Para isso, além do lema acima, precisaremos do seguinte resul-
tado da teoria linear dos espaços de Banach.

Teorema 3.6.8 Sejam E e F espaços de Banach, G subespaço denso de E e T : G −→ F
um operador linear cont́ınuo. Então existe um único operador linear cont́ınuo T̃ : E −→ F
tal que T̃ (x) = T (x) para todo x ∈ G e ‖T̃‖ = ‖T‖. Mais ainda, se T for um isomorfismo

(isométrico) então T̃ também será um isomorfismo (isométrico).

Demonstração. Segue do fato dos operadores lineares cont́ınuos entre espaços norma-
dos serem uniformemente cont́ınuos e do resultado análogo para funções uniformemente
cont́ınuas de um espaço métrico a valores em um espaço métrico completo. Para os
detalhes veja [37, Lema 3.32].

Teorema 3.6.9 O espaço de Banach E⊗̂ǫF é isomorfo isometricamente a um subespaço
de Lw∗−w(E

′;F ).

Demonstração. Pelo Lema 3.6.7 sabemos que existe um operador T : E ⊗ǫ F −→
Lw∗−w(E

′;F ) que é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Como os espaços
E⊗̂ǫF e Lw∗−w(E

′;F ) são de Banach e E ⊗ǫ F é um subespaço denso de E⊗̂ǫF (todo
espaço normado é denso em seu completamento), pelo Teorema 3.6.8 existe um isomor-

fismo isométrico sobre sua imagem T̃ : E⊗̂ǫF −→ Lw∗−w(E
′;F ). Com isso conclúımos a

demonstração.

Teorema 3.6.10 Se E e F são espaços de Schur, então o produto tensorial injetivo
E⊗̂ǫF é um espaço de Schur.

Demonstração. Vimos no Teorema 3.4.7 que se E e F são espaços de Schur, então o
espaço Lw∗−w(E

′;F ) é de Schur. Como E⊗̂ǫF é isomorfo isometricamente a um subespaço
de Lw∗−w(E

′;F ), segue da Proposição 2.2.9 que E⊗̂ǫF é um espaço de Schur.
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3.6.2 O dual do produto tensorial injetivo

O dual topológico do espaço E⊗̂ǫF pode ser totalmente descrito através das aplicações
bilineares integrais da seguinte forma:

Teorema 3.6.11 Sejam E e F espaços de Banach e A : E × F −→ K uma aplicação
bilinear. Então sua linearização AL é um funcional linear cont́ınuo em E⊗̂ǫF se, e
somente se, existe uma medida de Borel regular µ no espaço compacto BE′ ×BF ′ tal que

A(x, y) =

∫

BE′×BF ′

ϕ(x)ψ(y)dµ(ϕ, ψ) (3.1)

para todos x ∈ E, y ∈ F .

Demonstração. [45, Proposition 3.14].

Seja (X,Σ, µ) um espaço de medida. Uma partição de X é uma coleção finita de
conjuntos mensuráveis, disjuntos 2 a 2, tal que a união desses conjuntos mensuráveis seja
igual a X . Ainda, a norma de variação da medida µ é definida por:

‖µ‖ := sup

{
n∑

i=1

|µ(Mi)|; {M1, · · · ,Mn} é uma partição de X

}
.

Definição 3.6.12 Sejam E e F espaços de Banach e A : E × F −→ K uma aplicação
bilinear. A é uma aplicação bilinear integral se sua linearização AL for um funcional linear
cont́ınuo em E⊗̂ǫF . A norma integral de A é definida por:

‖A‖I := inf{‖µ‖ : µ é uma medida de Borel regular que satisfaz 3.1},

onde ‖µ‖ é a norma de variação de µ.

Proposição 3.6.13 O espaço das aplicações bilineares integrais A : E × F −→ K com a
norma integral ‖ · ‖I é um espaço de Banach, denotado por BI(E × F ). Mais ainda,

(E⊗̂ǫF )
′ 1
= BI(E × F ).

Demonstração. [45, pág 59].

Proposição 3.6.14 Se E e F são espaços de Banach, então E⊗̂ǫF possui cópias isométricas
de E e de F .

Demonstração. Primeiramente mostraremos que E
1
→֒ E⊗̂ǫF . Tome y ∈ F tal que

‖y‖ = 1 e defina o operador

T : E −→ E⊗̂ǫF ; T (x) := x⊗ y para todo x ∈ E.

A linearidade de T segue facilmente dos itens (I) e (II) da Observação 3.6.2. Além disso,
dado x ∈ E temos

ǫ(T (x)) = ǫ(x⊗ y) = sup{‖ϕ(x)y‖ : ϕ ∈ BE′}
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= sup{|ϕ(x)| · ‖y‖ : ϕ ∈ BE′}

= ‖y‖ sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ BE′}
(∗)
= ‖y‖ · ‖x‖ = ‖x‖,

onde a igualdade (∗) é garantida pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.4). Logo

T é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem e portanto E
1
→֒ E⊗̂ǫF .

Para mostrar que F
1
→֒ E⊗̂ǫF , tome x ∈ E tal que ‖x‖ = 1 e defina o operador

S : F −→ E⊗̂ǫF ; S(y) := x⊗ y para todo y ∈ F.

Pelo mesmo racioćınio usado em T obtemos que S é um isomorfismo isométrico sobre sua
imagem, concluindo assim a demonstração.

Teorema 3.6.15 Sejam E e F espaços de Schur. Se E ou F tem dimensão infinita,
então os espaços (E⊗̂ǫF )

′ e BI(E × F ) não são de Schur.

Demonstração. Como E ou F tem dimensão infinita, da Proposição 3.6.14 segue que
o espaço E⊗̂ǫF também tem dimensão infinita. Mas E⊗̂ǫF é um espaço de Schur pelo
Teorema 3.6.10, dáı segue pela Proposição 2.4.7 que (E⊗̂ǫF )

′ não é de Schur. O caso do
espaço das aplicações bilineares integrais decorre agora da Proposição 3.6.13 juntamente
com o fato da propriedade de Schur ser preservada por isomorfismos.

3.6.3 O produto tensorial projetivo

O objetivo desta seção é enunciar um problema célebre envolvendo a propriedade de Schur.
A segunda forma que veremos de normar o produto tensorial de dois espaços normados

é a chamada norma projetiva.

Definição 3.6.16 Sejam E e F espaços de Banach. A norma projetiva em E ⊗ F é
definida da seguinte forma:

π(u) := inf

{
k∑

i=1

‖xi‖E · ‖yi‖F : u =

k∑

i=1

xi ⊗ yi

}
,

para todo tensor u ∈ E⊗F . Observe que o ı́nfimo é tomado sobre todas as representações
do tensor.

A norma projetiva é uma norma no espaço produto tensorial e denotamos o espaço
produto tensorial com essa norma por E ⊗π F (veja [45, Proposition 2.1]). O espaço
E ⊗π F é de Banach se, e somente se, os espaços E e F têm dimensão finita (veja [45,
pág 17]).

Definição 3.6.17 Sejam E e F espaços de Banach. O produto tensorial projetivo é
definido como sendo o completamento do espaço E ⊗π F , e é denotado por E⊗̂πF .

Proposição 3.6.18 Sejam E e F espaços de Banach. A aplicação bilinear

σ : E × F −→ E⊗̂πF , σ((x, y)) := x⊗ y,

é cont́ınua.
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Demonstração. Para todo (x, y) ∈ E × F ,

π(σ((x, y))) = π(x⊗ y) ≤ ‖x‖E · ‖y‖F ,

provando que σ é cont́ınua.

Teorema 3.6.19 Sejam E, F e G espaços de Banach. Para toda aplicação bilinear
cont́ınua A ∈ L(E, F ;G) existe um único operador linear cont́ınuo AL : E⊗̂πF −→ G tal
que AL(x⊗ y) = A(x, y) para todos x ∈ E e y ∈ F . Ou seja, o diagrama

E × F

σ

��

A
// G

E⊗̂πF

AL

<<①①①①①①①①

é comutativo. Mais ainda, a correspondência A −→ AL é um isomorfismo isométrico
entre L(E, F ;G) e L(E⊗̂πF ;G).

Demonstração. [45, Theorem 2.9].

Proposição 3.6.20 Sejam E e F espaços de Banach. Se E ′ e F ′ têm a propriedade de
Schur, então (E⊗̂πF )

′ é um espaço de Schur.

Demonstração. Pelo Teorema 3.5.4 temos que L(E, F ;K) é um espaço de Schur. Como
a propriedade de Schur é preservada por isomorfismos e

L(E, F ;K)
1
= L(E⊗̂πF ;K) = (E⊗̂πF )

′,

então (E⊗̂πF )
′ é um espaço de Schur.

Diferentemente do que vimos no espaço produto tensorial injetivo, quando trabalhamos
com a norma projetiva não sabemos se podemos garantir que E⊗̂πF é um espaço de Schur
sempre que E e F forem espaços de Schur. Mais ainda, não temos em mãos um exemplo
de espaços de Schur E e F tais que E⊗̂πF não seja Schur.

Questão em aberto: Se E e F são espaços de Schur, então o produto tensorial projetivo
E⊗̂πF também é um espaço de Schur?

Em [7], Botelho e Rueda fazem uma pesquisa sobre a propriedade de Schur no produto
tensorial projetivo e encontram ind́ıcios que levam a crer que a resposta para tal pergunta
seja negativa, porém a questão ainda está em aberto.

3.7 Os espaços ponderados do tipo H∞

Esta seção se baseia nos artigos [40] de Miralles e [5] de Bonet e Wolf.

Definição 3.7.1 Sejam n ∈ N e G um subconjunto aberto não-vazio de C
n.
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(a) Uma função f : G −→ C é anaĺıtica se para cada bola centrada em z0 ∈ G e contida

em G, B(z0, r) ⊂ G onde r > 0, existe uma série de potências

∞∑

k=0

ck(z − z0)
k, cuja

soma é f(z) para cada z ∈ B(z0, r), onde ck ∈ C e z ∈ G.

Denotamos o espaço vetorial das funções anaĺıticas em G por H(G).

(b) Seja v : G −→ R
+ uma função limitada, cont́ınua e estritamente positiva, chamada

função peso. Definimos:

• Hv(G) := {f ∈ H(G) : ‖f‖∞ := sup
z∈G

v(z)|f(z)| <∞}.

• Hv0(G) := {f ∈ Hv(G) : para todo ε > 0 existe um subconjunto compacto K
de G tal que v(z)|f(z)| < ε para todo z /∈ K}.

Tanto Hv(G) quanto Hv0(G) munidos com a norma ‖·‖∞ são espaços de Banach, e são
chamados de espaços ponderados do tipo H∞ (veja [40] e [5]). Nosso objetivo é mostrar
que (Hv0(G))

′ é um espaço de Schur.

Teorema 3.7.2 Seja G um subconjunto aberto de C
n, e seja v uma função peso definida

em G. Então o espaço Hv0(G) é isomorfo a um subespaço fechado de c0.

Demonstração. [5, Theorem 1].

Lema 3.7.3 c0 não possui cópia de ℓ1.

Demonstração. Suponha que exista um isomorfismo T : ℓ1 −→ T (ℓ1) ⊂ c0. Neste caso
(T (ℓ1))

⊥ é um subespaço fechado de (c0)
′, e como (c0)

′ é separável segue da Proposição
1.6.3 que (c0)

′/T (ℓ1)
⊥ é separável. Pela Proposição 1.6.6, (T (ℓ1))

′ é isomorfo isometrica-
mente a (c0)

′/T (ℓ1)
⊥, donde segue que (T (ℓ1))

′ é separável. Como o operador adjunto

T ′ : (T (ℓ1))
′ −→ (ℓ1)

′ 1
= ℓ∞

é um isomorfismo, então ℓ∞ deveria ser separável, o que sabemos não ocorrer. Portanto
ℓ1 6 →֒ c0.

Teorema 3.7.4 Seja G um subconjunto aberto de C
n e v uma função peso definida em

G. Então (Hv0(G))
′ é um espaço de Schur.

Demonstração. Pelo Teorema 3.7.2, Hv0(G) é isomorfo a um subespaço fechado de
c0, digamos M . Pela Observação 2.3.25, M tem a propriedade de Dunford-Pettis, então
Hv0(G) tem a propriedade de Dunford-Pettis e, pelo Teorema 2.4.5, só nos resta mostrar
que ℓ1 6 →֒ Hv0(G). Suponha que ℓ1 →֒ Hv0(G). Neste caso existe um isomorfismo

T : ℓ1 −→ T (ℓ1) ⊂ Hv0(G).

Como Hv0(G) é isomorfo a um subespaço fechado de c0, existe um isomorfismo

S : Hv0(G) −→ S(Hv0(G)) ⊂ c0.
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Então a restrição de S a T (ℓ1):

S̃ := S|T (ℓ1)
: T (ℓ1) −→ S(T (ℓ1)) ⊂ c0

também é um isomorfismo. Logo

S̃ ◦ T : ℓ1 −→ S(T (ℓ1)) ⊂ c0,

é também um isomorfismo, provando que ℓ1 →֒ c0, o que contraria o Lema 3.7.3. Portanto
ℓ1 6 →֒ Hv0(G) e, pelo Teorema 2.4.5, conclúımos que (Hv0(G))

′ é um espaço de Schur.

3.8 O espaço de Hagler JH

O espaço de Hagler JH foi constrúıdo em 1977 por James Hagler [29]. Trata-se de um
espaço separável com dual não separável tal que ℓ1 6 →֒ JH e tal que toda sequência
normalizada fracamente nula em JH tem uma subsequência equivalente à base canônica
de c0. Além disso, JH ′ possui a propriedade de Schur.

Para a construção do espaço JH consideremos o conjunto V =
∞⋃
n=1

{0, 1}n. Se ϕ ∈ V

é tal que ϕ ∈ {0, 1}n, então dizemos que |ϕ| = n e denotaremos ϕ = (ε1, . . . , εn). Desse
modo, podemos enxergar o conjunto V da seguinte forma:

V = {(0), (1), (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (0, 0, 0), (0, 0, 1), . . .}.

Sejam m,n ∈ N com m ≥ n e ψ = (δ1, . . . , δm) ∈ V . Dizemos que ψ ≥ ϕ se δi = εi para
todo i = 1, . . . , n. Se ψ ≥ ϕ e |ψ| > |ϕ|, então escreveremos ψ > ϕ.

Definição 3.8.1 Sejam m,n ∈ N com m ≥ n. Dizemos que um subconjunto S ⊂ V é
um n-m-segmento se:

(I) Para cada k ∈ N com n ≤ k ≤ m existe um único ϕ ∈ S com |ϕ| = k.

(II) Se ϕ, ψ ∈ S e |ψ| > |ϕ|, então ψ > ϕ.

Um subconjunto S ⊂ V é um segmento se ele for um n-m-segmento para alguma escolha
de n,m ∈ N.

Dado um conjunto X qualquer, uma função f : X −→ R é finitamente não-nula se o
conjunto {x ∈ X : f(x) 6= 0} é finito. É fácil ver que o conjunto das funções finitamente
não-nulas definidas em um conjunto X e tomando valores em R é um espaço vetorial com
as operações usuais de funções.

Seja f : V −→ R uma função finitamente não-nula. Para todo segmento S define-se:

S∗(f) :=
∑

ϕ∈S

f(ϕ).

Não é dif́ıcil mostrar que S∗ é um funcional linear para todo segmento S ⊂ V fixado.
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Definição 3.8.2 Sejam r ∈ N e S1, . . . , Sr segmentos em V . Dizemos que {S1, . . . , Sr} é
um conjunto de segmentos admisśıveis se:

(I) Existem m,n ∈ N com n ≤ m tais que cada Si é um n-m-segmento para i = 1, . . . , r.

(II) Si ∩ Sj = ∅ para todos i 6= j, com i, j = 1, . . . , r.

Proposição 3.8.3 Seja f : V −→ R uma função finitamente não-nula. A expressão

‖f‖ := sup

{
r∑

i=1

|S∗
i (f)| : r ∈ N e {S1, . . . , Sr} é conjunto de segmentos admisśıveis

}

define uma norma no espaço vetorial das funções finitamente não-nulas definidas em V
e tomando valores em R.

Demonstração. Para todo r ∈ N,

r∑

i=1

|S∗
i (f)| =

r∑

i=1

∣∣∣∣∣
∑

ϕ∈Si

f(ϕ)

∣∣∣∣∣ ≤
r∑

i=1

∑

ϕ∈Si

|f(ϕ)|
(∗)

≤
∑

ϕ∈V

|f(ϕ)| <∞,

onde a desigualdade (∗) segue do fato de que Si ∩ Sj = ∅ para todos i 6= j em todo
conjunto de segmentos admisśıveis {S1, . . . , Sr : r ∈ N}. Isso prova que o conjunto

{
r∑

i=1

|S∗
i (f)| : r ∈ N e S1, . . . , Sr é um conjunto de segmentos admisśıveis

}

é limitado superiormente por
∑

ϕ∈V

|f(ϕ)|, e portanto possui supremo. Isso nos garante que

‖f‖ ∈ R para toda f : V −→ R finitamente não-nula. O conjunto unitário {ϕ} é um
segmento para todo ϕ ∈ V . Mais ainda, o conjunto unitário {{ϕ}} é um conjunto de
segmentos admisśıveis para todo ϕ ∈ V . Então,

‖f‖ = 0 ⇒ |{ϕ}∗(f)| = 0 para todo ϕ ∈ V

⇒ |f(ϕ)| = 0 para todo ϕ ∈ V

⇒ f(ϕ) = 0 para todo ϕ ∈ V

⇒ f = 0.

Os demais axiomas de norma são facilmente verificados, concluindo assim que ‖ · ‖ é uma
norma.

Definição 3.8.4 O espaço de Hagler JH é o completamento do espaço das funções fini-
tamente não-nulas f : V −→ R com a norma ‖ · ‖ definida na proposição acima.

Precisamos do seguinte resultado para provar que o dual do espaço de Hagler é de
Schur.
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Proposição 3.8.5 [29, Lemma 14] Seja (gn)n uma sequência em JH ′ com ‖gn‖ = 1 para

todo n ∈ N. Se gn
w∗

−→ 0, então (gn)n tem uma subsequência equivalente à base canônica
de ℓ1.

Teorema 3.8.6 JH ′ possui a propriedade de Schur.

Demonstração. Seja (gn)n uma sequência em JH ′ com ‖gn‖ = 1 para todo n ∈ N.

Suponha que gn
w

−→ 0. Neste caso, pela Proposição 1.3.12 decorre que gn
w∗

−→ 0 e, pela
Proposição 3.8.5, (gn)n possui uma subsequência (gnj

)j equivalente à base canônica de ℓ1.
Com isso, existe um isomorfismo

T : [{gnj
: j ∈ N}] −→ ℓ1; T (gnj

) = ej para todo j ∈ N.

Da continuidade de T segue, pela Proposição 1.3.7, que T é w-w-cont́ınuo, e consequen-
temente

ej = T (gnj
)

w
−→ 0 em ℓ1.

Como ℓ1 é de Schur, teŕıamos ej −→ 0 em ℓ1, o que obviamente não é verdade. Logo

gn
w

6−→ 0, e pelo item (h) do Teorema 2.1.8 conclúımos que JH ′ possui a propriedade de
Schur.

3.9 Outros espaços de Schur

Encontramos na literatura vários outros espaços de Banach com a propriedade de Schur.
Por falta de tempo, e também pela alta sofisticação das construções desses espaços e das
demonstrações de que eles gozam da propriedade de Schur, não foi posśıvel incluir esses
espaços com todos os detalhes nesta dissertação. Contudo, acreditamos que seja válido
apresentar tais espaços, mesmo sem os detalhes das demonstrações, por serem exemplos
que contribuem para a compreensão do papel desempenhado pela propriedade de Schur
dentro da teoria dos espaços de Banach. Selecionamos quatro exemplos e apresentaremos
esses resultados nas subseções a seguir.

3.9.1 O espaço de Bourgain-Pisier

Em [9], Jean Bourgain e Gilles Pisier provam que todo espaço de Banach separável E é

isomorfo isometricamente a um subespaço Ẽ de um Lλ
∞-espaço separável Lλ

∞[E], de modo

que o espaço quociente Lλ
∞[E]/Ẽ possui a propriedade de Schur e a propriedade de Radon-

Nikodym (para a definição da propriedade de Radon-Nikyodym veja, por exemplo, [1, pág
118]). O espaço Lλ

∞[E] é conhecido como espaço de Bourgain-Pisier associado ao espaço
separável E, e foi construido com intuito de responder algumas questões que estavam
abertas, como por exemplo:

(I) Tomando E = ℓ2, os autores obtêm um Lλ
∞-espaço com a propriedade de Radon-

Nikodym tal que o produto tensorial projetivo Lλ
∞[ℓ2]⊗̂πL

λ
∞[ℓ2] contém cópia de c0,

e consequentemente não possui a propriedade de Radon-Nikodym.
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(II) Tomando E = L1[0, 1], os autores obtêm um Lλ
∞-espaço que não possui a proprie-

dade de Radon-Nikodym e mesmo assim não contém cópia de c0.

Definição 3.9.1 Seja λ ≥ 1. Um espaço de Banach E é um Lλ
∞-espaço se para todo

subespaço F de E, de dimensão finita, existir um subespaço G de E, de dimensão finita,
contendo F para o qual existe um isomorfismo T : G −→ ℓdim(G)

∞ com ‖T‖ · ‖T−1‖ ≤ λ.
Quando existir um λ ≥ 1 tal que E seja um Lλ

∞-espaço escreveremos apenas que E é um
L∞-espaço.

Exemplo 3.9.2 Para todo espaço topológico compacto Hausdorff K, C(K) é um Lλ
∞-

espaço para todo λ > 1 (veja [45, pág 51]).

Teorema 3.9.3 [9, Theorem 2.1] Sejam λ > 1 e E um espaço de Banach separável.
Então existe um Lλ

∞-espaço separável, denotado por Lλ
∞[E], que contém uma cópia isométrica

de E, digamos Ẽ, e tal que o espaço quociente Lλ
∞[E]/Ẽ possui a propriedade de Schur.

O teorema acima é o resultado principal apresentado em [9] e é demonstrado apenas
para espaços de Banach separáveis. Em [38], J. López-Abad estende esse resultado para
espaços de Banach de dimensão infinita em geral:

Teorema 3.9.4 [38, Theorem 3.1] Todo espaço de Banach E de dimensão infinita é

isomorfo isometricamente a um subespaço Ẽ de um L∞-espaço, denotado por L∞[E], tal

que o espaço quociente L∞[E]/Ẽ possui a propriedade de Schur.

Usando o resultado provado por J. López-Abad juntamente com o fato da propriedade
de Schur ser uma propriedade de três espaços (Proposição 2.2.14) e ser preservada por
isomorfismos, obtemos o seguinte corolário:

Corolário 3.9.5 Seja E um espaço de Schur de dimensão infinita. Então L∞[E] possui
a propriedade de Schur.

3.9.2 O espaço KW com as propriedades de Schur e de Daugavet

Em 1963, Daugavet [16] demonstrou que todo operador compacto T : C[0, 1] −→ C[0, 1]
satisfaz a equação

‖id+ T‖ = 1 + ‖T‖.

Essa equação é chamada de equação de Daugavet e motivou a definição a seguir.

Definição 3.9.6 Um espaço de Banach E tem a propriedade de Daugavet se todo ope-
rador compacto T : E −→ E satisfaz a equação de Daugavet.

No artigo [32], Kadets e Werner apresentam um espaço de Banach que possui a pro-
priedade de Schur e de Daugavet e encerram a dúvida sobre a existência, ou não, de um
espaço de Banach que gozasse dessas duas propriedades simultaneamente. O espaço apre-
sentado por Kadets e Werner faz parte de uma classe de espaços de Banach criados por
Bourgain e Rosenthal em [10]. Antes de definir o espaço apresentado em [32], precisamos
de alguns resultados sobre o produto cartesiano infinito enumerável de espaços de medida.
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Definição 3.9.7 Seja ((Xi,Σi))i uma sequência de espaços mensuráveis e considere o
produto cartesiano generalizado

∞∏
i=1

Xi := {(xi)i : xi ∈ Xi para todo i ∈ N}.

No caso em que Xi = X para todo i, escreve-se XN. Denotamos a σ-álgebra em
∞∏
i=1

Xi

gerada por todos os subconjuntos da forma

A1 ×A2 × · · · ×Ai ×Xi+1 ×Xi+2 × · · · ,

onde Aj ∈ Σj para todo j = 1, . . . , i, e todo i ∈ N, por
∞∏
i=1

Σi, e a chamaremos de σ-

álgebra produto. A existência da medida produto de um número enumerável de medidas
de probabilidade é dada pelo:

Teorema 3.9.8 [41, Theorem 2, pág 51] Seja ((Xi,Σi, Pi))i uma sequência de espaços de

probabilidade. Existe exatamente uma medida de probabilidade P em
∞∏
i=1

Σi tal que

P (A1 × A2 × · · · × Ai ×Xi+1 ×Xi+2 × · · · ) = P (A1)P (A2) · · ·P (Ai), (3.2)

para todo Aj ∈ Σj, j = 1, . . . , i, e todo i ∈ N.

Como o intervalo [0, 1] com a σ-álgebra e medida de Lebesgue é um espaço de pro-
babilidade, então pelo teorema acima existe uma única medida de probabilidade P na
σ-álgebra produto do espaço

X := [0, 1]N = {(xi)i : xi ∈ [0, 1] para todo i ∈ N}

satisfazendo (3.2). Denotaremos esse espaço de probabilidade por (X,Σ, P ) e ele será
o espaço de probabilidade que consideraremos durante toda a construção apresentada a
seguir.

Definição 3.9.9 Dizemos que um subespaço G de L1(X,Σ, P ) depende apenas de um
número finito de coordenadas se existe um natural r tal que para toda f ∈ G, f(x) = f(y)
para todo x = (xi)i e y = (yi)i em X com xi = yi para todos i = 1, . . . , r.

Proposição 3.9.10 [32, Lemma, 2.4] Seja G um subespaço de L1(X,Σ, P ) de dimensão
finita dependendo apenas de um número finito de coordenadas. Sejam {gk : k = 1, . . . , m}
um subconjunto de SG e ε > 0. Então existe um subespaço F de L1(X,Σ, P ) de dimensão
finita, dependendo apenas de um número finito de coordenadas e contendo G, e existem
um inteiro n e um subconjunto {fk,j : k = 1, . . . , m e j = 1, . . . , n} de SF tais que:

(a) ‖g + fk,j‖L1 ≥ 2− ε para toda g ∈ SG e todos k = 1, . . . , m e j = 1, . . . , n.

(b)

∥∥∥∥∥gk −
1

n

n∑

j=1

fk,j

∥∥∥∥∥
L1

≤ ε para todo k = 1, . . . , m.

(c) Para toda f ∈ BF existe g ∈ BG com d(f, g) ≤ ε, onde d é a métrica

d(f, g) := inf{δ > 0 : P{t : |f(t)− g(t)| ≥ δ} ≤ δ}

em L1(X,Σ, P ).
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Construção do espaço KW : Iniciamos a construção do espaço KW considerando
o subespaço E1 de L1(X,Σ, P ) como o espaço gerado pela função constante igual a 1
e fixando uma sequência decrescente (εN)N de números reais positivos satisfazendo a
condição:

∞∑

j=N+1

εj < εN para todo N ∈ N. (3.3)

Note que existe sequência satisfazendo (3.3), tome por exemplo a sequência

(
1

3N

)

N

.

Dividiremos o processo em etapas.

ETAPA 1: Aplique a Proposição 3.9.10 para a seguinte escolha: G = E1, m = 1,
g1 = 1, ε = ε1, para obter um subespaço E2 ⊃ E1 de dimensão finita dependendo apenas
de um número finito de coordenadas, m1 ∈ N e {f1, . . . , fm1} ⊂ SE2 satisfazendo as
condições (a), (b) e (c).

ETAPA 2: Aplique a Proposição 3.9.10 para a seguinte escolha: G = E2, m = m1,
{gk : k = 1, . . . , m} = {f1, . . . , fm1} e ε = ε2, para obter um subespaço E3 ⊃ E2 de
dimensão finita dependendo apenas de um número finito de coordenadas, m2 ∈ N e
{fk,j : k = 1, . . . , m1 e j = 1, . . . , m2} ⊂ SE3 satisfazendo as condições (a), (b) e (c).

ETAPA 3: Aplique a Proposição 3.9.10 para a seguinte escolha: G = E3, m = m1m2,
{gk : k = 1, . . . , m} = {fk,j : k = 1, . . . , m1 e j = 1, . . . , m2}, ε = ε3, para obter
um subespaço E4 ⊃ E3 de dimensão finita dependendo apenas de um número finito de
coordenadas, m3 ∈ N e {f̃k,j : k = 1, . . . , m1m2 e j = 1, . . . , m3} ⊂ SE4 satisfazendo as
condições (a), (b) e (c).

Note que o processo pode seguir indutivamente, pois a cada aplicação da Proposição
3.9.10 obtemos subespaços, números inteiros e subconjuntos satisfazendo as condições
exigidas nas hipóteses da própria Proposição 3.9.10, o que permite a re-aplicação ao final
de cada aplicação. Assim obtemos uma sequência (En)n de espaços de Banach tal que

E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ · · · ⊂ En ⊂ · · · .

Com isso,
∞⋃
n=1

En é um subespaço vetorial de L1(X,Σ, P ) e definimos o espaço de Kadets-

Werner como sendo o fecho deste subespaço em L1(X,Σ, P ), isto é,

KW :=
∞⋃
n=1

En.

Teorema 3.9.11 [32, Theorem 2.5] O espaço de Banach KW possui a propriedade de
Schur e a propriedade de Daugavet.

Para seguir precisamos da seguinte propriedade bem conhecida pelos especialistas na
propriedade de Daugavet:

Proposição 3.9.12 Todo espaço de Banach com a propriedade de Daugavet tem di-
mensão infinita.
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Demonstração. Seja E um espaço de Banach com a propriedade de Daugavet. Supo-
nha que E tenha dimensão finita. Neste caso a bola unitária fechada BE é compacta.
Portanto o operador identidade id : E −→ E é compacto, e consequentemente o operador
−id : E −→ E também é compacto. Porém,

‖id− id‖ = 0 < 1 + ‖ − id‖,

ou seja, o operador compacto −id : E −→ E não satisfaz a equação de Daugavet, gerando
assim um absurdo. Portanto E tem dimensão infinita.

Corolário 3.9.13 O dual KW ′ do espaço de Kadets-Werner não possui a propriedade
de Schur.

Demonstração. Pela Teorema 3.9.11 e pela proposição acima, o espaço KW tem di-
mensão infinita. Como KW possui a propriedade de Schur, pela Proposição 2.4.7 segue
que seu dual KW ′ não possui a propriedade de Schur.

Assim como a propriedade de Schur, a propriedade de Daugavet é preservada pela
ℓ1-soma (veja [54, Theorem 1]). Desse modo, usando esse fato juntamente com o Teorema
3.1.5 temos o seguinte corolário:

Corolário 3.9.14 O espaço

(
⊕

n∈N

KW

)

1

possui a propriedade de Schur e a propriedade

de Daugavet.

3.9.3 Álgebras de Banach

Nesta subseção apresentaremos dois exemplos notáveis de álgebras de Banach que possuem
a propriedade de Schur. Como veremos na definição a seguir, uma álgebra de Banach
é um espaço de Banach E com uma estrutura algébrica adicional gerada a partir de
uma operação, definida em E, chamada de multiplicação ou produto. Assim, todos os
resultados que vimos até o momento para a propriedade de Schur em espaços de Banach
serão válidos em álgebras de Banach, e a estrutura adicional presente nesses novos espaços
nos fornecerá mais resultados e exemplos de espaços de Schur.

Definição 3.9.15 Um espaço vetorial E sobre K é uma álgebra se E possui uma operação

E × E −→ E ; (a, b) 7−→ a · b,

conhecida como multiplicação (ou produto), que satisfaz os seguintes axiomas para todos
a, b, c ∈ E e λ ∈ K:

(i) a · (b · c) = (a · b) · c.

(ii) λ(a · b) = (λa) · b = a · (λb).

(iii) a · (b+ c) = a · b+ a · c e (a + b) · c = a · c+ b · c.
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Se, além das condições acima, for verdade que a · b = b · a para todos a, b ∈ E, diz-se que
a álgebra E é comutativa.

Exemplo 3.9.16 Sejam E um espaço vetorial e L(E,E) o espaço dos operadores lineares
de E em E. O espaço vetorial L(E,E) é uma álgebra não-comutativa quando considera-
mos o produto como a composição de operadores lineares, isto é,

S · T = S ◦ T para todos S, T ∈ L(E,E).

Definição 3.9.17 Seja E uma álgebra. Uma norma de álgebra é uma aplicação

‖ · ‖ : E −→ R
+; a 7−→ ‖a‖

tal que:

(i) (E, ‖ · ‖) é um espaço normado;

(ii) ‖a · b‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖ para todos a, b ∈ E (‖ · ‖ é dita submultiplicativa).

Uma álgebra de Banach é uma álgebra completa com relação à sua norma de álgebra.

Exemplo 3.9.18

(I) O espaço C(K) das funções cont́ınuas f : K −→ C definidas em um espaço to-
pológico compacto Hausdorff K, com a norma de álgebra dada pela norma usual
(do sup) e o produto definido ponto-a-ponto, isto é,

(f · g)(x) = f(x)g(x) para todas f, g ∈ C(K) e todo x ∈ K,

é uma álgebra de Banach comutativa.

(II) Para qualquer espaço de Banach complexo E, o espaço L(E;E) equipado com a
norma de álgebra dada pela norma usual (do sup) e com a composição de operadores
sendo o produto, isto é,

S · T = S ◦ T para todos S, T ∈ L(E;E),

é uma álgebra de Banach.

No artigo [35], Anthony Lau e Ali Ülger apresentam alguns resultados sobre a propri-
edade de Schur em algumas álgebras de Banach. Enunciaremos um desses resultados a
seguir.

Definição 3.9.19

� Um grupo topológico G é um grupo G munido de uma topologia de Hausdorff tal
que as aplicações

G −→ G; x 7−→ x−1 e G×G −→ G; (x, y) 7−→ x · y,

são cont́ınuas.
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� Se G for um espaço topológico localmente compacto então, dizemos que G é um
grupo topológico localmente compacto.

� Seja G um grupo topológico. Uma medida de Haar à esquerda em G é uma medida
de Borel regular µ em G tal que µ(gA) = µ(A) para todo subconjunto mensurável
A de G, onde gA := {g · a : a ∈ A} para todo g ∈ G.

Teorema 3.9.20 Todo grupo topológico localmente compacto possui uma medida de Haar
à esquerda.

Demonstração. [25, Theorem 11.8].

Exemplo 3.9.21 R e C com a operação de adição e a topologia usual são exemplos de
grupos topológicos.

Definição 3.9.22 Seja G um grupo topológico localmente compacto com a medida de
Haar à esquerda m. A álgebra de grupo L1(G) é definida como a álgebra de Banach
formada por todas as funções ϕ : G −→ C m-integráveis, com a norma de álgebra dada
por:

‖ϕ‖ :=

∫

G

|ϕ(t)|dm(t) para toda ϕ ∈ L1(G),

e equipada com o seguinte produto, chamado de produto de convolução:

(ϕ ∗ ψ)(t) :=

∫

G

ϕ(s)ψ(s−1t)dm(s) para todos ϕ, ψ ∈ L1(G) e t ∈ G.

Seja C(G) o espaço das funções cont́ınuas definidas no grupo topológico localmente
compacto G e tomando valores em C. Vamos denotar por P (G) o subconjunto de C(G)
formado por todas as funções definidas positivas em G, isto é, a coleção de todas as funções
φ : G −→ C cont́ınuas tais que para quaisquer λ1, . . . , λn ∈ C e quaisquer a1, . . . , an ∈ G,
tem-se

n∑

i=1

n∑

j=1

λiλjφ(a
−1
i · aj) ≥ 0.

Definição 3.9.23 O subespaço de C(G) gerado pelas funções de P (G) será denotado por
B(G), isto é, B(G) = [P (G)] ⊂ C(G), que com a multiplicação ponto-a-ponto

(f · g)(t) := f(t)g(t) para todas f, g ∈ B(G) e t ∈ G,

e com a norma de álgebra

‖f‖ := sup

{∣∣∣∣
∫

G

ϕ(t)f(t)dt

∣∣∣∣ : ϕ ∈ L1(G) e ‖ϕ‖ ≤ 1

}
,

torna-se uma álgebra de Banach comutativa (veja [24, Proposition 2.16]), chamada álgebra
de Fourier Stieltjes de G.
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Teorema 3.9.24 [35, Theorem 4.5] Seja G um grupo topológico localmente compacto. A
álgebra de Banach B(G) tem a propriedade de Schur se, e somente se, G é compacto.

Um segundo resultado sobre a propriedade de Schur em álgebras de Banach é encon-
trado em [11], onde Scott Brown apresenta condições suficientes para que o dual de uma
álgebra de Banach comutativa de operadores compactos T : H −→ H em um espaço de
Hilbert H , denotada por F , tenha a propriedade de Schur.

Teorema 3.9.25 [11, Theorem 1.1] Seja F uma álgebra de Banach comutativa de ope-
radores compactos T : H −→ H em um espaço de Hilbert H que satisfaz as condições:

(i) O conjunto {T (x) : x ∈ H e T ∈ F} é denso em H.

(ii) O conjunto {T ′(x) : x ∈ H ′e T ∈ F} é denso em H ′.

Então o dual de F é um espaço de Schur.

3.9.4 A propriedade de Schur em espaços vetoriais topológicos

Ao longo da dissertação, definimos e trabalhamos com a propriedade de Schur apenas em
espaços de Banach. Entretanto, essa propriedade também pode ser definida em espaços
vetoriais topológicos. A seguir citamos dois trabalhos onde os autores trabalham com a
propriedade de Schur em tais espaços.

Em [7], Botelho e Rueda fazem um estudo da propriedade de Schur em produtos
tensoriais projetivos e injetivos de espaços localmente convexos e, dentre outros resulta-
dos, generalizam os resultados que vimos nos Teoremas 3.4.7, 3.6.10 e 3.4.2 para alguns
espaços localmente convexos espećıficos (veja [7, Proposition 4.1 e Proposition 4.3], res-
pectivamente).

Em [34], Lascarides trabalha com alguns espaços vetoriais topológicos formados por
sequências e, dentre outros resultados, apresenta condições para que um desses espaços,
denotado no artigo por c0(p), tenha a propriedade de Schur (veja [34, Theorem 15]).
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APÊNDICE A

TABELAS COM ESPAÇOS DE SCHUR E
NÃO-SCHUR

Um interesse de quem estuda a propriedade de Schur é saber quais espaços de Banach
possuem, e quais espaços não possuem tal propriedade. Tendo isso em mente, apresenta-
mos nas duas tabelas a seguir um resumo de todos os espaços de Banach que estudamos
nessa dissertação quanto à propriedade de Schur. Na primeira tabela apresentamos os
espaços que gozam da propriedade de Schur e na segunda tabela apresentamos os espaços
que não gozam da propriedade de Schur.

Espaços de Schur Referências

ℓ1 e (c0)
′.

Proposição 2.1.9
e Exemplo 2.2.2.

Espaços de Banach de dimensão finita.
Exemplo 2.1.2.

C(K)′, para todo espaço métrico compacto enumerável K.
Exemplo 2.2.3.

C(K)′, para todo espaço topológico compacto Hausdorff disperso
K.

Teorema 3.3.4.

(
⊕

j∈N

Ej

)

1

:=

{
(xj)j : xj ∈ Ej e ‖(xj)j‖1 =

∞∑

j=1

‖xj‖Ej
<∞

}

quando Ej é de Schur para todo j ∈ N.

Teorema 3.1.5.

O espaço de Stegall, dado por

(
⊕

n∈N

ℓn2

)

1

, onde ℓn2 representa o

espaço K
n com a norma euclidiana para todo n ∈ N.

Corolário 3.1.9.

O espaço de Tandori ℓ̃1.
Teorema 3.1.13.
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O espaço ℓ1(Γ) para qualquer conjunto não-vazio Γ, onde
ℓ1(Γ) := {(xi)i∈Γ : xi ∈ K para todo i ∈ Γ, xi 6=

0 para uma quantidade enumerável de ind́ıces i, e
∑

i∈Γ

|xi|
p <∞}.

Teorema 3.2.2.

O espaço Lw∗−w(E
′;F ), formado pelos operadores lineares w∗-w-

cont́ınuos entre os espaços de Banach E ′ e F , onde E e F possuem
a propriedade de Schur.

Teorema 3.4.7.

O espaço dos operadores lineares cont́ınuos definidos em um espaço
de Banach E cujo dual E ′ é de Schur, e tomando valores em um
espaço de Schur F , L(E;F ).

Teorema 3.4.2.

O espaço L(c0; ℓ1).
Corolário 3.4.3.

O dual (Hv0(G))
′ do espaço Hv0(G), para qualquer subconjunto

aberto G ⊂ C
n. Hv0(G) é o espaço das funções anaĺıticas f : G −→

C tal que ‖f‖∞ := sup
z∈G

v(z)|f(z)| <∞ e para todo ε > 0 existe um

subconjunto compacto K de G tal que v(z)|f(z)| < ε para todo
z /∈ K, onde v : G −→ R

+ é uma função peso.

Teorema 3.7.4.

O espaço de Bourgain-Pisier L∞[E] associado ao espaço de Schur
de dimensão infinita E.

Corolário 3.9.5.

O espaço quociente L∞[E]/Ẽ para todo espaço de Banach E.
Teoremas 3.9.3 e
3.9.4.

O produto tensorial injetivo E⊗̂ǫF entre espaços de Schur E e F .
Teorema 3.6.10.

O espaço KW de Kadets-Werner, que tem as propriedades de Schur
e de Daugavet.

Teorema 3.9.11.

O espaço

(
⊕

n∈N

KW

)

1

.

Corolário 3.9.14.

A álgebra de Fourier-Stieltjes B(G) de um grupo topológico com-
pacto G.

Teorema 3.9.24.

Os duais de determinadas álgebras de Banach comutativas F de
operadores compactos T : H −→ H em um espaço de Hilbert H .

Teorema 3.9.25.

O dual do espaço de Hagler, JH ′.
Teorema 3.8.6.
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O dual (E⊗̂πF )
′ do produto tensorial projetivo E⊗̂πF , para todos

espaços de Banach E e F tais que E ′ e F ′ são espaços de Schur.

Proposição
3.6.20.

Tabela A.1: Tabela com os espaços de Schur.

Espaços Não-Schur Referências

ℓp e Lp(X,Σ, µ), para 1 < p <∞.
Exemplo 2.3.2.

c0.
Exemplo 2.1.3.

C(K), para todo espaço topológico compacto Hausdorff infinito K.
Exemplo 2.2.11.

Os espaços reflexivos de dimensão infinita.
Proposição
2.3.1.

L1[0, 1].
Proposição
2.3.8.

C[0, 1].
Exemplo 2.2.11.

ℓ∞.
Exemplo 2.1.5.

(ℓ∞)′.
Exemplo 2.4.6.

Os espaços ℓ∞(Γ) e c0(Γ) para qualquer conjunto infinito Γ, onde
ℓ∞(Γ) := {(xi)i∈Γ : xi ∈ K para todo i ∈ Γ e sup

i∈Γ
|xi| < ∞}

e c0(Γ) := {(xi)i∈Γ ∈ ℓ∞(Γ) : o conjunto {i ∈ Γ : |xi| ≥
ε} é finito para todo ε > 0}.

Proposição
3.2.8.

L∞[0, 1].
Exemplo 2.2.4.

O espaço de Azimi-Hagler.
Teorema 2.3.13.

O dual KW ′ do espaço de Kadets-Werner.
Corolário 3.9.13.

O espaço das aplicações bilineares integrais BI(E × F ) e o espaço
(E⊗̂ǫF )

′, para todos E e F Schur com E ou F de dimensão infinita.

Teorema 3.6.15.

O dual do espaço de Tandori,
(
ℓ̃1

)′
.

Observação
3.1.14.

Tabela A.2: Tabela com os espaços Não-Schur.
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[1] Albiac F. e Kalton N. J., Topics in Banach Space Theory, Springer, 2006.

[2] Astashkin, S. V.; Lesnik, K. e Maligranda, L., Isomorphic structure of Cesàro
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