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FACULDADE DE MATEMÁTICA
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar os parâmetros de um código projetivo gerado
por um conjunto algébrico tórico X que é parametrizado por uma quantidade finita de
monômios em várias variáveis. Também podemos obter conjuntos algébricos tóricos asso-
ciados a matrizes de incidência de grafos e cluters, e nestes casos obtemos resultados mais
precisos, já que os conjuntos algébricos tóricos obtidos são parametrizados por monômios
com mesmo grau. Nos caṕıtulos iniciais são apresentados os conceitos básicos que servirão
de ferramentas para atingir estes objetivos.

Palavras-chave: Código Projetivo, Parâmetros de um código, conjunto algébrico tórico.
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Abstract

This work aims at studying the parameters of a projective code generated by an algebraic
toric set X which is parameterized by a finite number of monomials in several variables.
We also can obtain algebraic toric sets associated to graph or clutter incidence matrices
and in these cases we obtain more precise results since the algebraic toric sets which are
obtained are parameterized by monomials of the same degree. In the first chapters we
introduce basic concepts which will serve as tools to reach our aim.

Keywords : Projective codes; Codes parameters; Algebraic toric set.
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6.2 Os Parâmetros de CX(d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

6.2.1 Comprimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
6.2.2 Dimensão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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INTRODUÇÃO

Os códigos corretores de erros estão presentes em nosso cotidiano de inúmeras formas,
sempre que fazemos uso de informações digitalizadas como assistir TV, falar ao telefone,
ouvir uma música, armazenar dados em um computador. Um código corretor de erros
permite recuperar uma informação transmitida, detectando e corrigindo erros que modi-
fiquem essa informação durante a transferência. A Teoria de Códigos Corretores de Erros
foi criada pelo matemático Claude Elwood Shannon. Em 1948 Shannon publicou o artigo
cient́ıfico intitulado como ”A Mathematical theory of Communication” e esta publicação
deu ińıcio à Teoria dos Códigos. A partir da década de 70, com as pesquisas espaciais e a
grande popularização dos computadores, essa teoria começou a motivar pesquisas tanto
de matemáticos quanto de engenheiros. Hoje em dia os resultados dessas pesquisas são
de grande importância para as operações espaciais e comunicações de modo geral.

Este trabalho tem como objetivo estudar alguns tipos de códigos lineares, em particular, os
parâmetros principais (a saber, comprimento, dimensão e distância mı́nima) de um código
definido sobre um conjunto tórico, e está dividido em 7 caṕıtulos. No primeiro, veremos
alguns conceitos básicos sobre o anel de polinômios de várias variáveis K[x1, . . . , xn]. No
segundo caṕıtulo, definiremos o espaço projetivo n-dimensional e apresentaremos algumas
propriedades deste espaço. Em seguida definiremos ideais e polinômios homogêneos, va-
riedades projetivas e uma relação entre ideais homogêneos e variedades projetivas. Estes
primeiros caṕıtulos são baseados no livro de Cox, D., Little, J., e O’Shea, D., Ideals,
Varieties, e Algorithms [1].

O terceiro caṕıtulo é voltado ao estudo de corpos finitos. Iniciamos com a definição de ca-
racteŕıstica de um corpo finito e em seguida apresentamos algumas de suas propriedades.
Em seguida definimos elementos primitivos e provamos a existência de elementos primiti-
vos em um corpo finito. O quarto caṕıtulo é dedicado ao estudo de códigos lineares, que é
ferramenta essencial para o trabalho. Neste caṕıtulo, será definida distância de Hamming
e os parâmetros dos códigos lineares e por fim a cota de Singleton, que relaciona estes
parâmetros. Estes caṕıtulos são baseados em partes do livro de Hefez, A e Villela, M. L.
T., Códigos Corretores de Erros, [5].

1



O quinto caṕıtulo é uma breve introdução à Teoria dos Grafos. Neste caṕıtulo definimos
grafo, grafo conexo e a matriz de incidência de um grafo.

No sexto caṕıtulo, definimos o conjunto tórico algébricoX parametrizado por um conjunto
finito de monômios em Fq[Z1, . . . , Zm], onde Fq é um corpo finito com q elementos. Em
seguida, constrúımos o código projetivo parametrizado de ordem d, que é obtido por
meio de uma transformação linear e será denotado por CX(d). Esta transformação avalia
polinômios homogêneos de grau d nos pontos de X. Após construirmos este código,
estudaremos o comprimento, a distância mı́nima e a dimensão.

Por fim, daremos alguns exemplos de códigos projetivos parametrizados por certos monômios
ou gerados a partir de uma matriz de incidência de um grafo. Apresentaremos algumas
tabelas relacionando estes parâmetros nestes casos particulares. Este caṕıtulo é baseado
no artigo [4].

2



CAPÍTULO 1

POLINÔMIOS

Neste caṕıtulo, iremos apresentar uma breve introdução sobre anel de polinômios de várias
variáveis, assim como alguns resultados básicos.

Definição 1.1. Um monômio em x1, . . . , xn é um produto da forma

xα1

1 x
α2

2 . . . xαn

n

onde todos os expoentes α1, · · · , αn são inteiros não negativos. O grau total deste
monômio é a soma |α| = α1 + · · ·+ αn.

Podemos simplificar a notação para monômios da seguinte forma: seja α = (α1, · · · , αn) ∈
N

n uma n-upla de inteiros não negativos. Então definimos

xα = xα1

1 x
α2

2 . . . xαn

n

Definição 1.2. Um polinômio f nas variáveis x1, . . . , xn com os coeficientes no corpo K
e uma combinação linear finita de monômios. Onde podemos escrever f na forma:

f =
∑

α

aαx
α,aα ∈ K.

onde a soma é sobre um número finitos de n-uplas α = (α1, ..., αn). O conjunto dos
polinômios em x1, ..., xn com coeficientes em K é denotado por K[x1, ..., xn].

Definição 1.3. Seja f =
∑

α

aαx
α,aα ∈ K um polinômio em K[x1, · · · , xn].

(i) Chamamos aα o coeficiente do monômio xα.

(ii) Se aα 6= 0, então chamamos aαx
α um termo de f .

(iii) O grau total de f , denotado deg(f), é o máximo |α| tal que os coeficientes aα é
diferente de zero.
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Primeiramente, notemos que podemos relacionar o monômio xα = xα1

1 . . . xαn

n com a n-
upla dos expoentes α = (α1, . . . , αn) ∈ Z

n
≥0. Esta relação estabelece uma correspondência

biuńıvoca entre os monômios em K[x1, . . . , xn] e Z
n
≥0. Assim, dada uma ordem em > em

Z
n
≥0, dizemos que xα > xβ se α > β.

Definição 1.4. Uma ordem de monômios > em K[x1, . . . , xn] é uma relação sobre
Z
n
≥0, ou equivalentemente, uma relação sobre o conjunto dos monômios xα, α ∈ Z

n
≥0,

satisfazendo:

i) > é uma relação de ordem total (ou linear) em Z
n
≥0, ou seja, dados α, β ∈ Z

n
≥0,

apenas uma das condições são verdadeiras: α > β, β > α ou α = β.

ii) Dados α, β, γ ∈ Z
n
≥0, se α > β e γ ∈ Z

n
≥0 então α + γ > β + γ.

iii) > é bem ordenada sobre Z
n
≥0. Isto significa que toda ordenação de um conjunto não

vazio sobre Z
n
≥0, possui o menor elemento.

Lema 1.5. Uma relação de ordem > em Z
n
≥0 é bem ordenada se, e somente se, toda

sequência estritamente decrescente em Z
n
≥0, eventualmente se estabiliza.

Demonstração. (⇒) Vamos supor que exista uma sequência (α(1), α(2), . . . α(n), . . . ) de
elementos de Z

n
≥0, que seja estritamente decrescente e nunca se estabiliza, isto é, α(1) >

α(2) > α(3) > . . . . Desta forma, o subconjunto não vazio de Zn
≥0 dado por {α(1), α(2), . . . },

não possui um elemento mı́nimo. Logo > não é bem ordenada sobre Z
n
≥0.

(⇐) Vamos supor agora que > não é bem ordenada sobre Zn
≥0. Então, consideremos o

subconjunto não vazio como sendo o próprio Zn
≥0. Tomemos agora um elemento α(1) neste

conjunto. Como supomos que > não é bem ordenada, existe um elemento α(2) ∈ Z
n
≥0, tal

que α(1) > α(2). Da mesma forma, existe um elemento α(3) ∈ Z
n
≥0, tal que α(2) > α(3).

Repetindo esse processo infinitamente, o que é posśıvel já que Zn
≥0 não possui um elemento

mı́nimo, constrúımos uma sequência (α(1), α(2), . . . α(n), . . . ) de elementos em Z
n
≥0 que

nunca se estabilizará.

Definição 1.6. (Ordem Lexicográfica). Seja α = (α1, . . . , αn) e β = (β1, . . . , βn) ∈
Z
n
≥0. Diremos que α >lex β se o vetor diferença α− β ∈ Z

n
≥0, possuir a primeira entrada

não nula, da esquerda pra direita, positiva. Vamos escrever xα >lex x
β se α >lex β.

Por exemplo:

(i) (1, 2, 0) >lex (0, 3, 4), já que α− β = (1,−1,−4).

(ii) (3, 2, 4) >lex (3, 2, 1), já que α− β = (0, 0, 3).

(iii) As variáveis x1, . . . , xn são ordenadas da maneira usual pela ordem lexicográfica:

(1, 0, 0, . . . , 0) >lex (0, 1, 0, . . . , 0) >lex · · · >lex (0, . . . , 0, 1).

ou seja, x1 >lex x2 >lex · · · >lex xn.
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Proposição 1.7. A ordem lexicográfica em Z
n
≥0 é uma ordem de monômios.

Demonstração. Para demonstrar esta proposição, devemos verificar que são satisfeitos os
três itens da definição de ordem monomial.

i) Dados dois elementos α e β de Zn
≥0. Se a primeira entrada não nula, da direita para

a esquerda de α − β for positiva, então α >lex β, se for negativa, β >lex α. Já se
todas as entradas de α− β forem nulas, segue que α = β. Logo, >lex é uma ordem
total.

ii) Sejam α, β, γ ∈ Z
n
≥0, tais que α >lex β. Notemos agora que

(α + γ)− (β + γ) = α− β

tem a primeira entrada nao nula, da direita para a esquerda, positiva. Logo, α +
γ >lex β + γ.

iii) Suponha que >lex não é bem-ordenado. Então por 1.5, existe uma sequência estri-
tamente decrescente

α1 >lex α2 >lex α3 >lex . . . ,

de elementos de Z
n
≥0, digamos que αj = (αj1, . . . , αjn), para todo j ∈ N. Vamos

mostrar que isso leva a uma contradição.
Considere as primeiras entradas dos vetores αj ∈ Z

n
≥0. Obtemos assim uma sequência

(α11, α21, α31, . . . ) de números inteiros não negativos. Pela definição da ordem le-
xicográfica, esta sequência é não crescente, já que αj >lex αj+1 . Como Z≥0 é
bem-ordenado, segue que esta sequência deve “estabilizar”, isto é, existe um k tal
que αk1 = αi1, para todo i ≥ k. Deste modo, as primeiras entradas dos termos da
sequência (αj) serão iguais a partir do termo αk.

Em seguida, a segunda e subsequentes entradas serão utilizadas para comparar os
termos da sequência (aj), já que as primeiras entradas são iguais. Assim, conside-
remos a sequência de inteiros não negativos (αk2, α(k+1)2, α(k+2)2, . . . ), que também
será não crescente pela definição de ordem lexicográfica.

Por um racioćınio análogo ao anterior, existe um termo αl tal que αj2 = αl2, para
todo j ≥ l, ou seja, toda as segundas entradas da sequencia (αj) serão iguais a partir
do termo αl.

Continuando esta ideia, existe um m ∈ N tal que todas as entradas de αm serão
iguais às entradas de αm+1. Absurdo, pois αm >lex αm+1.

Vejamos agora outros exemplos de ordenação de monômios.

Definição 1.8. Sejam α = (α1, . . . , αn) e β = (β1, . . . , βn) em Z
n
≥0. Considerando |α| =

n∑

i=1

αi e |β| =
n∑

i=1

βi, definimos as seguintes ordens monomiais:
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• Ordenação Graduada Lexicográfica: Dizemos α >grlex β se

|α| > |β|, ou |α| = |β| e α >lex β.

• Ordenação Graduada Lexicográfica Reversa: Dizemos α >grevlex β se

|α| > |β|, ou |α| = |β|
e o vetor diferença α−β tem a primeira entrada não nula, da direita para a esquerda,
negativa.

Definição 1.9. Seja f =
∑

α

aαx
α um polinômio não nulo em K[x1, . . . , xn] e seja >

uma ordenação monomial fixada.

i) O multigrau de f é
mdeg(f) = max(α ∈ Z

n
≥0 : aα 6= 0).

ii) O coeficiente ĺıder de f é
lc(f) = amdeg(f) ∈ K.

iii) O monômio ĺıder de f é
lm(f) = xmdeg(f)

com coeficiente 1.

iv) O termo ĺıder de f é
lt(f) = lc(f)lm(f).

Para exemplificar, considere o polinômio f = yz2 − 9x3 + xz2 − 4y ∈ K[x, y, z] e a
ordem lexicográfica. Então mdeg(f) = (3, 0, 0), lc(f) = −9, lm(f) = x3 e lt(f) = −9x3.
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CAPÍTULO 2

ESPAÇO PROJETIVO

Seja K um corpo. Definimos uma relação sobre os pontos de Kn+1\{0}, onde 0 é o vetor
nulo do espaço Kn+1, da seguinte forma,

(x′0, . . . , x
′
n) ∼ (x0, . . . , xn) ⇔ existe λ ∈ K\{0}, tal que (x′0, . . . , x

′
n) = λ(x0, . . . , xn).

É fácil ver que esta é uma relação de equivalência.

Definição 2.1. O espaço projetivo de dimensão n sobre o corpo K, denotado por P
n(K),

é o conjunto das classes de equivalência de ∼ sobre Kn+1. Isto é

P
n(K) = (Kn+1\{0})/ ∼ .

Um ponto de p ∈ P
n(K), é denotado por p = (x0 : . . . : xn) e dizemos que (x0 :

. . . : xn) são as coordenadas homogêneas de p. Observemos que cada ponto no espaço
projetivo possui vários conjuntos de coordenadas homogêneas. Por exemplo, em P

3(C),
as coordenadas homogêneas (0 :

√
2 : 0 : i) e (0 : 2i : 0 : −

√
2) descrevem o mesmo ponto,

já que (0, 2i, 0,−
√
2) =

√
2i(0,

√
2, 0, i).

Proposição 2.2. Seja

U0 = {(x0 : . . . : xn) ∈ P
n(K) : x0 6= 0} ⊂ P

n(K).

A aplicação φ : Kn −→ P
n(K) que associa (a1, . . . , an) ao ponto com coordenada ho-

mogênea (1 : a1 : . . . : an) é uma bijeção entre Kn e U0 ⊂ P
n(K).

Demonstração. Já que a primeira componente de φ(a1, . . . , an) = (1 : a1 : . . . : an) não é
nula, temos Im(φ) ⊂ U0. Suponha φ(a1, . . . , an) = φ(b1, . . . , bn), portanto (1 : a1 : . . . : an)
e (1 : b1 : . . . : bn) seriam representantes de um mesmo ponto, portanto (1 : a1 : . . . :
an) = λ(1 : b1 : . . . : bn). Da primeira coordenada obtemos que 1 = λ1, portanto λ = 1 e
(a1, . . . , an) = (b1, . . . , bn), ou seja, φ é injetor.
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Seja agora (x0 : x1 : . . . : xn) ∈ U0, assim x0 6= 0. Dessa forma, (x0 : x1 : . . . : xn) e
1

x0
(x0 : x1 : . . . : xn) representam o mesmo ponto em P

n(K). Logo

(x0 : x1 : . . . : xn) =

(

1 :
x1
x0

: . . . :
xn
x0

)

= φ

(
x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)

, com

(
x1
x0
, . . . ,

xn
x0

)

∈ Kn

logo φ sobrejetor e, portanto, uma bijeção.

Pela definição de U0, temos que P
n(K) = U0 ∪H0, onde

H0 = {p ∈ P
n(K) : p = (0 : x1 : . . . : xn)}.

Se identificarmos U0 como espaço afim Kn, então podemos pensar em H0 como sendo o
hiperplano do infinito. Como P

n−1(K) → H0 dada por (x1 : ... : xn) 7→ (0 : x1 : ... : xn) é
uma bijeção, podemos identificar H0 como sendo P

n−1(K).

P
n(K) = Kn ∪ P

n−1(K).

Corolário 2.3. Para cada i = 0, ..., n, seja

Ui = {(x0 : ... : xn) ∈ P
n(K) : xi 6= 0}.

(i) Cada ponto de Ui tem correspondência injetora com os pontos de Kn.

(ii) Os complementares de P
n(K)− Ui podem ser identificados como P n−1(K).

(iii) P
n(K) =

n⋃

i=0

Ui.

Demonstração. O ı́tem (i) é análogo a proposição anterior e o item (ii) é análogo ao
racioćınio usado acima.

Provemos agora a igualdade do item (iii). Seja p ∈ P
n(K), então p = (x0 : . . . :

xn), onde existe i ∈ {0, . . . , n} tal que xi 6= 0, ou seja, p ∈ Ui e portanto p ∈
n⋃

i=0

Ui.

Reciprocamente, seja agora p ∈
n⋃

i=0

Ui, então existe i ∈ {0, . . . , n} tal que p ∈ Ui, assim

p = (x0 : . . . : xi : . . . : xn), onde xi 6= 0, portanto p ∈ P
n(K).

Dados os polinômios f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn], definimos

V (f1, . . . , fs) := {(a1, . . . , an) ∈ Kn : fi(a1, . . . , an) = 0, ∀i = 1, . . . , n}.
Este conjunto é chamado de a Variedade afim definida pelos polinômios f1, . . . , fs.

Vejamos que para no caso do espaço projetivo este conjunto não está bem definido. Por
exemplo, considere P

2(R), podemos tentar construir V (x1 − x22). O ponto p = (x0 : x1 :
x2) = (1 : 4 : 2) aparece neste conjunto, já que satisfaz 4− 22 = 0, mas se considerarmos
um outro representante de p, sendo ele (2 : 4 : 8), já que (2, 8, 4) = 2(1, 4, 2), temos que
essa nova representação para p não pertence à V (x1 − x22), uma vez que 8− 42 = −8 6= 0.
Vejamos então como definir V (f).
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Definição 2.4. Um polinômio f ∈ K[x1, . . . , xn] é dito homogêneo de grau total m se
todos os monômios de f têm grau total igual a m.

Proposição 2.5. Seja f ∈ K[x0, . . . , xn] um polinômio homogêneo. Se f anula em um
representante de p ∈ P

n(K), então f anula para todos representantes de p. Em particular
V (f) = {p ∈ P

n(K) : f(p) = 0} é um subconjunto bem definido de P
n(K).

Demonstração. Sejam (a0, . . . , an) e (λa0, . . . , λan) coordenadas homogêneas de p ∈ P
n(K)

e assumindo que f(a0, . . . , an) = 0. Se f é homogêneo de grau total m, então cada
monômio de f é da forma

cxα0

0 · · · xαn

n ,

onde α0 + · · · + αn = m. Se substituirmos xi = λai, obtemos c(λa0)
α0 . . . (λan)

αn =
cλmaα0

0 . . . aαn

n . Ou seja, em todos as parcelas apareceram o termo λm quando fizermos a
substituição, então podemos colocá-lo em evidência na soma, assim

f(λa0, . . . , λan) = λmf(a0, . . . , an) = 0.

Definição 2.6. Seja K um corpo e sejam f1, . . . , fs polinômios homogêneos em K[x0, . . . , xn].
O conjunto

V (f1, . . . , fs) = {(a0 : . . . : an) ∈ P
n(K) : fi(a0, . . . , an) = 0, ∀1 ≤ i ≤ s}.

é chamado variedade projetiva definida por f1, . . . , fs.

Proposição 2.7. Seja V = V (f1, . . . , fs) uma variedade projetiva. Então W = V ∩ U0

pode ser identificado como a variedade afim V (g1, . . . , gs) ⊂ Kn, onde gi(x1, . . . , xn) =
fi(1 : x1 : · · · : xn) para cada 1 ≤ i ≤ s.

Demonstração. Na proposição 2.2, consideramos a bijeção φ : Kn −→ U0 que leva o ponto
(a1, . . . , an) no ponto (1 : a1 : . . . : an). Consideremos a restrição de φ ao subconjunto
V (g1, . . . , gs) de Kn. Vejamos que φ(V (g1, . . . , gs)) = W . De fato, se (a1, . . . , an) ∈
V (g1, . . . , gs), ou seja, gi(a1, . . . , an) = 0, para todo i = 1, . . . , s, então φ(a1, . . . , an) = (1 :
a1 : . . . : an) ∈ U0 e ainda

fi(φ(a1, . . . , an)) = fi(1 : a1 : . . . : an) = gi(a1, . . . , an) = 0 =⇒ φ(a1, . . . , an) ∈ V.

Portanto, φ(a1, . . . , an) ∈ W . Dáı, φ(V (g1, . . . , gs)) ⊆ W .

Por outro lado, seja (a0 : a1 : . . . : an) ∈ W . Então fi

(

1 :
a1
a0

: . . . :
an
a0

)

= 0 e
(

1 :
a1
a0

: . . . :
an
a0

)

= φ

(
a1
a0
, . . . ,

an
a0

)

. Ainda,

gi

(
a1
a0
, . . . ,

an
a0

)

= fi

(

1 :
a1
a0

: . . . :
an
a0

)

= 0, ∀i = 1, . . . , s.

Logo

(
a1
a0
, . . . ,

an
a0

)

∈ V (g1, . . . , gs). Portanto, temos que para cada ponto y de W , existe

um ponto x de V (g1, . . . , gs) que φ(x) = y. Conclúımos assim que φ(V (g1, . . . , gs)) = W .
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Proposição 2.8. Seja g(x1, ..., xn) ∈ K[x1, ..., xn] um polinômio de grau total d.

(i) Seja g =
d∑

i=0

gi uma expansão de g em somas de componentes homogêneas, onde gi

possui grau total i. Então

gh(x0, ..., xn) =
d∑

i=0

gi(x1, ..., xn)x
d−i
0

= gd(x1, ..., xn) + · · ·+ gj(x1, ..., xn)x
d−j
0 + · · ·+ g0(x1, ..., xn)x

d
0

é um polinômio homogêneo de grau total d em K[x0, ..., xn]. Chamamos gh a homo-
geneização de g com respeito a x0.

(ii) A homogeneização de g com respeito a x0 pode ser calculada da seguinte forma

gh = xd0g

(
x1
x0
, ...,

xn
x0

)

.

(iii) A desomogeneização de gh é g. Isto é gh(1, x1, ..., xn) = g(x1, ..., xn).

(iv) Seja F (x0, ..., xn) um polinômio homogêneo e seja xe0 a maior potência de x0 divi-
dindo F . Se F (1, x1, ..., xn) = f é a desomogeneização de F , então F = xe0f

h.

Demonstração. (i) Como o grau de cada componente de gi(x1, . . . , xn) é i, em K[x1, . . . , xn],
então ao multiplicarmos por xd−i

0 , cada componente de xd−i
0 gi(x1, . . . , xn) terá grau

total igual a d − i + i = d, em K[x0, . . . , xn], para todo i = 1, . . . , d. Portanto gh é
um polinômio homogêneo de grau total d em K[x0, . . . , xn].

(ii)

xd0g

(
x1
x0
, ...,

xn
x0

)

= xd0

d∑

i=0

gi

(
x1
x0
, ...,

xn
x0

)

= xd0

(

gd

(
x1
x0
, ...,

xn
x0

)

+ · · ·+ gj

(
x1
x0
, ...,

xn
x0

)

+ · · ·+ g0

(
x1
x0
, ...,

xn
x0

))

= xd0

(
1

xd0
gd(x1, ..., xn) + · · ·+ 1

xj0
gj(x1, ..., xn) + · · ·+ g0(x1, ..., xn)

)

= gd(x1, ..., xn) + · · ·+ gj(x1, ..., xn)x
d−j
0 + · · ·+ g0(x1, ..., xn)x

d
0

= gh(x0, ..., xn)

(iii) Como

gh = xd0g

(
x1
x0
, ...,

xn
x0

)

.
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Fazendo x0 = 1, obtemos

gh(1, x1, ..., xn) = 1dg(x1, ..., xn) = g(x1, ..., xn)

(iv) Suponha que F (x0, ..., xn) seja um polinômio homogêneo de grau total d. Já que xe0
é a maior potência de x0 dividindo F , podemos expandir F (x0, ..., xn) da seguinte
maneira

F (x0, ..., xn) =
d−e∑

i=0

xe+i
0 hd−(e+i)(x1, ..., xn) = xe0

d−e∑

i=0

xi0hd−(e+i)(x1, ..., xn),

onde cada componente hd−(e+i)(x1, ..., xn) é homogênea de grau total d − (e + i),
para todo 1 ≤ i ≤ d− e. Também temos que F (1, x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn), logo

f =
d−e∑

i=0

hd−(e+i)(x1, ..., xn),

portanto f é um polinômio de grau total d− e.

Portanto a homogeneização de f é

fh =
d−e∑

i=0

hd−(e+i)(x1, ..., xn)x
i
0,

multiplicando por xe de ambos os lados, obtemos

xefh = xe
d−e∑

i=0

hd−(e+i)(x1, ..., xn)x
i
0 =

d−e∑

i=0

hd−(e+i)(x1, ..., xn)x
i+e
0 = F (x0, ..., xn).

Para exemplificar, consideremos o polinômio g = y−x3+x ∈ K[x, y]. Temos que gh =
yz2−x3+xz2 ∈ K[x, y, z] é a homogeneização de g com relação à variável z. Enumeremos
as variáveis x, y e z como sendo 0, 1 e 2, respectivamente. Assim, V (g) ∈ K2 ∼= U2, pelo
corolário (2.3). Ainda, temos que g(x, y) = gh(x, y, 1). Segue então da proposição (2.7)
que a variedade afim V (g) pode ser identificada como W = V ∩ U2, onde V = V (gh).

Definição 2.9. Um ideal I em K[x0, ..., xn] é dito homogêneo se para cada f ∈ I, as
componentes homogêneas fi de f estão em I.

Observação: A maioria dos ideais não tem essa propriedade. Seja I = 〈y − x2〉, as
componentes homogêneas de f = y − x2 são f1 = y e f2 = −x2, estes polinômios não
estão em I, portanto I não é um ideal homogêneo.

Proposição 2.10. Seja I ⊂ K[x0, ..., xn] um ideal. São equivalentes:

(i) I é um ideal homogêneo de K[x0, ..., xn].
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(ii) I = 〈f1, ..., fs〉 onde f1, ..., fs são polinômios homogêneos.

Demonstração. (i) =⇒ (ii) Suponha que I é um ideal homogêneo. Pelo teorema da base
de Hilbert, I é finitamente gerado, digamos que I = 〈f1, ..., ft〉 para certos f1, ..., ft ∈
K[x0, ..., xn]. Escreva cada fj como soma de suas componentes homogêneas, isto é,

fj =
∑

i

fji, para cada j = 1, . . . , t.

Seja I ′ o ideal gerado pelos polinômios homogêneos fji. Como fj =
∑

i

fji ∈ I ′, temos

que I ⊂ I ′.
Agora como I é homogêneo, temos que fji ∈ I. para todos i, j, segue que, I ′ ⊂ I.
Portanto I ′ = I.

(ii) =⇒ (i) Seja f ∈ I = 〈f1, ..., fs〉 onde f1, ..., fs são polinômios homogêneos, logo
f = a1f1 + · · · + asfs para a1, ..., as ∈ K[x0, ..., xn]. Mostremos que cada componente
homogênea de f pertence a I. Para cada i = 1, . . . , s, podemos escrever ai como somas
de suas componentes homogêneas

ai =
∑

j

aij.

Suponha que fi é homogêneo de grau di. Assim, temos que

aifi =
∑

j

aijfi,

onde cada termo aijfi é homogêneo de grau j+di. Logo, a expressão acima é a expansão de
aifi como soma de componentes homogêneas. Claramente, cada componente homogênea
de aifi pertence a I, para todo i = 1, . . . , s. Logo, cada componente homogênea de f
pertence a I. Portanto I é um ideal homogêneo.

Dado um ideal homogêneo I ⊆ K[x0, . . . , xn], vejamos que

V (I) = {(a0 : · · · : an) ∈ P
n(K) : f(a0, . . . , an) = 0, ∀f ∈ I}

está bem definido como um conjunto, isto é, se (a0 : . . . : an) ∈ V (I), então (λa0 : . . . :
λan) ∈ V (I), para todo λ ∈ K− {0}.

Sejam (a0 : . . . : an) ∈ V (I), ou seja, (a0 : . . . : an) ∈ P
n(K) e f(a0 : · · · : an) =

0, para todo f ∈ I. Como I é um ideal homogêneo, existem polinômios homogêneos
f1, . . . , fs ∈ K[x0, . . . , xn], tais que, I = 〈f1, . . . , fs〉. Digamos deg(fi) = di. Assim, dado
f ∈ I, existem g1, . . . , gs ∈ K[x0, . . . , xn] tais que

f = g1f1 + · · ·+ gsfs

Temos que fi(a0, . . . , an) = 0, para todo i ∈ {1, . . . , s}, pois cada fi pertence a I.
Logo, para cada λ ∈ K− {0},
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f(λa0, . . . , λan) =
s∑

i=1

gi(λa0, . . . , λan)fi(λa0, . . . , λan)

=
s∑

i=1

λdiai(λa0, . . . , λan)fi(a0, . . . , an) = 0

Portanto f(λa0, . . . , λan) = 0, para todo f ∈ I, e então (λa0 : . . . : λan) ∈ V (I), para
todo λ ∈ K− {0}.
Proposição 2.11. Seja I um ideal homogêneo em K[x0, . . . , xn] e suponha que I =
〈f1, . . . , fs〉 onde f1, . . . , fs são homogêneos. Então

V (I) = V (f1, . . . , fs).

Demonstração. (⊆) Seja p ∈ V (I) então f(p) = 0, para todo f ∈ I em particular para
fi, onde i ∈ {1, . . . , s}. Assim p ∈ V (f1, . . . , fs).
(⊇) Agora p ∈ V (f1, . . . , fs). Dado f ∈ I, temos que

f = g1f1 + · · ·+ gsfs

para alguns gi ∈ K[x0, . . . , xn]. Assim

f(p) = g1(p)f1(p) + · · ·+ gs(p)fs(p) = 0.

Portanto p ∈ V (I).

Proposição 2.12. Seja V ⊂ P
n(K) uma variedade projetiva e seja

I(V ) = {f ∈ K[x0, . . . , xn] : f(a0, . . . , an) = 0, ∀(a0 : . . . : an) ∈ V }

(isto significa que f precisa zerar todas as coordenadas homogêneas de todos os pontos de
V .) Se K é infinito, então I(V ) é um ideal homogêneo.

Demonstração. Notemos primeiramente que I(V ) é um ideal. De fato, sejam f, g ∈
I(V ), então f(a0, . . . , an) = g(a0, . . . , an) = 0 para todo (a0 : . . . : an) ∈ V . Como
(f + g)(a0, . . . , an) = f(a0, . . . , an) + g(a0, . . . , an) = 0 + 0 = 0, segue que (f + g) ∈
I(V ). Agora, sejam f ∈ I(V ) e h ∈ K[x0, . . . , xn]. Temos que (fh)(a0, . . . , an) =
f(a0, . . . , an)h(a0, . . . , an) = 0, para todo (a0 : · · · : an) ∈ V , ou seja, fh ∈ I(V ).

Vejamos agora que I(V ) e um ideal homogêneo. Sejam f ∈ I(V ) de grau total d e
a = (a0 : · · · : an) ∈ V . Escreva

f =
d∑

i=0

fi

onde f0, . . . , fd são as componentes homogêneas de f . Vamos mostrar que f0, . . . , fd ∈
I(V ). Como f ∈ I(V ) e a ∈ V , temos que f(λa0, . . . , λan) = 0, para todo λ ∈ K∗.
Observe que

0 = f(λa0, . . . , λan) =
d∑

i=0

fi(λa0, . . . , λan) =
d∑

i=0

λifi(a0, . . . , an).
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Defina p(x) =
d∑

i=0

xifi(a0, . . . , an) ∈ K[x]. Como p(λ) = 0, para todo λ ∈ K∗ e K∗ é

infinito, temos que p(x) é o polinômio identicamente nulo, ou seja, todos os coeficientes
de p são nulo, isto é, fi(a0, . . . , an) = 0, para todo i = 0, . . . , d.

Como fi é homogêneo, temos que fi se anula em todas as coordenadas homogêneas
de a. Portanto para cada i ∈ {0, . . . , d}, temos fi(a) = 0, para todo a ∈ V , ou seja,
fi ∈ I(V ). Isso prova que I(V ) é um ideal homogêneo.

Proposição 2.13. Seja K um corpo infinito e W ∈ P
n(K) uma variedade projetiva.

Então as aplicações

variedades projetivas
I−→ ideais homogêneos

e

ideais homogêneos
V−→ variedades projetivas

invertem inclusões , ou seja, se I1 ⊂ I2, então V (I1) ⊃ V (I2) e similarmente, se V1 ⊂ V2
variedades, então I(V1) ⊃ I(V2). Além do mais, teremos:

V (I(W )) = W .

Demonstração. Comecemos por verificar que V e I invertem as inclusões.
Sejam I1 e I2 ideais homogêneos em K[x0, . . . , xn] tais que I1 ⊂ I2. Vejamos que

V (I1) ⊃ V (I2). De fato, seja (a0 : . . . : an) ∈ V (I2). Assim, f(a0, . . . , an) = 0, para
todo f ∈ I2. Como I1 ⊂ I2, se nos restringirmos aos polinômios de I1, eles continuarão se
anulando nestes pontos, isto é, g(a0, . . . , an) = 0, para todo g ∈ I1. Portanto, (a0 : . . . :
an) ∈ V (I1).

Sejam agora V1 e V2 variedades projetivas em P
n(K), tais que V1 ⊂ V2. Vejamos que

I(V1) ⊃ I(V2). De fato, seja f ∈ I(V2) ⊂ K[x0, . . . , xn]. Assim, f(a0, . . . , an) = 0, para
todo (a0 : . . . : an) ∈ V2. Em particular, para cada (b0 : . . . bn) ∈ V1, temos que f se
anulará neste ponto, já que V1 ⊂ V2. Portanto, f ∈ I(V1).

Vamos agora verificar que V (I(W ) = W .
(⊆) Como W é uma variedade projetiva, temos que W = V (f1, . . . , fs) para alguns

polinômios homogêneos f1, . . . , fs. Seja J = 〈f1, . . . , fs〉, temos que W = V (J). Assim,
I(W ) = I(V (J)). Como J ⊆ I(V (J)) = I(W ) e como V reverte inclusões, conclúımos
que V (J) ⊇ V (I(W )), ou seja, V (I(W )) ⊆ W .

(⊇) Dado p ∈ W , temos que f(p) = 0, para todo f ∈ I(W ), logo p ∈ V (I(W )).

Proposição 2.14. Seja I ⊂ K[x0, . . . , xn] um ideal homogêneo. Então
√
I = {f |fm ∈

I, para algum inteiro m ≥ 1} também é um ideal homogêneo.

Demonstração. Se f ∈
√
I, então existe umm ≥ 1 tal que fm ∈ I. Se f 6= 0, decompondo

f em suas componentes homogêneas

f =
∑

i

fi = fmax +
∑

i<max

fi

14



onde fmax é a componente homogênea não nula de maior grau total de f . Expandindo a
potência fm = (f0 + · · ·+ fmax)

m, vem que (fm)max = (fmax)
m.

Já que I é um ideal homogêneo, temos que (fmax)
m ∈ I, como (fm)max = (fmax)

m ∈ I,

seque que fmax ∈
√
I. Agora considere o polinômio homogêneo g = f − fmax ∈

√
I e

repetindo o mesmo argumento, obtemos que gmax ∈
√
I. Observe que gmax também é

uma componente homogênea de f . Repetindo esse argumento numa quantidade finita,
obteremos que todas as componentes homogêneas de f pertencem a

√
I. Portanto

√
I é

um ideal homogêneo.
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CAPÍTULO 3

CORPOS FINITOS

3.1 A caracteŕıstica de um corpo

Seja K um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto

ΛK = {n ∈ N : n1 = 1 + ...+ 1
︸ ︷︷ ︸

n−vezes

= 0} ⊂ N.

Pelo fato de K ser finito, existem dois números naturais n1 < n2, tais que n11 = n21.
Logo (n2 − n1)1 = 0, com n2 − n1 > 0 e, portanto ΛK 6= ∅. Assim, ΛK é um conjunto
não-vazio de números naturais, então pelo prinćıpio da boa ordem, existe um elemento
mı́nimo. Esta propriedade nos motiva a seguinte definição.

Definição 3.1. A caracteŕıstica de um corpo finito K é o inteiro positivo car(K), definido
por

car(K) = minΛK = min{n ∈ N : n1 = 0}.

Se um corpo F é um subcorpo de um corpo K, então car(K) = car(F ), pois ΛF = ΛK.

Proposição 3.2. Seja K um corpo finito, então car(K) é um número primo.

Demonstração. Seja m = car(K) e suponhamos que m não seja primo. Logo m = m1m2,
onde m1 e m2 são inteiros maiores que 1 e menores do que m. Assim,

0 = m1 = (m1m2)1 = (m11)(m21).

Como K é domı́nio, temos que m11 = 0 ou m21 = 0, o que contradiz a minimalidade de
m.

Proposição 3.3. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se para m ∈ Z e a ∈ K,
tem-se ma = 0, então m é múltiplo de p ou a = 0.

16



Demonstração. Suponhamos que ma = 0, logo (m1)a = 0. E como K é um corpo, temos
que m1 = 0 ou a = 0. Se m1 = 0, então m é múltiplo de p, de fato, pelo algoritmo da
divisao, temos que m = pt+ r, onde 0 ≤ r < p. Logo,

0 = m1 = (pt+ r)1 = (pt)1 + r1 = (p1)t+ r1 = r1

e como p é o menor inteiro positivo tal que p1 = 0, segue que r = 0, ou seja, m é múltiplo
de p.

Teorema 3.4. Seja K um corpo finito com car(K) = p, onde p é um número primo.
Então, K contém um subcorpo isomorfo a Zp. Em particular, K possui pn elementos para
algum número natural n.

Demonstração. Considere a aplicação:

ψ : Zp → K
n 7→ n1

Primeiramente, notemos que esta aplicação está bem definida, de fato, considere n = m,
então existe um inteiro λ, tal que, n = λp+m. Logo,

n1 = (λp+m)1 = (λp)1 +m1 = λ(p1) +m1 = 0 +m1 = m1.

Vamos verificar que está aplicação é um homomorfismo. De fato,

(i) ψ(m+ n) = ψ(m+ n) = (m+ n)1 = m1 + n1 = ψ(m) + ψ(n).

(ii) ψ(m · n) = ψ(mn) = (mn)1 = (m1)(n1) = ψ(m)ψ(n).

(iii) ψ(1) = 1.

Agora como K e Zp são corpos e ψ é um homomorfismo, temos que ψ(Zp) é um
subcorpo de K, isomorfo a Zp.

Portanto, K é um espaço vetorial sobre Zp e como K é finito, segue que, tem dimensão
finita sobre Zp. Seja a1, ..., an uma base de K sobre Zp, então, todo elemento de K se
escreve de modo único na forma

λ1a1 + · · ·+ λnan,

onde os λi ∈ Zp, com 1 ≤ i ≤ n. Portanto, segue que | K |= pn.

3.2 Potências da caracteŕıstica

Proposição 3.5. Seja K um corpo finito de caracteŕıstica p e seja q = pr, para algum
inteiro positivo r. Se a, b ∈ K, então

(a± b)q = aq ± bq.
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Demonstração. Provemos este resultado por indução sobre r. Pelo binômino de Newton,
temos que

(a± b)p = ap ± · · ·+ (±1)i
(
p
i

)

ap−ibi + · · · ± bp.

Mas como

(
p
i

)

=
p!

i!(p− i)!
, temos que p |

(
p
i

)

, para todo i = 1, ..., p − 1. Ainda,

notemos que (−b)p = −b. De fato, se p é ı́mpar o resultado é óbvio. Por outro lado, se p
é par, então p = 2 e −1 = 1. Dáı segue que

(a± b)p = ap ± bp,

ou seja, o resultado vale para r = 1. Agora, suponha que o resultado seja válido para
r − 1.

(a± b)p
r

= ((a± b)p
r−1

)p = (ap
r−1 ± bp

r−1

)p = ap
r ± bp

r

Portanto (a± b)q = aq ± bq.

Segue por indução da proposição acima , que, se a1, ..., an são elementos de um corpo
finito K, de caracteŕıstica p e se q é uma potência de p, então:

(a1 + · · ·+ an)
q = aq1 + · · ·+ aqn.

Temos também que, se P (x) = a0 + · · ·+ an−1x
n−1 + anx

n ∈ K[x], então

P (x)q = aq0 + · · ·+ aqn−1x
(n−1)q + aqnx

nq.

Corolário 3.6. Seja K um corpo finito de caracteŕıstica p. Se q = pr para algum inteiro
positivo r, então a aplicação

fq : K → K.
x 7→ xq

é um isomorfismo de corpos.

Demonstração. Temos que fq é um homomorfismo, de fato,

(i) fq(a+ b) = (a+ b)q = aq + bq = fq(a) + fq(b).

(ii) fq(ab) = (ab)q = aqbq = fq(a)fq(b).

(iii) fq(1) = 1q = 1.

Como fq é um homomorfismo entre corpos, segue que fq é injetora e, como K é finito,
segue que fq é bijetora. Logo é um isomorfismo.

Corolário 3.7. Sejam F um corpo de caracteŕıstica p > 0 e q uma potência inteira de p.
O conjunto K = {α ∈ F : αq − α = 0} é um subcorpo de F .

Demonstração. Temos que mostrar que, dados α, β ∈ K, temos α − β e
α

β
∈ K, quando

β 6= 0.
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(i) (α− β)q − (α− β) = αq − βq − α + β = (αq − α)− (βq − β) = 0 + 0 = 0.

(ii) Temos que
α

β

q

− α

β
=
αq − αβq−1

βq
=
α(αq−1 − βq−1)

βq
.

Se α = 0, então
α

β
∈ K. Agora se α 6= 0, como α(αq−1 − 1) = 0 e K é corpo, então

αq−1 = 1, da mesma forma βq−1 = 1, portanto
α(1− 1)

βq
= 0, portanto

α

β
∈ K.

Proposição 3.8. Sejam K um corpo finito de caracteŕıstica p e P (x) ∈ K[x]. Temos que
P ′(x) = 0 se, e somente se, existe um polinômio Q(x) ∈ K[x] tal que P (x) = Q(x)p.

Demonstração. (⇐=) Seja Q(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n, temos que

P ′(x) = (Q(x)p)′ = p(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n)p−1(a1 + · · ·+ nanx

n−1).

Como a caracteŕıstica do corpo é p e todos os fatores de P ′(x) estão multiplicados por
p, segue que P ′(x) = 0.

(=⇒) Se P (x) = a0 + a1x + · · · + anx
n, tal que P ′(x) = 0, segue que iai = 0 para

todo i = 1, ..., n. Consequentemente, segue que i é um múltiplo de p sempre que ai 6= 0,
ou seja, P (x) = a0 + apx

p + a2px
2p + . . . , escolhendo bi ∈ K tal que bpi = aip, o que é

posśıvel pelo resultado acima, para p = q, pondo Q(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + . . . conclúımos

o resultado.

Proposição 3.9. Seja F (x) ∈ K[x] com um fator múltiplo não constante, de multiplici-
dade maior do que 1, em K[x]. Então, MDC(F (x), F ′(x)) 6= 1.

Demonstração. SejaH(x) um fator múltiplo não constante de F (x) ∈ K[x]. Logo, existem
um inteiro r ≥ 2 e um polinômio G(x) ∈ K[x] tais que F (x) = H(x)rG(x). Derivando
ambos os lados da igualdade, ficamos com

F ′(x) = rH(x)r−1G(x) +H(x)rG′(x).

Logo, H(x) divide F (x) e F ′(x) e, portanto, MDC(F (x), F ′(x)) 6= 1.

Proposição 3.10. Seja K um corpo finito de caracteŕıstica p e seja q = pr, para algum
inteiro positivo r. O polinômio F (x) = xq − x não possui fatores irredut́ıveis múltiplos
em K[x].

Demonstração. Pelo fato de F ′(x) = qxq−1 − 1 = −1, temos que F (x) e F ′(x) são primos
entre si. Logo pelo resultado anterior, temos que F (x) não possui fatores irredut́ıveis
múltiplos em K[x].

Lema 3.11. Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo α ∈ K∗, onde K∗ =
K\{0}, temos que

αq−1 = 1.
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Demonstração. Seja α ∈ K∗ e considere a aplicação

ψα : K∗ → K∗

a 7→ αa

temos que ψα é injetora, pois ψα(a) = ψα(b), assim αa = αb, multiplicando ambos os
lados pelo inverso de α, ficamos com a = b. E como K∗ é finito, segue que ψα é bijetora.
Se K∗ = {a1, ..., aq−1}, então

{a1, ..., aq−1} = {αa1, ..., αaq−1}.

Assim αa1αa2 . . . αaq−1 = a1a2...aq−1, ou seja, αq−1a1...aq−1 = a1...aq−1, portanto α
q−1 =

1.

Corolário 3.12. Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo α ∈ K e para todo
i ∈ N, temos que αqi = α.

Demonstração. Como qi − 1 = (q − 1)(1 + q + · · ·+ qn−1), segue que

αqi = α(q−1)(1+q+···+qn−1) · α = (αq−1)(1+q+···+qn−1) · α = 1(1+q+···+qn−1) · α = α.

Corolário 3.13. Seja K um corpo finito de caracteŕıstica p com q elementos. Seja F
uma extensão de K. Então os elementos de K são os elementos de F que são ráızes de
xq − x = 0, enquanto que os elementos do subcorpo Zp de F são as ráızes do polinômio
xp − x = 0.

Demonstração. Pelo corolário anterior, temos que os elementos de K são ráızes do po-
linômio xq − x. Mas esse polinômio, tendo grau q, tem no máximo q ráızes, logo, as suas
ráızes são todos os elementos de K. A segunda segue da mesma forma, considerando Zp

como corpo.

Definição 3.14. A ordem de α ∈ K∗ é o inteiro positivo

ordα = min{n ∈ N : αn = 1}.

Temos que esse conjunto é diferente do vazio, pois αq−1 = 1, onde K é um corpo finito
com q elementos.

Proposição 3.15. Seja K um corpo finito com q elementos e seja α ∈ K∗. Se para algum
inteiro positivo m temos que αm = 1, então ordα | m. Em particular, ordα | (q − 1).

Demonstração. Pelo algoritmo da divisão, m = (ordα)s+ r, para alguns inteiros s ≥ 0 e
0 ≤ r < ordα. Portanto

1 = αm = (αordα)sαr = 1αr,

o que, pela minimalidade de ordα, implica que r = 0, logo, ordα | m. Agora, como
αq−1 = 1, pelo que acabamos de demonstrar, temos que ordα | q − 1.
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Proposição 3.16. Seja K um corpo finito. Sejam α, β ∈ K tais que MDC(ordα, ordβ) =
1. Então ordαβ = ordα ordβ.

Demonstração. Sejam m = ordα e n = ordβ. Temos então que

(αβ)mn = (αm)n(βn)m = 1.

Por outro lado, se (αβ)t = 1, então

1 = ((αβ)t)m = αtmβtm = 1βtm = βtm, e

1 = ((αβ)t)n = αtnβtn = αtn1 = αtn.

Logo, temos que n | tm e m | tn. Como MDC(m,n) = 1, segue que m | t e n | t.
Novamente usando o fato de que MDC(m,n) = 1, segue que mn | t, o que prova que
mn = min{t > 0 : (αβ)t = 1}, concluindo assim que ordα ordβ = mn.

Proposição 3.17. Seja K um corpo finito e sejam α ∈ K∗ e i ∈ N. Suponhamos que
ordα = m, então

ordαi =
m

MDC(m, i)
.

Demonstração. Seja t = ordαi, logo, t é o menor inteiro positivo tal que

αit = (αi)t = 1.

Ou seja, t é o menor inteiro positivo tal que m | it, ou, it é o menor múltiplo simultanea-
mente de m e de i. Logo, it = MMC(m, i), ou seja,

t =
MMC(m, i)

i
=

mi

MDC(m, i)i
=

m

MDC(m, i)
.

Já que MMC(m, i)MDC(m, i) = mi.

3.3 Elementos Primitivos

Definição 3.18. Um elemento α de um corpo finito Fq é chamado de elemento primitivo
se

F
∗
q = {1, α, α2, . . . , αq−2},

ou seja, se ord(α) = q − 1.

Teorema 3.19. Todo corpo finito possui elementos primitivos.
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Demonstração. Seja Fq um corpo com q elementos. Sabemos, pelo lema (3.11), que
xq−1 = 1, para todo x ∈ F

∗
q. Logo, todos os elementos de F

∗
q tem ordem menor ou igual a

q − 1. Queremos provar que existe um elemento em F
∗
q de ordem q − 1. Seja a ∈ F

∗
q um

elemento de ordem máxima m, vejamos que m = q − 1. Já temos que m ≤ q − 1.
Vamos inicialmente provar que se b ∈ F

∗
q, então ord(b) divide ord(a) = m. Escrevamos

ord(b) = ds, onde d = mdc(ord(a), ord(b)). Segue então que mdc(ord(a), s) = 1. Que-
remos provar que s = 1. De fato, suponhamos que s > 1, pela proposição (3.17), segue
que

ord(bd) =
ord(b)

mdc(ord(b), d)
=

ord(b)

mdc(ord(b),mdc(ord(a), ord(b)))
=

ord(b)

mdc(ord(b), ord(a))
= s > 1.

Agora, pela proposição (3.16), temos que

ord(abd) = ord(a)ord(bd) > ord(a).

Ainda, como abd ∈ F
∗
q, a desigualdade acima contradiz a maximalidade de ord(a).

Segue, então, que todo elemento de F
∗
q satisfaz a equação

Xm − 1 = 0,

em outras palavras, todos os elementos de F
∗
q são ráızes do polinômio p(X) = Xm − 1.

Como o polinômio p(X) tem grau m, segue que ele tem no máximo m ráızes. Portanto,
o número de elementos de F

∗
q tem que ser menor ou igual a m, ou seja,

q − 1 = |F∗
q| ≤ m

O teorema anterior significa que existe um elemento α ∈ F
∗
q, tal que

F
∗
q = {α0, α1, . . . , αq−2}

É claro que αq−1 = 1, e portanto, nesta representação, a operação de multiplicação
fica extremamente simplificada. Mais precisamente,

αi · αj = α[i+j],

onde [i+ j] representa o resto da divisão de i+ j por q − 1.
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CAPÍTULO 4

CÓDIGOS

4.1 Códigos Lineares

Seja Fq um corpo finito com q elementos, que é denominado alfabeto. Temos, portanto,
para todo número natural n, um Fq-espaço vetorial de dimensão n, Fn

q .

Definição 4.1. Um subconjunto C ⊂ F
n
q será chamado de código linear se for um su-

bespaço vetorial de F
n
q . Os elementos (x1, . . . , xn) ∈ C são denominados palavras do

código C.

Todo código linear é, por definição, um espaço vetorial de dimensão finita. Seja k a
dimensão do código C e seja v1, ..., vk uma de suas bases, portanto, os elementos de C são
escritos de modo único na forma λ1v1 + · · ·+ λkvk, onde λ1, . . . , λk, são elementos de Fq.
Segue dáı que |C| = qk.

Definição 4.2. Sejam u,v ∈ F
n
q , a distância de Hamming entre u e v é definida como

d(u,v) = |{i : ui 6= vi, 1 ≤ i ≤ n}|,

em que u = (u1, . . . , un) e v = (v1, . . . , vn).

Proposição 4.3. Dados u, v, w ∈ F
n
q , valem as seguintes propriedades:

(i) d(u,v) ≥ 0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.

(ii) d(u,v) = d(v,u).

(iii) d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v).

Demonstração. (i) Temos que d(u,v) = |{i : ui 6= vi, 1 ≤ i ≤ n}| ≥ 0. Agora

d(u,v) = 0 ⇔ |{i : ui 6= vi, 1 ≤ i ≤ n}| = 0 ⇔ ui = vi, ∀i⇔ u = v.

(ii) d(u,v) = |{i : ui 6= vi, 1 ≤ i ≤ n}| = |{i : vi 6= ui, 1 ≤ i ≤ n}| = d(v,u).
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(iii) A contribuição das i-ésimas coordenadas de u e v para d(u,v) é igual a zero se
ui = vi, e igual a um se ui 6= vi.

No caso em que a contribuição é zero, certamente a contribuição das i-ésimas coor-
denadas a d(u,v) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas a d(u,w) + d(w,v)
que é igual a 0, 1 ou 2.

No outro caso, temos que ui 6= vi e ,portanto, não podemos ter ui = wi e wi = vi.
Consequentemente, a contribuição das i-ésimas coordenadas a d(u,w) + d(w,v) é
maior ou igual a 1, que é a contribuição das i-ésimas coordenadas a d(u,v).

Definição 4.4. Seja C um código. A distância mı́nima de C é o número

d = min{d(u,v) : u,v ∈ C e u 6= v}

Definição 4.5. Dado u ∈ F
n
q , define-se o peso de u como sendo o número inteiro

ω(u) := |{i : ui 6= 0}|.

Ou seja, ω(u) = d(u,0), em que 0 é o vetor nulo de F
n
q .

Definição 4.6. O peso de um código linear C é o inteiro ω(C) = min{ω(u) : u ∈
C − {0}}.
Proposição 4.7. Seja C ⊂ F

n
q um código linear com distância mı́nima d. Temos que:

(i) Para todos u,v ∈ F
n
q , temos que d(u,v) = ω(u− v).

(ii) d = ω(C).

Demonstração. (i) Temos que ω(u−v) = d(u−v,0) = |{i : ui− vi 6= 0, 1 ≤ i ≤ n}| =
|{i : ui 6= vi, 1 ≤ i ≤ n}| = d(u,v).

(ii) Para todo para de elementos u,v em C com u 6= v, tem-se que z = u−v ∈ C−{0}
e d(u,v) = ω(z).

Definição 4.8. Dois códigos lineares C e C ′ são linearmente equivalentes se existir uma
isometria linear T : Fn

q → F
n
q tal que T (C) = C ′.

Definição 4.9. Dado um código linear C ⊂ F
n
q , chamaremos de parâmetros do código

linear C os inteiros (n, k, d), em que k é a dimensão de C sobre Fq, d representa a
distância mı́nima de C e n é denominado o comprimento do código C.

Definição 4.10. Seja β = {w1, w2, ..., wk} uma base ordenada de C e considere a matriz
G cujas linhas são os vetores wi = (wi1, wi2, ..., win); i = 1, 2, ..., k, isto é,

G =








w1

w2
...
wk








=








w11 w12 · · · w1n

w21 w22 · · · w2n
...

...
. . .

...
wk1 wk2 · · · wkn







.
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A matriz G é chamada de matriz geradora de C associada à base β. A matriz
geradora na forma padrão será a matriz: G∗ = (Idk|A), onde Idk é a matriz identidade
k × k e A, uma matriz k × (n− k).

Teorema 4.11. Dado um código C, existe um código equivalente C ′ com matriz geradora
na forma padrão.

Demonstração. Seja G uma matriz geradora de C associada à base β = {g1, . . . , gi . . . , gj,
. . . , gk}, onde gr = (gr1, . . . , gri, . . . , grj, . . . , grn), para cada r = 1, . . . , k. Mostraremos
que com uma sequência de operações do tipo (L1), (L2), (L3) e (C1) podemos colocar G
na forma padrão, onde:

(L1) Permutações de linhas.

(L2) Multiplicação de uma linha por um escalar não nulo.

(L3) Adição de um múltiplo escalar de uma linha a outra.

(C1) Permutações de colunas.

Vejamos inicialmente que as operações L1, L2 e L3 não alteram o código. De fato,
se β = {g1, . . . , gi . . . , gj, . . . , gk} é uma base de C, então β1 = {g1, . . . , gj . . . , gi, . . . , gk},
β2 = {g1, . . . , αgi, . . . , gk} e β3 = {g1, . . . , gi . . . , gj + αgi, . . . , gk} também são bases do
código C, onde α ∈ Fq. Assim, ao realizar a operação Lp em G, obtém-se a matriz Gp,
que é a matriz geradora do código C associada à base βp, para cada p = 1, 2 ou 3. Logo,
realizar estas operações em G não alteram o código C.

Agora, notemos que ao aplicar a operação C1 em G, obtemos uma matriz G′ que gera
um código C ′ equivalente a C.

Suponhamos que

G =






g11 · · · g1i · · · g1j · · · g1n
...

gk1 · · · gki · · · gkj · · · gkn






e que a operação C1 permuta as colunas i e j da matriz G. Assim, obtemos a matriz

G′ =






g11 · · · g1j · · · g1i · · · g1n
...

gk1 · · · gkj · · · gki · · · gkn




 .

Claramente, temos que as linhas da matriz G′ são linearmente independentes, já que as
linhas de G são. Podemos então considerar o código C ′ gerado por esta matriz. Vejamos
que C ′ é equivalente a C, para isto, consideremos a seguinte transformação linear T :
F
n
q −→ F

n
q , definida por

T (gr1, . . . , gri, . . . , grj, . . . , grn) = (gr1, . . . , grj, . . . , gri, . . . , grn).

25



Assim, β′ = {T (g1), . . . , T (gk)} é base de T (C) e de C ′, logo T (C) = C ′. Ainda, para
a = (a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , an), b = (b1, . . . , bi, . . . , bj, . . . , bn) ∈ F

n
q , temos

d(a, b) = d((a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , an), (b1, . . . , bi, . . . , bj, . . . , bn))

d((a1, . . . , aj, . . . , ai, . . . , an), (b1, . . . , bj, . . . , bi, . . . , bn)) = d(T (a), T (b)).

Portanto T é uma isometria linear entre C e C ′, ou seja, estes códigos são equivalentes.
Além disso, segue que a composição de operações L1, L2, L3 e C1 continua resultando em
um código equivalente a C.

Agora, vejamos como obter um código C ′ equivalente a C cuja matriz geradora está
na forma padrão. Como a primeira linha de G não é nula (os vetores linhas de G são line-
armente independentes), por meio de (C1), podemos supor g11 6= 0. Agora, multiplicando
a primeira linha por g−1

11 ,pela operação (L2), substitúımos g11 por 1.
Somando à segunda, terceira, etc. linhas, respectivamente, a primeira linha multi-

plicada respectivamente por (−1)g21, (−1)g31, ..., (−1)gk1, pela operação (L3) obtemos a
matriz 






1 b12 · · · b1n
0 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...
0 bk2 · · · bkn







.

Agora, na segunda linha dessa matriz, temos certamente um elemento não nulo que por
meio da operação (C1), pode ser colocado na segunda linha e segunda coluna. Multipli-
cando a segunda linha pelo inverso desse elemento, a matriz se transforma em








1 c12 · · · c1n
0 1 · · · c2n
...

...
. . .

...
0 ck2 · · · ckn







.

Novamente, usando a operação (L3), obtemos a matriz







1 0 · · · d1n
0 1 · · · d2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · dkn







,

e assim sucessivamente, até encontrarmos uma matriz na forma padrão

G′ = (Idk|A).

4.2 Código duais

Sejam u = (u1, ..., un) e v = (v1, ..., vn) elementos de F
n
q , define-se produto interno de u

e v como sendo
〈u,v〉 = u1v1 + · · ·+ unvn.
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Notemos que esta operação coincide com o produto interno usual. Assim, são válidas as
propriedades de produto interno, como simetria e bilinearidade.

Seja C ⊂ F
n
q um código linear, define-se

C⊥ = {v ∈ F
n
q : 〈v,u〉 = 0, ∀u ∈ C}.

Lema 4.12. Se C ⊂ F
n
q é um código linear, com matriz geradora G, então

(i) C⊥ é um subespaço vetorial de F
n
q .

(ii) v ∈ C⊥ se, e somente se, Gvt = 0.

Demonstração. (i) Dados u,v ∈ C⊥ e λ ∈ Fq.Temos ∀w ∈ C, que

〈u+ λv,w〉 = 〈u,w〉+ λ〈v,w〉 = 0 + λ0 = 0.

e, portanto, u+ λv ∈ C⊥, provando que C⊥ é um subespaço vetorial de F
n
q .

(ii) Digamos que G é a matriz geradora a partir da base β = {w1, . . . , wk}. Ao multipli-
carmos G por vt, obtemos uma matriz coluna, onde a linha i é obtida multiplicando
a linha i de G (que é o vetor wi) pelo vetor coluna vt, para todo i = 1, . . . , k. Note
que esta multiplicação, é exatamente a definição do produto interno entre wi ∈ C e
vt. Assim, v ∈ C⊥ se, e somente se, 〈vt, wi〉 = 0, para todo i = 1, . . . , k, que por
sua vez é equivalente à Gvt = 0.

O subespaço vetorial C⊥ de F
n
q , ortogonal a C, é também um código linear que será

chamado de código dual de C.

Proposição 4.13. Seja C ⊂ F
n
q um código de dimensão k com matriz geradora na forma

padrão G = (Idk|A). Então:
(i) dimC⊥ = n− k.

(ii) H = (−At|Idn−k) é uma matriz geradora de C⊥.

Demonstração. (i) Temos que v ∈ C⊥ se, e somente se, Gvt = 0. Se v = (v1, v2, . . . , vn)
temos o seguinte sistema:










1 0 · · · 0
... a1,k+1 · · · a1,n

0 1 · · · 0
... a2,k+1 · · · a2,n

...
...

. . .
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1
... ak,k+1 · · · ak,n










·










v1
v2
...
...
vn










=










0
0
...
...
0










Dáı: 





v1 + a1,k+1vk+1 + . . .+ a1,nvn = 0
v2 + a2,k+1vk+1 + . . .+ a2,nvn = 0

...
vk + ak,k+1vk+1 + . . .+ ak,nvn = 0
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Então:







v1 = −(a1,k+1vk+1 + . . .+ a1,nvn)
v2 = −(a2,k+1vk+1 + . . .+ a2,nvn)
...
vk = −(ak,k+1vk+1 + . . .+ ak,nvn)








v1
v2
...
vk








= −A ·








vk+1

vk+2
...
vn








Logo, temos que v é dado por

(−(a1,k+1vk+1 + . . .+ a1,nvn), . . . ,−(ak,k+1vk+1 + . . .+ ak,nvn), vk+1, . . . , vn)

= vk+1(−a1,k+1,−a2,k+1, . . . ,−ak,k+1, 1, 0, . . . , 0)+

+ . . .+ vn(−a1,n,−a2,n, . . . ,−ak,n, 0, 0, . . . , 1)

em que vk+1, vk+2, . . . , vn ∈ Fq. Como Fq possui q elementos, existem qn−(k+1)+1 = qn−k

possibilidades para v, ou seja, C⊥ possui qn−k elementos, o que significa que sua dimensão
é n− k

(ii) É evidente que as linhas de H são linearmente independentes, por causa do bloco
Idn−k, portanto, geram um subespaço vetorial de dimensão n− k. Como as linhas de H
são ortogonais às linhas de G, temos que o espaço gerado pelas linhas de H está contido
em C⊥ e como esses dois subespaços têm a mesma dimensão, eles coincidem, provando
assim que H = (−At|Idn−k) é uma matriz geradora de C⊥.

Proposição 4.14. Suponha que C seja um código de dimensão k em F
n
q com matriz

geradora G. Uma matriz H de ordem (n − k) × n, com coeficientes em Fq e com linhas
linearmente independentes, é uma matriz geradora de C⊥ se, e somente se,

G ·H t = 0.

Demonstração. As linhas de H geram um subespaço vetorial de F
n
q de dimensão n − k,

portanto, igual, à dimensão de C⊥. Por outro lado, representando por h1, ..., hn−k e por
g1, ..., gk, respectivamente, as linhas de H e de G, temos que

(GH t)i,j = 〈gi, hj〉.

Portanto, GH t = 0 é equivalente a dizer que todos os vetores do subespaço gerado pelas
linhas de H estão em C⊥. Por outro lado, esse subespaço tem a mesma dimensão de C⊥,
logo:

GH t = 0 ⇔ C⊥ é gerado pelas linhas de H .
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Corolário 4.15. (C⊥)⊥ = C

Demonstração. Sejam G e H respectivamentes matrizes geradoreas de C e C⊥. Logo,
G ·H t = 0. Tomando transpostas nessa última igualdade, temos que H ·Gt = 0, logo, G
é a matriz geradora de (C⊥)⊥, dáı seguindo o resultado.

Proposição 4.16. Seja C um código linear e suponhamos que H seja uma matriz gera-
dora de C⊥. Temos então que

v ∈ C ⇔ Hvt = 0.

Demonstração. Temos, pelo Corolário acima e pelo Lema 4.12 (ii), v ∈ C se, e somente
se, v ∈ (C⊥)⊥. E isto equivale a Hvt = 0.

A proposição acima nos permite caracterizar os elementos de um código C por uma
condição de anulamento. A matriz geradora H de C⊥ é chamada de matriz teste de
paridade de C.

Exemplo: Seja dado o código C sobre F2 com matriz geradora

G =





1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 1 0





Como G está na forma padrão, é fácil calcular uma matriz teste de paridade H. Pela
Proposição 4.13, temos que

H =





1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1





Dados v = (100111) e v′ = (010101), como

Hvt =





0
0
0



 e H(v′)t =





1
1
0



 6= 0,

temos que v ∈ C e v′ /∈ C.

Proposição 4.17. Seja H a matriz teste de paridade de um código C. Temos que o peso
de C é maior do que ou igual a s se, e somente se, quaisquer s − 1 colunas de H são
linearmente independentes.

Demonstração. (⇐) Suponhamos que cada conjunto de s− 1 colunas de H é linearmente
independente. Seja c = (c1, . . . , cn) uma palavra não nula de C, e sejam h1, . . . , hn as
colunas de H. Como Hct = 0, temos que

0 = H · ct =
∑

cih
i

Visto que ω(c) é o número de componentes não nulas de c, segue que se ω(c) < s− 1,
teŕıamos uma combinação nula de um número t, com 1 ≤ t < s − 1, de colunas de H, o
que é contraditório. Logo, ω(c) ≥ s e, portanto, ω(C) ≥ s.
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(⇒) Suponhamos que ω(C) ≥ s e que H teria s− 1 colunas linearmente dependentes,
digamos hi1 , . . . , his−1 . Logo, existiriam ci1 , . . . , cis−1

, no corpo, nem todos nulos, tais que

ci1h
i1 + · · ·+ cis−1

his−1 = 0

Portanto, c = (0, . . . , ci1 , 0, . . . , cis−1
, 0 . . . , 0) ∈ C, com ω(c) ≤ s− 1 < s. Absurdo.

Teorema 4.18. Seja H a matriz teste de paridade de um código C. Temos que o peso de
C é igual a s se, e somente se, quaisquer s−1 colunas de H são linearmente independentes
e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstração. (⇒) Suponhamos que ω(C) = s, logo, todo conjunto de s− 1 colunas de
H são linearmente independentes. Por outro lado, existem s colunas de H linearmente
dependentes, pois caso contrário, pela proposição anterior, teŕıamos ω(C) ≥ s+ 1.

(⇐) Suponhamos que todo conjunto de s − 1 vetores colunas de H é linearmente
independente e existem s colunas linearmente dependentes. Logo, da proposição anterior,
temos que ω(C) ≥ s. Mas ω(C) não pode ser maior do que s, pois, neste caso, novamente
a proposição anterior, nos diria que todo conjunto com s colunas e H é linearmente
independente, o que é uma contradição.

Corolário 4.19 (Cota de Singleton). Os parâmetros (n, k, d) de um código linear satis-
fazem a desigualdade

d ≤ n− k + 1

Demonstração. Se H é uma matriz teste de paridade, ela tem posto n − k. Como, pelo
Teorema 4.18, d− 1 é menor ou igual ao posto de H, segue a desigualdade.

Um código será chamado de MDS (Maximum Distance Separable) se vale a igualdade
d = n− k + 1.
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CAPÍTULO 5

GRAFOS

Definição 5.1. Um grafo G é uma estrutura formada por um par (VG, AG), onde VG é
um conjunto finito não vazio e AG é uma famı́lia de pares não ordenados de elementos
de VG, não necessariamente distintos.

Os elementos de VG são chamados vértices do grafo e os elementos de AG são chamados
arestas.

Definição 5.2. Um grafo G é dito bipartido se existe um partição de VG em dois conjuntos
(não-vazios e disjuntos) X e Y tais que toda aresta de G possui um vértice em X e o
outro em Y . Os conjuntos X e Y são chamados de conjunto partição.

Considere o grafo a seguir, cujos vértices sao V = {a, b, c, d, e, f}.

Figura 5.1: Grafo Bipartido

Notemos que podemos particionar o conjunto V em X = {a, c, e} e Y = {b, d, f}. Assim,
cada aresta deste grafo possui um vértice em X e um vértice em Y , ou seja, este grafo é
bipartido.
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Definição 5.3. Seja G um grafo,VG = {v1, . . . , vm} o conjunto ordenado de seus vértices
e AG = {a1, . . . , an} o conjunto ordenado de suas arestas. Definimos a matriz M = (mij),
denominada matriz de incidência de G, por

mij =

{
1, se o vértice vi é uma das pontas da aresta aj,
0, caso contrário,

para todo i = 1, . . . ,m e todo j = 1, . . . , n.

Notemos que a coluna j possui 1 nas duas linhas que indicam os vértices que a compõem
e 0 nas demais linhas. Assim, a soma dos elementos de cada coluna da matriz M é
constante igual a 2.

Exemplo 5.4. Seja G o grafo dado na Figura 5.2, onde V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5} é seu
conjunto de vértices e A(G) = {a1, a2, a3, a4, a5, a6} seu conjunto de arestas.

Figura 5.2: Grafo G

A matriz de incidência de G é a matriz 5× 6 dada por

A =









1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1









.
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CAPÍTULO 6

PARÂMETROS DE UM CÓDIGO
PROJETIVO PARAMETRIZADO

6.1 Código projetivo parametrizado por conjunto tórico

algébrico

Seja Fq um corpo finito com q elementos e L = Fq[Z1, . . . , Zn] um anel de polinômios
sobre o corpo Fq. Sejam Za1 , . . . , Zam um conjunto finito de monômios, onde

Zai = Zai1
1 . · · · .Zain

n , para todo i = 1, . . . ,m

Consideramos agora um conjunto parametrizado por estes monômios

X = {(ta111 . · · · .ta1nn : · · · : tam1

1 . · · · .tamn

n ) ∈ P
m−1|ti ∈ F

∗
q} (6.1)

onde F
∗
q = Fq\{0} e P

m−1 é um espaço projetivo sobre o corpo Fq. Chamamos X de
conjunto tórico algébrico parametrizado por Za1 , . . . , Zam . Este conjunto forma um grupo
multiplicativo, considerando a multiplicação componente a componente.

Seja A a matriz n×m dada por

A =








a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

...
...

...
a1n a2n · · · amn







. (6.2)

Dizemos que o conjunto definido em (6.1) é um conjunto tórico algébrico associado à
matriz A. Notemos que

(ta111 . · · · .ta1nn : · · · : tam1

1 . · · · .tamn

n ) = (ta111 . · · · .ta1nn )−1(ta111 . · · · .ta1nn : · · · : tam1

1 . · · · .tamn

n )

= (1 : ta21−a11
1 . · · · .ta2n−a1n

n : · · · : tam1−a11
1 . · · · .tamn−a1n

n )
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Tomando bij = aij − a1j ∈ Z para todo i = 2, . . . ,m e j = 1, . . . , n, obtemos

X = {(1 : tb211 . · · · .tb2nn : · · · : tbm1

1 . · · · .tbmn

n ) ∈ P
m−1|ti ∈ F

∗
q} (6.3)

Usaremos qualquer uma das representações (6.1) ou (6.3) para referirmos ao conjunto
tórico parametrizado pelos monômios Za1 , . . . , Zam ou, de modo equivalente, para repre-
sentar um conjunto tórico associado à matriz (6.2).

Considere agora S = Fq[X1, . . . , Xm] =
∞⊕

d=0

Sd, onde Sd é o conjunto dos polinômios

homogêneos de grau d em Fq[X1, . . . , Xm], com a graduação padrão, juntamente com
o polinômio nulo. Claramente Sd é um espaço vetorial com a soma de polinômios e
multiplicação por escalar usuais. Sejam P1, . . . , P|X| os pontos de X e f0(X1, . . . , Xm) =
Xd

1 . Assim, a aplicação de avaliação

evd : Sd −→ F
|X|
q

f 7−→
(
f(P1)

f0(P1)
, . . . ,

f(P|X|)

f0(P|X|)

)

(6.4)

define uma transformação linear entre Fq-espaços vetoriais, cuja imagem é um subespaço
vetorial de F

|X|
q .

Definição 6.1. Definimos o código projetivo parametrizado de ordem d a partir do con-
junto tórico X como sendo CX(d) = Im(evd).

Neste trabalho, nosso objetivo é estimar os parâmetros deste código linear: compri-
mento, dimensão e distância mı́nima. Claramente, o comprimento de CX(d) é dado por
|X|, já que CX(d) ⊆ F

|X|
q . Notemos também que como CX(d) = Im(evd), segue que

CX(d) ∼= Sd/ ker(evd).

Definição 6.2. O ideal anulador de X, denotado por IX , é o ideal gerado pelos polinômios
homogêneos que se anulam em todos os pontos de X. Definimos também o subespaço
vetorial IX(d) de Sd formado pelos polinômios homogêneos de grau d que se anulam em
X, ou seja, IX(d) := IX ∩ Sd.

Temos que ker(evd) = IX(d). De fato, se f ∈ ker(evd), então f ∈ Sd e

(
f(P 1)

f0(P 1)
, . . . ,

f(P |X|)

f0(P |X|)

)

= (0, . . . , 0),

logo f(P 1) = · · · = f(P |X|) = 0, ou seja, f ∈ IX(d). Reciprocamente, se f ∈ IX(d), então
f ∈ Sd e f(P 1) = · · · = f(P |X|) = 0, logo evd(f) = (0, . . . , 0). Portanto, f ∈ ker(evd).

Para calcular a dimensão do código, precisamos estudar dimk(Sd/IX(d)). Esta di-
mensão é dada pela função de Hilbert de IX , definida por
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HX : N −→ N

d 7−→ HX(d) = dimk(Sd/IX(d))

Para d suficientemente grande, a função de Hilbert é dada por um polinômio, hX(d),
denominado polinômio de Hilbert. Assim, existe um natural r, tal que HX(d) = hX(d) =
k∑

i=0

cid
i, para todo d ≥ r. O menor número natural que satisfaz esta condição é denotado

por rX e é chamado de ı́ndice de regularidade de IX . Ainda, definimos a dimensão de
uma variedade projetiva V ⊂ P

n como sendo o grau do polinômio de Hilbert de seu
correspondente ideal homogêneo I(V ). No caso do conjunto tórico algébrico X, o próximo
resultado mostra que sua dimensão é zero, pois o polinômio de Hilbert é constante e igual
à cardinalidade de X.

Proposição 6.3. HX(d) = |X| para todo d ≥ |X| − 1.

Demonstração. Seja {e1, . . . , e|X|} a base canônica de F
|X|
q e seja d ≥ |X| − 1. Vamos

construir um polinômio f1 ∈ Sd tal que evd(f1) = e1. Denotaremos X = {P 1, . . . ,P |X|},
onde P j = (1 : Pj2 : · · · : Pjm). Como P 1 6= P 2, segue que para algum k ∈ {2, . . . ,m}
temos P1k 6= P2k. Defina

h2 =
Xk − P2kX1

P1k − P2k

∈ Fq[X1, . . . , Xm].

Observe que h2 é homogêneo de grau 1 e h2(P 1) = 1 e h2(P 2) = 0. Analogamente,
definimos h3, . . . , h|X| ∈ Fq[X1, . . . , Xm], tais que, para todo i = 2, . . . , |X|, temos

hi(P j) =

{
0, se j = i
1, se j = 1

.

Considere

f1 := X
d−|X|+1
1 h2. · · · .h|X|.

Observe que f1 é um polinômio homogêneo de grau (d− |X|+ 1) + (|X| − 1) = d, isto é,
f1 ∈ Sd. Mais ainda, f1(P 1) = 1 e f1(P j) = 0, para todo j ∈ {2, . . . , |X|}. Portanto,

evd(f1) =

(
f1(P 1)

f0(P 1)
, . . . ,

f1(P |X|)

f0(P |X|)

)

= (1, 0, . . . , 0) = e1

De modo análogo, podemos construir f2, . . . , f|X| ∈ Sd tais que evd(fj) = ej, para todo
2 ≤ j ≤ |X|. Isso prova que evd é sobrejetora para d ≥ |X| − 1. Portanto,

HX(d) = dimSd/IX(d) = dim evd(Sd) = dimF
|X|
q = |X|,

para todo d ≥ |X| − 1.
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Pela proposição anterior, para d ≥ |X| − 1, temos HX(d) = |X|, ou seja, a função de
Hilbert é dado pelo polinômio constante |X|. Portanto, podemos concluir que rX ≤ |X|−1
e

hX(d) = HX(d) = |X|, para d ≥ rX .

Ainda, dim(CX(d)) = |X|, o que implica CX(d) = F
|X|
q para d ≥ rX . Por este motivo,

podemos considerar sempre 0 ≤ d < rX .

6.2 Os Parâmetros de CX(d)

Estudaremos agora o conjunto tórico X para estimar os parâmetros do código CX(d), que
acabamos de descrever.

6.2.1 Comprimento

Para computar o comprimento do código projetivo parametrizado gerado pelo conjunto
tórico X, introduzimos os seguintes subgrupos multiplicativos de X. Para cada i =
1, . . . , n, consideremos

Yi := {(1 : tb2ii : · · · : tbmi

i ) ∈ P
m−1 : ti ∈ F

∗
q},

com a multiplicação coordenada a coordenada. Vejamos que |Yi| =
q − 1

(q − 1, b2i, . . . , bmi)
=

di, para todo i = 1, . . . , n, onde (q − 1, b2i, . . . , bmi) representa o máximo divisor comum
entre estes inteiros. De fato, como Fq tem q elementos, existe β ∈ F

∗
q tal que F

∗
q =

{1, β, β2, . . . , βq−2}, vejamos que

Yi ={(1 : 1 : · · · : 1), (1 : βb2i : · · · : βbmi), (1 : (β2)b2i : · · · : (β2)bmi), . . . ,

(1 : (βdi−1)b2i : · · · : (βdi−1)bmi)}.
Note que para k, l < di ≤ q − 2, temos

k 6= l ⇒ βk 6= βl ⇒ (βk)bji 6= (βl)bji , ∀j = 2, . . . ,m

⇒ (1 : (βk)b2i : · · · : (βk)bmi) 6= (1 : (βj)b2i : · · · : (βj)bmi)

Por outro lado, para di ≤ k ≤ q − 2, temos k = tdi + k′, com k′ = 0 ou k′ < di. Quando
k′ = 0, temos que kbji é um múltiplo de q − 1, para j = 2, . . . ,m, donde βk = 1. Logo,
(1 : (βk)b2i : · · · : (βk)bmi) = (1 : · · · : 1). Caso 0 < k′ < di, segue que

(1 : (βk)b2i : · · · : (βk)bmi) = (1 : (βpdi+k′)b2i : · · · : (βpdi+k′)bmi)

= (1 : βpdib2i+k′b2i : · · · : βpdibmi+k′bmi)

= (1 : (βk′)b2i : · · · : (βk′)bmi).

Com isso, segue que Yi possui di =
q − 1

(q − 1, b2i, . . . , bmi)
elementos distintos.
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Teorema 6.4. O comprimento do código projetivo parametrizado de ordem d, CX(d), é
dado por

|X| = 1

|M |

n∏

i=1

|Yi|, (6.5)

onde M é o conjunto de n-uplas (i1, . . . , in) tais que

1 ≤ ij ≤
q − 1

(q − 1, b2j, . . . , bmj)
, para todo j = 1, . . . , n

e

i1b21 + i2b22 + · · ·+ inb2n ≡ 0 mod (q − 1)

i1b31 + i2b32 + · · ·+ inb3n ≡ 0 mod (q − 1)

...

i1bm1 + i2bm2 + · · ·+ inbmn ≡ 0 mod (q − 1)

(6.6)

Demonstração. Consideremos os grupos multiplicativos Y1 × · · · × Yn e X, munidos com
a multiplicação coordenada a coordenada. Dessa forma, é fácil ver que a aplicação φ :
Y1 × · · · × Yn −→ X, onde

φ
(
(1 : tb211 : · · · : tbm1

1 ), . . . , (1 : tb2nn : · · · : tbmn

n )
)
=

(
1 : tb211 . · · · .tb2nn : · · · : tbm1

1 . · · · .tbmn

n

)

é um homomorfismo sobrejetor. Assim, temos que

(Y1 × · · · × Yn)/ ker(φ) ∼= X,

e, portanto,

|X| = |Y1 × · · · × Yn|
| ker(φ)| =

1

| ker(φ)|

n∏

i=1

|Yi|.

Se β é um gerador de F
∗
q, então pelo que vimos, os elementos de Yj são (1 : (βij)b2j :

· · · : (βij)bmj), onde 1 ≤ ij ≤
q − 1

(q − 1, b2j, . . . , bmj)
. Notemos agora que

ker(φ) ={(1 : βi1b21 : · · · : βi1bm1), . . . , (1 : βinb2n : · · · : βinbmn) ∈ Y1 × · · · × Yn :

(1 : βi1b21+i2b22...inb2n : · · · : βi1bm1+i2bm2...inbmn) = (1 : 1 : · · · : 1)}.

No entanto, para cada j = 2, . . . ,m, temos βi1bj1+i2bj2...inbjn = 1 quando i1bj1 +
i2bj2 · · · + inbjn é um múltiplo de q − 1, ou seja, i1bj1 + i2bj2 . . . inbjn ≡ 0 mod (q − 1).
Dessa forma, | ker(φ)| é exatamente o número de n-uplas (i1, . . . , in) tais que 1 ≤ ij ≤
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q − 1

(q − 1, b2j, . . . , bmj)
, para todo j = 1, . . . , n e satisfazendo (6.6), ou seja, | ker(φ)| = |M |.

Portanto

|X| = 1

|M |

n∏

i=1

|Yi|,

Definimos agora o toro projetivo de dimensão m− 1 como sendo

Tm−1 = {(c1 : · · · : cm) ∈ P
m−1 : ci ∈ F

∗
q para todo i}. (6.7)

Notemos que Tm−1 é conjunto tórico particular, parametrizado pelos monômios Z1, . . . , Zm.
Claramente, X ⊆ Tm−1. O seguinte corolário nos diz sobre quais condições temos a

igualdade entre esses conjuntos.

Corolário 6.5. Assuma que n = m. Então X = Tm−1 se e somente se |M | = q − 1 e
(q − 1, b2j, . . . , bmj) = 1, para todo j = 1, . . . ,m.

Demonstração. Seja X = Tm−1, isto é, X = {(t1 : · · · : tm) ∈ P
m−1 : ti ∈ F

∗
q para todo i}.

Assim, |X| = (q − 1)m−1, e de (t1 : t2 : · · · : tm) = (1 : t−1
1 t2 : · · · : t−1

1 tm) temos
(q − 1, b2j, . . . , bmj) = 1 para todo j = 1, . . . ,m pois b21 = −1 e bii = 1 para i = 2, . . . ,m.
Mais ainda, de

(q − 1)m−1 =
1

|M |

m∏

j=1

|Yj| =
1

|M |

m∏

j=1

q − 1

(q − 1, b2j, . . . , bmj)
=

1

|M |(q − 1)m

temos |M | = q − 1 .
Reciprocamente, se |M | = q− 1 e (q− 1, b2j, . . . , bmj) = 1, para todo j = 1, . . . ,m− 1,

então

|X| = 1

q − 1

m∏

i=1

q − 1

1
= (q − 1)m−1 = |Tm−1|.

Como X ⊂ Tm−1 temos que X = Tm−1.

Corolário 6.6. Se a soma dos elementos de cada coluna da matriz A definida em (6.2) é
uma constante ou, equivalentemente, se os monômios que parametrizam o conjunto tórico
X possuem o mesmo grau, então |X| ≤ (q − 1)n−1.

Demonstração. Seja
n∑

j=1

aij = α (inteiro positivo), para todo i = 1, . . .m. Notemos que

|Yi| ≤ q − 1, para todo i = 1, . . . ,m. Além disso,

n∑

j=1

bij =
n∑

j=1

aij −
n∑

i=1

a1j = α− α = 0, para todo i = 2, . . . ,m.
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Assim, considerando (i1, i2, . . . , in) = (1, 1, . . . , 1), temos que 1 ≤ ij ≤
q − 1

(q − 1, b2j, . . . , bmj)
e esta n-upla satisfaz (6.6). Logo (1, . . . , 1) ∈ M . Seja γ = min{|Y1|, . . . , |Yn|}. Então
(k, . . . , k) ∈M , para todo 1 ≤ k ≤ γ, pois

kbi1 + kbi2 + · · ·+ kbin = k(bi1 + bi2 + · · ·+ bin) ≡ 0 mod (q − 1), ∀i = 2, . . . ,m,

ou seja, (k, . . . , k) satisfaz (6.6). Com isso, temos que |M | ≥ γ. Assim,

|X| = 1

|M |

n∏

i=1

|Yi| ≤
1

γ
γ(q − 1)n−1 = (q − 1)n−1.

Observe que se G é um grafo e X o conjunto tórico algébrico associado à matriz de
incidência de G, então a soma dos elementos de cada coluna de sua matriz é α = 2 e o
resultado do corolário anterior é válido. Na realidade, nesta situação, |Yi| = q − 1 para
todo i = 1, . . . , n, pois bji é 0, 1 ou -1. Logo (q − 1, b2i, . . . , bmi) = 1. Portanto, em

qualquer grafo, |X| = (q − 1)n

|M | . Além disso, em [6, Corolário 3.8], foi encontrado o valor

exato de |X| se G é um grafo conexo. A saber,

|X| =
{

(q − 1)n−2 se G é bipartido
(q − 1)n−1 se G não é bipartido.

(6.8)

Por meio deste resultado, obtemos que

|M | =
{

(q − 1)2 se G é bipartido
q − 1 se G não é bipartido.

6.2.2 Dimensão

Como mencionado anteriormente, a dimensão do código de avaliação de grau d parame-
trizado pelo conjunto tórico X é dada pela função de Hilbert de IX , que é denotada por
HX(d).

No seguinte teorema, calcularemos a dimensão do código gerado pelo conjunto tórico
X em função da dimensão do código projetivo parametrizado gerado pelo toro projetivo
Tm−1.

Teorema 6.7. A dimensão do código projetivo parametrizado de ordem d, CX(d), é dado
por

HX(d) = HTm−1
−H(d) (6.9)

para todo d ≥ 0 e onde H é a função de Hilbert de IX/ITm−1
, isto é,

H(d) = dim(IX(d)/ITm−1
(d))
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Demonstração. Sabemos que X ⊆ Tm−1, o que implica IX ⊇ ITm−1
. Seja ψ a seguinte

transformação linear

ψ : Sd/ITm−1(d) −→ Sd/IX(d),

f + ITm−1
(d) 7−→ f + IX(d).

Vejamos que ψ está bem definida. Sejam f = g. Assim,

f + ITm−1
(d) = g + ITm−1

(d) ⇒ f − g ∈ ITm−1
(d) ⊆ IX(d)

⇒ f − g ∈ IX(d) ⇒ f + IX(d) = g + IX(d).

Além disso, claramente ψ é sobrejetivo. Mais ainda, ker(ψ) = IX(d)/ITm−1
(d). De

fato,

f ∈ ker(ψ) ⇐⇒ ψ(f) = f + IX(d) = 0 + IX(d) ⇐⇒ f ∈ IX(d).

Logo ker(ψ) = {f + ITm−1
(d) : f ∈ IX(d)} = IX(d)/ITm−1

(d). Assim, temos que

Sd/ITm−1
(d)

IX(d)/ITm−1
(d)

∼= Sd/IX(d) ∼= CX(d).

Dáı, segue que

dim(Sd/IX(d)) = dim

(
Sd/ITm−1

(d)

IX(d)/ITm−1
(d)

)

= dim(Sd/ITm−1
(d))− dim(IX(d)/ITm−1

(d))

⇒ HX(d) = HTm−1
(d)−H(d) = dimCX(d)

O seguinte corolário relaciona os ı́ndices de regularidade de IX , ITm−1
e IX/ITm−1

, os
quais são denotados por rX , rTm−1

e rH .

Corolário 6.8. rTm−1
= max {rX , rH}.

Demonstração. Seja

θ : IX(d)/ITm−1
(d) −→ IX(d+ 1)/ITm−1

(d+ 1),

f + ITm−1
(d) 7−→ X1f + ITm−1

(d+ 1).

Vejamos que θ está bem definido. Sejam f, g ∈ IX(d), então

f + ITm−1
(d) = g + ITm−1

(d) ⇒ (f − g) ∈ ITm−1
(d) ⇒ X1(f − g) ∈ ITm−1

(d+ 1)
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⇒ X1f −X1g ∈ ITm−1
(d+ 1) ⇒ X1f + ITm−1

(d+ 1) = X1g + ITm−1
(d+ 1)

Portanto θ está bem definido e facilmente podemos ver que é uma transformação linear.
Mostremos que ker(θ) = {0 + ITm−1

(d)}, isto é, θ é injetora. Se f + ITm−1
(d) ∈ ker(θ),

então X1f ∈ ITm−1
(d + 1), ou seja, para todo P = (c1 : · · · : cm) ∈ Tm−1, temos que

(X1f)(P ) = c1f(P ) = 0. Como c1 6= 0, segue que f(P ) = 0. Assim, para todo P ∈ Tm−1,
f(P ) = 0 e f tem grau d, ou seja, f ∈ ITm−1

(d). Portanto f + ITm−1
(d) = 0 + ITm−1

(d).
Assim, temos que IX(d)/ITm−1

(d) é isomorfo à Im(θ) ⊆ IX(d+1)/ITm−1
(d+1). Logo,

dim(IX(d)/ITm−1
(d)) ≤ dim(IX(d + 1)/ITm−1

(d + 1)), ou seja, H(d) ≤ H(d + 1). Para
todo d ≥ 0, pelo teorema anterior,

HTm−1
(d) = HX(d) +H(d).

Assim, para d ≥ rH , temos H(d) = hH(d) e para d ≥ rX , temos HX(d)) = hX(d).
Portanto, para d ≥ max{rH , rX}, temos

HTm−1
= HX(d) +H(d) = hX(d) + hH(d) = hTm−1

,

isto é, rTm−1
= max{rH , rX}.

Assim, deste corolário, segue que rX ≤ rTm−1
. Mas em [3] (veja também em [2,

Teorema 5.2.2]), foi provado que rTm−1
= (m− 1)(q − 2). Portanto,

rX ≤ (m− 1)(q − 2) (6.10)

Como foi observado na seção 1, se d ≥ (m − 1)(q − 2) então HX(d) = |X| e assim
CX(d) = K |X|. Portanto, de agora em diante, iremos considerar d < (m− 1)(d− 2).

6.2.3 Distância Mı́nima

Seja Y := Tm−1\X, digamos Y = {Q1, . . . , Q|Y |}. Defina CY (d) de modo análogo ao feito
em (6.1), ou seja, CY (d) é a imagem da transformação linear

φd : Sd −→ F
|Y |
q

f 7−→
(
f(Q1)

f0(Q1)
, . . . ,

f(Q|Y |)

f0(Q|Y |)

)

,

onde f0(X1, . . . , Xm) = Xd
1 . Denotemos por δX(d), δY (d) e δTm−1

(d) as distâncias mı́nimas
de CX(d), CY (d) e CTm−1

(d), respectivamente. O seguinte teorema as relaciona.

Teorema 6.9. Seja 0 ≤ d ≤ (m− 1)(q − 2). Então

δX(d) ≤ δTm−1
(d)− δY (d) (6.11)
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Demonstração. Seja X = {P1, . . . , P|X|} e Y = {Q1, . . . , Q|Y |}. Podemos escrever

Tm−1 = {P1, . . . , P|X|, Q1, . . . , Q|Y |}.
Considere

Λ =

(
f(P1)

Xd
1 (P1)

, . . . ,
f(P|X|)

Xd
1 (P|X|)

,
f(Q1)

Xd
1 (Q1)

, . . . ,
f(Q|Y |)

Xd
1 (Q|Y |)

)

∈ CTm−1
(d),

com ω(Λ) = δTm−1
(d), onde ω(Λ) é o peso de Hamming da palavra código Λ, isto é, o

número de entradas não nulas de Λ. Então

Λ1 :=

(
f(P1)

Xd
1 (P1)

, . . . ,
f(P|X|)

Xd
1 (P|X|)

)

∈ CX(d)

e

Λ2 :=

(
f(Q1)

Xd
1 (Q1)

, . . . ,
f(Q|Y |)

Xd
1 (Q|Y |)

)

∈ CY (d)

Logo, δTm−1
(d) = ω(Λ) = ω(Λ1) + ω(Λ2) ≥ δX(d) + δY (d). Dáı segue a desigualdade

(6.11).

Como X ⊂ Tm−1(d), segue que δY (d) ≥ 1. Logo, de (6.11), obtemos que δX(d) ≤
δTm−1

(d) − 1, para todo 0 ≤ d < (m − 1)(q − 2). Mas δTm−1
(d) foi computado em [7].

Assim, neste caso,

δX(d) ≤ (q − 1)m−(k+2)(q − 1− l)− 1, (6.12)

onde K e l são os únicos inteiros tais que K ≥ 0, 1 ≤ l ≤ q − 2 e d = k(q − 2) + l.
A partir de agora, consideremos o caso em que os monômios que parametrizam o

conjunto tórico X possem o mesmo grau, isto é, Zai = Zai1
1 . · · · .Zain

n satisfaz
n∑

j=1

aij = α,

para todo i = 1, . . . ,m. Equivalentemente, vamos considerar os casos em que a soma dos
elementos de cada coluna da matriz A, definida em (6.2), é uma constante. A seguinte
aplicação nos ajudará a encontrar uma cota inferior para a distância mı́nima do código
projetivo parametrizado correspondente. Seja

µ : Tn−1 −→ X
(t1 : · · · : tn) 7−→ (ta111 . · · · .ta1nn : · · · : tam1

1 . · · · .tamn

n ).

Vejamos que µ está bem definido. De fato,

(t1 : · · · : tn) = (s1 : · · · : sn) ⇐⇒ (t1 : · · · : tn) = λ(s1 : · · · : sn), para algum λ ∈ F
∗
q.

Assim,

µ(t1 : · · · : tn) = (ta111 . · · · .ta1nn : · · · : tam1

1 . · · · .tamn

n )
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= ((λs1)
a11 . · · · .(λsn)a1n : · · · : (λs1)am1 . · · · .(λsn)amn)

= (λαsa111 . · · · .sa1nn : · · · : λαsam1

1 . · · · .samn

n )

= λα(sa111 . · · · .sa1nn : · · · : sam1

1 . · · · .samn

n )

= (sa111 . · · · .sa1nn : · · · : sam1

1 . · · · .samn

n ) = µ(s1 : · · · : sn).

Além disso, µ é claramente um homomorfismo sobrejetor entre os grupos multiplica-
tivos Tn−1 e X. Definindo N := ker(µ), temos

Tn−1/N ∼= X ⇒ |Tn−1|
|N | = |X| ⇒ |N | = |Tn−1|

|X| =
(q − 1)n−1

|X| .

Ainda temos,

Tn−1 =

|X|
⋃

i=1

N.Ti

(união disjunto das correspondentes classes de equivalências) para certos Ti ∈ Tn−1. Se
considerarmos Pi = µ(Ti) ∈ X, para todo i = 1, . . . , |X|, e N = {R1, . . . , R|N |}, então
temos X = {P1, . . . , P|X|} e

Tn−1 =

|X|
⋃

i=1

N.Ti = N.T1 ∪N.T2 ∪ · · · ∪N.T|X| =

= {R1T1, . . . , R|N |T1} ∪ {R1T2, . . . , R|N |T2} ∪ · · · ∪ {R1T|X|, . . . , R|N |T|X|} =

= {R1T1, . . . , R|N |T1, . . . , R1T|X|, . . . , R|N |T|X|}.

Como na introdução, seja L = Fq[Z1, . . . , Zn]. Definimos outra aplicação

τ : Sd = Fq[X1, . . . , Xm]q −→ Lαd

f(X1, . . . , Xm) 7−→ f(Za11
1 . · · · .Za1n

n , . . . , Zam1

1 . · · · .Zamn

n ),

que claramente é uma transformação linear entre os espaços vetoriais Sd e Lαd. Assim,
podemos demonstrar o seguinte teorema que nos dá uma cota inferior para a distância
mı́nima do correspondente código projetivo parametrizado.

Teorema 6.10. Se a soma dos elementos de cada coluna de uma matriz A, definida em
(6.2), é uma constante α. Então

δX(d) ≥
⌈ |X|.δTn−1

(αd)

(q − 1)n−1

⌉

, (6.13)

onde δTn−1
(αd) é a distância mı́nima do código projetivo parametrizado de ordem αd

gerado pelo toro projetivo Tn−1 e δX(d) é a distância mı́nima do código projetivo parame-
trizado associado ao conjunto tórico X, definido em (6.1). Também, dxe é a função teto
de x, isto é, dxe = min{y ∈ Z : y ≥ x}.

43



Demonstração. Seja

Γ =

(
f(P1)

Xd
1 (P1)

, . . . ,
f(P|X|)

Xd
1 (P|X|)

)

∈ CX(d).

de tal maneira que ω(Γ) = δX(d). Por outro lado, seja f ∈ Sd e

Ω =

(
τ(f)(R1T1)

Zαd
1 (R1T1)

, . . . ,
τ(f)(R|N |T1)

Zαd
1 (R|N |T1)

, . . . ,
τ(f)(R1T|X|)

Zαd
1 (R1T|X|)

, . . . ,
τ(f)(R|N |T|X|)

Zαd
1 (R|N |T|X|)

)

.

Temos que Ω ∈ CTn−1
(αd) e se f(Pi) 6= 0 para algum Pi ∈ X, então devido ao fato de

que µ(RjTi) = µ(Rj)µ(Ti) = (1 : · · · : 1)µ(Ti) = Pi, obtemos

τ(f)(RjTi) = f(µ(RjTi)) = f(Pi) 6= 0, para todo j = 1, . . . , |N |.
Assim, ω(Ω) = |N |ω(Γ) = |N |δX(d) e, portanto

δTn−1
(αd) ≤ ω(Ω) = |N |δX(d),

logo

δX(d) ≥
δTn−1

(αd)

|N | =
δTn−1

(αd)

(q − 1)n−1
|X|.

Se X é um conjunto tórico algébrico a partir de uma matriz de incidência de algum
grafo, então α = 2 e então podemos aplicar o teorema anterior. Ainda, se tivermos um
grafo conexo, usando [3, Corolário 3.8] obtemos o seguinte resultado geral.

Corolário 6.11. Seja X o conjunto tórico algébrico a partir da matriz de incidência de
algum grafo conexo G. Então

δX(d) ≥







⌈
δTm−1

(2d)

q − 1

⌉

se G é bipartido

δTm−1
(2d) se G não é bipartido.

(6.14)

Para verificar esta desigualdade, basta utilizar (6.8) e (6.13).
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CAPÍTULO 7

APLICAÇÃO DOS RESULTADOS
APRESENTADOS

Nesta seção iremos apresentar três exemplos diferentes. Começaremos com um exemplo
cujo código projetivo parametrizado é gerado a partir da matriz de incidência de um grafo
não bipartido. Em seguida, definiremos clutters como casos particulares de hipergrafos
e será dado um exemplo espećıfico de códigos projetivos parametrizados por clutters
uniformes. Por fim, computaremos os parâmetros de um código projetivo parametrizado
associado a uma matriz que não representa um clutter, logo não representa um grafo.
Nestes exemplos, usaremos δ′d para representar a cota inferior para a distância mı́nima de
CX(d) apresentada em (6.13) e bd representará a cota de Singleton, isto é,

⌈ |X|.δTn−1
(αd)

(q − 1)n−1

⌉

= δ′d ≤ δX(d) ≤ bd = |X| −HX(d) + 1.

7.1 Códigos projetivos parametrizados pela matriz

de incidência de um grafo

Consideremos F7 um corpo finito com 7 elementos e o grafo dado no exemplo (5.4), cuja
matriz de incidência é

A =









1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1









.

O conjunto tórico gerado pela matriz A (ou associado ao grafo G da Fig. 1), é dado
por

X = {(t1t2 : t2t3 : t1t3 : t1t4 : t4t5 : t1t5) ∈ P
5 : ti ∈ F

∗
7},
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ou ainda,

X = {(1 : t−1
1 t3 : t

−1
2 t3 : t

−1
2 t4 : t

−1
1 t−1

2 t4t5 : t
−1
2 t5) ∈ P

5 : ti ∈ F
∗
7}.

Neste caso, teremos os subconjuntos Y1, Y2, Y3, Y4 e Y5, e tais que, para cada i =
1, 2, 3, 4, 5,

|Yi| =
6

(6, b2i, b3i, b4i, b5i, b6i)
= 6,

pois bji é igual a 1 ou -1 para algum j ∈ {2, . . . , 6}. Vamos agora identificar o conjunto
M do Teorema (6.4), que é dado pelas 5-uplas (i1, i2, i3, i4, i5), tais que 1 ≤ ij ≤ |Yj| = 6,
para todo j = 1, . . . , 5, e satisfazendo

i1.(−1) + i2.0 + i3.1 + i4.0 + i5.0 ≡ 0 mod 6

i1.0 + i2.(−1) + i3.1 + i4.0 + i5.0 ≡ 0 mod 6

i1.0 + i2.(−1) + i3.0 + i4.1 + i5.0 ≡ 0 mod 6

i1(−1) + i2.(−1) + i3.0 + i4.1 + i5.1 ≡ 0 mod 6

i1.0 + i2.(−1) + i3.0 + i4.0 + i5.1 ≡ 0 mod 6.

(7.1)

Portanto, destas congruências, conclúımos que i1 = i2 = i3 = i4 = i5. Logo

M = {(i, i, i, i, i) : i = 1, . . . , 6}.

Assim, usando o Teorema (6.4), temos

|X| = 1

|M |

5∏

i=1

|Yi| =
1

6
65 = 1296

Notemos ainda que, pelo Corolário (6.11), δ′d = δT4
(2d). Usando Macaulay2, compu-

tamos os seguintes valores.

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
HX(d) 6 21 55 120 231 401 627 885 1130 1296
HT5

(d) 6 21 56 126 252 457 762 1182 1722 2373

H(d) 0 0 1 6 21 56 135 297 592 1077
δ′d 864 432 180 108 36 24 12 5 3 1
bd 1291 1276 1242 1177 1066 896 670 412 167 1

Logo, a partir desta tabela, podemos concluir que rX = 10.
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7.2 Código projetivo parametrizado pela matriz de

incidência de um clutter

Definição 7.1. Um clutter C é uma familia E de subconjuntos de um conjunto base finito
Z = {Z1, . . . , Zn} tal que, se A,B ∈ E,A 6= B, então A 6⊂ B. O conjunto base Z é
chamado conjunto de vértices e E é chamado conjunto de arestas de C e são denotados
por VC e EC, respectivamente.

Um exemplo de clutter é um grafo com os vértices e arestas definido da maneira usual
para grafos.

Definição 7.2. Seja C um clutter com o conjunto de vértices VC = {Z1, . . . , Zn} e seja A

uma aresta de E. O vetor caracteŕıstico de A é o vetor a =
∑

Zi∈A

ei, onde ei é o i-ésimo

vetor unitário de R
n.

Escrevemos {a1, . . . , am} para o conjunto de todos os vetores caracteŕısticos de arestas

de C. Neste caso, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, escrevendo o vetor ai como ai =
n∑

j=1

aijej,

com aij ∈ {0, 1}, para todo j = 1, . . . , n a matriz A obtida dispondo estes vetores em
colunas é conhecida como matriz de incidência do clutter C, isto é,

A =








a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

...
...

...
a1n a2n · · · amn







.

O conjunto X definido

X = {(ta111 . · · · .ta1nn : · · · : tam1

1 . · · · .tamn

n ) ∈ P
m−1|ti ∈ F

∗
q}

é o conjunto tórico associado ao clutter C. O clutter C é dito uniforme se a soma dos
elementos de cada coluna de sua matriz de incidência é uma constante.

Percebemos que em qualquer clutter, como em grafos, |X| = (q − 1)n

|M | , já que |Yi| =
q − 1, para todo n = 2, . . . , n.

Consideremos F9 um corpo finito com 9 elementos e X o conjunto tórico associado ao
clutter uniforme (α = 3) cuja matriz de incidência é a matriz 6× 6 dada por

A =











1 0 0 0 1 1
1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 1 1 1











(7.2)

O conjunto tórico X associado a (7.2) é
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X = {(t1t2t3 : t2t3t4 : t3t4t5 : t4t5t6 : t1t5t6 : t1t2t6) ∈ P
5 : ti ∈ F

∗
9},

ou ainda,

X = {(1 : t−1
1 t4 : t

−1
1 t−1

2 t4t5 : t
−1
1 t−1

2 t−1
3 t4t5t6 : t

−1
2 t−1

3 t5t6 : t
−1
3 t6) ∈ P

5 : ti ∈ F
∗
9}.

Assim, os conjuntos Y1, Y2, Y3, Y4 e Y5, são tais que para cada i = 1, . . . , 5, temos

|Yi| =
8

(8, b2i, b3i, b4i, b5i, b6i)
= 8,

pois bji = 0, 1, ou −1, para todo j = 2, . . . , 6. Como fizemos no exemplo anterior, vamos
identificar |M |, ondeM é o conjunto das 5-uplas (i1, i2, i3, i4, i5), tais que 1 ≤ ij ≤ |Yj| = 8,
para todo j = 1, . . . , 5, e satisfazendo

i1.(−1) + i2.(−1) + i3.(−1) + i4.0 + i5.0 ≡ 0 mod 8

i1.0 + i2.(−1) + i3.(−1) + i4.(−1) + i5.0 ≡ 0 mod 8

i1.0 + i2.0 + i3.(−1) + i4.(−1) + i5.(−1) ≡ 0 mod 8

i1.1 + i2.1 + i3.1 + i4.0 + i5.0 ≡ 0 mod 8

i1.0 + i2.1 + i3.1 + i4.1 + i5.0 ≡ 0 mod 8.

i1.0 + i2.0 + i3.1 + i4.1 + i5.1 ≡ 0 mod 8.

(7.3)

Portanto, destas congruências, conclúımos que i1 = i4 e i2 = i5, ou seja, |M | = 83 =
512. Logo, pelo Teorema (6.4), temos

|X| = 1

|M |

6∏

i=1

|Yi| = 83 = 512

Assim, da mesma forma que o exemplo anterior, e usando Macaulay2, obtemos os
seguintes valores.

d 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
HX(d) 6 19 44 85 146 231 344 442 492 510 512 512
HT5

(d) 6 21 56 126 252 462 792 1282 1972 2898 4088 5558

H(d) 0 2 12 41 106 231 448 840 1480 2388 3576 5046
δ′d 320 128 48 24 7 4 1 1 1 1 1 1
bd 507 494 469 428 367 282 169 71 21 3 1 1

Logo, a partir desta tabela, podemos concluir que rX = 11.
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7.3 Código projetivo parametrizado por uma matriz

que não representa um clutter

Neste exemplo, analisaremos os parâmetros de códigos projetivos parametrizados a partir
de uma matriz que não representa um clutter.

Seja F11 um corpo finito com 11 elementos e X o conjunto tórico associado a matriz
3× 4 dada por

A =





3 1 0 1
0 4 2 2
3 1 4 3



 .

Neste caso α = 6. Assim,

X = {(t31t33 : t1t42t3 : t22t43 : t1t22t33) ∈ P
3 : ti ∈ F

∗
11}.

ou ainda,

X = {(1 : t−2
1 t42t

−2
3 : t−3

1 t22t3 : t
−1
1 t22) ∈ P

3 : ti ∈ F
∗
11}

Logo, temos que

Y1 = {(1 : t−2
1 : t−3

1 : t−2
1 ) ∈ P

3 : t1 ∈ F
∗
q} ⇒ |Y1| =

10

(10,−2,−3,−2)
= 10,

Y2 = {(1 : t42 : t
2
2 : t

2
2) ∈ P

3 : t2 ∈ F
∗
q} ⇒ |Y2| =

10

(10, 4, 2, 2)
= 5,

Y3 = {(1 : t−2
3 : t1 : 1) ∈ P

3 : t3 ∈ F
∗
q} ⇒ |Y3| =

10

(10,−2, 1, 0)
= 10.

O correspondente conjuntoM de ternos (i1, i2, i3), tais que 1 ≤ i1, i3 ≤ 10 e 1 ≤ i2 ≤ 5,
e satisfazendo

i1.(−2) + i2.4 + i3.(−2) ≡ 0 mod 10

i1.(−3) + i2.2 + i3.1 ≡ 0 mod 10

i1.(−2) + i2.2 + i3.0 ≡ 0 mod 10.

(7.4)

Destas congruências, conclúımos que i1 ≡ i2 mod 5, i3 ≡ i2 mod 5 e i1 ≡ i3 mod 10.
Dáı, segue que

M = {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (4, 4, 4), (5, 5, 5), (6, 1, 6), (7, 2, 7), (8, 3, 8), (9, 4, 9), (10, 5, 10)},

ou seja, M tem 10 elementos e, pelo Teorema (6.4), segue que
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|X| = 1

|M |

3∏

i=1

|Yi| = 50.

Assim, analogamente aos exemplos anteriores, obtemos os seguintes valores

d 1 2 3 4 5 6
HX(d) 4 10 20 32 44 50
HT3

(d) 4 10 20 35 56 84

H(d) 0 0 0 3 12 34
δ′d 20 3 1 1 1 1
bd 47 41 31 19 7 1

Podemos concluir que rX = 6.
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