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DIAS, G. S. M. Cédigos Projetivos Parametrizados 2017. - 58p. Dissertagao de Mestrado,
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar os parametros de um cédigo projetivo gerado
por um conjunto algébrico térico X que é parametrizado por uma quantidade finita de
monomios em varias variaveis. Também podemos obter conjuntos algébricos toricos asso-
ciados a matrizes de incidéncia de grafos e cluters, e nestes casos obtemos resultados mais
precisos, ja que os conjuntos algébricos toricos obtidos sao parametrizados por monomios
com mesmo grau. Nos capitulos iniciais sao apresentados os conceitos basicos que servirao
de ferramentas para atingir estes objetivos.

Palavras-chave: Cdédigo Projetivo, Parametros de um cédigo, conjunto algébrico térico.
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DIAS, G. S. M. Projecive parameterized linear codes 2017. - 58p. Dissertacao de Mestrado,
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work aims at studying the parameters of a projective code generated by an algebraic
toric set X which is parameterized by a finite number of monomials in several variables.
We also can obtain algebraic toric sets associated to graph or clutter incidence matrices
and in these cases we obtain more precise results since the algebraic toric sets which are
obtained are parameterized by monomials of the same degree. In the first chapters we
introduce basic concepts which will serve as tools to reach our aim.

Keywords: Projective codes; Codes parameters; Algebraic toric set.
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INTRODUCAO

Os cédigos corretores de erros estao presentes em nosso cotidiano de intimeras formas,
sempre que fazemos uso de informagoes digitalizadas como assistir TV, falar ao telefone,
ouvir uma musica, armazenar dados em um computador. Um cddigo corretor de erros
permite recuperar uma informagao transmitida, detectando e corrigindo erros que modi-
fiquem essa informacgao durante a transferéncia. A Teoria de Cédigos Corretores de Erros
foi criada pelo matematico Claude Elwood Shannon. Em 1948 Shannon publicou o artigo
cientifico intitulado como "A Mathematical theory of Communication” e esta publicagao
deu inicio a Teoria dos Cédigos. A partir da década de 70, com as pesquisas espaciais e a
grande popularizacao dos computadores, essa teoria comecou a motivar pesquisas tanto
de matematicos quanto de engenheiros. Hoje em dia os resultados dessas pesquisas sao
de grande importancia para as operacoes espaciais e comunicacoes de modo geral.

Este trabalho tem como objetivo estudar alguns tipos de codigos lineares, em particular, os
parametros principais (a saber, comprimento, dimensao e distancia minima) de um cédigo
definido sobre um conjunto toérico, e estd dividido em 7 capitulos. No primeiro, veremos
alguns conceitos bésicos sobre o anel de polinémios de vérias varidveis K[z, ..., z,]. No
segundo capitulo, definiremos o espaco projetivo n-dimensional e apresentaremos algumas
propriedades deste espaco. Em seguida definiremos ideais e polinomios homogéneos, va-
riedades projetivas e uma relagao entre ideais homogéneos e variedades projetivas. Estes
primeiros capitulos sao baseados no livro de Cox, D., Little, J., e O’Shea, D., Ideals,
Varieties, e Algorithms [1].

O terceiro capitulo é voltado ao estudo de corpos finitos. Iniciamos com a defini¢ao de ca-
racteristica de um corpo finito e em seguida apresentamos algumas de suas propriedades.
Em seguida definimos elementos primitivos e provamos a existéncia de elementos primiti-
vos em um corpo finito. O quarto capitulo é dedicado ao estudo de coédigos lineares, que é
ferramenta essencial para o trabalho. Neste capitulo, sera definida distancia de Hamming
e os parametros dos cddigos lineares e por fim a cota de Singleton, que relaciona estes
parametros. Estes capitulos sao baseados em partes do livro de Hefez, A e Villela, M. L.
T., Cédigos Corretores de Erros, [5].



O quinto capitulo é uma breve introducao a Teoria dos Grafos. Neste capitulo definimos
grafo, grafo conexo e a matriz de incidéncia de um grafo.

No sexto capitulo, definimos o conjunto térico algébrico X parametrizado por um conjunto
finito de monoémios em F,[Zy, ..., Z,], onde F, é um corpo finito com ¢ elementos. Em
seguida, construimos o coédigo projetivo parametrizado de ordem d, que é obtido por
meio de uma transformagao linear e serd denotado por C'x(d). Esta transformagao avalia
polinémios homogéneos de grau d nos pontos de X. Apods construirmos este cddigo,
estudaremos o comprimento, a distancia minima e a dimensao.

Por fim, daremos alguns exemplos de c6digos projetivos parametrizados por certos monomios
ou gerados a partir de uma matriz de incidéncia de um grafo. Apresentaremos algumas
tabelas relacionando estes parametros nestes casos particulares. Este capitulo é baseado
no artigo [4].



CAPITULO 1
POLINOMIOS

Neste capitulo, iremos apresentar uma breve introducgao sobre anel de polinémios de varias
variaveis, assim como alguns resultados bésicos.

Definicao 1.1. Um monémio em xy,...,x, € um produto da forma

Qn

xtwy? Ly

onde todos os expoentes o, -+ ,q, Sao inteiros nao negativos. O grau total deste

monomio € a soma |a| = ay + -+ + ay.

Podemos simplificar a notagao para mondmios da seguinte forma: seja v = (v, -+ , ) €
N" uma n-upla de inteiros nao negativos. Entao definimos

(07

— 01,02 Qn
xr —xl 5(32 o

n

Definicao 1.2. Um polinomio f nas varidveis x, ...,x, com os coeficientes no corpo K
e uma combinacao linear finita de monomios. Onde podemos escrever f na forma:

f= Zaawo‘7a,a € K.
«

onde a soma € sobre um nimero finitos de n-uplas o = (ay,...,a,). O conjunto dos
polinémios em x1, ..., z, com coeficientes em K € denotado por K[xy, ..., ).

Definigao 1.3. Seja f = Zaama, aq € K um polinomio em Klxy, -+, x,].

[0
(i) Chamamos aq o coeficiente do monomio .
(ii) Se aq # 0, entdo chamamos agx™ um termo de f.

(111) O grau total de f, denotado deg(f), € o mdzimo || tal que os coeficientes aq €
diferente de zero.



Primeiramente, notemos que podemos relacionar o monémio % = x{" ... zo" com a n-
upla dos expoentes a = (aq, ..., a,) € Z%,. Esta relacao estabelece uma correspondéncia
biunivoca entre os monémios em Klzy, ..., z,| e ZZ,. Assim, dada uma ordem em > em
7, dizemos que £ > P se a > B.

Defini¢ao 1.4. Uma ordem de monémios > em K(zy,...,x,] € uma relagao sobre
7%, ou equivalentemente, uma relagao sobre o conjunto dos monomios x%, o € Z%,,
satisfazendo:

i) > € uma relagao de ordem total (ou linear) em Z2,, ou seja, dados o, € ZZ,,
apenas uma das condi¢oes sao verdadeiras: o > 3, f > o ou a = f3.

i) Dados o, 3,7 € Z%,, se a > 8 ey € Z%, entao o+ > B+ 7.

iii) > € bem ordenada sobre Z%,. Isto significa que toda ordenagdo de um conjunto ndo
vazio sobre ZZ, possui o menor elemento.

Lema 1.5. Uma relagao de ordem > em Z%, € bem ordenada se, e somente se, toda
sequéncia estritamente decrescente em ZZ,, eventualmente se estabiliza.

Demonstragao. (=) Vamos supor que exista uma sequéncia («(1), a(2),...a(n),...) de
elementos de Z%,, que seja estritamente decrescente e nunca se estabiliza, isto é, a(1) >
a(2) > a(3) > .... Desta forma, o subconjunto nao vazio de Z2, dado por {a(1), «(2), ...},
nao possui um elemento minimo. Logo > ndo é bem ordenada sobre Z2.

(<) Vamos supor agora que > nao ¢ bem ordenada sobre ZZ,,. Entao, consideremos o
subconjunto nao vazio como sendo o préprio Z2,. Tomemos agora um elemento a/(1) neste
conjunto. Como supomos que > nao é bem ordenada, existe um elemento a(2) € 7%, tal
que a(1) > «(2). Da mesma forma, existe um elemento a(3) € Z2,, tal que a(2) > «(3).
Repetindo esse processo infinitamente, o que é possivel ja que Z<, néo possui um elemento
minimo, construimos uma sequéncia (a (1), a(2),...a(n),...) de elementos em Z2, que
nunca se estabilizara. -

O

Defini¢ao 1.6. (Ordem Lexicogrdfica). Seja o = (aq,..., ) e 5= (B1,...,0,) €
Lo Diremos que o >, 8 se o vetor diferenca o — 8 € Z2), possuir a primeira entrada
ndo nula, da esquerda pra direita, positiva. Vamos escrever £ >, x° se a >y 3.

Por exemplo:
(i) (1,2,0) >es (0,3,4), jd que a« — 5 = (1,—1, —4).
(i) (3,2,4) >pex (3,2,1), jd que a — 5 = (0,0, 3).

(iii) As varidveis x1, ..., z, sdo ordenadas da maneira usual pela ordem lexicografica:

(170707-"70) Zlex (071707"-70) Zlex " Zlex (077071)

ou Sejaa T1 Zlex T2 Zlex *** Zlex Tn-



Proposicao 1.7. A ordem lexicografica em Z%, é uma ordem de monomios.

Demonstracao. Para demonstrar esta proposicao, devemos verificar que sao satisfeitos os
trés itens da definicao de ordem monomial.

i)

i)

iii)

Dados dois elementos o e 5 de ZZ,. Se a primeira entrada nao nula, da direita para
a esquerda de o — 3 for positiva, entao a >, [, se for negativa, f >, a. Ja se
todas as entradas de o« — 3 forem nulas, segue que o = 3. Logo, >, ¢ uma ordem
total.

Sejam «, 8,7 € Z%, tais que a >, 3. Notemos agora que

(a+7)-B+y)=a-p

tem a primeira entrada nao nula, da direita para a esquerda, positiva. Logo, a +
Y >lex 6 + -

Suponha que >, nao é bem-ordenado. Entao por 1.5, existe uma sequéncia estri-
tamente decrescente
Q1 >lex 02 Zlex O3 Zlex - - -

de elementos de Z%,, digamos que a; = (a;j1,...,®;,), para todo j € N. Vamos
mostrar que isso leva a uma contradicao.

Considere as primeiras entradas dos vetores o; € Z%. Obtemos assim uma sequéncia
(11, @91, 31, - . . ) de nidmeros inteiros nao negati;fos. Pela definicao da ordem le-
zicogrdfica, esta sequéncia é nao crescente, ja que o >iep 11 . Como Zsg é
bem-ordenado, segue que esta sequéncia deve “estabilizar”, isto é, existe um k£ tal
que ag1 = oy, para todo ¢ > k. Deste modo, as primeiras entradas dos termos da
sequéncia (o) serao iguais a partir do termo ay.

Em seguida, a segunda e subsequentes entradas serao utilizadas para comparar os
termos da sequéncia (a;), j4 que as primeiras entradas sdo iguais. Assim, conside-
remos a sequéncia de inteiros nao negativos (ays, O(l41)25 C(k42)25 - - - ), que também
serd nao crescente pela definicao de ordem lexicogréfica.

Por um raciocinio analogo ao anterior, existe um termo oy tal que oo = o9, para
todo j > [, ou seja, toda as segundas entradas da sequencia («;) serdo iguais a partir
do termo «;.

Continuando esta ideia, existe um m € N tal que todas as entradas de a,, serao
iguais as entradas de ;1. Absurdo, pois v, >er Qi1

Vejamos agora outros exemplos de ordenacao de monomios.

Definigao 1.8. Sejam o = (ay,...,ay) e 8= (B1,...,0,) em Z%,. Considerando |a| =

n

1=

n
Z a; e|f| = Zﬂi, definimos as sequintes ordens monomiais:
1 =1

1=

5



e Ordenacgao Graduada Lexicogrdfica: Dizemos o >gpieq B Se

la| > |B], ou |a| =B8] e a >ex 5.

o Ordenacgao Graduada Lexicogrdfica Reversa: Dizemos o > grepies 5 S€

af > [B], oulal = |B]

e o vetor diferenca a—f3 tem a primeira entrada nao nula, da direita para a esquerda,
negativa.

Definicao 1.9. Seja f = Zaawo‘ um polinomio nao nulo em Klzy, ..., x,] e seja >
uma ordenag¢do monomial fizrada.

i) O multigrau de f €
mdeg(f) = max(a € Z%; : aq # 0).

i1) O coeficiente lider de f é
1C<f) = Qmdeg(f) € K.

i1i) O mondmio lider de f é
Im(f) = pmdes(f)

com coeficiente 1.

iv) O termo lider de f €

1t(f) = le(f)m(f).

Para exemplificar, considere o polinomio f = yz* — 92° + x2* — 4y € K[z,y,2] e a
ordem lexicogréfica. Entdo mdeg(f) = (3,0,0), lc(f) = =9, Im(f) = 2% e It(f) = —92°.



CAPITULO 2
ESPACO PROJETIVO

Seja K um corpo. Definimos uma relacio sobre os pontos de K"\ {0}, onde 0 é o vetor
nulo do espaco K™™', da seguinte forma,

(g, .-y 2h) ~ (zo,...,x,) < existe A € K\{0}, tal que (zg,...,2)) = XNzo, ..., xn).

n

E facil ver que esta é uma relagao de equivaléncia.

Definigao 2.1. O espago projetivo de dimensdo n sobre o corpo K, denotado por P"(K),
¢ o conjunto das classes de equivaléncia de ~ sobre K", Isto é

P"(K) = (K""\{0})/ ~ .

Um ponto de p € P"(K), é denotado por p = (zg : ... : x,) e dizemos que (xq :
: x,) sdo as coordenadas homogéneas de p. Observemos que cada ponto no espaco
projetivo possui vérios conjuntos de coordenadas homogéneas. Por exemplo, em P*(C),
as coordenadas homogéneas (0:v2:0:4) e (0:2i:0: —/2) descrevem o mesmo ponto,

ja que (0,2i,0, —v2) = v/2i(0,v/2,0, ).

Proposicao 2.2. Seja

Uo = {(-TO L .Tn) € Pn<K) X 7é O} C ]P)n(K)

A aplicagao ¢ : K* — P"(K) que associa (ay,...,a,) ao ponto com coordenada ho-
mogénea (1:ay:...:a,) € uma bijecio entre K" e Uy C P*(K).

Demonstragao. J& que a primeira componente de ¢(aq,...,a,) = (1:ay:...: a,) nao é
nula, temos Im(¢) C Uy. Suponha ¢(ay, ..., a,) = ¢(by,...,b,), portanto (1 : ay : ... : ay,)
e (1:0b;:...:b,) seriam representantes de um mesmo ponto, portanto (1 : aj : ... :
a,) = A(1:b;:...:b,). Da primeira coordenada obtemos que 1 = A1, portanto A =1 e
(a1,...,an) = (by,...,b,), ou seja, ¢ é injetor.

7



Seja agora (zg : 1 : ... : z,) € Uy, assim zg # 0. Dessa forma, (g : 21 :...:xz,) e

—(xo 21 1 ... x,) representam o mesmo ponto em P"(K). Logo
Zo
x x x x x x
(o a1 :... i xy) = (1:—1 : —n) :gb<—1,...,—n),com (—1,...,—n> e K"
o o o) Zo Zo Zo
logo ¢ sobrejetor e, portanto, uma bijecao. O

Pela definigao de Uy, temos que P"*(K) = Uy U Hy, onde

Hy={peP'K):p=(0:xy:...:2,)}.
Se identificarmos Uy como espaco afim K", entao podemos pensar em Hy como sendo o
hiperplano do infinito. Como IP’"_l(K) — Hp dada por (zq : ... i) = (0 2y 0t xy) é

uma bijecdo, podemos identificar Hy como sendo P" ! (K).
P*(K) = K" UP" 1 (K).
Corolario 2.3. Para cada i =0, ...,n, seja
U={(xo:...:2,) € P"(K) : z; # 0}.
(1) Cada ponto de U; tem correspondéncia injetora com os pontos de K".

(ii) Os complementares de P"(K) — U; podem ser identificados como P" ' (K).

WQWM:U@.

Demonstracao. O item (i) é andlogo a proposigdo anterior e o item (i) é andlogo ao
raciocinio usado acima.
Provemos agora a igualdade do item (iii). Seja p € P"(K), entao p = (2o : ... :

n
x,), onde existe i € {0,...,n} tal que x; # 0, ou seja, p € U; e portanto p € UU’L"
i=0

n
Reciprocamente, seja agora p € U Ui, entdo existe i € {0,...,n} tal que p € U;, assim

p=(xg:...:m;:...:2,), onde ZO# 0, portanto p € P"(K).
O
Dados os polinomios f1,. .., fs € Klzy,...,z,], definimos
V(fi,.., fs) ={(a1,...,a,) € K" : fi(a1,...,a,) =0,Vi=1,...,n}.
Este conjunto é chamado de a Variedade afim definida pelos polinomios fi, ..., fs.

Vejamos que para no caso do espaco projetivo este conjunto nao esta bem definido. Por
exemplo, considere P*(R), podemos tentar construir V (z; — x3). O ponto p = (70 : 2 :
x9) = (1:4 :2) aparece neste conjunto, ja que satisfaz 4 — 2? = 0, mas se considerarmos
um outro representante de p, sendo ele (2 : 4 : 8), ja que (2,8,4) = 2(1,4,2), temos que
essa nova representagao para p nao pertence a V(zy — x%), uma vez que 8 —4? = —8 £ 0.
Vejamos entao como definir V'(f).



Defini¢ao 2.4. Um polinémio f € K[zy,...,x,] é dito homogéneo de grau total m se
todos os monomios de f tém grau total igual a m.

Proposicao 2.5. Seja f € Klzo, ..., x,| um polinémio homogéneo. Se f anula em um
representante de p € P*(K), entdo f anula para todos representantes de p. Em particular
V(f)={peP"(K): f(p) =0} éum subconjunto bem definido de P"(K).

Demonstracao. Sejam (ao, ..., a,) e (Aag, ..., Aa,) coordenadas homogéneas de p € P"(K)
e assumindo que f(ap,...,a,) = 0. Se f é homogéneo de grau total m, entdao cada
monomio de f é da forma

cxg® -,
onde ag + -+ + a, = m. Se substituirmos z; = Aa;, obtemos c¢(Aag)® ... (Aa,)*" =

cA"agy? .. ahm. Ou seja, em todos as parcelas apareceram o termo A™ quando fizermos a
substituicao, entao podemos colocé-lo em evidéncia na soma, assim

f(Aao, ..., Aa,) = A" f(ag,...,a,) =0.

O
Definig¢ao 2.6. Seja K um corpo e sejam fi, ..., fs polinémios homogéneos em K|z, . . ., x,].
O conjunto
V(fh"‘afs) - {(CLO et an) € IP)”(K) : fi(a07"'7an) - Ovv:l < { < 8}'
é chamado variedade projetiva definida por fi,..., fs.

Proposicao 2.7. Seja V.=V (f1,..., fs) uma variedade projetiva. Entao W =V N U
pode ser identificado como a variedade afim V(g1,...,9s) C K", onde g;(x1,...,2,) =
filliay -t xy,) para cada 1 < i < s.

Demonstracao. Na proposicao 2.2, consideramos a bijecao ¢ : K" — Uy que leva o ponto
(ay,...,a,) no ponto (1 :ay :...: a,). Consideremos a restricdo de ¢ ao subconjunto
V(g1,--.,9s) de K". Vejamos que ¢(V(g1,...,95)) = W. De fato, se (ai,...,a,) €
Vg1, ...,9s), ouseja, gi(ay,...,a,) =0, paratodoi =1,...,s, entdo ¢(a,...,a,) = (1:
a:...:a,) € Uy e ainda

fildlar,...;an)) = fi(l:ay ... ay) = giar,...,a,) = 0= ¢(a,...,a,) € V.
Portanto, ¢(ay,...,a,) € W. Dai, ¢(V(g1,...,gs)) € W.
Por outro lado, seja (ag : a1 : ... : a,) € W. Entao f; (1:ﬂ:...:%> =0ce
aop Qo

(1:ﬁ:...:%) :qb(ﬂv""%)' Ainda,
ag ag ao o

g(__> :fi(lzﬂ...;% CO0Vi=1....s
N ag ap ap

Logo <ﬂ, cee a—”) € V(gi,...,gs). Portanto, temos que para cada ponto y de W, existe
Qo Qo
um ponto x de V' (gi,...,gs) que ¢(z) = y. Concluimos assim que ¢(V(gy,...,95)) = W.
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Proposicao 2.8. Seja g(x1, ..., x,) € K[zy, ..., x,] um polinomio de grau total d.
d

=

(i) Seja g = Zgi uma expansao de g em somas de componentes homogéneas, onde g;
0
possut grau total v. Entao

d
gh(lh) 7xn) = Zgi(xh ,ZL‘n){I}g_Z
i=0

= gd(l‘h ,l’n) + e + gj(xlv 7$n)wg_j + T + 90(371, 7$n)$g

¢ um polindmio homogéneo de grau total d em Kxy, ..., z,]. Chamamos ¢" a homo-
geneizacao de g com respeito a .

(17) A homogeneizagao de g com respeito a xqo pode ser calculada da sequinte forma

x a

h d 1 n

g = :cog <—, ceey —) .
Zo i)

(iii) A desomogeneizacdo de g" ¢ g. Isto € g"(1, 21, ..., x,) = g1, ..., 2p).
(v) Seja F(xg,...,x,) um polindmio homogéneo e seja xi a maior poténcia de xo divi-
dindo F. Se F(1,2,,...,x,) = f ¢ a desomogeneizacio de F, entdo F = x{f".

Demonstragao. (i) Como o grau de cada componente de g;(z1,

. coyy) €, em Klxy, ..y
entao ao multiplicarmos por ¢!

4= cada componente de z8 'g;(x1, ..., x,) terd grau
total igual a d — i + i = d, em Kz, ..., x,], para todo i = 1,...,d. Portanto g é
um polinémio homogéneo de grau total d em Kz, ..., z,].

(i)

(771) Como



Fazendo xo = 1, obtemos
h __1d _
9" (Lxy,...,zy) = 1%(xq, .., ) = g(T1, .0, Ty)

(1v) Suponha que F(zo, ..., x,) seja um polinomio homogéneo de grau total d. Ja que z
é a maior poténcia de zy dividindo F', podemos expandir F(xy,...,z,) da seguinte

maneira
d—e d—e
_ e+1 e i
F(zg,...,x,) = E x5 ha—(eti)(T1, s Tn) = X ToNd—(eti) (X1 oy ),
i=0 i=0

onde cada componente Ay (cti)(21,...,2,) é homogénea de grau total d — (e + i),
para todo 1 < i < d — e. Também temos que F(1,xq,...,x,) = f(x1,...,2,), logo

d—e
f = Z hd—(e—i—i)(xlv () .Tn),
1=0

portanto f é um polinomio de grau total d — e.

Portanto a homogeneizacao de f é

d—e

fh = Z hd*(eJri) ('Ila ey xn)xé7

=0

multiplicando por ¢ de ambos os lados, obtemos

d—e d—e
xefh =a° Z hd*(e+i)(l‘17 ooy :L“n)l'%) - Z hd*(eJri)(wla o xn)m6+e = F(:L“o, e x")
i=0 i=0

O

Para exemplificar, consideremos o polinomio g = y—2*+x € K[z, y]. Temos que g" =
yz? — 2 +x2* € K[z, 9, 2] é a homogeneizacao de g com relacdo & varidvel z. Enumeremos
as varidveis x,y e z como sendo 0, 1 e 2, respectivamente. Assim, V' (g) € K* & Uy, pelo
corolario (2.3). Ainda, temos que g(x,y) = ¢"(x,y,1). Segue entdo da proposicio (2.7)
que a variedade afim V' (g) pode ser identificada como W =V N U,, onde V = V (g").

Defini¢ao 2.9. Um ideal I em Klzy, ...,x,] € dito homogéneo se para cada f € I, as
componentes homogéneas f; de f estao em I.

Observagdo: A maioria dos ideais ndo tem essa propriedade. Seja I = (y — 2?), as
componentes homogéneas de f = y — 2% sdo f; = y e f» = —x?, estes polindémios néo
estao em [, portanto I nao é um ideal homogéneo.

Proposicao 2.10. Seja I C K|z, ..., z,| um ideal. Sdo equivalentes:

(2) I € um ideal homogéneo de K[z, ..., x,].

11



(17) I ={f1,..., fs) onde fi,..., fs sao polinémios homogéneos.

Demonstragao. (i) = (ii) Suponha que I é um ideal homogéneo. Pelo teorema da base
de Hilbert, I é finitamente gerado, digamos que I = (fy,..., f;) para certos fi,..., f; €
K|z, ..., x,]. Escreva cada f; como soma de suas componentes homogeéneas, isto é,

f :iji, paracada j =1,...,t.

Seja I' o ideal gerado pelos polinémios homogéneos f;;. Como f; = Z fii € I', temos

que I C I'.
Agora como I é homogéneo, temos que f;; € I. para todos i,j, segue que, I' C I.
Portanto I’ = 1.

(11) = (i) Seja f € I = (f1,..., fs) onde fi,..., fs s@o polinémios homogéneos, logo
f=afi+- -+ asfs para ay,...,as € Klxg,...,z,]. Mostremos que cada componente
homogénea de f pertence a I. Para cada i = 1,...,s, podemos escrever a; como somas
de suas componentes homogéneas

a; — Z CLi]’.
j

Suponha que f; é homogéneo de grau d;. Assim, temos que

a;fi = E aijfiu
J
onde cada termo a;; f; ¢ homogéneo de grau j+d;. Logo, a expressao acima ¢ a expansao de
a; f; como soma de componentes homogeéneas. Claramente, cada componente homogénea

de a;f; pertence a I, para todo ¢ = 1,...,s. Logo, cada componente homogénea de f
pertence a I. Portanto I é um ideal homogéneo.

[
Dado um ideal homogéneo I C K]z, ..., x,], vejamos que
V(I)=A{(ag: - :a,) € P"(K): f(ag,...,a,) =0,Vf € I}
estd bem definido como um conjunto, isto é, se (ag : ... : a,) € V(I), entao (Aag : ... :
Aa,,) € V(I), para todo A € K — {0}.
Sejam (ag : ... : a,) € V(I), ou seja, (ap : ... : a,) € P"(K) e f(ag : -+ : a,) =

0, para todo f € I. Como I é um ideal homogeéneo, existem polinomios homogéneos
fi,- o fs € Klxo, ..., 2z, tais que, I = (fy,..., fs). Digamos deg(f;) = d;. Assim, dado
f €1, existem gy,...,gs € Klzg, ..., x,] tais que

f=ah+ - +9fs

Temos que f;(ao,...,a,) = 0, para todo i € {1,...,s}, pois cada f; pertence a I.
Logo, para cada A € K — {0},

12



f(Aag, ..., Aan) = Zgi()\ao, oo Aag) filAag, . .. Aay)
i=1

= Z Mig;(Nag, . .., Aay) filag, ..., a,) =0
i=1

Portanto f(Aag, ..., Aa,) =0, para todo f € I, e entdo (Aag : ... : Aa,) € V(I), para
todo A € K — {0}.

Proposicao 2.11. Seja I um ideal homogéneo em Klzo,...,x,] e suponha que I =
(fi,..., fs) onde f1,..., fs sao homogéneos. Entao

V(D) =V(fi,..., fo).

Demonstracao. (C) Seja p € V(I) entao f(p) = 0, para todo f € I em particular para
fi,ondei e {l,...,s}. Assimp e V(f1,..., fs).
(D) Agorap € V(f1,...,[s). Dado f € I, temos que

f=afi+ - +9sfs

para alguns ¢; € K[zg, ..., z,]. Assim

f®) = q(p) fi(p) + -+ + gs(p) fs(p) = 0.
Portanto p € V(I). 0

Proposigao 2.12. Seja V' C P*(K) uma variedade projetiva e seja
IV)={f€Klzo,...,zs): flag,...,an) =0,Y(ap:...:a,) €V}

(isto significa que f precisa zerar todas as coordenadas homogéneas de todos os pontos de
V.) Se K é infinito, entao I(V') € um ideal homogéneo.

Demonstra¢ao. Notemos primeiramente que I(V) é um ideal. De fato, sejam f,g €
I(V), entao f(ao,...,a,) = g(ag,...,a,) = 0 para todo (ag : ... : a,) € V. Como
(f +9)(ao, ... an) = f(ag,...,an) + glag,...,a,) = 0+ 0 = 0, segue que (f + g) €
I(V). Agora, sejam f € I(V) e h € K[xg,...,z,]. Temos que (fh)(ag,...,a,) =
flao, ... ,an)h(ag,...,a,) =0, para todo (ag : ---:a,) € V, ouseja, fh € I(V).
Vejamos agora que I(V) e um ideal homogéneo. Sejam f € I(V) de grau total d e

a=(ap:---:a,) €V. Escreva
d
F=>F
i=0

onde fy,..., fq sdo as componentes homogéneas de f. Vamos mostrar que fo,..., fs €
I(V). Como fe€I(V)eaecV,temos que f(Aag,...,Aa,) =0, para todo A € K*.
Observe que

d

d
0=f(Aao, ... Aay) =Y fiAao, ..., Aay) = > Nfi(ao,. .., ay).
=0

=0

13



d
Defina p(z) = infi(ao,...,an) € Klz]. Como p(\) = 0, para todo A € K* e K* é
i=0

infinito, temos que p(z) é o polinémio identicamente nulo, ou seja, todos os coeficientes
de p sdo nulo, isto é, fi(ag,...,a,) =0, para todo i =0,...,d.

Como f; é homogéneo, temos que f; se anula em todas as coordenadas homogéneas
de a. Portanto para cada i € {0,...,d}, temos f;(a) = 0, para todo a € V, ou seja,
fi € I(V). Isso prova que I(V) é um ideal homogéneo. O

Proposicao 2.13. Seja K um corpo infinito e W € P*(K) wma variedade projetiva.
Entao as aplicacoes

: . | S .
variedades projetivas — ideais homogéneos

o . v . _y
1deais homogéneos — variedades projetivas

invertem inclusoes , ou seja, se Iy C Iy, entao V (I1) D V (I3) e similarmente, se Vi C V;
variedades, entao I(Vy) D I(Vy). Além do mais, teremos:

V(I(W))=W.
Demonstracao. Comecemos por verificar que V' e I invertem as inclusoes.

Sejam [, e Iy ideais homogéneos em Klzg,...,z,] tais que I; C I,. Vejamos que
V(1) D V(I3). De fato, seja (ag : ... : a,) € V(Iy). Assim, f(ag,...,a,) = 0, para
todo f € I,. Como I; C I, se nos restringirmos aos polinomios de I, eles continuarao se
anulando nestes pontos, isto é, g(ao, ..., a,) = 0, para todo g € I;. Portanto, (ag : ... :
CLn) c V(Il)

Sejam agora V] e V, variedades projetivas em P"(K), tais que V; C V5. Vejamos que
I(Vy) D I(V,). De fato, seja f € I(Va) C Klzo,...,x,]. Assim, f(ag,...,a,) = 0, para
todo (ag : ... : a,) € Vo. Em particular, para cada (by : ...b,) € Vi, temos que f se
anulard neste ponto, ja que V; C V;. Portanto, f € I(1}).

Vamos agora verificar que V (I(W) = W.

(C) Como W é uma variedade projetiva, temos que W = V(fi,..., f;) para alguns
polinémios homogéneos fi,..., fs. Seja J = (f1,..., fs), temos que W = V (J). Assim,
I(W)=I1(V(J)). Como J C I(V(J)) =I(W) e como V reverte inclusoes, concluimos
que V(J) D V(I(W)), ou seja, V(I(W)) C W.

(2) Dado p € W, temos que f(p) =0, para todo f € I(W), logo p € V(I(W)). O

Proposicao 2.14. Seja I C Klzo, ..., z,] um ideal homogéneo. Entao VI = {flf™ e
I, para algum inteiro m > 1} também € um ideal homogéneo.

Demonstracao. Se f € \/7, entao existe um m > 1 tal que f™ € I. Se f # 0, decompondo
f em suas componentes homogéneas

f=2 fi=frat D f

i<max
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onde f.: ¢ a componente homogénea nao nula de maior grau total de f. Expandindo a
pOténCia fm = (fO +oee At fmax)ma Vel que (fm)maz = (fmaa:)m~

Ja que I é um ideal homogéneo, temos que (fnaz)™ € I, como (f™)maz = (finaz)™ € 1,
seque que fias € V1. Agora considere o polindmio homogéneo g = f — fiwe € Ve
repetindo o mesmo argumento, obtemos que G € V1. Observe que Gmar também é
uma componente homogénea de f. Repetindo esse argumento numa quantidade finita,
obteremos que todas as componentes homogéneas de f pertencem a V1. Portanto VT é
um ideal homogéneo. [
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CAPITULO 3
CORPOS FINITOS

3.1 A caracteristica de um corpo
Seja K um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto

Ak ={neN:inl=1+..+1=0} CN
—_——

n—vezes

Pelo fato de K ser finito, existem dois niimeros naturais n; < ns, tais que nq1 = nol.
Logo (ng —nq)1 = 0, com ny — ny > 0 e, portanto Ax # (). Assim, Ay é um conjunto
nao-vazio de numeros naturais, entao pelo principio da boa ordem, existe um elemento
minimo. Esta propriedade nos motiva a seguinte definicao.

Definicao 3.1. A caracteristica de um corpo finito K € o inteiro positivo car(K), definido
por

car(K) = min/dkx = min{n € N: nl = 0}.
Se um corpo F é um subcorpo de um corpo K, entao car(K) = car(F'), pois Ap = Ak.
Proposicao 3.2. Seja K um corpo finito, entao car(K) é um nimero primo.

Demonstracao. Seja m = car(K) e suponhamos que m nao seja primo. Logo m = mymso,
onde m; e my sao inteiros maiores que 1 e menores do que m. Assim,

0=ml = (mimag)l = (my1)(mal).

Como K é dominio, temos que m;1 = 0 ou myl = 0, o que contradiz a minimalidade de
m. O

Proposicao 3.3. Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se para m € Z e a € K,
tem-se ma = 0, entao m € multiplo de p ou a = 0.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que ma = 0, logo (ml)a = 0. E como K é um corpo, temos
que ml =0 oua = 0. Se ml = 0, entao m é multiplo de p, de fato, pelo algoritmo da
divisao, temos que m = pt + r, onde 0 < r < p. Logo,

O=ml=(pt+r)l=(pt)l+rl=(pl)t+rl=rl

e como p é o menor inteiro positivo tal que pl = 0, segue que r = 0, ou seja, m é multiplo
de p. [

Teorema 3.4. Seja K um corpo finito com car(K) = p, onde p é um nimero primo.
Entao, K contém um subcorpo isomorfo a Z,. Em particular, K possui p" elementos para
algum numero natural n.

Demonstracao. Considere a aplicacao:

v 7, K
n

_>
—~ nl

Primeiramente, notemos que esta aplicagao estd bem definida, de fato, considere n = m,
entao existe um inteiro A, tal que, n = Ap + m. Logo,
nl=Ap+m)l = (Ap)l+ml=Apl)+ml=0+ml=ml.
Vamos verificar que esta aplicacao é um homomorfismo. De fato,
(i) v(m+n) =yY(m+n)=(m+n)l =ml+nl=1ym)+n).
(ii) ¢(m-7m) = (mn) = (mn)l = (m1)(nl) = (M) (n).
(i17) ¥(1) = 1.

Agora como K e Z, sao corpos e ¢ é um homomorfismo, temos que (Z,) é um
subcorpo de K, isomorfo a Z,,.

Portanto, K ¢ um espago vetorial sobre Z, e como K ¢ finito, segue que, tem dimensao
finita sobre Z,. Seja ai,...,a, uma base de K sobre Z,, entao, todo elemento de K se
escreve de modo unico na forma

Ay + -+ Ay,

onde 08 \; € Z,, com 1 < ¢ < n. Portanto, segue que | K |= p". [

3.2 Poténcias da caracteristica

Proposicao 3.5. Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja ¢ = p", para algum
inteiro positivo r. Se a,b € K, entdo

(a£b)? =a? £ 0.
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Demonstracao. Provemos este resultado por inducao sobre r. Pelo binomino de Newton,
temos que

@y =t 1) () sp,

|
Mas como | £ | = p—, temos que p | p , para todo i = 1,...,p — 1. Ainda,
[ il(p—1)! i
notemos que (—b)? = —b. De fato, se p é impar o resultado é 6bvio. Por outro lado, se p
é par, entao p =2 e —1 = 1. Dai segue que
(a £b)P =d’ £ 0P,

ou seja, o resultado vale para r = 1. Agora, suponha que o resultado seja valido para
r—1.
(a+b)” =((a£b)? VP =(a" £V Y=a b

Portanto (a + b)? = a? £ 9. O

Segue por indugao da proposigao acima , que, se aq, ..., a, sao elementos de um corpo
finito K, de caracteristica p e se ¢ é uma poténcia de p, entao:

Temos também que, se P(x) = ag + -+ + a, 12" + a,2" € K[z], entdo
P(z)? =al 4+ al a2V 4 gl

Corolario 3.6. Seja K um corpo finito de caracteristica p. Se ¢ = p" para algum inteiro
positivo r, entao a aplicacao

€ um isomorfismo de corpos.

Demonstragdo. Temos que f, é um homomorfismo, de fato,
(@) fola+b) = (a+b)"=a’+b = f,(a)+ f,(b).
(i1) fy(ab) = (ab)? = a®b? = fy(a)fy(b).

(i3) f,(1) =19 = 1.

Como f, é um homomorfismo entre corpos, segue que f, é injetora e, como K ¢ finito,
segue que f, ¢ bijetora. Logo ¢ um isomorfismo. O]

Corolario 3.7. Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e ¢ uma poténcia inteira de p.
O conjunto K ={a € F :a? —a =0} é um subcorpo de F.

o)
Demonstracao. Temos que mostrar que, dados «, § € K, temos a — 3 e B € K, quando

g #0.
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(i) (a=B)—(a=Pf)=a’=f1—a+f=(a"—a)— (8= ) =0+0=0.

(77) Temos que
ar o al—aftt alat! - gt

g B s pa
Se o = 0, entao % € K. Agora se a # 0, como a(a?' — 1) = 0 e K é corpo, entdo
al(l—1)

o
= 0, portanto — € K.
pa 5

a? ! =1, da mesma forma 9! = 1, portanto

]

Proposicao 3.8. Sejam K um corpo finito de caracteristica p e P(x) € K[z]. Temos que
P'(x) =0 se, e somente se, existe um polinomio Q(x) € K] tal que P(x) = Q(z)P.

Demonstracao. (<=) Seja Q(z) = ag + a1z + - - - + a,2", temos que

P'(z) = (Q(z)") = plao + a1z + - - + an2™)P "(ar + - - - + na,z" ).

Como a caracteristica do corpo é p e todos os fatores de P'(z) estao multiplicados por
p, segue que P'(z) = 0.

(=) Se P(z) = ap + a1z + -+ - + a,z", tal que P'(z) = 0, segue que ia; = 0 para
todo i = 1,...,n. Consequentemente, segue que 7 é um multiplo de p sempre que a; # 0,

ou seja, P(x) = ag + apa” + agpa:2p + ..., escolhendo b; € K tal que V! = a;, 0 que é
possivel pelo resultado acima, para p = q, pondo Q(x) = by + by« + byz® + . .. concluimos
o resultado. O]

Proposicao 3.9. Seja F(x) € K[x| com um fator miltiplo nao constante, de multiplici-
dade maior do que 1, em K[z]. Entdio, MDC(F(z), F'(x)) # 1.

Demonstragao. Seja H(x) um fator miltiplo nao constante de F'(x) € K[z]. Logo, existem
um inteiro r > 2 e um polinémio G(z) € K|z] tais que F(z) = H(z)"G(x). Derivando
ambos os lados da igualdade, ficamos com

F'(z) = rH(2)" 'G(x) + H(z)"G'(z).
Logo, H(z) divide F(z) e F'(x) e, portanto, MDC(F(z), F'(z)) # 1. O

Proposicao 3.10. Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja ¢ = p", para algum
inteiro positivo r. O polinomio F(x) = z? — x nao possui fatores irredutiveis maltiplos
em K|x].

Demonstragio. Pelo fato de F'(x) = gz ' —1 = —1, temos que F(z) e F’(z) sdo primos
entre si. Logo pelo resultado anterior, temos que F'(x) nao possui fatores irredutiveis
multiplos em K|z]. O

Lema 3.11. Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo o € K*, onde K* =
K\{0}, temos que
a?t=1.
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Demonstracao. Seja o € K* e considere a aplicagao

Yo @ K* o K
a = oa

temos que v, é injetora, pois Y, (a) = 1, (b), assim aa = ab, multiplicando ambos os
lados pelo inverso de «, ficamos com a = b. E como K* é finito, segue que 1, é bijetora.
Se K* ={ai,...,a,-1}, entéo

{a1,...,a9-1} ={aay, ...,aa,1}.

Assim aajas . . . aa,_1 = a1as...a,_1, ou seja, ad ta;...a,_1 = ay...a,_1, portanto a4 ! =
q q ) ) q q )
1. n

Corolario 3.12. Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo oo € K e para todo
i €N, temos que o? = a.

Demonstragio. Como ¢ — 1= (q—1)(14+q+---+¢" "), segue que

: (a—1)(1+g+-+¢*~1)

g1 g1
ol = o )(1+q+ ") L g = (et

ca= (17! ca=a.

]

Corolario 3.13. Seja K um corpo finito de caracteristica p com q elementos. Seja F
uma extensao de K. Entao os elementos de K sao os elementos de F' que sao raizes de
! —x = 0, enquanto que os elementos do subcorpo Z, de F' sao as raizes do polinomio
¥ —x=0.

Demonstracao. Pelo corolario anterior, temos que os elementos de K sao raizes do po-
linomio z? — . Mas esse polindmio, tendo grau ¢, tem no méaximo ¢ raizes, logo, as suas
raizes sao todos os elementos de K. A segunda segue da mesma forma, considerando Z,
€cOmo corpo. ]

Definigao 3.14. A ordem de o € K* € o inteiro positivo
ordav = min{n € N: " = 1}.

Temos que esse conjunto é diferente do vazio, pois @' = 1, onde K é um corpo finito
com ¢ elementos.

Proposigao 3.15. Seja K um corpo finito com q elementos e seja o € K*. Se para algum
inteiro positivo m temos que o™ =1, entao orda | m. Em particular, orda | (¢ — 1).

Demonstracao. Pelo algoritmo da divisao, m = (orda)s + r, para alguns inteiros s > 0 e
0 <r < orda. Portanto
1=a™ = (aorda>sar —1la”

o que, pela minimalidade de orde, implica que r = 0, logo, orda | m. Agora, como
a?t =1, pelo que acabamos de demonstrar, temos que orda | ¢ — 1.
m
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Proposicao 3.16. Seja K um corpo finito. Sejam o, f € K tais que MDC(orda, ordf3) =
1. Entao ordafS = orda ordf.

Demonstracdao. Sejam m = orda e n = ordf3. Temos entao que
(@B)™n = (&™)"(6")"™ = 1.
Por outro lado, se (a3)" = 1, entao

1= ((Oéﬁ)t)m — atmﬁtm — 15tm — 5tm’e

1= ((aﬁ)t)n — atnﬁtn — atnl — Oétn.

Logo, temos que n | tm e m | tn. Como MDC(m,n) = 1, segue que m | t e n | t.
Novamente usando o fato de que MDC(m,n) = 1, segue que mn | t, o que prova que
mn = min{t > 0 : (a3)" = 1}, concluindo assim que orda ordf = mn. O

Proposicao 3.17. Seja K um corpo finito e sejam o € K* e i € N. Suponhamos que
ordae = m, entao

Ou seja, t é o menor inteiro positivo tal que m | it, ou, it é o menor multiplo simultanea-
mente de m e de i. Logo, it = MMC(m, 1), ou seja,

L MMC(m,i) mi B m
B i ~ MDC(m,i)i MDC(m,i)’

Ja que MMC(m, 1)MDC(m, i) = mi. O

3.3 Elementos Primitivos

Definicao 3.18. Um elemento o de um corpo finito F, é chamado de elemento primitivo
se

* 2 -2
F, ={l,a,a%,...,a" "},
ou seja, se ord(a) =g — 1.

Teorema 3.19. Todo corpo finito possui elementos primitivos.
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Demonstragao. Seja F, um corpo com ¢ elementos. Sabemos, pelo lema (3.11), que
2?71 =1, para todo z € IF;. Logo, todos os elementos de F; tem ordem menor ou igual a
q — 1. Queremos provar que existe um elemento em F; de ordem ¢ — 1. Seja a € F, um
elemento de ordem méxima m, vejamos que m = ¢ — 1. J& temos que m < q — 1.

Vamos inicialmente provar que se b € Iy, entdo ord(b) divide ord(a) = m. Escrevamos
ord(b) = ds, onde d = mdc(ord(a),ord(b)). Segue entao que mdc(ord(a),s) = 1. Que-
remos provar que s = 1. De fato, suponhamos que s > 1, pela proposigao (3.17), segue
que

ord(b) B ord(b) B ord(b)
mdc(ord(b),d)  mdc(ord(b), mdc(ord(a), ord(b)))  mdc(ord(b), ord(a))

ord(b?) = =s>1

Agora, pela proposicao (3.16), temos que

ord(ab®) = ord(a)ord(b?) > ord(a).
Ainda, como ab® € I}, a desigualdade acima contradiz a maximalidade de ord(a).
Segue, entao, que todo elemento de [} satisfaz a equagao
X™—-1=0,

em outras palavras, todos os elementos de T, sdo raizes do polinomio p(X) = X" —1.
Como o polindémio p(X) tem grau m, segue que ele tem no maximo m raizes. Portanto,
o ntiimero de elementos de F} tem que ser menor ou igual a m, ou seja,

q—1=[F[<m

O teorema anterior significa que existe um elemento o € Iy, tal que

F, = {a% o', ., a17%}

E claro que o' = 1, e portanto, nesta representacdo, a operacdo de multiplicacio
fica extremamente simplificada. Mais precisamente,
ool =l

onde [i + j] representa o resto da divisao de i + j por g — 1.
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CAPITULO 4
CODIGOS

4.1 Cébdigos Lineares

Seja [F, um corpo finito com ¢ elementos, que ¢ denominado alfabeto. Temos, portanto,
para todo nimero natural n, um F,-espago vetorial de dimensao n, Fy.

Definigao 4.1. Um subconjunto C' C F} serd chamado de cddigo linear se for um su-
bespaco vetorial de Fy. Os elementos (z1,...,1,) € C sdo denominados palavras do
codigo C.

Todo cédigo linear é, por definicao, um espaco vetorial de dimensao finita. Seja k a
dimensao do cédigo C' e seja vy, ..., v uma de suas bases, portanto, os elementos de C' sao
escritos de modo tnico na forma Ajvy + - - + A\vg, onde Ay, ..., Ag, sdao elementos de F,.
Segue daf que |C] = ¢*.

Definigao 4.2. Sejam u,v € I, a distancia de Hamming entre u e v € definida como
du,v) = |{i:u; #v;,1 <i<n},
em que w = (Up,...,Up) eV = (V1,...,0).
Proposigao 4.3. Dados u,v,w € Fy, valem as sequintes propriedades:
(1) d(u,v) >0, valendo a igualdade se, e somente se, u = v.
(17) d(u,v) =d(v,u).
(1i1) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).
Demonstragao. (i) Temos que d(u,v) = [{i :u; # v;,1 <1 <n}| >0. Agora

dlu,v) =0 [{i:u; #v,1 <i<n}=0&u =v,Vie u=w0.
(17) d(u,v) ={i : u; #v;, 1 <i<n}|=H{i:v; #uy 1 <i<n}|=dv,u).
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(7ii) A contribuicao das i-ésimas coordenadas de uw e v para d(u,v) é igual a zero se
u; = v;, € igual a um se u; # v;.

No caso em que a contribuicao é zero, certamente a contribuicao das i-ésimas coor-
denadas a d(u,v) é menor ou igual a das i-ésimas coordenadas a d(u, w) + d(w, v)
que € igual a 0,1 ou 2.

No outro caso, temos que u; # v; e ,portanto, nao podemos ter u; = w; e w; = v;.
Consequentemente, a contribuigao das i-ésimas coordenadas a d(u,w) + d(w,v) é
maior ou igual a 1, que é a contribui¢ao das i-ésimas coordenadas a d(u, v).

O]

Definicao 4.4. Seja C' um cdédigo. A distancia minima de C é o numero
d = min{d(u,v) : u,v € C ¢ u # v}
Definigao 4.5. Dado u € F}, define-se o peso de u como sendo o nimero inteiro
() = |{i : ui # 0}

Ou seja, w(u) = d(u, 0), em que 0 ¢ o vetor nulo de Fy.
Definicao 4.6. O peso de um cddigo linear C' € o inteiro w(C) = min{w(u) : u €
C—{0}}.
Proposigao 4.7. Seja C' C ¥, um cddigo linear com distancia minima d. Temos que:

(1) Para todos u,v € Fy, temos que d(u,v) = w(u — v).

(17) d = w(C).
Demonstracao. (i) Temos que w(u —v) =d(u—v,0) = [{i:u;—v; #0,1 <i<n}| =

{i:u; #v,1 <i<n}| =d(u,v).

(17) Para todo para de elementos u, v em C' com u # v, tem-se que z = u—v € C'—{0}
e d(u,v) =w(z).
[

Definicao 4.8. Dois cddigos lineares C' e C' sao linearmente equivalentes se existir uma
isometria linear T : Ty — Fy tal que T(C) = C".

Definigao 4.9. Dado um cddigo linear C' C Fy, chamaremos de parametros do cddigo
linear C' os inteiros (n, k, d), em que k € a dimensao de C sobre F,, d representa a
distancia minima de C' e n é denominado o comprimento do cédigo C.

Definicao 4.10. Seja f = {wy, ws, ..., wi} uma base ordenada de C' e considere a matriz
G cujas linhas sao os vetores w; = (W1, Wiz, ..., Win); @ = 1,2, ..., k, isto €,

wq wy; Wiz +++ Wip

Wa Wa1 W22 -+ Wop
G = =

W Wrg1 Wiz - Wgp
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A matriz G € chamada de matriz geradora de C' associada a base 5. A matriz
geradora na forma padrao serd a matriz: G* = (Idg|A), onde Idy é a matriz identidade
kxk e A, uma matriz k x (n — k).

Teorema 4.11. Dado um cddigo C, existe um cédigo equivalente C' com matriz geradora

na forma padrao.

Demonstragao. Seja G uma matriz geradora de C associada a base 8 = {g1,...,6i ..., 9;,

., 9k}, onde ¢ = (gr1y---, Gris---1Grjr--->9m), Para cada r = 1,..., k. Mostraremos
que com uma sequéncia de operagoes do tipo (L1), (L2), (L3) e (C1) podemos colocar G
na forma padrao, onde:

(Ly) Permutagoes de linhas.

(L3) Multiplicagdo de uma linha por um escalar nao nulo.
(L3) Adigao de um multiplo escalar de uma linha a outra.
(C1) Permutagoes de colunas.

Vejamos inicialmente que as operacoes Li, Lo e L3 nao alteram o cédigo. De fato,
se B={g1,---+Gi---,Gj,--., 9} ¢ uma base de C, entdo By = {g1,-.-, 5 -, Gir-- -Gk}
Bo=Ag1,....ag;,...,9k} € B3 = {g1,--.,9i-..,9; + agi, ..., g} também sao bases do
cédigo C, onde o € F,. Assim, ao realizar a operagao L, em G, obtém-se a matriz G,,
que ¢ a matriz geradora do cédigo C' associada a base 3,, para cada p = 1,2 ou 3. Logo,
realizar estas operacoes em GG nao alteram o codigo C'.

Agora, notemos que ao aplicar a operacao C; em G, obtemos uma matriz G’ que gera
um codigo €’ equivalente a C'.

Suponhamos que

gin - G915 - G135 - Gin
G = :
k1 o Gkio ot Gkj 0 Gk

e que a operacao C permuta as colunas 7 e 7 da matriz G. Assim, obtemos a matriz

gun - g1 0 91 0 Gin
G = :
kv 0 Gkj 0 Gki  Gkn

Claramente, temos que as linhas da matriz G’ sao linearmente independentes, ja que as
linhas de G sao. Podemos entao considerar o cédigo C' gerado por esta matriz. Vejamos
que C" é equivalente a C, para isto, consideremos a seguinte transformacao linear T :
[, — FY, definida por

T(gT17"'JgTi7"'7gTj7"'7g7'7l) = (grlv'-'ugTj7"'7g7’i7"'7g7"n)'
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Assim, ' ={T(g1),...,T(gx)} é base de T(C) e de C’', logo T(C') = C". Ainda, para

a=(ay,...,0,...,045...,4,),b=(b,... bi,... 05 ...,b,) € Fy, temos

d(a,b):d((al,...7ai,...,aj,...,an),(bl,...,bi,...,bj,...,bn))
d((al,...,aj,...,ai,...,an),(bl,...,bj,...,bi,...,bn)) :d(T(CL),T<b>>

Portanto 7' é uma isometria linear entre C' e C’, ou seja, estes cédigos sao equivalentes.
Além disso, segue que a composicao de operagoes Ly, Lo, L3 e C continua resultando em
um codigo equivalente a C'.

Agora, vejamos como obter um cédigo C’ equivalente a C' cuja matriz geradora esta
na forma padrao. Como a primeira linha de G nao é nula (os vetores linhas de G séo line-
armente independentes), por meio de (C}), podemos supor g1 # 0. Agora, multiplicando
a primeira linha por g;;',pela operacao (L), substitufmos g;; por 1.

Somando a segunda, terceira, etc. linhas, respectivamente, a primeira linha multi-
plicada respectivamente por (—1)ga1, (—1)ga1, .., (—1)gr1, pela operagao (Ls) obtemos a
matriz

1 big -+ bip
0 by -+ by
0 bre -+ bip

Agora, na segunda linha dessa matriz, temos certamente um elemento nao nulo que por
meio da operagao (C1), pode ser colocado na segunda linha e segunda coluna. Multipli-
cando a segunda linha pelo inverso desse elemento, a matriz se transforma em

1 c2 Cin
0 1 Con,
0 cr2 - Cin

Novamente, usando a operacao (Ls3), obtemos a matriz

10 - dy,
0 1 -+ do,
00 - dy,

e assim sucessivamente, até encontrarmos uma matriz na forma padrao

4.2 (Cobdigo duais

Sejam u = (uy,...,u,) € v = (v, ...,v,) elementos de [y, define-se produto interno de w
e v como sendo
(u,v) = ugvy + -+ - + UKV,
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Notemos que esta operagao coincide com o produto interno usual. Assim, sao vélidas as
propriedades de produto interno, como simetria e bilinearidade.
Seja C' C F; um co6digo linear, define-se

Ct={vc Fy : (v,u) =0,Vu € C},
Lema 4.12. Se C C F é um cddigo linear, com matriz geradora G, entao
(i) C* é um subespaco vetorial de Fy-
(i) v € C* se, e somente se, Gv' = 0.

Demonstracdo. (i) Dados w,v € C*+ e A € F,.Temos Yw € C, que

(u+ M\, w) = (u,w) + AMv,w) =0+ A0 =0.
e, portanto, u + \v € C*, provando que C* é um subespaco vetorial de Fy.

(77) Digamos que G é a matriz geradora a partir da base = {wy, ..., w;}. Ao multipli-

carmos G por v', obtemos uma matriz coluna, onde a linha i é obtida multiplicando

a linha i de G (que é o vetor w;) pelo vetor coluna v', para todo i = 1, ..., k. Note

que esta multiplicacao, é exatamente a definicao do produto interno entre w; € C' e

v!. Assim, v € C se, e somente se, (v",w;) = 0, para todo i = 1,...,k, que por
sua vez é equivalente a Gv' = 0.

m

O subespaco vetorial C* de [y, ortogonal a C, ¢ também um cddigo linear que sera
chamado de codigo dual de C.

Proposigao 4.13. Seja C' C F} um cddigo de dimensao k com matriz geradora na forma
padrao G = (Idg|A). Entao:

(i) dimC* =n — k.
(1) H = (—A'|Id,_i) é uma matriz geradora de C+.

Demonstracdo. (i) Temos que v € C* se, e somente se, Gv' = 0. Se v = (vy,vy,...,V,)
temos o seguinte sistema:

. U1 0
10 -+ 0 : aipy1 -+ a
ket M Vs 0
01 -+ 0 ¢ agpyr - aop B
00 ... 1 Qg k+1 *°° Qkn Up, 0
Dai:
U1+ A1 g1 Vkqr T A1 0, = 0
Vg + A2 gy 1Vkq1 + .o Fa2v, = 0
U + Ak k+1Vk+1 + ...+ AknUn = 0
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Entao:

A _(al,k+1vk+1 + ...+ alm’l}n)
v = —(A2k+1Vk+1 + - .. + Q2,0p)
Vr, = _(ak,k+1vk+1 + ...+ akmvn)

U1 Vk+1

U2 _ 4. Uk+2

Vk Un,

Logo, temos que v é dado por

(_(al,k—l—lvk—l—l +...+ al,nvn)y sy _(ak,k—l—lvk—l—l +...+ ak’,n”n)» Vk+1y - - - 7Un)
= Uk+1(—@1,k+17 —A2 k41y -5 — kg1, 1,0, ,0)‘1‘
+ ...+ vp(—arn, —a2p, ..., =Gk, 0,0,...,1)
em que Vgy1, Vgt2, - - -, Uy € Fy. Como F, possui g elementos, existem ¢~ KD+ = gn=F

possibilidades para v, ou seja, O possui ¢" ¥ elementos, o que significa que sua dimensao
én—Fk
(17) E evidente que as linhas de H sao linearmente independentes, por causa do bloco
Id,,_j, portanto, geram um subespaco vetorial de dimensao n — k. Como as linhas de H
sao ortogonais as linhas de GG, temos que o espaco gerado pelas linhas de H esta contido
em Ct e como esses dois subespacos tém a mesma dimensao, eles coincidem, provando
assim que H = (—A'|Id,_;) é uma matriz geradora de C.
O

Proposicao 4.14. Suponha que C seja um cddigo de dimensao k em F; com matriz
geradora G. Uma matriz H de ordem (n — k) X n, com coeficientes em Fy e com linhas
linearmente independentes, é uma matriz geradora de C se, e somente se,

G-H'=0.

Demonstragdo. As linhas de H geram um subespago vetorial de F}' de dimensao n — k,

portanto, igual, & dimenséo de C*. Por outro lado, representando por hi, ..., hn_j € por
g1, ---, Ok, respectivamente, as linhas de H e de G, temos que

(GH");j = (gi, hy).-

Portanto, GH" = 0 é equivalente a dizer que todos os vetores do subespaco gerado pelas
linhas de H estdao em C*. Por outro lado, esse subespaco tem a mesma dimensio de C,
logo:

GH! = 0 < C* é gerado pelas linhas de H .
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Corolério 4.15. (CH)t =C

Demonstracio. Sejam G e H respectivamentes matrizes geradoreas de C' e C*. Logo,
G - H' = 0. Tomando transpostas nessa tltima igualdade, temos que H - G* = 0, logo, G
é a matriz geradora de (C*)*, daf seguindo o resultado. O

Proposigao 4.16. Seja C' um codigo linear e suponhamos que H seja uma matriz gera-

dora de C*+. Temos entio que
veC & Hv' =0.

Demonstragao. Temos, pelo Corolédrio acima e pelo Lema 4.12 (ii), v € C' se, e somente
se, v € (CH)*. E isto equivale a Hv' = 0. O

A proposicao acima nos permite caracterizar os elementos de um coédigo C' por uma
condicdo de anulamento. A matriz geradora H de Ct é chamada de matriz teste de
paridade de C.

Exemplo: Seja dado o cédigo C sobre Fy com matriz geradora

Como G estd na forma padrao, é facil calcular uma matriz teste de paridade H. Pela
Proposicao 4.13, temos que

100100
H=1111010
1100 0 1
Dados v = (100111) e v' = (010101), como
0 1
Hv'= | 0 e H@)Y=[1]%#0,
0 0

temos que v € C' e v' ¢ C.

Proposicao 4.17. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o peso
de C' € maior do que ou igual a s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sao
linearmente independentes.

Demonstragao. (<) Suponhamos que cada conjunto de s — 1 colunas de H é linearmente
independente. Seja ¢ = (cy,...,¢,) uma palavra ndo nula de C, e sejam h', ..., h" as

colunas de H. Como Hc' = 0, temos que

0:H~ct:Zcihi

Visto que w(e) é o nimero de componentes nao nulas de ¢, segue que se w(c) < s —1,
teriamos uma combinacao nula de um numero ¢, com 1 <t < s — 1, de colunas de H, o
que é contraditério. Logo, w(e) > s e, portanto, w(C') > s.
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(=) Suponhamos que w(C) > s e que H teria s — 1 colunas linearmente dependentes,
digamos h', ..., h'~*. Logo, existiriam ¢;,, ..., ¢;,_,, no corpo, nem todos nulos, tais que

Cilhil R Cl's_lhis_l =0

Portanto, ¢ = (0,...,¢;,,0,...,¢._,,0...,0) € C, com w(c) < s —1 < s. Absurdo.
]

Teorema 4.18. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. Temos que o peso de
C €igual a s se, e somente se, quaisquer s—1 colunas de H sdo linearmente independentes
e existem s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragao. (=) Suponhamos que w(C) = s, logo, todo conjunto de s — 1 colunas de
H sao linearmente independentes. Por outro lado, existem s colunas de H linearmente
dependentes, pois caso contrario, pela proposigao anterior, terfamos w(C) > s + 1.

(<) Suponhamos que todo conjunto de s — 1 vetores colunas de H é linearmente
independente e existem s colunas linearmente dependentes. Logo, da proposicao anterior,
temos que w(C') > s. Mas w(C') ndo pode ser maior do que s, pois, neste caso, novamente
a proposi¢ao anterior, nos diria que todo conjunto com s colunas e H ¢ linearmente
independente, o que é uma contradicao. [

Corolario 4.19 (Cota de Singleton). Os pardametros (n,k,d) de um cdédigo linear satis-
fazem a desigualdade

d<n-—k+1

Demonstracao. Se H é uma matriz teste de paridade, ela tem posto n — k. Como, pelo
Teorema 4.18, d — 1 é menor ou igual ao posto de H, segue a desigualdade. O

Um cédigo serd chamado de MDS (Maximum Distance Separable) se vale a igualdade
d=n—-k+1.
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CAPITULO 5
GRAFOS

Definigao 5.1. Um grafo G € uma estrutura formada por um par (Vg, Ag), onde Vg é
um conjunto finito nao vazio e Ag € uma familia de pares nao ordenados de elementos
de Vg, nao necessariamente distintos.

Os elementos de Vg sao chamados vértices do grafo e os elementos de Ag sao chamados
arestas.

Definicao 5.2. Um grafo G € dito bipartido se existe um particao de Vg em dois conjuntos
(nao-vazios e disjuntos) X e'Y tais que toda aresta de G possui um vértice em X e o

outro em Y. Os conjuntos X e Y sao chamados de conjunto particao.

Considere o grafo a seguir, cujos vértices sao V' = {a,b,c,d, e, f}.

Figura 5.1: Grafo Bipartido

Notemos que podemos particionar o conjunto V em X = {a,c,e} e Y = {b,d, f}. Assim,
cada aresta deste grafo possui um vértice em X e um vértice em Y, ou seja, este grafo é
bipartido.
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Definig¢ao 5.3. Seja G um grafo,Vg = {v1, ..., v} o conjunto ordenado de seus vértices
e Ag ={a1,...,a,} o conjunto ordenado de suas arestas. Definimos a matriz M = (m;;),
denominada matriz de incidéncia de G, por

1, se o vértice v; € uma das pontas da aresta a;,
mi; = .
" 0, caso contrdrio,
para todo i =1,...,m e todo j=1,...,n.
Notemos que a coluna j possui 1 nas duas linhas que indicam os vértices que a compoem

e 0 nas demais linhas. Assim, a soma dos elementos de cada coluna da matriz M é
constante igual a 2.

Exemplo 5.4. Seja G o grafo dado na Figura 5.2, onde V(G) = {v1,v2,v3,v4,05} € seu
conjunto de vértices e A(G) = {ay, as, as, ay,as,a¢} sew conjunto de arestas.

Figura 5.2: Grafo G

A matriz de incidéncia de G € a matriz 5 X 6 dada por

101101
110000
A=101 10 0 0
000110
000O0T171
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CAPITULO 6

PARAMETROS DE UM CODIGO
PROJETIVO PARAMETRIZADO

6.1 Coddigo projetivo parametrizado por conjunto torico

algébrico
Seja F, um corpo finito com ¢ elementos e L = F,[Z,...,Z,] um anel de polinémios
sobre o corpo F,. Sejam Z*', ..., Z“" um conjunto finito de monomios, onde

YA Z?Il .sz7 para todo i = 1,...,m

Consideramos agora um conjunto parametrizado por estes monomios

X = ({91 gimny € P € FY) (6.1)

onde F; = F,\{0} e P™ ! 6 um espago projetivo sobre o corpo F,. Chamamos X de
conjunto torico algébrico parametrizado por Z*, ..., Z*™. Este conjunto forma um grupo
multiplicativo, considerando a multiplicacao componente a componente.

Seja A a matriz n x m dada por

aixz Aas1 - i
Q12 Q22 -+ Am2

A= 7 7 . (6.2)
A1p Ao2n  * - Amn

Dizemos que o conjunto definido em (6.1) é um conjunto térico algébrico associado &
matriz A. Notemos que

(B0 e @ g m e gme) = (00 ) T L g g L gl

(1 . tcllzlfau_ . .t:izn*aln co ttllmlfau_ - .tgmn*aln)
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Tomando b;; = a;; —ai; € Z paratodoi=2,...,me j=1,...,n, obtemos

X={ ottt b)) e PG € FY (6.3)

Usaremos qualquer uma das representagdes (6.1) ou (6.3) para referirmos ao conjunto
torico parametrizado pelos monomios Z', ..., Z" ou, de modo equivalente, para repre-

sentar um conjunto térico associado a matriz (6.2).
o

Considere agora S = F,[X1,..., X, = @ Sy, onde Sy é o conjunto dos polinémios

d=0
homogéneos de grau d em F,[Xi,...,X,,], com a graduacdo padrdo, juntamente com

o polinomio nulo. Claramente S; é um espago vetorial com a soma de polinomios e
multiplicacdo por escalar usuais. Sejam P, ..., Px| os pontos de X e fo(X1,...,X},) =
X f. Assim, a aplicacao de avaliacao

eVq : Sd — FLXl

f(P) f(Px))
fr= (fo(Pl)’m’ fo(P|X|)>

define uma transformacao linear entre F -espacos vetoriais, cuja imagem é um subespago
vetorial de IFLX 3

(6.4)

Definicao 6.1. Definimos o codigo projetivo parametrizado de ordem d a partir do con-
Junto torico X como sendo Cx(d) = Im(evy).

Neste trabalho, nosso objetivo é estimar os parametros deste codigo linear: compri-
mento, dimensao e distancia minima. Claramente, o comprimento de C'x(d) é dado por
|X|, j& que Cx(d) C IFLXl. Notemos também que como Cx(d) = Im(evy), segue que

Cx(d) = Sy/ ker(evy).

Definicao 6.2. O ideal anulador de X, denotado por Ix, € o ideal gerado pelos polinomios
homogéneos que se anulam em todos os pontos de X. Definimos também o subespaco
vetorial Ix(d) de Syq formado pelos polinémios homogéneos de grau d que se anulam em

X, ou seja, Ix(d) :=Ix NSy.

Temos que ker(evy) = Ix(d). De fato, se f € ker(evy), entao f € Sy e

f(Pl) f(PIX)>_
(E - Hpa) = 00
logo f(Py) =--- = f(Px|) = 0, ouseja, f € Ix(d). Reciprocamente, se f € Ix(d), entdo
fesSie f(P1)=---= f(Px)) =0, logo evq(f) = (0,...,0). Portanto, f € ker(evg).

Para calcular a dimensao do cddigo, precisamos estudar dimy(Sg/Ix(d)). Esta di-
mensao é dada pela fungao de Hilbert de Iy, definida por
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Hy: N — N
d — Hx(d)=dimg(S4/Ix(d))

Para d suficientemente grande, a fungao de Hilbert é dada por um polinémio, hx(d),

denominado polindmio de Hilbert. Assim, existe um natural r, tal que Hx(d) = hx(d) =
k

Z c;d', para todo d > r. O menor ntimero natural que satisfaz esta condicio é denotado
IZ)O(; rx e é chamado de indice de reqularidade de Ix. Ainda, definimos a dimensao de
uma variedade projetiva V' C P" como sendo o grau do polinomio de Hilbert de seu
correspondente ideal homogéneo I(V'). No caso do conjunto térico algébrico X, o préximo
resultado mostra que sua dimensao ¢ zero, pois o polinomio de Hilbert é constante e igual
a cardinalidade de X.

Proposicao 6.3. Hx(d) = |X]| para todo d > |X|— 1.

Demonstragdo. Seja {ey,...,e/x|} a base canonica de ]qux‘ e seja d > |X| — 1. Vamos
construir um polinomio f; € Sg tal que evy(f1) = e;. Denotaremos X = { Py, ..., Px|},
onde P; = (1: Pjp:---: Pjy,). Como Py # P, segue que para algum k € {2,...,m}
temos Py # Ps.. Defina
Xy — Py Xy
hy=———cF, |X1,....X,.].
2T Tp py © il

Observe que hy é homogéneo de grau 1 e hy(Pq) = 1 e hy(P3) = 0. Analogamente,
definimos hg, ..., kx| € Fg[X1,..., X,,], tais que, para todo i = 2,...,|X]|, temos

0, sej=1
hi(Pj):{l sej=1"

Considere

fro= Xy by,

Observe que f; é um polindémio homogéneo de grau (d — | X|+ 1) 4+ (| X]| — 1) = d, isto é,
fi € Sg. Mais ainda, f1(P;) =1e f1(P;) =0, para todo j € {2,...,|X|}. Portanto,

f1(P1) fl(PX|)>
fo(P1)" 7 fo(Px))

De modo andlogo, podemos construir fo, ..., fix| € Sy tais que evq(f;) = e;, para todo
2 < j < |X|. Isso prova que evy é sobrejetora para d > |X| — 1. Portanto,

cunt ) = (

Hx(d) = dim Sy/Ix(d) = dim evy(Sy) = dim IFIqXI = | X]|,

para todo d > | X| — 1.
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Pela proposicao anterior, para d > | X| — 1, temos Hx(d) = | X]|, ou seja, a fungao de
Hilbert é dado pelo polinomio constante | X |. Portanto, podemos concluir que ry < |X|—1
e

hx(d) = Hx(d) = |X|, para d>rx.
Ainda, dim(Cx(d)) = |X|, o que implica Cx(d) = IquX| para d > ry. Por este motivo,
podemos considerar sempre 0 < d < ry.

6.2 Os Parametros de Cx(d)

Estudaremos agora o conjunto térico X para estimar os parametros do codigo C'x (d), que
acabamos de descrever.

6.2.1 Comprimento

Para computar o comprimento do cédigo projetivo parametrizado gerado pelo conjunto
torico X, introduzimos os seguintes subgrupos multiplicativos de X. Para cada i =
1,...,n, consideremos

V= {(1:t2 i) e Pl ity € F.},
-1
com a multiplicagao coordenada a coordenada. Vejamos que |Y;| = d =
(q - 17b2i7 SR 7bml)
d;, para todo i = 1,...,n, onde (¢ — 1,by, ..., by;) representa o maximo divisor comum

entre estes inteiros. De fato, como F, tem ¢ elementos, existe 8 € IE‘Z tal que IF; —
{]-7 B) 627 s 75(1_2}, VejamOS que

Vi={(1:1:---:1),(1:p% oo gomi) (1:(BH)P2 : oo (B2)m), ...,
(s (B oo (3%,

Note que para k,l < d; < g — 2, temos

k#l= 8 # 8 = (8% £ (8", Vj=2,....,m
= (Lo (Bh)2 e (B5)m) #£ (1 (67)%2 0o (87)0m)
Por outro lado, para d; < k < g — 2, temos k = td; + k', com k' = 0 ou k¥’ < d;. Quando

k' =0, temos que kbj; ¢ um multiplo de ¢ — 1, para j = 2,...,m, donde % = 1. Logo,
(1:(BF)2i oo (BF)mi) = (1:---:1). Caso 0 < K’ < d;, segue que

(L: () 2o (BR)om) = (Lx (870K Yoo (Pt o)

— (1 : ﬁpdibzri-k'bm coas /deibmi"l‘k/bmi)
_ (1 : (ﬁk/)b% Coae (Bk/)bmz').
qg—1

Com isso, segue que Y; possui d; = elementos distintos.

(q_ 17b2ia"'7bmi)
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Teorema 6.4. O comprimento do cédigo projetivo parametrizado de ordem d, Cx(d), é
dado por

1 n
(X === 1] Yl (6.5)
| M| E
onde M € o conjunto de n-uplas (i1, ..., i,) tais que
qg—1

<1 < , para todo j=1,...,n
(q—l,ij,...,bmj) j

ilbgl + igbgg + -+ angn =0 mod (q - 1)
’ilbgl + i2b32 + -+ angn =0 mod (q — 1)

11bm1 + i2bma + - + ipbpn =0 mod (¢ — 1)
(6.6)

Demonstracao. Consideremos os grupos multiplicativos Y; x - -+ x Y,, e X, munidos com
a multiplicagao coordenada a coordenada. Dessa forma, é facil ver que a aplicagao ¢ :
Y1 x---xY, — X, onde

¢((1:t?21 ceeentbmry o (Lathe :tf{"")) = (1:t?21.~-- e gbm .tzm")
¢ um homomorfismo sobrejetor. Assim, temos que

(Y1 x -+ x Yp)/ ker(¢) = X,

e, portanto,

V1 % -+ x Y, 1
X| = - Y.
X = mor e LM

Se 8 ¢ um gerador de [, entdo pelo que vimos, os elementos de Y; sao (1 : (Bi)b2

i \bo , q—1
coe s (BY)mi) onde 1 < i; <
( ) ) J (q—l,bgj,...7bmj)

. Notemos agora que

ker(¢) ={(1: gib2r o ... gibmt) (1 Binbe oo ginbmn) € Y] oo x Y,
(1 . /Bilb21+i2b22---inb2n Ce Bi1bm1+i2bm2---inbmn) — (1 N 1)}

No entanto, para cada j = 2,...,m, temos gbitti2bi2-inbin — 1 quando i1bj1 +
igbjo - - - + inbj, é um multiplo de ¢ — 1, ou seja, i1b;1 + i2bj2 ... 9,05, = 0 mod (¢ — 1).
Dessa forma, |ker(¢)| é exatamente o nimero de n-uplas (i1,...,4,) tais que 1 < i; <
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qg—1
(q—l,bgj,...,bmj)7

para todo j = 1,...,n e satisfazendo (6.6), ou seja, | ker(¢)| = |M].

Portanto
1 n
x]= — [ I%
| M| 11
m
Definimos agora o toro projetivo de dimensao m — 1 como sendo
Tr-1={(c1: - : ) €P" ' 2 ¢; € F} para todo i}. (6.7)
Notemos que T,,_1 é conjunto torico particular, parametrizado pelos monomios 21, ..., Z,,.

Claramente, X C T,,_;. O seguinte corolario nos diz sobre quais condi¢oes temos a
igualdade entre esses conjuntos.

Corolario 6.5. Assuma que n = m. Entdo X = T,,_1 se e somente se |[M| =q—1 e
(g —1,bgj,...,bmj) =1, para todo j =1,...,m

Demonstragio. Seja X = Tp,_1, isto é, X = {(t;:---:t,,) EP" 11 t; € I, para todo i}.
Assim, |[X| = (¢—1)"" ede (t; 1 tg : - ty) = (1 t7 My 1 - 1 t7't,) temos
(g —1,bgj,...,by,) =1paratodo j=1,...,m pois byy = -1l eb; =1 parai=2,...,m.
Mais ainda, de

- |M1H’Y‘ il L e

temos |[M|=¢q—1.
Reciprocamente, se |M| =q¢—1e (¢—1,bgj,...,by;) =1, paratodo j =1,...,m—1,
entao

1 mq—l -1
X| = =(¢q— 1" =|T,,_1]|.
X|= =5 [[4= =@~ 0" =T

=

Como X C T,,_; temos que X = T,,_;. O

Corolario 6.6. Se a soma dos elementos de cada coluna da matriz A definida em (6.2) é
uma constante ou, equivalentemente, se os monomios que parametrizam o conjunto torico
X possuem o mesmo grau, entdo | X| < (¢ —1)"" .

Demonstragao. Seja Zaij = « (inteiro positivo), para todo i = 1,...m. Notemos que
j=1
|Y:| < ¢q—1, para todo i =1,...,m. Além disso,

n n n
Zbijzzaij—Zalj:a—a:(), paratodoi=2,...,m
j=1

j=1 i=1
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qg—1
(q— 17b2j7---abmj)
e esta n-upla satisfaz (6.6). Logo (1,...,1) € M. Seja v = min{|Y1],...,|Ya|}. Entao
(k,...,k) € M, para todo 1 < k <+, pois

Assim, considerando (iy, 2, ...,4,) = (1,1,...,1), temos que 1 < i; <

kbzl—i‘kbzg—i‘+kbm:/{7(b11+b12++bm> =0 mod (q—l),Vi:2,...,m,
ou seja, (k, ..., k) satisfaz (6.6). Com isso, temos que |M| > . Assim,

1 = 1
X =—]IYi| < =v(g—D)""=(¢—1)"".
| M| Ul v

[]

Observe que se G é um grafo e X o conjunto térico algébrico associado a matriz de
incidéncia de GG, entao a soma dos elementos de cada coluna de sua matriz é @« = 2 e o
resultado do corolario anterior é vélido. Na realidade, nesta situacao, |Y;| = ¢ — 1 para
todo i = 1,...,n, pois b;; é 0, 1 ou -1. Logo (¢ — 1,by;,...,bn;) = 1. Portanto, em
(¢g—1)"

| M]|
exato de | X| se G é um grafo conexo. A saber,

qualquer grafo, | X| = . Além disso, em [6, Corolario 3.8], foi encontrado o valor

_ 1\n—2 7 1.s .
IX| :{ (¢—1) se G é bipartido 6:5)

(¢q—1)"' se G nao é bipartido.
Por meio deste resultado, obtemos que

M| = (¢g—1)* se @ é bipartido
B qg—1 se (G nao é bipartido.

6.2.2 Dimensao

Como mencionado anteriormente, a dimensao do codigo de avaliacao de grau d parame-
trizado pelo conjunto térico X é dada pela fungao de Hilbert de Ix, que é denotada por
Hx(d).

No seguinte teorema, calcularemos a dimensao do coédigo gerado pelo conjunto térico

X em funcao da dimensao do cédigo projetivo parametrizado gerado pelo toro projetivo
Tpn_1.

Teorema 6.7. A dimensdo do cédigo projetivo parametrizado de ordem d, Cx(d), € dado
por
Hx(d) = Hr,,_, — H(d) (6.9)

para todo d > 0 e onde H € a funcio de Hilbert de Ix /It isto €,

m—17

F(d) = dim(Ix(d)/Ir,,_,(d))
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Demonstracao. Sabemos que X C T,, 1, o que implica Ix D Iy, _,. Seja 1 a seguinte
transformacao linear

Y Sq/Ir,,_ @ — Sa/Ix(d),
FtIn, (d) —s [+ Ix(d).

Vejamos que 1) estd bem definida. Sejam f = g. Assim,

f+Ir, (d)=g+1Ir, (d)=f-g€lr, (d) CIx(d)
= f—g¢clx(d) = f+Ix(d) =g+ Ix(d).

Além disso, claramente ¢ é sobrejetivo. Mais ainda, ker(¢) = Ix(d)/Ir,, ,(d). De
fato,
feker(y) <= U(f)=f+Ix(d) =0+ Ix(d) < [ € Ix(d).
Logo ker(v)) ={f + Ir,,_,(d) : f € Ix(d)} = Ix(d)/Ir, _,(d). Assim, temos que

Sa/Ir,, ,(d)
Ix(d)/Ir,, (d)

= S4/Ix(d) = Cx(d).

Dai, segue que

dim(Sy/Ix(d)) = dim <1 XS(ngI/Tﬁl(d() d)> = dim(Sy/Ir,,_, (d)) — dim(Ix(d)/Ir,_, (d))

= Hy(d) = Hy,_(d) — H(d) = dim Cx (d)

O seguinte corolario relaciona os indices de regularidade de Iy, I, , e Ix/Ir, ., 0s
quais sao denotados por rx, rr e r. [

m—1
Corolario 6.8. ry,, | = max {rx,rg}.

Demonstragao. Seja

0: Io(d)/Ir. (d) —s Ix(d+1)/Ir. (d+1),
f + ]Tm—l(d) — le + [’Em_l (d + 1)

Vejamos que 6 estd bem definido. Sejam f, g € Ix(d), entao

fHIr, (d) =g+ Ir, ,(d) = (f = 9) € Ir, ,(d) = Xi(f —9) € Ir,, ,(d+ 1)
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= Xif-Xyg €, (d+1)=Xif + I, (d+1) = Xig + Ir,,_,(d + 1)

Portanto 0 estd bem definido e facilmente podemos ver que é uma transformacao linear.
Mostremos que ker(6) = {0+ I, _,(d)}, isto é, 8 é injetora. Se f + I, _,(d) € ker(f),
entdo Xy f € Ir,,_,(d+ 1), ou seja, para todo P = (¢1 : -++ : ¢p) € T,y_1, temos que
(X1f)(P)=c1f(P)=0. Como ¢; # 0, segue que f(P)=0. Assim, para todo P € T,,_1,
f(P)=0e f tem grau d, ou seja, f € It,,_,(d). Portanto f + I, _,(d) =0+ I, _,(d).

Assim, temos que Ix(d)/Ir, _,(d) é isomorfo & Im(0) C Ix(d+1)/Irt, _,(d+1). Logo,
dim(Ix(d) /I, ,(d) < dim(Ix(d+1)/Ir, ,(d+ 1)), ou seja, H(d) < H(d +1). Para

todo d > 0, pelo teorema anterior,
Hz,,_,(d) = Hx(d) + H(d).
Assim, para d > 7, temos H(d) = hi(d) e para d > rx, temos Hx(d)) = hx(d).
Portanto, para d > max{rg, rx}, temos
Hry,, , = Hx(d) + H(d) = hx(d) + hz(d) = hx,,_,,

isto é, rr, , = max{rg,rx}.

]

Assim, deste corolario, segue que rx < rr,_,. Mas em [3] (veja também em |2,
Teorema 5.2.2]), foi provado que rr,,_, = (m — 1)(¢ — 2). Portanto,

rxy < (m—1)(¢—2) (6.10)

Como foi observado na se¢ao 1, se d > (m — 1)(¢ — 2) entdao Hx(d) = |X]| e assim
Cx(d) = K™, Portanto, de agora em diante, iremos considerar d < (m — 1)(d — 2).

6.2.3 Distancia Minima

Seja Y :=T,,1\X, digamos Y = {Q1, ..., Qy|}. Defina Cy(d) de modo analogo ao feito
em (6.1), ou seja, Cy(d) é a imagem da transformacao linear

. Y
¢a: Sq— FY

f(Q1) f(Qy))
f= (fo(czo’“"fo(@y))’

onde fo(X1,..., X,n) = X% Denotemos por dx(d), dy(d) e 67, _,(d) as distancias minimas
de Cx(d), Cy(d) e Cr,, ,(d), respectivamente. O seguinte teorema as relaciona.

Teorema 6.9. Seja 0 < d < (m—1)(q —2). Entao

dx(d) < or,, ,(d) — by (d) (6.11)
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Demonstragdo. Seja X ={Pi,...,Px;} e Y ={Q1,...,Q)y|}. Podemos escrever

PII:‘m—l = {P17 ce 7P\X|7Q17 .- aQ|Y|}

Considere

_ (S f(Px)  f(@Q) F(Qu)
A (Xfl(Pl)’ X (Px) Xfl(Ql)""’Xf(Qm)) € Cr,. (),

com w(A) = dr,,_,(d), onde w(A) é o peso de Hamming da palavra cédigo A, isto é, o
nimero de entradas nao nulas de A. Entao

_{ f(P) f(Px))
A= <Xfl(P1)"”7Xfl(P|X)> € Cx(d)

e
(S f(Q|Y|)> Ould
(Xf ) © O
Logo, dr,, _,(d) = w(A) = w(Ay) + W(Ag) > dx(d) + 6y (d). Dal segue a desigualdade
(6.11).

[
Como X C T,,_1(d), segue que dy(d) > 1. Logo, de (6.11), obtemos que dx(d) <
or,, ,(d) — 1, para todo 0 < d < (m — 1)(¢ — 2). Mas or,, ,(d) foi computado em [7].
Assim, neste caso,

x(d) < (g = 1)" " (g—1-1) -1, (6.12)

onde K e [ sdo os unicos inteiros tais que K> 0,1 <1 <g—2ed=Fk(qg—2)+1.
A partir de agora, consideremos o caso em que os monomios que parametrizam o
n

conjunto térico X possem o mesmo grau, isto é, Z% = Z{"*. ... .Z%" satisfaz g a;; = a,
j=1
para todo i = 1, ..., m. Equivalentemente, vamos considerar os casos em que a soma dos

elementos de cada coluna da matriz A, definida em (6.2), é uma constante. A seguinte
aplicagao nos ajudara a encontrar uma cota inferior para a distancia minima do cédigo
projetivo parametrizado correspondente. Seja

T3S T, — X
(b oo ity) s (B0 g g L g,

Vejamos que p estd bem definido. De fato,

(trooooity) =(s1:-7+:8,) = (tr:---:ty) = A(s1:-+- 1 8,), para algum \ € [Fy.



= ((As)® oo ((Asp) ™ e (Asp) ¥ e (Asy,) %)

— aLa11 ain . - )@ eOml a

= ( AV s N g )

= AY(sfM e st g gl

= (M st gt g0y = (S e 8y,

Além disso, i é claramente um homomorfismo sobrejetor entre os grupos multiplica-
tivos T,,—1 e X. Definindo N := ker(u), temos

| T1] T 1] (g — 1)n71
T, 1/NZX= = |X| = |N| = =
|V | X | X|
Ainda temos,
X1
T,y = NI,
i=1

(uniao disjunto das correspondentes classes de equivaléncias) para certos T; € T,_;. Se
considerarmos P; = u(7;) € X, para todo i = 1,...,|X|, e N = {Ry,..., R|n|}, entdo
temos X = {Py,...,Px|} e

RY
T,o1=|JNT;=NTiUNT,U---UNTjy =
i=1
- {RlTla L 7R|N|T1} U {RlTQ, . e 7R|]\]|j—'2} U s U {le—“Xl’ .. ,R|N‘CZ_Y|X‘} =
- {RlTI; ce ,R|N|T1, ce 7R1ﬂX|7 . ;R\N|ﬂX|}

Como na introdugao, seja L = F,[Zy, ..., Z,]. Definimos outra aplica¢ao

T Sd:Fq[Xlg-'-me}q — Loy
f(Xla"'aXm) — f(Zilu'”' ‘Zslna"wZiLml‘”' 'ngn)a

que claramente é uma transformacao linear entre os espacos vetoriais Sy € Log. Assim,
podemos demonstrar o seguinte teorema que nos da uma cota inferior para a distancia
minima do correspondente cédigo projetivo parametrizado.

Teorema 6.10. Se a soma dos elementos de cada coluna de uma matriz A, definida em
(6.2), é uma constante o. Entao

(6.13)

() = |0

(g =1
onde dr,_,(ad) é a distancia minima do cddigo projetivo parametrizado de ordem ad
gerado pelo toro projetivo T, _1 e 0x(d) € a distancia minima do cddigo projetivo parame-
trizado associado ao conjunto torico X, definido em (6.1). Também, [x] € a funcao teto
de z, isto é, [x]| =min{y € Z :y > z}.
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Demonstracao. Seja

. f(Pl) f(P\XI)
"= (S Xirg) <0

de tal maneira que w(I') = dx(d). Por outro lado, seja f € Sy e

Q- (T(f)(RlTl) (/) (BvTh) 7(f) (R Tix)) T(f)(R|N|T|X|))
Zp ) ZM M RiyT) T 2 (R Tixy) T 2R (R Txy) )

Temos que Q € Cr,,_,(ad) e se f(P;) # 0 para algum P; € X, entao devido ao fato de
que p(RyT;) = p(Ry)(Ty) = (1: -+ )u(T;) = P, obtemos

F(F)(RT) = F(u(RyT)) = f(P) #0, paratodo j=1,..., |N|.
Assim, w(Q2) = |N|w(I') = |N|éx(d) e, portanto
or,_, (ad) < w(Q) = [N|ox(d),
logo

5Tn_1(06d) - 5Tn—1 (Oéd) ’ ‘
N[ (g-1mt T

ox(d) >
O

Se X é um conjunto térico algébrico a partir de uma matriz de incidéncia de algum
grafo, entao a = 2 e entao podemos aplicar o teorema anterior. Ainda, se tivermos um
grafo conexo, usando [3, Corolario 3.8] obtemos o seguinte resultado geral.

Corolario 6.11. Seja X o conjunto torico algébrico a partir da matriz de incidéncia de
algum grafo conexo G. Entao

) 2d
Sx(d) > [%(1)—‘ se G € bipartido
or,,_,(2d) se G nao € bipartido.

(6.14)

Para verificar esta desigualdade, basta utilizar (6.8) e (6.13).
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CAPITULO 7

APLICACAO DOS RESULTADOS
APRESENTADOS

Nesta secao iremos apresentar trés exemplos diferentes. Comecaremos com um exemplo
cujo codigo projetivo parametrizado é gerado a partir da matriz de incidéncia de um grafo
nao bipartido. Em seguida, definiremos clutters como casos particulares de hipergrafos
e sera dado um exemplo especifico de codigos projetivos parametrizados por clutters
uniformes. Por fim, computaremos os parametros de um codigo projetivo parametrizado
associado a uma matriz que nao representa um clutter, logo nao representa um grafo.
Nestes exemplos, usaremos ¢/, para representar a cota inferior para a distancia minima de
Cx(d) apresentada em (6.13) e b, representard a cota de Singleton, isto é,

PXMT?H (ad)

(g — 1)1 -‘ =0, <0x(d) <bs=|X|— Hx(d) + 1.

7.1 Cbdigos projetivos parametrizados pela matriz
de incidéncia de um grafo

Consideremos F7 um corpo finito com 7 elementos e o grafo dado no exemplo (5.4), cuja
matriz de incidéncia é

1 01 101
110000
A=]1 011 00 0
000110
00 0O0T11
O conjunto térico gerado pela matriz A (ou associado ao grafo G' da Fig. 1), é dado

por
X = {(t1ty : totg : tytg : tity : tats : tits) € P° o t; € Fi),
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ou ainda,

X = {(1:t7 sty gty 47 My Mty s 1y ) € PO o t; € FL).

Neste caso, teremos os subconjuntos Yi, Y5, Y3, Yy e Y5, e tais que, para cada ¢ =
]‘727 37 4’ 57

6

Y| =
| | (67 b?ia b3ia b4i7 b5i7 b61)

=6,

pois b;; ¢ igual a 1 ou -1 para algum j € {2,...,6}. Vamos agora identificar o conjunto
M do Teorema (6.4), que é dado pelas 5-uplas (i1, 12, i3, 4, 75), tais que 1 <1i; < |Y;| =6,
para todo j = 1,...,5, e satisfazendo

i1.(—=1) +i2.0 4+ i3.1 + 4.0 +i5.0 =0 mod 6
i1.0+49.(—1) +i3.1 + 4.0 +i5.0 =0 mod 6
i1.0 +49.(—=1) + 3.0 +i4.1 +45.0 =0 mod 6
i1(=1) +42.(—1) +i3.0 + 4.1 +i5.1 =0 mod 6
i1.0 +dy.(—=1) + 3.0 +94.0 +i5.1 =0 mod 6.
(7.1)

Portanto, destas congruéncias, concluimos que iy = is = i3 = 14 = 15. Logo
M ={(i,i,1,1,1) :i=1,...,6}.

Assim, usando o Teorema (6.4), temos
1 1
X|=—1]1vi] = =6° = 1296
1= L= 5

Notemos ainda que, pelo Coroldrio (6.11), §), = dr,(2d). Usando Macaulay2, compu-
tamos os seguintes valores.

d 1 2 | 3 | 4] 5 | 6] 7] 8] 9 |10
Hx(d) | 6 | 21 | 55 | 120 | 231 | 401 | 627 | 885 | 1130 | 1296
Hr,(d) | 6 | 21 | 56 | 126 | 252 | 457 | 762 | 1182 | 1722 | 2373
Hd | 0 | 0 1 6 | 21 | 56 | 135 | 297 | 592 | 1077
5, | 864 | 432 | 180 | 108 | 36 | 24 | 12| 5 | 3 1
by | 1201 | 1276 | 1242 | 1177 | 1066 | 896 | 670 | 412 | 167 | 1

Logo, a partir desta tabela, podemos concluir que rx = 10.
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7.2 (Cdbdigo projetivo parametrizado pela matriz de
incidéncia de um clutter

Definigao 7.1. Um clutter C € uma familia E de subconjuntos de um conjunto base finito
Z =AZ,...,Z,} tal que, se A,B € E,A # B, entaio A ¢ B. O conjunto base Z ¢
chamado conjunto de vértices e E é chamado conjunto de arestas de C e sao denotados
por Ve e E¢, respectivamente.

Um exemplo de clutter é um grafo com os vértices e arestas definido da maneira usual
para grafos.

Defini¢ao 7.2. Seja C um clutter com o conjunto de vértices Ve = {Z1,...,Z,} e seja A

uma aresta de E. O vetor caracteristico de A € o vetor a = E e;, onde e; € 0 1-€simo

Z;€EA
vetor unitdrio de R"™.
Escrevemos {ay, ..., an,} para o conjunto de todos os vetores caracteristicos de arestas
n
de C. Neste caso, para cada i € {1,...,m}, escrevendo o vetor a; como a; = E a;je;,
j=1
com a;; € {0,1}, para todo j = 1,...,n a matriz A obtida dispondo estes vetores em

colunas é conhecida como matriz de incidéncia do clutter C, isto é,

11 Q21 - Gml
A Q12 Q22 -+ Qm2
A1y A2 Amn
O conjunto X definido
X ={(f. e et i) e P € B )

é o conjunto torico associado ao clutter C. O clutter C é dito uniforme se a soma dos

elementos de cada coluna de sua matriz de incidéncia é uma constante.

(¢—1
]

n

Percebemos que em qualquer clutter, como em grafos, | X| = , ja que |Y;| =

qg—1, paratodon=2,...,n.
Consideremos Fg um corpo finito com 9 elementos e X o conjunto térico associado ao
clutter uniforme (o = 3) cuja matriz de incidéncia ¢ a matriz 6 x 6 dada por

(7.2)

O OO ==
OO = == O
O R R R, OO
_ == O OO
_ -0 O O
— o O O

O conjunto térico X associado a (7.2) é
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X = {<t1t2t3 Dtotaty 1 tstals 1 tytste @ T1tsts - t1t2t6) € P . t; € FS},

ou ainda,

X = (1t Myt ey Mty 1 st sty Mty st 5 M) € PP ity € Ty}
Assim, os conjuntos Y7, Y5, Y3, Y, e Y5, sao tais que para cada i =1,...,5, temos

8
(87 b2i7 b3ia b4i7 b5i7 bﬁl)
pois bj; = 0,1, ou —1, para todo j = 2,...,6. Como fizemos no exemplo anterior, vamos

identificar | M|, onde M é o conjunto das 5-uplas (i1, i2, i3, is, i5), tais que 1 < i; < |Y;| =8,
para todo 7 = 1,...,5, e satisfazendo

Yil =

=8,

ir.(—=1) +ip.(—1) 4+ i5.(—=1) + 2.0 + i5.0 =0 mod 8
i1.0 +d9.(—1) + i3.(—1) + ig.(—1) +i5.0 =0 mod 8
1.0 + 9.0 + d3.(—1) + i4.(=1) +i5.(—1) =0 mod 8
iyl 4 ig 1 4zl +4,0 +i5.0=0 mod 8
1.0 + 5.1 +43.1 +i4.1+i5.0 =0 mod 8.
11.0 +42.0 +43.1 + 4.1 +75.1 =0 mod 8.

(7.3)

Portanto, destas congruéncias, concluimos que i; = i4 € i = i3, ou seja, |[M| = 8 =
512. Logo, pelo Teorema (6.4), temos

6
1
X = — || |Vi| =8 =512
a1l

Assim, da mesma forma que o exemplo anterior, e usando Macaulay2, obtemos os
seguintes valores.

d 1 2 3 4 d 6 7 8 9 10 11 12
Hx(d) | 6 19 | 44 | 85 | 146 | 231 | 344 | 442 | 492 | 510 | 512 | 512
Hr (d) | 6 | 21 | 56 | 126 | 252 | 462 | 792 | 1282 | 1972 | 2898 | 4088 | 5558
H(d) 0 2 12 | 41 | 106 | 231 | 448 | 840 | 1480 | 2388 | 3576 | 5046
o 320 128 | 48 | 24 | 7 4 1 1 1 1 1 1
ba 507 | 494 | 469 | 428 | 367 | 282 | 169 | 71 21 3 1 1

Logo, a partir desta tabela, podemos concluir que rx = 11.
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7.3 C(Cdbdigo projetivo parametrizado por uma matriz
que nao representa um clutter

Neste exemplo, analisaremos os parametros de codigos projetivos parametrizados a partir
de uma matriz que nao representa um clutter.

Seja F1; um corpo finito com 11 elementos e X o conjunto torico associado a matriz
3 X 4 dada por

31 01
A= 0 4 2 2
314 3

Neste caso o = 6. Assim,
X = {(t33 : t1t5ty : tot5 - titot) € PP o t; € FY, )
ou ainda,
X = {(1: 7205152 4735 17 2) € PPty € T, )

Logo, temos que

- - - * 10
}/1:{(1:2512:1513:1512)E]P’S:tlEFq}jD/l’:(10 — _2):10’
« 10
YQZ{(1:t;*:tgztg)ep?’:tgeﬂ?q};sp@y:m:g,’
— * 10
Yg:{(l:tg?;tl:1)€P3:t3€Fq}:>|Yéyzm:10'

O correspondente conjunto M de ternos (iy, iz, i3), tais que 1 < iy,i3 < 10e 1 < iy < 5,
e satisfazendo

i1.(—2) +i2.4 4+ i5.(—2) =0 mod 10
i1.(=3) + 1.2 +i5.1 =0 mod 10
i1.(=2) + 9.2 +i3.0 =0 mod 10.
(7.4)

Destas congruéncias, concluimos que iy =15 mod 5, 713 =i mod 5 e i; = i3 mod 10.
Dai, segue que

M=1{(1,1,1),(2,2,2),(3,3,3),(4,4,4),(5,5,5),(6,1,6),(7,2,7),(8,3,8),(9,4,9), (10,5, 10) },

ou seja, M tem 10 elementos e, pelo Teorema (6.4), segue que
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3
1
x| = = [ 1vil = 50.
| M| 3

Assim, analogamente aos exemplos anteriores, obtemos os seguintes valores

d 1]2]3]4]5]6
Hx(d) | 4 [10]20|32]44 |50
Hr,(d) | 4 [10]20] 355684
Hd) [0]0]|0|3][12]34
g, 2031111
bg 4741311971

Podemos concluir que rx = 6.
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