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Resumo

Mamede, A. C. F. Projeto Iterativo, Simulação, Análise e Otimização de
Máquina a Relutância Variável Monofásica. 111 p. Dissertação – Faculdade de
Engenharia Elétrica, Universidade Federal de Uberlândia, 2016 .

O uso de máquinas a relutância variável como uma alternativa para aplicações de
velocidade variável e alta velocidades tem aumentado consideravelmente devido às suas
vantagens como robustez, simplicidade de construção e baixo custo. As aplicações mais
frequentes nos últimos anos estão relacionadas à aeronáutica, aos veículos elétricos e hí-
bridos e à geração de energia eólica. Este trabalho explora a teoria, funcionamento,
procedimentos de projeto e análise de uma máquina a relutância variável. Uma meto-
dologia de projeto iterativo é introduzida e utilizada para o projeto de um protótipo de
1, 25𝑘𝑊 . Para a análise da máquina dois métodos são utilizados, um método analítico
e a simulação computacional de elementos finitos. Os resultados obtidos por ambos os
métodos são comparados. Os resultados da simulação de elementos finitos são utilizados
para determinar os perfis de indutância e torque do protótipo. A saturação magnética é
analisada visualmente e numericamente em quatro pontos críticos da máquina. Os dados
coletados na simulação permitem a verificação do projeto e dos limites de operação do
protótipo. Além disso, é analisado o comportamento das grandezas de saída (indutância,
torque e saturação magnética) através da variação das dimensões físicas do motor. Fi-
nalmente, uma otimização multiobjetivo, utilizando algoritmos de Evolução Diferencial e
Algoritmos Genéticos, para o projeto da máquina a relutância variável é proposta. As
variáveis otimizadas são os arcos polares do rotor e do estator, e os objetivos são maxi-
mizar o torque médio, o torque médio por perdas no cobre e o torque médio por volume
do núcleo. Por fim, o projeto inicial e o projeto otimizado são comparados.

Palavras-chave: Motor de relutância variável. Procedimentos de projeto. Análise de
elementos finitos. Saturação magnética. Evolução diferencial. Algoritmos Genéticos.





Abstract

Mamede, A. C. F. Iterative Design, Simulation, Analysis and Optimization
of Single-Phase Switched Reluctance Machine. 111 p. Master Thesis – Faculty
of Electrical Engineering, Federal University of Uberlândia, 2016 .

Variable reluctance motors have been increasingly used as an alternative for variable
speed and high speed drives in many industrial applications, due to many advantages like
the simplicity of construction, robustness, and low cost. The most common applications
in recent years are related to aeronautics, electric and hybrid vehicles and wind power
generation. This paper explores the theory, operation, design procedures and analysis of
a variable reluctance machine. An iterative design methodology is introduced and used
to design a 1.25 kW prototype. For the analysis of the machine two methods are used,
an analytical method and the finite element simulation. The results obtained by both
methods are compared. The results of finite element simulation are used to determine the
inductance profiles and torque of the prototype. The magnetic saturation is examined
visually and numerically in four critical points of the machine. The data collected in
the simulation allow the verification of design and operating limits for the prototype.
Moreover, the behavior of the output quantities is analyzed (inductance, torque and
magnetic saturation) by variation of physical dimensions of the motor. Finally, a multi-
objective optimization using Differential Evolution algorithms and Genetic Algorithms for
switched reluctance machine design is proposed. The optimized variables are rotor and
stator polar arcs, and the goals are to maximize the average torque, the average torque
per copper losses and the average torque per core volume. Finally, the initial design and
optimized design are compared.

Keywords: Switched reluctance motors. Design procedures. Finite element analysis.
Magnetic saturation. Differential Evolution. Genetic Algorithm.
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Capítulo 1
Introdução

1.1 Considerações Iniciais

O surgimento da Máquina de Relutância Variável (MRV) data de finais do século XIX,
por volta de 1842 (MILLER; R., 1993). Apresentando uma confiabilidade, robustez e
simplicidade de construção invejáveis, esta máquina foi, no entanto, abandonada durante
várias décadas devido a inexistência de tecnologia capaz de efetuar o seu controle de
modo satisfatório, tornando-a pouco rentável no seu surgimento (MILLER; R., 1993;
ARKADAN; KIELGAS, 1994).

As dificuldades inerentes a complexidade de controle começaram a ser superadas du-
rante a década de 70, quando do desenvolvimento tecnológico dos sistemas digitais e
dispositivos de eletrônica de potência, basicamente dispositivos semicondutores de poten-
cia e inversores que utilizam controle vetorial, tornando a MRV competitiva (ARKADAN;
KIELGAS, 1994).

A MRV é uma máquina duplamente saliente, consiste em uma parte fixa, o estator
com enrolamentos de excitação e uma parte móvel, o rotor magnético. O conjugado é
produzido, exclusivamente, pela tendência da sua parte móvel deslocar-se para a posição
em que a indutância do enrolamento de excitação é maximizada, ou seja, nos polos da
máquina. A parte girante, rotor, tende a alinhar-se de forma a produzir uma relutância
magnética mínima, e consequentemente uma densidade máxima de fluxo (KRISHNAN,
2001).

No geral, possuem alta potência e baixo custo, sendo ideais para várias aplicações
como tração elétrica, acionamentos, ventilação, entre outros. Suas desvantagens são as
causas de um torque descontínuo, como ruído sonoro e vibrações. Em baixas velocidades
a ondulação no torque pode ser restrita a 5 − 10% ou menos, porém em altas velocidades
a restrição é impraticável (PYRHONEN; JOKINEN; HRABOVCOVA, 2009).

As máquinas de relutância variável são projetados para operar em região de saturação
magnética para aumentar a densidade de potência de saída, em contraste com motores
tradicionais (BALAJI; KAMARAJ, 2011). Devido ao efeito de saturação e a variação
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da relutância magnética, as características do fluxo concatenado, indutância e torque são
funções altamente não lineares tanto para posições do rotor como para a corrente de fase
(WU et al., 2003). Além disso, o controle e o projeto da MRV estão vinculados como em
nenhuma outra máquina, devido a própria natureza da máquina, é essencial conhecer o
projeto da MRV para o desenvolvimento de seu acionamento (VIJAYRAGHAVAN, 2001).
É necessário conhecer a posição do rotor para injetar e retirar a corrente de excitação,
se feito corretamente contribui para a eficiência da máquina, em caso contrário pode
ocasionar a produção de torque negativo. Essas características fazem do projeto e análise
da MRV uma missão complexa.

Nesse contexto, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma ferramenta poderosa
utilizada pelos projetistas de máquinas que permite, a partir de uma simulação compu-
tacional, analisar o comportamento da máquina antes da construção do protótipo. A
precisão da simulação de elementos finitos está diretamente ligada à precisão dos dados
inseridos, como as dimensões e dados dos materiais da máquina. O uso desta ferramenta
permite ao projetista alinhar o projeto da máquina a sua aplicação, bem como especificar
o acionamento do mesmo.

1.2 Contextualização

Devido às suas características, a MRV é ideal para aplicações aeroespaciais pois pode
trabalhar como motor e como gerador. Assim, em (RADUN, 1992), a MRV é utilizada
como motor/gerador de partida para motores a jato, inicialmente é usado para partir
o motor a jato e finalizada a partida seu modo de operação é alterado e ele passa a
trabalhar como gerador fornecendo energia elétrica para a aeronave. Outra aplicação
aeroespacial é a bomba de lubrificação/combustível para um motor de turbina a gás de 5
HP (FERREIRA et al., 1994).

Além disso, a MRV também ganhou espaço no desenvolvimento de veículos elétricos,
as vantagens do uso da MRV em veículos elétricos são citadas por Rahman et al. (2000).
Em (HUSAIN; ISLAM, 1999; RAHMAN; SCHULZ, 2002) e (UEMATSU; WALLACE,
1995) são estudados o projeto de MRV para tração e propulsão de veículos. Por último,
em (XUE et al., 2010) o projeto de uma MRV instalado dentro da roda é otimizado.

A capacidade da MRV de trabalhar com velocidades variáveis, juntamente com seu
baixo custo, confiabilidade, alta eficiência e alto torque de partida contribuíram para sua
aplicação em geração eólica. A faixa de operação da MRV para velocidade é mais ampla do
que a dos geradores de indução e síncrono (MCSWIGGAN; XU; LITTLER, 2007; CHEN,
2008). Alguns trabalhos que estudam o comportamento do gerador de relutância variável
em situações de velocidade variável são apresentados em (MCSWIGGAN; XU; LITTLER,
2007; BARROS; FILHO, 2015; OGAWA; YAMAMURA; ISHDA, 2006) e (CARDENAS
et al., 2005).
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Desde o final dos anos 70, a MRV tem sido alvo de um grande volume de estudos,
proporcinando um desenvolvimento consistente de métodos e técnicas de projeto e controle
do mesmo. Lawrenson et al. (1980) se dedicaram ao desenvolvimento dos conceitos da
máquina, bem como aos fundamentos de controle. Já o artigo de Krishnan, Arumugan e
Lindsay (1988) se destaca pelo desenvolvimento de procedimentos de projeto a partir de
um ponto de vista analítico, contribuindo para o equacionamento do projeto da MRV em
termos de suas dimensões, com base nas similaridades com outras máquinas.

Em termos de projeto, há uma série de trabalhos que dependem fortemente da análise
de elementos finitos para o processo de concepção da máquina, como apresentado por
(ARUMUGAM et al., 1985) e (OHYAMA et al., 2006). No entanto, apesar da maior pre-
cisão do método do MEF em comparação com os métodos analíticos, seu uso é inviável
em inúmeras situações devido ao tempo demandado para executar a simulação e obten-
ção de resultados. Dessa forma, inúmeros trabalhos procuraram desenvolver um método
analítico com precisão satisfatória para determinar as características da MRV. Alguns
destes trabalhos são (KRISHNAN, 2001; RADUN, 2000; MATERU; KRISHNAN, 1990;
ZHANG; RADUN, 2005) e (SHIN et al., 2002).

O método tradicional de projeto da MRV tem como finalidade maximizar o torque
médio ou minimizar a ondulação do torque através de um projeto com a geometria e
dimensões ótimas para a máquina. Para tanto, vários parâmetros de projeto, como número
de fases, quantidade de polos, topologia, devem ser adaptados de acordo com os requisitos
de uma aplicação específica.

Como o projeto da MRV para uma aplicação particular é um compromisso entre os
vários critérios de desempenho, melhorar um parâmetro de desempenho pode resultar na
piora significante de outras características importantes (BALAJI; KAMARAJ, 2012a).
Consequentemente, o projetista tem que procurar soluções que sejam viáveis para todos
os parâmetros de desempenho. Para lidar com esse impasse e alcançar o projeto eficiente,
a aplicação de otimização multiobjetivo ao projeto da MRV parece ser a abordagem mais
adequada. Portanto, há um interesse crescente no sentido da aplicação de técnicas de
otimização multiobjetivos para resolver uma grande variedade de problemas de otimização
de projeto de MRV (BALAJI; KAMARAJ, 2012a).

Nos últimos anos, os projetistas de máquinas concentraram-se, majoritariamente, em
técnicas de otimização de projeto baseados em computação evolucionária, para cumprir os
requisitos de desempenho desejados sob várias restrições, como o conversor, a configuração
das bobinas e dimensões externas fixas (BALAJI; KAMARAJ, 2012a). Alguns destes
trabalhos foram desenvolvidos por Mirzaeian et al. (2002), Kano, Kosaka e Matsui (2007),
Balaji e Kamaraj (2011), Balaji e Kamaraj (2012a) e Balaji e Kamaraj (2012b). Neste
trabalho, serão utilizados os Algoritmos Genéticos (AG) e a Evolução Diferencial (ED),
ambos Algoritmos Evolucionários, para a otimização do projeto de um motor a relutância
variável monofásico.



26 Capítulo 1. Introdução

A grande aplicabilidade da MRV, as metodologias de projeto existentes, os métodos de
previsão de desempenho e a otimização aplicada especialmente à máquina de relutância
variável, justifica o estudo apresentado neste trabalho.

1.3 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é ter uma ampla compreensão do comportamento
da máquina a relutância variável e de diferentes metodologias de projeto e predição das
características de desempenho da máquina, para que, assim, seja feita uma contribuição
aos métodos e técnicas de projeto da MRV e a otimização do mesmo. Para tanto, os
seguintes passos foram necessários:

o Compreensão do princípio de funcionamento da MRV;

o Estudo de metodologias de projeto de MRV;

o Projeto de um Motor de relutância variável monofásico (MRVM);

o Estudo de métodos de previsão de desempenho da MRV;

o Desenvolvimento de ferramenta computacional para determinar os parâmetros da
MRV;

o Compreensão da influência das dimensões físicas da MRV em suas variáveis de saída;

o Simulação computacional da MRV projetada e obtenção das curvas de desempenho
da máquina;

o Estudo de métodos e técnicas de otimização via algoritmos evolucionários, e suas
aplicações;

o Otimização o projeto de máquinas a relutância variável monofásica.

1.4 Estrutura da Dissertação

Com a finalidade de alcançar os objetivos propostos, esta dissertação é estruturada da
seguinte maneira:

Capítulo 1. Introdução

Este capítulo tem por objetivo apresentar inicialmente, as motivações e os
objetivos da dissertação. Além disso, apresenta-se uma revisão bibliográfica
contextualizando o trabalho.

Capítulo 2. Máquina de Relutância Variável
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Este capítulo apresenta o modo de operação elementar da MRV através do
eletromagnetismo, os princípios de operação e as expressões matemáticas de-
rivadas. Além disso, apresenta algumas especificidades da MRV, a relação
entre a produção de torque, fluxo, indutância e modo de operação da má-
quina. Por fim, as principais topologias da MRV são explanadas, e algumas
aplicações da MRV são citadas.

Capítulo 3. Procedimentos de Projeto de MRV

Este capítulo apresenta detalhadamente os procedimentos de projeto da MRV
e a influência dos arcos polares nos parâmetros de saída da máquina, estabe-
lecendo limites para os mesmos. São apresentados o cálculo do torque médio
produzido e a metodologia de projeto iterativo adotada. Por fim, é apresen-
tado o projeto de um protótipo de um motor a relutância variável monofásico
que será objeto de estudo da dissertação.

Capítulo 4. Métodos de previsão das características e desempenho do MRV

Neste capítulo será apresentado duas metodologias diferentes para a obtenção
das características de desempenho da máquina, o Método Analítico de Cálculo
de Fluxo (MACF) e o Método dos Elementos Finitos (MEF). Os resultados
obtidos pelos métodos serão comparados.

Capítulo 5. Simulação Computacional utilizando MEF

Este capítulo apresenta os resultados da simulação computacional para o pro-
tótipo projetado no Capítulo 3. Além de analisar o comportamento das gran-
dezas de saída do protótipo nominal, quatro parâmetros do protótipo serão
variados e simulados separadamente, assim a influência destes parâmetros fí-
sicos no desempenho da máquina poderá ser avaliada.

Capítulo 6. Otimização: Teoria e Métodos

A teoria da otimização utilizando métodos estocásticos é apresentada neste
capítulo. Dentro dos métodos estocásticos, os Algoritmos Evolucionários fo-
ram escolhidos para a otimização proposta neste trabalho. Os AG e a ED
foram as técnicas eleitas para a otimização do projeto de MRV, assim seus
conceitos foram explicadas neste capítulo.

Capítulo 7. Otimização de Projeto do MRV

Este capítulo mostra a formulação do problema de otimização multiobjetivo
proposto, bem como os algoritmos de AG e ED utilizados. Os critérios de
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desempenho, a função objetivo e as restrições aplicadas também são apresen-
tadas. Os resultados obtidos por cada um dos algoritmos de otimização são
comparados, bem como o desempenho dos algoritmos. O motor resultante do
processo de otimização é então simulado e seu desempenho comparado com o
motor inicial.

Capítulo 8. Conclusões

Este capítulo exibe considerações conclusivas sobre o trabalho, com o intuito
de sumarizar as suas principais contribuições e apontar eventuais necessidades
de investigações futuras na área de pesquisa em foco.

Referências Bibliográficas

Por fim, é apresentado o material bibliográfico utilizado no desenvolvimento
desta dissertação.
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Capítulo 2
Máquina de Relutância Variável

2.1 Introdução

As Máquinas de Relutância Variável (MRV) devido à sua simplicidade de construção e
baixo custo têm ganhado importância e têm sido consideradas para aplicações em diversos
campos. A MRV têm inúmeras vantagens inerentes a ela, como a simples construção com
a ausência de bobinas no rotor, tolerância à falta de fases, robustez, baixo custo de
produção, aplicações de alta velocidade e velocidade variável, possibilidade de operação
em altas temperaturas e variações intensas de temperatura (AHN, 2011).

Esse capítulo apresenta o princípio de operação da MRV e as expressões matemáticas
derivadas para expressar o torque e sua relação com a indutância e o modo de operação
da máquina. Além disso, algumas topologias da MRV são explanadas, enumerando as
diferenças e vantagens de cada uma. No final do capítulo, algumas aplicações de MRV
são citadas.

2.2 Considerações sobre a MRV e Operação Elemen-
tar

A MRV é uma máquina duplamente saliente, ou seja, com polos no estator e no
rotor, essa estrutura contribui para a produção de um alto torque de saída. O torque
é produzido pela tendência de alinhamento dos polos, o rotor tende a se mover para
uma posição onde a relutância é minimizada e assim a indutância da bobina excitada é
maximizada. Embora a estrutura da MRV seja duplamente saliente, não há enrolamento
ou imãs permanentes no rotor (LAWRENSON et al., 1980), simplificando a estrutura da
máquina e contribuindo para o baixo custo de fabricação. Mais características da MRV
são apresentadas a seguir:

o Robustez, permitindo trabalho em ambientes sujeitos a altas temperaturas e vibra-
ções;



30 Capítulo 2. Máquina de Relutância Variável

o Confiabilidade;

o Tolerância a falta de fase. Como as bobinas são eletricamente separadas umas das
outras, e a indutância mútua pode ser ignorada, problemas com falhas em uma fase
não afeta as outras fases em geral;

o Alta relação de torque por volume, que possibilita construção de máquinas com
menores dimensões;

o Operação com velocidade variável de maneira econômica;

o Construção simples, com enrolamentos concentrados em volta dos polos do estator
e laminação simplificada;

o Inexistência de enrolamentos no rotor, diminuindo perdas Joule e economizando
material;

o Elevado rendimento;

o O rotor é menor que em qualquer outra máquina e tem o menor momento de inércia,
proporcionando uma grande taxa de aceleração à máquina;

o Devido a ausência de bobinas no rotor, a MRV é muito robusta e naturalmente
adequada para a operação em altas velocidades;

o Alimentação a partir de uma fonte de corrente contínua, com correntes unidirecio-
nais, diminuindo o número de dispositivos eletrônicos em seu conversor;

o Ausência de escovas (KRISHNAN, 2001).

Algumas desvantagens da MRV são apresentadas a seguir:

o Alta ondulação no torque, que pode ser reduzida através do controle da corrente de
excitação nas fases;

o Vibrações e ruídos acústicos;

o Perdas de atrito e ventilação são elevadas para altas velocidades, devido ao rotor
saliente;

o Necessidade de conversor eletrônico de potência para funcionar, aumentando o custo
total da máquina;

o Para o controle da MRV é necessário identificar a posição do rotor.
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A maior parte das desvantagens da MRV podem ser reduzidas a partir de um projeto
adequado, e, algumas, estão presentes também em outros tipos de máquinas, justificando
o uso da MRV em muitas aplicações.

Quando o circuito magnético de um indutor possui uma parte móvel capaz de variar
a indutância de uma bobina, sempre que a bobina for excitada, o circuito magnético
irá tender para a situação em que a energia magnética armazenada é mínima, ou seja,
a situação de relutância mínima (situação de maior estabilidade). É com base neste
princípio que as MRVs funcionam (MILLER; R., 1993).

Os polos do rotor tendem a se alinhar aos polos diametricamente opostos do estator
sempre que estes forem excitados por uma corrente, uma vez que em um circuito magnético
a parte rotativa prefere vir para a posição de mínima relutância no instante da excitação
(KRISHNAN, 2001). Enquanto dois polos do rotor estão alinhados a dois polos do estator,
um outro conjunto de polos do rotor esta desalinhado a um outro conjunto de polos do
estator, assim esse conjunto de polos do estator é excitado para trazer os polos do rotor
para o alinhamento (KRISHNAN, 2001). E assim, sequencialmente, a corrente na MRV
é comutada e o rotor é girado.

A Figura 1 apresenta uma MRV típica com 6 polos no estator e 4 polos no rotor,
considere que os polos do rotor 𝑟1 e 𝑟

′
1 e os polos do estator 𝑐 e 𝑐

′ estão alinhados.
Aplicando uma corrente na fase 𝑎, um fluxo é estabelecido através dos polos 𝑎 e 𝑎

′ do
estator e 𝑟2 e 𝑟

′
2 do rotor, que tende a puxar os polos do rotor 𝑟2 e 𝑟

′
2 para os polos do

estator 𝑎 e 𝑎
′ . Quando eles estiverem alinhados a corrente na fase 𝑎 é desligada e a fase

𝑏 é excitada (KRISHNAN, 2001).

Figura 1 – Operação de uma MRV. (a) Fase c alinhada. (b) Fase a alinhada. Adaptado
de Krishnan (2001)

2.3 Princípios de operação da MRV

A produção de torque em uma máquina a relutância variável é explicada pelo princípio
elementar de conversão eletromecânica de energia em um solenoide. O solenoide, mostrado
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na Figura 2, tem N espiras e quando excitado pela corrente i produz um fluxo Φ na
bobina. Ao aumentarmos a corrente de excitação, a armadura irá se mover em direção a
parte fixa, denominada culatra (KRISHNAN, 2001). A Figura 2 apresenta o gráfico do
fluxo concatenado versus a força magneto-motriz aplicada a bobina para duas posições
da armadura, 𝑥1 e 𝑥2, onde 𝑥1 > 𝑥2. A energia elétrica de entrada pode ser escrita como:

𝑊𝑒 =
∫︁

𝑒𝑖𝑑𝑡 =
∫︁

𝑖𝑑𝑡
𝑑𝑁Φ

𝑑𝑡
=
∫︁

𝑁𝑖𝑑Φ =
∫︁

𝐹𝑑Φ (1)

Onde 𝑒 é o valor instantâneo da tensão induzida e 𝐹 a força magneto-motriz.

Figura 2 – Solenoide e suas características. (a) Solenoide. (b) Gráfico fluxo vs. força
magnetomotriz. Fonte: Krishnan (2001)

De acordo com o princípio da conservação de energia, a energia não pode ser criada
nem destruída, mas somente transformada de uma espécie em outra. Assim, aplicando
este princípio a sistemas eletromecânicos, quando a energia elétrica é armazenada princi-
palmente em campos magnéticos, nesses sistemas a energia de entrada é igual a energia
armazenada no sistema. A energia elétrica de entrada é igual a soma da energia arma-
zenada no campo, 𝑊𝑐, da energia convertida em trabalho mecânico, 𝑊𝑚 e da energia
perdida, em forma de calor por exemplo, que não se transformou em trabalho mecânico
𝑊𝑝. Em um sistema magnético perfeito, sem perdas, a energia elétrica de entrada é dada
pela Equação (2).

𝑊𝑒 = 𝑊𝑐 + 𝑊𝑚 (2)

Quando nenhum trabalho mecânico foi feito, mantendo constante a posição 𝑥1 por
exemplo, a energia armazenada no campo é igual a energia elétrica de entrada dada pela
Equação (1). Isso correspondente a área OBEO na Figura 2b. A mudança no valor
da energia no campo, chamada coenergia, é dada pela área OBAO e matematicamente
expressa por

∫︀
Φ𝑑𝐹 . Logo, para a posição 𝑥2 a energia armazenada no campo corresponde
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a área OCDO e a coenergia pela área OCAO. A mudança no valor da energia pode ser
escrita por:

𝛿𝑊𝑒 = 𝛿𝑊𝑐 + 𝛿𝑊𝑚 (3)

Para uma corrente de excitação constante 𝑖1, dada pelo ponto de operação A na
Figura 2a, as energias podem ser derivadas como:

𝛿𝑊𝑒 =
∫︁ 𝜑2

𝜑1
𝐹1𝑑𝜑 = 𝐹1(𝜑2 − 𝜑1) = 𝑎𝑟𝑒𝑎(𝐵𝐶𝐷𝐸𝐵) (4)

𝛿𝑊𝑐 = 𝛿𝑊𝑐|𝑥=𝑥2 − 𝛿𝑊𝑐|𝑥=𝑥1 = 𝑎𝑟𝑒𝑎(𝑂𝐶𝐷𝑂) − 𝑎𝑟𝑒𝑎(𝑂𝐵𝐸𝑂) (5)

Usando as equações anteriores, o incremento na energia mecânica é dado por:

𝛿𝑊𝑚 = 𝛿𝑊𝑒 + 𝛿𝑊𝑐 = 𝑎𝑟𝑒𝑎(𝑂𝐵𝐶𝑂) (6)

A área OBCO corresponde a área entre as duas curvas para uma força magneto-
motriz. Logo, no caso de uma máquina rotativa, o incremento na energia mecânica pode
ser escrito em termos do torque eletromagnético e uma mudança na posição do rotor:

𝛿𝑊𝑚 = 𝑇𝑒𝛿𝜃 (7)

Onde 𝑇𝑒 é o torque eletromagnético e 𝛿𝜃 o incremento no ângulo do rotor. Consequen-
temente, o torque eletromagnético é dado por:

𝑇𝑒 = 𝛿𝑊𝑚

𝛿𝜃
(8)

Para o caso de excitação constante, o incremento de trabalho mecânico feito é igual
a taxa de mudança da coenergia 𝑊

′
𝑡 , que é simplesmente o complemento da energia

armazenada no campo. A expressão para o incremento do trabalho mecânico e cálculo da
coenergia são apresentados nas Equação (9) e Equação (10), respectivamente.

𝛿𝑊𝑚 = 𝛿𝑊
′

𝑡 (9)

𝑊
′

𝑡 =
∫︁

Φ𝑑𝐹 =
∫︁

Φ𝑑(𝑁𝑖) =
∫︁

(𝑁Φ)𝑑𝑖 =
∫︁

𝜆(𝜃, 𝑖)𝑖𝑑𝑖 =
∫︁

𝐿(𝜃, 𝑖)𝑖𝑑𝑖 (10)

A indutância 𝐿 e o fluxo concatenado 𝜆 são funções da posição do rotor e da corrente
na Equação (10). Essa mudança no valor da coenergia acontece entre duas posições do
rotor, 𝜃1 e 𝜃2, logo o torque no entreferro, em função da coenergia, pode ser representado
como uma função da posição do rotor e da corrente de excitação.

𝑇𝑒 = 𝛿𝑊𝑚

𝛿𝜃
= 𝛿𝑊

′
𝑡

𝛿𝜃
= 𝛿𝑊

′
𝑡 (𝑖, 𝜃)
𝛿𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑖=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

(11)
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Se a indutância varia linearmente com a posição do rotor para uma dada corrente, o
que geralmente não ocorre na prática, então o torque pode ser derivado como:

𝑇𝑒 = 𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝜃

.
𝑖2

2 (12)

Onde:

𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝜃

= 𝐿(𝜃2, 𝑖) − 𝐿(𝜃1, 𝑖)
𝜃2 − 𝜃1

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑖=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

(13)

É importante enfatizar que para uma máquina de relutância variável, a indutância não
é constante e varia continuamente com a posição do rotor. Desse modo, um MRV não
terá um circuito equivalente em estado permanente como os motores de corrente continua
e alternada (KRISHNAN, 2001).

A demonstração feita acima foi feita por Krishnan (2001) e segundo ele, a Equação
(12) tem as seguintes implicações.

O torque é proporcional ao quadrado da corrente, consequentemente a corrente pode
ser unipolar para produzir um torque unidirecional. Isso representa uma vantagem consi-
derável frente as tradicionais máquinas de corrente alternada, pois é utilizado um reduzido
número de dispositivos de potência no conversor, diminuindo o custo do acionamento do
MRV. Além disso, como o torque é proporcional ao quadrado da corrente, essa máquina
se assemelha a um motor Corrente Contínua (CC) série e consequentemente tem um alto
conjugado de partida.

A indutância do enrolamento é uma função da posição do rotor e do valor da corrente,
isso a faz não linear. Devido à sua natureza não linear, não é possível desenvolver um
circuito equivalente para o MRV.

O MRV pode operar como gerador se a corrente for aplicada durante o período de
decrescimento da indutância. A direção da rotação de um MRV pode ser alterada com
uma simples mudança na sequência de excitação do estator. Logo, a MRV pode funcionar
nos quatro quadrantes de operação com um conversor adequado.

Torque e velocidade controláveis podem ser obtidos utilizando um conversor contro-
lável no acionamento. Esta máquina precisa de um conversor para funcionar, ela não
pode ser ligada diretamente à rede, assim em aplicações de velocidade constante seu uso
é caro em comparação com motores de indução e síncronos, tornando-o inviável. Por
causa de sua dependência de um conversor de potência, a MRV é amplamente utilizada
em aplicações de velocidade variável.

O valor da indutância mútua entre os enrolamentos de fase em uma MRV é muito
pequeno e praticamente nulo, para todos os efeitos práticos é considerada desprezível.
Uma vez que o acoplamento mútuo é desprezível, cada fase é eletricamente independente
das outras. Esta é uma característica única da MRV e traz vantagens consideráveis como:
um curto-circuito em uma fase não tem efeito sobre as outras fases, se uma fase for
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danificada as outras fases continuam funcionando e o motor também, uma vez que a
tensão necessária é a mesma antes e depois da falta. Essa independência das fases da
MRV é uma vantagem muito grande e imprescindível em muitas aplicações.

Portanto, pode-se concluir que o motor a relutância variável é semelhante ao motor de
passo, exceto por possuir menor número de polos, maior ângulo de passo, usualmente tem
um dente por polo e alta capacidade de potência de saída. No entanto, essa comparação
não deve ser levada muito adiante devido a não linearidade do circuito magnético.

2.4 Relação entre a indutância e posição do rotor

Como demonstrado anteriormente, o torque depende da relação entre fluxo, posição
do rotor e corrente. Logo, para uma melhor compreensão das possibilidades de controle e
limitações de acionamento do MRV, é relevante um estudo mais aprofundado da relação
entre a indutância e posição do rotor.

Figura 3 – Configuração básica de MRV com dois polos (KRISHNAN, 2001).

Figura 4 – Perfil de indutância típico(KRISHNAN, 2001).

Um perfil de indutância típico, indutância da fase versus posição do rotor, é mostrado
na Figura 4 para um valor de corrente fixo. A indutância apresentada corresponde a
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indutância própria da bobina de uma fase do estator, negligenciando o espraiamento do
fluxo e a saturação do material. O formato do perfil de indutância é determinado pelos
arcos polares do rotor e do estator e pelo número de polos do rotor. Na Figura 3 o arco
polar do rotor é maior que o arco polar do estator, o que acontece normalmente em MRVs.
A partir da Figura 3, os seguintes ângulos podem ser definidos:

𝜃1 = 1
2

[︂2𝜋

𝑁𝑟

− (𝛽𝑠 + 𝛽𝑟)
]︂

(14)

𝜃2 = 𝜃1 + 𝛽𝑠 (15)

𝜃3 = 𝜃2 + (𝛽𝑟 − 𝛽𝑠) (16)

𝜃4 = 𝜃3 + 𝛽𝑠 (17)

𝜃5 = 𝜃4 + 𝜃1 = 2𝜋

𝑁𝑟

(18)

Onde 𝛽𝑠 e 𝛽𝑟 são o arco polar do estator e do rotor, respectivamente, e 𝑁𝑟 é o número
de polos do rotor.

Segundo Krishnan (2001), quatro intervalos são identificados no perfil de indutância,
e são descritos a seguir. No intervalo de 0 − 𝜃1, os polos do estator e do rotor não estão
sobrepostos, e o fluxo é determinado principalmente pelas linhas de fluxo que passam pelo
ar, assim o valor da indutância é mínimo e praticamente constante (KRISHNAN, 2001).
Logo, essas regiões não contribuem para a produção de torque. A indutância nessa região
é conhecida como indutância desalinhada 𝐿𝑢. O mesmo acontece no intervalo 𝜃4 − 𝜃5.

Na região 𝜃1 −𝜃2, os polos do estator e do rotor estão se sobrepondo, assim as linhas de
fluxo estão passando pelas lâminas do estator e do rotor. Logo, o valor da indutância cresce
à medida que a sobreposição dos polos aumenta. Uma corrente de excitação aplicada
a bobina nesta região produz torque positivo. Isso acontece até que os polos estejam
totalmente sobrepostos.

Durante período 𝜃2−𝜃3, o movimento do rotor não altera a sobreposição total dos polos
do rotor e do estator, logo não altera o fluxo estabelecido e, assim, o valor da indutância,
conhecida como indutância alinhada 𝐿𝑎. Nesta região, mesmo com a presença de corrente,
a produção de torque é nula, uma vez que não há alteração no valor da indutância/fluxo.
Esta característica é útil para o chaveamento da corrente, pois fornece tempo para a
corrente ser extinta antes da etapa de decrescimento da indutância, prevenindo produção
de torque negativo (KRISHNAN, 2001).

No intervalo 𝜃3 - 𝜃4, o polo do rotor está se desalinhando do polo do estator. Esta
região se assemelha a região 𝜃1 - 𝜃2, mas o decrescimento da indutância com o movimento
do rotor contribuem para a inclinação negativa do perfil de indutância. A aplicação de
corrente na máquina nesta região produz torque negativo, e a máquina irá operar no modo
gerador, isto é, a geração de energia elétrica através da entrada de energia mecânica na
MRV (KRISHNAN, 2001). Logo, para operação da máquina como motor não poderá
existir corrente de excitação nesta região.
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O perfil ideal de indutância mostrado na Figura 4 é impossível de ser encontrado em
uma máquina real devido a saturação. A saturação faz com que o perfil de indutância
seja mais curvo perto do valor máximo e isso reduz o valor do torque, logo a saturação
da máquina além de um determinado ponto reduz o torque e a potência produzidos
pela máquina (KRISHNAN, 2001), contradizendo uma situação ideal. Portanto, existe
um limite de operação para a máquina a relutância variável, no qual um aumento da
saturação da máquina, ou corrente de excitação, além desse ponto produz um ganho
mínimo no torque e potência de saída.

Para correntes retangulares, o torque é produzido por um pequeno período em forma
de pulso, causando um alto valor de ripple no torque. Isso pode causar vários problemas,
como ruídos audíveis, fadiga no eixo e possíveis oscilações de velocidade. A ondulação no
torque pode ser minimizada através do projeto da máquina de modo que a sobreposição
do perfil de indutância de duas fases sucessivas se dê durante o fim de uma e início da
outra. Para que isso aconteça, deve ser feita uma escolha ótima do número de polos do
rotor e do estator e dos valores de seus arcos polares (KRISHNAN, 2001).

2.5 Circuito equivalente

Um circuito equivalente elementar do MRV pode ser obtido se desconsiderarmos os
efeitos da saturação magnética, espraiamento de fluxo nas bordas do polo, fluxo disperso e
acoplamento mútuo entre as fases. A seguinte demostração foi feita por Krishnan (2001).
O circuito de uma fase do MRV é apresentado na Figura 5, e a equação para esse circuito
é definida por (19).

Figura 5 – Circuito equivalente monofásico de um MRV (KRISHNAN, 2001).

𝑉 = 𝑅𝑠𝑖 + 𝑑𝜆(𝜃, 𝑖)
𝑑𝑡

(19)

𝜆 = 𝑖.𝐿(𝜃, 𝑖) (20)
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Onde 𝜆 é o fluxo concatenado, 𝑖 é a corrente no enrolamento, 𝐿 é a indutância da fase
e 𝑅𝑠 é a resistência por fase. A indutância é dependente da corrente e da posição angular
do rotor, logo, a Equação (19) se torna

𝑣 = 𝑅𝑠𝑖 + 𝐿(𝜃, 𝑖)𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑖

𝑑𝜃

𝑑𝑡

𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝜃

= 𝑅𝑠𝑖 + 𝐿(𝜃, 𝑖)𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑖𝜔

𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝜃

(21)

Nessa equação de tensão para uma fase, os três termos do lado direito da equação
representam a queda de tensão na resistência, a queda de tensão na indutância e a fem
induzida, respectivamente. Note que o resultado é similar à equação de tensão do motor
CC série. A fem induzida, e, é obtida como:

𝑒 = 𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝜃

𝜔𝑚𝑖 (22)

Visto que as correntes empregadas em um MRV são normalmente unipolares e o si-
nal de 𝑖 é sempre positivo, o sinal de 𝑒 é determinado por 𝑑𝐿

𝑑𝜃
. Assim, quando 𝑑𝐿

𝑑𝜃
> 0

a fem induzida é positiva e tende a forçar a redução da corrente, indo contra a tensão
aplicada, a energia elétrica aplicada é convertida em energia mecânica (funcionamento
como motor). Quando 𝑑𝐿

𝑑𝜃
< 0 a fem induzida é negativa e contribui para o crescimento

da corrente, assim acontece a conversão da energia mecânica em energia elétrica (funcio-
namento como gerador). A amplitude da fem induzida 𝑒 varia com a velocidade do rotor
𝑤 e o comportamento da corrente é determinado pela relação entre 𝑒 e 𝑉 .

Se a Equação (21) for multiplicada pela corrente da fase, tem-se então, a potência
instantânea na fase.

𝑝𝑖 = 𝑣𝑖 = 𝑅𝑠𝑖
2 + 𝑖2 𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)

𝑑𝑡
+ 𝐿(𝜃, 𝑖)𝑖𝑑𝑖

𝑑𝑡
(23)

O último termo da Equação (23) não pode ser interpretado fisicamente, assim, em
busca de uma inferência significativa, pode-se colocar essa expressão em termos de variá-
veis conhecidas da seguinte forma:

𝑑

𝑑𝑡

(︂1
2𝐿(𝜃, 𝑖)𝑖2

)︂
= 𝐿(𝜃, 𝑖)𝑖𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 1

2𝑖2 𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝑡

(24)

Substituindo (24) em (23):

𝑝𝑖 = 𝑅𝑠𝑖
2 + 𝑑

𝑑𝑡

(︂1
2𝐿(𝜃, 𝑖)𝑖2

)︂
+ 1

2𝑖2 𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝑡

(25)

Onde 𝑝𝑖 representa a potência instantânea de entrada. A Equação (23) está na forma
geralmente encontrada em textos introdutórios de estudos em eletromecânica e conversão
de energia. A potência de entrada é a soma das perdas resistivas, dada por 𝑅𝑠𝑖

2, a taxa
de mudança da energia armazenada no campo dada por 𝑝[𝐿(𝜃, 𝑖).𝑖2/2], e a potência no
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entreferro, 𝑝𝑎, identificada pelo termo [𝑖2𝑝𝐿(𝜃, 𝑖)]/2, onde 𝑝 é o operador diferencial 𝑑/𝑑𝑡

(KRISHNAN, 2001). Definindo o tempo em termo da posição do rotor e velocidade:

𝑡 = 𝜃

𝑤𝑚

(26)

E substituindo na expressão da potência teremos:

𝑝𝑎 = 1
2𝑖2.

𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝑡

= 1
2 .𝑖2.

𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝜃

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 1

2𝑖2 𝑑𝐿(𝜃, 𝑖)
𝑑𝜃

𝜔𝑚 (27)

A potência no entreferro é o produto do torque eletromagnético pela velocidade do
rotor, logo:

𝑝𝑎 = 𝜔𝑚𝑇𝑒 (28)

Essa análise completa o desenvolvimento de um circuito equivalente e equações para
avaliar o torque eletromagnético, a potência no entreferro, e a potência de entrada do
MRV tanto para operação em estado dinâmico e permanente.

2.6 Topologias de MRV Rotativas

A MRV é uma máquina duplamente saliente, isso quer dizer que tanto o estator como
o rotor tem polos salientes. Além disso, ambos são laminados o que significa o empilha-
mento das laminas de aço de alta qualidade magnética e alto rendimento. As bobinas são
colocadas em cada um dos polos do estator, cada par de polos diametricamente opostos
formam uma fase e serão excitados de modo a produzir um fluxo magnético dentro da
máquina. Como demonstrado nas seções anteriores o valor do torque e da potência de
um MRV é influenciado diretamente pelo número de polos e arcos polares do rotor e do
estator. Além disso, o custo de uma MRV é uma combinação do custo da máquina e do
conversor, assim quanto maior o número de fases mais alto o custo do máquina. Portanto
a escolha da topologia adequada para cada aplicação deve ser feita cuidadosamente.

2.6.1 MRV Monofásico

As MRVs monofásicas são interessantes por possuir uma forte semelhança com os
motores de indução monofásicos e motores universais e por compartilharem também seu
baixo custo de fabricação (KRISHNAN, 2001). Aplicações de alta velocidade são parti-
cularmente atraentes para esta topologia de MRV.

Em um Motor de relutância variável monofásico (MRVM) o número de fases se reduz
a unidade e a quantidade de polos no estator e no rotor são iguais. As características
construtivas são similares aos demais MRV, porém o controle desse máquina é muito mais
simples, uma vez que é necessário controlar apenas uma fase (MAMEDE; CAMACHO;
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Figura 6 – Seção transversal de um MRV monofásico 4/4.

Figura 7 – Perfil de indutância e produção de conjugado positivo em um MRV 4/4.

ANDRADE, 2016). As configurações típicas deste tipo de máquina são 2/2, 4/4, 6/6 e 8/8
polos no estator e no rotor. Quando os polos do rotor e do estator se alinham, a corrente
é desligada e o rotor continua a se mover devido à energia cinética armazenada. Quando
os polos estão desalinhados o enrolamento do estator é energizado novamente produzindo
torque eletromagnético. A Figura 6 mostra um MRV monofásico 4/4 e a Figura 7 mostra
o perfil ideal de indutância, os pulsos de corrente e conjugado ideais produzidos por um
motor com essa configuração.

A Figura 7 ilustra um problema com a operação de um MRVM, existem regiões onde
o conjugado produzido é nulo, e a consequência disto é a impossibilidade da máquina
ser acionada nessas posições caso não seja utilizado algum artifício apropriado. Essas
posições são quando os polos do rotor e do estator estão alinhados ou o rotor está em
uma posição na qual o torque produzido é menor que o torque de partida da carga.

Observa-se também que a produção de conjugado positivo não é contínua, sendo com-
posto por uma série de pulsos equidistantes. Consequentemente, uma carga acionada por
um motor com esta característica deve ser insensível a estas variações, ou seja, a carga
deve ser capaz de acelerar na região de conjugado positivo e permanecer em movimento
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na região de conjugado nulo, até a próxima região de conjugado positivo (COSTA, 2004).
Logo, se faz necessário o uso de alguma metodologia que permita ao motor partir

estando o rotor em qualquer posição. As técnicas ou artifícios utilizados para dar ao
MRVM capacidade de partida em todas as posições do rotor podem ser divididas em
cinco categorias, a saber:

o Utilização de Imãs permanentes;

o Efeito da Saturação Magnética;

o Uso de Artifícios Mecânicos;

o Uso de Bobina de Partida no Rotor;

o Utilização de Bobinas Auxiliares.

Todos os métodos, com exceção dos artifícios mecânicos, causam saturação assimétrica
no rotor e no estator, o que resulta no deslocamento do eixo do fluxo, e essa variação
fornece torque eletromagnético de partida em todas as posições.

2.6.2 MRV Bifásico

A MRV bifásica compartilha com a MRVM uma grande desvantagem que é o alto ripple
no torque, no entanto, para esta máquina essa desvantagem se torna um inconveniente
devido ao aumento no custo do inversor por possuir uma fase a mais. Além disso, a MRV
bifásica também tem problemas de partida em determinadas posições.

Assim, alterações nesta máquina são estudadas de modo a reduzir o ripple no torque
e garantir a partida do motor em qualquer posição. A Figura 8 mostra um MRV bifásico
típico com dois polos no rotor e quatro polos no estator, já a Figura 9 apresenta diferentes
formatos de rotores propostos por Torkaman e Afjei (2012) para melhorar o desempenho
do MRV bifásico.

Figura 8 – MRV bifásico típico (TORKAMAN; AFJEI, 2012).
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Figura 9 – Rotor em formato (a) convencional, (b) degrau e (c) chanfrado. Fonte: Tor-
kaman e Afjei (2012).

De um modo geral, a vantagem de um MRV bifásico é que é possível garantir a partida
própria do motor. O campo magnético rotativo produzido por um motor bifásico fornece
conjugado de partida para uma velocidade zero, o que não é possível para um MRVM
(TORKAMAN; AFJEI, 2012). A análise de desempenho do MRV para os rotores com
polos em degrau (Figura 9.b) e inclinado (Figura 9.c) apresentam resultados satisfatórios
e promissores, podendo competir com motores bifásicos convencionais (TORKAMAN;
AFJEI, 2012).

2.6.3 MRV Trifásico

O MRV trifásico é uma topologia bastante utilizada, pois oferece uma boa relação
entre partida própria da máquina, ondulação no torque e custo do inversor. A topologia
mais popular do MRV trifásico possui seis polos no estator e quatro polos no rotor é
apresentada na Figura 10, e o torque eletromagnético produzido por ele na Figura 11.

Figura 10 – MRV trifásico típico (PYRHONEN; JOKINEN; HRABOVCOVA, 2009).
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Figura 11 – Produção de torque eletromagnético em um MRV trifásico (PYRHONEN;
JOKINEN; HRABOVCOVA, 2009).

Essa máquina ainda possui uma ondulação considerável no torque, que pode ser redu-
zida a partir de um projeto otimizado. Os polos do rotor e do estator a serem magnetizados
devem estar no inicio da sobreposição, a fim de produzir torque em todas as posições do
rotor (PYRHONEN; JOKINEN; HRABOVCOVA, 2009).

Para garantir torque continuo, suave e sem dificultar o perfil da corrente de fase,
o motor deve ter pelo menos quatro fases (PYRHONEN; JOKINEN; HRABOVCOVA,
2009)

2.6.4 MRV com Quatro fases ou mais

A MRV de quatro fases é conhecida por fornecer torque contínuo e suave, com reduzida
ondulação, vide Figura 13.a . Uma topologia típica desta MRV com oito polos no estator
e seis polos no rotor é apresentada na Figura 12. O alto número de dispositivos eletrônicos
e conexões nesta máquina é sua maior desvantagem, limitando a MRV tetrafásica a um
campo de aplicação específico (WANG, 2014). Isso acontece devido ao alto custo do
conversor, fazendo com que o custo total da máquina seja alto, tornando-a inviável para
muitas aplicações.

Figura 12 – Exemplo de MRV com quatro fases (PYRHONEN; JOKINEN; HRABOV-
COVA, 2009).
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A Figura 13 mostra o torque eletromagnético para um MRV de quatro e cinco fases.

Figura 13 – Produção de torque eletromagnético em um MRV com (a) 4 fases e (b) 5
fases. Fonte: Pyrhonen, Jokinen e Hrabovcova (2009)

A partir das Figuras 11 e 13, é possível concluir que quanto maior o número de fases
em um MRV mais fácil é obter um torque contínuo e suave, no entanto mais dispositivos
eletrônicos são necessários para operar o MRV. Assim, o custo total do MRV fica alto,
restringindo seu uso a um campo restrito e diminuindo sua capacidade de competir com
outros tipos de motores.

2.7 Aplicações

Algumas aplicações industriais das máquinas de relutância variável são descritas nessa
Seção, com a finalidade de exemplificar o aumento do uso e versatilidade da MRV.

As aplicações de até 5kW são uma categoria de sucesso do MRV, cada vez mais
populares com um alto número de vendas anuais. A empresa Hewlett-Packard desenvolveu
e aplicou uma MRV como servo-motor em uma impressora que produz cerca de 0,1275
N.m de torque a 4000 rpm e entrega uma potência máxima de 53W. Utilizaram para
isso uma topologia incomum, uma máquina trifásica com seis polos no estator e oito
polos no rotor. A empresa francesa Radio Energie desenvolveu um motor para aplicação
em empilhadeira/paleteira manual que desenvolve 1,8 kW de potência a 1500 rpm. Na
velocidade de 3200 rpm a eficiência medida foi de 82%.

A Besam produz um atuador de porta com um motor trifásico 12/8 entregando 5 N.m
a 300 rpm, é um sistema de controle de posição que exige operação em baixa velocidade
com alta precisão. Além disso, algumas empresas já introduziram MRVs em suas lavadoras
e secadoras, sendo o principal motivo da substituição é o baixo custo da MRV.
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As aplicações de média potência são aquelas até 300 kW. O MRV ainda não con-
quistou uma posição forte nesta categoria por algumas razões como o enraizamento dos
motores Corrente Alternada (CA) e CC em aplicações existentes. Como novas aplicações
não surgem em grande escala frequentemente, a MRV está entrando lentamente neste
mercado. A empresa Normalair Garrett comercializa sistemas de ar condicionado para
trens que utilizam em seu compressor uma MRV trifásica 6/4, com potência de 40 kW a
30000 rpm. British Jeffrey Diamond oferece no mercado MRVs trifásicas para mineração,
com potência de 150 a 300 kW a 1500 rpm, configuração 12/8 e operação nos quatro
quadrantes.

Na categoria de alta potência estão as máquinas de 300 kW a 1000 kW. Estudos são
realizados para aplicações de ventiladores e bombas de alta potência, entretanto, elas
ainda não entraram no mercado. Este é um campo promissor para as MRVs, pois a esta
potência o conversor se torna competitivo frente aos conversores utilizados por máquinas
CA e CC. Como o custo de fabricação da MRV é mais baixo, devido a suas características
de enrolamento e laminação, o custo total da MRV é mais atrativo.

A MRV é uma escolha natural para aplicações de alta velocidade principalmente pela
robustez de seu rotor e alta densidade de potência (KRISHNAN; BHARADWAJ, ). A
ausência de imãs e enrolamentos no rotor, ambos sensíveis a variações de temperatura,
fazem com que a sensibilidade da MRV a altas temperaturas seja mínima em comparação
com as máquinas de indução, imã permanente, e motor CC sem escovas. Assim, a MRV
é ideal para aplicações de alta velocidade e velocidade variável.

Algumas empresas desenvolveram MRVs para compressores de parafuso rotativo. A
CompAir Broom Wade por exemplo, comercializa um MRV 8/4 bifásico que entrega 75
kW a 4500 rpm. A Beckman Instruments comercializa centrífugas para aplicações médicas
que utilizam um MRV trifásico, com 6/4 polos que funcionando a velocidade de 30000
rpm desenvolve 2,5 kW de potência.

A MRV é ideal para aplicações aeroespaciais, tais como motor/gerador de partida para
motores a jato (RADUN, 1992). A MRV pode ser usada inicialmente para partir o motor
a jato e operar a 27000 rpm e, finalizada a partida a MRV é alterada para trabalhar como
gerador fornecendo energia elétrica para a aeronave. A faixa de velocidade do gerador
é 27000 rpm a 50000 rpm. A MRV é adequada para aplicações onde é integralmente
montado sobre o motor a jato, para isso deve ter elevada capacidade térmica e habilidade
para operar, tanto como motor como gerador, com uma ou mais fases em curto-circuito.
Esta MRV é geralmente desenvolvida com um alto número de fases independentes, para
que o curto-circuito em algumas fases não impeça o funcionamento da mesma. A faixa
de potência para essa aplicação foi inicialmente de 30 kW e depois estendida para 250
kW. Outra aplicação aeroespacial é a bomba de lubrificação/combustível para um motor
de turbina a gás de 5 HP (FERREIRA et al., 1994).

Além disso, a MRV também ganhou espaço no desenvolvimento de veículos elétricos
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automotivos. A utilização de um gerador elétrico ligado ao eixo das rodas, ou do gerador
instalado dentro da roda (XUE et al., 2010), possibilita que a geração de energia elétrica
através do torque disponibilizado pelo movimento das rodas, assim as baterias podem
ser recarregadas e o sistema elétrico do carro alimentado (COELHO et al., 2011). Para
aplicações em veículos elétricos a MRV oferece inúmeras vantagens como alto torque de
partida para a aceleração inicial, alta densidade de torque e eficiência para operar em
velocidades variáveis, contribuindo para prolongar a vida útil da bateria.

As vantagens citadas acima, juntamente com o baixo custo e confiabilidade da MRV,
vem fazendo dessa máquina um promissor substituto do motor de indução para aplicação
em geração eólica. O grande intervalo de variação do vento faz necessário o uso de uma
caixa de câmbio para realizar as regulagens na velocidade da máquina de indução. Assim o
uso do gerador de relutância variável reduziria custos e aumentaria a eficiência do sistema
de geração eólica.

Por fim, o uso da MRV em sistemas armazenadores de energia cinética, mais conheci-
dos flywheels, cujo objetivo é armazenar energia cinética e alimentar uma carga elétrica
durante a ocorrência de uma falta na rede elétrica, ou ainda compensar eventuais afun-
damentos de tensão, aumento na demanda e harmônicos no sistema (RIBEIRO, 2008).
A MRV atua como volante de inércia nesses sistemas, fornecendo a energia cinética. A
MRV é uma excelente opção para estes sistemas devido a operação em uma ampla faixa de
velocidades, suportabilidade aos estresses mecânicos causados pelas elevadas velocidades
de rotação, simplicidade, confiabilidade e robustez (RIBEIRO, 2008).
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Capítulo 3
Procedimentos de Projeto de MRV

3.1 Introdução

A análise de desempenho da MRV requer as dimensões das lâminas do rotor e do
estator, detalhes dos enrolamentos, número de polos e arcos polares (KRISHNAN, 2001).
Portanto, um dimensionamento aproximado serve de ponto de partida para a análise da
MRV e a obtenção de um projeto final melhorado. O ponto de partida para projetar uma
máquina é a obtenção da equação de saída de potência da MRV, este capítulo apresenta
esse processo. Além disso, outras variáveis da máquina são determinadas, como número de
polos, arcos polares do rotor e estator, comprimento do núcleo, diâmetro interno, culatra
do rotor e do estator, número de espiras por fase, entreferro.

Os valores adotados no início do processo de projeto da MRV serão verificados e cor-
rigidos a partir de um processo iterativo. A verificação de projeto é realizada através
das características de desempenho do motor, esses dados podem ser obtidos analitica-
mente ou através de simulação computacional pelo método dos elementos finitos. Estes
métodos serão apresentados no próximo capítulo. O estudo de verificação de projeto será
apresentado no Capítulo 5, juntamente com a apresentação de resultados da simulação
computacional.

3.2 Equação de saída

A equação de saída relaciona o diâmetro interno, comprimento, velocidade e o carre-
gamento magnético e elétrico da máquina. Em geral, os projetos de máquinas se iniciam a
partir da grandeza de saída (como a potência de saída) que é desejada para a máquina. O
gráfico do fluxo concatenado versus a corrente de excitação para a posição totalmente ali-
nhada, saturada e não saturada, e para a posição de alinhamento mínimo, ou desalinhada,
para uma fase da MRV é apresentado na Figura 14.

Duas trajetórias de operação são apresentadas. Na trajetória de operação 1 a máquina
experimenta uma pequena saturação magnética, já na trajetória 2 a máquina experimenta
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Figura 14 – Fluxo concatenado versus corrente de excitação em um MRV.

alta saturação magnética. O potencial de conversão de energia de um MRV é determinado
pela sua trajetória de operação no plano da curva fluxo concatenado-corrente, a máquina
saturada tem o potencial de converter aproximadamente o dobro de energia do que a
máquina não saturada, para as mesmas dimensões e corrente de pico (RADUN, 1995).
Logo, o MRV deve ser projetado com o objetivo de atingir a saturação com uma corrente
inferior a corrente de pico, assim a densidade de energia será maximizada e o desempenho
da máquina também.

A saturação do aço ocorrerá somente quando houver sobreposição dos polos do rotor
e do estator, e é maior à medida que a área sobreposta aumenta. Assim, mesmo que os
polos não estejam saturados em toda sua extensão angular, as curvas de fluxo apresentam
comportamento saturado (RADUN, 1995). Isto acontece, pois, o fluxo deve ser suficiente-
mente grande de modo a atravessar o entreferro e encontrar os polos do rotor, saturando
assim o aço próximo ao entreferro e produzindo uma região de alta relutância para a pas-
sagem do fluxo. A corrente que causa o efeito de saturação pode ser encontrada através
da Lei de Ampére, utilizando uma linha de fluxo quando os polos estão sobrepostos, e
pode ser calculada através de (29).

𝐼𝑠𝑎𝑡 = 𝐵𝑠𝑎𝑡.𝑔

𝜇0.𝑁𝑇
(29)

Na equação (29), 𝐵𝑠𝑎𝑡 é o valor da densidade de fluxo em que ocorre a saturação do
aço, 𝑔 é o entreferro, 𝜇0 é a permeabilidade do vácuo e 𝑁𝑇 é o número de espiras por
polo do estator.
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A área delimitada pelos fluxos concatenados na posição alinhada e não alinhada de-
terminam a energia mecânica de saída do motor. Desprezando a queda de tensão causada
pela resistência da bobina, a tensão aplicada é igual a taxa de mudança nos fluxos. Uma
vez que o fluxo concatenado pode ser determinado pela equação (20), a tensão aplicada
pode ser deduzida como apresentado na equação (30).

𝑉 ∼=
𝑑𝜆

𝑑𝑡
= (𝜆𝑎 − 𝜆𝑢)

𝜆𝑢

= (𝐿𝑠
𝑎 − 𝐿𝑢)𝑖

𝑡
(30)

Onde 𝐿𝑠
𝑎 é a indutância saturada na posição alinhada e 𝑡 o tempo necessário para

o rotor se mover da posição desalinhada para a posição alinhada. O tempo pode ser
determinado pela divisão do arco polar do estator, em radianos, pela velocidade do rotor
em rad/s (𝑡 = 𝛽𝑠

𝜔𝑚
). A relação entre a indutância alinhada saturada e não saturada

é chamada 𝜎𝑠, e a relação entre as indutâncias alinhada não saturada e desalinhada é
nomeada 𝜎𝑢.

𝜎𝑠 = 𝐿𝑠
𝑎

𝐿𝑢
𝑎

(31)

𝜎𝑢 = 𝐿𝑢
𝑎

𝐿𝑢

(32)

Substituindo as equações acima na equação (30), a tensão aplicada se torna:

𝑉 = 𝑤𝑚

𝛽𝑠

𝐿𝑠
𝑎𝑖
(︂

1 − 1
𝜎𝑠𝜎𝑢

)︂
(33)

O fluxo concatenado na posição alinhada pode ser calculado como:

𝜆𝑎 = 𝐿𝑠
𝑎.𝑖 = 𝜑.𝑁𝑇 = 𝐵.𝐴𝑠𝑝.𝑁𝑇 (34)

Na equação (34), 𝜑 é o fluxo na posição alinhada, 𝐵 a densidade de fluxo e 𝐴𝑠𝑝 a área
do polo do estator, que é calculada por:

𝐴𝑠𝑝 = 𝐷𝑖.𝐿.𝛽𝑠

2 (35)

onde:

𝐷𝑖: diâmetro interno;
𝐿: comprimento do núcleo (estator e motor);
𝛽𝑠: arco polar do estator.

Assim, substituindo (35) na equação (34), o fluxo concatenado na posição alinhada é
definido a seguir:

𝜆𝑎 = 𝐿𝑠
𝑎.𝑖 = 𝐵.𝐷𝑖.𝐿.𝛽𝑠.𝑁𝑇

2 (36)

A corrente no estator pode ser obtida através do carregamento elétrico específico 𝐴𝑠,
que é dado por:
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𝐴𝑠 = 2.𝑁𝑇.𝑖.𝑚

𝜋.𝐷𝑖

(37)

Onde 𝑚 é o número de fases excitadas simultaneamente. Definindo 𝑘𝑒 e 𝑘𝑑 como a
eficiência e ciclo de trabalho da máquina, respectivamente, a potência desenvolvida pode
ser calculada como:

𝑃𝑑 = 𝑘𝑒.𝑘𝑑.𝑉.𝑖.𝑚 (38)

𝑘𝑑 = 𝜃𝑖.𝑞.𝑁𝑟

2𝜋
(39)

Na equação (39), 𝜃𝑖 é o ângulo de condução de corrente, 𝑞 é o número de fases do
estator e 𝑁𝑟 é o número de polos do rotor. Substituindo as equações (exp-tensao2) e (36)
na equação (38), a velocidade do rotor em rad/s convertida para rpm, é chamada 𝑁𝑟𝑡, a
potência desenvolvida 𝑃𝑑 será calculada por:

𝑃𝑑 = 𝑘𝑒.𝑘𝑑.

(︃
𝜋2

120

)︃
.
(︂

1 − 1
𝜎𝑠𝜎𝑢

)︂
.𝐵.𝐴𝑠.𝐷

2
𝑖 .𝐿.𝑁𝑟𝑡 (40)

Definindo:

𝑘1 = 𝜋2

120 (41)

𝑘2 = 1 − 1
𝜎𝑠𝜎𝑢

= 1 − 𝐿𝑢

𝐿𝑠
𝑎

(42)

A equação de saída da MRV, que é a potência desenvolvida, pode ser calculada por:

𝑃𝑑 = 𝑘𝑒.𝑘𝑑.𝑘1.𝑘2.𝐵.𝐴𝑠.𝐷
2
𝑖 .𝐿.𝑁𝑟𝑡 (43)

O torque pode ser obtido da equação (43) e é expresso por:

𝑇 = 𝑘𝑒.𝑘𝑑.𝑘2.
𝜋

4 𝐵.𝐴𝑠.𝐷
2
𝑖 .𝐿 (44)

Definindo a constante 𝑘3 como:

𝑘3 = 𝜋

4 (45)

O cálculo do torque fica simplificado para a equação (46) a seguir.

𝑇 = 𝑘𝑒.𝑘𝑑.𝑘2.𝑘3.𝐵.𝐴𝑠.𝐷
2
𝑖 .𝐿 (46)

Observando as equações (43) e (46), nota-se que a única variável dependente do ponto
de operação do motor é 𝑘2 e é determinada pela corrente de excitação, características
magnéticas, materiais utilizados e dimensões do motor (KRISHNAN, 2001). Assim, o
fluxo concatenado para ambas as posições alinhada e desalinhada, deve ser estimado para
vários valores de corrente de excitação e gráficos similares ao da Figura 14 devem ser
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plotados. Dessa forma é possível avaliar os pontos de operação do motor e definir a
máxima corrente permitida, calcular 𝑘2 e, logo, a potência máxima de saída da MRV.

Para 𝑘𝑑 = 1 a potência desenvolvida é máxima para determinada corrente, no entanto
é usual adotar que o máximo valor possível para o ciclo de trabalho é inferior a um. Um
valor razoável de 𝑘𝑑 pode ser obtido utilizando o ângulo de condução de corrente igual ao
valor do arco polar do estator na equação (39) e assim calcular 𝑘𝑑. A velocidade do rotor
é controlada pela frequência de comutação das fases, semelhante a um motor síncrono
(KRISHNAN, 2001).

3.3 Dimensionamento da MRV

A Figura 15 apresenta todas as dimensões que devem ser determinadas para a cons-
trução de uma MRV e que serão descritas a seguir.

Figura 15 – Dimensões em uma MRV.

onde:

𝛽𝑠: arco polar do estator;
𝛽𝑟: arco polar do rotor;
𝑙𝑝𝑠: largura do polo do estator;
𝑙𝑝𝑟: largura do polo do rotor;
𝑐𝑠: culatra do estator;
𝑐𝑟: culatra do rotor;
ℎ𝑝𝑠: altura do polo do estator;
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ℎ𝑝𝑟: altura do polo do rotor;
𝐷𝑠ℎ: diâmetro do eixo;
𝐷𝑖: diâmetro interno;
𝐷𝑜: diâmetro externo;
𝑔: comprimento do entreferro.

3.3.1 Diâmetro interno, externo e Comprimento

Normalmente a MRV é utilizada em aplicações de velocidade variável, assim na etapa
de projeto é necessário especificar uma velocidade base de operação. Logo, na velocidade
base é esperado que o motor entregue a potência de saída nominal e o torque nominal.
Determinando o comprimento da pilha como um múltiplo do diâmetro interno, teremos:

𝐿 = 𝑘.𝐷𝑖 (47)

O valor de 𝑘 não é escolhido arbitrariamente, é decidido pela natureza da aplicação
do motor e limitação de espaço. Para aplicações não-servo, o intervalo de 𝑘 é:

0, 25 < 𝑘 < 0, 75 (48)

E para aplicações servo o valor de 𝑘 é geralmente adotado no intervalo dado por:

1, 0 < 𝑘 < 3, 0 (49)

Substituindo a expressão (47) na equação (43), o cálculo da potência desenvolvida se
torna:

𝑃𝑑 = 𝑘.𝑘𝑒.𝑘𝑑.𝑘1.𝑘2.𝐵.𝐴𝑠.𝐷
3
𝑖 .𝑁𝑟𝑡 (50)

Assim, a partir da equação acima é possível determinar o valor de 𝐷𝑖, se os outros
valores são conhecidos. Os valores de 𝑘𝑑 e 𝑘1 podem ser calculados a partir de expressões
dadas anteriormente. O valor da eficiência 𝑘𝑒 deve ser inferior a unidade. A velocidade
𝑁𝑟𝑡 é a velocidade base de operação, determinada pelo projetista. O valor de 𝐵 para a
posição alinhada pode ser adotado como o valor máximo permitido para o material do
núcleo. Os valores de 𝑘2 e 𝐴𝑠 devem ser adotados dentro de um intervalo razoável. Em
geral, no ponto de operação nominal do motor, o intervalo de 𝑘2 é:

0, 65 < 𝑘2 < 0, 75 (51)

O carregamento elétrico específico 𝐴𝑠 geralmente está na faixa de:

25000 < 𝐴𝑠 < 90000 (52)

Com base nas considerações feitas acima o valor de 𝐷𝑖 pode ser determinado e a partir
dele os valores das outras dimensões da MRV. Nesta fase inicial é também necessário
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determinar o valor do entreferro. Para máquinas pequenas, potência inferior a 1,0 cv, o
entreferro deve variar de 0, 18 a 0, 25 𝑚𝑚, já para máquinas com potência superiores a
1,0 cv podem ter o entreferro a partir de 0, 3 a 0, 5 𝑚𝑚.

O diâmetro externo 𝐷0 é determinado como um múltiplo do diâmetro interno. Nor-
malmente o diâmetro interno é de 0, 4 a 0, 7 vezes o valor do diâmetro externo.

3.3.2 Largura dos polos do estator e do rotor

A largura dos polos do rotor e do estator são determinados pelos arcos polares e pelo
valor do diâmetro interno. Assim a largura do polo do estator pode ser calculada como:

𝑙𝑝𝑠 = 𝐷𝑖.𝑠𝑒𝑛

(︃
𝛽𝑠

2

)︃
(53)

E a largura do polo do rotor pode ser calculada utilizando o arco polar do rotor:

𝑙𝑝𝑟 = (𝐷𝑖 − 2𝑔).𝑠𝑒𝑛

(︃
𝛽𝑟

2

)︃
(54)

3.3.3 Culatra do estator e rotor

A culatra do estator deve ser larga o suficiente para suportar metade da densidade
de fluxo que passa pelo polo do estator. Logo, a culatra do estator deve ser no mínimo
metade da largura do polo do estator. No entanto, para melhorar a robustez e minimizar
a vibração e ruídos sonoros um fator adicional deve ser considerado. Assim, o valor da
culatra deve estar no intervalo:

𝑙𝑝𝑠 > 𝑐𝑠 ≥ 0, 5𝑙𝑝𝑠 (55)

É recomendado escolher valores maiores que o mínimo para 𝑐𝑠. Já a culatra do rotor
não precisa ser tão grande como a do estator e também não precisa ser igual ao valor
mínimo, que é igual ao valor mínimo da culatra do estator. A culatra do rotor, em termos
da largura do polo do estator, pode ser definida no intervalo dado a seguir:

0, 5𝑙𝑝𝑠 < 𝑐𝑟 < 0, 75𝑙𝑝𝑠 (56)

3.3.4 Altura dos polos do estator e do rotor

Determinados os valores do diâmetro externo e interno, e da culatra do estator, pode-
mos calcular o valor da altura do polo do estator a partir da equação (57).

ℎ𝑠 = 𝐷0 − 𝐷𝑖 − 2𝑐𝑠

2 (57)

A altura do polo do rotor pode ser determinada da mesma maneira, e é definida por:

ℎ𝑟 = 𝐷𝑖 − 2𝑔 − 𝐷𝑠ℎ − 2𝑐𝑟

2 (58)
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3.3.5 Número de Espiras e Seção do condutor

O número de espiras (𝑁𝑇 ) por fase da MRV pode ser calculado em termos da intensi-
dade de campo magnético no entreferro (𝐻𝑔), da corrente de pico (𝐼𝑝) e do comprimento
do entreferro, vide equação (59).

𝑁𝑇 = 2.𝑔

𝐼𝑝

.𝐻𝑔 = 2.𝑔

𝐼𝑝

𝐵

𝜇0
(59)

Se 𝐽𝑐 é a densidade de corrente máxima permitida em uma bobina e 𝑞 o número de
fases, a seção do condutor é calculada como:

𝑎𝑐 = 𝐼𝑝

𝐽𝑐
√

𝑞
(60)

3.4 Projeto Iterativo da MRV

Para iniciar o dimensionamento da MRV alguns valores foram adotados, como o valor
de 𝑘2, 𝐴𝑠 e 𝐽𝑐. Uma vez que 𝑘2 depende do ponto de operação do motor, calculado por
(42), 𝐴𝑠 depende das dimensões do motor, calculado pela equação (37), e 𝐽𝑐 é determinado
pela relação da corrente de pico com a seção do condutor.

Logo, com a finalidade de reduzir o erro no valor adotado dessas variáveis, e assim
o erro no cálculo das outras dimensões da máquina, será executado um algoritmo que
realiza o processo iterativo mostrado na Figura 16. O valor do erro aceitável no cálculo
dessas variáveis foi de 1,0% e o algoritmo executado como script no Octave.

3.5 Determinação dos arcos polares do rotor e do es-
tator

Os arcos polares do rotor e do estator são variáveis importantes no projeto da MRV
(KRISHNAN, 2001), logo, sua influência no projeto e algumas orientações para determi-
nação dessas variáveis serão elucidadas.

Os valores dos arcos polares do estator e do rotor são escolhidos para garantir a partida
própria da máquina e para moldar o perfil de torque do motor (KRISHNAN, 2001). Esses
requisitos são inseridos no projeto da MRV oferecendo um limite inferior e superior para os
valores dos arcos polares, esses limites são encontrados analiticamente através da análise
das características da curva de indutância e torque.

3.5.1 Valor mínimo dos arcos polares

O valor mínimo dos arcos polares depende da topologia do motor, e pode ser determi-
nado a partir da análise da Figura 17. Ângulo de passo é o ângulo entre dois polos do rotor
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Figura 16 – Fluxograma do Projeto Iterativo da MRV.

ou do estator. Sendo 𝑁𝑠 e 𝑁𝑟 o número de polos no estator e no rotor, respectivamente,
e definindo o ângulo de passo do rotor como:

𝜃𝑟𝑝 = 2𝜋

𝑁𝑟

[𝑟𝑎𝑑] (61)

A defasagem angular entre as curvas de indutância de duas fases sucessivas em uma
MRV é dada por:

𝜃𝑟𝑠 = 2𝜋

𝑁𝑟

.
1
𝑞

= 𝜃𝑟𝑝

𝑞
[𝑟𝑎𝑑] (62)

Sabendo-se que:
𝑞 = 𝑁𝑠

2 (63)

Assim, o valor de 𝜃𝑟𝑠 pode ser calculado como:

𝜃𝑟𝑠 = 2𝜋

𝑁𝑟

.
2

𝑁𝑠

= 4𝜋

𝑁𝑠.𝑁𝑟

[𝑟𝑎𝑑] (64)

Os ângulos definidos acima estão representados na Figura 17, que apresenta dois perfis
de indutância para duas fases sucessivas. Pode ser observado que a condição para torque
contínuo de partida é o ângulo de sobreposição, chamado 𝜃0, ser igual ou menor que zero.
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Assim, considerando essa premissa, 𝜃0 pode ser escrito em termos dos outros ângulos, vide
(65).

Figura 17 – Perfil de indutância para duas fases sucessivas (KRISHNAN, 2001).

𝜃0 = 𝜃𝑟𝑠 + 𝜃1 − 𝜃2 = 𝜃𝑟𝑠 − (𝜃2 − 𝜃1) = 0 (65)

O cálculo do ângulo 𝜃2 é feito a seguir:

𝜃2 = 𝜃1 − 𝛽𝑠 (66)

Logo:
𝛽𝑠 = 𝜃2 − 𝜃1 (67)

Assim, substituindo a expressão (67) na equação (65) e utilizando da definição de 𝜃𝑟𝑠

na equação (64), o valor mínimo do arco polar do estator é:

min[𝛽𝑠] = 4𝜋

𝑁𝑠.𝑁𝑟

(68)

Outra conclusão que pode ser deduzida a partir da Figura 17 é que:

𝜃3 = 𝜃2 + (𝛽𝑟 − 𝛽𝑠) (69)

logo,
(𝛽𝑟 − 𝛽𝑠) = (𝜃3 − 𝜃2) (70)

Note que para garantir partida própria da máquina, a diferença entre os ângulos 𝜃3 e 𝜃2

deve ser maior ou igual a zero. Logo:

(𝛽𝑟 − 𝛽𝑠) ≥ 0 (71)
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Pode-se deduzir a partir da expressão acima que o arco polar do rotor deve ser maior
ou pelo menos igual ao arco polar do estator.

𝛽𝑟 ≥ 𝛽𝑠 (72)

As equações (68) e (72) entregam o valor mínimo dos arcos polares e sua relação para
que seja garantido o requisito de partida própria da máquina.

3.5.2 Limite superior dos arcos polares

A diferença entre os valores dos arcos polares do rotor e do estator influencia direta-
mente no funcionamento do motor, no perfil de indutância e no acionamento. A maioria
dos projetos adotam o arco polar do rotor levemente maior ou quase igual ao arco polar
do estator (KRISHNAN, 2001).

A produção de conjugado positivo em uma MRV acontece no intervalo de crescimento
da indutância, assim quando a indutância é máxima a corrente deve ser extinta para não
ter a produção de conjugado negativo. A posição ideal para extinção da corrente é a
posição de máximo da indutância, porém quando os arcos polares do rotor e do estator
são iguais é praticamente impossível retirar a corrente na posição exata. Assim, há a
produção de conjugado negativo até que a corrente seja completamente extinta, como
mostrado na Figura 18, o que diminui o valor médio do conjugado. A solução para isso
é retirar a corrente antes do pico da indutância, o que também diminui o valor médio do
conjugado, uma vez que a corrente máxima permaneceu por um intervalo menor.

Figura 18 – Efeito dos arcos polares iguais na produção de conjugado (KRISHNAN,
2001).
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Caso o arco polar do rotor seja maior que o do estator a indutância permanecerá um
tempo no valor máximo até iniciar o processo de decrescimento e desalinhamento dos
polos. Essa região é conhecida como zona morta, onde nenhum conjugado é produzido
mesmo que haja corrente.

A vantagem de ter o motor operando dessa maneira é que pode-se iniciar o crescimento
da corrente na zona morta de indutância mínima e a extinção da corrente na zona morta
de indutância máxima, assim durante o período de crescimento da indutância a corrente
é máxima e o conjugado produzido também, aumentando o valor médio do conjugado. A
Figura 19 mostra as situações descritas acima, a influência dos arcos polares do rotor e
do estator no perfil de indutância do motor e na produção do conjugado, bem como as
características da corrente de acionamento.

Figura 19 – Efeito dos arcos polares na produção de conjugado para uma mesma corrente
de pico. (a) 𝛽𝑟 = 𝛽𝑠; (b) 𝛽𝑟 > 𝛽𝑠. Fonte: Krishnan (2001).

Portanto, é muito vantajoso ter o arco polar do rotor maior que o arco polar do estator,
além de evitar a produção de torque negativo, facilitar o acionamento e aumentar o valor
médio do conjugado. A eliminação do torque negativo reduz a ondulação no torque e a
produção de ruídos sonoros.

O limite superior de 𝛽𝑟 deve ser um consenso entre as vantagens oferecidas e o custo
do motor. Para o rotor, um alto valor de arco polar implica em um maior volume de
ferro e maior inércia, já para o arco polar do estator um valor acima do recomendado irá
reduzir o espaço para acomodação das espiras e também causará um aumento no volume
de ferro e de cobre utilizado. Tudo isso causa um aumento no custo do motor, pois um
maior volume de material será utilizado, além de um mal aproveitamento do material.
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Além disso, o valor da indutância alinhada determina a corrente de pico possível na
produção de torque e é sensível à relação entre o arco polar do rotor e do estator (XUE et
al., 2010). Com uma variação de apenas 15% no valor da indutância alinhada, o arco polar
do rotor em relação ao arco polar do estator deve estar limitado no intervalo apresentado
na equação (73)(KRISHNAN, 2001):

0, 85 <
𝛽𝑟

𝛽𝑠

≤ 1, 2 (73)

3.6 Cálculo do Torque

Assumindo que a curva de fluxo concatenado versus corrente está disponível e a cor-
rente 𝐼𝑝 é mantida constante entre as posições alinhada e desalinhada do rotor, o torque
médio pode ser calculado como se segue (KRISHNAN, 2001). Vide Figura 20. A área
entre as duas curvas é chamada de 𝛿𝑊𝑚, e corresponde ao trabalho feito por ciclo da
máquina, que pode ser calculado a partir das coenergias, como mostra a equação (74).

𝛿𝑊𝑚 = 𝑊
′

𝑡 𝑎𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑑𝑜 − 𝑊
′

𝑡 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑑𝑜 (74)

Existem inúmeras maneiras para o cálculo de 𝛿𝑊𝑡. A integração trapezoidal, desde que
considerado um número razoável de pontos na curva, oferece bons resultados.

Figura 20 – Fluxo concatenado versus corrente de excitação para posição alinhada e
desalinhada do rotor. Fonte:Krishnan (2001).

O torque médio é
𝑇𝑚 = 𝑇𝑟𝑎𝑏𝑎𝑙ℎ𝑜 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙/𝑟𝑒𝑣𝑜𝑙𝑢çã𝑜

2.𝜋
(75)
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𝑇𝑟𝑎𝑏𝑎𝑙ℎ𝑜 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙/𝑟𝑒𝑣𝑜𝑙𝑢çã𝑜 = 𝛿𝑊𝑚 × 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑖𝑐𝑙𝑜𝑠/𝑟𝑒𝑣𝑜𝑙𝑢çã𝑜

= 𝛿𝑊𝑚 × 𝑞𝑁𝑟

= 𝛿𝑊𝑚 × 𝑞
𝑁𝑠

𝑠
𝑁𝑟 (76)

As variáveis utilizadas acima foram definidas nas seções anteriores. Substituindo a equa-
ção (76) na equação (75) têm-se como resultado a definição do cálculo de torque.

𝑇𝑚 = 𝛿𝑊𝑚𝑁𝑠𝑁𝑟

4𝜋

𝑇𝑚 = (𝑊 ′
𝑡 𝑎𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑑𝑜 − 𝑊

′
𝑡 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑑𝑜)𝑁𝑠𝑁𝑟

4𝜋
𝑁 · 𝑚 (77)

3.7 Projeto de Protótipo

O protótipo calculado a seguir foi dimensionado com o objetivo de substituir um
motor monofásico de indução, assim o MRVM projetado deve entregar a carga às mesmas
condições que o motor de indução. A Tabela 1 mostra as características elétricas do motor
de indução.

Tabela 1 – Características do motor de indução.

Parâmetro Valor
Potência de entrada (W) 1500
Velocidade nominal (rpm) 1725
Corrente nominal (A) 10, 5
Tensão nominal (V) 220
Rendimento 0, 80
Fator de potência 0, 85
Número de polos 4

A Tabela 2 mostra as diretrizes para o início do dimensionamento do MRVM.

Tabela 2 – Características preliminares do MRVM.

Parâmetro Valor
𝑁𝑠 4
𝑁𝑟 4
Potência de entrada (W) 1250
Velocidade nominal (rpm) 1725
Corrente nominal (A) 10
Corrente de pico (A) 17
Conjugado nominal (𝑁.𝑚) 6, 92
Material magnético do núcleo M19
Densidade magnética (T) 2, 00
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Tabela 3 – Valores adotados para o início do processo iterativo.

Parâmetro Unidade Valor
𝑔 𝑚𝑚 0,30
𝐷𝑠ℎ 𝑚𝑚 28
𝑘𝑒 - 0,5
𝑘2 - 0,65
𝐴𝑠 𝐴𝑒𝑠𝑝/𝑚 25000
𝑘 - 0,7
𝐽𝑐 𝐴/𝑚𝑚2 6,0

A Figura 21 apresenta a curva de magnetização 𝐵 × 𝐻 do aço magnético de grãos
não-orientados M19 utilizado para o projeto e simulação do protótipo, está destacado o
ponto 𝐵 = 2, 0 𝑇 que foi considerado referência para o projeto do MRVM.

Figura 21 – Curva de magnetização ou 𝐵 × 𝐻 para o aço M19.

Os valores adotados para iniciar o processo de dimensionamento e projeto do MRVM
são apresentados na Tabela 3.

Como se trata de uma aplicação não-servo, o valor de k adotado será 0,7. Assim,
isolando o termo 𝐷𝑖 na equação (50) pode-se determinar o valor do diâmetro interno:

𝐷𝑖 = 3

√︃
𝑃𝑑

𝑘.𝑘𝑒.𝑘𝑑.𝑘1.𝑘2.𝐵.𝐴𝑠.𝑁𝑟𝑡

(78)

𝐷𝑖 = 115, 7072 𝑚𝑚 (79)

O valor do comprimento da pilha é calculado a seguir:

𝐿 = 0, 7.115, 7072 = 80, 9950 𝑚𝑚 (80)

Como as lâminas do aço utilizado tem 0, 5 𝑚𝑚 de espessura, o comprimento apro-
ximado da pilha é de 𝐿 = 81 𝑚𝑚. A relação entre o diâmetro interno com o diâmetro
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externo foi adotada como metade, assim:

𝐷0 = 𝐷𝑖

0, 5 = 231, 4144 𝑚𝑚 (81)

O valor mínimo para os arcos polares é calculado a seguir:

min[𝛽𝑠] = 4𝜋

𝑁𝑠.𝑁𝑟

= 4𝜋

4.4 = 0, 7854 𝑟𝑎𝑑 (82)

O arco polar do estator será adotado como o valor mínimo calculado acima e, seguindo
as premissas apresentadas anteriormente, o arco polar do rotor será 5, 0% maior que o
arco polar do estator, logo:

𝛽𝑠 = 0, 7854𝑟𝑎𝑑 = 45∘ (83)

𝛽𝑟 = 1, 05 · 0, 7854 = 0, 8247𝑟𝑎𝑑 = 47, 25∘ (84)

Em posse desses valores, podemos calcular sistematicamente as outras dimensões do
MRVM proposto.

𝑙𝑝𝑠 = 𝐷𝑖.𝑠𝑒𝑛

(︃
𝛽𝑠

2

)︃
= 44, 2792 𝑚𝑚 (85)

𝑙𝑝𝑟 = 𝐷𝑖.𝑠𝑒𝑛

(︃
𝛽𝑟

2

)︃
= 46, 3695 𝑚𝑚 (86)

As culatras do rotor e do estator foram escolhidas como 60% o valor da largura do
polo do estator.

𝑐𝑠 = 𝑐𝑟 = 0, 6.𝑙𝑝𝑠 = 26, 5675 𝑚𝑚 (87)

Assim, a altura do polo do rotor e do estator podem ser calculados como se segue:

ℎ𝑠 = 𝐷0 − 𝐷𝑖 − 2𝑐𝑠

2 = 31, 2861 𝑚𝑚 (88)

ℎ𝑟 = 𝐷𝑖 − 2𝑔 − 𝐷𝑠ℎ − 2𝑐𝑟

2 = 16, 9861 𝑚𝑚 (89)

O número de espiras por fase e a seção do condutor são encontrados a seguir, a
densidade de corrente 𝐽𝑐 adotada foi de 6, 0𝐴/𝑚𝑚2.

𝑁𝑇 = 2.𝑔

𝐼𝑝

.𝐻𝑔 = 2.𝑔

𝐼𝑝

𝐵

𝜇0
∼= 57 𝑒𝑠𝑝𝑖𝑟𝑎𝑠 (90)

𝑎𝑐 = 𝐼𝑝

𝐽𝑐
√

𝑞
= 2, 0034 𝑚𝑚2 (91)

A determinação da seção do condutor é feita através da aproximação da área calculada
com os fios fabricados. Assim sendo observa-se que a seção do condutor mais próximo ao
calculado é do condutor 13 AWG, com seção de 2, 627𝑚𝑚2.

Esses foram os valores calculados na etapa inicial do processo iterativo. Agora, a partir
dessas dimensões, será calculado o valor de 𝐴𝑠 corrigido, denominado 𝐴𝑠𝑐, e o valor de
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Tabela 4 – Dimensionamento final do MRVM.
Parâmetro Unidade Valor Inicial Valor Final
𝛽𝑠 graus 45 45
𝛽𝑟 graus 47,25 47,25
𝐷𝑖 mm 115,7072 124,91
𝐷0 mm 231,4144 249,82
𝐿 mm 80,995 87,44
𝑙𝑝𝑠 mm 44,2792 47,80
𝑙𝑝𝑟 mm 46,3695 50,06
𝑐𝑠 mm 26,5675 28,68
𝑐𝑟 mm 26,5675 28,68
ℎ𝑠 mm 31,2861 33,77
ℎ𝑟 mm 16,9861 19,47
𝐷𝑠ℎ mm 28 28
𝑁𝑇 unidades 57 57
𝑎𝑐 mm 2,0034 1,4167

𝐽𝑐 corrigido, chamado 𝐽𝑐𝑐. O erro aceitável para terminar a correção de valores e assim o
algoritmo é de 1,0%.

𝑒𝑟𝑟𝑜 = 100.
𝐴𝑠𝑐 − 𝐴𝑠

𝐴𝑠𝑐

(92)

𝐽𝑐𝑐 = 𝐼𝑝

𝑎𝑐

(93)

A Tabela 4 apresenta o dimensionamento completo do motor após o término do pro-
cesso iterativo. O valor calculado no projeto inicial é colocado nesta tabela para facilitar
a comparação dos valores obtidos em cada etapa do projeto. O valor de 𝐴𝑠 adotado para
iniciar o projeto foi de 25000, e para a potência de saída desejada do MRVM teve seu valor
corrigido para 14737 com um erro final de −0, 44%. O valor da densidade de corrente foi
corrigido para 8, 48 𝐴/𝑚𝑚2.

Assim, a seção do condutor corrigida é inferior à seção calculada anteriormente, o
novo condutor será 15 AWG, com seção de 1, 651 𝑚𝑚2. A Figura 22 mostra as lâminas
do estator e do rotor com algumas dimensões indicadas.
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Figura 22 – Lâminas do estator e do rotor do MRVM projetado.
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Capítulo 4
Métodos de previsão das características

e desempenho da MRV

4.1 Introdução

O torque eletromagnético de um motor a relutância variável é dependente da mu-
dança na coenergia e, portanto, da taxa de variação da indutância com a posição do rotor
(MATERU; KRISHNAN, 1990). O valor da indutância do motor varia de acordo com a
corrente de excitação e posição do rotor. Portanto, o requisito para encontrar as carac-
terísticas do desempenho do motor é conhecer os valores do fluxo concatenado, coenergia
e indutância em todas as posições do rotor. A não-linearidade do material magnético do
motor dificulta o cálculo analítico dessas variáveis, pois é necessário considerar a curva de
magnetização e saturação do material.

Neste capítulo, será apresentado dois métodos para a obtenção das características de
desempenho do motor: o Método Analítico de Fluxo e o Método dos Elementos Fini-
tos. Ambos os métodos serão utilizados para obter as características de desempenho do
protótipo desenvolvido no capítulo anterior, e serão comparados de forma a avaliar a
funcionalidade de cada um.

4.2 Modelo Simplificado de Cálculo de Fluxo para
MRVM

O Método Analítico de Cálculo de Fluxo (MACF) apresentado nesta seção foi desen-
volvido por Arthur Radun, (RADUN, 1999) e (RADUN, 2000), e consiste em um modelo
analítico para o cálculo do fluxo concatenado por fase. Uma das vantagens de utilização
deste método é a rapidez e precisão nos valores encontrados quando comparados aos mé-
todos tradicionais, como o Método de Análise do Circuito Equivalente (MACE) e o MEF,
descrito a seguir. O método é baseado nas leis básicas dos campos magnéticos, logo não



66 Capítulo 4. Métodos de previsão das características e desempenho da MRV

é necessário nenhum dado experimental, o modelo só precisa das dimensões geométricas,
número de espiras, conexões dos enrolamentos e as características magnéticas do aço, os
quais são obtidos na etapa de projeto ou com o fabricante do motor.

O cálculo do fluxo concatenado para uma fase da MRV é um desafio significativo
devido aos seus polos salientes e ao fato da saturação magnética do aço desempenhar um
papel crítico na operação da MRV (RADUN, 2000). Embora não seja possível calcular
o fluxo concatenado por fase da MRV, esse método adota aproximações, através das
características únicas da MRV, que permitem o cálculo analítico do fluxo com um elevado
grau de precisão.

A primeira aproximação adotada é a de desprezar o acoplamento mútuo entre as fases
do motor, ou seja, cada fase é independente uma da outra. Isso significa que o fluxo
concatenado por fase depende unicamente da posição do rotor e da corrente de excitação
aplicada na bobina. A outra simplificação feita é dividir o cálculo do fluxo em duas partes,
uma que é válida apenas para quando os polos do rotor e do estator se sobrepõem e outra
quando os polos não se sobrepõem.

4.2.1 Fluxo concatenado para polos sobrepostos

O fluxo concatenado por fase pode ser dividido em duas partes, o fluxo principal e o
fluxo de dispersão, apresentados na Figura 23. O fluxo principal é aquele que passa do
estator para o rotor através da sobreposição dos polos, para este campo o entreferro é
mínimo. Já o fluxo de dispersão são as linhas de fluxo que passam do estator para o rotor
onde os polos não se sobrepõem, desse modo o intervalo de ar que enfrentam é muito
maior.

Figura 23 – Linhas de fluxo principal e de dispersão.
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O fluxo concatenado total produzido por uma fase é, simplesmente, a soma do fluxo
principal com o fluxo de dispersão.

𝜆𝜑(𝜃, 𝐼𝜑) = 𝜆𝑚(𝜃, 𝐼𝜑) + 𝜆𝑓 (𝜃, 𝐼𝜑) (94)

4.2.1.1 Fluxo principal

A Lei de Ampére é integrada em torno da linha de fluxo principal apresentada na
Figura 23, que passa através dos polos sobrepostos e se fecham através da culatra do motor.
De maneira geral, um par de polos diametralmente opostos formam uma fase do motor.
Assume-se que a culatra do estator e do rotor não satura e, logo, as permeabilidades nas
culatras podem ser consideradas infinitas, assim o campo 𝐻 na culatra é nulo. Em um
bom projeto, as culatras do estator e do rotor devem ser largas o suficiente para suportar
metade do fluxo que passa pelos seus respectivos polos, essa é uma boa aproximação pois
as culatras dificilmente irão saturar. Assim, com as considerações feitas acima, a integral
da Lei de Ampére em torno da linha de fluxo nos dá:

𝐻𝐹 𝑒,𝑚 · 2𝑙𝑝 + 𝐻𝑔,𝑚 · 2𝑔 = 2𝑁𝑇 · 𝐼𝑝 (95)

Onde 𝐻𝐹 𝑒,𝑚 é a intensidade do campo magnético no ferro, 𝐻𝑔,𝑚 a intensidade de
campo magnético no entreferro, 𝑙𝑝 o comprimento total entre os polos do estator e do
rotor e as outras variáveis foram definidas no capítulo anterior. A Figura 24 apresenta
uma forma útil para visualizar os parâmetros e entender as considerações feitas, nesta
imagem a região entre os polos é ampliada e linearizada.

Figura 24 – Modelo simplificado para cálculo de fluxo concatenado quando os polos estão
sobrepostos (RADUN, 2000).

A relação entre o campo 𝐵, o campo 𝐻 no ferro e o campo 𝐻 no entreferro quando o
ferro não está saturado e a área da seção transversal através do polo é constante e pode
ser expresso pela equação (96) (RADUN, 2000).
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𝐵𝑚 = 𝜇0.𝐻𝑔,𝑚 (96)

A seguinte equação expressa a relação do campo 𝐵 no ferro ao longo do contorno do
fluxo principal:

𝐵𝑚 = 𝜇𝐻𝐹 𝑒,𝑚

1 + 𝜇|𝐻𝐹 𝑒,𝑚|
𝐵𝑠𝑎𝑡

+ 𝜇0𝐻𝐹 𝑒,𝑚 (97)

Essa equação inclui a saturação do ferro, os parâmetros 𝜇 e 𝐵𝑠𝑎𝑡 caracterizam o ponto
de saturação do ferro através da equação a seguir.

𝐻𝐹 𝑒,𝑚,𝑠𝑎𝑡 = 𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇
(98)

As equações (95), (96) e (97) constituem três equações com três variáveis desconhecidas
𝐻𝐹 𝑒,𝑚, 𝐻𝑔,𝑚 e 𝐵𝑚. Poderemos determinar o fluxo 𝐵𝑚 isolando o termo 𝐻𝑔,𝑚 na equação
(96), substituindo na equação (95), pode-se determinar 𝐻𝐹 𝑒,𝑚 como:

𝐻𝐹 𝑒,𝑚.𝑙𝑝 + 𝐵𝑚

𝜇0
𝑔 = 𝑁𝑇.𝐼𝑝

𝐻𝐹 𝑒,𝑚 = 𝑁𝑇.𝐼𝑝

𝑙𝑝
− 𝐵𝑚

𝜇0

𝑔

𝑙𝑝
(99)

Substituindo a expressão (99) encontrada acima na equação (97) será obtido:

𝐵𝑚 =
𝜇
(︁

𝑁𝑇.𝐼𝑝

𝑙𝑝
− 𝐵𝑚

𝜇0

𝑔
𝑙𝑝

)︁
1 +

𝜇

(︁
𝑁𝑇.𝐼𝑝

𝑙𝑝
− 𝐵𝑚

𝜇0
𝑔
𝑙𝑝

)︁
𝐵𝑠𝑎𝑡

+ 𝜇0

(︃
𝑁𝑇.𝐼𝑝

𝑙𝑝
− 𝐵𝑚

𝜇0

𝑔

𝑙𝑝

)︃
(100)

Admitindo que 𝐵𝑚 e 𝐻𝐹 𝑒,𝑚 são ambos positivos, a magnitude de 𝐵𝑚 na equação
(97) também será. Escrevendo a equação (100) como uma equação quadrática para 𝐵𝑚

multiplicando os dois lados da equação (100) pelo denominador do primeiro termo do lado
direito e reescrevendo em função dos termos semelhantes, teremos:

𝜇

𝜇0

𝑔

𝑙𝑝

1
𝐵𝑠𝑎𝑡

(︃
1 + 𝑔

𝑙𝑝

)︃
𝐵2

𝑚 −
(︃

1 + 𝜇.𝑁𝑇.𝐼𝑝

𝑙𝑝𝐵𝑠𝑎𝑡

(︃
1 + 2𝑔

𝑙𝑝

)︃
+
(︃

1 + 𝜇

𝜇0

)︃
𝑔

𝑙𝑝

)︃
𝐵𝑚

+ (𝜇 + 𝜇0)
𝑁𝑇.𝐼𝑝

𝑙𝑝
+ 𝜇𝜇0

𝐵𝑠𝑎𝑡

(︃
𝑁𝑇.𝐼𝑝

𝑙𝑝

)︃2

= 0 (101)

Na forma padrão e utilizando a definição 𝜇𝑟 = 𝜇
𝜇0

a expressão pode ser simplificada
para:

𝐵2
𝑚 −

⎛⎝
(︁
1 + 2𝑔

𝑙𝑝

)︁
𝜇0𝑁𝑇.𝐼𝑝

𝑔
+ (𝑙𝑝 + (𝜇𝑟 + 1)𝑔)𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇𝑟𝑔

1 + 𝑔
𝑙𝑝

⎞⎠𝐵𝑚

+

(︁
(𝜇+𝜇0)𝑁𝑇.𝐼𝑝𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇𝑟𝑔
+ (𝜇0𝑁𝑇.𝐼𝑝)2

𝑙𝑝𝑔

)︁
(︁
1 + 𝑔

𝑙𝑝

)︁ = 0 (102)
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Definindo 𝑙𝑚1 e 𝑙𝑚2 nas equações (103) e (104), respectivamente, e resolvendo a função
quadrática (102) para 𝐵𝑚, encontraremos a equação (105) que define 𝐵𝑚 em função do
ângulo de sobreposição 𝜃 e da corrente de pico 𝐼𝑝.

𝑙𝑚1 = 𝑙𝑝 + (𝜇𝑟 + 1)𝑔 (103)

𝑙𝑚2 = 𝑙𝑝 − (𝜇𝑟 − 1)𝑔 (104)

𝐵𝑚(𝜃, 𝐼𝑝) = 𝜇0𝑁𝑇

2
(︁
1 + 𝑔

𝑙𝑝

)︁
𝑔

[︃(︃
1 + 𝑔

𝑙𝑝

)︃
𝐼𝑝 + 𝑙𝑚1𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

−

⎯⎸⎸⎷(︃ 𝑙𝑚1𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

)︃2

+ 2𝑙𝑚2𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇
𝐼𝑝 + 𝐼2

𝑝

]︃
(105)

A subtração da raiz quadrada é feita a fim de obter o limite correto para 𝐵𝑚 quando
𝐼𝑝 vai a zero (RADUN, 2000). Neste limite o ferro não está saturado e 𝐵𝑚 pode ser
facilmente calculado para determinar o limite correto indicado na equação (105).

A partir da Lei de Faraday, o fluxo concatenado principal, produzido pelo enrolamento
do polo, pode ser considerado como a área de sobreposição dos polos vezes o número de
espiras em torno do polo (RADUN, 2000). Se as bobinas nos polos do estator estão
ligadas em paralelo, o fluxo concatenado por fase é somente o fluxo concatenado por uma
única bobina. Logo, a corrente no polo nesse caso é igual a corrente de fase dividido pelo
número de bobinas em paralelo (𝑛𝑝𝑎𝑟). Já se as bobinas nos polos estão em série, o fluxo
concatenado por fase é o fluxo concatenado por uma fase vezes o número de bobinas em
série (𝑛𝑠𝑒𝑟). Nesse caso, a corrente no polo é igual a corrente na fase. Se as bobinas estão
em paralelo 𝑛𝑠𝑒𝑟 será igual a um e se as bobinas estiverem conectadas em série o valor de
𝑛𝑝𝑎𝑟 será igual a um (RADUN, 2000).

Com as considerações acima, a contribuição do fluxo concatenado principal por fase
é:

𝜆𝑚(𝜃, 𝐼𝜑) = 𝜆0
𝑅𝑔𝜃(︁

1 + 𝑔
𝑙𝑝

)︁
𝑔

[︃(︃
1 + 2𝑔

𝑙𝑝

)︃
𝐼𝜑

𝑛𝑝𝑎𝑟

+ 𝑙𝑚1𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

−

⎯⎸⎸⎷(︃ 𝑙𝑚1𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

)︃2

+ 2𝑙𝑚2𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

𝐼𝜑

𝑛𝑝𝑎𝑟

+
(︃

𝐼𝜑

𝑛𝑝𝑎𝑟

)︃2 ]︃
(106)

Onde:
𝜆0 = 𝑛𝑠𝑒𝑟.𝜇0.

𝑁𝑇

2 .𝐿.𝑘𝑒𝑚𝑝 (107)

Onde 𝐼𝜑 é a corrente na fase, 𝑅𝑔 é o raio do diâmetro interno 𝐷𝑖 e 𝑘𝑒𝑚𝑝 é o fator
de empilhamento das lâminas do rotor e do estator. O ângulo 𝜃 é mínimo quando a
sobreposição dos polos se inicia e aumenta à medida que a sobreposição aumenta. De
forma a simplificar a equação (106), pode-se reescrevê-la da seguinte forma:
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𝜆𝑚(𝜃, 𝐼𝜑) = 𝜆0.𝛽𝑚(𝜃)
𝑛𝑝𝑎𝑟

[︂
𝑑𝑚.𝐼𝜑 + √

𝑎𝑚 −
√︁

𝑎𝑚 + 𝑏𝑚.𝐼𝜑 + (𝐼𝜑)2
]︂

(108)

𝜆0 foi definido na equação (107) e as outras variáveis são definidas nas equações a
seguir:

𝛽𝑚(𝜃) = 𝑅𝑔𝜃

𝑔
(109)

𝑎𝑚 =
[︃

𝑛𝑝𝑎𝑟.𝑙𝑚1.𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

]︃2

(110)

𝑏𝑚 = 2𝑛𝑝𝑎𝑟.𝑙𝑚2.𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇
(111)

𝑑𝑚 = 1 + 2𝑔

𝑙𝑝
(112)

4.2.1.2 Fluxo de dispersão

O fluxo de dispersão pode ser encontrado da mesma maneira que o fluxo principal,
através da simples substituição do entreferro mínimo (𝑔) pelo valor do intervalo de ar
que o fluxo atravessa (𝑔𝑓 ) e pela substituição da área de sobreposição dos polos pela área
em que eles não se sobrepõem. Assim, o fluxo de dispersão 𝜆𝑓 pode ser calculado com a
equação (113) a seguir.

𝜆𝑓 (𝜃, 𝐼𝜑) = 𝜆0
𝑙𝑠𝑝 − 𝑅𝑔𝜃

𝑔𝑓

[︃(︃
1 + 2𝑔𝑓

𝑙𝑝

)︃
𝐼𝜑

𝑛𝑝𝑎𝑟

+ 𝑙𝑓1𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

−

⎯⎸⎸⎷(︃ 𝑙𝑓1𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

)︃2

+ 2𝑙𝑓2𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

𝐼𝜑

𝑛𝑝𝑎𝑟

+
(︃

𝐼𝜑

𝑛𝑝𝑎𝑟

)︃2 ]︃
(113)

Onde 𝑙𝑠𝑝 é a largura total do polo do estator e 𝑙𝑓1 e 𝑙𝑓2 podem ser calculados como:

𝑙𝑓1 = 𝑙𝑝 + (𝜇𝑟 + 1)𝑔𝑓 (114)

𝑙𝑓2 = 𝑙𝑝 − (𝜇𝑟 − 1)𝑔𝑓 (115)

O fluxo de dispersão no entreferro é assumido, neste caso, como função da posição
do rotor. Atinge seu valor máximo quando os polos do rotor e do estator começam a
se sobrepor e é mínimo na posição alinhada. Supõe-se que o valor da indutância varia
linearmente entre seus valores máximo e mínimo. Note que na posição em que os polos
do estator e do rotor começam a se alinhar, 𝜃 = 0, o valor de 𝜆𝑚 é nulo e apenas o fluxo
de dispersão contribui para o cálculo da indutância. O valor mínimo do entreferro usado
para o cálculo de 𝜆𝑓 é o valor do próprio entreferro, 𝑔. O fluxo de dispersão determina a
inclinação das curvas de fluxo concatenado da MRV depois do joelho devido a saturação
do ferro no fluxo principal (RADUN, 2000).



4.2. Modelo Simplificado de Cálculo de Fluxo para MRVM 71

O valor de 𝑔𝑓 pode ser determinado a partir de:

𝑔𝑓 (𝜃) = 𝑔 + 𝑔0

(︃
1 − 𝑅𝑓𝜃

𝑙𝑝𝑠

)︃
(116)

Onde 𝑔0 é escolhido para obter o valor de indutância desejado 𝐿𝑝𝑜 na posição onde os
polos do rotor e do estator começam a se sobrepor, ou seja, 𝜃 = 0:

𝑔0 = 𝑛𝑠𝑒𝑟

𝑛𝑝𝑎𝑟

𝜇0.𝑁𝑇 2.
𝐿.𝑘𝑒𝑚𝑝.𝑙𝑠𝑝

𝐿𝑝𝑜

− 𝑔 (117)

De forma a simplificar a expressão (113), pode-se reescrevê-la da seguinte forma:

𝜆𝑓 (𝜃, 𝐼𝜑) = 𝜆0.𝛽𝑓 (𝜃)
𝑛𝑝𝑎𝑟

[︂
𝑑𝑓 (𝜃).𝐼𝜑 +

√︁
𝑎𝑓 (𝜃) −

√︁
𝑎𝑓 (𝜃) + 𝑏𝑓 (𝜃).𝐼𝜑 + (𝐼𝜑)2

]︂
(118)

𝜆0 foi definido na equação (107) e as outras variáveis são definidas nas equações a
seguir:

𝛽𝑓 (𝜃) = 𝑙𝑠𝑝 − 𝑅𝑔𝜃

𝑔𝑓 (𝜃) (119)

𝑎𝑓 (𝜃) =
[︃

𝑛𝑝𝑎𝑟.𝑙𝑓1(𝜃).𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇

]︃2

(120)

𝑏𝑓 (𝜃) = 2𝑛𝑝𝑎𝑟.𝑙𝑓2(𝜃).𝐵𝑠𝑎𝑡

𝜇.𝑁𝑇
(121)

𝑑𝑓 (𝜃) = 1 + 2𝑔𝑓 (𝜃)
𝑙𝑝

(122)

4.2.2 Fluxo concatenado para polos não alinhados

A análise do fluxo concatenado quando os polos estão desalinhados será feita, neste
trabalho, para o caso especial da MRVM com o mesmo número de polos no rotor e no
estator.

Assim, possuindo o mesmo número de polos no rotor e no estator, há duas possibili-
dades para o cálculo do fluxo concatenado no motor monofásico. A primeira é quando o
arco polar do rotor é maior que o arco polar do estator. Neste caso, mesmo na posição
totalmente desalinhada, ainda há uma parte dos polos que estão sobrepostas, que é a
diferença positiva entre os arcos polares. No segundo caso, menos frequente, o arco polar
do rotor é menor que o arco polar do estator e não há sobreposição de polos na posição
totalmente desalinhada.

Logo, analisando esses dois casos de maneira análoga à feita acima, pode-se concluir
que o cálculo do fluxo concatenado para o primeiro caso é semelhante ao item anterior, há
contribuição do fluxo principal e do fluxo de dispersão. Já no segundo caso, não há fluxo
principal pois não há sobreposição de polos. Assim, o único fluxo que contribui para o
fluxo total é o fluxo de dispersão.
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4.2.2.1 Caso 1: Arco polar do rotor maior que o arco polar do estator

Neste caso, o cálculo do fluxo concatenado é semelhante ao cálculo do fluxo para polos
sobrepostos. No entanto, o ângulo 𝜃 é mínimo sugerindo o início da sobreposição e uma
maior contribuição do fluxo de dispersão no valor total que na posição de polos alinhados
(𝜃 máximo). A Figura 25 apresenta um exemplo de distribuição de linhas de fluxo em
um MRVM com o arco polar do rotor maior que o arco polar do estator. Observa-se que
mesmo com a pequena sobreposição uma parte do fluxo concatenado passa pelos polos da
MRV, no entanto, uma parte maior está fechando seu caminho através de um entreferro
maior, constituindo o fluxo de dispersão. O valor do fluxo total pode ser calculado através
das equações (94), (108) e (118).

Figura 25 – Exemplo de distribuição de linhas de fluxo quando 𝛽𝑟 > 𝛽𝑠.

4.2.2.2 Caso 2: Arco polar do rotor menor que o arco polar do estator

Este caso é muito raro, pois contraria a recomendação para o projeto de MRVs, que
o arco polar do rotor seja maior que o arco polar do estator. Assim, sempre haverá uma
pequena sobreposição de polos. Essa recomendação é feita baseada em inúmeros estudos
e vantagens que essa configuração oferece, como a facilidade no chaveamento de corrente
e o aumento do valor médio do torque. Além disso, essa configuração evita a produção de
torque negativo e com isso reduz a ondulação no torque e a produção de ruídos sonoros.

A Figura 26 apresenta um exemplo de distribuição de linhas de fluxo em um MRVM
com o arco polar do rotor menor que o arco polar do estator. É evidente que, neste caso,
o fluxo concatenado gerado é igual ao fluxo de dispersão.

4.2.3 Cálculo do torque

O torque estático pode ser calculado a partir da coenergia, como foi apresentado e
demonstrado no Capítulo 2 deste trabalho. Agora, a coenergia, assim como o fluxo, será
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Figura 26 – Exemplo de distribuição de linhas de fluxo quando 𝛽𝑟 < 𝛽𝑠.

dividida em coenergia principal, originada pelo fluxo principal, e coenergia de dispersão,
originada pelo fluxo de dispersão. Assim, como os fluxos nas equações (108) e (118)
são funções analíticas, elas podem ser integradas analiticamente para obter uma função
analítica da coenergia (RADUN, 2000).

𝑊
′

𝑡 (𝜃, 𝐼𝜑) =
∫︁ 𝐼𝜑

𝑖=0
𝜆𝜑(𝜃, 𝐼𝜑)𝑑𝑖

=
∫︁ 𝐼𝜑

𝑖=0
(𝜆𝑚(𝜃, 𝐼𝜑) + 𝜆𝑓 (𝜃, 𝐼𝜑))𝑑𝑖

𝑊
′

𝑡 (𝜃, 𝐼𝜑) = 𝑊
′

𝑚(𝜃, 𝐼𝜑) + 𝑊
′

𝜑(𝜃, 𝐼𝜑) (123)

A coenergia principal encontrada a partir da integração é:

𝑊
′

𝑚(𝜃, 𝐼𝜑) = 𝜆0.𝛽𝑚(𝜃)
2𝑛𝑝𝑎𝑟

{︃
𝑑𝑚.𝐼2

𝜑 + √
𝑎𝑚

(︃
2𝐼𝜑 + 𝑏𝑚

2

)︃
−
(︃

𝐼𝜑 + 𝑏𝑚

2

)︃√︁
𝑎𝑚 + 𝑏𝑚.𝐼𝜑 + (𝐼𝜑)2

−

⎛⎝𝑎𝑚 −
(︃

𝑏𝑚

2

)︃2
⎞⎠ .𝑙𝑛

⎡⎣
√︁

𝑎𝑚 + 𝑏𝑚.𝐼𝜑 + (𝐼𝜑)2 + 𝐼𝜑 + 𝑏𝑚

2√
𝑎𝑚 + 𝑏𝑚

2

⎤⎦}︃ (124)

A coenergia de dispersão é responsável pela variação do torque de acordo com a posição
do rotor, e pode ser encontrada a partir da integração como mostra a equação (125). é:

𝑊
′

𝑓 (𝜃, 𝐼𝜑) = 𝜆0.𝛽𝑓 (𝜃)
2𝑛𝑝𝑎𝑟

{︃
𝑑𝑓 (𝜃).𝐼2

𝜑 +
√︁

𝑎𝑓 (𝜃)
(︃

2𝐼𝜑 + 𝑏𝑓 (𝜃)
2

)︃

−
(︃

𝐼𝜑 + 𝑏𝑓 (𝜃)
2

)︃√︁
𝑎𝑓 (𝜃) + 𝑏𝑓 (𝜃).𝐼𝜑 + (𝐼𝜑)2 −

⎛⎝𝑎𝑓 (𝜃) −
(︃

𝑏𝑓 (𝜃)
2

)︃2
⎞⎠

· 𝑙𝑛

⎡⎣
√︁

𝑎𝑓 (𝜃) + 𝑏𝑓 (𝜃).𝐼𝜑 + (𝐼𝜑)2 + 𝐼𝜑 + 𝑏𝑓 (𝜃)
2√︁

𝑎𝑓 (𝜃) + 𝑏𝑓 (𝜃)
2

⎤⎦}︃ (125)



74 Capítulo 4. Métodos de previsão das características e desempenho da MRV

Assim, para se obter o torque médio é necessário calcular, através das equações (124)
e (125), as coenergias parciais para as posições alinhada e desalinhada, determinar a
coenergia total e aplicar a equação (78) apresentada na Seção 3.6. Logo, o torque médio
pode ser obtido através da equação (126).

𝑇𝑚 = (𝑊 ′

𝑡 𝑎𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑑𝑜 − 𝑊
′

𝑡 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑙𝑖𝑛ℎ𝑎𝑑𝑜) ·
(︂

𝑁𝑠𝑁𝑟

4𝜋

)︂
[𝑁 · 𝑚]

𝑇𝑚 = [(𝑊 ′

𝑚 𝑎𝑙𝑖𝑛. + 𝑊
′

𝑓 𝑎𝑙𝑖𝑛.) − (𝑊 ′

𝑚 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑙𝑖𝑛. + 𝑊
′

𝑓 𝑑𝑒𝑠𝑎𝑙𝑖𝑛.)] ·
(︂

𝑁𝑠𝑁𝑟

4𝜋

)︂
[𝑁 · 𝑚] (126)

4.3 Método dos Elementos Finitos

Diversos tipos de problemas físicos que são encontrados nas ciências e nas engenharias
são descritos matematicamente na forma de equações diferenciais ordinárias e parciais.
A solução exata usualmente é fruto de um método de solução analítico encontrado atra-
vés de métodos algébricos e diferenciais aplicados a geometrias e condições de contorno
particulares; a aplicação generalizada dos métodos analíticos para diferentes geometrias e
condições de contorno torna impraticável ou até mesmo impossível a obtenção de soluções
analíticas exatas (HUTTON; HUTTON, 2003).

O chamado Método dos Elementos Finitos (MEF) consiste em diferentes métodos
numéricos que aproximam a solução de problemas de valor de fronteira descritos tanto
por equações diferenciais ordinárias quanto por equações diferenciais parciais através da
subdivisão da geometria do problema em elementos menores, chamados elementos finitos,
nos quais a aproximação da solução exata pode ser obtida por interpolação de uma solução
aproximada pela solução do sistema de equações gerado pelo equacionamento de cada
elemento.

4.3.1 Conceitos fundamentais

O conceito base do MEF diz que: qualquer função contínua, tal como campo magné-
tico, temperatura, ou pressão, pode ser aproximada por um modelo discreto contínuo de
funções elementares, definidas num número finito de subdomínios da função continua. As
funções elementares serão definidas a partir de um conjunto definido de pontos da função
contínua (SEGERLIND, 1984).

A formulação de um problema pelo MEF tem, portanto, duas componentes: a pri-
meira, derivada do conceito base do método, consiste na divisão do meio contínuo em
partes (elementos) e na descrição do comportamento do meio contínuo como resultado da
soma do comportamento dos elementos; a segunda componente é relativa à formulação
do comportamento de cada elemento como parte do meio contínuo em que se integra
(GONÇALVES, 2001).
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De uma forma mais sistemática, definiram-se cinco etapas para a obtenção do modelo
discreto de funções elementares:

1. Identificação de um conjunto finito de pontos do domínio, os chamados nós;

2. Divisão do domínio em um número finito de subdomínios, que serão chamados
elementos;

3. Definição da função elementar, representativa da função contínua, para cada ele-
mento;

4. Determinação da equação geral do domínio;

5. Ajuste dos valores das variáveis nodais de forma a produzir a melhor aproximação
possível à função contínua.

Teixeira (2008) apresenta um exemplo do conceito básico do MEF, o cálculo da área
de uma circunferência de raio 𝑅 mostrada na Figura 27. Na Figura 27 pode-se ver que
a primeira e a segunda etapa descritas acima já foram concluídas, os nós bem como os
elementos já foram identificados.

Figura 27 – Circunferência de raio 𝑅 (TEIXEIRA, 2008).

A terceira etapa consiste na solução de um elemento, ou seja, o cálculo de área de um
elemento da circunferência. Assim sendo, a área de cada elemento pode ser obtida através
de:

𝐴𝑥 = 1
2 .𝑅2.𝑠𝑒𝑛(𝛽) (127)

O ângulo 𝛽 é determinado por (128), sendo 𝑛 o número de elementos existentes no
domínio.

𝛽 = 2𝜋

𝑛
(128)



76 Capítulo 4. Métodos de previsão das características e desempenho da MRV

Para a quarta etapa, reunindo as soluções de cada elemento em uma única equação
obtém-se a expressão a seguir, que representa a equação geral do domínio:

𝐹 (𝑛) =
𝑛∑︁

𝑥=1
𝐴𝑥 =

𝑛∑︁
𝑥=1

1
2 .𝑅2.𝑠𝑒𝑛

(︂2𝜋

𝑛

)︂
= 𝑛

1
2 .𝑅2.𝑠𝑒𝑛

(︂2𝜋

𝑛

)︂
(129)

A quinta etapa consiste em obter a solução geral do domínio, para tanto é necessário
substituir o valor de 𝑛 na equação (129). Sabendo-se que para o cálculo da área de
uma circunferência, é necessário conhecer o raio 𝑅 da mesma, e usar a fórmula 𝐴 =
𝜋.𝑅2. Temos para uma solução genérica que o número 𝑛 de elementos que oferece a
maior exatidão para o cálculo da área é o que fornece o valor mais próximo de 𝜋 =
3, 14159265359.

Para n=6:

𝐹 (𝑛) = 𝑛
1
2 .𝑟2.𝑠𝑒𝑛

(︂2𝜋

𝑛

)︂
= 2, 59807.𝑅2 (130)

Para n=20:

𝐹 (𝑛) = 𝑛
1
2 .𝑟2.𝑠𝑒𝑛

(︂2𝜋

𝑛

)︂
= 3, 09017.𝑅2 (131)

Para n=200:

𝐹 (𝑛) = 𝑛
1
2 .𝑟2.𝑠𝑒𝑛

(︂2𝜋

𝑛

)︂
= 3, 14108.𝑅2 (132)

Observa-se que quanto maior for a quantidade de subdomínios melhor será o resul-
tado final. No entanto, o aumento excessivo deste valor ocasionará aumento do custo
computacional. A quantidade de subdomínios necessários para obter um resultado fi-
nal satisfatório deve ser determinado através da precisão desejada para o resultado final.
Logo, devido à grande quantidade de cálculos que devem ser realizados nesse método,
foram desenvolvidos programas computacionais para fazê-los de forma rápida e eficiente,
alavancando ainda mais o uso e aplicações do MEF, bem como melhorando os resultados
obtidos.

4.3.2 Método de simulação

Como já foi dito anteriormente, em termos de precisão, pode-se afirmar que quanto
menor for o volume, ou o tamanho, do elemento maior será a precisão do cálculo. No
entanto, deve ser lembrado que o aumento do número de elementos para um mesmo
volume computacional (domínio) implica em um tempo maior de simulação, devido ao
maior número de iterações matemáticas a serem desenvolvidas.

Ao longo dos anos foram desenvolvidos inúmeros softwares para a simulação de elemen-
tos finitos. Entretanto, o método de simulação utilizado independe do software escolhido,
e é composto de três etapas: pré-processamento, processamento e pós-processamento,
descritos detalhadamente a seguir.
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4.3.2.1 Pré-processamento

A primeira etapa a ser executada em qualquer simulação por análise dos elementos
finitos é conhecida e definida na literatura técnica como pré-processamento. Todos os
passos envolvidos na etapa de pré-processamento têm como finalidade configurar e pre-
parar o modelo para a simulação, além de definir condições e variáveis de saída a serem
analisadas no processo de pós-processamento (OLIVEIRA, 2013).

O pré-processamento é constituído por aspectos importantes do problema proposto,
como as características geométricas, as propriedades elétricas, a formulação analítica do
problema, a definição do domínio, as condições de contorno, que corresponde à criação de
fronteiras, e a geração da malha de elementos finitos.

Os passos para o pré-processamento de um MRV são o desenho geométrico do MRV,
a escolha e definição de materiais utilizados no MRV, circuitos e fronteira, o tamanho da
malha de elementos finitos, o modo de funcionamento do motor e a escolha das variáveis
de saída ou resultados que o usuário deseja obter.

4.3.2.2 Processamento

A etapa de processamento baseia-se na aplicação de um método para resolução das
equações que descrevem o problema. Geralmente é feito através de métodos residuais, nos
quais as equações numéricas são discretizadas e implementadas diretamente no programa
computacional, resultando numa maior facilidade e simplicidade na aplicação e compre-
ensão do programa computacional utilizado para implementar o MEF (OLIVEIRA; FER-
REIRA; PONTES, 2010).

A duração desta etapa está diretamente ligada com a complexidade do problema,
com a quantidade de nós gerados na etapa de pré-processamento e com a capacidade de
processamento do computador. Quanto mais complexo o sistema a ser simulado, maior o
tempo gasto na simulação.

Geralmente, para as MRVs faz-se a análise para inúmeras posições do rotor. Assim, a
etapa de processamento tem uma duração relevante.

4.3.2.3 Pós-processamento

O pós-processamento é a terceira e última etapa de atividades a serem executadas
em qualquer simulação por análise dos elementos finitos. Nessa etapa são avaliados e
processados todos os resultados das etapas de processamento.

Simultaneamente, é obtida toda a distribuição dos campos calculados ao longo do
domínio do problema, os resultados são mostrados tanto no formato numérico quanto no
formato gráfico, com o uso de legendas coloridas, para análise de campos escalares, ou de
vetores, para a análise de campos vetoriais.
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Os dados apresentados nesta etapa são definidos previamente como variáveis de saída
na etapa de pré-processamento. No caso específico da MRV, a simulação é realizada para
um ciclo, ou seja, quando o rotor parte na posição desalinhada, passa pelo alinhamento dos
polos e retorna à posição desalinhada, simulando, portanto, o funcionamento do motor.
Assim, os dados são coletados para cada posição do rotor, de acordo com o deslocamento
angular definido no pré-processamento.

4.4 Comparação entre os métodos para o protótipo
desenvolvido

O fluxo concatenado por fase em um MRV é um parâmetro importante para o cálculo
do desempenho da máquina (RADUN, 1999). Em virtude do tempo necessário para
fazer a análise de elementos finitos, essa não é uma abordagem adequada para cálculos de
desempenho da MRV durante a etapa de projeto e, por exemplo, de otimização, indicando
a necessidade de uma abordagem alternativa (RADUN, 1999). Independente do quão
impreciso seja essa abordagem, é de suma importância para o projetista conhecer as
relações quantitativas entre os parâmetros de desempenho e as variáveis de projeto.

Nesta seção, com o objetivo de validar o MACF proposto neste capítulo, foi imple-
mentada uma função no Octave para fazer o cálculo do fluxo concatenado e torque médio
para diversos valores de corrente, com a finalidade de comparar os resultados obtidos
analiticamente com os resultados obtidos através da simulação de elementos finitos. A
Figura 28 mostra os valores do fluxo concatenado do protótipo, projetado no capítulo
anterior, calculado analiticamente pelo MACF e simulado pelo MEF.

Observando-se a Figura 28, pode-se concluir que a diferença entre os valores calculados
e obtidos na simulação é muito pequena, apresentando uma diferença maior no momento
de saturação do material, o que é esperado devido à dificuldade de expressar matemati-
camente este efeito. A Figura 29 apresenta o valor da indutância alinhada em relação ao
valor da corrente de excitação, obtidos através dos métodos propostos.

A Tabela 5 mostra os valores de torque médio calculados analiticamente pelo MACF
e os valores obtidos na simulação de elementos finitos, para cinco valores de corrente e o
valor do erro em relação ao MEF.

Tabela 5 – Torque médio para diferentes valores de corrente.
Valores de 𝐼

Variáveis 10 A 20 A 30 A 40 A
T𝑚(𝑁 · 𝑚) − 𝑀𝐴𝐶𝐹 5,1111 13,9544 22,9042 31,9232
T𝑚(𝑁 · 𝑚) − 𝑀𝐸𝐹 5,1232 13,2098 21,2342 28,8968

Erro (%) 0,2362 -5,637 -7,8647 -10,473
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Figura 28 – Fluxo concatenado versus corrente de excitação, calculados através do MACF
e do MEF.

Figura 29 – Indutância na posição alinhada versus corrente de excitação, calculada atra-
vés do MACF e do MEF.

A partir dos resultados mostrados, o MACF proposto apresentou precisão satisfatória
e será utilizado para o cálculo dos parâmetros de desempenho do motor durante a etapa
de otimização, quando é necessário que este cálculo seja repetido exaustivamente até que
o resultado ótimo seja encontrado.
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Capítulo 5
Simulação computacional utilizando

MEF

5.1 Introdução

Este capítulo tem como objetivo analisar o comportamento das grandezas de saída
(fluxo concatenado, indutância e torque) do MRV, através da simulação computacional.
Primeiramente o protótipo será simulado tal qual foi projetado no Capítulo 3. Os re-
sultados obtidos na simulação também serão utilizados para um estudo de verificação do
projeto, limite operacional e saturação da máquina. Em seguida será avaliado a influên-
cia de alguns parâmetros físicos no desempenho do motor. Assim estes, parâmetros serão
variados e avaliados separadamente, mantendo-se fixas as outras dimensões do MRVM
projetado.

Os parâmetros construtivos escolhidos foram: arco polar do rotor (𝛽𝑟), o entreferro
(𝑔), o número de espiras por fase (𝑁𝑇 ) e a corrente de fase. Estes parâmetros podem
influenciar o comportamento da MRV em diferentes proporções. Deste modo, a verificação
da influência dos mesmos visa auxiliar o projeto das máquinas de relutância de um modo
geral.

5.2 Considerações sobre a simulação

A simulação computacional foi realizada através do método dos elementos finitos,
utilizando o software FEMM, um programa amplo e de fácil utilização que possibilita
a obtenção de inúmeros resultados, tanto gráficos como numéricos. Paralelamente ao
FEMM, foi utilizado o software LuaEdit para rodar o código de simulação do motor. O
algoritmo desenvolvido é responsável por todas as etapas, desde a importação do desenho
dimensional do motor, feito no software AutoCad, até o movimento do rotor e a obtenção
de resultados.
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O intervalo de corrente avaliado será de 1, 0 a 60 𝐴, em intervalos de 1, 0 𝐴. Para cada
valor de corrente, o motor desenvolverá um quarto do ciclo, ou seja, partirá da posição
desalinhada, passará pela posição alinhada e voltará à posição desalinhada, com passos
de 1∘, percorrendo no total 90∘ mecânicos. Assim, podemos avaliar o comportamento das
grandezas de saída durante o crescimento e decrescimento da indutância.

No FEMM, o tamanho da malha de elementos finitos pode ser escolhida pelo usuário
ou pelo programa. Na análise em questão, optou-se por definir dois tamanhos diferentes
de malha, um tamanho maior para o Ar e o eixo do motor, pois a baixa permeabilidade
magnética desses materiais não influenciam no funcionamento do MRVM, logo elemen-
tos maiores nessas áreas aumentam a velocidade de simulação, diminuindo o domínio
computacional utilizado.

O tamanho menor de malha foi atribuído ao rotor, estator e bobinas, uma vez que
estes são os elementos condutores e objetos de análises, dessa forma elementos menores
resultarão em maior exatidão nos resultados. Em pontos críticos do problema, ou regiões
onde a geometria se torna mais estreita, o FEMM automaticamente torna os elementos
menores, para uma análise mais detalhada.

A Figura 30 apresenta a malha gerada pelo FEMM na análise do protótipo.

Figura 30 – Malha de elementos finitos do FEMM para o protótipo projetado.
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5.3 Linhas e densidade de fluxo no MRVM

A Figura 31 mostra o comportamento das linhas de fluxo no protótipo desenvolvido,
em ambas as posições de total alinhamento e desalinhamento.

Figura 31 – Comportamento das linhas de fluxo no protótipo: (a) posição alinhada; (b)
posição desalinhada.

A Figura 32 apresenta a densidade de fluxo para a posição de completo alinhamento
dos polos do estator e do rotor e a posição de completo desalinhamento dos polos para a
corrente de saturação 8, 5 𝐴, calculada através da equação (29). Já a Figura 33 mostra
a densidade de fluxo para a corrente de pico de 17 𝐴. A Figura 34 mostra o MRVM
operando com o dobro da corrente de pico estabelecida no projeto, 34 𝐴, com a finalidade
de analisar visualmente a saturação magnética do motor.

Figura 32 – Densidade de fluxo para posições totalmente alinhada e desalinhada para
𝐼𝑠𝑎𝑡 = 8, 5 𝐴.
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Figura 33 – Densidade de fluxo para posições totalmente alinhada e desalinhada para
𝐼𝑝 = 17 𝐴.

Figura 34 – Densidade de fluxo para posições totalmente alinhada e desalinhada para
𝐼 = 34 𝐴.

A Figura 35 apresenta a escala de de cores para a densidade de fluxo apresentada nas
Figuras 32, 33 e 34.

5.4 Perfil de Indutância e Torque

A Figura 36 apresenta a curva tridimensional da indutância versus a corrente versus
a posição do rotor do MRVM projetado.

A Figura 37 mostra a curva de torque versus a posição do rotor para diferentes valores
de corrente.
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Figura 35 – Escala de cores para densidade de fluxo 𝐵.

Figura 36 – Perfil de indutância do protótipo.

5.5 Verificação de projeto

O projeto do MRV utilizando a equação de saída deve ser verificado a partir da curva
de fluxo concatenado versus a corrente de excitação tanto para a posição alinhada como
para a posição desalinhada (KRISHNAN, 2001).

A Figura 38, apresenta o gráfico do fluxo concatenado versus a corrente de excitação
para a posição totalmente alinhada e para a posição de alinhamento mínimo. A Figura 39
mostra a variação do valor da indutância alinhada em relação ao valor da corrente de
excitação.

Como explicado durante a etapa de projeto do MRVM, a variável 𝑘2 é dependente
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Figura 37 – Perfil de torque do protótipo.

Figura 38 – Fluxo concatenado versus corrente de excitação para o protótipo desenvol-
vido.

do ponto de operação do motor e pode ser calculada a partir da equação (42). Assim,
o valor de 𝑘2 e a relação entre a indutância alinhada e desalinhada versus a corrente na
fase é apresentada na Figura 40. A partir dos dados coletados, o valor de 𝑘2 no ponto de
operação do motor, 𝐼 = 10 𝐴, é de 0, 74, e está dentro do intervalo esperado apontado
na equação (51). Além disso, este valor de 𝑘2 indica que o valor adotado no projeto é
aceitável, uma vez que esta diferença é de aproximadamente 10% no valor de 𝑘2, o que
causaria uma alteração de aproximadamente 5% no valor do diâmetro interno e das outras
dimensões.
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Figura 39 – Indutância na posição alinhada versus corrente no estator.

Figura 40 – 𝑘2 e relação entre indutância alinhada e desalinhada versus corrente no es-
tator.

A partir da equação de saída, pode-se perceber que a potência desenvolvida por cor-
rente de entrada é proporcional ao produto da densidade de fluxo e 𝑘2 (KRISHNAN,
2001). Assim, este produto é apresentado na Figura 41.
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Figura 41 – 𝑘2𝐵 versus corrente no estator para o protótipo desenvolvido.

5.6 Limite operacional e Saturação do motor

Um aumento da corrente de excitação resulta num aumento da potência de saída
mecânica do MRV, mas o aumento da energia mecânica não é uniforme para todos os
pontos de operação, em particular na região saturada (KRISHNAN, 2001). O aumento
da corrente de excitação causa um aumento do fluxo concatenado em ambas as posições,
alinhada e desalinhada. No entanto, para a posição alinhada que já está saturada, o
aumento é cada vez menor. Assim o ganho de energia é cada vez menor. Vide Figuras 14
e 38. Logo, é necessário estabelecer um limite operacional para a MRV.

A partir das explicações dadas neste trabalho, pode-se concluir que o limite operacional
do MRV ocorre quando o valor do fluxo na posição desalinhada é igual ao valor do fluxo
na posição alinhada.

Em adição à análise de saturação magnética visual que podemos fazer a partir das
Figuras 32, 33, 34 e a escala de cores da Figura 35, foi coletado o valor do módulo de
𝐵 para estes três valores de corrente em quatro pontos do motor na posição alinhada,
quando ocorre maior magnetização do material. Dois pontos estão localizados nos polos
do estator e do rotor e dois pontos na culatra do estator e do rotor. A Figura 42 mostra
estes pontos.

A Tabela 6, relaciona os valores coletados para 𝐵 na análise de elementos finitos para
cada ponto e os respectivos valores de corrente.

A partir dos resultados mostrados na Tabela 6, e da análise visual da saturação magné-
tica do motor, podemos concluir que os valores estão dentro da faixa desejada no projeto,
quando foi definido o valor de 𝐵 = 2, 0 𝑇 . Logo, observando a curva de magnetização do
aço M19 na Figura 21 e de acordo com as considerações feitas no Capítulo 3, o projeto
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Figura 42 – Localização dos pontos para coleta do valor de 𝐵.

Tabela 6 – Valores de 𝐵 obtidos na simulação para os pontos escolhidos.
Valores de 𝐵

1 - Polo do 2 - Culatra 3 - Polo do 4 - Culatra
Corrente Estator do Estator Rotor do Rotor

8, 5 𝐴 1,5459 0,9399 1,4659 0,8985
17 𝐴 1,7539 1,0650 1,6569 1,0171
34 𝐴 1,9287 1,1683 1,8086 1,1087

assegurou que a região de operação do motor possa explorar a capacidade de condução
do aço e melhorar o desempenho do motor.

5.7 Variação dos parâmetros físicos do MRV

Nesta Seção apresenta-se os parâmetros físicos variados e os resultados obtidos para
cada alteração. Cada dimensão alterada assumirá um valor inferior e um valor superior ao
valor nominal de projeto, respeitando os limites do motor. As outras dimensões do motor
serão mantidas. Os resultados mostrados são o fluxo concatenado, o perfil de indutância,
o perfil de torque, os valores da indutância para as posições alinhada e desalinhada, o
valor do torque médio (situação ideal) e os valores de 𝐵 em diferentes pontos do motor.

5.7.1 Arco polar do rotor

Nesta simulação, o arco polar do rotor irá assumir os seguintes valores: 40, 5∘, 47, 25∘

(nominal) e 54∘. A mudança de valor do arco polar do rotor provoca uma mudança no
valor da largura do polo do rotor. Assim, nesta simulação houve, por consequência, a
variação de duas dimensões do motor.

Os resultados gráficos obtidos são mostrados a seguir. A Figura 43 apresenta o com-
portamento do fluxo concatenado para os três valores de 𝛽𝑟.

As Figuras 44 e 45 apresentam os perfis de indutância e torque para os três valores de
arcos polares, para a corrente nominal de projeto 𝐼𝑛 = 10𝐴.
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Figura 43 – Fluxo concatenado versus corrente de excitação para o protótipo desenvol-
vido para diferentes valores de 𝛽𝑟.

Figura 44 – Variação da indutância para diferentes valores de 𝛽𝑟.

De modo a facilitar a visualização dos resultados, a Tabela 7 apresenta os valores da
indutância nas posições alinhada e desalinhada e do torque médio em uma situação ideal
para motor, ou seja, quando existe apenas a parte positiva do torque e, durante a etapa
de decrescimento da indutância não há presença de corrente e, portanto, produção de
conjugado.

A Tabela 8 apresenta os valores de B obtidos na simulação para os quatro pontos do
motor apresentados na Figura 42 para os três valores de arcos polares diferentes.



5.7. Variação dos parâmetros físicos do MRV 91

Figura 45 – Variação do torque para diferentes valores de 𝛽𝑟.

Tabela 7 – Resultados da variação de 𝛽𝑟.
Valores de 𝛽𝑟

Variáveis 40.5∘ 47.25∘ 54∘

Indutância Alinhada (mH) 71,8058 76,1375 76,9727
Indutância Desalinhada (mH) 5,7402 12,6742 25,5471

Torque médio (N ·𝑚) 5,1744 5,1232 4,2888

Tabela 8 – Valores de 𝐵 obtidos na simulação para os pontos escolhidos.
Valores de 𝐵

1 - Polo do 2 - Culatra 3 - Polo do 4 - Culatra
𝛽𝑟 Estator do Estator Rotor do Rotor

40.5∘ 1,5097 0,9141 1,6419 0,8772
47.25∘ 1,5997 0,9676 1,5177 0,9294

54∘ 1,6169 0,9803 1,4112 0,929

A partir dos resultados apresentados nas Figuras 43 e 44 pode-se concluir que o au-
mento do arco polar do rotor causa um aumento da indutância desalinhada, pois a maior
área de contato com o polo do estator permite maior passagem de fluxo e, logo, uma maior
magnetização do aço. Como para a posição alinhada o aço já está na região de saturação,
o aumento de fluxo é mínimo, sendo praticamente constante. A produção de torque é pro-
porcional à diferença entre os valores do fluxo alinhado e desalinhado. Portanto quanto
menor for essa diferença, menor será o valor do torque.

Além disso, podemos concluir que o aumento do arco polar do rotor provoca o acha-
tamento do perfil de indutância, o que também contribui para a diminuição do valor do
torque médio. Isso acontece pois, durante o intervalo em que não há variação no valor da
indutância, não há produção de conjugado, seja o mesmo positivo ou negativo, assim o
intervalo para a produção de torque é menor e o valor do torque médio diminui. Isto pode
ser observado na Figura 45 onde, para o valor de 𝛽𝑟 = 54∘ o torque inicia seu processo
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de crescimento após as outras curvas e seu processo de decrescimento antes, contribuindo
ainda mais para redução do valor do torque médio (Vide Tabela 7).

5.7.2 Entreferro

Para a variação do entreferro, escolheu-se como valor inferior 𝑔 = 0, 20 𝑚𝑚 e como
valor superior 𝑔 = 0, 45 𝑚𝑚. O aumento/diminuição do comprimento do entreferro se deu
através do aumento/diminuição do diâmetro do rotor, mantendo fixo o diâmetro externo
e interno da máquina.

A Figura 46 mostra o comportamento do fluxo concatenado nas posições de total
alinhamento e desalinhamento dos polos para os três valores de entreferro analisados.

Figura 46 – Fluxo concatenado versus corrente de excitação para o protótipo desenvol-
vido para diferentes valores de entreferro.

As Figuras 47 e 48 mostram, respectivamente, o perfil de indutância e torque para os
três valores de entreferro.

A Tabela 9 resume os resultados apresentados nas figuras, e a Tabela 10 apresenta os
valores de B coletados nos quatro pontos de referência do motor, permitindo a análise de
saturação do mesmo.
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Figura 47 – Variação da indutância para diferentes valores de entreferro.

Figura 48 – Variação do torque para diferentes valores de entreferro.

Tabela 9 – Resultados da variação de 𝑔.
Valores de 𝑔

Variáveis 0,20 mm 0,30 mm 0,45 mm
Indutância Alinhada (mH) 78,9425 76,1375 70,2318

Indutância Desalinhada (mH) 13,3289 12,6742 11,7158
Torque médio (N ·𝑚) 6,0914 5,1232 3,6803

Tabela 10 – Valores de 𝐵 obtidos na simulação para os pontos escolhidos.
Valores de 𝐵

1 - Polo do 2 - Culatra 3 - Polo do 4 - Culatra
𝑔 Estator do Estator Rotor do Rotor

0,20 mm 1,6571 1,0064 1,5738 0,9651
0,30 mm 1,5997 0,9676 1,5177 0,9294
0,45 mm 1,4773 0,8937 1,3995 0,8523

Como esperado, o encurtamento do entreferro ocasiona a diminuição da relutância do
mesmo e, consequentemente, o aumento da indutância. Portanto, entreferros menores
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Tabela 11 – Resultados da variação de 𝑁𝑇 .
Valores de 𝑁𝑇

Variáveis 28 esp. 57 esp. 86 esp.
Indutância Alinhada (mH) 27,4511 76,1375 123,6162

Indutância Desalinhada (mH) 3,5806 12,6742 25,7096
Torque médio (N ·𝑚) 3,1194 5,1232 9,1937

terão um valor de indutância maior. Quanto à saturação do aço dos núcleos do rotor e
do estator, seu comportamento é similar. Quanto menor o entreferro, maiores valores de
𝐵 são esperados para cada ponto.

5.7.3 Número de espiras

Nessa simulação foram utilizados dois valores de espiras para a comparação com o
valor nominal. O primeiro valor corresponde a 50% do número de espiras nominal, 28
espiras, e o segundo valor é 50% maior que o número de espiras nominal, 86 espiras. Para
a escolha do número de espiras por fase é fundamental atentar-se ao volume da região
interpolar onde as bobinas ficarão acomodadas, de modo que estas não excedam o volume
existente.

A influência do número de espiras no fluxo concatenado, indutância e torque do MRVM
são mostradas nas Figuras 49, 50 e 51, respectivamente.

Figura 49 – Fluxo concatenado versus corrente de excitação para o protótipo desenvol-
vido para diferentes números de espiras.
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Figura 50 – Variação da indutância para diferentes números de espiras.

Figura 51 – Variação do torque para diferentes números de espiras.

Tabela 12 – Valores de 𝐵 obtidos na simulação para os pontos escolhidos.
Valores de 𝐵

1 - Polo do 2 - Culatra 3 - Polo do 4 - Culatra
𝑁𝑇 Estator do Estator Rotor do Rotor

28 esp. 1,1675 0,7126 1,1111 0,6541
57 esp. 1,5997 0,9676 1,5177 0,9294
86 esp. 1,72 1,0454 1,6293 0,9986

Verifica-se através das figuras e da Tabela 11 que os valores da indutância alinhada
e desalinhada aumentam com o aumento do número de espiras. Esse aumento é espe-
rado, uma vez que uma maior quantidade de espiras implica em um aumento de fluxo
concatenado, como pode ser percebido através da Figura 49, e é limitado pela saturação
magnética do material.
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5.7.4 Corrente de fase

As Figuras 52 e 53 exibem os perfis de indutância e o torque do MRVM projetado,
respectivamente, para a variação da corrente de fase. As simulações foram realizadas para
quatro valores de correntes, as quais são 10 A, 20 A, 30 A e 40 A.

Figura 52 – Variação da indutância para diferentes valores de corrente.

Figura 53 – Variação do torque para diferentes valores de corrente.

A Tabela 13 mostra os valores máximo e mínimo da indutância e do torque médio
para cada valor de corrente. Quando o MRVM está operando na região linear da curva
de magnetização do material, o acréscimo do fluxo concatenado se dá proporcionalmente
ao aumento da corrente de fase, fazendo com que a indutância permaneça praticamente
constante (TEIXEIRA, 2008). No entanto, com o aumento da corrente de fase, a magne-
tização do material irá aumentar até entrar na região de saturação. Nesta região a taxa
de crescimento do fluxo com o aumento da corrente é muito pequena e cada vez menor.
Assim, a partir de um determinado ponto, o valor do fluxo é praticamente constante.
Logo, a partir desse ponto, o valor da indutância diminui com o aumento da corrente.

Da Tabela 13 verifica-se que praticamente não ocorreu alteração na indutância desali-
nhada, uma vez que ela opera na região linear da curva de magnetização. Já a indutância
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Tabela 13 – Resultados da variação de 𝐼.
Valores de 𝐼

Variáveis 10 A 20 A 30 A 40 A
Indutância Alinhada (mH) 76,1355 42,8326 30,2158 23,3617

Indutância Desalinhada (mH) 12,6712 10,2581 9,1141 8,4114
Torque médio (N ·𝑚) 5,1228 13,2098 21,2343 28,8968

alinhada diminui com o aumento da corrente indicando saturação. Embora ocorra o de-
créscimo da indutância, o torque continua a crescer à medida que a corrente aumenta,
uma vez que ele é proporcional ao quadrado da corrente.

A Tabela 14 apresenta o comportamento de 𝐵 para esses valores de corrente na posição
de alinhamento dos polos.

Tabela 14 – Valores de 𝐵 obtidos na simulação para diferentes valores de corrente.
Valores de 𝐵

1 - Polo do 2 - Culatra 3 - Polo do 4 - Culatra
𝐼 Estator do Estator Rotor do Rotor

10 A 1,5997 0,9676 1,5177 0,9294
20 A 1,7973 1,0851 1,6974 1,0404
30 A 1,9004 1,1458 1,7869 1,0903
40 A 1,9604 1,1808 1,8373 1,1187
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Capítulo 6
Otimização: Teoria e Métodos

6.1 Introdução

Otimização é o processo de fazer algo melhor, consiste em testar variações do conceito
inicial e usar as informações obtidas para melhorar a idéia (HAUPT; HAUPT, 2004). As-
sim, a otimização é um processo de busca da melhor solução para um processo, ajustando
as características de entrada para que o resultado seja maximizado ou minimizado.

Existem diversos métodos e técnicas de otimização. De forma geral eles podem ser
classificados como métodos determinísticos e métodos probabilísticos. Os métodos de
otimização baseados nos algoritmos determinísticos - a maioria dos métodos clássicos -
geram uma seqüência determinística de possíveis soluções requerendo, na maioria das
vezes, o uso da primeira derivada, pelo menos, da função objetivo com respeito às va-
riáveis de projeto (BASTOS, 2004). Enquanto isso, os métodos baseados nos algoritmos
probabilísticos usam somente a avaliação da função objetivo e introduzem, no processo
de otimização, dados e parâmetros estocásticos resolvendo o problema do ponto de vista
probabilístico (BASTOS, 2004).

O problema apresentado neste trabalho será otimizado através dos métodos estocás-
ticos, mais particularmente os Algoritmos Evolucionários. Este capítulo se restringe a
explicar os métodos e técnicas que serão utilizados na otimização do projeto de MRVM.

6.2 Formulação Geral do Problema de Otimização

6.2.1 Componentes básicos de um Problema de Otimização

De forma conceitual, cada Problema de Otimização (PO) apresenta as seguintes ca-
racterísticas básicas (VANDERPLAATS, 1999; LOBATO, 2008):

o Função Objetivo: define a característica do problema que se deseja melhorar.
Matematicamente, esta característica é representada por uma equação matemática
dependente (explicitamente ou não) das variáveis;
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o Variáveis: conjunto de parâmetros que podem influenciar os valores da função ob-
jetivo. Devidamente manipuladas, promovem modificações no sentido de aumentar
ou diminuir os valores da função objetivo. São também denominadas variáveis de
projeto, de decisão ou de busca;

o Restrições: são características que limitam os valores que podem ser atribuídos às
variáveis (ENGELBRECHT, 2007). A maioria dos problemas definem, pelo menos,
um conjunto de restrições que limitam o espaço de busca para cada variável.

6.2.2 Classificações de PO

De acordo com Engelbrecht (2007), os PO são classificados de acordo com um número
de características:

o O número de variáveis que influencia a função objetivo. Um problema com
apenas uma variável a ser otimizada é chamado de problema uni-dimensional, já
se mais de uma variável for considerada, o problema será chamado de problema
multi-dimensional.

o O tipo de variáveis: O processo de otimização pode ser discreto ou contínuo.
O primeiro se refere ao tratamento de problemas com um número finito de possí-
veis valores para as variáveis, enquanto que, no segundo, essas tendem a infinitas
possibilidades (LOBATO, 2008).

o A linearidade ou não-linearidade da função objetivo: Problemas lineares têm
uma função objetivo composta por relações lineares entre suas variáveis. Quando
funções objetivo não-lineares são utilizadas, assim são as relações entre suas variá-
veis, e logo o problema é referido como não linear.

o Quanto às restrições: o problema pode ser restrito (apresenta restrições) e não
restrito (não apresentam nenhum tipo de restrição). Contudo, qualquer processo,
por mais simples que seja, possui algum tipo de restrição: igualdade, desigualdade
ou laterais, oriundas de limitações operacionais, físicas, ambientais, entre outras
(LOBATO, 2008). As restrições podem ser classificadas em:

– Restrições de Desigualdade: estabelecem uma região do espaço de projeto den-
tro da qual o seu valor deve ser maior ou igual/menor ou igual, a um valor
pré-estabelecido;

– Restrições de Igualdade: definem uma região onde as variáveis de projeto con-
ferem à restrição um valor pré-determinado;

– Restrições Laterais: delimitam uma faixa de variação para cada variável de
projeto, ou seja, definem os valores máximos e mínimos que podem ser adotados
para tais variáveis.
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o O número de ótimos: Se existe apenas uma solução clara, o problema é unimodal.
Se existem mais de um ponto ótimo o problema é multimodal. Alguns problemas
tem ótimos locais, dificultando a convergência do algoritmo de otimização.

o O número de critérios de otimização: O PO pode ter um objetivo (mono)
ou múltiplos objetivos (multi). Em um problema multiobjetivo, vários objetivos
precisam ser otimizados simultaneamente. Esses se diferenciam pela forma como o
ótimo é definido e pela metodologia de tratamento empregada.

Existem inúmeros métodos de otimização para resolver cada tipo diferente de pro-
blema. O método de otimização multiobjetivo utilizada neste trabalho será detalhada a
seguir.

6.2.3 Otimização Multiobjetivo - Método da Soma Ponderada

Matematicamente, o Problema de Otimização Multiobjetivo (POM) é definido como
(DEB, 2001):

𝑚𝑖𝑛/𝑚𝑎𝑥 𝑓𝑚(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . , 𝑀 ; (133)

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑔𝑗(𝑥) ≤ 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝐽 ;
ℎ𝑘(𝑥) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝐾;
𝑥𝑖𝑛𝑓

𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑠𝑢𝑝
𝑖

(134)

A solução 𝑥 ∈ R é o vetor de 𝑛 variáveis: 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)T . Os valores 𝑥𝑖𝑛𝑓
𝑖 e

𝑥𝑠𝑢𝑝
𝑖 , representam os valores mínimo e máximo para a variável 𝑥𝑖, respectivamente, as 𝐽

desigualdades (𝑔𝑗) e as 𝐾 igualdades (ℎ𝑘) são chamadas de funções de restrição.
Cada uma das 𝑀 funções objetivo 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑚(𝑥) pode ser maximizada ou

minimizada. O vetor de funções objetivo 𝑓(𝑥) forma um espaço multi-dimensional deno-
minado espaço de objetivos.

Existem várias técnicas para lidar com os POM, uma das abordagens mais simples é a
soma ponderada de objetivos. Este método é utilizado antes da inicialização do processo
de otimização, quando o usuário atribui coeficientes de ponderação aos critérios. Assim,
o problema inicialmente com 𝑚 objetivos, é transformado em um outro, com os objetivos
agregados, resultando num problema com um único objetivo. Este processo é representado
pela equação (135).

𝑚𝑖𝑛𝑓(𝑥) =
𝑚∑︁

𝑖=1
𝑤𝑖𝑓𝑖(𝑥) (135)

onde os coeficientes de ponderação 𝑤𝑖 obedecem à seguinte relação:
𝑚∑︁

𝑖=1
𝑤𝑖 = 1 (136)

Os resultados obtidos através desta abordagem são fortemente dependentes dos valores
de 𝑤𝑖. Além disso, esses coeficientes não refletem proporcionalmente a importância rela-
tiva dos objetivos, são somente ponderações (OSYCZKA, 1978). Para os problemas de
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otimização, a localização do mínimo depende não apenas dos valores de 𝑤𝑖, mas também
das unidades nas quais essas funções são expressas. Assim, caso se deseje que esses pesos
reflitam a importância de cada objetivo, todas as funções devem ser expressas em uni-
dades que assumam aproximadamente o mesmo valor numérico (OSYCZKA, 1984). Isso
pode ser feito da seguinte forma:

𝑚𝑖𝑛𝑓(𝑥) =
𝑚∑︁

𝑖=1
𝑤𝑖

𝑓𝑖(𝑥)
𝑓 0

𝑖

(137)

onde 𝑓 0
𝑖 é o i-ésimo valor da função objetivo otimizada individualmente com a presença de

todas as restrições originais. Utilizando a solução ideal 𝑓 0
𝑖 , a função vetorial na equação

(135) é normalizada e os coeficientes de ponderação 𝑤𝑖 refletem de forma aproximada a
importância dos objetivos.

6.3 Algoritmos evolucionários

A Computação Evoluionária (CE) tem como objetivo imitar os processos da evolução
natural, onde o conceito principal é a sobrevivência do mais apto: o menos apto deve
morrer (ENGELBRECHT, 2007). Na evolução natural, os indivíduos mais aptos sobrevi-
vem e se reproduzem, seus filhos herdam as melhores características de seus pais. Aqueles
individuos que herdam características ruins são fracos e perdem a batalha para sobreviver
em um ambiente competitivo, assim o individuo mais bem adaptado ao ambiente tende
a sobreviver e repassar seu material genético para as futuras gerações.

Os Algoritmos Evolucionários (AE) usam uma população de indivíduos, onde cada
indivíduo é referido como um cromossomo e cada característica do indivíduo é chamada
de gene. Uma população de indivíduos representa um conjunto de possíveis soluções para
o problema a ser otimizado. A cada geração, os indivíduos competem para produzir des-
cendentes, os indivíduos mais aptos a sobrevivência tem maiores chances de se reproduzir.
Os filhos são gerados a partir do processo de cruzamento (crossover) e podem sofrer mu-
tação, quando alguma característica do indivíduo é modificada aleatoriamente. A força de
sobrevivência de um indivíduo é medida usando uma função fitness, ou função de aptidão,
que reflete os objetivos e restrições do problema a ser resolvido (ENGELBRECHT, 2007).

Diferentes classes de AE foram desenvolvidos:

o Algoritmos Genéticos (AG) são modelos de evolução genética.

o Programação Genética é baseada nos AG, porém os indivíduos são programas.

o Programação Evolucionária é derivada a partir da simulação do comportamento
adaptativo dos indivíduos da população na evolução.

o Estratégias Evolucionárias buscam modelar os parâmetros da estratégia que
controlam a variação da evolução.
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o Evolução Diferencial que é similar ao AG, diferindo no mecanismo de reprodução
utilizado.

o Evolução Cultural que modela a evolução cultural da população e o quanto a
cultura influencia a evolução genética e fenotipíca dos indivíduos.

o Coevolução trata da evolução de individuos menos aptos através da cooperação
ou concorrência com os outros, adquirindo as características necessárias para sobre-
viver.

Os AE têm sido bastante utilizados por possuírem uma série de características que os
tornam bastante atraentes para aplicações de otimização numérica. Os AE são facilmente
implementáveis; são modulares e se adaptam facilmente a vários tipos de problema; são
métodos de otimização global mais robustos a ótimos locais; podem otimizar um grande
número de parâmetros discretos, contínuos ou uma combinação deles; realizam buscas
simultâneas em várias regiões do espaço de busca(paralelismo inerente); podem ser com-
binados com outras heurísticas de busca (OLIVEIRA, 2004). Naturalmente, também
possuem algumas desvantagens como, por exemplo, podem ser mais lentos que outros
métodos por trabalharem com uma população de soluções; é necessário definir um me-
canismo apropriado de codificação e avaliação de soluções; dificuldades para se ajustar
adequadamente os valores dos parâmetros de desempenho (OLIVEIRA, 2004).

Para entender a terminologia utilizada nos processos de otimização baseados na evo-
lução natural, a Tabela 15 mostra a analogia entre esses termos e um problema compu-
tacional típico.

Tabela 15 – Analogia entre a terminologia do AE e de um problema computacional.

Evolução Natural Problema Computacional
População Conjunto de soluções
Indivíduo Candidato a solução de um problema
Cromossomo Representação codificada de uma solução
Gene Parte da representação de uma solução
Ambiente Função objetivo ou aptidão (fitness)
Cruzamento, Mutação Operadores de busca
Geração Iteração

Neste trabalho, duas metodologias de AE são utilizados para buscar a melhor solução
para o problema: os Algoritmos Genéticos e a Evolução Diferencial, os quais são descritos
mais detalhadamente nas próximas seções.

Uma breve descrição dos componentes principais de um AE é feita adiante.



104 Capítulo 6. Otimização: Teoria e Métodos

6.3.1 Componentes principais de um AE

6.3.1.1 Representação genética

A representação genética corresponde a codificação do cromossomo de forma que este
possa ser compreendido por computadores e represente as informações do problema.

A codificação binária é tradicionalmente muito utilizada, uma vez que foi utilizada
nos trabalhos pioneiros de Holland (1975). Contudo, se um problema tem parâmetros
contínuos e deseja-se trabalhar com boa precisão numérica, será necessário armazenar
indivíduos relativamente longos na memória do computador (PINHO et al., 2013) preju-
dicando, assim, a velocidade de execução do algoritmo. Neste sentido, a representação
real apresenta vantagens sobre a binária no que diz respeito à velocidade de processa-
mento, consistência dos resultados a cada geração e maior precisão (especialmente em
grandes domínios quando a representação binária exige codificação especialmente longa)
(MICHALEWICZ, 1996).

A escolha de uma representação adequada para o problema é importante na medida
que quanto mais adequada a representação for, maior a qualidade dos resultados obtidos
(PINHO et al., 2013).

6.3.1.2 População inicial

A população inicial de soluções pode ser obtida de duas formas, ou os indivíduos são
gerados aleatoriamente ou a população é gerada através de uma heurística relacionada às
características do problema abordado (SOARES, 2006).

Ao direcionar a população inicial com o auxílio de alguma heurística, o AE pode chegar
a soluções melhores e mais rapidamente do que quando comparado ao processo de geração
aleatória. No entanto pode ocorrer convergência prematura para pontos ótimos locais, o
que é não é conveniente para a resolução do problema (PINHO et al., 2013) (REEVES,
1995). Independente da forma como é gerada, a população inicial deve cobrir a maior
parte do espaço de busca da solução. Se regiões do espaço de busca não forem cobertas
pela população inicial, há chances de que essas partes do domínio sejam negligenciadas
no processo de busca (ENGELBRECHT, 2007).

O tamanho da população é um parâmetro de configuração importante para um AE.
Populações pequenas podem não representar adequadamente o espaço de busca podendo
levar o AE a uma convergência prematura e populações muito grandes acarretam maiores
esforços computacionais e maior tempo para resolução do problema (MICHALEWICZ,
1996).

6.3.1.3 Função de aptidão/avaliação/fitness da população

A função de aptidão representa a função objetivo, que descreve o problema de otimi-
zação. Assim, o valor da função de aptidão determina a qualidade de um indivíduo como
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solução do problema.
A função de aptidão precisa ser elaborada de modo que represente fielmente as condi-

ções do problema. Assim, poderá entregar soluções que possam levar o AG ao resultado
ótimo (GUIMARÃES, 2013).

6.3.1.4 Métodos de seleção

Após a fase de avaliação, os indivíduos com melhor aptidão terão maior probabilidade
de serem selecionados para a aplicação dos demais operadores genéticos (GUIMARÃES,
2013). A seleção é um dos principais operadores em AE e se relaciona diretamente com o
conceito de sobrevivência dos mais aptos.

Ao final de cada geração uma nova população de soluções candidatas é selecionada
para servir como população na geração seguinte. A nova população pode ser selecionada
a partir dos filhos apenas ou a partir de ambos pais e filhos (ENGELBRECHT, 2007).

Alguns métodos de seleção são descritos a seguir.

o Seleção aleatória é o método mais simples, cada indivíduo tem a mesma proba-
bilidade de ser selecionado, nenhuma informação de aptidão é utilizada.

o Seleção por Roleta proporcional proposto por (HOLLAND, 1975). Os indiví-
duos são representados de forma proporcional ao seu valor de aptidão, assim um
indivíduo mais apto tem maiores chances de ser sorteado.

o Seleção por torneio um subconjunto da população é sorteado e os melhores indi-
víduos desse grupo são selecionados e competem entre si para se tornarem um dos
pais da próxima geração.

o Seleção elitista armazena o melhor indivíduo de uma geração e o reintroduz na
geração seguinte, evitando a perda de informações importantes presentes em indi-
víduos de alta aptidão e que podem ser perdidas ao longo do processo (PINHO et
al., 2013).

O operador seleção deve garantir que os indivíduos mais aptos sobrevivam para as
próximas gerações.

6.3.1.5 Operadores Genéticos: Cruzamento e Mutação

Segundo Goldberg (1989) existem diversos operadores genéticos. Entretando, dois
operadores são comumente utilizados: cruzamento (crossover) e mutação.

1. Cruzamento
Nesta operação, dois indivíduos são combinados para formar novos indivíduos. Apli-
cando iterativamente este operador, é esperado que as características dos indivíduos
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mais aptos apareçam com maior frequência na população e eventualmente convir-
jam para uma boa solução (PINHO et al., 2013). Para a representação binária,
os tipos mais comuns de cruzamentos encontrados na literatura são o cruzamento
uniforme, o cruzamento de um ponto e o cruzamento de dois pontos. Em problemas
com representação real, são utilizados operadores de cruzamento aritméticos que
realizam algum tipo de combinação linear entre os cromossomos pais (LACERDA;
CARVALHO, 1999). Entre eles estão cruzamento de média, de média geométrica,
linear, aritmético, heurístico e simples.

2. Mutação
O operador de mutação foi proposto inicialmente para introduzir na população ma-
terial genético inovador de maneira constante (GOLDBERG, 1989). Todavia, a
mutação também pode ser empregada para introduzir um ruído aleatório, reduzido
deterministicamente ao longo das gerações. Constituindo-se assim, como um opera-
dor que intensifica a busca em torno de regiões de busca (MICHALEWICZ, 1996).
A mutação introduz características novas que podem ser mais ou menos apropriadas
à adaptação do indivíduo ao meio em que ele vive. No caso de ser mais apropri-
ado, o indivíduo tende a se sobressair, aumentando suas chances de reproduzir-se
e, consequentemente, transmitir esse material genético novo a um número maior de
descendentes. No caso de ser menos apropriado, esse indivíduo pode ter uma vida
breve, limitando o efeito do novo material a um número pequeno de indivíduos. A
longo prazo, pequenas mutações podem causar mudanças substanciais na popula-
ção, incluindo a formação de novas espécies (OLIVEIRA, 2004).
A escolha do operador mutação depende da codificação do cromossomo. Quando
a codificação é binária, o operador de mutação padrão simplesmente troca o valor
de um gene em um cromossomo (GOLDBERG, 1989). Em problemas com repre-
sentação real, o operador de mutação mais popular é a mutação gaussiana, quando
um gene é substituído por um número aleatório com distribuição normal. Outros
tipos de mutação para representação real são: mutação uniforme, mutação creep,
mutação limite, mutação não-uniforme e mutação não-uniforme múltipla.

6.3.1.6 Critérios de parada e Número de gerações

A geração é uma iteração do AE na qual os indivíduos da população atual são selecio-
nados e recombinados e/ou mutados, gerando descendentes até que um critério de parada
seja satisfeito. O critério de parada mais simples é o de limitar o número de gerações que
AE está autorizado a executar. Este limite, no entanto, deve ser suficiente para permitir
que o AE explore o espaço de busca (ENGELBRECHT, 2007). Além disso, pode ser
utilizado um critério de convergência para verificar se a população de soluções converge
para uma solução específica.
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6.3.2 Algoritmos Genéticos

Os AG são técnicas de otimização e busca estocástica baseada nos princípios da seleção
genética e natural (HAUPT; HAUPT, 2004). O AG de John H. Holland e colaboradores
(HOLLAND, 1975), (JONG, 1975), (GOLDBERG, 1989) é consideravelmente diferente
dos AG’s utilizados atualmente. Essa diferença se dá pois os operados utilizados inici-
almente eram muito simples, e muitas vezes os resultados não eram satisfatórios, o que
acabava limitando as aplicações dos AG’s. Como alternativa de melhoria de desempenho,
inúmeros variações de AG foram desenvolvidas, que diferem no esquema de representação,
no operador de seleção, operador cruzamento e no operador de mutação (ENGELBRE-
CHT, 2007).

Algumas vantagens dos AG são citadas a seguir (PINHO et al., 2013) e (HAUPT;
HAUPT, 2004):

o Trabalham com uma população de soluções em um determinado espaço de busca;

o São capazes de lidar com funções discretas e contínuas, podendo trabalhar também
com funções mistas;

o Não são afetados por descontinuidades na função ou em suas derivadas;

o Não utilizam métodos de busca totalmente aleatórios;

o Lidam com um grande número de variáveis;

o Resolvem problemas de buscas em espaços de buscas grandes demais para métodos
de otimização tradicionais;

o Otimiza variáveis com superfícies de busca extremamente complexas;

o Fornecem uma lista de variáveis ótimas, e não uma única solução ótima;

o Podem trabalhar com variáveis codificadas;

o Trabalha com dados numéricos, dados experimentais, ou funções analíticas.

Estas vantagens são intrigantes e, em alguns casos, entregam resultados impressionan-
tes quando abordagens de otimização tradicionais falham (HAUPT; HAUPT, 2004).

É evidente que o AG não é a melhor maneira de resolver todos os problemas. Devido
ao fato de o AG trabalhar com uma população de soluções candidatas, muitos problemas
de baixa complexidade são resolvidos mais rapidamente utilizando métodos tradicionais
de otimização.

O fluxograma genérico apresentado na Figura 54 é capaz de abranger a maioria dos
AGs existentes.
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Figura 54 – Fluxograma para o AG genérico (PINHO et al., 2013).

o 1𝑎 Etapa - Uma população inicial de soluções candidatas ao problema é gerada.

o 2𝑎 Etapa -Os indivíduos da população são avaliados segundo a função de avaliação.

o 3𝑎 Etapa - O critério de parada é verificado.

o 4𝑎 Etapa - Se o critério de parada não for satisfeito os indíviduos selecionados se
reproduzem (cruzamento) aos pares para gerar os filhos que irão compor a nova
população de soluções. Caso ocorra a mutação, uma pequena característica do
cromossomo será alterada.

Este ciclo é repetido até que o critério de parada do algoritmo seja alcançado ou o
limite de gerações atingido. Neste momento, a solução encontrada para o problema é
apresentada.

6.3.3 Evolução Diferencial

A Evolução Diferencial (ED) foi apresentada como uma versão do AG, resolvendo de
forma mais rápida os problemas de otimização (RAMPAZZO; YAMAKAMI; FRANÇA,
2013). É uma meta-heurística desenvolvida para ser um método de busca paralela, direta
e estocástica (STORN; PRICE, 1997).
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O método da ED foi desenvolvido para preencher todos os requisitos de uma técnica
de otimização prática, são eles: capacidade de lidar com funções não diferenciáveis, não-
lineares e multimodais; capacidade de paralelismo para lidar com funções de intenso custo
computacional; fácil de usar, as variáveis de controle do algoritmo devem ser poucas, ro-
bustas e de fácil escolha; boas propriedades de convergência, escapando de mínimos locais
(STORN; PRICE, 1997). Assim, um método de otimização global genuinamente útil
deve ser simples de implementar, fácil de usar, confiável e rápido (PRICE; LAMPINEN;
STORN, 2005). O algoritmo de ED preencheu todos esses requisitos, e provou sua efici-
ência em inúmeros trabalhos que comparam a ED com outros algoritmos evolucionários
e métodos de otimização.

Uma das principais vantagens do algoritmo de ED em comparação com os outros al-
goritmos é sua propriedade de auto-ajuste. O ED utiliza a diferença entre dois vetores
(indivíduos), escolhidos aleatoriamente na população candidata para produzir novos in-
divíduos. Este é um mecanismo de busca simples e poderoso, uma vez que à medida
que a população evolui, a direção de busca e o tamanho do passo na mutação mudam,
ajustando-se de acordo com a distribuição da população no espaço de busca (PRICE;
LAMPINEN; STORN, 2005). Além disso, a evolução diferencial trabalha com uma po-
pulação de vetores compostos de números reais, assim não é necessário usar processos de
codificação e decodificação.

Uma população inicial gerada aleatoriamente e composta por 𝑁𝑝 indivíduos, chamados
vetores, cobre todo o espaço de busca. Para um problema com 𝑛 variáveis, cada vetor pos-
sui 𝑛 componentes. A população segue um processo de evolução natural, porém o número
de indivíduos permanece o mesmo ao longo das gerações e do processo de otimização.

A idéia principal da ED é gerar novos indivíduos através da adição da diferença pon-
derada entre dois indivíduos aleatórios a um terceiro indivíduo. Esta operação é chamada
de mutação e a ponderação previne duplicações de indivíduos existentes. O vetor mutado
(donor ou doador) é então combinado com outro vetor pré-determinado, o vetor target
ou vetor alvo, para gerar o vetor trial ou vetor teste. Esta combinação correspode ao
cruzamento (crossover) e tem a finalidade de aumentar a diversidade das soluções muta-
das ao mesmo tempo que incorpora indivíduos bons de gerações anteriores (RAMPAZZO;
YAMAKAMI; FRANÇA, 2013).

Se a função aptidão do vetor trial for inferior a função aptidão do vetor target, então
o vetor trial será o vetor target da geração seguinte (OLIVEIRA, 2006). É importante
ressaltar que cada indivíduo presente na população atual deve ser usado pelo menos uma
vez como vetor target, assim todo indíviduo deve ser utilizado no cruzamento e na seleção.

Existem inúmeras estratégias desenvolvidas para a ED, todas, no entanto, respeitam
a ordem explicada acima e representada no fluxograma apresentado na Figura 55.
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Figura 55 – Fluxograma típico para a ED.

6.3.3.1 Operadores da ED

Os operadores da ED se baseiam nos princípios da evolução natural de manter a di-
versidade da população, evitar convergências prematuras e obter a melhor solução (OLI-
VEIRA, 2006).

Seja uma população de soluções candidatas, representada por 𝑋𝑡 = 𝑥𝑡,𝑖; 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑝

onde 𝑡 é o índice da geração corrente e 𝑖 é o índice do indivíduo na população e 𝑁𝑝 é o
número de indivíduos na população. Cada indivíduo na população é representado por um
vetor:
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𝑥𝑡,𝑖 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥𝑡,𝑖,1

𝑥𝑡,𝑖,2
...

𝑥𝑡,𝑖,𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (138)

Onde o terceiro índice indica uma entre as 𝑛 variáveis do problema.
A seguir, a estratégia básica da ED é descrita.

o Mutação
Para cada vetor alvo 𝑥𝑡,𝑖 da população, para 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑝, um novo indivíduo é
gerado através da mutação diferencial:

𝑣𝑡,𝑖 = 𝑥𝑡,𝑟1 + 𝐹 · (𝑥𝑡,𝑟2 − 𝑥𝑡,𝑟3) (139)

Na equação acima 𝑣𝑡,𝑖 representa a i-ésima solução mutante, 𝐹 é o fator de escala
aplicado ao vetor diferença e parâmetro do algoritmo de ED, com 𝐹 ∈ [0, 2]. O
vetor 𝑥𝑡,𝑟1, ao qual é aplicado a mutação diferencial, é denominado vetor base e 𝑟1,
𝑟2, 𝑟3 ∈ {1, . . . , 𝑁𝑝}.

o Cruzamento
O cruzamento é introduzido para aumentar a diversidade dos indivíduos que sofre-
ram mutação. Assim, a população mutante e a população corrente serão recombi-
nadas a partir da seguinte comparação:

𝑢𝑡,𝑖,𝑗 =

⎧⎨⎩ 𝑣𝑡,𝑖,𝑗, 𝑠𝑒 𝑟𝑗 ≤ 𝐶𝑅 𝑜𝑢 𝑗 = 𝑙𝑖

𝑥𝑡,𝑖,𝑗, 𝑠𝑒 𝑟𝑗 > 𝐶𝑅 𝑜𝑢 𝑗 ̸= 𝑙𝑖
(140)

Onde 𝑙𝑖 ∈ 1, . . . , 𝑛 é um índice aleatório sorteado para o vetor teste 𝑖. Como em
algum momento a igualdade 𝑗 = 𝑙𝑖 será verificada, essa condição garante que pelo
menos um dos parâmetros da solução teste será herdado do indivíduo mutante. O
parâmetro 𝐶𝑅 é a probabilidade de cruzamento ∈ [0, 1] e controla a fração de valores
em 𝑢𝑡,𝑖 que são copiados do vetor mutante 𝑣𝑡,𝑖.

o Seleção
A seleção é o processo de produzir filhos melhores que os pais (OLIVEIRA, 2006).
Diferente dos outros AE, a ED não usa o elitismo ou a seleção proporcional. Pelo
contrário, são comparados os valores da função fitness do vetor teste com o vetor
base. Se o fitness do vetor teste for menor ou igual ao fitness do vetor base, então
o vetor teste será escolhido para a próxima geração. Caso contrário, o vetor base
continua na próxima geração.

𝑥𝑡+1,𝑖 =

⎧⎨⎩ 𝑢𝑡,𝑖, 𝑠𝑒 𝑓(𝑢𝑡,𝑖) ≤ 𝑓(𝑥𝑡,𝑖)
𝑥𝑡,𝑖, 𝑠𝑒 𝑓(𝑢𝑡,𝑖) > 𝑓(𝑥𝑡,𝑖)

(141)
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6.3.3.2 Estratégias da ED

Diferentes estratégias de ED podem ser obtidas alterando-se os operadores mutação e
cruzamento. Para classificar as diferentes variações de ED, Storn e Price (1997) introdu-
ziram a seguinte notação:

ED/x/y/z

onde:

x - especifica o vetor a ser mutado, que pode ser escolhido aleatoriamente na
população ou o melhor indivíduo da população (menor valor de aptidão).
y - determina o número de vetores diferença usados.
z - representa o tipo de cruzamento adotado, que pode ser binomial (bin) ou
exponencial (exp).

A estratégia básica de ED descrita nesta seção pode ser escrita como ED/rand/1/bin.
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Capítulo 7
Otimização de Projeto do MRV

7.1 Introdução

A otimização do projeto de máquinas a relutância variável visa, principalmente, a
redução da ondulação no torque, o aumento do torque médio e da eficiência do motor.
Naayagi e Kamaraj (2005) propôs a otimização dos arcos polares para redução da ondula-
ção no torque da MRV. Algoritmos Genéticos foram usados na otimização do projeto de
MRV por (MIRZAEIAN et al., 2002) e (KANO; KOSAKA; MATSUI, 2007). O AG Non-
dominated Sorting Genetic Algorithm II (NSGA-II) foi utilizado por Balaji e Kamaraj
(2012a) para determinar a forma de polo ideal para melhorar o desempenho da MRV. A
Evolução Diferencial e o algoritmo de Particle Swarm Optimization (PSO) foram utiliza-
dos para a otimização de projeto de MRV por (BALAJI; KAMARAJ, 2011) e (BALAJI;
KAMARAJ, 2012b), respectivamente. Xue et al. (2010) utilizou os arcos polares do esta-
tor e do rotor como variáveis de otimização para otimizar o projeto do MRV em veículos
elétricos. Da literatura, é evidente que técnicas de inteligência computacional como os
algoritmos evolucionários e redes neurais artificiais, têm sido aplicados com sucesso para
otimização do projeto de MRV (BALAJI; KAMARAJ, 2012b).

Independente da configuração e do tamanho da máquina projetada, a produção de
torque e a ondulação do torque são sensíveis aos valores e à relação dos arcos polares do
rotor e do estator. Sua seleção é uma parte vital do processo de projeto do MRV. Logo,
com base nos trabalhos citados e nas considerações feitas neste trabalho, as variáveis de
otimização escolhidas serão os arcos polares do rotor e do estator (𝛽𝑟 e 𝛽𝑠).

Neste capítulo, os Algoritmos Evolucionários serão utilizados para a otimização mul-
tiobjetivo do projeto do MRVM, especificadamente os Algoritmos Genéticos e a Evolução
Diferencial. O desempenho destes serão comparados na resolução do problema apresen-
tado.
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7.2 Critérios

Os três critérios de desempenho propostos para avaliar o projeto de MRVMs são o
torque médio, o torque médio por perdas no cobre (eficiência), e o torque médio por
volume do núcleo (densidade de torque).

7.2.1 Torque médio

O cálculo do torque médio utilizado para a otimização é o mesmo apresentado detalha-
damente nos Capítulos 3 e 4, e definido detalhadamente na equação (131). Será utilizado
um algoritmo para cálculo do torque médio através do MACF, uma vez que o uso do
MEF é inviável devido a grande quantidade de possíveis soluções a serem analisadas a
cada geração.

7.2.2 Torque médio por Perdas no Cobre

As perdas no cobre para a corrente nominal pode ser calculada pela equação (142) .

𝑃𝑐 = 𝐼2𝑅𝑓 (142)

Onde 𝑅𝑓 representa a resistência da bobina, e é calculada por:

𝑅𝑓 = 𝜌 · 𝑙𝑚 · 𝑁𝑇

𝑎𝑐

(143)

Na equação (143) 𝜌 é a resistividade do material condutor e 𝑙𝑚 é comprimento médio de
cada espira, as outras variáveis foram definidas anteriormente.

O material condutor utilizado nas bobinas é o cobre, que possui resistividade igual a
𝜌 = 1, 68 · 10−8. O comprimento médio de cada bobina é calculado pela equação (144).

𝑙𝑚 = 2𝐿 + 2ℎ𝑠 + 𝜋𝐷𝑖𝑠𝑒𝑛

(︃
𝛽𝑠

2

)︃
(144)

Logo, o torque médio por perdas no cobre (𝑇𝑃 ) pode ser calculado através de

𝑇𝑃 = 𝑇𝑚

𝑃𝑐

(145)

7.2.3 Densidade de Torque

O volume do núcleo do motor é obtido através da soma do volume do estator (𝑉𝑒𝑠) e
do volume do rotor (𝐿𝑟). Consequentemente, a densidade de torque (𝑇𝑉 ) é determinada
pela equação (146) a seguir.

𝑇𝑉 = 𝑇𝑚

𝑉𝑒𝑠 + 𝑉𝑟

(146)
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7.3 Função Objetivo

Os três critérios apresentados acima são selecionados como os três objetivos do pro-
jeto de um MRV. Logo, o problema de otimização é caracterizado como otimização
multiobjetivo. A abordagem utilizada para lidar com este problema foi o método da
soma ponderada de objetivos, apresentado anteriormente na Seção 6.2.3. O arco polar do
estator e do rotor são considerados como variáveis de projeto. Logo, a função objetivo é
definida como

𝐹𝑜𝑏𝑗 = 𝑚𝑎𝑥

{︃
𝑐𝑡

𝑇𝑚

𝑇 0
𝑚

+ 𝑐𝑡𝑝
𝑇𝑃

𝑇𝑃 0 + 𝑐𝑡𝑣
𝑇𝑉

𝑇𝑉 0

}︃
(147)

𝑇 0
𝑚 = 𝑚𝑎𝑥{𝑇𝑚} (148)

𝑇𝑃 0 = 𝑚𝑎𝑥{𝑇𝑃} (149)

𝑇𝑉 0 = 𝑚𝑎𝑥{𝑇𝑉 } (150)

𝑐𝑇 + 𝑐𝑇 𝑃 + 𝑐𝑇 𝑉 = 1 (151)

onde 𝑐𝑡, 𝑐𝑡𝑝 e 𝑐𝑡𝑣 são os coeficientes de ponderação do torque médio, do torque médio
por perdas no cobre e da densidade de torque, respectivamente. 𝑇 0

𝑚 representa o valor
base do torque médio, 𝑇𝑃 0 o valor base para o torque médio por perdas no cobre e 𝑇𝑉 0

representa o valor base para o torque médio por volume do motor.
A partir da equação (147) que a otimização com três objetivos foi simplificada para

uma função de otimização com um único objetivo, utilizando três fatores de peso e três
valores de base. Os coeficientes de ponderação são usados para estabelecer a relação
de importância entre as funções a serem otimizadas, ou seja, se para um coeficiente
de ponderação for escolhido um valor maior do que os outros dois este objetivo será
priorizado. Os valores base para cada objetivo é determinado obtendo-se separadamente
o máximo viável para cada função objetivo. O valor máximo da função objetivo da
otimização é a unidade.

7.4 Restrições

As expressões a seguir apresentam as restrições impostas para a otimização de acordo
com as condições de construção, partida e funcionamento do motor.

𝛽𝑟 ≥ 𝛽𝑠 (152)

1, 0 <
𝛽𝑟

𝛽𝑠

≤ 1, 2 (153)

𝛽𝑠 ≥ 4𝜋

𝑁𝑠 · 𝑁𝑟

(154)

2𝜋

𝑁𝑟

− 𝛽𝑟 > 𝛽𝑠 (155)
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As equações (152), (153) e (154) mostradas acima, foram apresentadas e fundamenta-
das na Seção 3.5 deste trabalho, portanto são resumidamente citadas neste momento.

7.5 Algoritmos

7.5.1 Algoritmos Genéticos

7.5.1.1 População inicial

Para iniciar o AG, definimos uma população inicial de 𝑁𝑝𝑜𝑝 cromossomos. Uma matriz
representa a população, cada linha da matriz é composta por um vetor (cromossomo)
1 × 𝑁𝑣𝑎𝑟. Portanto, dada uma população inicial de 𝑁𝑝𝑜𝑝 cromossomos, a matriz completa
𝑁𝑝𝑜𝑝 × 𝑁𝑣𝑎𝑟 será composta de valores aleatórios, gerados através de

pop=rand (Npop , Nvar )

Todas as variáveis são normalizadas para obter valores entre 0 e 1, o intervalo da função
gerador de números aleatórios utilizada. Os valores das variáveis são então corrigidas para
o intervalo desejado, através de

𝑝 = (𝑝𝑠𝑢𝑝 − 𝑝𝑖𝑛𝑓 )𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚 + 𝑝𝑖𝑛𝑓 (156)

onde

𝑝𝑠𝑢𝑝: limite superior da variável;
𝑝𝑖𝑛𝑓 : limite inferior da variável;
𝑝𝑛𝑜𝑟𝑚: valor normalizado da variável.

7.5.1.2 Seleção por Roleta

As probabilidades atribuídas aos cromossomos são inversamente proporcionais à sua
aptidão. Assim, um cromossomo com menor aptidão tem maior probabilidade de se repro-
duzir, enquanto o cromossomo com a aptidão mais elevada tem a menor probabilidade de
reprodução (HAUPT; HAUPT, 2004). Um número aleatório determina qual cromossomo
é selecionado. Existem duas técnicas, a roleta proporcional e a roleta por ordenamento
(ranking).

O método de seleção utilizado será o método da roleta por ordenamento, uma vez que
este proporciona uma maior diversidade à população. Neste método, os indivíduos de
uma determinada população são ordenados de acordo com os valores dados pela função
de aptidão, e a probabilidade de cada cromossomo é calculada a partir de sua posição.

As probabilidades cumulativas (𝑐𝑖) são utilizadas na seleção do cromossomo. Para
selecionar um indivíduo, um valor real 𝑟 ∈ [0, 1] para identificar o 𝑖-ésimo indivíduo da
população é gerado aleatoriamente, quando 𝑟 < 𝑐1, o primeiro indivíduo é selecionado. O
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segundo indivíduo é selecionado da mesma maneira. A aleatoriedade nesta abordagem é
característico da natureza. Há uma tendência em utilizar este método pois as probabi-
lidades são calculadas apenas uma vez, não mudam a cada geração (HAUPT; HAUPT,
2004).

Ao fim deste processo, os cromossomos escolhidos sobrevivem e serão utilizados como
pais para a próxima geração, passando pelo cruzamento e mutação. A quantidade de
indivíduos que sobrevivem de uma geração para a outra é determinada pela taxa de
cruzamento.

7.5.1.3 Cruzamento

O cruzamento (também chamado crossover ou recombinação) é um operador de re-
produção sexuada que produz descendentes a partir da combinação do material genético
de dois ou mais indivíduos – dependendo apenas da abordagem adotada.

Para problemas de otimização com representação real, os métodos de cruzamento
apresentados por Radcliff (1991) e Wright (1991) são os mais utilizados. Neste trabalho,
o método de cruzamento utilizado é o método proposto por Radcliff (1991), mais conhecido
como recombinação aritmética.

A recombinação aritmética produz novos indivíduos através da combinação linear entre
dois pais. Sendo 𝑝𝑝𝑎𝑖 e 𝑝𝑚𝑎𝑒 os cromossomos pais selecionados na geração atual, os filhos
𝑓1 e 𝑓2 serão gerados através da operação apresentada na equação (157), onde 𝛽 é um
número aleatório pertencente ao intervalo [0, 1].

𝑓1 = 𝛽 · 𝑝𝑝𝑎𝑖 + (1 − 𝛽) · 𝑝𝑚𝑎𝑒

𝑓2 = (1 − 𝛽) · 𝑝𝑝𝑎𝑖 + 𝛽 · 𝑝𝑚𝑎𝑒 (157)

Esse operador é particularmente apropriado para problemas de otimização numérica
com restrições, pois a combinação linear entre 𝑝𝑝𝑎𝑖 e 𝑝𝑚𝑎𝑒 pertencentes ao domínio do
problema resulta em elementos também pertencentes ao domínio.

A probabilidade de cruzamento 𝑃𝑐 determina a quantidade de cruzamentos executados,
e é usualmente adotado na literatura no intervalo 60% ≤ 𝑃𝑐 ≤ 90%.

Para este trabalho, no final de cada operação de cruzamento as aptidões dos cro-
mossomos filhos são calculadas e comparadas com as aptidões dos pais. Os pais serão
substituidos pelos filhos se estes apresentarem melhor aptidão. Essa é uma medida ado-
tada para que os melhores indivíduos permaneçam na população para a próxima geração.

7.5.1.4 Mutação

A mutação é um operador que executa alterações estruturais aleatórias na população,
reintroduzindo, dessa maneira, a diversidade populacional, evitando assim a convergência
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prematura. É um operador assexuado: a partir de um único indivíduo, produz um único
filho (KOZA, 1992).

Para o AG binário, a operação básica de mutação é feita apenas pela troca de um bit
escolhido de 0 para 1, e vice-versa. O método básico de mutação para o AG contínuo
é tão simples quanto o binário, e é o escolhido para este trabalho. Em primeiro lugar,
define-se a taxa de mutação, que multiplicada pelo tamanho da população e número de
variáveis irá determinar a quantidade de mutações feitas. A seguir, números aleatórios
são escolhidos para selecionar as linhas e colunas das variáveis que serão mutadas. A
variável mutada 𝑝𝑚𝑢𝑡 será então substituida por um número aleatório gerado no intervalo
da variável, através de

p_mut=(p_sup−p_inf )* rand+p_inf

A probabilidade de mutação 𝑃𝑚 é pequena para evitar que o processo de otimização se
torne puramente aleatório, ficando, geralmente, limitado ao intervalo 0, 1% ≤ 𝑃𝑚 ≤ 5%.

Do mesmo modo feito no cruzamento, as aptidões de pais e filhos serão calculadas e
comparadas, para que o melhor indivíduo sobreviva.

7.5.2 Evolução Diferencial

7.5.2.1 População inicial

A estratégia de geração da população inicial é a mesma utilizada no algoritmo de AG
apresentado na Seção 7.5.1.1.

7.5.2.2 Estratégia de ED utilizada

A estratégia de ED utilizada para a otimização do problema proposto é chamada de
ED/best/1/bin, e difere da estratégia apresentada no capítulo anterior pela escolha do
vetor target, o vetor que sofrerá mutação. O vetor mutado será o melhor indivíduo da
população atual, dessa forma ele será pertubado através da mutação diferencial e um novo
indíviduo será formado através da operação a seguir

𝑣𝑡,𝑖 = 𝑥𝑡,𝑏𝑒𝑠𝑡 + 𝐹 · (𝑥𝑡,𝑟1 − 𝑥𝑡,𝑟2) (158)

Onde 𝑣𝑡,𝑖 representa a i-ésima solução mutante, 𝑥𝑡,𝑏𝑒𝑠𝑡 é melhor indivíduo da população
corrente, 𝐹 é o fator de escala aplicado ao vetor diferença, e 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ {1, . . . , 𝑁𝑝} são
indíces escolhidos aleatoriamente que indicam a posição dos vetores diferença na matriz
de solução.

Os outros operadores da ED utilizados, cruzamento e seleção, são os mesmos apresen-
tados no capítulo anterior.
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7.6 Resultados

7.6.1 Otimização via AG

A otimização via AG será realizada em duas etapas. Primeiro, as três funções ob-
jetivos são subordinadas a pesos iguais e as taxas de cruzamento e mutação do AG são
definidas empiricamente. Após a definição dos valores dos parâmetros que fornecem o
melhor resultado, a relação entre as funções objetivos são alteradas através da mudança
de seus respectivos pesos. Por fim, a partir da análise dos resultados obtidos, os pesos
serão escolhidos e a função multiobjetivo será definida. Assim, o resultado ótimo será
apresentado.

Após a realização de alguns testes, os parâmetros do AG que se mostraram mais ade-
quados para o problema são apresentados na Tabela 16 e utilizados em todas as execuções
do AG apresentadas nesta seção.

Tabela 16 – Parâmetros do AG proposto.

Parâmetro Valor
Tamanho da População 50
Número de Gerações 200
Probabilidade de Cruzamento (%) 75
Probabilidade de Mutação (%) 5
Critério de Parada Número de Gerações

A Tabela 17 apresenta os resultados da otimização para diferentes coeficientes de
ponderação para a função multiobjetivo. Sabendo-se que o valor mínimo para a função
objetivo, que maximizará os objetivos, é −1, 0 e esse valor é atingido se todos os três
objetivos atingirem seu máximo simultaneamente, ou seja, se os valores dos arcos polares
do rotor e do estator que otimizam o torque médio, também otimizarem o torque médio
por perdas e a densidade de torque.

Tabela 17 – Resultados da otimização multiobjetivo via AG.

Coeficientes de Função 𝛽𝑠 ótimo 𝛽𝑟 ótimo Torque
ponderação Objetivo (graus) (graus) Médio

𝑐𝑡 = 1, 𝑐𝑡𝑝 = 𝑐𝑡𝑣 = 0 -0,9998 44,99 45,0 5,3873
𝑐𝑡 = 𝑐𝑡𝑣 = 0, 𝑐𝑡𝑝 = 1 -0,9998 44,99 45,0 5,3873
𝑐𝑡 = 𝑐𝑡𝑝 = 0, 𝑐𝑡𝑣 = 1 -0,9998 44,99 45,0 5,3873
𝑐𝑡 = 𝑐𝑡𝑝 = 𝑐𝑡𝑣 = 1/3 -0,9998 44,99 45,0 5,3873

Portanto, como pode ser observado nas três primeiras linhas da Tabela 17, quando os
objetivos são analisados separadamente, os valores ótimos obtidos são os mesmos, e assim
podemos concluir que o valor ótimo dos arcos polares para o motor a relutância variável
monofásico 4/4, considerando os três critérios propostos, são 𝛽𝑠 = 44.99∘ e 𝛽𝑟 = 45∘.
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A Figura 56 mostra o desempenho do melhor cromossomo em cada geração. Os valores
encontrados são:

𝐹𝑜𝑏𝑗 = −0, 9998

𝛽𝑠 = 44, 99∘

𝛽𝑟 = 45, 00∘

𝑇𝑚 = 5, 3873 (159)

Figura 56 – Desempenho do AG proposto para a solução do problema.

7.6.2 Otimização via ED

A otimização via ED segue os mesmos passos da otimização via AG. A otimização via
ED será realizada em duas etapas, primeiro as três funções objetivos estarão subordinadas
a pesos iguais, e a taxas de cruzamento e o fator escalar, parâmetros que influenciam o
desempenho da ED, são definidas empiricamente. Após a definição dos valores dos parâ-
metros que fornecem o melhor resultado, a relação entre as funções objetivos é alterada
através da mudança dos respectivos pesos. Por fim, a partir da análise dos resultados
obtidos, os pesos são escolhidos e a função multiobjetivo é definida e o desempenho do
algoritmo de ED é apresentado.

Os parâmetros do algoritmo de ED, escolhidos após uma série de testes, são apresen-
tados na Tabela 18 e utilizados em todas as execuções do ED apresentadas.

Os resultados da otimização através do algoritmo de ED são exibidos na Tabela 19.
Podemos ver que, se apenas o torque médio for selecionado como função objetivo, os
arcos polares do rotor e do estator serão 45∘ e 45∘ respectivamente. Esses valores de arcos
polares se repetem quando o torque médio por perdas no cobre (𝑇𝑃 ) e a densidade de
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Tabela 18 – Parâmetros do ED proposto.

Parâmetro Valor
Tamanho da População 50
Número de Gerações 200
Fator escalar (F) 0.5
Probabilidade de Cruzamento (%) 30
Critério de Parada Número de Gerações

Tabela 19 – Resultados da otimização multiobjetivo via ED.

Coeficientes de Função 𝛽𝑠 ótimo 𝛽𝑟 ótimo Torque
ponderação Objetivo (graus) (graus) Médio

𝑐𝑡 = 1, 𝑐𝑡𝑝 = 𝑐𝑡𝑣 = 0 -1,0 45,0 45,0 5,3886
𝑐𝑡 = 𝑐𝑡𝑣 = 0, 𝑐𝑡𝑝 = 1 -1,0 45,0 45,0 5,3886
𝑐𝑡 = 𝑐𝑡𝑝 = 0, 𝑐𝑡𝑣 = 1 -1,0 45,0 45,0 5,3886
𝑐𝑡 = 𝑐𝑡𝑝 = 𝑐𝑡𝑣 = 1/3 -1,0 45,0 45,0 5,3886

torque (𝑇𝑉 ) são considerados como objetivos e ao utilizar os coeficientes de ponderação
iguais a 1/3.

Os coeficientes de ponderação escolhidos são os mesmos da seção anterior. A Figura 56
mostra o desempenho do melhor cromossomo em cada geração. Os valores encontrados
são semelhantes aos obtidos na otimização via AG, como esperado, e são exibidos a seguir:

𝐹𝑜𝑏𝑗 = −1, 00

𝛽𝑠 = 45, 00∘

𝛽𝑟 = 45, 00∘

𝑇𝑚 = 5, 3886 (160)

7.6.3 Análise e Comparação dos resultados obtidos

A Figura 58 apresenta as curvas de desempenho do melhor cromossomo versus função
objetivo, para o algoritmo de ED e AG, com a finalidade de comparar as características
de convergência dos dois métodos.

Como ambos os métodos de otimização utilizados usam uma população inicial gerada
aleatoriamente para iniciar o processo de otimização, o desempenho dos algoritmos estão
diretamente relacionados à qualidade da população inicial gerada. Portanto, cada execu-
ção do algoritmo implica em um desempenho diferente, e o resultado encontrado pode ser
um ótimo local, e não global como se deseja. Logo, para se determinar que o resultado
encontrado pode ser utilizado é necessário executar o algoritmo de otimização várias vezes
e fazer uma análise estatística dos resultados obtidos.
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Figura 57 – Desempenho do ED proposto para a solução do problema.

Figura 58 – Comparação entre os desempenhos do AG e da ED para a solução do pro-
blema.

A Tabela 20 apresenta a análise estatística dos dois métodos com o objetivo de com-
parar a robustez e o desempenho de cada método. Para isso, cada programa é executado
50 vezes independentemente e os resultados são coletados.

É evidente através da Figura 58 que a convergência do algoritmo de ED é mais rápida
quando comparada ao AG. O último necessita de um número maior de gerações para
encontrar o mesmo resultado. Além disso, pode-se concluir através da Tabela 20 que há
maior probabilidade de que o algoritmo de ED encontre o resultado ótimo comparado ao
AG, muito embora os resultados apresentados pelo AG sejam satisfatórios.

A Tabela 21 resume os resultados obtidos na otimização e os valores do projeto inicial,
bem como os valores das variáveis otimizadas calculados analiticamente.
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Tabela 20 – Estudo estatístico de 50 execuções para os algoritmos de AG e ED propostos.
Função objetivo 𝛽𝑠 ótimo (graus) 𝛽𝑟 ótimo (graus)

Medidas AG ED AG ED AG ED
Média -0,99731 -0,99997 44,86 45 45,035 45
Erro Padrão 0,000107 1, 23 × 10−16 0,007386 0 0,002037 0
Moda -0,9975 -0,99997 44,91 45 45,02 45
Desvio Padrão 0,001067 1, 23 × 10−15 0,073861 0 0,020366 0
Variância 1, 14 × 10−6 1, 51 × 10−30 0,005455 0 0,000415 0
Mínimo -0,9993 -0,99997 44,67 45 45,01 45
Máximo -0,9949 -0,99997 44,97 45 45,1 45
Amostragem 100 100 100 100 100 100
Nível de
confiança (95 %) 0,00012 2, 44 × 10−16 0,014656 0 0,004041 0

Tabela 21 – Resultados da otimização de projeto do MRVM.

Parâmetro Valor inicial Valor ótimo
𝛽𝑠 45∘ 45∘

𝛽𝑟 47, 25∘ 45∘

Torque médio (𝑁 · 𝑚) 5,1232 5,3886
Perdas no cobre (W) 45,2855 45,2855
𝑇𝑃 (𝑁 · 𝑚/𝑊 ) 0,1131 0,1190
Volume (𝑚3) 0,003208 0,003184
𝑇𝑉 (𝑁 · 𝑚/𝑚3) 1, 5934 × 103 1, 692 × 103

Logo, com a validação dos resultados a partir da análise estatística e com os valores
dos arcos polares obtidos, o motor será novamente simulado através do MEF para a
comparação dos resultados.

7.7 Simulação computacional do protótipo otimizado

Nesta Seção, os resultados da simulação do protótipo otimizado são apresentados. A
Figura 59 apresenta a densidade de fluxo para a posição de completo alinhamento dos
polos do estator e do rotor e para a posição de completo desalinhamento dos polos para
a corrente de saturação de 8, 5 𝐴. Já a Figura 60 mostra a densidade de fluxo para a
corrente de pico adotada no projeto de 17 𝐴. A Figura 35 apresenta a escala de de cores
para a densidade de fluxo apresentada nas Figuras 59 e 60.

A Figura 61 apresenta a curva tridimensional da indutância versus corrente versus
posição do rotor do MRVM otimizado. A Figura 62 mostra a curva de torque versus
posição do rotor para diferentes valores de corrente.

A Figura 63, apresenta o gráfico do fluxo concatenado versus a corrente de excitação
para a posição totalmente alinhada e para a posição de alinhamento mínimo. A Figura 64
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Figura 59 – Densidade de fluxo para posições totalmente alinhada e desalinhada para
𝐼𝑠𝑎𝑡 = 8, 5 𝐴.

Figura 60 – Densidade de fluxo para posições totalmente alinhada e desalinhada para
𝐼𝑝 = 17 𝐴.

mostra a variação do valor da indutância alinhada em relação ao valor da corrente de
excitação.

Com a alteração dos arcos polares do rotor e do estator, a largura do polo também é
alterada e portanto, é pertinente a análise da saturação magnética do motor. Os pontos
analisados são os mesmos do Capítulo 5. A Tabela 22 relaciona os valores coletados para
𝐵 na análise de elementos finitos para cada ponto e valor de corrente, de acordo com o
exposto na Figura 42.
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Figura 61 – Perfil de indutância do protótipo otimizado.

Figura 62 – Perfil de torque do protótipo otimizado.

Tabela 22 – Valores de 𝐵 obtidos na simulação para os pontos escolhidos.
Valores de 𝐵

1 - Polo do 2 - Culatra 3 - Polo do 4 - Culatra
Corrente Estator do Estator Rotor do Rotor

8, 5 𝐴 1,5317 0,9293 1,5184 0,8867
17 𝐴 1,7369 1,0481 1,7114 1.0019
34 𝐴 1,9153 1,1558 1,8686 1,1001

A partir dos resultados mostrados na Tabela 22, e da análise visual da saturação
magnética do motor, podemos concluir que os valores estão dentro da faixa desejada no
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Figura 63 – Fluxo concatenado versus corrente de excitação para o protótipo desenvol-
vido.

Figura 64 – Indutância na posição alinhada versus corrente no estator.

projeto inicial, quando foi definido o valor de 𝐵 = 2, 0 𝑇 .
A Tabela 23 apresenta os valores da indutância na posição alinhada e desalinhada e

do torque médio em uma situação ideal para motor, quando existe apenas a parte positiva
do torque, para a corrente nominal 𝐼𝑛 = 10𝐴.

Tabela 23 – Resultados do MRVM otimizado.
Variáveis Valores

Indutância Alinhada (mH) 75,3668
Indutância Desalinhada (mH) 8,7800

Torque médio (N ·𝑚) 5,3246

Observa-se a partir da Tabela 23, que o crescimento no valor do torque médio apre-
sentado pelo protótipo otimizado em relação ao protótipo inicial é de apenas 3, 78%. Este
resultado aponta que uma pequena variação do arco polar do rotor não causa uma grande
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variação no valor do torque médio, validando a escolha do arco polar do rotor um pouco
maior para facilitar o chaveamento da corrente.

7.8 Alteração proposta pelo autor

De acordo com a análise apresentada no Capítulo 5 deste trabalho, que apresenta
a influência de algumas dimensões físicas nas variáveis de saída da MRVM, e em posse
dos resultados apresentados acima, pode-se concluir que a alteração de outras dimensões
pode oferecer um maior valor de torque do que a alteração dos arcos polares. Desta forma,
optou-se por aumentar a quantidade de espiras em 23%, totalizando 70 espiras por polo
do estator. Assim, espera-se um crescimento considerável no valor do torque médio.

O protótipo inicial alterado, é então simulado através do MEF e os resultados são
apresentados a seguir. A Figura 65 apresenta o perfil de indutância em relação a variação
de corrente e mudança de posição do rotor. A Figura 66 mostra o perfil de torque para
diferentes valores de corrente.

A Tabela 24 apresenta os valores da indutância na posição alinhada e desalinhada e
do torque médio obtidos através da simulação para o protótipo com 70 espiras, para a
corrente nominal 𝐼𝑛 = 10𝐴.

Figura 65 – Perfil de indutância do protótipo com 70 espiras.

Tabela 24 – Resultados do MRVM com 70 espiras.

Variáveis Valores
Indutância Alinhada (mH) 97,1476

Indutância Desalinhada (mH) 17,8914
Torque médio (N ·𝑚) 6,9060
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Figura 66 – Perfil de torque do protótipo com 70 espiras.

Com a alteração dos número de espiras, espera-se que um maior fluxo percorra o motor
e, assim, teremos maiores valores de fluxo concatenado, de indutância, de torque e maior
saturação magnética da máquina. Faz-se necessário, portanto, a análise desses dados.

A Figura 67 mostra o gráfico do fluxo concatenado versus corrente de excitação para as
posições de completo alinhamento e desalinhamento dos pólos. Já a Figura 68 apresenta
a variação do valor da indutância na posição alinhada em relação ao valor da corrente de
excitação.

Figura 67 – Fluxo concatenado versus corrente de excitação para o protótipo com 70
espiras.
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Figura 68 – Indutância na posição alinhada versus corrente no estator para o protótipo
com 70 espiras.

A Tabela 25, relaciona os valores coletados de 𝐵 nos mesmos pontos do MRVM apre-
sentados anteriormente. Observa-se, a partir da Tabela 25, que houve uma maior satu-
ração do motor, conforme esperado. Os valores obtidos para 𝐵 estão dentro do intervalo
esperado no projeto inicial, e a principal implicação do aumento de espiras é um limite
operacional inferior ao protótipo inicial, devido a maior saturação do motor.

Tabela 25 – Valores de 𝐵 obtidos na simulação do protótipo com 70 espiras.
Valores de 𝐵

1 - Polo do 2 - Culatra 3 - Polo do 4 - Culatra
Corrente Estator do Estator Rotor do Rotor

8, 5 𝐴 1,6129 0,9791 1,5302 0,9377
17 𝐴 1,8081 1,0964 1,7078 1,0463
34 𝐴 1,9671 1,1901 1,8442 1,1227

7.9 Análise de resultados

A Figura 69 mostra o perfil de indutância dos três protótipos desenvolvidos neste
trabalho para a corrente nominal de 10 𝐴. A Tabela 26 apresenta os resultados obtidos
nas simulações dos três protótipos desenvolvidos, o protótipo inicial, o protótipo otimizado
através de algoritmos evolucionários e o protótipo inicial alterado com 70 espiras.
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Figura 69 – Perfil de indutância dos três protótipos propostos.

Tabela 26 – Resultados dos três protótipos propostos.
Protótipos

Variáveis Inicial Otimizado Inicial - 70 esp.
Indutância Alinhada (mH) 76,1375 75,3668 97,1476

Indutância Desalinhada (mH) 12,6742 8,7800 17,8914
Torque médio (N ·𝑚) 5,1232 5,3246 6,9060

O torque médio produzido pelo protótipo otimizado é 3, 78% maior que o torque
médio produzido pelo protótipo inicial, enquanto o protótipo inicial alterado apresenta
um crescimento de 25, 8% em relação ao protótipo inicial e 22, 9% em relação ao protótipo
otimizado. Logo, a alteração no número de espiras produziu uma diferença muito maior
no valor do torque médio produzido do que a otimização dos arcos polares para o MRVM
4/4 estudado.
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Capítulo 8
Conclusões

8.1 Considerações gerais

Esta dissertação de mestrado dedica-se ao estudo do projeto das máquinas de relutân-
cia variável. Inicialmente, o estudo da MRV foi contextualizado e justificado no capítulo
introdutório. O Capítulo 2 prioriza o estudo teórico da MRV, apresentando o princípio
de operação básico e as expressões matemáticas que descrevem seu funcionamento. Além
disso, a relação do perfil de indutância com a produção de torque e modo de operação do
motor é elucidado e as vantagens e desvantagens da MRV são elencadas. As principais
topologias de MRV são explanadas e algumas aplicações da MRV são citadas.

Posteriormente, a metodologia de projeto é apresentada detalhadamente, assim como
o cálculo do torque e a metodologia de projeto iterativo adotada. A influência dos arcos
polares nas grandezas de saída do motor é explicada, bem como seus limites definidos.
Este estudo possibilitou o projeto de um protótipo que foi estudado exaustivamente ao
longo deste trabalho.

São mostrados um método analítico para o cálculo de fluxo e torque, baseado nos
trabalhos de Radun (2000) e uma introdução teórica do método dos elementos finitos,
aplicado ao MRV através de uma simulação computacional com o objetivo de obter os
valores de fluxo e torque. Os dois métodos são aplicados ao protótipo desenvolvido, e os
resultados da simulação de elementos finitos são utilizados como parâmetro de compara-
ção. A dificuldade para implementar a saturação magnética do aço no cálculo analítico é
grande, porém os valores obtidos são satisfatórios.

A análise de elementos finitos é realizada através da simulação no software FEMM.
Os dados coletados e apresentados no Capítulo 5 deste trabalho foram: a densidade de
fluxo para as corrente nominal, de pico e o dobro da corrente de pico; a curva de fluxo
concatenado; os perfis de indutância e conjugado; e os valores de 𝐵 para quatro pontos
críticos do MRVM projetado. A análise da densidade de fluxo feita visualmente e os
valores de 𝐵 coletados durante a simulação comprovam que a saturação do motor não
ultrapassa o valor estabelecido no projeto (𝐵 = 2 𝑇 ) nem mesmo quando a corrente é
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exageradamente grande.

As influências da variação dos parâmetros da máquina foram investigadas através de
simulações de elementos finitos. Os parâmetros investigados foram o arco polar do rotor,
o entreferro, o número de espiras e o valor da corrente de fase. Os seguintes resultados são
apresentados: as curvas de fluxo concatenado, o comportamento do perfil de indutância
e do perfil de conjugado, os valores de indutância máxima e mínima, o valor do torque
médio e os valores de 𝐵 no estator e no rotor. Esta análise oferece ao projetista dados
confiáveis sobre a influência e os limites de variação dos parâmetros, podendo ser utilizada
para embasar decisões de projeto.

A partir dos resultados obtidos, observou-se que os valores adotados no projeto do
protótipo entregavam bons resultados de modo geral. Observou-se que a escolha do arco
polar do rotor é um fator muito importante para o desempenho do motor, uma vez que
para melhorar o acionamento do MRV pode-se causar uma diminuição considerável no
valor do torque médio obtido e ainda um aumento de volume desnecessário do MRV,
contribuindo para o aumento do custo e para a diminuição da relação de torque por
volume do motor.

Assim, é apresentado um estudo de otimização dos arcos polares do rotor e do estator,
baseados nos critérios e restrições apresentadas no Capítulo 7. As técnicas de otimização
utilizados são apresentados no Capítulo 6, expondo detalhadamente a teoria e particula-
ridades dos Algoritmos Evolucionários, Algoritmos Genéticos e Evolução Diferencial.

Observou-se através dos resultados apresentados pelo protótipo otimizado, que a es-
colha do arco polar do rotor feita no projeto inicial é satisfatória, uma vez que a melhora
no valor de torque médio do protótipo otimizado para o protótipo inicial foi de apenas
3, 78%. Assim, observando os fatores que levaram a escolha do arco polar do rotor ligei-
ramente maior que o arco polar do estator, é proposto uma alteração no projeto inicial,
baseado no estudo de variação dos parâmetros apresentado no Capítulo 5, para aumentar
o valor do torque médio produzido.

A alteração proposta no projeto inicial foi o aumento do número de espiras por polo do
estator. O aumento proposto foi de 23%, passando de 57 espiras por polo para 70 espiras
por polo. O protótipo inicial alterado é então examinado sob a ótica dos elementos
finitos, e os resultados apresentados por ele são notadamente melhores, apresentado um
crescimento de 25, 8% em relação ao protótipo inicial e 22, 9% em relação ao protótipo
otimizado. A alteração proposta foi validada através do estudo de saturação do motor,
que apresentou resultados dentro do limite estabelecido como aceitável no projeto inicial.

Portanto, a principal contribuição desta dissertação foi oferecer e fundamentar um
estudo aprofundado das características de projeto de um MRVM 4/4, apresentando um
estudo das influências de alguns parâmetros físicos do motor e a otimização dos arcos
polares.
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8.2 Sugestões para trabalhos futuros

Espera-se que a partir deste trabalho possam surgir muitos outros na área de motores
de relutância variável monofásicos. Como trabalhos futuros, com vistas a complementar
o estudo aqui apresentado, destaca-se as seguintes sugestões:

o Dimensionar e analisar outras topologias de máquinas de relutância variável;

o Estudo comparativo das topologias de MRVM;

o Aperfeiçoar o cálculo analítico do fluxo concatenado, indutância e torque;

o Desenvolver e aplicar propostas de acionamento e controle a MRVM;

o Incluir a otimização no fluxograma de projeto do MRV, estabelecendo o valor de
torque desejado;

o Otimizar todas as dimensões do MRV;

o Incluir a análise de custo na otimização;

o Incluir o cálculo de perdas no núcleo do MRV, que adicionalmente as perdas no
cobre possibilitam determinar o rendimento da máquina;

o Fabricação do protótipo desenvolvido e otimizado, para a realização de ensaios e
comparação entre os resultados simulados e medidos;

o Aplicar a otimização proposta à outras MRVMs;

o Criação de um software com interface amigável que englobe a realização do projeto,
a otimização e a simulação de elementos finitos;
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