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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de estudar os espacos de Hilbert de reproducao, propriedades
espectrais da transformada de Laplace e um método para obtencao da transformada de Laplace
inversa.



Abstract

This work aims to study the Hilbert spaces, spectral properties of the Laplace transform, and
a method for obtaining the inverse Laplace transform.
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Introducao

Funcoes e nucleos positivos definidos, ou nicleos de reproducao, sao muito utilizados em varios
ramos da Matematica, tais como Anadlise de Fourier, Teoria dos Operadores, Teoria de Proba-
bilidades, Teoria da Aproximacao, entre outros.

Quando trabalhamos com nicleos positivos definidos temos algumas vantagens, dentre elas
podemos citar:

(i) A matriz [K(z;,z;)] é positiva definida (hermitiana, com autovalores positivos).
(77) Permite melhor manipulagao de sistemas lineares.

Na sequéncia, apresentamos um resultado que nos déa propriedades espectrais de operadores
gerados por nicleos positivos definidos, o Teorema de Mercer.

A primeira versao deste teorema foi publicada em 1909, e ganhou esse nome em homenagem
a James Mercer.

Teorema de Mercer: Todo nucleo positivo definido K : [0,1] x [0,1] — R, continuo e
simétrico, possui uma representacao em série da forma

K(z,y) = M(K)en(@)en(y), =,y €[0,1],

onde {\,(K)} é uma sequéncia de nimeros reais ndo negativos convergente para 0 e {¢,} ¢é
um conjunto ortonormal de L?[0, 1] formado por fungdes continuas. A série acima é absoluta e
uniformemente convergente em ambas as variaveis.

A partir dai j& surgiram algumas versoes do Teorema de Mercer ([13]).

A teoria de ntcleos positivos definidos possibilita definirmos o conceito de espaco de Hilbert
de reproducao foi introduzido em 1950, de forma independente por Nachman Aronszajn e Stefan
Bergman, e até mesmo antes, por E.H.Moore ao se referir a nticleos associados como matrizes
hermitianas positivas.

Existem algumas formas de definir estes espacos, porém as propriedades sao as mesmas.
Estes espacos possuem varias propriedades interessantes e sao 1teis em varios segmentos da
matematica, entre eles, Teoria do Aprendizado, Teoria da Aproximagao, Analise Funcional,
Probabilidade e Estatistica, etc([3, 8, B0, 31]).

Na sequéncia do trabalho estudaremos algumas propriedades espectrais da transformada de
Laplace tomando como dominio um espaco de Hilbert de Reproducao e por fim, estudaremos
um método para obtengao da transformada inversa de Laplace ([19} 20]).

O trabalho se divide propriamente nas seguintes partes:

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados de Andlise/Topologia, Teoria da Medida
e Anélise Funcional. No Capitulo 2, inicialmente apresentamos duas defini¢des para o con-
ceito de nicleos positivos definidos, exemplos e propriedades. Em seguida demonstramos uma



versao do Teorema de Mercer e por fim estudamos alguns resultados sobre espagos de Hil-
bert de reprodugao. No Capitulo 3 estudaremos algumas propriedades espectrais do operador
transformada de Laplace.

Eli Carlos de Souza Costa.
Uberlandia-MG, 24 de marco de 2016.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo estudaremos alguns resultados importantes que nos auxiliarao na con-
clusao deste trabalho.

1.1 Alguns resultados de Analise e Topologia

Neste trabalho serda usado em grande parte dos resultados, a continuidade e convergéncia de
sequéncias e séries numéricas e de fungoes. Esta secao é composta por resultados classicos que
serao usados de forma direta ou indireta ao longo do texto. Grande parte destes resultados
podem ser encontrados em [27].

Teorema 1.1.1 Sejam X e Y espacos topologicos. Se X é compacto e f: X —Y € continua,
entao f(X) é compacto.

Demonstracao. Sejam (A;);e; abertos em Y tais que f(X) C UA"' De X = f71(f(X)) C

iel

f! (U Ai> = Uie; [71(A) C X, segue que X = Uf’l(Ai). Cada f~1(A;) é aberto em X,
iel icl
pois f é continua. Da compacidade de X existemn € Ne iy, ...,4, € I taisque X = U f’l(Al-j).
j=1
Vejamos que f(X) C U Ajj:
j=1
y € f(X) = dr e Xtal que y = f(z)
- El]o S {1, ,n} tal que xr € f_l(Aijo)
- Yy = f(ZL‘) S Aij() - U Az]
j=1

E segue que f(X) é compacto. O

Teorema 1.1.2 (Weierstrass): Se X é um espago topolégico compacto e f : X — R ¢
continua, entdo existem o, 1 € X tais que f(zo) < f(x) < f(z1), =z € X.

3



Demonstragao. Este resultado pode ser encontrado em [27), p.167]. 0

O Teorema de Dini, nomeado assim em homenagem ao ilustre matematico italiano do século
XIX, Ulisse Dini, é um resultado de Analise real que caracteriza a convergéncia de sequéncias de
fungoes em um conjunto compacto. Nesse trabalho, em especial, vai ser usado para demonstrar
o Teorema de Mercer.

Teorema 1.1.3 (Dini): Sejam X um espago topolégico compacto e {f,} uma sequéncia de
funcoes reais continuas definidas em X. Se {f,} € mondtona, ou seja, f,(z) < fni1(x) ou
fori(z) < fu(z) ¥V x € X, e pontualmente convergente para uma fungao continua f: X — R,
entdo a convergencia € uniforme.

Demonstragao. Primeiramente, sem perda de generalidade, vamos supor que {f,} seja de-
crescente. Agora cada fungao f, — f é continua e a sequéncia {f, — f} ¢é decrescente. Por
hipétese, X é compacto, e usando o Teorema de Weiestrass temos a existéncia de z,, € X
tal que

Mn = fn(xn) - f(mn) = mameX{fn(w) - f(l’)}

Claramente, {M,} é uma sequéncia decrescente de termos nao-negativos, logo converge
para algum ¢ > 0. Agora mostremos que ¢ = 0. Novamente, usando o fato de X ser compacto,
passando para uma subsequéncia, se preciso, podemos assumir que {x,} converge para algum
2o € X. Como

My = fi(zr) — f(zr) < flaw) — far), k= m.

Fazendo k — oo e usando a continuidade das fungoes envolvidas deduzimos que ¢ < f,,(xo) —
f(zo). Fazendo agora m — oo, obtemos ¢ < 0. Finalmente, fixado € > 0, existe N € N tal que
M, < e, quando n > N. Portanto,

ngn(x>_f(x)an(l‘n)_f(xN):Mn<€’ reX.

Segue que
ful2) — flx) <€, z€X, n=N,

ou seja, {f,} converge uniformemente para f. O

Teorema 1.1.4 Sejam X um espaco topologico e M um espaco métrico. Se uma sequéncia
{fn} de func¢ioes continuas de X em M converge uniformemente para uma fungao f: X — M
entao f € continua.

Demonstragao. A demonstracao deste resultado pode encontrada em [27, p.190]. U

Definicao 1.1.5 Seja X um espaco topologico. Dizemos que X ¢é primeiro enumerdvel
quando possui, em cada x € X, uma base enumerdvel para a topologia do espaco.

Exemplos de espacos primeiro enumeraveis sao os espagos métricos.

Definicao 1.1.6 Seja X um espaco topologico. Dizemos que X € localmente compacto, quando
todo ponto de X admite uma vizinhanga compacta.



Teorema 1.1.7 Sejam X um espaco topoldgico localmente compacto ou primeiro enuméravel
e M um espago métrico. O limite f de uma sequéncia {f,} de fungoes continuas de X em M,
uniformemente convergente em subconjuntos compactos de X, € uma fung¢ao continua.

Demonstracao. Suponha que X seja localmente compacto. Seja U um aberto de M e
seja F = UseaF, uma cobertura aberta de f~!(U) de modo que o fecho F, de cada F, é
compacto. Do Teorema , segue que a restricdo fl de f a cada F,, é continua. Logo,
Go = (flg) "(U)NF, é um aberto de X. Assim, f~1(U) = UaeaGa € aberto e a continuidade
de f segue. Agora suponha que X é primeiro enumeravel. Seja {x, } uma sequéncia convergente
para z € X. Como Y = {z,} U{z} é compacto e f|y é continua, segue que lim,,_,o. f(z,) =
f(z), ou seja, f é continua em . O

Denotaremos por C'(X), o conjunto de todas as fungées continuas que vao de X em C.

Teorema 1.1.8 (Arzeld-Ascoli) Seja X um espago topoldgico de Hausdorff compacto. Se
F € subconjunto de C(X), entdo o fecho de F' em C(X) € compacto se, e somente se:

(1) para cada x € X, o conjunto {f(x): f € F} € limitado;

(17) F é equicontinuo, ou seja, para cada € > 0 e cada x € X, existe um aberto U = U, tal
que

supsup | f(z) — f(y)| <e
feF yeU

Demonstracao. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [27), p.290]. O

1.2 Alguns resultados da Teoria da Medida

A Teoria da Medida se divide basicamente em duas partes:

e Definir uma medida que associe a cada conjunto de uma familia em um dado espaco um
valor significativo do seu tamanho.

e Definir uma teoria de integracao para as funcoes que tomam valores neste espaco.
Os resultados apresentados nesta segdo podem ser encontrados em [2] e [22].

Definigao 1.2.1 Seja (X, M, ) um espaco de medida. Dizemos que uma propriedade P em
X wale p-quase sempre (pn— q.s) se eziste A € M tal que u(A) = 0 e todo ponto de A° tem P,
ou seja, pp({x € X : & nao tem P}) = 0.

Definigao 1.2.2 Se (X, M, ) é um espago de medida e p € [1,00), definimos
IP(X):={f: X = C: fépu—mensurdvel e || f]|, < oo}

onde

p

111 i= | [ 17t



O conjunto LP(X) torna-se um espago vetorial quando identificamos quaisquer duas fungoes
f e gde LP(X) que sao idénticas a menos de um conjunto em M de medida nula, ou seja, f e
g sao iguais quase sempre ou, simplificadamente, f = g u — q.s.

Denotaremos M (X, M) = {f: X — R : f é mensurdvel} e M*(X, M) = {f € M(X, M) :
f(x)>0, VzelX}

Teorema 1.2.3 (Teorema da convergéncia mondtona): Sejam (X, M, p) um espago de
medida e {f,} uma sequéncia em Mt (X, M) tais que:

(1) 0 < fulz) < fora(x), Vn, V.

(i) f: X — R € tal que f,(z) — f(z), Ve X.

Entao f € M (X, M) e/ fndp —>/ fdu, ou seja, / lim f,du :/ fdu = lim/ fudps.
X X x " X noJx
Demonstragao. A prova deste teorema pode ser encontrada em [22] p.73]. ([

Teorema 1.2.4 (Teorema da convergéncia dominada): Sejam f,,g: X - R, neN,
funcoes integrdveis e f : X — R mensurdvel tais que:

(@) [fn(2)l < g(x), Vn, VeelX.

(id) fa(z) = f(2z) p—gs.

Entao f € LY(X) e/ fdu:hm/ fndu
X noJXx

Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada em [22, p.101]. O

Mais adiante faremos muitas manipulacoes de integrais e algumas podem ser dificeis de ser
calculadas. Dai a necessidade de se ter em maos algumas ferramentas para contornarmos estes
problemas. Os préximos resultados podem ser encontrados em [22] p.220 e p.223].

Teorema 1.2.5 (Desigualdade de Holder): Seja (X, M, ) um espago de medida. Seja
p € [1,00) e considere o expoente conjugado q de p, ou seja, %4—% =1. Se f e g sao fungoes
mensurdveis em X, entao

1fglly < [1f1lpllgllq-
Em particular,se f € LP(X) e g € LY(X), entao fg € L'(X).

Demonstracao. A demonstracao segue do Lema de Young [22] p.219]. 0

Corolario 1.2.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz): Se f, g € L*(X), entio fg €
LYX) el fglli < I fllllgll2.

Teorema 1.2.7 (Desigualdade de Minkowski): Seja (X, M, ) um espago de medida. Se
f,g € LP(X), entao (f +g) € LP(X) e

1+ gllp < 1[fllp + llgllp-

Os préximos resultados que garantem a iteracao de integrais em espagos produtos podem
ser encontrados em [I8, p.67].



Teorema 1.2.8 (Fubini-Tonelli): Sejam (X, M, pn) e (Y, Z,v) espacos de medida o-finitos.
(i)(Tonelli) Se f € MT(X xY), entao

/f:cydu()éM*(X)eh /f:cydu()EMJ“(Y)

e vale a formula

waﬂuxy L/[/fmde>yw l/{/fxydM)}w()

(i) (Fubini) Se f € LY(X xY), entao f(z,-) € L*(Y) para quase todo z, f(-,y) € L'(X)

para quase todo y, e as funcgoes definidas quase sempre

zlj@MW@ emwzéﬂawww

sdo elementos de L*(X) e L*(Y), respectivamente. Além disso, a férmula do item (i) vale.

Defini¢ao 1.2.9 Uma fun¢io mensurdvel f : R™ — C é chamada localmente integrdvel (com
respeito a medida de Lebesque) se [ |f(x)|dx < oo, para todo conjunto X, mensurdvel e
limitado de R™.

Denotamos o espago das fungées localmente compactas por L} .

Seja x € R™ e r > 0. Definimos o conjunto de Lebesgue L; de f como sendo

b= {o i s [ 170 = oy o).

onde B(z,r) representa a bola aberta de centro z e raio r.

Defini¢ao 1.2.10 Dizemos que uma familia de subconjuntos de Borel de R™ {E,},~q, encolhe
para T se

(i) E, C B(z,r), Vr;

(i1) Existe uma constante o, que independe de r, tal que u(E,) > ap(B(x,r)).
Teorema 1.2.11 (Teorema da Diferenciacdo de Lebesgue): Suponha f € L} .. Para
todo x € Ly, temos

loc*

.1 _ (e
E%M ﬂﬂ) @W@:Ofikﬁﬁﬁgl;ﬂw@—f()

para toda familia {E,},~o0 que encolhe para x.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema pode ser encontrado em [I8] p.98].



1.3 Espacos de Hilbert e Espacos de Banach

Em Analise Funcional, talvez a principal classe de espagos estudados sejam os conhecidos
espagos de Banach. Uma classe muito importante de espacos de Banach sao os espagos de
Hilbert. Nesta segao definiremos estes espagos e algumas de suas propriedades (veja [4], 28]).

Definicao 1.3.1 Uma norma no espaco vetorial X sobre o corpo K, onde K=R ou K=C
¢ uma fungao || - || : X — R que satisfaz as sequintes condigoes:

(1) llz]l >0, Vze X;

(17) ||z]| =0 <=z = 0;

(zii) ||\x|| = [A\|||z|l, VAeER, VrelX;

(i) lz+yll < llzll + llyll, Vz,ye X.

O par (X, || -||) € chamado de espago normado.

Definicao 1.3.2 Um espago normado que € completo com a métrica induzida pela norma €
chamado espaco de Banach.

Definicao 1.3.3 Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial com produto interno que também
¢ um espaco de Banach com a norma canonica definida pelo produto interno:

2]l = (=, %),

Teorema 1.3.4 O espago (LP(X),| - ||,) € um espago de Banach.

Demonstracao. A demonstracao pode ser encontrada em [22] p.240]. 0

No nosso trabalho, na maioria dos resultados, a norma provém de um produto interno. O
préoximo exemplo nos traz uma estrutura ideal.

Exemplo 1.3.5 Se (X, M, pu) € espago de medida, entio L*(X) é um espago de Hilbert com
produto interno dado por

f,z—/f u(@), f.9€ L(X).

Outro exemplo classico de espago de Hilbert é [*(N) com o produto interno (z,y) =
Z]O'; TiY;-

Nao podemos dizer que todo espago métrico é um espaco de Banach, pois estes tltimos sao
espagos vetoriais e um espaco métrico é uma estrutura diferente, sendo apenas um conjunto

com uma métrica. Um exemplo que ilustra este fato pode ser dado tomando o conjunto A =

{(z,y,2) € R% 2% + y* + 2% = 1} e a métrica d(u,v) = \/Z;’:l(vj — u;)%. Podemos observar

que (A, d) é um espago métrico, mas nao é um espago vetorial, pois YA > 1 tem-se que \v ¢ A.
Por outro outro lado, um espaco de Banach sempre é um espago métrico, pois ha uma métrica
induzida pela norma. Portanto, todo espaco de Hilbert é de Banach e métrico.

A sequeéncia desta secao contém diversas propriedades destes espacos.



Lema 1.3.6 Em um espaco vetorial V' com produto interno, v L v, u,v € V' se, e somente se,
|u+to]] > ||ul|, Vt € K.

Demonstracao. (=) Se v = 0 a desigualdade é verdadeira.
Agora, para v # 0, temos

0 < flu+ tv]]* = [[ull® + t{v, u) + t{v, w) + tE]]o]|* = [ull* + 2Re(t{v, u)) + [t/*]jv]|*.

Se u L v, entdo para todo t € K, ||u+tv||? = ||ul|*+ [¢*||v]|* > ||ul|?, isto é, ||u+tv] > |Ju]|.
u,v

(<) Se |lu + tv|| > Jju|| para todo t € K, entdo encolhendo t = i © elevando esta
desigualdade ao quadrado temos que

lu+tol* = flull®

& ull? + tv, u) + v, u) + ]o]|* > [|ul)?

o lu v><'z;,u> 3 <u,v><l2b, v L <u,v><1;,v> >0
[v]] [v]] [[v]]

& —[u,v)P>0

& (u,v) =0.

O

Teorema 1.3.7 Seja X um espaco vetorial com um produto interno. FEntdo, para quaisquer
u,v € X,

1
(i) (Férmula de polarizacao, caso real:) (u,v) = 1 ([lw+|* = [Ju—v|?).
1
(17) ( Caso complexo:) (u,v) = 1 [lu+o)* = Ju—ol> +i(fJu+iv|]> = lu—iv]|*)].
Demonstracgao. Sabemos que

lu+ol* = [lull* + (u, v) + (v, u) + ||

e
lu = v]|* = [Jull® = (u, v) = (v, u) + [Jv]|*.
Agora, subtraindo as duas igualdades temos:
lu+v||* = |u—v||* = 2(u,v) + 2{v,u) = 4{u,v).
Logo (i) esta provado.
Provemos (ii): Considere as igualdades abaixo:
lu+iv]* = [[ull* + (u, iv) + (iv,u) + [Jo]|* = [Jul]* = i{u, v) + i{v,u) + [Jv]

e

lu = dv[|* = [lull* + {u, —iv) + (=iv,w) + [o]* = [[ul® + i{u, v) —i{v,u) + [Jv]|*.
Subtraindo-as, temos que:
llu+iv|]? — |ju —iv||* = —2i{u,v) + 2i{v,u).
Subtraindo novamente as igualdades usadas na demonstracao de (i), segue que:
lu+ol? = flu = vl|* = 2(u, v) + 2{v, u).

Combinando essas duas ultimas igualdades, prova (iz). O
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Teorema 1.3.8 (Lei do Paralelogramo:) Em um espaco vetorial V' com produto interno
vale

lu+ vl = flw = ol* = 2[Jul® + 2[lv]* Vu,0 eV

Demonstracao. Sabemos que

lu+vl* = [Jull* + (u, ) + (u, 0) + [|v]|?,
da mesma forma temos que

lu —f* = flu]|* = {u, v) = (u,v) + [[o]*.

Dai, segue o resultado. 0

Lema 1.3.9 (Proje¢cao Ortogonal): Se W é um subespago vetorial fechado de um espago
de Hilbert H, entio H =W @ W=,

Demonstracao. Sejam u € H, § := infyew|u — w| e uma sequéncia {v,} C W tal que
|lu — v, || = 0. Pela Lei do Paralelogramo temos que :

2[|on — ull* + 2fvm = ull® = [[vn = vl* + [Jog + v — 20|, n,m €N.

Como (00 & vm) e W ed :=infpewl|lu —wl, entao
2
e —vmll* = 2||vn—u||2+2||vm—u||2—4\ O o)l < g, 20—~ 402

Logo, para n,m grandes, tem-se ||v, — v,,,[|> = 0. Portanto, a sequéncia {v,} é de Cauchy
em W e convergente para algum v € W, ja que W é fechado. Como a norma ¢é continua, temos
que ||u —v|| = 0.

Dado que tw —v € W, Yw € W et € K, e como por hipdtese 0 := in few||u — w||, entéo

[(w = v) + tw]| = flu+ (tw = v)[| = 6 = [ju = v]|.

Usando o Lema [1.3.6} temos que (u —v) € Wteu=v+ (u—v),veWeu—ve W
Suponhamos agora que existam v € W e w’ € W+ tais que u = v/ +w'. Dali,

/

VAdw =v+(u—v)esw - (u—v)=v—0 e WNW

e, assim,
v—tv=0=v=0vew -—(u—v)=0=w' =u—w.

Logo, para qualquer u € H existem tinicos v € W e u—v € W+ de forma que u = v+ (u—v).

O

Teorema 1.3.10 (Cauchy-Schwarz): Se H é um espago de Hilbert com produto interno
(- )n, entdo

[z, w)nl < Nlzllallylle 2y € H.
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Demonstracao. Se (u,v) = 0 ou |jul]| = 0 ou ||v|| = 0 ndo ha nada que fazer e o resultado esta
provado.
Consideremos (u,v) # 0, ||u|| # 0, ||v|| # 0. Assim, para todo « € C vale:

H

Agora, expandindo o lado direito, temos:

a 1 2

U — U
[ofl = el

1 1 2
0< < S u, I u>:|a|2+1——Re(a<u,v>),
[l el ol ] [l

ou seja,
2Re(a(u, v)) < (laf* + 1)fulll|v]].

(u,0)]

(u,0)

Em particular, tomando o = , teremos |a] = 1 e portanto |(u,v)| < ||ul|||v]- O

Defini¢ao 1.3.11 (Delta de Kronecker) Sejam I um conjunto qualquer ei,j € I, definimos

0ij =0, se i#jed; =1 se i=7.

Dessa forma, um conjunto {x; : i € I} de vetores de um espago com produto interno é
ortonormal se, e somente se, (x;,x;) = d;; para todos i,j € 1.

Caminharemos agora na direcao de estabelecer duas relacoes fundamentais da teoria dos
espagos de Hilbert, a saber, a Desigualdade de Bessel e a Identidade de Parseval.

Proposicao 1.3.12 Sejam H um espaco de Hilbert e {x1,...,x,} um conjunto ortonormal em

H.

(a) Se M = [x1,...,x,] e x € H, entao

n

T — Z@,%)

i=1

= dist(x, M).

(b) Para todo x € H, > |{x,2;)|* < |||,

=1

Demonstragcao. Seja M um subespaco fechado de H. Sabemos pela Projecao Ortogonal
que’H = M @ M*. Dai, podemos tomar p € M e ¢ € M* tais que ¢ = p +q e
|z — p|| = dist(z,M). Como p € M, existem escalares o, ...,q, tais que p = Y " ;.
E como r —p = ¢ € M*, temos (x — p) L z;, para todo j = 1,...,n. Segue entdao que
0= (x—p,z;) = (x,x;) —aj, isto é, o; = (z,z;), para todo j = 1,...,n. Dal (a) é provado.

Provemos (b). Dado = € H, sejam ay, ..., a,, como em (a). Assim, como (z;,x;) = d;;, para
todos 7,7 =1,...,n,

O 3 Y ) RIS I SIS Sy
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
e o resultado segue. 0

Lema 1.3.13 Seja S = {x; : i € I} um conjunto ortonormal no espago de Hilbert H. Entao,
para cada v € H nao nulo, o conjunto J ={i € I : (x,x;) # 0} € finito ou enumerdvel.
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Demonstragao. Para cada k € N definimos J, = {i € I : [(x,z;)| > 1} para obter J = U2, Jj.
Basta entao mostrar que cada J, é finito. Da Proposicao [1.3.12] sabemos que para todo
subconjunto finito .Jy de J é verdade que Z [z, z:)|* < ||z
i€Jp
Em particular, dado um ntmero finito de elementos i1, ..., %, de Jj,

n 1 1
5= et < @)l 4t @) < ol

Consequentemente n < k?||z||%. Isso significa que o nimero de elementos de qualquer subcon-
junto finito de Jj nao excede k?||x||?. Portanto Jj ¢ finito. O

Teorema 1.3.14 (Destigualdade de Bessel) Seja S = {x; : i € I} um conjunto ortonormal
no espaco de Hilbert H. Entao, para todo x € H,

>z < =),

e

onde J ={iel: (x,z;) #0}.

Demonstragao. Sabemos pelo Lemal[l.3.13|que J é finito ou enumerdvel. A Proposicao [I.3.12
resolve o caso em que J é finito. Basta entao ver o caso em que J é enumeravel. Como todos os
termos da série sao positivos, nao importa a ordem em que fazemos a soma da série. Podemos
entao considerar uma enumeracao qualquer iy, %9, ... dos elementos de J. Para cada n € N, a
Proposicao [1.3.12] garante que

n
>l za)]® < ol
k=1

Agora basta fazer n tender a infinito nesta desigualdade para obter

Doz z)lP =) ez < el

icJ k=1
Para chegar a Identidade de Parseval, se faz necessario conhecer mais alguns resultados.

Defini¢ao 1.3.15 Seja {x,} uma sequéncia no espa¢o normado X. Dizemos que a série
oo P . A . .. n
Yool Ty € convergente se existe x € X tal que a sequéncia das somas parciais {ijl :L'j}

converge para x. Nesse caso, dizemos que x € a soma da SETiE € eSCTevemos

oo
n=1

e}

Diz-se que a série E T € incondicionalmente convergente se for convergente em qualquer
n=1

ordenacdo em que considerarmos suas parcelas; mais precisamente, se para toda fungao bijetora

o0
oc:N— N a série Z To(n) for convergente.

n=1
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oo

Proposicao 1.3.16 Seja E T, uma série incondicionalmente convergente em um espago nor-

mado X. Se 01,09 : N — N sao funcoes bijetoras, entao

Z xo'l(n) = Z xo’g(n)
n=1 n=1

Demonstragao. A prova deste resultado pode ser encontrada em [4, p.117]. 0

Lema 1.3.17 Seja S = {z; : i € I} um conjunto ortonormal no espaco de Hilbert H. Entao,
para cada x € H, denotando I, = {i € I : (x,x;) # 0}, a série

Z(x, )T

1€y

¢ incondicionalmente convergente.

Demonstracao. Nao ha o que falar se I, for finito. Suponha que I, seja infinito e tome {y;}

uma enumerac¢ao qualquer do conjunto {w € S : (x,w) # 0}. Para cada n € N, defina S,, =

Z(:v, y:)yi- Da Desigualdade de Bessel |1.3.14] sabemos que a série Z |(x, 3,)|* é convergente.
i=1 n=1
Como <yl7y]> = 5ij7

HSn_SmH2 = Z T, Yi)Y Z [z, yi)|
i=m-+1 i=m+1
para n > m, e portanto a sequéncia {S,} é de Cauchy em H, logo converge. O

Teorema 1.3.18 Seja S = {z; : i € I} um conjunto ortonormal no espago de Hilbert H. As
sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(a) Para todo x € H, x = Z(x,xeZ
el
b) S é um szstema ortonormal completo.
)

(

() [S]=

(d) Para cada reH, |z|*= Z |(x,2;)|?. (Identidade de Parseval)
iel

(6) Para todos T,y € H; <$,y> = Z<x7xl><y,xl>

iel

Demonstragao. (a) = (b) Seja z € S+. Como (z,7;) = 0 para todo i € I, de (a) segue
imediatamente que r = 0. Assim S+ = {0} e S é completo.

(b) = (a) Seja x € H. Tratemos do caso em que J := {i € I : (x,x;) # 0} ¢ infinito, e
portanto enumeravel. Seja {ij,is,...} uma enumeracao qualquer de J. Do Lema e da
Proposicao [1.3.16| sabemos que

Sejai € I. Se i ¢ J, entao



(-

Esei € J, existe k € N tal que i = i;. Neste caso, como (z;;, 7;,)

[e.9]

<x — Z(m,xij>xij,a:i>

J=1

Como S é completo, obtemos

14

g (x x,] Ti; ,:132> = 0.

= 5’lek = 5j,k7

00
< § X l‘zj mzj7xzk>

o0
(@, x;,) E T, x4, ) (i, v4,) = 0.
Jj=1

o0

x — Z(:c, )T =T — Z(x, T, )T = 0.

jel

j=1

O argumento acima se adapta facilmente ao caso em que J é finito.

(b) = (¢) Chamemos M =
1+ = {0}, logo M+ =

Ye €
Proposicao

1.3.12

portanto

Hx—Z(w,ag}x

lEJE

Como J. é ortonormal,

lzl® =D e, @) ?

i€Je

Combinando isso com a Desigualdade

[S], existem um subconjunto finito J. de I e escalares (a;);c . tais que y. =

[S]. Por S ser subconjunto de M segue que M+ é _subespaco de
{0}. Mas H = M @& M+, e daf concluimos que H = M =
(¢) = (d) Sejam x € Hee > 0.

[5].
[S] tal que [z — y.|| < e. Como
Zing a;x;. Da

Por (c) existe y. €

sabemos que o vetor E (x,z;)x; é a melhor aproximacao de z em [x; : i € J.],

i€Je

= [lz —gell <e.

r — E a;x;

ZEJE

<£E — Z<.CE, T;)Ti, T — Z(w, $Z>ZE1>

1€ Je 1€ Je

o

= Hx— E (x, )| < e
icJ.

de Bessel |1.3.14] obtemos

lzl® < D lwzd P+ <Y o) +° < Jlz)® + &2

i€Je

O resultado segue fazendo ¢ — 07.

iel

(d) = (e) Sejam z,y € H e a um escalar. Por (d),

(az + y,ax +y) = |laz + y|?

e dai,

lal*l2]* + alz, y) +aly, z) + |yl

=" J(az +y,) P

= (az +y, z;){az +y,z:),

el el

jall)® + ) afe, @) (2, y)

icl

)+ llyll*.

+ Y aly, @) (o

el
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Entao

alz,y) +aly,z) = Za(w, ) (@i, y) + Za@, ) (@, x)

iel i€l

= a( Z(x, z;){y, m,}) + d( Z(y, x;)(z, x2>)

el i€l

Escolhendo primeiro a = 1 e depois a = 7, obtemos

Re(w,y) = Re( D (w. @)y 2} ) e Ime.y) = Im (D (w2 {y. @1},
iel iel
e o resultado segue.
(e) = (b) Seja x € S*. Logo (z,y) = 0 para todo i € I. Usando (e¢) com z = y obtemos
(x,x) = 0 e consequentemente z é o vetor nulo. O

Definicao 1.3.19 Sejam X e Y espagos vetoriais sobre R ou C. O conjunto B(X,Y) € o
conjunto de todos os operadores lineares continuos de X em Y. Quando X =Y, escrevemos

B(X,Y) = B(X).

Teorema 1.3.20 Valem as sequintes propriedades:
(1) Se X eY sao espagos vetoriais normados, entao B(X,Y') é um espago vetorial normado.
A expressao

IT|sxyy = sup{|T(@)[ly : v € X, [|z][x = 1}
T
sup{mzo#xeX}xeX},
] x

define uma norma em B(X,Y).
(17) Nas condigoes em (i), se Y € um espago de Banach, entao B(X,Y) também é.

Definicao 1.3.21 Sejam X e Y espagos de Banach. Um operador T € B(X,Y) € compacto

quando a tmagem de cada sequéncia limitada de X possuir uma subsequéncia convergente em
Y.

Um exemplo de operador compacto é fornecido pelo teorema abaixo:

Teorema 1.3.22 Sejam X e Y espagos de Banach. Se T; € B(X,Y),j = 1,...,n tem posto
finito e T; — T em B(X,Y), entao T é compacto.

O proximo teorema nos da mais uma maneira de obter operadores compactos.

Teorema 1.3.23 Sejam X, Y, Z espacos de Banach. SeT € B(X,Y), Se€ B(Y,Z) eT ou S
¢ compacto entao a composicao ST € um operador compacto.

Teorema 1.3.24 (Teorema da Representacao de Riesz): Sejam H um espaco de Hilbert
e f:H — K um funcional linear continuo. Entdo existe um tunico v € H tal que f(u) =

(u,v), VueH.



16

Demonstragao. Suponha que existam v, w € H tais que f(u) = (u,v) = (u,w), Yu € H.
Assim,
fo—w)=@w—-—wv)=v—-—ww < vV-—wv—w) =0<=v—w=0<+<=v=uw.

Se f(u) =0, Yu € H, basta tomar v = 0 e, daf temos que f(u) = (u,v), Yu € H.

Agora, se f(ug) # 0 para algum ug € H, entao considera-se o conjunto W = {x € H; f(z) =
0}. Assim, pelo Lemal[l.3.9) podemos supor que ug € W e |lug|| = 1. Seja 2z = f(z)uo— f(uo)z,
para algum x # 0,z € ‘H. Agora, observa-se que

f(z) = f(f(x)uo — f(uo)x) = f(z)f(uo) — fluo)f(zx) =0.
Assim, z € W e

= (z,u0) = (f(¥)uo — f(uo)x,uo) = f(x)(uo, uo) — f(uo)(w,u0) = f(x) — (, f(uo)uo)-

Portanto, f(z) = (x, f(uo)up) e tomando v = f(ug)ug, temos que f(z) = (x,v), Vo€ H.
0

Teorema 1.3.25 Sejam Hq e Hy espagos de Hilbert. Se T € B(H,Hs) entao existe um inico
operador T* € B(Ha, H1) tal que

<T(._'E),’y>’;.[2 = <:L‘7T*(y)>7-l17 T e th € HQ-
Notacao: T* ¢ chamado de operador adjunto de T'.

Definicao 1.3.26 Dizemos que o operador T ¢é autoadjunto quando T = T* e T € normal
quando T*T =TT*.

Teorema 1.3.27 Sejam H um espago de Hilbert e T € B(H). Entao T é um operador com-
pacto se, e somente se, T* € compacto. Ainda, o conjunto dos operadores de posto finito €
denso no espago (de Banach) dos operadores compactos.

Definigao 1.3.28 Seja ‘H um espago de Hilbert. Um operador T € B(H) € positivo quando
(T'(v),x)3 >0, xcH.

Se T' € B(H) é positivo, escrevemos T > 0. Se 11,1, € B(H), escrevemos T} > Ty para
indicar que 77 — T3 é positivo, ou seja, T} — Ty > 0. Se T' € B(H) entao T*T > 0 é autoadjunto
uma vez que

(T"T(z),2)n = (T(x),T(x))n
— @) >0, ze.
O proximo teorema fornece uma maneira de concluir que um determinado operador em um

espaco de Hilbert é autoadjunto. Neste trabalho, este resultado sera 1util na demonstracao de
que operadores compactos possuem uma raiz quadrada.

Teorema 1.3.29 Seja H um espaco de Hilbert complexo. Se T € B(H) € um operador positivo,
entao T € um operador autoadjunto.

Demonstracao. A prova segue diretamente da Identidade de Polarizagao [1.3.7 0
Defini¢ao 1.3.30 Seja T' € B(H). Definimos |T'| := vVT*T.

Observe que |T'| =T quando este é autoadjunto e positivo.
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1.4 Um pouco de teoria espectral

Essa secao contém resultados classicos da teoria espectral e todos os resultados aqui demons-
trados podem ser encontrados em [2§].

Definicao 1.4.1 Sejam V' um espaco vetorial e T : V. — V' € uma transformacgao linear, um
autovetor de T é um vetor v # 0 tal que T(v) = \v, para algum X\ € K e, neste caso, A € um
autovalor de T.

Se A for autovalor de T', entao Ty =T — Al ¢é nao invertivel, onde I é operador identidade.
Denotamos por o,(1") o conjunto dos autovalores de 7. De modo geral esse conjunto é
chamado de espectro pontual de T

Definigao 1.4.2 Um subespaco U de V' €é chamado T-invariante se T(U) C U, isto €, se
x € U, entdo T(x) € U. Se U é T-invariante, entdo seu fecho também é. Além disso U+ ¢
T-invariante, pois se x € UL, entdo para todo y € U temos (y,T(z)) = (T(y), z) = 0.

Lema 1.4.3 Todo operador nao nulo T € B(H) compacto e autoadjunto possui um autovalor
nao-nulo, pois —||T|| ou ||T|| € autovalor de T.

Demonstragao. Usando a compacidade de T' serd mostrado que um deles é autovalor, o que
equivalerd a mostrar que existe 0 # ¢ € H com (7% — ||T||*1d)¢ = 0.

Seja {z,}, [|zn|| = 1, ¥n, de modo que ||T(z,)|] — ||T||. Como T é compacto, existe
subsequéncia de {T'(z,)}, também denotada por {T'(z,)}, convergente. Como T é continuo,
{T?*(x,)} também converge.

A estimativa

0 < |T%(z,) = |T (@) Pzal® = | T2(@0)|? = || T(2)]*
< WITIPNT(z)|)? = [T (zn)||* = 0 para n — oo,

mostra que a sequéncia y, = T%(z,) — || T(z,)]

(T2(2n) = yn)

T, converge para zero e, assim,

RN
converge para um vetor ( com ||¢|| = 1. Portanto, denotando por A = ||| e lembrando que
T é continuo, 0 = T2(¢) — ||T|1*(¢) = TAT-A(¢). Dai, segue que ou T_»(¢) = 0 e —||T|| é um
autovalor de T', ou T_,(¢) # 0 e ||T'|| é um autovalor de T O

Denotaremos por By(H) o conjunto dos operadores compactos de H em H.

Teorema 1.4.4 (Hilbert-Schmidt:) Se T € By(H) € autoadjunto, entdo

H = [Bopreo, ) N(Th)] ® N(T).

Demonstracao. Como 7' é auto-adjunto, N(Ty) L N(T},) se X # p, e a soma direta do
enunciado estd bem definida. Seja E = ®osrer, )N (Th). Se y € E*, entdo para todo z €
N(Ty) tem-se (T'(y),z)) = (y,T(z))) = My, z)) = 0, mostrando que T'(y) € E+. Como isto
ocorre para todo A € a,(T), segue que T(y) € E*, ou seja, E* ¢ invariante por 7. Também
tem-se que H = E @ E+.
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Para completar a demonstracao, falta mostrar que E+ = N(T). Como E também é invari-
ante por T, conclui-se que S = T'|g., S : B+ — E1, a restricio de T' a B+, estd bem definida
e é um operador autoadjunto compacto. Se S # 0, pelo Lema[1.4.3] existe um autovetor ¢ nao
nulo de S com autovalor nao nulo; assim, por construcao, ( € E e ( € E*, e necessariamente
¢ = 0. Isso mostra que S = 0, ou seja, B+ = N(T). O

Corolario 1.4.5 Se T € By(H) € autoadjunto, entio H possui uma base ortonormal formada
por autovetores de T'.

Demonstracao. A demonstracao desse resultado é simples de ser feita e pode ser encontrada
em [28, p.181].
O

Lema 1.4.6 Seja T € B(H). Entao existem tnicos operadores autoadjuntos Tgr e Ty de forma
que T =Tr+1iT; e T* =Tr—1iT;. Ainda mais, T € normal se, e somente se, T €T} comutam
entre si e unitdrio se, e somente se, Tg € T; comutam entre si e Ta + TF = Id.

Demonstracao. Seja T' € B(H). Definimos T = (TJ;—lT) el = % Assim, claramente,
temos que I'=Tr+ 117 e T* =Tg — i17}.

Agora, se Tr comuta com 77, podemos notar que T comuta com 7™, assim 7' é normal.
Agora, se T comuta com 7™, entao usando esta decomposicao, encontra-se

—i(TRTy — TiTy) = i(TrT; — TyTh).
Dai tem-se que (TrT; — T;Tg) = 0. Por fim, explicitando-se
TT* =1d =TT

e igualando as partes reais e imaginarias encontra-se a caracterizagao dos operadores unitarios.
O
O lema a seguir é 1til quando trabalhamos com operadores compactos e autoadjuntos.

Lema 1.4.7 Se R, S € By(H) sdo autoadjuntos e comutam, entdo H possui uma base ortonor-
mal de autovetores simultaneos de R e S.

Demonstracao. Para cada autovalor A de S, S¢* = \&*, tem-se que
S(REY) = R(S€) = ARE,
e N(S,) é invariante por R (bem como seu complemento ortogonal). Como o operador restri¢ao

Rlnsy)

¢ autoadjunto e compacto, pode-se escolher se uma base ortonormal de N(Sy) de N(A;) como
em m [28, p.181], formada por autovetores de R, e logicamente, também autovetores de S.
Tomando a uniao sobre todos os autovalores de S o resultado segue, pelo Corolario

O
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Corolario 1.4.8 SeT € By(H) ¢ normal, entao H possui uma base ortonormal de autovetores
de T e vale a decomposicao de H como no teorema de Hilbert-Schmidt. Em particular,

N

T(f) = ZAnOpv (Pn>’HQ0m f € H,

n=1

onde {\,} contém autovalores (contadas as multiplicidades, com |\,| > |Apy1] — 0) e {on}
contém autovetores ortonormais de T'.

Demonstragao. Basta lembrar que T' = Tg + 17, com Tg, T autoadjuntos , e sendo T
normal, temos pelo Lema[1.4.6] que Tk comuta com T}, e entdo aplicar o Lema[1.4.7] Note que

se T¢* = (ImM\)E*, e que os autovetores correspondendo a autovalores distintos sdo ortogonais.
OJ

Teorema 1.4.9 (Teorema Espectral para Operadores Compactos Autoadjuntos) Se-
jam T um operador linear compacto e normal em H, {\;} C C os autovalores nao nulos de T
e {P;} os projetores ortogonais sobre N(T,) (dimN(T,) < o0). Entdo

T=> )P
;

com a série convergente em B(H).

Demonstragao. Seja Py o projetor ortogonal sobre N(T'). Pelo Corolario tem-se Id =
Py + Z P;. Assim, para todo § € H,

TE=TREHTY PiE=)Y T(P&) =) NP

Disto e P;P, =0, j # k, segue que

o 2 o
(T— Y NP)E| = > WPIPEIP

j=n+1 j=n+1
< 2
< (max A°) )Y Pl
j+n+1
< (mazgzyal NI
Portanto,
n 2
_ Pl < 2
Zl)\]P] - glr?j}r(ll)\ I
Como A\; — 0, se j — o0, VemqueT_hmZ)\P em B(H). O

n—oo

Uma caracteristica interessante de um operador positivo continuo é o fato do mesmo possuir
uma Unica raiz quadrada positiva.
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Teorema 1.4.10 (Lema da Raiz n-ésima): Sejam H um espaco de Hilbert e T € B(H)
um operador positivo. Se n € um inteiro positivo entao existe um unico operador positivo S
em B(H) tal que S™ = T. O operador S descrito acima é denotado por T e chamado raiz
n-ésima de T'.

Demonstracao. Como T é positivo, entao pelo Teorema T é autoadjunto com seus
autovalores satisfazendo \; > 0. Pelo Teorema Espectral temos que T'=>_ ; A P;.

Defina o operador S por S = Zj {L/)\_ij, o qual é compacto pois A\; — 0 para j — ocoe S
pode ser aproximado por operadores de posto finito em B(H) (explicitamente por Z;;l VAP).

Para concluir a demonstracao precisamos mostrar que S™ = T' e que vale a unicidade. Da
forma como foi definido o operador S, claramente podemos notar que S™ = T', pois ( Q/)\_j )= A
e cada P; é uma projecao.

Agora mostremos a unicidade: Suponha que existem dois operadores positivos e compactos
S e S5 que possuem a forma ST =T e Sy =1T.

Assim S; = S5 ou S; = —955, mas por hipdtese, S; e Sy sdao positivos, temos que S; = 5.
E assim a prova estda completa. 0

Definigao 1.4.11 Sejam H um espaco de Hilbert e {x,} uma base ortonormal de H. Se
TeB(H)eT >0, otraco de T é definido por

o0

tr(T) = (T(xn), Tn)n.

n=1

Defini¢ao 1.4.12 Seja ‘H um espago de Hilbert. Um operador T € B(H) € nuclear quando

tr(|T|) == tr(vVT*T) < 0.

Nas condicoes da definicao acima, temos algumas propriedades:

(7) O conjunto dos operadores nucleares é um subespagco vetorial de B(H);

(i7) Se T € B(H) é um operador nuclear e {z,} é uma base ortonormal de H, entao a série
oo (T'(xy), ) ¢ absolutamente convergente;

(77i) Nas condigdes do item (ii), o valor da série independe da base utilizada;

(v) Se T € B(H) é nuclear, entao T' é compacto.

Mais comentdrios a respeito destas propriedades podem ser encontradas em [14, p.207,209,211].

O espaco dos operadores nucleares é normalizavel. Uma possivel norma é dada pela ex-
pressao

1Tl =D WT (@), )l

onde {z,} ¢ uma base ortonormal de H. Como a expressao tr(T) = Y 2 (T(xy),xn)n ¢

absolutamente convergente e independe da base ¢ imediato que ¢r(-) é um funcional linear
continuo no espago dos operadores nucleares com norma menor ou igual a 1.

Finalizamos esta secao com exemplos de operadores compactos.

Definigao 1.4.13 Considere um operador T : L*(X,u) — L*(X,u). Se existir uma fungdo
K : X x X — C para o qual

T(f)(x) = /X K(o,9)f()duly), feL’(X,n), z€X qs
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dizemos que T é um operador integral sobre L*(X, j1). Neste caso, escrevemos T = K e dizemos
que K € o nicleo gerador deste operador.

Quando o nicleo K € L*(X x X, x p) e p é o-finita, o Teorema de Fubini ea
Desigualdade de Cauchy [1.2.6] nos ajudam a notar que

/Kwy )dp(y)
du(y) < /}{((/}(K(x,y)zdu(y))é(/xf(y)zdu(y))éydu(rr)

= KB,

f € L*(X, u), ou seja, ||K[| < [|K]J2-

du(y)

IK(DIE = [ 1K) Pduta

Agora,

/K:ry (y)du(y)

Defini¢ao 1.4.14 Seja ‘H um espago de Hilbert. Dizemos que um operador T € B(H) € do
tipo Hilbert-Schmidt quando tr(T*T) < co.

Denotamos o conjunto dos operadores do tipo Hilbert-Schmidt por HS(Hy, Hs).

Outra forma de definir um operador do tipo Hilbert-Schmidt ¢ dada pelo seguinte resultado.

Lema 1.4.15 Um operador T € B(H1,Hs) € do tipo Hilbert-Schmidt se existe uma base orto-
normal {e;}jes de Hy com

2
1T | azs = <§E:H7¥aH2> < oo,

jeJ

Proposigao 1.4.16 Seja T € B(Hi, Hz). Entao
(1) |T||gs nao depende da base ortonormal considerada.
(1i) T € HS(Hq,Hz) se, e somente se, seu adjunto T* € HS(Ho, H1). Além disso,

1T s = (T[] s

Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada [28], p.154]. O

O préximo resultado mostra a compacidade dos operadores do tipo Hilbert-Schmidt [28, p.156].
Teorema 1.4.17 Todo operador Hilbert-Schmidt é compacto.

Demonstracao. Sejam T € HS(H1,Hs) e {x,} C Hi, com x, — z. Para mostrar que T é
compacto, basta provar que T(z,) — T'(x).

Note que, por linearidade, é suficiente considerar o caso x,, — 0.

Seja {e;};es uma base ortonormal de H,. Para cada n sabe-se que o conjunto {j € J :
(€j,T(zn)) # 0} é contavel (se for finito para todo n o argumento que segue se adapta facil-
mente) e, por simplicidade de notagao, serda denotado pelos niimeros naturais.
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Assim,

(T (es) ea)l®+ MY T (),

1 j=N+1

M=

||T Zlfn ||2 Z| e]v xn S

J

sendo M = suppen||T,||* (M é finito pois toda sequéncia fracamente convergente é limitada).
Dado ¢ > 0, escolha N com 22\ |T*(e;)[|* < 7, 0 qual existe pois T* € HS(Ha, Ha).
N
Agora, como z, — 0, existe k de modo que Z (T*(ej), w,)|* < €, se n > k. Assim, se
j=1
n >k tem-se | T(x,)||? < 2&, e conclui-se que T'(z,,) — 0. Portanto T é compacto.
U

Notacdo: ¢ ® ¢(z,y) = m ® ¢(x).

Lema 1.4.18 Sejam H, = L*(Xy,u) e Hy = L*(X,, v) espagos separdveis, com u e v medidas
o-finitas, e Hy = L*(X1x Xa, uxv). Entdo, se {1} e {¢;} sdo bases ortonormais (contdveis)de
H1 e Ha, respectivamente, entdo {1, @¢;} € base ortonormal de Hs, o qual também € separdvel.

Demonstracao. A demonstracao deste lema pode ser encontrada em [28, p.157].
OJ

O préximo resutado nos da outra representagao de operadores do tipo Hilbert-Schmidt.

Proposicao 1.4.19 Sejam Hy, Hs e Hz como no Lemall.4.18. Entao, o operadorT € HS(Hi, Hs)
se, e somente se, existe K € Hsz de modo que

T(f)(x) =Tk(f)t)= | K(z,y)f(y)du(y), f€Hi.

X1

Além disso, ||T||rs = || K| 7 -

Demonstragao. Se {1} e {¢;} sdo bases ortonormais de H; e Ha, respectivamente, entao,
pelo Lema |1.4.18} {¢,, ® ¢,} é base ortonormal de Hs.
Suponha que T' = Tk ; entao

Z’lTKwn‘Hz Z‘ TK¢"’¢] H2|2 Zl K wn®¢]>’ﬂ3’2 HKHH27

mostrando que Ty € HS(Hl,Hg) e [|[Tk|lus = HKHH3
Seja T' € HS(H1,Hz). Dai, tem-se

Z| 5 Tt = Z IT%nl* = I < oo,

o que permite definir a funcao

KO<I7y) = Z<¢J7Twn>ﬂ21/)n—(y)® ¢J<x>

n7j

no espago M3, note que || Koz, = [T ms-

Serd verificado que T = Tk, .
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Se f € Hyegée Hy tem-se

0T = [ (o XlKo(m,y)f(y)du(y)) v ()

= <g ® ?7 K0>H3
= Z<¢j7 T¢n>7—l2 <g & ?7 d)j & 1/)”>H3

n,J

= Z<¢j7 T¢n>7—l2 <ga ¢j>9{2 <1/)n7 f>7'i1

n,J

= <Z<¢J? g>7—[27 Z<¢nv f>H1Twn>

7 n

= <g, Z@bm f>H1T¢n>
Ho

n

::<%T§:Wmﬁm%>

= <g7Tf>'H2

2

Ha

Portanto, T' = Tk, .

1.5 Transformada de Laplace

A técnica da Transformada de Laplace é uma poderosa ferramenta na determinacao de solucoes
de equacoes diferenciais ordindrias com condicoes iniciais. O operador £ é um operador integral
linear que transforma edo’s em equagoes algébricas.

Defini¢ao 1.5.1 Dizemos que [ € continua por partes em |a,b] se € continua exceto num
numero finito de pontos deste intervalo e se em cada ponto xy de descontinuidade existem os
limites laterais a direita e a esquerda.

Seja f :[0,00) — R e consideremos

| e

0

onde s é uma variavel real. Quando f é suficientemente bem comportada, esta integral conver-
gird para certos valores de s, definindo uma funcao de s, chamada de transformada de Laplace
de f, e serd denotada por L(f) ou L(f)(s).

Defini¢ao 1.5.2 Dizemos que f € de ordem exponencial em [0, 00) se existem constantes C' > 0
e a tais que

If(t)| < Ce™, VYt >0,
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Teorema 1.5.3 (Condic¢oes suficientes para a existéncia de L) Se f ¢é continua por
partes e de ordem exponencial, entao existe um real o € R tais que

| e

0

converge para todos os valores de s > a.
Demonstracao. Como f ¢ de ordem exponencial, existem C' > 0 e « reais tais que

[f(t)] < Ce.

Logo, temos que

) S C
| / e f(1)dt] < © / @Mt — lim [1—elemsio)] =~
0 0 tp—o0 § — (v S —
se s > a.
O
Logo, a Transformada de Laplace de toda funcao de ordem exponencial existe. Mas serd que
vale a reciproca? A resposta é ndo e um contraexemplo pode ser a fungao f(t) = \/iz tem

transformada de Laplace, dada por \/é embora nao seja de ordem exponencial.

1.5.1 Propriedades

Denotaremos por €4, o conjunto de todas as funcoes parcialmente continuas de ordem expo-
nencial.

Teorema 1.5.4 (Linearidade) Sejam f e g pertencentes a e, € k € R. FEntio, L(kf +
9)(s) = EL(f)(s) + L(g)(s).

Demonstracao. A prova é simples e é dada por:
Llkf+0)(s) = [ e s+ttt =k [ et [ e ooy = k() + L))
0 0 0

0

O proximo resultado diz que L é injetiva em .

Teorema 1.5.5 (Lerch) Sejam f e g pertencentes a £4. Suponha que existe sy € R tal que
L(f)(s)=L(g)(s), Vs> sg. Entao f(t) =g(t), ¥t >0, exceto possivelmente nos pontos de
descontinuidade.

Demonstracao. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [10) p.185]. 0

Teorema 1.5.6 (Comportamento Assintotico de L(f)) Se f € e, entao lim L(f)(s) =

S§—00
0.
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Demonstracao. Como existem constantes C' > 0 e a € R tais que

LN < -, Vs>a,

S —

o resultado segue imediatamente. 0

Teorema 1.5.7 Sejam f continua, f' continua por partes e de ordem exponencial em [0, 00).
Entao

L(f') = sL(f) = [(0).

Demonstracao. Por defini¢ao, temos que

LOF(#) = / P (Bdt = Tim | et ()t

0 b—o0 0

Aplicando a integracao por partes segue que:

b 00
£ 0) = Jim 1) = O+ 5 [ i =—p0) 5 [ rar

b—oo 0

isto é,

L(f) = sL(f) = f(0).
0J

Se a equagao L(f)(t) = F(s) pode ser resolvida em relagao a f(t), entdo a solugao é essen-
cialmente tnica, diferindo apenas em pontos de descontinuidades. Esta solucao é chamada de
Transformada Inversa de Laplace da fungao F(s) e ¢ denotada por L71(F)(s). Ela é caracteri-
zada pela propriedade:

LT F)(s) = J(t) & LU(E) = F(s).

Um método conveniente para se obter as transformadas inversas de Laplace, consiste em
usar uma tabela de transformadas de Laplace.

Se uma transformada F'(s) nao puder ser encontrada na tabela, entdo podemos expandir em
fragoes parciais e escrever F'(s) em termos de fungoes simples de s nas quais as transformadas
sao conhecidas.

1.5.2 Algumas aplicagoes

Nesta subsecao analisaremos algumas aplicagoes da transformada de Laplace. Outras aplicagoes,
como problemas de vibragoes (osciladores harmonicos), de vigas (problemas de contorno), de di-
fusao (equagoes diferenciais parciais) e problemas de transporte (equagoes integro-diferenciais),
podem ser encontrados em [33], p.79].

Exemplo 1.5.8 Resolva o sistema de equagoes diferenciais lineares

2'(t) = 2x(t) — 3y(t)
{ v (t) = yt) - 20(t)
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Resolugao: Aplicando a transformada de Laplace na varidvel t do sistema de EDO acima,
considerando que L(x(t)) = X(s) e L(y(t)) =Y (s), resulta que

{ (s —2)X(s) +3Y(s) =

8
2X(s)+(s—1)Y(s)=3"

Resolvendo simultaneamente as equacgoes acima, usando o método de Cramer, temos

8 3 ‘
3 s—1 5 3
X = =
S . s+1 54
2 s—1
e
s—2 8 ‘
2 3 5 2
Y(S) = = —_ s
s—2 3 s+1 s—4
2 s—1
Assim, aplicando a transformada inversa de Laplace, obtemos que z(t) = 5e ' + 3e* e

y(t) = be ™t — 2¢.

Exemplo 1.5.9 (Aplicagdo em circuitos elétricos): Seja um simples circuito RC'L, onde
temos uma resisténcia R (em ohms), uma indutincia L (em henrys), uma capacitancia C (em
farads) e um gerador ou bateria, fornecendo uma forca eletromotriz E(t). Quando a chave k
¢ fechada, ou seja, o circuito € fechado, uma carga q(t) (em coulombs) fluird nas placas do

capacitor, gerando uma corrente I(t) = d98) (em amperes). O tempo t é medido em sequndos.
dt

Devemos lembrar que podemos definir a diferenca de potencial no resistor, indutor, capacitor
e gerador, respectivamente, por

Vi = RI(t) = RE(1), Vi (1) = L9H(1) = LGE(1), Ve(t) = £qt) e Via(t) = —E(1).

Assim, pela Lei de Kirchoff, temos que

d*q dq 1
1290+ R0+ Loty = ()
ou
21 dl 1. dE

LW(t) + Rd_t(t) + 5](1&) = E(t)

Através do uso da transformada de Laplace, podemos resolver as equagoes diferenciais acima,
sujeitas a condi¢oes iniciais do tipo da carga e corrente conhecidas em t = 0.

Problema 1: Um indutor de 2 henrys, um resistor de 16 ohms e um capacitor de 0.02
farads estao conectados em série a uma for¢a eletromotriz de E(t) volts. Em t = 0, a carga
sobre o capacitor e a corrente no circuito sao nulas. Encontre a carga e a corrente num tempo
t > 0 qualquer, se E(t) = 300V.
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Figura 1.1: Circuito RCL

Resolugao: Sejam q(t) e I(t) a carga e a corrente, respectivamente, no circuito, num dado
tempo t. Assim, pela lei de Kirchoff, temos a sequinte equacao,

2 (6) 4 161(6) + 5g5a(8) = E()

sujeita as condigoes iniciais ¢(0) =0 e 1(0) = ¢'(0) = 0.
Usando a transformada de Laplace, onde Q(s) = L(q(t)) e F(s) = L(E(t)), temos que:

(°Q(s) — 5a(0) — /(0)) + 8(sQ(s) ~ 4(0)) + 25Q(s) = 3 F(s).

Agora, usando as condigdes iniciais, e isolando Q(s) e aplicando a transformada inversa de
Laplace, obtemos

0(t) = 527 (%) ' (1.2)

Dai estamos aptos a calcular q(t) e 1(t).
Para E(t) = 300V, resolveremos a Equagdo usando a decomposi¢cao em fragoes parciais
e o completamento de quadrados, ou seja,

g(t) = 150£~ (8(82+;s+25)) = 150~ (?+%)

B (1 (s+4)+4
= o (s (s+4)2+9)
= 6— e *[6cos(3t) + Ssen(3t)]

I(t) = %(t) = 50e *sen(3t).

Exemplo 1.5.10 (Aplicagcdo a mecdanica): Consideremos uma mola comum resistente a
compressao e a extensao. Suponhamos que esta mola estd suspensa verticalmente, que sua



28

extremidade superior estd presa em um suporte firo e que na sua extremidade inferior estd
firado um corpo de massa m muito maior que a massa da mola, a um ponto que a massa da
mola possa ser desprezada.

Figura 1.2: Sistema Massa-mola amortecida

Puzando esta massa m verticalmente para baizo uma certa distancia e, entao, soltando-a,
este corpo passard a se movimentar.

Sabemos, pela sequnda lei de Newton, que a resultante das forcas que atuam sobre um corpo
¢ igual a forca da inércia, ou seja, o produto da massa pela aceleracdo deste corpo.

Analisemos as forcas que atuam sobre este corpo de massa m.

(1) Forc¢a da gravidade: Iy = m.g, onde g € a aceleragio da gravidade.

(2) For¢ca da mola: E a forca exercida pela mola quando deformada. FEsta for¢a €
proporcional a deformagao (quanto mais rigida a mola, maior a constante de proporcionalidade
k). Quando o corpo estd em repouso (posicio de equilibrio), esta mola tem um alongamento
so devido a forca da gravidade que atua sobre o corpo. FEsta forca age no sentido para cima,
contrdario a Fy, e € igual em modulo a ksyg = m.g.

Chamamos de x(t) o deslocamento instantineo da massa m num tempo t a partir de uma
posicao de equilibrio, com sentido positivo voltado para baizo. Assim, pela lei de Hooke, a for¢a
da mola correspondente a um deslocamento x(t) € a resultante da for¢a da mola na posi¢ao de
equilibrio e a for¢a causada pelo deslocamento, ou seja, Fy = —ksg — kx(t).

Assim, a forca que atua sobre o sistema € dada por

F=F + F,=mg—ksy— kx(t) = mg —mg — kx(t) = —kx(t).

Logo, se o amortecimento do sistema € tao pequeno que pode ser desprezado, seque que
—kx(t) € a resultante de todas as for¢as que agem sobre o corpo. Assim, de acordo com a lei
de Newton: "Forca € igual a massa vezes a aceleracao”, temos que

d?x
m_
dt?

(t) = —ka(t)

ou
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ma” (t) + kx(t) = 0.

(3) Forca de Amortecimento: Se levarmos em conta o amortecimento viscoso do sis-
tema, temos ainda no somatorio das forcas que atuam sobre o corpo uma forca de amorteci-
mento que possui sentido contrdrio ao movimento, e que supomos proporcional a velocidade do
corpo. Para pequenas velocidades, esta hipotese constitui em uma boa aprorimagao.

Assim a for¢a de amortecimento é da forma F3 = pa'(t).

Logo, a equacao do movimento da mola pode ser escrita como

d*x dx " / —
mﬁ(t) = —kx(t) — Ba(t) ou ma”(t) + pa'(t) + kx(t) = 0, (1.3)

onde a constante de proporcionalidade [ € chamada de constante de amortecimento.
Podemos, ainda, ter uma forca externa dependente de t, denotada aqui por f(t), atuando
sobre o sistema. Neste caso, temos que

d*x dx " , _
o (0) = ~ka(t) — B (0)+ () ou ma(8) + Ba'(e) + ka(t) = (1)

Através do uso da transformada de Laplace, podemos resolver as equacgdes diferenciais acima,
sujeitas a varios tipos de condigoes iniciais que sao de interesse fisico.

Problema 2: Sabe-se que um peso de 5 Kg estica uma mola de % metros. O amorteci-
mento exerce uma for¢a de 0,02K g para uma velocidade de 1—16m/5.

Um peso de 613,125g ¢ ligado a mola e solto de uma posicao %m abaizo da posicao de
equilibrio. Determine a posicao deste corpo, em relacao a posicao de equilibrio, em um dado
mnstante t.

Resolugao: Pelo que vimos acima, a massa do corpo serd de

P 0613125 1
—_ — = ’— pr— _K . 2
™=y o8l 169 /m

e as constantes da mola e de amortecimento assumirao os valores

P
k=—=60Kg/m
S0

_ forga
~ welociddade
Consequentemente, pela equagao temos que:

=0,12Kg.s/m.

1
1—6x”(t) + 0,122/ (t) + 60z(t) = 0,
onde x é medido em metros et em sequndos.
As condigoes iniciais sio x(0) = ¢ e 2'(0) = 0.
A equagao acima serd resolvida usando a transformada de Laplace na varidvel t. Assim,

%6[82)((8) — sx(0) — 2'(0)] + 0, 12[s X (s) — z0] + 60X (s) =0
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ou, multiplicando esta equacao por 16 e usando as condigoes iniciais;

[52)((5) — 2] +1,92 {sX(s) — %} 1 960X (s) =0 — X(s) = 1 s+1,92

T 652+ 1,925 + 960

Finalmente, usando a transformada inversa de Laplace e a técnica do completamento de
quadrados, temos

(s +0,96) + 0,96 } e 0

0,96
f=gL" 30.97¢) 4+ — 30.971)| .
#tt) 6 {(s +0,96)2 4 959, 0784 6 {COS( ,97t) + sen(30,97t)

30,97



Capitulo 2

Nucleos Positivos Definidos e Espacos
de Hilbert de Reproducao

Esta secao apresenta resultados da teoria de nicleos positivos definidos, nicleos L2-positivos
definidos, algumas propriedades e exemplos classicos. Estes resultados podem ser encontrados
em [14, cap.2].

2.1 Matrizes nao-negativas definidas

Definicao 2.1.1 Uma matriz A,x, € nao-negativa definida quando

zAxzT >0, para todo © € C".

Definicao 2.1.2 Seja X um conjunto nao-vazio. Dizemos que um nicleo K : X x X — C
sobre X € positivo definido quando a matriz A = (K (x;, z;)) de ordem n € nao-negativa definida,
para qualquer n > 1 e qualquer n-upla (1, ...,x,) € X".

Temos que a definicao acima é equivalente a validade da desigualdade

ZC_Z‘C]'K(.IZ‘,[L']') 2 O, (21)

1,j=1

quando n > 1, {z1,....,z,} C X e {c1,...,c,} C C.
Escrevemos PD(X) para denotar a classe dos nicleos positivos definidos com dominio X x X.

Ap6s ter definido o que é um niticleo positivo definido veremos agora alguns exemplos.

Exemplo 2.1.3 Se f: X — C ¢ uma funcdo qualquer, o niicleo dado pela formula K = f® f,
positivo definido. De fato, se {x1,...,x,} C X e{c1,....,cn} CC, entao

31
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Z C_iCjK(l”i, Ij) = Z C_ZC]f(ZEz)T%)

i,j=1 i,j=1

> 0.
Exemplo 2.1.4 Se X é um espago vetorial complexo com produto interno (-, ) x, entao K(x,y) :=

(x,y)x, z,y € X, € positivo definido.
De fato,

n n
YK (ray) = ) deilwiag)x

i,j=1 i,j=1
n
= E:C_¢Cj<$j,l’i>
1,j=1
n n
= E le’j,é CiT;
j=1 =1 X
n n
= E Cil’i,g ijj
i j=1 X

n
E G
i=1

> 0.

X

2.1.1 Algumas propriedades de niicleos positivos definidos

Definicao 2.1.5 Dizemos que A € C e v € C" sao, respectivamente, autovalor e autovetor
associado a X de uma matriz A se AvT = T,

Podemos tirar uma observacao desta definicao, se A for uma matriz nao negativa definida
e A for um autovalor, com v associado, temos que

0 <vAv” = Mw? = \||v]?, (2.2)
ou seja, garante que A > 0.

Definigao 2.1.6 Seja H uma matriz qualquer. Dizemos que H é autoadjunta se (HxT y)cn =
(x, HyT)cn, para todo x,y € C", onde (-,-)cn € 0 produto interno canénico em C™.
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Proposicao 2.1.7 Seja K € PD(X), entao dados z,y € X as sequintes afirmacdes sao ver-
dadeiras:

(1) K(z,z) > 0, ou seja, K € diagonalmente ndo negativo;

(17) K(z,y) = K(y,x), ou seja, K é hermitiano,

(i11) |K(z,9)|? < K(z,2)K (y,y), isto é, K é diagonalmente dominante.

Demonstracao. (i) Bastar tomar n =1 e ¢; = 1 na desigualdade 2.1]

(17) Como K € PD(X), entao a matriz A = (K (z;,z,)) de ordem n é nao negativa definida
para qualquer n > 1 e qualquer n-upla (21, zs, ..., z,) € X", ou seja, wAw? >0, VYw € C™.
Tomando n =2, w = (1,1) e fazendo a;; = K(x;, x;), entdo

1
0<(1,1) o 1 ) =0t a+an +az.
a1 Q22

Pelo item (i) segue que a1, az € R e, assim temos que Im(a2) = —Im(ag;). Agora tomando
w = (1,1),

0 S (1,Z) ( @2 12 ) ( 1 ) = Q11 —z'a12+ia21+a22.

A21 A22 ?

Logo, Re(ayz) = Re(as) e ajp = @1, ou seja, K(x,y) = K(y,z), Vr,y€ X.

(¢44) Observando o item (ii), temos que A é autoadjunta. Assim, pela expressao 2.2 segue
que

a11 Aa21 2
det = a1a22 — |ax|” = A2 >0,
Q21 Q22

onde \; e Ay sao autovalores da matriz A. Dali, |ag|? < ajiags, isto é,

K (2,9)]* < K(z,2)K(y,y), Y,y € X.

Denotamos a funcao x definida por
k(z) = K(z,x), x¢€X.

Corolario 2.1.8 Sejam K : X xX — C um nicleo positivo definido e a matriz A = (K (z;,x;)),

1,7 =1,...,n, entao existe uma matriz G tal que A = leled

Demonstracao. Da Proposicao m, temos que A = A" e daf que A é autoadjunta. Dali,
da unicidade da raiz quadrada, Lema [1.4.10 existe uma matriz G autoadjunta nao negativa

definida tal que A = G?. Pelo fato de G ser autoadjunta, vem que G = ET, e portanto,
A=GG' .
O

Teorema 2.1.9 Sejam K, Ko, ..., K, € PD(X) e dy,ds,...,d, > 0:
(i) A soma >, d;K; estd em PD(X);
(i7) O produto K1Ks estd em PD(X);
(1ii) Se {K(z,y)} converge para K(x,y), entao K € PD(X);
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(v) Se K ¢é nicleo simétrico, ou seja, K(x,y) = K(y,x), z,y € X. Entio K € positivo

definido se, e somente se,

E cici K xl,xj >0,

i,j=1
para todon € N, {x1,x9, ....,x,} T X e{c1,c9,...,cn} TR,

q
Demonstracao. (i) Observe que se K = Z d; K, entao
l 1

Zn:C_iCjK(a:i,x] Zdl <Z e Ky (2, x; ) > 0.

,j=1 ,j=1

Portanto K € PD(X).

(17) Temos que mostrar que K;(z,y)Ks(z,y), Yo,y € X é positivo definido. Dessa forma,
(aij) =
Ki(z;,y;) e B = (bj;) = Ks(z;,y,). Usando o Corolario [2.1.8, existe uma unica matriz G tal

temos que provar que (K (x;, z;) (K2 (24, z;)) é ndo negativa definida. Consideremos A =

que A = GG Assim, tomando G = (g;;), e fazendo A = GG, vem que

n
a;j = g 9iqGiq, para 1,7 =1,....n.
q=1

Sejam cy, ..., ¢, € C quaisquer, entao como a matriz B é nao negtiva definida,

n n

E :Clcjal] ij E : E :nglqcagjq ij = E :a ajb;; > 0,
ij=1 q=1ij=1 ij=1
n n
onde a; = E CiGiq € aj = E ¢i9iq-
q=1 q=1

(1ii) Pelo fato de { K, (z,y)} convergir para K(x,y), temos

E Gic;i K (x;, ;) —qlgrolog GiciKy(x;,z;) >0,

1,j=1 1,j=1

logo K € PD(X).

(iv) Basta notar que se {z1,...,2,} € X e {c1,...,¢,} € C onde ¢; = a; +ib;,j =

com a; e b; reais, entao

n

Z ciaK(xj,x) = Z(ajal +0;b) K (zj,2)) + 1 Z(bjal — a;b) K (xj, 2;).

jl=1 =1 =1
Agora, como K é simétrico, segue que

n n n

> (b — ab) K (xj,20) = > (bja) K (xj,2) = Y (a;b) K (2, 2;) = 0.

Jl=1 gl=1 4i=1

O préximo exemplo é o nicleo mais conhecido dessa teoria e é chamado nicleo Gaussiano.

1.

7n7
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Exemplo 2.1.10 O nicleo K(z,y) = el gz y e R, €> 0 € positivo definido.

Mostremos inicialmente que K(z,y) = 6_62|”_y‘2, x,y € R, €>0 € positivo definido.
Sabemos que

!
1=0
Assim,
2
n o0 n o0 n
2e¢“xiTy (262)l — ol (262)l — .l > O
cicje = I CiCjT;X; = T x| >
i,j=1 1=0 =1 1=0 i=1
Como
_ _ 2 _ 2.2 _ 2,2 2 _ 2,2 2.2 2
K(m7y):66H:c yl| :eemeey+26xy:66m ey62eacy
temos que
n n
g cici K (z;, xj) g didje* "% > 0,
5,j=1 i,j=1

e2z?

onde d; = c;e” < %i,

Dessa forma, usando o item (ii) do Teorema|2.1.9 tem-se a positividade do nicleo Gaussi-
ano.

Exemplo 2.1.11 Sejam {¢,} uma sequéncia de fungoes com dominio X e {p,} uma sequéncia
de termos nao-negativos. Se a sériey | findy()Pn(y) for pontualmente convergente em X x
X, entao, pelas propriedades anteriores, temos que

K(z,y) =Y ptndn(2)du(y)

pertence a PD(X).

A préxima observacao define uma extensao de um nicleo positivo definido:

Observagao: Se Y € X e K € PD(Y), a extensdo K de K é dada por

_ ) K@y, zyeY
K(x,y)—{()’ r¢Y ouyg¢y.

SeY C X e K € PD(Y), a extensao K de K a X x X que é nula fora de Y x Y, define um
elemento de PD(X).

SeY C XeK: X xX — Csaotais que K : Y xY — C ¢ positivo definido em Y, nao
podemos afirmar que K € PD(X).
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2.2 Nucleos L’-positivos definidos

Nesta secao seréa feito um breve estudo sobre a classe dos nicleos L?-positivos, niicleos esses
que melhor se encaixam ao contexto de espacos de Hilbert e apresentaremos alguns resultados
dessa teoria. Em [14] p.25] podemos encontrar outros teoremas e observagoes.

Definigao 2.2.1 Sejam (X, M, 1) um espago de medida ¢ K € L*(X x X). Dizemos que K ¢é
um nicleo L*- positivo definido quando

@02 = [ ([ Kot a2 0. oe 1200,

Denotamos por L2PD(X) o conjunto dos nticleos L*-positivos definidos.

Exemplo 2.2.2 Sejam (X, M, u) um espago de medida e f € L*(X). Como

/X ( /X f(aﬁ)mﬂy)du(y)) F@dul) =

temos que K := f ® f € L?PD(X).

2

du(z)| , ¢ € LX),

O préximo lema indica um contexto onde as definicoes de nicleos positivos definidos e
L?-positivos definidos coincidem.

Lema 2.2.3 Sejam X um subconjunto mensurdvel de R™ e K € L*(X x X). Entao, K €
L?*PD(X) se, e somente se, K € L?PD(R™).

Demonstragao. Basta observar dois fatos: se ¢ € L*(R™), entao ¢|x € L*(X); se ¢ € L*(X)
e definirmos ¢ (z) := xx (z)i(z), =z € R™, entdo ) € LA2(R™). O

Proposicao 2.2.4 Seja X um subconjunto mensurdvel de R™. Se K € PD(X), K é um
elemento de L*(X x X) e a funcao

(2,9) ER™ X R™ o K(2,9)d(x)é(y), ¢ € L*R™)NC(R™),
¢ Riemann-integrdvel, entio K € L?PD(X).

Demonstracao. A prova desta proposi¢ao pode ser encontrada em [14, p.26]. O

Para ficar mais facil ao leitor, a partir de agora denotaremos por X a fronteira do conjunto
X e X? indica o interior do conjunto X. O proximo resultado é uma aplicacao da Proposicao

224

Corolario 2.2.5 Sejam X um subconjunto mensurdvel de R™ e K € C(X x X). Se K €
PD(X)NL*(X x X) e d(X) tem medida nula, entio K € L*PD(X).

Vejamos mais um exemplo de nicleo L2-positivo definido:

Exemplo 2.2.6 Se X C R™ ¢é mensurdvel, tem fronteira com medida nula e medida finita,
entao os exemplos [2.2.9 e mostram que se K(x,y) := cos(|z| — |y|), x,y € X, entdo
K € I*PD(X) N PD(X).
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Definicao 2.2.7 Dizemos que um subconjunto X C R™ é O0-mensurdvel quando: X € men-
surdvel, 0(X) = 0(X°) e X° € nao vazio.

O préximo resultado nos mostra uma situacao onde a restricio de um ntcleo L2-positivo
definido torna-se positivo definido.

Proposigao 2.2.8 Se X ¢ d-mensurdvel, entao L?PD(X)NC(X x X) C PD(X).

Demonstragao. Tomemos X d-mensurdvel. Sejam K € L2PD(X)NC(X xX), {x1, T2, ...,xn} C
X% e {c,¢2,...;cn} € C. Tome € > 0 de tal forma que o cubo C[z;,¢€| esteja em X°,
7=1,2,...,n, e defina

1
¢(I) = —Xij,e (:B), ] — 1,2, ey N
P [Clay,
Como ¢; € L*(X), j =1,2,...,n, segue que ¢(z) = Z?Zl c;o;(x) € LA(X).
Entao

o< [ [ Koty - //Ky 0y (y)e Gy

— C_iC'— K(:v,y)dxdy.
2T C (i, 7;), €]| /cuxi,x]-),e]

ij=1

Agora usando o Teorema da Diferenciagao de Lebesgue [1.2.11] temos que

E cic; K xl,xj ) > 0.

i,j=1
O caso geral segue aproximando-se elementos de X por elementos de X° e usando-se argu-
mentos de continuidade. UJ

Sob algumas condigoes, estas defini¢oes que vimos de nicleos coincidem. O proximo teorema
diz isto.

Teorema 2.2.9 Sejam X um conjunto -mensurdvel e K € L*(X x X)NC(X x X). Se 9(X)
tem medida nula, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) K € PD(X);

(it) K € L*PD(X);

(i17) K € um operador positivo sobre L*(X x X).

Demonstracao. (i) = (i¢) : Por hip6tese temos que X é 0-mensuravel, K € C(X x X) e
J(X) tem medida nula, segue do Coroldrio que K € L*PD(X).

(1) = (7) Como X é O-mensuravel e K € C(X x X), temos pela Proposigao que
K € PD(X).

(17) < (idi) : é imediata. O

Apresentaremos dois resultados que caracterizam nicleos L2-positivos definidos, através de

nicleos positivos definidos continuos e das medidas tomadas nos espacos mensuraveis. Estes
e mais resultados (mais gerais), bem como suas demonstragoes, podem ser encontrados em
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[13, p.21]. Em [I4, p.37] pode-se ver outras propriedades dos niicleos L2-positivos definidos e
também como representa-los como séries absoluta e uniformemente convergentes.

Denotamos por Cg(X) o conjunto das fungoes continuas e limitadas em X, que se anulam fora
de um subconjunto limitado de X.

Teorema 2.2.10 Seja X um subconjunto mensurdvel de R™ munido da restricio da medida
de Lebesgue usual . Todo nicleo K em PD(X)NC(X x X) que gera um operador integral
limitado em L*(X, ) é um elemento de L*PD(X).

Demonstracao. Seja K um nicleo em PD(X)NC(X x X) para o qual K ¢ limitado. Como
Cp(X) é denso em L*(X,p) [18, p.217], para mostrar que (K(f),f)2 > 0, [ € L*(X,p),
basta mostrar que (IC(f), f)2 >0, f € Cp(X). Seja entdo f € Cp(X) e denote por X; um
subconjunto limitado de X para o qual f(x) =0, =z € X\ X;. Existe uma sequéncia {4,} de
subconjuntos compactos de Xy para os quais A, C Apy1, n=1,2,... e lim, oo u(Xy\ A4,) =0
[18, p.70]. Em particular, o nicleo K definido por K¢(z,y) = K(z,y)f(z)f(y), =,y € X, é
uniformemente continuo em A,, X A,. Aplicando o Teorema da Convergéncia Mondétona [1.2.3]
obtemos a convergéncia de {K;xa,xa, } para Ky, em L'(X x X, u x u). Agora, para cada n,

podemos encontrar um nimero real b = b(n) > 0 tal que A, C [—%, 2]™. Escrevendo
0 I,
=53] et

onde C¥,C%,...,CF,., sdo cubos m-dimensionais de lados %, paralelos aos eixos coordenados,
podemos decompor A, da seguinte forma

k™ gk k k k k
Assumindo, por simplicidade, que A;‘? # (), escolhendo z; € Aé? , J=12,.., k™ e definindo

ZK Ly ] )f(xé?)XAfoé?v

i,j=1

é facil ver que {g}'} converge uniformemente para Krxa,x4, em A, X A,, quando k — oo.
Ainda, como K € PD(X), segue que gp(z,y) > 0, xz,y € A,. Considerando o fato de
Kyxa,xa, ser limitado e p(A,) < oo, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada

para concluir que

[ it = / Kyl y)d(o)duy)
= hm/ / Kj(w,y)dpu(z)du(y)

n—oo

— i (g [ [ gdnam) =0
n—oo \ k—oo A, J A,

Portanto K € L*PD(X).
U

Corolario 2.2.11 Seja X um espago topologico de Hausdorff, localmente compacto e munido
de uma medida de Radon u. Todo nicleo K em PD(X)NC(X x X) que gera um operador
integral limitado em L*(X, ) é um elemento de L*PD(X).
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Demonstracao. Para demonstrar esse corolario devemos usar a mesma ideia que foi usada na
demonstracio do Teorema anterior, tomando A, compacto [I8, p.217] e AF = Kf’l(C’]’?) NA,

onde cada C7 é um quadrado de lado b em C e a familia {C7} é disjunta e cobre a imagem de

A, x A, por K;.
O
A reciproca do teorema anterior vale em contextos mais gerais, mas é necessario algumas
restrigoes sobre a medida. Se X é um espaco topoldgico e 1 uma medida de Borel (completa
ou o-finita), dizemos que p é uma medida estritamente positiva, se todo aberto de X possui
medida nao nula e todo ponto de X possui uma vizinhanca aberta com medida finita. Assim,
neste caso, todo compacto de X possui medida finita. Dai, segue o proximo resultado.

Teorema 2.2.12 Seja X um espago topologico munido de uma medida estritamente positiva
. Entao,
L*PD(X, )N C(X x X) C PD(X).

Demonstragao. Sejam K € L*PD(X, u)NC(XxX), x1,,...,x, pontosem X ecy, ¢y, ..., Cy
em C. Da continuidade de K e do fato de X x X estar munido da topologia produto segue
que, para cada € > 0 e j € {1,2,...,n}, existe um conjunto aberto X5 tal que x; € X5 e

|K(z,y) — K(zi,z5)| <e, z€X, yelX; 4j=12...n.
Como p é estritamente positiva, pode-se supor que 0 < ,u(X;) <oo, j=12..n.

Assim, integrando esta expressao, obtemos

1
Sy, L ) = Kl n(a)into) <

Em particular

1 /
lim ————r K(z,y)du(z)du(y) = K(zi, x;).
=0+ pu(XF)p(X5) e Jxs (@ y)du(@)duly) i)
Tomando as funcoes

Cj
e = €, > 0;
f Z M(X;)XXJ €

j=1
que estao em L*(X, ). Da desigualdade

n

0< (KU f)= Y —m / | K@)

ij=1
vem que

0< Z C_iCjK<xi>$j>7

1,7=1

ou seja, K € PD(X).
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2.2.1 O Teorema de Mercer

Este teorema recebeu este nome em homenagem a J. Mercer, autor do cldssico artigo [20]
que deu origem a varios estudos de propriedades espectrais de operadores gerados por nicleos
positivos definidos no caso em que X = [0, 1]. Esta foi a primeira versao deste resultado. Outros
resultados e conexdes com o Teorema de Mercer podem ser encontrados em [17] e a expansdo
de Karhunen-Loeve [3], p.70] pode ser destacada como uma aplicagdo do Teorema.

Teorema 2.2.13 (Mercer) Seja X um espago topoldgico localmente compacto, e seja jn uma
medida de Borel positiva o-finita em X satisfazendo p(U) > 0 para todo subconjunto aberto
nao vazio de X. Suponhamos que uma funcao continua K : X x X — K possui as sequintes
propriedades:

(1) K(z,y) = K(y,z);

(it) K é B(X) @ B(X)-mensurdvel e K € L*(X x X, u x p);

(ii1) K(x,-) € L*(X, ) para todo x € X ;

() K(f) = / K(,y)f(y)du(y) define uma fung¢ao continua em X para qualquer f €

L2(X, ) i
(v) (K(f), f)2 >0 para toda f € L*(X, ).

Entao, para todo x,y € X, vale a igualdade

= ZAn¢n(x)§0n<y)u (2‘3)

onde a série € absoluta e uniformemente convergente em todo subconjunto compacto de X x X.

Demonstragao. Primeiramente, podemos notar que K é um operador Hilbert-Schmidt, nao
negativo e autoadjunto em L*(X, p) (por (i), (1) e (v)), assim, pelo Teorema Espectral [1.4.9]
tome

N
K= Z )\n Spn 2Pn,

n=1

onde N e NU{0,00} e A\, >0, paratodonEN, comn < N.

Sejan € N, n < N e tome K,(z,y) Xigi(x
Assim, -
||K—Kn||§:\|KHg—i)\?:O, se N < oo, n=N, (2.4)
i=1
e
|K — K|35 = ||K||§—i/\f — 0, se N = oo. (2.5)

=1

Se N < oo, entao [2.4] implica que K = Ky p x pu-quase sempre e dai a igualdade [2.3] segue
imediatamente, desde que K e Ky sejam continuos em X x X.
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N = oo. Se este fato acontece, entao a expressao nos diz que em L*(X X X, u x ) temos

2,y) = Z Nigi(2)pi(y)

Go(r,y) = K(z,y) — Ku(z,y) = Y Nigi(@)pi(y)

i=n-+1

Consequentemente, para toda f € L*(X, ),

| Gulan F@ e (o) = §jA/:/% D @) ()du(@)duly) (2.6)

1=n+1

€ por sua vez, temos

ZA//% 2)ei(y) f (@) f (y)dp(x)dp(y) Z)\\f,gol )| > 0.

i=n+1 i=n+1

Assim G, € L*PD(X) e a PD(X) Seja z € X e suponha K(z,r) < K,(z,z). Pela
continuidade de K e K, existe uma vizinhanca aberta U de x € X tal que K(2',y) <
K.(2',y), (¢/,y) € UxU em U x U. Entao u(U) > 0, pois u é positiva, e desde que pu
seja o-finita, podemos escolher V' € B(X) tal que V.C U e 0 < u(V) < oco. Agora para

= xv € L*(X), a integral na expressao é estritamente negativa, o que é contradicao.
Logo K(z,x) > K, (z,x), e fazendo n — oo temos que,

Z)\\Lpl )P < K(v,2) < oo, paratodo x € X. (2.7)

Entao, para qualquer subconjunto W de X, em que K(x,x) é limitado, pela Desigualdade de
Cauchy-Schwarz, temos que

Z | ipi (@) i ( >|

i=m-+1

sup
yeW

< sup ( Z Ailgi(@) 2 Z /\z‘|90i(y)|2)

YVEW \izm+1 i=m+1

IN

sup K (y,y) ZAI% )]* =0,

yew 1=m+1

quando m,n — oo.

Assim para cada x € X a série Y., \ipi(2)@; de fungdes continuas em X ¢é absoluta e
uniformemente convergente em todo subconjunto compacto de X, e o limite, que é chamado
H,, é mais uma vez uma funcao continua em X desde que X seja localmente compacto.

Por outro lado, se W € N(K) entao [, K(x,y)¥(y)du(y) = 0, para x € X pu—quase sempre,
e isto é verdade para qualquer x € X desde que [ K(-,y)¥(y)du(y) seja continua. Agora seja
r € X. Entao,

<%ﬂ@ﬁh=AK@w%@@M=MMM%T%N, (2.8)
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(0, K, )2 = /X K(2,9)¥(y)du(y) =0, ¥ e N(K), (29)

Logo K(z,-) € N(K)*, e entdo a expressdo [2.8| nos rende a série

= Z Aispi () @i (2.10)

em L2(X,u), assim {©, }neny € um sistema completo ortonormal de N(K)t. Podemos tomar
uma subsequéncia {ny }rey de N de modo que Y 7% i (2)¢;(y) converge para K (x,y), quando
k — oo paray € X u— quase sempre, e isso converge para H,(y) para todo y € X pelo que foi
explicado anteriormente. Logo K(x,-) = H, p — quase sempre e portanto em toda parte de
X pela continuidade de K(z,-) e H,. Em outras palavras, para cada x € X, a expansao
¢ valida em L?(X, 1) e no sentido da convergéncia absoluta e uniforme em todo subconjunto
compacto de X. Em particular,

= Z)\i]@(m)\z, para todo x € X, (2.11)

onde K, (z,z) é nao decrescente. Assim, como o limite K (z,z) e cada termo \;|p;(z)|? da série
de sao continuos em x € X, juntamente com o Teorema de Dini [1.1.3] implicam que a
convergencia da expansao [2.11] é uniforme em todo subconjunto compacto de X.

Seja I' um subconjunto compacto de X x X, I'y := {z € X|(z,y) € I para algum y € X}
ey :={y € X|(z,y) € T para algum x € X}. Entao I'; e I'y sdo subconjuntos compactos de

X el CI'y xTI's. Portanto,

2

sup | Nipi(z)ei(y)] < sup E Ailes( )IQE Ailei(y)]?
(zy)el" |2, (z,y)el -
< SupE Ailgi(z)? SUPE il pily
$€F1i —n yEFQi —n

quando n — oo e por fim segue que K(z,y) = > .~ Npi(x)pi(y) para todo z,y € X, com
convergencia absoluta e uniforme em compactos.

O

Integrando e usando o Teorema da Convergéncia Monotona temos o seguinte
resultado.

Coroldrio 2.2.14 Se r(z) = K(z,z), x € X, estd em L*(X,p), entio K é nuclear e

- g \i = /X r(z)du(x).
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2.3 Espacos de Hilbert de Reproducao

Os espacos de Hilbert de reproducao (reproducing kernel Hilbert spaces) tém sua origem no
famoso artigo de Aronszajn [1] e sdo utilizados em diversas dreas da Matematica, entre eles, Te-
oria do Aprendizado [§], Teoria da Aproximagao, onde sao chamados de espagos nativos, Andlise
Funcional, Probabilidade e Estatistica [3 [12], etc. Uma formalizagao e varias propriedades em
torno da definigao de espagos de reprodugdo podem ser encontradas em [II, [].

Existem algumas formas de definir o que é um espaco de Hilbert de reproducao, porém
independente da forma que os definimos, teremos as mesmas propriedades.

Definicao 2.3.1 Seja H um espacgo de Hilbert de funcgoes f : X — C definidas em um conjunto
nao vazio X. Para cada v € X, a fungdo 0, : H — C dada por §,(f) = f(x) é chamada de
funcao avaliagao em x.

Observacgao: Todas as fungoes avaliagoes sao lineares ja que para quaisquer f,g € H e a € C,
temos

o(af +9) = (af +9)(x) = af(z) + g(x) = ad.(f) + 0.(9).

Definicao 2.3.2 Um espago de Hilbert de funcoes f : X — C, definidas em um conjunto ndao
vazio X, é um Espaco de Hilbert de Reproducao (EHR), se 6, é continua, para todo
reX.

Uma propriedade importante em teoria da aproximacao ¢ a que segue.

Lema 2.3.3 Seja {f,} uma sequéncia de fun¢oes em um EHR H convergindo para uma fungao
f desse espago. Entao, {f,} converge pontualmente para f, ou seja, se lirf | fn— fllx =0,
n—-+0o0

entio lim f,(z) = f(z),VYx € X. Essa convergéncia é uniforme em todo Y C X tal que
n—+o00

supey | F(@)] < .

Demonstracao. Basta notar que, se € X, entao

() = F(@)] = 102(fn) = ()] = 102 (fr = F < N0l fn = Fllan,

onde ||0,]] é a norma da funcao avaliagao que é limitado por definicao.

Definicao 2.3.4 Seja H um espaco de Hilbert de funcoes f : X — C para um conjunto nao
vazio X. Uma funcao K : X x X — C € chamada de nicleo associado a H se satisfizer:

(1) Ve e X, K(,z) € H;

(i) Vee X eVfeH, (f,K(-,x))n = f(z).

Onde K(,z) : X - C,y € X — K(z,y).

Observagao: Pode-se notar que tomando f = K(-,y) € H tem se
K(Z’,y) - f(.T) = <f,K(,$)>H = <K(,y),K(,1’)>H para x,y € X. (212)
Observemos também que K (x,x) > 0, pois

A préxima proposicao liga o conceito de niicleo positivo definido aos espacos de Hilbert de
reproducao.
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Proposicao 2.3.5 Seja K o nicleo associado a H. Se existir, o nicleo associado a H € unico.

Demonstracao. Suponha que H tenha dois nicleos associados K7 e K. Assim,

<fv Kl('vz) - KQ("x»H = <fa Kl("x»?‘l - <fa KQ('vx»H
= f(z) - f(z)
= 0,VfeH, Ve e X.

Logo, tomando f = Ki(-,x) — Ks(+, ), obtem-se:

| K1 (e x) — Kg(-,a:)H% =0<= Ki(z) — Ks(-,2) =0, VzelX.
Portanto Ky = K. O

Teorema 2.3.6 O espaco H é um EHR <= H tem um nicleo associado.

Demonstracao. Suponha que d, € H , onde H ¢é o dual de H, ou seja, , é limitada . Pelo
Teorema da Representacao de Riesz [1.3.24] existe um elemento h, € H tal que

Defina
K(y,l’) = hz(y)7v T,y € X.

Entao, claramente

K(,x)=h, € H

(L K(2))n = 0.(f) = f(a).
Logo, K ¢ niucleo associado a H.

Suponha que o espaco de Hilbert H tenha um nicleo associado K. Assim, pela Desigualdade
de Cauchy-Schwarz, para qualquer f € H e Vx € X, tem-se

10:(F)] = [f (@) = [, K Gyl < IKC o)l fllee = v/ O, 2))l I (2.13)

Logo, o funcional linear ¢, : H — C ¢ limitado, com |6, || < y/K(z,z). Portanto, H é um
EHR.
U

Outra caracterizacao desses espacos esta explicita na proxima observacao.

Observagao A definicao de ntcleo positivo definido possibilita definir um produto interno no
espago das funcoes

g(a:) = ZC_ZK(QZ,ZEZ)

COo11
n

(9,h) = Y @d;K (w3, )),

ij=1
onde h(z) = 7, d;K(zj,x). O completamento desse espago ¢ chamado de espago de Hil-
bert de reproducao, pois

l9(2)[ < [{g, K(2))[ < [lgl[[[ K (- z)]]
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Denotaremos por EHR = Hg, o espaco de Hilbert de reprodugao com ntcleo associado K.

Os préximos resultados sao propriedades de espagos de Hilbert de reproducao e podem ser
encontrados em [13], p.44].

Teorema 2.3.7 Seja K um nicleo positivo definido sobre X. Se a funcao k € limitada em
subconjuntos compactos de X e cada fungio K(-,x) é continua entdo Hy € subconjunto de

C(X).
Demonstracao. Seja f,, uma sequéncia convergente para f em Hy. Neste caso,

[Fa@) = F@] = [(fa = £ KGO < fn = Fllower(x)?, 7 € X

Se f, = > aK(-,x;), k ¢ limitada em compactos e cada K(-,z) ¢ continua, daf segue pelo
Teorema que f é continua. Como o conjunto das func¢oes com a descricao acima é denso
em Hg, o resultado segue.

O

Até o final da secao, consideraremos K como sendo um nicleo L2-positivo definido continuo
e usaremos algumas propriedades de K e K apresentadas anteriormente para estudar outras
propriedades de Hx.

Temos que todas as funcoes de Hy sao continuas e o préximo resultado apresenta um
contexto onde a inclusdo de H em C'(X) é limitada. A condigdo que tomamos sobre K aparece
em diversos problemas que envolvem o Teorema de Mercer para K e KC ([15]).

Corolario 2.3.8 Se sup k(z) < 0o entdo a inclusao i : Hyx — C(X) € limitada.
zeX

Demonstracao. Sejam K um nicleo positivo sobre X, f € Hig ex € X. Usando a propriedade
de reproducao, temos

F@)] = 1K @)
1 s 1K (- ) [
1l ()2

IN

Dai, segue o resultado.

O

Alguns problemas exigem que dentro de H tenham somente fun¢des mensuraveis. Mas no
nosso caso nao temos problemas pois X estd munido de uma medida de Borel (completa ou
o-finita), e portanto, como todas as fungdes sdo continuas, temos que todas sdo mensuraveis.
Ainda por e uma condigao de integrabilidade sobre k podemos mergulhar Hy em LP(X, u),
p > 0. Um resultado que ilustra isto é o seguinte:

Corolério 2.3.9 Se k é um elemento de L*(X,u) entio Hyx é um subconjunto de L*(X, ).

1
Em particular, a inclusdo i : Hx — L*(X, u) € limitada e tem norma no mdzimo ||x||?.

A continuidade do nicleo K depende da continuidade da aplicacao 1 : X — H dada por
n(z) = K(-,x), » € X. Como |[n(z)|3, = k(z), z € X,  é uniformemente limitada se, e

N RR P
somente se, a func¢ao k2 é limitada. Além disso,

In(@) =@z, = K x) = K(y), K(,2) = K y)u
= K([E,Qf)—K(iE,y)—K(y,[lf)—FK(y,y), fE,yEX,
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|K(z,y) — K(u,v)] = [(n(@),n(y))n — (n(w),n(v))w.l
< (@) = n(w), n(y)ae + M), ny) =) ucl, ,y,u,v € X.

Portanto, se X for primeiro enumeravel, o nicleo K serd continuo se, e somente se, n
for continua. Agora, se X é compacto e Hausdorff, usando o Teorema de Arzela-Ascoli [1.1.8
garantimos que K é continuo se, e somente se, a inclusao i : Hx — C(X) for compacta.

Proposicao 2.3.10 Seja X um espago topolégico compacto e de Hausdorff. Se K é continuo
entao a inclusio i : Hx — C(X) é compacta. Se X € também primeiro enumerdvel, a reciproca
da afirmacao anterior também vale.

Demonstracao. Suponha primeiramente K continuo. Como X é compacto, existe um ntimero
e 1 ;.
real positivo M tal que |K(z,y)|z2 < M, xz,y € X. Do Corolario vem que

[F@) < M| fllwe, zeX, [feHg,

e que a inclusdo é limitada. Pelo Teorema temos que Hx C C(X) e por que

[f(@) = fWIF = [(f, KC2) = KCy)ul® < I G K C o) = KC oyl zyeX, feHx

Da compacidade de X temos que todo conjunto limitado de H g é equicontinuo. Portanto, pelo
Teorema de Arzela-Ascoli temos que a inclusao é compacta.

Suponha agora que a inclusao 7 é compacta, seja B a bola unitaria fechada em Hg. Se
x,y € X entao

sup |(f, K (-, 2) = K(,9))ne| = sup | f(2) = f(y)l = K, 2) = K y)llae = In(z) = n(y) [l
fEB feB

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli [1.1.8, temos que B é equicontinuo e, portanto, n e K sao
fungoes continuas quando tomamos X primeiro enumeravel. 0

Corolario 2.3.11 Suponha que X € compacto e de Hausdorff. Se K € continuo, entao todo
conjunto fechado e limitado de Hy é compacto em C(X).

Demonstracao. Seja B um conjunto fechado e limitado de Hx e assuma que K seja continuo.
A Proposicao garante que o fecho de B em C(X) é compacto. Seja {f,} C B uma
sequéncia uniformemente convergente. Como Hyg é um espago de Hilbert, B é fracamente
compacto [I8, p.169]. Logo, existe uma subsequéncia {f,} fracamente convergente em B,
digamos para f € B. Como

fnj - f<$> - <fnj - va(Wx»Hm re X,

segue que {f,,} converge pontualmente para f. Sendo assim, {f,} converge para f em C(X).
Portanto, B ¢ fechado em C'(X). O

Em algumas aplicagoes, como em versoes do Teorema de Mercer, [32, 34], e para provarmos
o préximo resultado, é desejavel que a imagem de K seja um subconjunto de Hg.
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Proposigao 2.3.12 Se k € L' (X, j1), entdo a imagem de K é um subconjunto de Hp .

Demonstragao. Tome f € L*(X,pu) e note que K(-,z) € L*(X,u). Da propriedade de
reproducao, basta mostrar que

]C(f)(LE) = <h7 K('7$)>7{)c7 T c X7

ara alguma h € HK. Para prosseguir com a demonstracao, ¢ necessario considerar o funcional
5y
linear @f : HK — C dado por

Dr(g) = (9, f)2, g€ Hx.

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela desigualdade [2.13] deduzimos
que

@ ()] < N fll2llgllz < [ fll2llwl1llglin-

Assim, pelo Teorema da Representacao de Riesz [1.3.24] temos a existéncia de h € Hy tal
que

Dr(g9) = (9, f)2 = (9, W) 2

Em particular,

h(x) = <h>K<'7m)>H)c = <K('7x)>h>7'ilc

O resultado segue. O

Existem ainda diversos resultados que intercectam com o estudo dos espacos de Hilbert
de reproducao. Em [I3] p.47], o autor faz um estudo sobre a teoria de bases de espagos de
Hilbert de reproducao, usando mais adiante essa teoria no estudo de ntcleos positivos definidos
diferenciaveis.

2.3.1 Exemplos de espacos de Hilbert de reproducao

O préximo exemplo pode ser encontrado em [12, p.73].

Exemplo 2.3.13 Denotamos por W[0,1] o espaco das fungoes f : [0,1] — R absolutamente
continuas, com um produto interno dado por

(f,9)w = £(0)g(0) —l—/o f(2)g (x)dz.

Observacao: Podemos mostrar que f € W|0,1] se, e somente se, existe h € L?[0,1] tal que

fa) = 10+ [ hsyis
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Essa funcao h € chamada de derivada de f, no sentido que vale a regra de integracao por partes.

Ou seja,
] [ o= [ ([ sots) oy,

sempre que s for continua em [0,1]. Dessa forma, podemos usar a notacao f' = h ([p.106/[18]).
Mostremos que W0, 1] € um espago de Hilbert de reprodugdo:

Teorema 2.3.14 WI0,1] é um espaco de Hilbert.

Demonstragao. Basta mostrar que W10, 1] é completo. Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy
em W|0,1]. Isto €, dado € > 0, existe N tal que, se n,m > N, entdo

1fo = full® = (fu(0) = f(0))? +/0 (fn(x) = fru(@))?do < c.

Note que {f.(0)} € uma sequéncia de Cauchy em R e {fl} é uma sequéncia de Cauchy em
L?[0,1]. Como esses espagos sao completos, existem f(0) € R e f' € L?[0,1] tais que,

lim f,(0) =0, lim [ (f(z) — f'(z))*dz = 0.

n—o0 n—oo 0

Ou seja, existe Ny tal que, se n > Ny entao:

£a(0) = FOP <€ e /0 (F(x) — F(@)2dz < c.

Tome

f(2) = F(0) + / " f(s)ds.

Consequentemente, f € W|0,1] e seque que

Ifu = fII* <e.

Teorema 2.3.15 W|0,1] € um espaco de Hilbert de reprodu¢io com o nicleo

I+y, y<z

K(x,y)zl—i-min(x,y):{ o y>a

Demonstragdao. Para que K seja um nicleo associado a W10,1] € preciso mostrar que
(1) Ve € [0,1], K(-,z)e€ W][0,1].
(i) Ve € [0,1] e Vf e WI0,1] vale a propriedade de reproducao

(1) Observe que, se g(x) = K(x,y), para todo y € [0,1] fizo, temos que

g’(l’)={ =T

1L, y>=z
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estd em L*[0,1] e
ou seja, K(-,y) € WI0,1].
(i1) Se f € WI0,1], entao
UKCDw = JOKOD+ [ F@F @)

=f@u+mﬁffmwwwm+/fwwwmm

= /f )(1+x) dx+/f (1+y)d

= f(0)+ i f’(x)dx+ f’(:v)dx
= f(0)+ f()lp

= f(0)+ f(y) — f(0)

= f(y)

Exemplo 2.3.16 Considerando o espaco das sequéncias reais x = (x;);en tais que

ilggoxi:()e ZOT<OO

onde 0 < 0 <1 € firo e Ax; denota a sequéncia (x;11 — z;)n, com a norma dada por

o = 3 ()

=0
e com o nicleo de reproducao dado por
Qmax(i,j)
1—-6 "

K(i,j) = (i,j)GNZ,

¢ um espaco de Hilbert de reproducao.

Exemplo 2.3.17 Sejam X C R um conjunto nao vazio e o nicleo positivo definido K : X X
X — R dado por K(z,y) = cos(x —y). Seja

= {f X =Ry f(1) :Zcos(t—xi), a; ER}
i=1
¢ um espaco de Hilbert de reproducao, com produto interno dado por

(fohm =D Biaicos(yi — m).

i=1 j=1
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Mais exemplos de espacos de Hilbert de reproducao podem ser encontrados no apéndice de
[3].

No capitulo seguinte apresentaremos uma forma de construir nicleos positivos definidos em
(0, +00).



Capitulo 3

Transformada de Laplace e operadores
do tipo Hilbert-Schmidt

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades espectrais da transfomada de Laplace e um
método para encontrar a transformada inversa de Laplace.

3.1 O espago Hy,

Nesta secao definiremos o espaco H, e mostraremos que este espaco ¢ um espaco de Hilbert de
reprodugao. Alguns resultados e outras observagoes aqui apresentados podem ser encontrados
em [19] e [20].

Primeiramente, consideramos uma funcao peso qualquer, e mais adiante veremos a trans-
formada de Laplace restrita a certos dominios escolhidos, dizendo desta funcao.

Definigao 3.1.1 Seja p : (0,00) — [0,00) uma fungdo Borel mensurdvel e suponha que
fOT p(t)dt < 0o, para todo T € (0,00). Definimos

TAY
Ky(x,y) 22/0 p(t)dt, para z,y € [0, 00),

onde © Ny = min{z,y} para v,y € R e

Hi, = (@) [0.50) > Ry fa) = [ W(tyde. h e L(0,00),p0) ),

com f(0) =0.

T
Observagao: Note que / |h(t)|dt < oo para toda h € L*((0,00),p(t)"'dt) e todo T €
0
(0,00), portanto h = 0 quase sempre em p~ {0} e Lp, VP € L*((0,T),dt). Ainda mais, toda
h € L*((0,00), p(t)~"dt) determina uma funcao continua f € Hg, dada por f(z) = / h(t)dt,
0

x € [0, 00).
Inversamente, para cada f € Hg, tal h € L*((0,00), p(t)~"dt) é tinica pois h = f" quase
sempre em (0, 00), pelo Teorema da Diferenciagao de Lebesgue [1.2.11]

51
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Sobre este espaco podemos definir um produto interno, com o objetivo de mostrarmos que
Hp, ¢ um espago de Hilbert de reprodugao.

Os proximos resultados podem ser encontrados em [19] 20, 29].

Proposigao 3.1.2 Seja p: (0,00) — [0,00) uma fung¢ao Borel mensurdvel tal que fo t)dt <
00, para todo T € (0,00). Entdo

(f,9)my, = /OOO f/(t)g'(t)%t)dt

define um produto interno em Hy,.

Demonstragao. Sejam f,g € Hg,, ¢ A € R. Dat:
(i) . 1
Uy, = / 7 a— | (Ot > 0,
0

pois | f'(¢)|* > 0 e p(t) € [0, 00)
Assim,
(f, f>HKp = 0 se, e somente se, f = 0.

(i)

/ / ]‘
( O (1)t
(

f+2Ag)(t)
F1(8) + Mg (0) (1) ——dt
OO

b, = [ )

- / p(t)
/O "(t h’(t)%)dt + A/O g'(t)h’(t)%dt
<f> h‘>HKp + )‘<g> h‘>HK

o0
o0
o

O

Feito isso, temos todas as ferramentas necessdrias para mostrarmos que Hg, é um espaco
de Hilbert.

Lema 3.1.3 Se f € Hg,, entdo

@) < 1l ( [ st ) e, VR 2)

Demonstragao. Seja f € Hg,. Entao

ef'=h
Ainda mais

1112, = / \h'(x)|2$d:c.
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Com isso,

<[ |h<s>\%d
([ ) ([ o)
= Ul ([ oto1as)

Proposigao 3.1.4 Hg, é um espago de Hilbert com o produto interno definido acima.

IN

N

Demonstragao. Seja {f,} uma sequéncia de Cauchy em Hyg, . Assim, dado ¢ > 0, existe
Ny € N tal que se n,m > Ny, entao

> 1
fn_fm2 :/ hnx—hml'Q—d.T<€,
| o, i | () ()] o)
onde fo(x) = [ hn(z)dx € Hg, com h, € L*((0,00), p~*(t)dt).
Como LQ((O oo) ~1(t)dt) é completo e {h,} é de Cauchy, existe h = hmh Tomando

f o h(z)dx temos que

= MW, = [ 1620 = PP e 0,

Portanto Hg, ¢ um espaco de Hilbert. 0

Por fim, podemos demonstrar que K, é o ntcleo associado a H,.

Teorema 3.1.5 K, ¢ um nicleo associado a Hp,, isto ¢, K, € a tnica fun¢ao que assume
valores reais que possui as sequintes propriedades:

(i) K,(-,x) € Hg, para todo x € [0,00).

(ii) (f, K,(-,2))m, = f(x), para toda f € Hg, e todo x € [0,00).

Demonstracao. Se z <y temos que K, (z,y) = / p(t)dt e assim 25 (z,y) = p(x).
0

y
Se y < x temos que K,(z,y) = / p(t)dt e %—f(x,y) =0.
0

Assim,

= /Oy p(x)dr < oo.

Mostremos que a propriedade de reproducao é satisfeita.

2

Portanto K,(-,y) € Hg,.
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De fato,

<fa K(.7x)>HKp =

O

3.2 Compacidade de Operadores e Transformada de La-
place

Primeiramente definiremos um operador auxiliar e dai, no decorrer desta secao estudaremos
algumas de suas propriedades, trabalhando no sentido de mostrar a compacidade de tal. Os
resultados que vamos utilizar nesta se¢cao podem ser encontrados em [19] 20} 29].

Definigao 3.2.1 Seja D[L] := Npe0.00) L' ((0,00), e dt). Para f € D[L], temos a transfor-
mada de Laplace Lf : (0,00) — R de f dada por

L= [ e pe(o.)
0
e definimos Lf : (0,00) — R por

Lf(p) :=pLf(p), p€(0,00).

Proposigao 3.2.2 Seja p : (0,00) — [0,00) Borel mensurdvel e suponha p € D[L], Entao
L?((0,00), p(t)~tdt) U Hk, C D[L]. Ainda mais, Lf = Lf para toda f € Hg,.

Demonstragao. Sejam T, p € (0,00). Sabemos que

T T o)
/ p(t)dt < / ePTe Pp(t)dt < epT/ e Pp(t)dt < co.
0 0 0

e Seh e L*((0,00), p(t)~*dt) temos que e **h € L*((0, 00), dt) pois e P*,/p, \% € L*((0,00),dt)

e assim h € D[L].

e Seja [ € Hg, e defina F' € Hg, por F(z) := / |f'(t)|dt. Entao |f(z)] < F(z) em [0, 00).
0

Fazendo uma integragao por partes temos

» /0 e F @t < p /0 L (1)t = (—e‘pTF(t) + / g f’(t)\dt). (3.1)

0

Assim |f'| € L*((0,00), p(t)~'dt) C D[L]. Fazendo T — oo na desigualdade , junta-
mente com F > 0 temos
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p/o ept\f(t)|dt§p/0 eptF(t)dtg/O e P f (#)]dt < oo,

Entao f € D[L].

Usando o Teorema da Convergéncia Dominada [1.2.4] f(0) = 0 e fazendo uma integragao por
partes novamente, obtemos

T
Lf®) = Lf(p)= Jim | e™(f(5) —pf(t)di = Jim ™" f(T) =0,
uma vez que /OO e P f(t)|dt < oo. Assim Lf = Lf'. O
0

Para mostrarmos a compacidade de L precisaremos de algumas hipdteses adicionais e uma
destas é a seguinte suposicao:

Suposigao: (HS): p : (0,00) — [0,00) é Borel mensuravel com p € D[L] e Lp(1) > 0, p é
medida de Borel positiva em (0,00) e A(p, 1) = [° Lp(2p)dp(p) < oo.

Supondo (HS) podemos observar alguns fatos.

e Para uma fungao p € D[L] Borel mensurdvel e assumindo valores em [0, 00), a condicdo
Lp(1) > 0 falha se, e somente se, p = 0 ¢.s com a medida de Lebesgue.

e Um outro fato importante é que tomando a suposicao acima como verdadeira, temos que

w1 é o-finita.

O préximo resultado garante a linearidade do operador L e a demonstracao pode ser en-
contrada em [19].

Proposicao 3.2.3 Supondo (HS), temos que L define um operador linear limitado L : Hy, —
L2((0,00), ).

Demonstragao. Seja f € Hg, e p € (0,00). Pela Proposicao e a Desigualdade de Holder

[I.275] temos que

wror=ieror = | [Tl

< (oo ([ 5)

— Ep(QP)“fHHKp'

Integrando a desigualdade acima com relagao a du(p) obtemos ||Lf[l2 < \/A(p, w)[| f||

A mesma suposi¢ao (HS) implica que L é um operador do tipo Hilbert-Schmidt e que LL*
admite um nicleo integral Lp(p + ¢). O proximo teorema ird nos comprovar isto.
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Teorema 3.2.4 Supondo (HS), temos que L : Hg, — L*((0,00), 1) € um operador do tipo
Hilbert-Schmidt, com norma Hilbert-Schmidt dada por /A(p, ). Ainda mais, para toda ¢ €
L*((0,00), ), vale

)
LL¢(p) :/0 Lp(p+ q)e(a)dulq), p € (0,00). (3.2)
com f = L*p.

Demonstracao. Primeiro, mostremos que a igualdade ocorre. Seja ¢ € L*((0,00), 1) e
t € (0,00). Assumiremos ¢ > 0 sem perda de generalidade. Pela propriedade de reproducao

de Hy,, pela Proposicao 3.1.2) que garante que K,(-,t) = px(o,), € Teorema de Fubini m,
temos que

Lo(t) = (Lo, K,( )y,

Portanto, .
L0 = [ e pDpta)ina),

e entdo, para todo p € (0,00), vale

L) = (@@ = [ ([T etead )

= /0 " () ( /0 ) e‘(p”)tp(t)dt) dp(q)

— /Ooo Lo(p+ q)(q)du(q).

E segue a igualdade [3.2]
Agora, mostremos que LL* é um operador Hilbert Schmidt:

Seja o(p) := \/Lp(2p). Entdo ¢ € L*((0,00), ) e [lo]l3 = A(p, p). Para todo p,q € (0, 00)

vale

Lplp+q) = / e” PO p(t)dt
0




o7

Assim,

[ [ araux e < 7 [ owrearantin)

= |oll3
< Q.

Isto é, LL* tem um niticleo integral pertencente a L*((0,00), u X ). Assim, LL* é um operador
Hilbert-Schmidt e em particular é compacto, pelo Teorema [1.4.17] .

Como LL* é compacto e autoadjunto, na realidade positivo, ele admite a seguinte repre-
sentacao

= 3" Mlf ) (3.3)

dada pelo Teorema Espectral [1.4.9) onde N € NU {0, 00} , {,}"_, é um conjunto ortonormal
de N(LL*)*, {\,} C (0,00) é nao-crescente, ¢ lim \, = 0 se N = co. Para cada n,

n—oo
pn = A, LL ¢, € L*((0,00), ).

Portanto ¢,, é unicamente determinado como uma fun¢ao continua no suporte de pu, ou seja,
em

supp|u] = {p € (0,00)|u(V) > 0 para toda vizinhanga aberta V.de p € (0,00)},

que é o menor subconjunto fechado de (0, 00) cujo complementar tem p-medida nula. Como
w1((0,00) \ supp[n]) = 0 segue que p é uma medida de Borel positiva em supplu] e LL* é
um operador compacto em L?(supp|u], 11). Pelo Teorema de Mercer , o ntcleo integral
Lp(p+ q) de LL* admite uma expansao em série da forma

p(p+4q) Z Anon(p)on(a p,q € supp[u], (3.4)

com convergéncia absoluta e uniforme em todo subconjunto compacto de supp[u] X supp[ul.
Entao pelo Teorema da Convergéncia Mondtona [1.2.3]

A(p,u)=/ H(Ep (2p)dp(p ZA / |0n(p)2dpi(p) ZA < 0.
supp[p

supplp]

Por outro lado, seja {¥,,}M_, (M € NU {0, oo}) um conjunto ortonormal de N(LL*) (note
que L%((0,00), 1) é separdvel). Entao {¢,}Y_, U{¥}M_ ¢ um conjunto completo ortonormal
de L*((0,00), p1). Assim

ILIs = 1L [Is
N M
= > I ealls + > IIL7Y|3
n=1 m=1
N M
= ) (LL*n )2+ Y (LL*T,, T,),
n=1 m=1

N
= Y M =Ap.p) < o0,
n=1
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onde || - ||gs denota a norma de Hilbert-Schmidt de L. O

Até esse momento o estudo foi feito para uma funcao p(t) qualquer, porém para analisarmos
a férmula da inversao do operador transformada de Laplace vamos tomar uma funcao peso
particular. A funcao escolhida deve satisfazer as condigoes da suposigao (HS) e também ser de
ordem exponencial e continua por partes. O préoximo exemplo toma uma fungao que satisfaz
todas essas condigoes.

Exemplo 3.2.5 Seja p(t) = (t +1)*¢ com d € N fizo e du(p) = (P2 Entdo temos a
condi¢ao (HS) satisfeita e

o 2d)! .
L*p(t) = / go(p)]%{ew(p)e_p — eaq(p(1 +t))e P e ;dp
0
e
. o (2d)! 1
LL*p(p) :/0 @(Q)W@d(anq)e P=vdp,
onde
2 k
p p
er(p) = 1+p+§+...+y.

Pode-se observar que quando tomamos diferentes funcoes pesos conseguimos por meio deste
processo encontrar novos nucleos positivos definidos.

3.3 Método de inversao da Transformada de Laplace

Pode-se notar que p(t) = te™* € L*((0,00), 1), para u sendo a medida de Lebesgue usual e
portanto satisfaz as condi¢oes impostas anteriormente. A partir de agora iremos adequar o que
foi feito anteriormente para essa fungao peso.

Assim a norma do espago Hp, serd dada por

b, = ([T ePSar) . com s0) <o

O nucleo de reproducao é dado por

min{s,t}
Kist= [ et
0
Caso 1: Se s < t. Chamando

{u:g s du = d¢

dv=e8d¢ = v=—e"t.



Assim,

’ —£ — e 8\s S_*ﬁ
/Ogedg <£e>|o/0ed§
(—ee )3 — ()3

= —se®—e 4 1.

Caso 2: Se t < s. Chamando

dv=e%df = v=—c¢.

{u:f = du = d§

Assim,
t t
[ertae = et - [ —ea
0 0
= (=€) — (™)
= —tet—e "4 1.
Portanto,

—se S —e 41, s<t
K(S’t)_{ —tet—et+1, t<s

e assim, para t < s, temos
LIKCONE) = [ e Kot
0
t 00
- / e P (—xe ™ —e "+ 1)dr + / (—te™" —e "+ 1)e P dx
0 t

t ¢
= /—xe_(pﬂ)”dx—/ e~ Pz gy
0 0

t 00
+/ e Pdy + (—te ™" —e " +1) / e Pz,
0 t

et 1 N te t Pt o e=tetl) N —te Pt —e7tp+ 1) + 1
(p+1) p+1 p

t 1 1
— e tlptl) ( + ) + .
pip+1) plp+1)2) plp+1)32

Portanto, para o operador compacto L, seu operador adjunto, L*, pode ser escrito como

L*Q‘)(t) = <L*907 K('v t)>HK

= (¢, LK(,1))2
1

_ > L S I (S5))
= | e - e )+ e

59
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(3.6)

Lo = [ (&dq.

1+¢&+q)?
Em [19], o autor faz um estudo numérico de alguns exemplos, incluindo e exemplos onde

ele tomou diferentes funcoes pesos.

3.3.1 Representacao da inversao real em termos de valores singula-
res

Dados dois espagos de Hilbert H; e Ha, seja L € B(H1, Ha) compacto. Assim
(LL*z,x) = ||Lz||* > 0, (3.7)

o que garante que LL* é positivo, compacto e autoadjunto.
Portanto, pelo Teorema Espectral [1.4.9, tem um sistema de autovalores

e autovetores 1, g, ....
Quando essa sequéncia é finita, completamos com zeros para torné-la infinita.

Definimos os valores singulares de L, denotados por u,, por
tn(L) =/ A(LL*), n=12 ...

Nota-se que fi,(L) > ptp41(L) € pin(L) — 0.

O Teorema |3.2.4] assegura a compacidade de L, e assim, por ter essa propriedade e pelo teorema
a seguir, garantimos que o operador Lf(p) = p(Lf)(p) tem um sistema singular. Sejam {v,,}
e {p,} um sistema ortonormal completo de N(L)* (o complemento ortogonal do espaco nulo
de L) e Im(L) (o fecho do espaco imagem de L), respectivamente, satisfazendo

Lpn = pintn,  L™n = pinpn,
o que implica que
LL*y = Lt = tp¥n € L" Ly = piypn,
daf vem que p2 = )\, e \, é autovalor de LL*.

A observagao que vem a seguir serd usada para demonstrar o préximo teorema. Esses
resultados podem ser encontradas em [21), p.180].

Observagao: Um sistema ortonormal {p,} é uma base ortonormal de ImLL* = N(LL*)* e
para cada x € H,

T = P[)x + Z<x’ Qpn>§0n,
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onde Py é a projegao ortogonal sobre N(LL").

A importancia dos valores singulares pode ser notada no préximo resultado. O Teorema da
Decomposicao Singular nos oferece uma caracterizacao para operadores compactos.

Teorema 3.3.1 (Teorema da Decomposi¢cao Singular:) Seja L : Hy — Ho um operador
linear compacto, entao existe um sistema ortonormal {p;} C Hy e {1;} C Ha tal que, para
todo x € Hi,

Ly = Zuj z, 0;)%;, (38)

onde v(L) € o nimero de valores singulares nao nulos de L (contando as suas multiplicidades).
Também

v(L)

Ly = Zuj (3.9)

Demonstracao. Se L = 0, o teorema ¢ trivial. Suponha que L # 0. Seja {);} e {¢,;} um
sistema de autovalores e autovetores de LL*, respectivamente. Por abreviacao, escrevemos
N =MN(LL*) e pj = +/A;, 1<j<wv(L). Tome ¢p; = l%jL(pj, j=12 ..

A sequéncia v; é ortonormal. Assim

1 . i
(U, 5) = P (LL* @y, 0j) = ———0g;j.

ki kg

Dado z € H;, existe, pela Observagao anterior, u € N(LL*) tal que

x :u—l—Z(x,(pj}goj. (3.10)

De [3.7] segue que N(LL*) = N(L*). Assim da igualdade temos

Logo, para todo = € Hy e y € Ho,

(La,y) = Zu]x% (.9 —< Zug >

o que implica a igualdade |3.9|
O

O Teorema da Decomposicao Singular foi colocado nesse capitulo para facilitar a leitura do
texto, mas poderia ter sido colocado na segao de teoria espectral. Em geral é enunciado para
LL*.

O préximo resultado é um coroldrio do teorema anterior e pode ser encontrado em [21]
p.250].
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Corolario 3.3.2 Sejam Hi e Hy espacos de Hilbert e L : Hi — Ho um operador compacto em
B<H1,H2). Entao

(L") = pi(L).

Demonstracao. Como L é compacto, segue pelo Teorema [1.3.27 que L* é compacto. Conse-
quentemente

uy(L7) = A2 (LLY).

Sejam L e L* com suas respectivas representagoes [3.8) e 3.9 Entao para y € Ha,,

v(L)
LLy =Y (L, @;)0;
j=1
e
v(L)
(L, 05) = > mely, V) ons 05) = 1y, 15).
k=1
Consequentemente
(L)
LL*y =Y iy, ).
j=1
Assim
LL*y, = ey, = Me(LL" )y, 1< j <wv(L)
e

1
(L) = N2 (LL*) = pp(L), ke =1,2, ..

Teorema 3.3.3 (Formula de inversao da transformada de Laplace) Consideremos a
transformada de Laplace Lf = F. Se a func¢do original f € Hyg, entdo a inversao real da
transformada de Laplace, L™, é

=3 L ( / “pp(pM(p)dp) onlt).

E para toda F com F(p)p € L*(R") e um nimero natural M, a regularizagdio espectral
aprozimada L] é dada como

(Lo F)(t) = i ;z_ln (/Ooo pF(p)%(p)dp) n(t)-

n

I
—



63

Demonstragao. Usando a Proposicao [3.2.2] e a Identidade de Parseval [1.3.18] temos

o0

S S (/OOO pF(p)¢n(p)dp) on(t) = i (/OOO izoﬁ(f)(p)%(p)dp) on(t)

n=1 """ n=1 Fn

[e.9]

= 3 LN el

n=1
oo

=S L e

n=1 """

[e.9]

= Z<f7 Qpn>90n(t)

"
]

O sistema singular ¢ 1til para o ponto de vista andlise inversa e precisa de ferramentas
computacionais.

Os préximos resultados tratam da Regularizagao de Tikhonov, que é na verdade uma versao
para minimos quadrados em espacos de Hilbert. Mais resultados sobre esta regularizacao podem
ser encontrados em [35], p.15].

O objetivo era resolver o seguinte problema

L(f) = G = L*L(f) = L*G.

Porém L*L pode nao ter inverso ou ser instavel numericamente, se existir,
* - - 1

U

O préximo teorema contorna este problema, pois

(L L+al)f =Y p(fren)en+ > alf,on)on = (15 + ) ([, n)on
n=1 n=1 n=1
tem inverso estavel dado por
— 1
L'L+aol)7Y(f) = , 0. 3.11
(PL+al) () = 3 ey (el (3.11)

3.3.2 Regularizagao de Tikhonov

Para dar prosseguimento ao nosso trabalho lembramos o conceito de diferenciabilidade de uma
funcao. Sejam By, By espagos de Banach e f : U — By, onde U C B; é um subconjunto aberto.
Se a € U e existe T : By — By linear e limitada, tal que

fla+h)= f(a) +T(h) +1r.(h), lim

dizemos que f é diferencidvel em a e que T'(h) = f'(a)h (veja [9] para mais detalhes).

Dito isso, pode-se demonstrar a seguinte versao da Férmula de Taylor (veja [9, p. 190]).
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Lema 3.3.4 Se existirem f'(a), f"(a) continuas, onde

flla+ k= f'(a)k+ f"(a)(Wk + sa(h)k,  lim Sal(:!)k

:O, h,kEBl

f(a)(h, k) = f"(a)(M)k = f"(a)(k)h
for bilinear, com
| (a)(h, )| < (" (a) I 2] ).
Entao,

fla+h) = f(a)+ f(a)h + % F@) () + R(R),  lim 22

h—0 ‘h|2 =0

Com esse resultado podemos facilmente demonstrar um resultado classico sobre maximos e
minimos de funcoes. A versao apresentada aqui é adaptada aos nossos interesses e por isso sera
demonstrada.

Lema 3.3.5 Sejam B um espaco de Banach e U C B um conjunto aberto. Se f : U — R for
diferencidvel em a, f'(a) =0 e infy, = f"(a)(h,h) > 0. Entdo, existe 6 > 0 tal que

fla+h)— f(a) >0, VhelU, |h|<§d.
Ou seja, a € ponto de minimo local de f.

Demonstragao. Seja ¢ = inf f”(a)(h,h) >0 e e >0 tal que § —€ > 0.
Do Lema [3.3.4] existe § > 0 tal que

|R(h)| < €lh|?, |h| <.

Assim
flath)=fla) = 3" (@)hh)+ R
> C|nf? — ¢|nf?
2
> <§—e> B2 >0, |h <,
pois f(a)(h, h) = |21 (a) ({4, &) > clhf?. 0

Teorema 3.3.6 (Regularizacdo de Tikhonov): Seja L : Hi — Ho um operador linear
compacto e

fag(@) =1Lz — g|* + all=||?,

para algum o > 0 e algum g € Hy. Entao existe um unico & € Hy tal que

fay(2) = min fo (x),

x€EH,

onde
(L*L+ o)z = L*g.
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Demonstracao. Seja f(x) = fo,(z), x € H;. Segue que

f(z+h) (x+h)—g,L(x+h)—g)+a(z+h,z+h)

= (L

= (Lx+ Lh—g,Lz+ Lh — g) + o((z,x) + (x,h) + (h,z) + (h, h))

= f(z)+2(Lz — g, Lh) + 2a{x, h) + a|h|?

= f(z)+2(L*(Lz — g), h) + 2a{z, h) + alh|?
f(x)+2(L*L + al)x — L*g, h) + a|h|?

f'(x)h =2((L*L + al)x — L*g, h)

é continua.

Ainda,
f"(z)(h,k) = ((L*L + ad)k, h)

¢é continua, com
f"(@)(h,h) = |Lh* + ol hf?
Dal, segue que |}iLI|lf f"(a)(h,h) > 0.
=1
Por fim, pode-se observar que

f'(x) = 0 apenas quando

e que essa equagao sempre tem solugao unica dada por
&= (L*L+al) 'L*g,

conforme a expressao [3.11
Portanto pelo Lema segue o resultado. O

Teorema 3.3.7 Na estrutura proposta, a regulariza¢ao de Tikhonov da equagao de L(f) = F
com um parametro de reqularizacao o >0 €

(L*L+al) foc = LG,

onde G(p) := F(p)p. Eziste uma tnica solugdo reqularizada f, o € Hy para toda G € L*(R"),
que € a melhor solugcao aproximada no sentido de

win o [T PO ae+ 1En0w-GIRY = o [T 11 60P T+ 1Ehc) ol - I
0 0

feHk

Assim, a solugao reqularizada de Tikhonov f,a € representada por

[e.9]

(LR (1) =5 </OmpF(p)¢n(p)dp) Pn(t)-

py + a

n=1
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Demonstracao. Considere pF(p) = G(p) e usando af + L*L(f) = L*G e a Identidade de
Parseval, temos

f(t) = (L*L+al)'L*G

o0

1
n=1""
> 1
n=1""
- 0o i 0o
_ n; u,%+0z/o (G, ) on(t)
= S ([ rEw o)) et
n=1 'u% Ta 0

O

A partir dai, existem métodos numéricos para lidar com problemas de inversao, como

métodos para estimar valores singulares e autofungdes. Podemos citar [7, 19, 20] como lei-
turas referéncia.



Conclusoes

Foi muito importante o estudo do capitulo de preliminares, pois revisei diversos conceitos e
resultados de Anélise/Topologia, Teoria da Medida e Andlise Funcional que tem ligagdo com
diversos resultados mais gerais. A transformada de Laplace, como foi visto, é uma ferramenta
poderosa em diversas aplicacoes da matematica e problemas praticos.

O método da inversao do operador transformada de Laplace veio como uma importante
ferramenta matematica. Particularmente, esse método além de ser essencial para o desenvol-
vimento da teoria matematica pura, tem uma intersecao com a matematica aplicada. Como
vimos nesta dissertacao, existem trabalhos prontos que utilizam métodos numéricos para obter
boas aproximacoes da £71.

Acredito que o principal objetivo foi alcancado. Como a maioria dos trabalhos que foram
publicados sobre o tema sao recentes, acredito que ainda tenha muita coisa para ser feita.

Como pesquisador, é vélido realizar um estudo e tentar aplicar o que foi feito aqui para
outros operadores.

Apesar do tema ser recente, ja existem diversos artigos publicados que nos ajudaram a
entender melhor o que foi proposto. Por fim, espero que este trabalho possa ser uma porta de
entrada para estudos futuros.
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