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Resumo

Este trabalho tem o objetivo de estudar os espaços de Hilbert de reprodução, propriedades
espectrais da transformada de Laplace e um método para obtenção da transformada de Laplace
inversa.



Abstract

This work aims to study the Hilbert spaces, spectral properties of the Laplace transform, and
a method for obtaining the inverse Laplace transform.
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Introdução

Funções e núcleos positivos definidos, ou núcleos de reprodução, são muito utilizados em vários
ramos da Matemática, tais como Análise de Fourier, Teoria dos Operadores, Teoria de Proba-
bilidades, Teoria da Aproximação, entre outros.

Quando trabalhamos com núcleos positivos definidos temos algumas vantagens, dentre elas
podemos citar:

(i) A matriz [K(xi, xj)] é positiva definida (hermitiana, com autovalores positivos).
(ii) Permite melhor manipulação de sistemas lineares.

Na sequência, apresentamos um resultado que nos dá propriedades espectrais de operadores
gerados por núcleos positivos definidos, o Teorema de Mercer.

A primeira versão deste teorema foi publicada em 1909, e ganhou esse nome em homenagem
a James Mercer.

Teorema de Mercer: Todo núcleo positivo definido K : [0, 1] × [0, 1] → R, cont́ınuo e
simétrico, possui uma representação em série da forma

K(x, y) =
∞∑
n=1

λn(K)ϕn(x)ϕn(y), x, y ∈ [0, 1],

onde {λn(K)} é uma sequência de números reais não negativos convergente para 0 e {ϕn} é
um conjunto ortonormal de L2[0, 1] formado por funções cont́ınuas. A série acima é absoluta e
uniformemente convergente em ambas as variáveis.

A partir dáı já surgiram algumas versões do Teorema de Mercer ([13]).

A teoria de núcleos positivos definidos possibilita definirmos o conceito de espaço de Hilbert
de reprodução foi introduzido em 1950, de forma independente por Nachman Aronszajn e Stefan
Bergman, e até mesmo antes, por E.H.Moore ao se referir a núcleos associados como matrizes
hermitianas positivas.

Existem algumas formas de definir estes espaços, porém as propriedades são as mesmas.
Estes espaços possuem várias propriedades interessantes e são úteis em vários segmentos da
matemática, entre eles, Teoria do Aprendizado, Teoria da Aproximação, Análise Funcional,
Probabilidade e Estat́ıstica, etc([3, 8, 30, 31]).

Na sequência do trabalho estudaremos algumas propriedades espectrais da transformada de
Laplace tomando como domı́nio um espaço de Hilbert de Reprodução e por fim, estudaremos
um método para obtenção da transformada inversa de Laplace ([19, 20]).

O trabalho se divide propriamente nas seguintes partes:
No Caṕıtulo 1 apresentamos alguns resultados de Análise/Topologia, Teoria da Medida

e Análise Funcional. No Caṕıtulo 2, inicialmente apresentamos duas definições para o con-
ceito de núcleos positivos definidos, exemplos e propriedades. Em seguida demonstramos uma
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versão do Teorema de Mercer e por fim estudamos alguns resultados sobre espaços de Hil-
bert de reprodução. No Caṕıtulo 3 estudaremos algumas propriedades espectrais do operador
transformada de Laplace.

Eli Carlos de Souza Costa.
Uberlândia-MG, 24 de março de 2016.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste primeiro caṕıtulo estudaremos alguns resultados importantes que nos auxiliarão na con-
clusão deste trabalho.

1.1 Alguns resultados de Análise e Topologia

Neste trabalho será usado em grande parte dos resultados, a continuidade e convergência de
sequências e séries numéricas e de funções. Esta seção é composta por resultados clássicos que
serão usados de forma direta ou indireta ao longo do texto. Grande parte destes resultados
podem ser encontrados em [27].

Teorema 1.1.1 Sejam X e Y espaços topológicos. Se X é compacto e f : X → Y é cont́ınua,
então f(X) é compacto.

Demonstração. Sejam (Ai)i∈I abertos em Y tais que f(X) ⊂
⋃
i∈I

Ai. De X = f−1(f(X)) ⊂

f−1

(⋃
i∈I

Ai

)
=
⋃
i∈I f

−1(Ai) ⊂ X, segue que X =
⋃
i∈I

f−1(Ai). Cada f−1(Ai) é aberto em X,

pois f é cont́ınua. Da compacidade deX existem n ∈ N e i1, ..., in ∈ I tais queX =
⋃
j=1

f−1(Aij).

Vejamos que f(X) ⊂
n⋃
j=1

Aij:

y ∈ f(X) =⇒ ∃x ∈ Xtal que y = f(x)

=⇒ ∃j0 ∈ {1, ..., n} tal que x ∈ f−1(Aij0)

=⇒ y = f(x) ∈ Aij0 ⊂
n⋃
j=1

Aij.

E segue que f(X) é compacto. �

Teorema 1.1.2 (Weierstrass): Se X é um espaço topológico compacto e f : X → R é
cont́ınua, então existem x0, x1 ∈ X tais que f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1), x ∈ X.
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Demonstração. Este resultado pode ser encontrado em [27, p.167]. �

O Teorema de Dini, nomeado assim em homenagem ao ilustre matemático italiano do século
XIX, Ulisse Dini, é um resultado de Análise real que caracteriza a convergência de sequências de
funções em um conjunto compacto. Nesse trabalho, em especial, vai ser usado para demonstrar
o Teorema de Mercer.

Teorema 1.1.3 (Dini): Sejam X um espaço topológico compacto e {fn} uma sequência de
funções reais cont́ınuas definidas em X. Se {fn} é monótona, ou seja, fn(x) ≤ fn+1(x) ou
fn+1(x) ≤ fn(x) ∀ x ∈ X, e pontualmente convergente para uma função cont́ınua f : X → R,
então a convergência é uniforme.

Demonstração. Primeiramente, sem perda de generalidade, vamos supor que {fn} seja de-
crescente. Agora cada função fn − f é cont́ınua e a sequência {fn − f} é decrescente. Por
hipótese, X é compacto, e usando o Teorema de Weiestrass 1.1.2 temos a existência de xn ∈ X
tal que

Mn := fn(xn)− f(xn) = maxx∈X{fn(x)− f(x)}.

Claramente, {Mn} é uma sequência decrescente de termos não-negativos, logo converge
para algum c ≥ 0. Agora mostremos que c = 0. Novamente, usando o fato de X ser compacto,
passando para uma subsequência, se preciso, podemos assumir que {xn} converge para algum
x0 ∈ X. Como

Mk = fk(xk)− f(xk) ≤ fm(xk)− f(xk), k ≥ m.

Fazendo k →∞ e usando a continuidade das funções envolvidas deduzimos que c ≤ fm(x0)−
f(x0). Fazendo agora m→∞, obtemos c ≤ 0. Finalmente, fixado ε > 0, existe N ∈ N tal que
Mn < ε, quando n ≥ N . Portanto,

0 ≤ fn(x)− f(x) ≤ fn(xn)− f(xn) = Mn < ε, x ∈ X.

Segue que
|fn(x)− f(x)| < ε, x ∈ X, n ≥ N,

ou seja, {fn} converge uniformemente para f . �

Teorema 1.1.4 Sejam X um espaço topológico e M um espaço métrico. Se uma sequência
{fn} de funções cont́ınuas de X em M converge uniformemente para uma função f : X → M
então f é cont́ınua.

Demonstração. A demonstração deste resultado pode encontrada em [27, p.190]. �

Definição 1.1.5 Seja X um espaço topológico. Dizemos que X é primeiro enumerável
quando possui, em cada x ∈ X, uma base enumerável para a topologia do espaço.

Exemplos de espaços primeiro enumeráveis são os espaços métricos.

Definição 1.1.6 Seja X um espaço topológico. Dizemos que X é localmente compacto, quando
todo ponto de X admite uma vizinhança compacta.
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Teorema 1.1.7 Sejam X um espaço topológico localmente compacto ou primeiro enuméravel
e M um espaço métrico. O limite f de uma sequência {fn} de funções cont́ınuas de X em M ,
uniformemente convergente em subconjuntos compactos de X, é uma função cont́ınua.

Demonstração. Suponha que X seja localmente compacto. Seja U um aberto de M e
seja F = ∪α∈AFα uma cobertura aberta de f−1(U) de modo que o fecho Fα de cada Fα é
compacto. Do Teorema 1.1.4, segue que a restrição f |Fα de f a cada Fα, é cont́ınua. Logo,
Gα := (f |Fα)−1(U)∩Fα é um aberto de X. Assim, f−1(U) = ∪α∈AGα é aberto e a continuidade
de f segue. Agora suponha que X é primeiro enumerável. Seja {xn} uma sequência convergente
para x ∈ X. Como Y = {xn} ∪ {x} é compacto e f |Y é cont́ınua, segue que limn→∞ f(xn) =
f(x), ou seja, f é cont́ınua em x. �

Denotaremos por C(X), o conjunto de todas as funções cont́ınuas que vão de X em C.

Teorema 1.1.8 (Arzelá-Ascoli) Seja X um espaço topológico de Hausdorff compacto. Se
F é subconjunto de C(X), então o fecho de F em C(X) é compacto se, e somente se:

(i) para cada x ∈ X, o conjunto {f(x) : f ∈ F} é limitado;

(ii) F é equicont́ınuo, ou seja, para cada ε > 0 e cada x ∈ X, existe um aberto U = Ux tal
que

sup
f∈F

sup
y∈U
|f(x)− f(y)| < ε.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [27, p.290]. �

1.2 Alguns resultados da Teoria da Medida

A Teoria da Medida se divide basicamente em duas partes:

• Definir uma medida que associe a cada conjunto de uma famı́lia em um dado espaço um
valor significativo do seu tamanho.

• Definir uma teoria de integração para as funções que tomam valores neste espaço.

Os resultados apresentados nesta seção podem ser encontrados em [2] e [22].

Definição 1.2.1 Seja (X,M, µ) um espaço de medida. Dizemos que uma propriedade P em
X vale µ-quase sempre (µ− q.s) se existe A ∈M tal que µ(A) = 0 e todo ponto de Ac tem P ,
ou seja, µ({x ∈ X : x não tem P}) = 0.

Definição 1.2.2 Se (X,M, µ) é um espaço de medida e p ∈ [1,∞), definimos

Lp(X) := {f : X → C : f é µ−mensurável e ‖f‖p <∞}

onde

‖f‖p :=

[∫
X

|f(x)|pdµ(x)

] 1
p

.
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O conjunto Lp(X) torna-se um espaço vetorial quando identificamos quaisquer duas funções
f e g de Lp(X) que são idênticas a menos de um conjunto em M de medida nula, ou seja, f e
g são iguais quase sempre ou, simplificadamente, f = g µ− q.s.

Denotaremos M(X,M) = {f : X → R : f é mensurável} e M+(X,M) = {f ∈M(X,M) :
f(x) ≥ 0, ∀ x ∈ X}

Teorema 1.2.3 (Teorema da convergência monótona): Sejam (X,M, µ) um espaço de
medida e {fn} uma sequência em M+(X,M) tais que:

(i) 0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x), ∀n, ∀x.

(ii) f : X → R é tal que fn(x)→ f(x), ∀x ∈ X.

Então f ∈M+(X,M) e

∫
X

fndµ→
∫
X

fdµ, ou seja,

∫
X

lim
n
fndµ =

∫
X

fdµ = lim
n

∫
X

fndµ.

Demonstração. A prova deste teorema pode ser encontrada em [22, p.73]. �

Teorema 1.2.4 (Teorema da convergência dominada): Sejam fn, g : X → R, n ∈ N,
funções integráveis e f : X → R mensurável tais que:

(i) |fn(x)| ≤ g(x), ∀n, ∀x ∈ X.

(ii) fn(x)→ f(x) µ− q.s.

Então f ∈ L1(X) e

∫
X

fdµ = lim
n

∫
X

fndµ

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [22, p.101]. �

Mais adiante faremos muitas manipulações de integrais e algumas podem ser dif́ıceis de ser
calculadas. Dai a necessidade de se ter em mãos algumas ferramentas para contornarmos estes
problemas. Os próximos resultados podem ser encontrados em [22, p.220 e p.223].

Teorema 1.2.5 (Desigualdade de Hölder): Seja (X,M, µ) um espaço de medida. Seja
p ∈ [1,∞) e considere o expoente conjugado q de p, ou seja, 1

p
+ 1

q
= 1. Se f e g são funções

mensuráveis em X, então

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Em particular,se f ∈ Lp(X) e g ∈ Lq(X), então fg ∈ L1(X).

Demonstração. A demonstração segue do Lema de Young [22, p.219]. �

Corolário 1.2.6 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz): Se f, g ∈ L2(X), então fg ∈
L1(X) e ‖fg‖1 ≤ ‖f‖2‖g‖2.

Teorema 1.2.7 (Desigualdade de Minkowski): Seja (X,M, µ) um espaço de medida. Se
f, g ∈ Lp(X), então (f + g) ∈ Lp(X) e

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Os próximos resultados que garantem a iteração de integrais em espaços produtos podem
ser encontrados em [18, p.67].
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Teorema 1.2.8 (Fubini-Tonelli): Sejam (X,M, µ) e (Y,Z, ν) espaços de medida σ-finitos.

(i)(Tonelli) Se f ∈M+(X × Y ), então

g(x) =

∫
Y

f(x, y)dν(y) ∈M+(X) e h(y) =

∫
X

f(x, y)dµ(x) ∈M+(Y )

e vale a fórmula∫
X×Y

fd(µ× ν) =

∫
X

[∫
Y

f(x, y)dν(y)

]
dµ(x) =

∫
Y

[∫
X

f(x, y)dµ(x)

]
dν(y).

(ii)(Fubini) Se f ∈ L1(X × Y ), então f(x, ·) ∈ L1(Y ) para quase todo x, f(·, y) ∈ L1(X)
para quase todo y, e as funções definidas quase sempre

g(x) =

∫
Y

f(x, y)dν(y) e h(y) =

∫
X

f(x, y)dµ(x),

são elementos de L1(X) e L1(Y ), respectivamente. Além disso, a fórmula do ı́tem (i) vale.

Definição 1.2.9 Uma função mensurável f : Rn → C é chamada localmente integrável (com
respeito a medida de Lebesgue) se

∫
X
|f(x)|dx < ∞, para todo conjunto X, mensurável e

limitado de Rn.

Denotamos o espaço das funções localmente compactas por L1
loc.

Seja x ∈ Rn e r > 0. Definimos o conjunto de Lebesgue Lf de f como sendo

Lf =

{
x : lim

r→∞

1

µ(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)|dy = 0

}
,

onde B(x, r) representa a bola aberta de centro x e raio r.

Definição 1.2.10 Dizemos que uma famı́lia de subconjuntos de Borel de Rn, {Er}r>0, encolhe
para x se

(i) Er ⊂ B(x, r), ∀r;
(ii) Existe uma constante α, que independe de r, tal que µ(Er) > αµ(B(x, r)).

Teorema 1.2.11 (Teorema da Diferenciação de Lebesgue): Suponha f ∈ L1
loc. Para

todo x ∈ Lf , temos

lim
r→0

1

µ(Er)
|f(y)− f(x)|dy = 0 e lim

r→0

1

µ(Er)

∫
Er

f(y)dy = f(x)

para toda famı́lia {Er}r>0 que encolhe para x.

Demonstração. A demonstração desse teorema pode ser encontrado em [18, p.98].

�
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1.3 Espaços de Hilbert e Espaços de Banach

Em Análise Funcional, talvez a principal classe de espaços estudados sejam os conhecidos
espaços de Banach. Uma classe muito importante de espaços de Banach são os espaços de
Hilbert. Nesta seção definiremos estes espaços e algumas de suas propriedades (veja [4, 28]).

Definição 1.3.1 Uma norma no espaço vetorial X sobre o corpo K, onde K = R ou K = C
é uma função ‖ · ‖ : X → R que satisfaz as seguintes condições:

(i) ‖x‖ ≥ 0, ∀x ∈ X;
(ii) ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;
(iii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, ∀λ ∈ R, ∀x ∈ X;
(iv) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ∀x, y ∈ X.

O par (X, ‖ · ‖) é chamado de espaço normado.

Definição 1.3.2 Um espaço normado que é completo com a métrica induzida pela norma é
chamado espaço de Banach.

Definição 1.3.3 Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial com produto interno que também
é um espaço de Banach com a norma canônica definida pelo produto interno:

‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Teorema 1.3.4 O espaço (Lp(X), ‖ · ‖p) é um espaço de Banach.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [22, p.240]. �

No nosso trabalho, na maioria dos resultados, a norma provém de um produto interno. O
próximo exemplo nos traz uma estrutura ideal.

Exemplo 1.3.5 Se (X,M, µ) é espaço de medida, então L2(X) é um espaço de Hilbert com
produto interno dado por

〈f, g〉2 :=

∫
X

f(x)g(x)dµ(x), f, g ∈ L2(X).

Outro exemplo clássico de espaço de Hilbert é l2(N) com o produto interno 〈x, y〉 =∑∞
j=1 xjyj.

Não podemos dizer que todo espaço métrico é um espaço de Banach, pois estes últimos são
espaços vetoriais e um espaço métrico é uma estrutura diferente, sendo apenas um conjunto
com uma métrica. Um exemplo que ilustra este fato pode ser dado tomando o conjunto A =

{(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = 1} e a métrica d(u, v) =
√∑3

j=1(vj − uj)2. Podemos observar

que (A, d) é um espaço métrico, mas não é um espaço vetorial, pois ∀λ > 1 tem-se que λv /∈ A.
Por outro outro lado, um espaço de Banach sempre é um espaço métrico, pois há uma métrica
induzida pela norma. Portanto, todo espaço de Hilbert é de Banach e métrico.

A sequência desta seção contém diversas propriedades destes espaços.
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Lema 1.3.6 Em um espaço vetorial V com produto interno, u ⊥ v, u, v ∈ V se, e somente se,
‖u+ tv‖ ≥ ‖u‖, ∀t ∈ K.

Demonstração. (⇒) Se v = 0 a desigualdade é verdadeira.
Agora, para v 6= 0, temos

0 ≤ ‖u+ tv‖2 = ‖u‖2 + t〈v, u〉+ t〈v, u〉+ tt‖v‖2 = ‖u‖2 + 2Re(t〈v, u〉) + |t|2‖v‖2.

Se u ⊥ v, então para todo t ∈ K, ‖u+ tv‖2 = ‖u‖2 + |t|2‖v‖2 ≥ ‖u‖2, isto é, ‖u+ tv‖ ≥ ‖u‖.
(⇐) Se ‖u + tv‖ ≥ ‖u‖ para todo t ∈ K, então encolhendo t = − 〈u,v〉‖v‖2 e elevando esta

desigualdade ao quadrado temos que

‖u+ tv‖2 ≥ ‖u‖2

⇔ ‖u‖2 + t〈v, u〉+ t〈v, u〉+ tt‖v‖2 ≥ ‖u‖2

⇔ −〈u, v〉〈v, u〉
‖v‖2

− 〈u, v〉〈u, v〉
‖v‖2

+
〈u, v〉〈u, v〉
‖v‖2

≥ 0

⇔ −|〈u, v〉|2 ≥ 0

⇔ 〈u, v〉 = 0.

�

Teorema 1.3.7 Seja X um espaço vetorial com um produto interno. Então, para quaisquer
u, v ∈ X,

(i) (Fórmula de polarização, caso real:) 〈u, v〉 =
1

4

(
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2

)
.

(ii) ( Caso complexo:) 〈u, v〉 =
1

4

[
‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2 + i(‖u+ iv‖2 − ‖u− iv‖2)

]
.

Demonstração. Sabemos que

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ ‖v‖2

e
‖u− v‖2 = ‖u‖2 − 〈u, v〉 − 〈v, u〉+ ‖v‖2.

Agora, subtraindo as duas igualdades temos:

‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2 = 2〈u, v〉+ 2〈v, u〉 = 4〈u, v〉.

Logo (i) está provado.

Provemos (ii): Considere as igualdades abaixo:

‖u+ iv‖2 = ‖u‖2 + 〈u, iv〉+ 〈iv, u〉+ ‖v‖2 = ‖u‖2 − i〈u, v〉+ i〈v, u〉+ ‖v‖2

e
‖u− iv‖2 = ‖u‖2 + 〈u,−iv〉+ 〈−iv, u〉+ ‖v‖2 = ‖u‖2 + i〈u, v〉 − i〈v, u〉+ ‖v‖2.

Subtraindo-as, temos que:

‖u+ iv‖2 − ‖u− iv‖2 = −2i〈u, v〉+ 2i〈v, u〉.

Subtraindo novamente as igualdades usadas na demonstração de (i), segue que:

‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2 = 2〈u, v〉+ 2〈v, u〉.

Combinando essas duas últimas igualdades, prova (ii). �
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Teorema 1.3.8 (Lei do Paralelogramo:) Em um espaço vetorial V com produto interno
vale

‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2 = 2‖u‖2 + 2‖v‖2 ∀u, v ∈ V.

Demonstração. Sabemos que

‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + 〈u, v〉+ 〈u, v〉+ ‖v‖2,

da mesma forma temos que

‖u− v‖2 = ‖u‖2 − 〈u, v〉 − 〈u, v〉+ ‖v‖2.

Dáı, segue o resultado. �

Lema 1.3.9 (Projeção Ortogonal): Se W é um subespaço vetorial fechado de um espaço
de Hilbert H, então H = W ⊕W⊥.

Demonstração. Sejam u ∈ H, δ := infw∈W‖u − w‖ e uma sequência {vn} ⊂ W tal que
‖u− vn‖ → δ. Pela Lei do Paralelogramo 1.3.8, temos que :

2‖vn − u‖2 + 2‖vm − u‖2 = ‖vn − vm‖2 + ‖vn + vm − 2u‖2, n,m ∈ N.

Como
(vn + vm)

2
∈ W e δ := infw∈W‖u− w‖, então

‖vn−vm‖2 = 2‖vn−u‖2 +2‖vm−u‖2−4

∥∥∥∥(vn + vm)

2
− u
∥∥∥∥2

≤ 2‖vn−u‖2 +2‖vm−u‖2−4δ2.

Logo, para n,m grandes, tem-se ‖vn − vm‖2 → 0. Portanto, a sequência {vn} é de Cauchy
em W e convergente para algum v ∈ W , já que W é fechado. Como a norma é cont́ınua, temos
que ‖u− v‖ = δ.

Dado que tw − v ∈ W , ∀w ∈ W e t ∈ K, e como por hipótese δ := infw∈W‖u− w‖, então

‖(u− v) + tw‖ = ‖u+ (tw − v)‖ ≥ δ = ‖u− v‖.
Usando o Lema 1.3.6, temos que (u− v) ∈ W⊥ e u = v + (u− v), v ∈ W e u− v ∈ W⊥.
Suponhamos agora que existam v′ ∈ W e w′ ∈ W⊥ tais que u = v′ + w′. Dáı,

v′ + w′ = v + (u− v)⇔ w′ − (u− v) = v − v′ ∈ W ∩W⊥

e, assim,
v − v′ = 0 =⇒ v = v′ e w′ − (u− v) = 0 =⇒ w′ = u− v.

Logo, para qualquer u ∈ H existem únicos v ∈ W e u−v ∈ W⊥ de forma que u = v+(u−v).
�

Teorema 1.3.10 (Cauchy-Schwarz): Se H é um espaço de Hilbert com produto interno
〈·, ·〉H, então

|〈x, y〉H| ≤ ‖x‖H‖y‖H , x, y ∈ H.
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Demonstração. Se 〈u, v〉 = 0 ou ‖u‖ = 0 ou ‖v‖ = 0 não há nada que fazer e o resultado está
provado.

Consideremos 〈u, v〉 6= 0, ‖u‖ 6= 0, ‖v‖ 6= 0. Assim, para todo α ∈ C vale:

0 ≤
∥∥∥∥ α

‖v‖
v − 1

‖u‖
u

∥∥∥∥2

.

Agora, expandindo o lado direito, temos:

0 ≤
〈

α

‖v‖
v − 1

‖u‖
u,

α

‖v‖
v − 1

‖u‖
u

〉
= |α|2 + 1− 2

‖u‖‖v‖
Re(α〈u, v〉),

ou seja,

2Re(α〈u, v〉) ≤ (|α|2 + 1)‖u‖‖v‖.

Em particular, tomando α = |〈u,v〉|
〈u,v〉 , teremos |α| = 1 e portanto |〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖. �

Definição 1.3.11 (Delta de Kronecker) Sejam I um conjunto qualquer e i, j ∈ I, definimos

δij = 0, se i 6= j e δij = 1, se i = j.

Dessa forma, um conjunto {xi : i ∈ I} de vetores de um espaço com produto interno é
ortonormal se, e somente se, 〈xi, xj〉 = δij para todos i, j ∈ I.

Caminharemos agora na direção de estabelecer duas relações fundamentais da teoria dos
espaços de Hilbert, a saber, a Desigualdade de Bessel e a Identidade de Parseval.

Proposição 1.3.12 Sejam H um espaço de Hilbert e {x1, ..., xn} um conjunto ortonormal em
H.

(a) Se M = [x1, ..., xn] e x ∈ H, então

∥∥∥∥∥x−
n∑
i=1

〈x, xi〉

∥∥∥∥∥ = dist(x,M).

(b) Para todo x ∈ H,
n∑
i=1

|〈x, xi〉|2 ≤ ‖x‖2.

Demonstração. Seja M um subespaço fechado de H. Sabemos pela Projeção Ortogonal
1.3.9 que H = M ⊕ M⊥. Dáı, podemos tomar p ∈ M e q ∈ M⊥ tais que x = p + q e
‖x − p‖ = dist(x,M). Como p ∈ M , existem escalares α1, ..., αn tais que p =

∑n
i=1 αixi.

E como x − p = q ∈ M⊥, temos (x − p) ⊥ xj, para todo j = 1, ..., n. Segue então que
0 = 〈x− p, xj〉 = 〈x, xj〉 − αj, isto é, αj = 〈x, xj〉, para todo j = 1, ..., n. Dáı (a) é provado.

Provemos (b). Dado x ∈ H, sejam α1, ..., αn como em (a). Assim, como 〈xi, xj〉 = δij, para
todos i, j = 1, ..., n,

0 ≤

〈
x−

n∑
i=1

〈x, xi〉xi, x−
n∑
i=1

〈x, xi〉xi

〉
= ‖x‖2−

n∑
i=1

|〈x, xi〉|2−
n∑
i=1

|〈x, xi〉|2+
n∑
i=1

|〈x, xi〉|2,

e o resultado segue. �

Lema 1.3.13 Seja S = {xi : i ∈ I} um conjunto ortonormal no espaço de Hilbert H. Então,
para cada x ∈ H não nulo, o conjunto J = {i ∈ I : 〈x, xi〉 6= 0} é finito ou enumerável.
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Demonstração. Para cada k ∈ N definimos Jk = {i ∈ I : |〈x, xi〉| > 1
k
} para obter J = ∪∞k=1Jk.

Basta então mostrar que cada Jk é finito. Da Proposição 1.3.12 sabemos que para todo

subconjunto finito J0 de J é verdade que
∑
i∈J0

|〈x, xi〉|2 ≤ ‖x‖2.

Em particular, dado um número finito de elementos i1, ..., in de Jk,

n

k2
=

1

k2
+ ...+

1

k2
< |〈x, xi1〉|2 + ...+ |〈x, xin〉|2 ≤ ‖x‖2.

Consequentemente n ≤ k2‖x‖2. Isso significa que o número de elementos de qualquer subcon-
junto finito de Jk não excede k2‖x‖2. Portanto Jk é finito. �

Teorema 1.3.14 (Desigualdade de Bessel) Seja S = {xi : i ∈ I} um conjunto ortonormal
no espaço de Hilbert H. Então, para todo x ∈ H,∑

i∈J

|〈x, xi〉|2 ≤ ‖x‖2,

onde J = {i ∈ I : 〈x, xi〉 6= 0}.

Demonstração. Sabemos pelo Lema 1.3.13 que J é finito ou enumerável. A Proposição 1.3.12
resolve o caso em que J é finito. Basta então ver o caso em que J é enumerável. Como todos os
termos da série são positivos, não importa a ordem em que fazemos a soma da série. Podemos
então considerar uma enumeração qualquer i1, i2, ... dos elementos de J . Para cada n ∈ N, a
Proposição 1.3.12 garante que

n∑
k=1

|〈x, xik〉|2 ≤ ‖x‖2.

Agora basta fazer n tender a infinito nesta desigualdade para obter

∑
i∈J

|〈x, xi〉|2 =
∞∑
k=1

|〈x, xik〉|2 ≤ ‖x‖2.

�

Para chegar a Identidade de Parseval, se faz necessário conhecer mais alguns resultados.

Definição 1.3.15 Seja {xn} uma sequência no espaço normado X. Dizemos que a série∑∞
n=1 xn é convergente se existe x ∈ X tal que a sequência das somas parciais

{∑n
j=1 xj

}
converge para x. Nesse caso, dizemos que x é a soma da série e escrevemos

x =
∞∑
n=1

xn.

Diz-se que a série
∞∑
n=1

xn é incondicionalmente convergente se for convergente em qualquer

ordenação em que considerarmos suas parcelas; mais precisamente, se para toda função bijetora

σ : N −→ N a série
∞∑
n=1

xσ(n) for convergente.
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Proposição 1.3.16 Seja
∞∑
n=1

xn uma série incondicionalmente convergente em um espaço nor-

mado X. Se σ1, σ2 : N −→ N são funções bijetoras, então

∞∑
n=1

xσ1(n) =
∞∑
n=1

xσ2(n).

Demonstração. A prova deste resultado pode ser encontrada em [4, p.117]. �

Lema 1.3.17 Seja S = {xi : i ∈ I} um conjunto ortonormal no espaço de Hilbert H. Então,
para cada x ∈ H, denotando Ix = {i ∈ I : 〈x, xi〉 6= 0}, a série∑

i∈Ix

〈x, xi〉xi

é incondicionalmente convergente.

Demonstração. Não há o que falar se Ix for finito. Suponha que Ix seja infinito e tome {yj}
uma enumeração qualquer do conjunto {w ∈ S : 〈x,w〉 6= 0}. Para cada n ∈ N, defina Sn =
∞∑
i=1

〈x, yi〉yi. Da Desigualdade de Bessel 1.3.14 sabemos que a série
∞∑
n=1

|〈x, yn〉|2 é convergente.

Como 〈yi, yj〉 = δij,

‖Sn − Sm‖2 =

∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

〈x, yi〉yi

∥∥∥∥∥
2

=
n∑

i=m+1

|〈x, yi〉|2

para n > m, e portanto a sequência {Sn} é de Cauchy em H, logo converge. �

Teorema 1.3.18 Seja S = {xi : i ∈ I} um conjunto ortonormal no espaço de Hilbert H. As
seguintes afirmações são equivalentes:

(a) Para todo x ∈ H, x =
∑
i∈I

〈x, xi〉xi.

(b) S é um sistema ortonormal completo.
(c) [S] = H.

(d) Para cada x ∈ H, ‖x‖2 =
∑
i∈I

|〈x, xi〉|2. (Identidade de Parseval)

(e) Para todos x, y ∈ H, 〈x, y〉 =
∑
i∈I

〈x, xi〉〈y, xi〉.

Demonstração. (a) ⇒ (b) Seja x ∈ S⊥. Como 〈x, xi〉 = 0 para todo i ∈ I, de (a) segue
imediatamente que x = 0. Assim S⊥ = {0} e S é completo.

(b) ⇒ (a) Seja x ∈ H. Tratemos do caso em que J := {i ∈ I : 〈x, xi〉 6= 0} é infinito, e
portanto enumerável. Seja {i1, i2, ...} uma enumeração qualquer de J . Do Lema 1.3.17 e da
Proposição 1.3.16 sabemos que

∑
i∈I

〈x, xi〉xi =
∞∑
j=1

〈x, xij〉xij .

Seja i ∈ I. Se i /∈ J , então
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〈
x−

∞∑
j=1

〈x, xij〉xij , xi
〉

= 0.

E se i ∈ J , existe k ∈ N tal que i = ik. Neste caso, como 〈xij , xik〉 = δijik = δj,k,〈
x−

∞∑
j=1

〈x, xij〉xij , xi
〉

=
〈
x−

∞∑
j=1

〈x, xij〉xij , xik
〉

= 〈x, xik〉 −
∞∑
j=1

〈x, xij〉〈xij , xik〉 = 0.

Como S é completo, obtemos

x−
∑
j∈I

〈x, xi〉xi = x−
∞∑
j=1

〈x, xij〉xij = 0.

O argumento acima se adapta facilmente ao caso em que J é finito.
(b)⇒ (c) Chamemos M = [S]. Por S ser subconjunto de M segue que M⊥ é subespaço de

S⊥ = {0}, logo M⊥ = {0}. Mas H = M ⊕M⊥, e dáı concluimos que H = M = [S].
(c) ⇒ (d) Sejam x ∈ H e ε > 0. Por (c) existe yε ∈ [S] tal que ‖x − yε‖ < ε. Como

yε ∈ [S], existem um subconjunto finito Jε de I e escalares (ai)i∈Jε tais que yε =
∑

i∈Jε aixi. Da

Proposição 1.3.12 sabemos que o vetor
∑
i∈Jε

〈x, xi〉xi é a melhor aproximação de x em [xi : i ∈ Jε],

portanto ∥∥∥x−∑
i∈Jε

〈x, xi〉xi
∥∥∥ ≤ ∥∥∥x−∑

i∈Jε

aixi

∥∥∥ = ‖x− yε‖ < ε.

Como Jε é ortonormal,

‖x‖2 −
∑
i∈Jε

|〈x, xi〉|2 =
〈
x−

∑
i∈Jε

〈x, xi〉xi, x−
∑
i∈Jε

〈x, xi〉xi
〉

=
∥∥∥x−∑

i∈Jε

〈x, xi〉xi
∥∥∥2

< ε2.

Combinando isso com a Desigualdade de Bessel 1.3.14 obtemos

‖x‖2 <
∑
i∈Jε

|〈x, xi〉|2 + ε2 ≤
∑
i∈I

|〈x, xi〉|2 + ε2 ≤ ‖x‖2 + ε2.

O resultado segue fazendo ε→ 0+.
(d)⇒ (e) Sejam x, y ∈ H e a um escalar. Por (d),

〈ax+ y, ax+ y〉 = ‖ax+ y‖2 =
∑
i∈I

|〈ax+ y, xi〉|2 =
∑
i∈I

〈ax+ y, xi〉〈ax+ y, xi〉,

e dáı,

|a|2‖x‖2 + a〈x, y〉+ a〈y, x〉+ ‖y‖2 = |a|2‖x‖2 +
∑
i∈I

a〈x, xi〉〈xi, y〉+
∑
i∈I

a〈y, xi〉〈xi, x〉+ ‖y‖2.
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Então

a〈x, y〉+ a〈y, x〉 =
∑
i∈I

a〈x, xi〉〈xi, y〉+
∑
i∈I

a〈y, xi〉〈xi, x〉

= a
(∑

i∈I

〈x, xi〉〈y, xi〉
)

+ a
(∑

i∈I

〈y, xi〉〈x, xi〉
)
.

Escolhendo primeiro a = 1 e depois a = i, obtemos

Re〈x, y〉 = Re
(∑

i∈I

〈x, xi〉〈y, xi〉
)
e Im〈x, y〉 = Im

(∑
i∈I

〈x, xi〉〈y, xi〉
)
,

e o resultado segue.
(e) ⇒ (b) Seja x ∈ S⊥. Logo 〈x, y〉 = 0 para todo i ∈ I. Usando (e) com x = y obtemos

〈x, x〉 = 0 e consequentemente x é o vetor nulo. �

Definição 1.3.19 Sejam X e Y espaços vetoriais sobre R ou C. O conjunto B(X, Y ) é o
conjunto de todos os operadores lineares cont́ınuos de X em Y . Quando X = Y , escrevemos
B(X, Y ) = B(X).

Teorema 1.3.20 Valem as seguintes propriedades:
(i) Se X e Y são espaços vetoriais normados, então B(X, Y ) é um espaço vetorial normado.

A expressão

‖T‖B(X,Y ) := sup{‖T (x)‖Y : x ∈ X, ‖x‖X = 1}

= sup

{
‖T (x)‖Y
‖x‖X

: 0 6= x ∈ X
}
x ∈ X},

define uma norma em B(X, Y ).
(ii) Nas condições em (i), se Y é um espaço de Banach, então B(X, Y ) também é.

Definição 1.3.21 Sejam X e Y espaços de Banach. Um operador T ∈ B(X, Y ) é compacto
quando a imagem de cada sequência limitada de X possuir uma subsequência convergente em
Y .

Um exemplo de operador compacto é fornecido pelo teorema abaixo:

Teorema 1.3.22 Sejam X e Y espaços de Banach. Se Tj ∈ B(X, Y ), j = 1, ..., n tem posto
finito e Tj → T em B(X, Y ), então T é compacto.

O próximo teorema nos dá mais uma maneira de obter operadores compactos.

Teorema 1.3.23 Sejam X, Y , Z espaços de Banach. Se T ∈ B(X, Y ), S ∈ B(Y, Z) e T ou S
é compacto então a composição ST é um operador compacto.

Teorema 1.3.24 (Teorema da Representação de Riesz): Sejam H um espaço de Hilbert
e f : H −→ K um funcional linear cont́ınuo. Então existe um único v ∈ H tal que f(u) =
〈u, v〉, ∀ u ∈ H.
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Demonstração. Suponha que existam v, w ∈ H tais que f(u) = 〈u, v〉 = 〈u,w〉, ∀u ∈ H.
Assim,

f(v − w) = 〈v − w, v〉 = 〈v − w,w〉 ⇐⇒ 〈v − w, v − w〉 = 0⇐⇒ v − w = 0⇐⇒ v = w.

Se f(u) = 0, ∀u ∈ H, basta tomar v = 0 e, dáı temos que f(u) = 〈u, v〉, ∀u ∈ H.
Agora, se f(u0) 6= 0 para algum u0 ∈ H, então considera-se o conjunto W = {x ∈ H; f(x) =

0}. Assim, pelo Lema 1.3.9, podemos supor que u0 ∈ W⊥ e ‖u0‖ = 1. Seja z = f(x)u0−f(u0)x,
para algum x 6= 0, x ∈ H. Agora, observa-se que

f(z) = f(f(x)u0 − f(u0)x) = f(x)f(u0)− f(u0)f(x) = 0.

Assim, z ∈ W e

0 = 〈z, u0〉 = 〈f(x)u0 − f(u0)x, u0〉 = f(x)〈u0, u0〉 − f(u0)〈x, u0〉 = f(x)− 〈x, f(u0)u0〉.

Portanto, f(x) = 〈x, f(u0)u0〉 e tomando v = f(u0)u0, temos que f(x) = 〈x, v〉, ∀x ∈ H.
�

Teorema 1.3.25 Sejam H1 e H2 espaços de Hilbert. Se T ∈ B(H1,H2) então existe um único
operador T ∗ ∈ B(H2,H1) tal que

〈T (x), y〉H2 = 〈x, T ∗(y)〉H1 , x ∈ H1, y ∈ H2.

Notação: T ∗ é chamado de operador adjunto de T .

Definição 1.3.26 Dizemos que o operador T é autoadjunto quando T = T ∗ e T é normal
quando T ∗T = TT ∗.

Teorema 1.3.27 Sejam H um espaço de Hilbert e T ∈ B(H). Então T é um operador com-
pacto se, e somente se, T ∗ é compacto. Ainda, o conjunto dos operadores de posto finito é
denso no espaço (de Banach) dos operadores compactos.

Definição 1.3.28 Seja H um espaço de Hilbert. Um operador T ∈ B(H) é positivo quando
〈T (x), x〉H ≥ 0, x ∈ H.

Se T ∈ B(H) é positivo, escrevemos T ≥ 0. Se T1, T2 ∈ B(H), escrevemos T1 ≥ T2 para
indicar que T1−T2 é positivo, ou seja, T1−T2 ≥ 0. Se T ∈ B(H) então T ∗T ≥ 0 é autoadjunto
uma vez que

〈T ∗T (x), x〉H = 〈T (x), T (x)〉H
= ‖T (x)‖2

H ≥ 0, x ∈ H.

O próximo teorema fornece uma maneira de concluir que um determinado operador em um
espaço de Hilbert é autoadjunto. Neste trabalho, este resultado será útil na demonstração de
que operadores compactos possuem uma raiz quadrada.

Teorema 1.3.29 Seja H um espaço de Hilbert complexo. Se T ∈ B(H) é um operador positivo,
então T é um operador autoadjunto.

Demonstração. A prova segue diretamente da Identidade de Polarização 1.3.7. �

Definição 1.3.30 Seja T ∈ B(H). Definimos |T | :=
√
T ∗T .

Observe que |T | = T quando este é autoadjunto e positivo.
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1.4 Um pouco de teoria espectral

Essa seção contém resultados clássicos da teoria espectral e todos os resultados aqui demons-
trados podem ser encontrados em [28].

Definição 1.4.1 Sejam V um espaço vetorial e T : V → V é uma transformação linear, um
autovetor de T é um vetor v 6= 0 tal que T (v) = λv, para algum λ ∈ K e, neste caso, λ é um
autovalor de T .

Se λ for autovalor de T , então Tλ = T − λI é não invert́ıvel, onde I é operador identidade.
Denotamos por σp(T ) o conjunto dos autovalores de T . De modo geral esse conjunto é

chamado de espectro pontual de T .

Definição 1.4.2 Um subespaço U de V é chamado T -invariante se T (U) ⊂ U , isto é, se
x ∈ U , então T (x) ∈ U . Se U é T -invariante, então seu fecho também é. Além disso U⊥ é
T -invariante, pois se x ∈ U⊥, então para todo y ∈ U temos 〈y, T (x)〉 = 〈T (y), x〉 = 0.

Lema 1.4.3 Todo operador não nulo T ∈ B(H) compacto e autoadjunto possui um autovalor
não-nulo, pois −‖T‖ ou ‖T‖ é autovalor de T .

Demonstração. Usando a compacidade de T será mostrado que um deles é autovalor, o que
equivalerá a mostrar que existe 0 6= ζ ∈ H com (T 2 − ‖T‖2Id)ζ = 0.

Seja {xn}, ‖xn‖ = 1, ∀n, de modo que ‖T (xn)‖ → ‖T‖. Como T é compacto, existe
subsequência de {T (xn)}, também denotada por {T (xn)}, convergente. Como T é cont́ınuo,
{T 2(xn)} também converge.

A estimativa

0 ≤ ‖T 2(xn)− ‖T (xn)‖2xn‖2 = ‖T 2(xn)‖2 − ‖T (xn)‖4

≤ ‖T‖2‖T (xn)‖2 − ‖T (xn)‖4 → 0 para n→∞,

mostra que a sequência yn = T 2(xn)− ‖T (xn)‖2xn converge para zero e, assim,

xn =
(T 2(xn)− yn)

‖T (xn)‖2

converge para um vetor ζ com ‖ζ‖ = 1. Portanto, denotando por λ = ‖T‖ e lembrando que
T é cont́ınuo, 0 = T 2(ζ) − ‖T‖2(ζ) = TλT−λ(ζ). Dáı, segue que ou T−λ(ζ) = 0 e −‖T‖ é um
autovalor de T , ou T−λ(ζ) 6= 0 e ‖T‖ é um autovalor de T . �

Denotaremos por B0(H) o conjunto dos operadores compactos de H em H.

Teorema 1.4.4 (Hilbert-Schmidt:) Se T ∈ B0(H) é autoadjunto, então

H =
[
⊕06=λ∈σp(T )N(Tλ)

]
⊕N(T ).

Demonstração. Como T é auto-adjunto, N(Tλ) ⊥ N(Tµ) se λ 6= µ, e a soma direta do
enunciado está bem definida. Seja E = ⊕06=λ∈σp(T )N(Tλ). Se y ∈ E⊥, então para todo xλ ∈
N(Tλ) tem-se 〈T (y), xλ〉 = 〈y, T (xλ)〉 = λ〈y, xλ〉 = 0, mostrando que T (y) ∈ E⊥. Como isto
ocorre para todo λ ∈ σp(T ), segue que T (y) ∈ E⊥, ou seja, E⊥ é invariante por T . Também
tem-se que H = E ⊕ E⊥.
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Para completar a demonstração, falta mostrar que E⊥ = N(T ). Como E também é invari-
ante por T , conclui-se que S = T |E⊥ , S : E⊥ → E⊥, a restrição de T a E⊥, está bem definida
e é um operador autoadjunto compacto. Se S 6= 0, pelo Lema 1.4.3, existe um autovetor ζ não
nulo de S com autovalor não nulo; assim, por construção, ζ ∈ E e ζ ∈ E⊥, e necessariamente
ζ = 0. Isso mostra que S = 0, ou seja, E⊥ = N(T ). �

Corolário 1.4.5 Se T ∈ B0(H) é autoadjunto, então H possui uma base ortonormal formada
por autovetores de T .

Demonstração. A demonstração desse resultado é simples de ser feita e pode ser encontrada
em [28, p.181].

�

Lema 1.4.6 Seja T ∈ B(H). Então existem únicos operadores autoadjuntos TR e TI de forma
que T = TR+ iTI e T ∗ = TR− iTI . Ainda mais, T é normal se, e somente se, TR e TI comutam
entre si e unitário se, e somente se, TR e TI comutam entre si e T 2

R + T 2
I = Id.

Demonstração. Seja T ∈ B(H). Definimos TR = (T+iT ∗)
2

e TI = (T−T ∗)
2i

. Assim, claramente,
temos que T = TR + iTI e T ∗ = TR − iTI .

Agora, se TR comuta com TI , podemos notar que T comuta com T ∗, assim T é normal.
Agora, se T comuta com T ∗, então usando esta decomposição, encontra-se

−i(TRTI − TITR) = i(TRTI − TITR).

Dáı tem-se que (TRTI − TITR) = 0. Por fim, explicitando-se

TT ∗ = Id = T ∗T

e igualando as partes reais e imaginárias encontra-se a caracterização dos operadores unitários.
�

O lema a seguir é útil quando trabalhamos com operadores compactos e autoadjuntos.

Lema 1.4.7 Se R, S ∈ B0(H) são autoadjuntos e comutam, então H possui uma base ortonor-
mal de autovetores simultâneos de R e S.

Demonstração. Para cada autovalor λ de S, Sξλ = λξλ, tem-se que

S(Rξλ) = R(Sξλ) = λRξλ,

e N(Sλ) é invariante por R (bem como seu complemento ortogonal). Como o operador restrição

R|N(Sλ)

é autoadjunto e compacto, pode-se escolher se uma base ortonormal de N(Sλ) de N(λi) como
em 1.4.5 [28, p.181], formada por autovetores de R, e logicamente, também autovetores de S.
Tomando a união sobre todos os autovalores de S o resultado segue, pelo Corolário 1.4.5.

�
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Corolário 1.4.8 Se T ∈ B0(H) é normal, então H possui uma base ortonormal de autovetores
de T e vale a decomposição de H como no teorema de Hilbert-Schmidt. Em particular,

T (f) =
N∑
n=1

λn〈f, ϕn〉Hϕn, f ∈ H,

onde {λn} contém autovalores (contadas as multiplicidades, com |λn| ≥ |λn+1| → 0) e {φn}
contém autovetores ortonormais de T .

Demonstração. Basta lembrar que T = TR + iTI , com TR, TI autoadjuntos , e sendo T
normal, temos pelo Lema 1.4.6, que TR comuta com TI , e então aplicar o Lema 1.4.7. Note que
se Tξλ = (Imλ)ξλ, e que os autovetores correspondendo a autovalores distintos são ortogonais.

�

Teorema 1.4.9 (Teorema Espectral para Operadores Compactos Autoadjuntos) Se-
jam T um operador linear compacto e normal em H, {λj} ⊂ C os autovalores não nulos de T
e {Pj} os projetores ortogonais sobre N(Tλj) (dimN(Tλj) <∞). Então

T =
∑
j

λjPj,

com a série convergente em B(H).

Demonstração. Seja P0 o projetor ortogonal sobre N(T ). Pelo Corolário 1.4.8 tem-se Id =

P0 +
∑
j

Pj. Assim, para todo ξ ∈ H,

Tξ = TP0ξ + T
∑
j

Pjξ =
∑
j

T (Pjξ) =
∑
j

λjPjξ.

Disto e PjPk = 0, j 6= k, segue que∥∥∥∥∥(T −
∞∑

j=n+1

λjPj)ξ

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑

j=n+1

|λj|2‖Pjξ‖2

≤ ( max
j≥n+1

|λj|2)
∞∑

j+n+1

‖Pjξ‖2

≤ (maxj≥N+1|λj|2)‖ξ‖2.

Portanto, ∥∥∥∥∥T −
n∑
j=1

λjPj

∥∥∥∥∥
2

≤ max
j≥n+1

|λj|2.

Como λj → 0, se j →∞, vem que T = lim
n→∞

n∑
j=1

λjPj em B(H). �

Uma caracteŕıstica interessante de um operador positivo cont́ınuo é o fato do mesmo possuir
uma única ráız quadrada positiva.
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Teorema 1.4.10 (Lema da Raiz n-ésima): Sejam H um espaço de Hilbert e T ∈ B(H)
um operador positivo. Se n é um inteiro positivo então existe um único operador positivo S
em B(H) tal que Sn = T . O operador S descrito acima é denotado por T

1
n e chamado raiz

n-ésima de T .

Demonstração. Como T é positivo, então pelo Teorema 1.3.29, T é autoadjunto com seus
autovalores satisfazendo λj > 0. Pelo Teorema Espectral 1.4.9 temos que T =

∑
j λjPj.

Defina o operador S por S =
∑

j
n
√
λjPj, o qual é compacto pois λj → 0 para j → ∞ e S

pode ser aproximado por operadores de posto finito em B(H) (explicitamente por
∑n

j=1
n
√
λjPj).

Para concluir a demonstração precisamos mostrar que Sn = T e que vale a unicidade. Da
forma como foi definido o operador S, claramente podemos notar que Sn = T , pois ( n

√
λj)

n = λj
e cada Pj é uma projeção.

Agora mostremos a unicidade: Suponha que existem dois operadores positivos e compactos
S1 e S2 que possuem a forma Sn1 = T e Sn2 = T .

Assim S1 = S2 ou S1 = −S2, mas por hipótese, S1 e S2 são positivos, temos que S1 = S2.
E assim a prova está completa. �

Definição 1.4.11 Sejam H um espaço de Hilbert e {xn} uma base ortonormal de H. Se
T ∈ B(H) e T ≥ 0, o traço de T é definido por

tr(T ) :=
∞∑
n=1

〈T (xn), xn〉H.

Definição 1.4.12 Seja H um espaço de Hilbert. Um operador T ∈ B(H) é nuclear quando
tr(|T |) := tr(

√
T ∗T ) <∞.

Nas condições da definição acima, temos algumas propriedades:
(i) O conjunto dos operadores nucleares é um subespaço vetorial de B(H);
(ii) Se T ∈ B(H) é um operador nuclear e {xn} é uma base ortonormal de H, então a série∑∞
n=1〈T (xn), xn〉H é absolutamente convergente;
(iii) Nas condições do item (ii), o valor da série independe da base utilizada;
(iv) Se T ∈ B(H) é nuclear, então T é compacto.
Mais comentários a respeito destas propriedades podem ser encontradas em [14, p.207,209,211].

O espaço dos operadores nucleares é normalizável. Uma posśıvel norma é dada pela ex-
pressão

‖T‖H :=
∞∑
n=1

|〈T (xn), xn〉H|,

onde {xn} é uma base ortonormal de H. Como a expressão tr(T ) :=
∑∞

n=1〈T (xn), xn〉H é
absolutamente convergente e independe da base é imediato que tr(·) é um funcional linear
cont́ınuo no espaço dos operadores nucleares com norma menor ou igual a 1.

Finalizamos esta seção com exemplos de operadores compactos.

Definição 1.4.13 Considere um operador T : L2(X,µ) → L2(X,µ). Se existir uma função
K : X ×X → C para o qual

T (f)(x) =

∫
X

K(x, y)f(y)dµ(y), f ∈ L2(X,µ), x ∈ X q.s,
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dizemos que T é um operador integral sobre L2(X,µ). Neste caso, escrevemos T = K e dizemos
que K é o núcleo gerador deste operador.

Quando o núcleo K ∈ L2(X × X,µ × µ) e µ é σ-finita, o Teorema de Fubini 1.2.8 e a
Desigualdade de Cauchy 1.2.6, nos ajudam a notar que

‖K(f)‖2
2 =

∫
X

|K(f)(x)|2dµ(x) =

∫
X

∣∣∣∣∫
X

K(x, y)f(y)dµ(y)

∣∣∣∣2 dµ(y)

Agora,

∫
X

∣∣∣∣∫
X

K(x, y)f(y)dµ(y)

∣∣∣∣2 dµ(y) ≤
∫
X

((∫
X

|K(x, y)|2dµ(y)

) 1
2
(∫

X

|f(y)|2dµ(y)

) 1
2

)2

dµ(x)

= ‖K‖2
2‖f‖2

2,

f ∈ L2(X,µ), ou seja, ‖K‖ ≤ ‖K‖2.

Definição 1.4.14 Seja H um espaço de Hilbert. Dizemos que um operador T ∈ B(H) é do
tipo Hilbert-Schmidt quando tr(T ∗T ) <∞.

Denotamos o conjunto dos operadores do tipo Hilbert-Schmidt por HS(H1,H2).

Outra forma de definir um operador do tipo Hilbert-Schmidt é dada pelo seguinte resultado.

Lema 1.4.15 Um operador T ∈ B(H1,H2) é do tipo Hilbert-Schmidt se existe uma base orto-
normal {ej}j∈J de H1 com

‖T‖HS :=

(∑
j∈J

‖Tej‖2

) 1
2

<∞.

Proposição 1.4.16 Seja T ∈ B(H1,H2). Então
(i) ‖T‖HS não depende da base ortonormal considerada.
(ii) T ∈ HS(H1,H2) se, e somente se, seu adjunto T ∗ ∈ HS(H2,H1). Além disso,

‖T‖HS = ‖T ∗‖HS.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada [28, p.154]. �

O próximo resultado mostra a compacidade dos operadores do tipo Hilbert-Schmidt [28, p.156].

Teorema 1.4.17 Todo operador Hilbert-Schmidt é compacto.

Demonstração. Sejam T ∈ HS(H1,H2) e {xn} ⊂ H1, com xn → x. Para mostrar que T é
compacto, basta provar que T (xn)→ T (x).

Note que, por linearidade, é suficiente considerar o caso xn → 0.
Seja {ej}j∈J uma base ortonormal de H2. Para cada n sabe-se que o conjunto {j ∈ J :

〈ej, T (xn)〉 6= 0} é contável (se for finito para todo n o argumento que segue se adapta facil-
mente) e, por simplicidade de notação, será denotado pelos números naturais.
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Assim,

‖T (xn)‖2 =
∞∑
j=1

|〈ej, T (xn)〉|2 ≤
N∑
j=1

|〈T ∗(ej), xn〉|2 +M

∞∑
j=N+1

‖T ∗(ej)‖2,

sendo M = supn∈N‖xn‖2 (M é finito pois toda sequência fracamente convergente é limitada).
Dado ε > 0, escolha N com

∑∞
j=N+1 ‖T ∗(ej)‖2 < ε

M
, o qual existe pois T ∗ ∈ HS(H2,H1).

Agora, como xn → 0, existe k de modo que
N∑
j=1

|〈T ∗(ej), xn〉|2 < ε, se n ≥ k. Assim, se

n ≥ k tem-se ‖T (xn)‖2 < 2ε, e conclui-se que T (xn)→ 0. Portanto T é compacto.
�

Notação: ψ ⊗ φ(x, y) = ψ(y)⊗ φ(x).

Lema 1.4.18 Sejam H1 = L2(X1, µ) e H2 = L2(X2, ν) espaços separáveis, com µ e ν medidas
σ-finitas, e H3 = L2(X1×X2, µ×ν). Então, se {ψn} e {φj} são bases ortonormais (contáveis)de
H1 e H2, respectivamente, então {ψn⊗φj} é base ortonormal de H3, o qual também é separável.

Demonstração. A demonstração deste lema pode ser encontrada em [28, p.157].
�

O próximo resutado nos dá outra representação de operadores do tipo Hilbert-Schmidt.

Proposição 1.4.19 SejamH1,H2 eH3 como no Lema 1.4.18. Então, o operador T ∈ HS(H1,H2)
se, e somente se, existe K ∈ H3 de modo que

T (f)(x) = TK(f)(t) =

∫
X1

K(x, y)f(y)dµ(y), f ∈ H1.

Além disso, ‖T‖HS = ‖K‖H3.

Demonstração. Se {ψn} e {φj} são bases ortonormais de H1 e H2, respectivamente, então,
pelo Lema 1.4.18, {ψn ⊗ φj} é base ortonormal de H3.
Suponha que T = TK ; então∑

n

‖TKψn‖H2 =
∑
n,j

|〈TKψn, φj〉H2|2 =
∑
n,j

|〈K,ψn ⊗ φj〉H3|2 = ‖K‖H2 ,

mostrando que TK ∈ HS(H1,H2) e ‖TK‖HS = ‖K‖H3 .
Seja T ∈ HS(H1,H2). Dáı, tem-se∑

n,j

|〈φj, Tψn〉H2|2 =
∑
n

‖Tψn‖2 = ‖T‖2 <∞,

o que permite definir a função

K0(x, y) =
∑
n,j

〈φj, Tψn〉H2ψn(y)⊗ φj(x)

no espaço H3, note que ‖K0‖H3 = ‖T‖HS.

Será verificado que T = TK0 .
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Se f ∈ H1 e g ∈ H2 tem-se

〈g, TK0〉H2 =

∫
X2

(
g(x)

∫
X1

K0(x, y)f(y)dµ(y)

)
dν(x)

= 〈g ⊗ f,K0〉H3

=
∑
n,j

〈φj, Tψn〉H2〈g ⊗ f, φj ⊗ ψn〉H3

=
∑
n,j

〈φj, Tψn〉H2〈g, φj〉H2〈ψn, f〉H1

=

〈∑
j

〈φj, g〉H2 ,
∑
n

〈ψn, f〉H1Tψn

〉
H2

=

〈
g,
∑
n

〈ψn, f〉H1Tψn

〉
H2

=

〈
g, T

∑
n

〈ψn, f〉H1ψn

〉
H2

= 〈g, Tf〉H2 .

Portanto, T = TK0 .
�

1.5 Transformada de Laplace

A técnica da Transformada de Laplace é uma poderosa ferramenta na determinação de soluções
de equações diferenciais ordinárias com condições iniciais. O operador L é um operador integral
linear que transforma edo’s em equações algébricas.

Definição 1.5.1 Dizemos que f é cont́ınua por partes em [a, b] se é cont́ınua exceto num
número finito de pontos deste intervalo e se em cada ponto x0 de descontinuidade existem os
limites laterais à direita e à esquerda.

Seja f : [0,∞)→ R e consideremos ∫ ∞
0

e−stf(t)dt,

onde s é uma variável real. Quando f é suficientemente bem comportada, esta integral conver-
girá para certos valores de s, definindo uma função de s, chamada de transformada de Laplace
de f, e será denotada por L(f) ou L(f)(s).

Definição 1.5.2 Dizemos que f é de ordem exponencial em [0,∞) se existem constantes C > 0
e α tais que

|f(t)| ≤ Ceαt, ∀t > 0,
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Teorema 1.5.3 (Condições suficientes para a existência de L) Se f é cont́ınua por
partes e de ordem exponencial, então existe um real α ∈ R tais que∫ ∞

0

e−stf(t)dt,

converge para todos os valores de s > α.

Demonstração. Como f é de ordem exponencial, existem C > 0 e α reais tais que

|f(t)| ≤ Ceαt.

Logo, temos que∣∣∣ ∫ ∞
0

e(−st)f(t)dt
∣∣∣ ≤ C

∫ ∞
0

e(α−s)t)dt = lim
t0→∞

C

s− α
[
1− e(α−s)t0)

]
=

C

s− α
,

se s > α.
�

Logo, a Transformada de Laplace de toda função de ordem exponencial existe. Mas será que
vale a rećıproca? A resposta é não e um contraexemplo pode ser a função f(t) = 1√

t
tem

transformada de Laplace, dada por
√

π
s

embora não seja de ordem exponencial.

1.5.1 Propriedades

Denotaremos por ε∞ o conjunto de todas as funções parcialmente cont́ınuas de ordem expo-
nencial.

Teorema 1.5.4 (Linearidade) Sejam f e g pertencentes a ε∞ e k ∈ R. Então, L(kf +
g)(s) = kL(f)(s) + L(g)(s).

Demonstração. A prova é simples e é dada por:

L(kf +g)(s) =

∫ ∞
0

e−st(kf +g)(t)dt = k

∫ ∞
0

e−stf(t)dt+

∫ ∞
0

e−stg(t)dt = kL(f)(s)+L(g)(s).

�

O próximo resultado diz que L é injetiva em ε∞.

Teorema 1.5.5 (Lerch) Sejam f e g pertencentes a ε∞. Suponha que existe s0 ∈ R tal que
L(f)(s) = L(g)(s), ∀s > s0. Então f(t) = g(t), ∀t > 0, exceto possivelmente nos pontos de
descontinuidade.

Demonstração. A demonstração deste teorema pode ser encontrada em [10, p.185]. �

Teorema 1.5.6 (Comportamento Assintótico de L(f)) Se f ∈ ε∞, então lim
s→∞
L(f)(s) =

0.
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Demonstração. Como existem constantes C > 0 e α ∈ R tais que

|L(f)(s)| ≤ C

s− α
, ∀s > α,

o resultado segue imediatamente. �

Teorema 1.5.7 Sejam f cont́ınua, f ′ cont́ınua por partes e de ordem exponencial em [0,∞).
Então

L(f ′) = sL(f)− f(0).

Demonstração. Por definição, temos que

L(f ′(t)) =

∫
0

e−stf ′(t)dt = lim
b→∞

∫ b

0

e−stf ′(t)dt.

Aplicando a integração por partes segue que:

L(f ′(t)) = lim
b→∞

e−sbf(b)− f(0) + s

∫ b

0

e−stf(t)dt = −f(0) + s

∫ ∞
0

e−stf(t)dt,

isto é,

L(f) = sL(f)− f(0).

�

Se a equação L(f)(t) = F (s) pode ser resolvida em relação a f(t), então a solução é essen-
cialmente única, diferindo apenas em pontos de descontinuidades. Esta solução é chamada de
Transformada Inversa de Laplace da função F (s) e é denotada por L−1(F )(s). Ela é caracteri-
zada pela propriedade:

L−1(F )(s) = f(t)⇔ L(f)(t) = F (s).

Um método conveniente para se obter as transformadas inversas de Laplace, consiste em
usar uma tabela de transformadas de Laplace.

Se uma transformada F (s) não puder ser encontrada na tabela, então podemos expandir em
frações parciais e escrever F (s) em termos de funções simples de s nas quais as transformadas
são conhecidas.

1.5.2 Algumas aplicações

Nesta subseção analisaremos algumas aplicações da transformada de Laplace. Outras aplicações,
como problemas de vibrações (osciladores harmônicos), de vigas (problemas de contorno), de di-
fusão (equações diferenciais parciais) e problemas de transporte (equações integro-diferenciais),
podem ser encontrados em [33, p.79].

Exemplo 1.5.8 Resolva o sistema de equações diferenciais lineares{
x′(t) = 2x(t)− 3y(t)
y′(t) = y(t)− 2x(t)
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Resolução: Aplicando a transformada de Laplace na variável t do sistema de EDO acima,
considerando que L(x(t)) = X(s) e L(y(t)) = Y (s), resulta que{

(s− 2)X(s) + 3Y (s) = 8
2X(s) + (s− 1)Y (s) = 3

.

Resolvendo simultaneamente as equações acima, usando o método de Cramer, temos

X(s) =

∣∣∣∣ 8 3
3 s− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ s− 2 3
2 s− 1

∣∣∣∣ =
5

s+ 1
+

3

s− 4

e

Y (s) =

∣∣∣∣ s− 2 8
2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ s− 2 3
2 s− 1

∣∣∣∣ =
5

s+ 1
− 2

s− 4
,

Assim, aplicando a transformada inversa de Laplace, obtemos que x(t) = 5e−t + 3e4t e
y(t) = 5e−t − 2e4t.

Exemplo 1.5.9 (Aplicação em circuitos elétricos): Seja um simples circuito RCL, onde
temos uma resistência R (em ohms), uma indutância L (em henrys), uma capacitância C (em
farads) e um gerador ou bateria, fornecendo uma força eletromotriz E(t). Quando a chave k
é fechada, ou seja, o circuito é fechado, uma carga q(t) (em coulombs) fluirá nas placas do
capacitor, gerando uma corrente I(t) = dq

dt
(t) (em amperes). O tempo t é medido em segundos.

Devemos lembrar que podemos definir a diferença de potencial no resistor, indutor, capacitor
e gerador, respectivamente, por

VR = RI(t) = Rdq
dt

(t), VL(t) = LdI
dt

(t) = Ld2q
dt2

(t), VC(t) = 1
C
q(t) e VG(t) = −E(t).

Assim, pela Lei de Kirchoff, temos que

L
d2q

dt2
(t) +R

dq

dt
(t) +

1

C
q(t) = E(t)

ou

L
d2I

dt2
(t) +R

dI

dt
(t) +

1

C
I(t) =

dE

dt
(t).

Através do uso da transformada de Laplace, podemos resolver as equações diferenciais acima,
sujeitas a condições iniciais do tipo da carga e corrente conhecidas em t = 0.

Problema 1: Um indutor de 2 henrys, um resistor de 16 ohms e um capacitor de 0.02
farads estão conectados em série a uma força eletromotriz de E(t) volts. Em t = 0, a carga
sobre o capacitor e a corrente no circuito são nulas. Encontre a carga e a corrente num tempo
t > 0 qualquer, se E(t) = 300V .
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Figura 1.1: Circuito RCL

Resolução: Sejam q(t) e I(t) a carga e a corrente, respectivamente, no circuito, num dado
tempo t. Assim, pela lei de Kirchoff, temos a seguinte equação,

2
dI

dt
(t) + 16I(t) +

1

0, 02
q(t) = E(t)

sujeita as condições iniciais q(0) = 0 e I(0) = q′(0) = 0.
Usando a transformada de Laplace, onde Q(s) = L(q(t)) e F (s) = L(E(t)), temos que:

(s2Q(s)− sq(0)− q′(0)) + 8(sQ(s)− q(0)) + 25Q(s) =
1

2
F (s).

Agora, usando as condições iniciais, e isolando Q(s) e aplicando a transformada inversa de
Laplace, obtemos

q(t) =
1

2
L−1

(
F (s)

s2 + 8s+ 25

)
. (1.2)

Dáı estamos aptos a calcular q(t) e I(t).
Para E(t) = 300V , resolveremos a Equação 1.2 usando a decomposição em frações parciais

e o completamento de quadrados, ou seja,

q(t) = 150L−1

(
1

s(s2 + 8s+ 25)

)
= 150L−1

(
A

s
+
B(s+ 4) + C

(s+ 4)2 + 9

)
= 6L−1

(
1

s
− (s+ 4) + 4

(s+ 4)2 + 9

)
= 6− e−4t[6cos(3t) + 8sen(3t)]

e

I(t) =
dq

dt
(t) = 50e−4tsen(3t).

Exemplo 1.5.10 (Aplicação à mecânica): Consideremos uma mola comum resistente a
compressão e à extensão. Suponhamos que esta mola está suspensa verticalmente, que sua



28

extremidade superior está presa em um suporte fixo e que na sua extremidade inferior está
fixado um corpo de massa m muito maior que a massa da mola, a um ponto que a massa da
mola possa ser desprezada.

Figura 1.2: Sistema Massa-mola amortecida

Puxando esta massa m verticalmente para baixo uma certa distância e, então, soltando-a,
este corpo passará a se movimentar.

Sabemos, pela segunda lei de Newton, que a resultante das forças que atuam sobre um corpo
é igual a força da inércia, ou seja, o produto da massa pela aceleração deste corpo.

Analisemos as forças que atuam sobre este corpo de massa m.

(1) Força da gravidade: F1 = m.g, onde g é a aceleração da gravidade.

(2) Força da mola: É a força exercida pela mola quando deformada. Esta força é
proporcional a deformação (quanto mais ŕıgida a mola, maior a constante de proporcionalidade
k). Quando o corpo está em repouso (posição de equiĺıbrio), esta mola tem um alongamento
s0 devido a força da gravidade que atua sobre o corpo. Esta força age no sentido para cima,
contrário a F1, e é igual em módulo a ks0 = m.g.

Chamamos de x(t) o deslocamento instantâneo da massa m num tempo t a partir de uma
posição de equiĺıbrio, com sentido positivo voltado para baixo. Assim, pela lei de Hooke, a força
da mola correspondente a um deslocamento x(t) é a resultante da força da mola na posição de
equiĺıbrio e a força causada pelo deslocamento, ou seja, F2 = −ks0 − kx(t).

Assim, a força que atua sobre o sistema é dada por

F = F1 + F2 = mg − ks0 − kx(t) = mg −mg − kx(t) = −kx(t).

Logo, se o amortecimento do sistema é tão pequeno que pode ser desprezado, segue que
−kx(t) é a resultante de todas as forças que agem sobre o corpo. Assim, de acordo com a lei
de Newton: ”Força é igual a massa vezes a aceleração”, temos que

m
d2x

dt2
(t) = −kx(t)

ou
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mx′′(t) + kx(t) = 0.

(3) Força de Amortecimento: Se levarmos em conta o amortecimento viscoso do sis-
tema, temos ainda no somatório das forças que atuam sobre o corpo uma força de amorteci-
mento que possui sentido contrário ao movimento, e que supomos proporcional a velocidade do
corpo. Para pequenas velocidades, esta hipótese constitui em uma boa aproximação.

Assim a força de amortecimento é da forma F3 = βx′(t).
Logo, a equação do movimento da mola pode ser escrita como

m
d2x

dt2
(t) = −kx(t)− βdx

dt
(t) ou mx′′(t) + βx′(t) + kx(t) = 0, (1.3)

onde a constante de proporcionalidade β é chamada de constante de amortecimento.
Podemos, ainda, ter uma força externa dependente de t, denotada aqui por f(t), atuando

sobre o sistema. Neste caso, temos que

m
d2x

dt2
(t) = −kx(t)− βdx

dt
(t) + f(t) ou mx′′(t) + βx′(t) + kx(t) = f(t).

Através do uso da transformada de Laplace, podemos resolver as equações diferenciais acima,
sujeitas a vários tipos de condições iniciais que são de interesse f́ısico.

Problema 2: Sabe-se que um peso de 5 Kg estica uma mola de 1
12
metros. O amorteci-

mento exerce uma força de 0, 02Kg para uma velocidade de 1
16
m/s.

Um peso de 613, 125g é ligado à mola e solto de uma posição 1
6
m abaixo da posição de

equiĺıbrio. Determine a posição deste corpo, em relação à posição de equiĺıbrio, em um dado
instante t.

Resolução: Pelo que vimos acima, a massa do corpo será de

m =
P

g
=

0, 613125

9, 81
=

1

16
Kg.s2/m

e as constantes da mola e de amortecimento assumirão os valores

k =
P

s0

= 60Kg/m

e

β =
força

velociddade
= 0, 12Kg.s/m.

Consequentemente, pela equação 1.3 temos que:

1

16
x′′(t) + 0, 12x′(t) + 60x(t) = 0,

onde x é medido em metros e t em segundos.
As condições iniciais são x(0) = 1

6
e x′(0) = 0.

A equação acima será resolvida usando a transformada de Laplace na variável t. Assim,

1

16
[s2X(s)− sx(0)− x′(0)] + 0, 12[sX(s)− x0] + 60X(s) = 0
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ou, multiplicando esta equação por 16 e usando as condições iniciais;

[
s2X(s)− s

6

]
+ 1, 92

[
sX(s)− 1

6

]
+ 960X(s) = 0→ X(s) =

1

6

s+ 1, 92

s2 + 1, 92s+ 960
.

Finalmente, usando a transformada inversa de Laplace e a técnica do completamento de
quadrados, temos

x(t) =
1

6
L−1

[
(s+ 0, 96) + 0, 96

(s+ 0, 96)2 + 959, 0784

]
∼=
e−0,96t

6

[
cos(30, 97t) +

0, 96

30, 97
sen(30, 97t)

]
.



Caṕıtulo 2

Núcleos Positivos Definidos e Espaços
de Hilbert de Reprodução

Esta seção apresenta resultados da teoria de núcleos positivos definidos, núcleos L2-positivos
definidos, algumas propriedades e exemplos clássicos. Estes resultados podem ser encontrados
em [14, cap.2].

2.1 Matrizes não-negativas definidas

Definição 2.1.1 Uma matriz An×n é não-negativa definida quando

xAxT ≥ 0, para todo x ∈ Cn.

Definição 2.1.2 Seja X um conjunto não-vazio. Dizemos que um núcleo K : X × X → C
sobre X é positivo definido quando a matriz A = (K(xi, xj)) de ordem n é não-negativa definida,
para qualquer n ≥ 1 e qualquer n-upla (x1, ..., xn) ∈ Xn.

Temos que a definição acima é equivalente à validade da desigualdade

n∑
i,j=1

cicjK(xi, xj) ≥ 0, (2.1)

quando n ≥ 1, {x1, ..., xn} ⊂ X e {c1, ..., cn} ⊂ C.

Escrevemos PD(X) para denotar a classe dos núcleos positivos definidos com domı́nio X ×X.

Após ter definido o que é um núcleo positivo definido veremos agora alguns exemplos.

Exemplo 2.1.3 Se f : X → C é uma função qualquer, o núcleo dado pela fórmula K := f⊗f ,
positivo definido. De fato, se {x1, ..., xn} ⊂ X e {c1, ..., cn} ⊂ C, então

31
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n∑
i,j=1

cicjK(xi, xj) =
n∑

i,j=1

cicjf(xi)f(xj)

=
n∑

i,j=1

cif(xi)cjf(xj)

=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

cif(xi)

∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Exemplo 2.1.4 Se X é um espaço vetorial complexo com produto interno 〈·, ·〉X , então K(x, y) :=
〈x, y〉X , x, y ∈ X, é positivo definido.

De fato,

n∑
i,j=1

cicjK(xi, xj) =
n∑

i,j=1

cicj〈xi, xj〉X

=
n∑

i,j=1

cicj〈xj, xi〉

=

〈
n∑
j=1

cjxj,
n∑
i=1

cixi

〉
X

=

〈
n∑
i

cixi,
n∑
j=1

cjxj

〉
X

=

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

cixi

∥∥∥∥∥
X

≥ 0.

2.1.1 Algumas propriedades de núcleos positivos definidos

Definição 2.1.5 Dizemos que λ ∈ C e v ∈ Cn são, respectivamente, autovalor e autovetor
associado a λ de uma matriz A se AvT = λvT .

Podemos tirar uma observação desta definição, se A for uma matriz não negativa definida
e λ for um autovalor, com v associado, temos que

0 ≤ vAvT = λvvT = λ‖v‖2, (2.2)

ou seja, garante que λ ≥ 0.

Definição 2.1.6 Seja H uma matriz qualquer. Dizemos que H é autoadjunta se 〈HxT , y〉Cn =
〈x,HyT 〉Cn, para todo x, y ∈ Cn, onde 〈·, ·〉Cn é o produto interno canônico em Cn.
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Proposição 2.1.7 Seja K ∈ PD(X), então dados x, y ∈ X as seguintes afirmações são ver-
dadeiras:

(i) K(x, x) ≥ 0, ou seja, K é diagonalmente não negativo;
(ii) K(x, y) = K(y, x), ou seja, K é hermitiano;
(iii) |K(x, y)|2 ≤ K(x, x)K(y, y), isto é, K é diagonalmente dominante.

Demonstração. (i) Bastar tomar n = 1 e c1 = 1 na desigualdade 2.1.

(ii) Como K ∈ PD(X), então a matriz A = (K(xi, xj)) de ordem n é não negativa definida
para qualquer n ≥ 1 e qualquer n-upla (x1, x2, ..., xn) ∈ Xn, ou seja, wAwT ≥ 0, ∀w ∈ Cn.

Tomando n = 2, w = (1, 1) e fazendo aij = K(xi, xj), então

0 ≤ (1, 1)

(
a11 a12

a21 a22

)(
1
1

)
= a11 + a12 + a21 + a22.

Pelo item (i) segue que a11, a22 ∈ R e, assim temos que Im(a12) = −Im(a21). Agora tomando
w = (1, i),

0 ≤ (1, i)

(
a12 a12

a21 a22

)(
1
i

)
= a11 − ia12 + ia21 + a22.

Logo, Re(a12) = Re(a21) e a12 = a21, ou seja, K(x, y) = K(y, x), ∀x, y ∈ X.

(iii) Observando o item (ii), temos que A é autoadjunta. Assim, pela expressão 2.2, segue
que

det

(
a11 a21

a21 a22

)
= a11a22 − |a21|2 = λ1λ2 ≥ 0,

onde λ1 e λ2 são autovalores da matriz A. Dáı, |a21|2 ≤ a11a22, isto é,

|K(x, y)|2 ≤ K(x, x)K(y, y), ∀x, y ∈ X.

�

Denotamos a função κ definida por

κ(x) := K(x, x), x ∈ X.

Corolário 2.1.8 Sejam K : X×X → C um núcleo positivo definido e a matriz A = (K(xi, xj)),

i, j = 1, ..., n, então existe uma matriz G tal que A = GG
T

Demonstração. Da Proposição 2.1.7, temos que A = A
T

e dáı que A é autoadjunta. Dáı,
da unicidade da raiz quadrada, Lema 1.4.10, existe uma matriz G autoadjunta não negativa

definida tal que A = G2. Pelo fato de G ser autoadjunta, vem que G = G
T

, e portanto,

A = GG
T

.
�

Teorema 2.1.9 Sejam K1, K2, ..., Kq ∈ PD(X) e d1, d2, ..., dq ≥ 0:
(i) A soma

∑q
l=1 dlKl está em PD(X);

(ii) O produto K1K2 está em PD(X);
(iii) Se {Kn(x, y)} converge para K(x, y), então K ∈ PD(X);
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(iv) Se K é núcleo simétrico, ou seja, K(x, y) = K(y, x), x, y ∈ X. Então K é positivo
definido se, e somente se,

n∑
i,j=1

cicjK(xi, xj) ≥ 0,

para todo n ∈ N, {x1, x2, ..., xn} ⊆ X e {c1, c2, ..., cn} ⊆ R.

Demonstração. (i) Observe que se K =

q∑
l=1

dlKl, então

n∑
i,j=1

cicjK(xi, xj) =

q∑
l=1

dl

(
n∑

i,j=1

cicjKl(xi, xj)

)
≥ 0.

Portanto K ∈ PD(X).

(ii) Temos que mostrar que K1(x, y)K2(x, y), ∀x, y ∈ X é positivo definido. Dessa forma,
temos que provar que (K1(xi, xj)(K2(xi, xj)) é não negativa definida. Consideremos A = (aij) =
K1(xi, yj) e B = (bij) = K2(xi, yj). Usando o Corolário 2.1.8, existe uma única matriz G tal

que A = GG
T

. Assim, tomando G = (gij), e fazendo A = GG
T

, vem que

aij =
n∑
q=1

giqgjq, para i, j = 1, ..., n.

Sejam c1, ..., cn ∈ C quaisquer, então como a matriz B é não negtiva definida,

n∑
i,j=1

cicjaijbij =
n∑
q=1

n∑
i,j=1

cigiqcjgjqbij =
n∑

i,j=1

aiajbij ≥ 0,

onde ai =
n∑
q=1

cigiq e aj =
n∑
q=1

cjgjq.

(iii) Pelo fato de {Kn(x, y)} convergir para K(x, y), temos

n∑
i,j=1

cicjK(xi, xj) = lim
q→∞

n∑
i,j=1

cicjKq(xi, xj) ≥ 0,

logo K ∈ PD(X).
(iv) Basta notar que se {x1, ..., xn} ⊆ X e {c1, ..., cn} ⊆ C onde cj = aj + ibj, j = 1, ..., n,

com aj e bj reais, então

n∑
j,l=1

cjclK(xj, xl) =
n∑

j,l=1

(ajal + bjbl)K(xj, xl) + i
n∑

j,l=1

(bjal − ajbl)K(xj, xl).

Agora, como K é simétrico, segue que

n∑
j,l=1

(bjal − ajbl)K(xj, xl) =
n∑

j,l=1

(bjal)K(xj, xl)−
n∑

j,l=1

(ajbl)K(xl, xj) = 0.

�

O próximo exemplo é o núcleo mais conhecido dessa teoria e é chamado núcleo Gaussiano.
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Exemplo 2.1.10 O núcleo K(x, y) = e−ε
2|x−y|2 , x, y ∈ Rn, ε > 0 é positivo definido.

Mostremos inicialmente que K(x, y) = e−ε
2|x−y|2 , x, y ∈ R, ε > 0 é positivo definido.

Sabemos que

e2ε2xy =
∞∑
l=0

(2ε2)l

l!
xlyl, x, y ∈ X ⊂ R.

Assim,
n∑

i,j=1

cicje
2ε2xixj =

∞∑
l=0

(2ε2)l

l!

n∑
i,j=1

cicjx
l
ix
l
j =

∞∑
l=0

(2ε2)l

l!

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

cix
l
i

∣∣∣∣∣
2

≥ 0.

Como

K(x, y) = e−ε‖x−y‖
2

= e−ε
2x2e−ε

2y2+2ε2xy = e−ε
2x2−ε2y2e2ε2xy

temos que

n∑
i,j=1

cicjK(xi, xj) =
n∑

i,j=1

didje
2ε2xixj ≥ 0,

onde di = cie
−ε2x2i .

Dessa forma, usando o ı́tem (ii) do Teorema 2.1.9 tem-se a positividade do núcleo Gaussi-
ano.

Exemplo 2.1.11 Sejam {φn} uma sequência de funções com domı́nio X e {µn} uma sequência
de termos não-negativos. Se a série

∑∞
n=1 µnφn(x)φn(y) for pontualmente convergente em X×

X, então, pelas propriedades anteriores, temos que

K(x, y) :=
∞∑
n=1

µnφn(x)φn(y)

pertence a PD(X).

A próxima observação define uma extensão de um núcleo positivo definido:

Observação: Se Y ⊂ X e K ∈ PD(Y ), a extensão K̇ de K é dada por

K(x, y) =

{
K(x, y), x, y ∈ Y
0, x /∈ Y ou y /∈ Y.

Se Y ⊂ X e K ∈ PD(Y ), a extensão K̇ de K a X ×X que é nula fora de Y × Y , define um
elemento de PD(X).

Se Y ⊂ X e K : X × X → C são tais que K : Y × Y → C é positivo definido em Y , não
podemos afirmar que K ∈ PD(X).
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2.2 Núcleos L2-positivos definidos

Nesta seção será feito um breve estudo sobre a classe dos núcleos L2-positivos, núcleos esses
que melhor se encaixam ao contexto de espaços de Hilbert e apresentaremos alguns resultados
dessa teoria. Em [14, p.25] podemos encontrar outros teoremas e observações.

Definição 2.2.1 Sejam (X,M, µ) um espaço de medida e K ∈ L2(X ×X). Dizemos que K é
um núcleo L2- positivo definido quando

〈K(φ), φ〉2 =

∫
X

(∫
X

K(x, y)φ(y)dµ(y)

)
φ(x)dµ(x) ≥ 0, φ ∈ L2(X).

Denotamos por L2PD(X) o conjunto dos núcleos L2-positivos definidos.

Exemplo 2.2.2 Sejam (X,M, µ) um espaço de medida e f ∈ L2(X). Como∫
X

(∫
X

f(x)f(y)φ(y)dµ(y)

)
φ(x)dµ(x) =

∣∣∣∣∫
X

f(x)φ(x)dµ(x)

∣∣∣∣2 , φ ∈ L2(X),

temos que K := f ⊗ f ∈ L2PD(X).

O próximo lema indica um contexto onde as definições de núcleos positivos definidos e
L2-positivos definidos coincidem.

Lema 2.2.3 Sejam X um subconjunto mensurável de Rm e K ∈ L2(X × X). Então, K ∈
L2PD(X) se, e somente se, K̇ ∈ L2PD(Rm).

Demonstração. Basta observar dois fatos: se φ ∈ L2(Rm), então φ|X ∈ L2(X); se ψ ∈ L2(X)
e definirmos ψ̇(x) := χX(x)ψ(x), x ∈ Rm, então ψ̇ ∈ L2(Rm). �

Proposição 2.2.4 Seja X um subconjunto mensurável de Rm. Se K ∈ PD(X), K̇ é um
elemento de L2(X ×X) e a função

(x, y) ∈ Rm × Rm 7→ K̇(x, y)φ(x)φ(y), φ ∈ L2(Rm) ∩ C(Rm),

é Riemann-integrável, então K ∈ L2PD(X).

Demonstração. A prova desta proposição pode ser encontrada em [14, p.26]. �

Para ficar mais fácil ao leitor, a partir de agora denotaremos por ∂X a fronteira do conjunto
X e Xo indica o interior do conjunto X. O próximo resultado é uma aplicação da Proposição

2.2.4.

Corolário 2.2.5 Sejam X um subconjunto mensurável de Rm e K ∈ C(X × X). Se K ∈
PD(X) ∩ L2(X ×X) e ∂(X) tem medida nula, então K ∈ L2PD(X).

Vejamos mais um exemplo de núcleo L2-positivo definido:

Exemplo 2.2.6 Se X ⊂ Rm é mensurável, tem fronteira com medida nula e medida finita,
então os exemplos 2.2.2 e 2.1.3 mostram que se K(x, y) := cos(|x| − |y|), x, y ∈ X, então
K ∈ L2PD(X) ∩ PD(X).
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Definição 2.2.7 Dizemos que um subconjunto X ⊂ Rm é ∂-mensurável quando: X é men-
surável, ∂(X) = ∂(Xo) e Xo é não vazio.

O próximo resultado nos mostra uma situação onde a restrição de um núcleo L2-positivo
definido torna-se positivo definido.

Proposição 2.2.8 Se X é ∂-mensurável, então L2PD(X) ∩ C(X ×X) ⊂ PD(X).

Demonstração. TomemosX ∂-mensurável. SejamK ∈ L2PD(X)∩C(X×X), {x1, x2, ..., xn} ⊂
Xo e {c1, c2, ..., cn} ⊂ C. Tome ε > 0 de tal forma que o cubo C[xj, ε] esteja em Xo,
j = 1, 2, ..., n, e defina

φj(x) =
1

|C[xj, ε]|
χC[xj ,ε](x), j = 1, 2, ..., n.

Como φj ∈ L2(X), j = 1, 2, ..., n, segue que φ(x) =
∑n

j=1 cjφj(x) ∈ L2(X).

Então

0 ≤
∫
X

∫
X

K(x, y)φ(y)φ(x)dxdy =

∫
X

∫
X

K(x, y)
n∑

i,j=1

cjφj(y)ciφi(x)dxdy

=
n∑

i,j=1

cicj
1

|C[(xi, xj), ε]|

∫
C[(xi,xj),ε]

K(x, y)dxdy.

Agora usando o Teorema da Diferenciação de Lebesgue 1.2.11, temos que

n∑
i,j=1

cicjK(xi, xj) ≥ 0.

O caso geral segue aproximando-se elementos de X por elementos de Xo e usando-se argu-
mentos de continuidade. �

Sob algumas condições, estas definições que vimos de núcleos coincidem. O próximo teorema
diz isto.

Teorema 2.2.9 Sejam X um conjunto ∂-mensurável e K ∈ L2(X×X)∩C(X×X). Se ∂(X)
tem medida nula, as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) K ∈ PD(X);
(ii) K ∈ L2PD(X);
(iii) K é um operador positivo sobre L2(X ×X).

Demonstração. (i) ⇒ (ii) : Por hipótese temos que X é ∂-mensurável, K ∈ C(X × X) e
∂(X) tem medida nula, segue do Corolário 2.2.5 que K ∈ L2PD(X).

(ii) ⇒ (i) Como X é ∂-mensurável e K ∈ C(X × X), temos pela Proposição 2.2.8 que
K ∈ PD(X).

(ii)⇔ (iii) : é imediata. �

Apresentaremos dois resultados que caracterizam núcleos L2-positivos definidos, através de
núcleos positivos definidos cont́ınuos e das medidas tomadas nos espaços mensuráveis. Estes
e mais resultados (mais gerais), bem como suas demonstrações, podem ser encontrados em
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[13, p.21]. Em [14, p.37] pode-se ver outras propriedades dos núcleos L2-positivos definidos e
também como representá-los como séries absoluta e uniformemente convergentes.

Denotamos por CB(X) o conjunto das funções cont́ınuas e limitadas em X, que se anulam fora
de um subconjunto limitado de X.

Teorema 2.2.10 Seja X um subconjunto mensurável de Rm munido da restrição da medida
de Lebesgue usual µ. Todo núcleo K em PD(X) ∩ C(X × X) que gera um operador integral
limitado em L2(X,µ) é um elemento de L2PD(X).

Demonstração. Seja K um núcleo em PD(X) ∩ C(X ×X) para o qual K é limitado. Como
CB(X) é denso em L2(X,µ) [18, p.217], para mostrar que 〈K(f), f〉2 ≥ 0, f ∈ L2(X,µ),
basta mostrar que 〈K(f), f〉2 ≥ 0, f ∈ CB(X). Seja então f ∈ CB(X) e denote por Xf um
subconjunto limitado de X para o qual f(x) = 0, x ∈ X \Xf . Existe uma sequência {An} de
subconjuntos compactos de Xf para os quais An ⊂ An+1, n = 1, 2, ... e limn→∞ µ(Xf \An) = 0

[18, p.70]. Em particular, o núcleo Kf definido por Kf (x, y) = K(x, y)f(x)f(y), x, y ∈ X, é
uniformemente cont́ınuo em An ×An. Aplicando o Teorema da Convergência Monótona 1.2.3,
obtemos a convergência de {KfχAn×An} para Kf , em L1(X ×X,µ× µ). Agora, para cada n,
podemos encontrar um número real b = b(n) > 0 tal que An ⊂ [− b

2
, b

2
]m. Escrevendo[

− b
2
,
b

2

]
= ∪kmj=1C

k
j ,

onde Ck
1 , C

k
2 , ..., C

k
km , são cubos m-dimensionais de lados b

k
, paralelos aos eixos coordenados,

podemos decompor An da seguinte forma

An = ∪kmj=1A
k
j , Akj ⊂ Ck

j , Akj ∩ Akl = ∅, l 6= k.

Assumindo, por simplicidade, que Akj 6= ∅, escolhendo xj ∈ Akj , j = 1, 2, ..., km, e definindo

gnk =
km∑
i,j=1

K(xki , x
k
j )f(xki )f(xkj )χAki×Akj ,

é fácil ver que {gnk} converge uniformemente para KfχAn×An em An × An, quando k → ∞.
Ainda, como K ∈ PD(X), segue que gnk (x, y) ≥ 0, x, y ∈ An. Considerando o fato de
KfχAn×An ser limitado e µ(An) < ∞, podemos usar o Teorema da Convergência Dominada
1.2.4 para concluir que∫

X

∫
X

Kf (x, y)dµ(x)dµ(y) =

∫
Xf

∫
Xf

Kf (x, y)dµ(x)dµ(y)

= lim
n→∞

∫
An

∫
An

Kf (x, y)dµ(x)dµ(y)

= lim
n→∞

(
lim
k→∞

∫
An

∫
An

gnk (x, y)dµ(x)dµ(y)

)
≥ 0.

Portanto K ∈ L2PD(X).
�

Corolário 2.2.11 Seja X um espaço topológico de Hausdorff, localmente compacto e munido
de uma medida de Radon µ. Todo núcleo K em PD(X) ∩ C(X × X) que gera um operador
integral limitado em L2(X,µ) é um elemento de L2PD(X).
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Demonstração. Para demonstrar esse corolário devemos usar a mesma ideia que foi usada na
demonstração do Teorema anterior, tomando An compacto [18, p.217] e Akn = K−1

f (Ck
j ) ∩ An

onde cada Cr
j é um quadrado de lado b

k
em C e a famı́lia {Cr

j } é disjunta e cobre a imagem de
An × An por Kf .

�
A rećıproca do teorema anterior vale em contextos mais gerais, mas é necessário algumas

restrições sobre a medida. Se X é um espaço topológico e µ uma medida de Borel (completa
ou σ-finita), dizemos que µ é uma medida estritamente positiva, se todo aberto de X possui
medida não nula e todo ponto de X possui uma vizinhança aberta com medida finita. Assim,
neste caso, todo compacto de X possui medida finita. Dáı, segue o próximo resultado.

Teorema 2.2.12 Seja X um espaço topológico munido de uma medida estritamente positiva
µ. Então,

L2PD(X,µ) ∩ C(X ×X) ⊂ PD(X).

Demonstração. SejamK ∈ L2PD(X,µ)∩C(X×X), x1, x2, ..., xn pontos emX e c1, c2, ..., cn
em C. Da continuidade de K e do fato de X × X estar munido da topologia produto segue
que, para cada ε > 0 e j ∈ {1, 2, ..., n}, existe um conjunto aberto Xε

j tal que xj ∈ Xε
j e

|K(x, y)−K(xi, xj)| < ε, x ∈ Xε
i , y ∈ Xε

j , i, j = 1, 2, ..., n.

Como µ é estritamente positiva, pode-se supor que 0 < µ(Xε
j ) <∞, j = 1, 2, ..., n.

Assim, integrando esta expressão, obtemos

1

µ(Xε
i )µ(Xε

j )

∫
Xε
i

∫
Xε
j

|K(x, y)−K(xi, xj)|dµ(x)dµ(y) < ε.

Em particular

lim
ε→0+

1

µ(Xε
i )µ(Xε

j )

∫
Xε
i

∫
Xε
j

K(x, y)dµ(x)dµ(y) = K(xi, xj).

Tomando as funções

fε :=
n∑
j=1

cj
µ(Xε

j )
χXε

j
, ε > 0;

que estão em L2(X,µ). Da desigualdade

0 ≤ 〈K(fε), fε〉2 =
n∑

i,j=1

cicj
1

µ(Xε
i )µ(Xε

j )

∫
Xε
i

∫
Xε
j

K(x, y)dµ(x)dµ(y)

vem que

0 ≤
n∑

i,j=1

cicjK(xi, xj),

ou seja, K ∈ PD(X).

�
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2.2.1 O Teorema de Mercer

Este teorema recebeu este nome em homenagem a J. Mercer, autor do clássico artigo [26]
que deu origem a vários estudos de propriedades espectrais de operadores gerados por núcleos
positivos definidos no caso em que X = [0, 1]. Esta foi a primeira versão deste resultado. Outros
resultados e conexões com o Teorema de Mercer podem ser encontrados em [17] e a expansão
de Karhunen-Loève [3, p.70] pode ser destacada como uma aplicação do Teorema.

Teorema 2.2.13 (Mercer) Seja X um espaço topológico localmente compacto, e seja µ uma
medida de Borel positiva σ-finita em X satisfazendo µ(U) > 0 para todo subconjunto aberto
não vazio de X. Suponhamos que uma função cont́ınua K : X × X → K possui as seguintes
propriedades:

(i) K(x, y) = K(y, x);
(ii) K é B(X)⊗ B(X)-mensurável e K ∈ L2(X ×X,µ× µ);
(iii) K(x, ·) ∈ L2(X,µ) para todo x ∈ X;

(iv) K(f) :=

∫
X

K(·, y)f(y)dµ(y) define uma função cont́ınua em X para qualquer f ∈

L2(X,µ);
(v) 〈K(f), f〉2 ≥ 0 para toda f ∈ L2(X,µ).

Então, para todo x, y ∈ X, vale a igualdade

K(x, y) =
N∑
n=1

λnϕn(x)ϕn(y), (2.3)

onde a série é absoluta e uniformemente convergente em todo subconjunto compacto de X×X.

Demonstração. Primeiramente, podemos notar que K é um operador Hilbert-Schmidt, não
negativo e autoadjunto em L2(X,µ) (por (i), (ii) e (v)), assim, pelo Teorema Espectral 1.4.9,
tome

K =
N∑
n=1

λn〈·, ϕn〉2ϕn,

onde N ∈ N ∪ {0,∞} e λn > 0, para todo n ∈ N, com n ≤ N .

Seja n ∈ N, n ≤ N e tome Kn(x, y) =
n∑
i=1

λiϕi(x)ϕi(y).

Assim,

‖K −Kn‖2
2 = ‖K‖2

2 −
n∑
i=1

λ2
i = 0, se N <∞, n = N, (2.4)

e

‖K −Kn‖2
2 = ‖K‖2

2 −
n∑
i=1

λ2
i → 0, se N =∞. (2.5)

Se N <∞, então 2.4 implica que K = KN µ× µ-quase sempre e dáı a igualdade 2.3 segue
imediatamente, desde que K e KN sejam cont́ınuos em X ×X.
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N =∞. Se este fato acontece, então a expressão 2.5 nos diz que em L2(X ×X,µ× µ) temos

K(x, y) =
∞∑
i=1

λiϕi(x)ϕi(y)

e

Gn(x, y) = K(x, y)−Kn(x, y) =
∞∑

i=n+1

λiϕi(x)ϕi(y).

Consequentemente, para toda f ∈ L2(X,µ),

∫
X×X

Gn(x, y)f(x)f(y)d(µ× µ)(x, y) =
∞∑

i=n+1

λi

∫
X

∫
X

ϕi(x)ϕi(y)f(x)f(y)dµ(x)dµ(y) (2.6)

e por sua vez, temos

∞∑
i=n+1

λi

∫
X

∫
X

ϕi(x)ϕi(y)f(x)f(y)dµ(x)dµ(y) =
∞∑

i=n+1

λi|〈f, ϕi〉2|2 ≥ 0.

Assim Gn ∈ L2PD(X) e a PD(X) Seja x ∈ X e suponha K(x, x) < Kn(x, x). Pela
continuidade de K e Kn, existe uma vizinhança aberta U de x ∈ X tal que K(x′, y) <
Kn(x′, y), (x′, y) ∈ U × U em U × U . Então µ(U) > 0, pois µ é positiva, e desde que µ
seja σ-finita, podemos escolher V ∈ B(X) tal que V ⊂ U e 0 < µ(V ) < ∞. Agora para
f := χV ∈ L2(X), a integral na expressão 2.6 é estritamente negativa, o que é contradição.
Logo K(x, x) ≥ Kn(x, x), e fazendo n→∞ temos que,

∞∑
i=1

λi|ϕi(x)|2 ≤ K(x, x) <∞, para todo x ∈ X. (2.7)

Então, para qualquer subconjunto W de X, em que K(x, x) é limitado, pela Desigualdade de
Cauchy-Schwarz, temos que

sup
y∈W

∣∣∣∣∣
n∑

i=m+1

|λiϕi(x)ϕi(y)|

∣∣∣∣∣
2

≤ sup
y∈W

(
n∑

i=m+1

λi|ϕi(x)|2
n∑

i=m+1

λi|ϕi(y)|2
)

≤ sup
y∈W

K(y, y)
n∑

i=m+1

λi|ϕi(x)|2 → 0,

quando m,n→∞.
Assim para cada x ∈ X a série

∑∞
i=1 λiϕi(x)ϕi de funções cont́ınuas em X é absoluta e

uniformemente convergente em todo subconjunto compacto de X, e o limite, que é chamado
Hx, é mais uma vez uma função cont́ınua em X desde que X seja localmente compacto.

Por outro lado, se Ψ ∈ N(K) então
∫
X
K(x, y)Ψ(y)dµ(y) = 0, para x ∈ X µ−quase sempre,

e isto é verdade para qualquer x ∈ X desde que
∫
X
K(·, y)Ψ(y)dµ(y) seja cont́ınua. Agora seja

x ∈ X. Então,

〈ϕn, K(x, ·)〉2 =

∫
X

K(x, y)ϕn(y)dµ(y) = λnϕn(x), n ∈ N, (2.8)
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〈Ψ, K(x, ·)〉2 =

∫
X

K(x, y)Ψ(y)dµ(y) = 0, Ψ ∈ N(K). (2.9)

Logo K(x, ·) ∈ N(K)⊥, e então a expressão 2.8 nos rende a série

K(x, ·) =
∞∑
i=1

λiϕi(x)ϕi (2.10)

em L2(X,µ), assim {ϕn}n∈N é um sistema completo ortonormal de N(K)⊥. Podemos tomar
uma subsequência {nk}k∈N de N de modo que

∑nk
i=1 λiϕi(x)ϕi(y) converge para K(x, y), quando

k →∞ para y ∈ X µ− quase sempre, e isso converge para Hx(y) para todo y ∈ X pelo que foi
explicado anteriormente. Logo K(x, ·) = Hx µ− quase sempre e portanto em toda parte de
X pela continuidade de K(x, ·) e Hx. Em outras palavras, para cada x ∈ X, a expansão 2.10
é válida em L2(X,µ) e no sentido da convergência absoluta e uniforme em todo subconjunto
compacto de X. Em particular,

K(x, x) =
∞∑
i=1

λi|ϕi(x)|2, para todo x ∈ X, (2.11)

onde Kn(x, x) é não decrescente. Assim, como o limite K(x, x) e cada termo λi|ϕi(x)|2 da série
de 2.11 são cont́ınuos em x ∈ X, juntamente com o Teorema de Dini 1.1.3, implicam que a
convergência da expansão 2.11 é uniforme em todo subconjunto compacto de X.

Seja Γ um subconjunto compacto de X ×X, Γ1 := {x ∈ X|(x, y) ∈ Γ para algum y ∈ X}
e Γ2 := {y ∈ X|(x, y) ∈ Γ para algum x ∈ X}. Então Γ1 e Γ2 são subconjuntos compactos de
X e Γ ⊂ Γ1 × Γ2. Portanto,

sup
(x,y)∈Γ

∣∣∣∣∣
∞∑
i=n

λiϕi(x)ϕi(y)

∣∣∣∣∣
2

≤ sup
(x,y)∈Γ

(
∞∑
i=n

λi|ϕi(x)|2
∞∑
i=n

λi|ϕi(y)|2
)

≤ sup
x∈Γ1

∞∑
i=n

λi|ϕi(x)|2 sup
y∈Γ2

∞∑
i=n

λi|ϕi(y)|2 → 0,

quando n → ∞ e por fim segue que K(x, y) =
∑∞

i=1 λiϕi(x)ϕi(y) para todo x, y ∈ X, com
convergência absoluta e uniforme em compactos.

�

Integrando 2.11, e usando o Teorema da Convergência Monótona 1.2.3, temos o seguinte
resultado.

Corolário 2.2.14 Se κ(x) = K(x, x), x ∈ X, está em L2(X,µ), então K é nuclear e

tr(K) =
∞∑
i=1

λi =

∫
X

κ(x)dµ(x).
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2.3 Espaços de Hilbert de Reprodução

Os espaços de Hilbert de reprodução (reproducing kernel Hilbert spaces) têm sua origem no
famoso artigo de Aronszajn [1] e são utilizados em diversas áreas da Matemática, entre eles, Te-
oria do Aprendizado [8], Teoria da Aproximação, onde são chamados de espaços nativos, Análise
Funcional, Probabilidade e Estat́ıstica [3, 12], etc. Uma formalização e várias propriedades em
torno da definição de espaços de reprodução podem ser encontradas em [1, 8].

Existem algumas formas de definir o que é um espaço de Hilbert de reprodução, porém
independente da forma que os definimos, teremos as mesmas propriedades.

Definição 2.3.1 Seja H um espaço de Hilbert de funções f : X → C definidas em um conjunto
não vazio X. Para cada x ∈ X, a função δx : H → C dada por δx(f) = f(x) é chamada de
função avaliação em x.

Observação: Todas as funções avaliações são lineares já que para quaisquer f, g ∈ H e α ∈ C,
temos

δx(αf + g) = (αf + g)(x) = αf(x) + g(x) = αδx(f) + δx(g).

Definição 2.3.2 Um espaço de Hilbert de funções f : X → C, definidas em um conjunto não
vazio X, é um Espaço de Hilbert de Reprodução (EHR), se δx é cont́ınua, para todo
x ∈ X.

Uma propriedade importante em teoria da aproximação é a que segue.

Lema 2.3.3 Seja {fn} uma sequência de funções em um EHR H convergindo para uma função
f desse espaço. Então, {fn} converge pontualmente para f , ou seja, se lim

n→+∞
‖fn − f‖H = 0,

então lim
n→+∞

fn(x) = f(x),∀x ∈ X. Essa convergência é uniforme em todo Y ⊂ X tal que

supx∈Y ‖f(x)‖ <∞.

Demonstração. Basta notar que, se x ∈ X, então

|fn(x)− f(x)| = |δx(fn)− δx(f)| = |δx(fn − f)| ≤ ‖δx‖‖fn − f‖H,
onde ‖δx‖ é a norma da função avaliação que é limitado por definição.

Definição 2.3.4 Seja H um espaço de Hilbert de funções f : X → C para um conjunto não
vazio X. Uma função K : X ×X → C é chamada de núcleo associado a H se satisfizer:

(i) ∀x ∈ X, K(·, x) ∈ H;
(ii) ∀x ∈ X e ∀f ∈ H, 〈f,K(·, x)〉H = f(x).
Onde K(·, x) : X → C, y ∈ X 7→ K(x, y).

Observação: Pode-se notar que tomando f = K(·, y) ∈ H tem se

K(x, y) = f(x) = 〈f,K(·, x)〉H = 〈K(·, y), K(·, x)〉H para x, y ∈ X. (2.12)

Observemos também que K(x, x) ≥ 0, pois

K(x, x) = 〈K(·, x), K(·, x)〉H = ‖K(·, x)‖2
H.

A próxima proposição liga o conceito de núcleo positivo definido aos espaços de Hilbert de
reprodução.
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Proposição 2.3.5 Seja K o núcleo associado a H. Se existir, o núcleo associado a H é único.

Demonstração. Suponha que H tenha dois núcleos associados K1 e K2. Assim,

〈f,K1(·, x)−K2(·, x)〉H = 〈f,K1(·, x)〉H − 〈f,K2(·, x)〉H
= f(x)− f(x)

= 0,∀f ∈ H, ∀x ∈ X.

Logo, tomando f = K1(·, x)−K2(·, x), obtem-se:

‖K1(·, x)−K2(·, x)‖2
H = 0⇐⇒ K1(·, x)−K2(·, x) = 0, ∀x ∈ X.

Portanto K1 = K2. �

Teorema 2.3.6 O espaço H é um EHR ⇐⇒ H tem um núcleo associado.

Demonstração. Suponha que δx ∈ H
′
, onde H′ é o dual de H, ou seja, δx é limitada . Pelo

Teorema da Representação de Riesz 1.3.24, existe um elemento hx ∈ H tal que

δx(f) = 〈f, hx〉H,∀ f ∈ H.

Defina
K(y, x) = hx(y), ∀ x, y ∈ X.

Então, claramente
K(·, x) = hx ∈ H

e
〈f,K(·, x)〉H = δx(f) = f(x).

Logo, K é núcleo associado a H.

Suponha que o espaço de HilbertH tenha um núcleo associado K. Assim, pela Desigualdade
de Cauchy-Schwarz, para qualquer f ∈ H e ∀x ∈ X, tem-se

|δx(f)| = |f(x)| = |〈f,K(·, x)〉H| ≤ ‖K(·, x)‖H‖f‖H =
√
〈K(x, x)〉H‖f‖H. (2.13)

Logo, o funcional linear δx : H → C é limitado, com ‖δx‖ ≤
√
K(x, x). Portanto, H é um

EHR.
�

Outra caracterização desses espaços está expĺıcita na próxima observação.

Observação A definição de núcleo positivo definido possibilita definir um produto interno no
espaço das funções

g(x) =
n∑
i=1

ciK(x, xi)

com

〈g, h〉 =
n∑

i,j=1

cidjK(xi, xj),

onde h(x) =
∑n

j=1 djK(xj, x). O completamento desse espaço é chamado de espaço de Hil-
bert de reprodução, pois

|g(x)| ≤ |〈g,K(·, x)〉| ≤ ‖g‖‖K(·, x)‖.
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Denotaremos por EHR = HK , o espaço de Hilbert de reprodução com núcleo associado K.

Os próximos resultados são propriedades de espaços de Hilbert de reprodução e podem ser
encontrados em [13, p.44].

Teorema 2.3.7 Seja K um núcleo positivo definido sobre X. Se a função κ é limitada em
subconjuntos compactos de X e cada função K(·, x) é cont́ınua então HK é subconjunto de
C(X).

Demonstração. Seja fn uma sequência convergente para f em HK . Neste caso,

|fn(x)− f(x)| = |〈fn − f,K(·, x)〉HK | ≤ ‖fn − f‖HKκ(x)
1
2 , x ∈ X.

Se fn =
∑n

i=1 ciK(·, xi), κ é limitada em compactos e cada K(·, x) é cont́ınua, dáı segue pelo
Teorema 1.1.7 que f é cont́ınua. Como o conjunto das funções com a descrição acima é denso
em HK , o resultado segue.

�

Até o final da seção, consideraremos K como sendo um núcleo L2-positivo definido cont́ınuo
e usaremos algumas propriedades de K e K apresentadas anteriormente para estudar outras
propriedades de HK .

Temos que todas as funções de HK são cont́ınuas e o próximo resultado apresenta um
contexto onde a inclusão de H em C(X) é limitada. A condição que tomamos sobre K aparece
em diversos problemas que envolvem o Teorema de Mercer para K e K ([15]).

Corolário 2.3.8 Se sup
x∈X

κ(x) <∞ então a inclusão i : HK ↪→ C(X) é limitada.

Demonstração. SejamK um núcleo positivo sobreX, f ∈ HK e x ∈ X. Usando a propriedade
de reprodução, temos

|f(x)| = |〈f,K(·, x)〉HK |
≤ ‖f‖HK‖K(·, x)‖HK
= ‖f‖HKκ(x)

1
2 .

Dáı, segue o resultado.
�

Alguns problemas exigem que dentro de H tenham somente funções mensuráveis. Mas no
nosso caso não temos problemas pois X está munido de uma medida de Borel (completa ou
σ-finita), e portanto, como todas as funções são cont́ınuas, temos que todas são mensuráveis.
Ainda por 2.13 e uma condição de integrabilidade sobre κ podemos mergulhar HK em Lp(X,µ),
p > 0. Um resultado que ilustra isto é o seguinte:

Corolário 2.3.9 Se κ é um elemento de L1(X,µ) então HK é um subconjunto de L2(X,µ).

Em particular, a inclusão i : HK ↪→ L2(X,µ) é limitada e tem norma no máximo ‖κ‖
1
2
1 .

A continuidade do núcleo K depende da continuidade da aplicação η : X → HK dada por
η(x) = K(·, x), x ∈ X. Como ‖η(x)‖2

HK = κ(x), x ∈ X, η é uniformemente limitada se, e

somente se, a função κ
1
2 é limitada. Além disso,

‖η(x)− η(y)‖2
HK = 〈K(·, x)−K(·, y), K(·, x)−K(·, y)〉HK

= K(x, x)−K(x, y)−K(y, x) +K(y, y), x, y ∈ X,
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e

|K(x, y)−K(u, v)| = |〈η(x), η(y)〉H − 〈η(u), η(v)〉HK|
≤ |〈η(x)− η(u), η(y)〉HK + 〈η(u), η(y)− η(v)〉HK|, x, y, u, v ∈ X.

Portanto, se X for primeiro enumerável, o núcleo K será cont́ınuo se, e somente se, η
for cont́ınua. Agora, se X é compacto e Hausdorff, usando o Teorema de Arzelà-Ascoli 1.1.8
garantimos que K é cont́ınuo se, e somente se, a inclusão i : HK ↪→ C(X) for compacta.

Proposição 2.3.10 Seja X um espaço topológico compacto e de Hausdorff. Se K é cont́ınuo
então a inclusão i : HK ↪→ C(X) é compacta. Se X é também primeiro enumerável, a rećıproca
da afirmação anterior também vale.

Demonstração. Suponha primeiramente K cont́ınuo. Como X é compacto, existe um número
real positivo M tal que |K(x, y)| 12 < M, x, y ∈ X. Do Corolário 2.3.8 vem que

|f(x)| ≤M‖f‖HK , x ∈ X, f ∈ HK ,

e que a inclusão é limitada. Pelo Teorema 2.3.7, temos que HK ⊂ C(X) e por 2.13 que

|f(x)−f(y)|2 = |〈f,K(·, x)−K(·, y)〉H|2 ≤ ‖f‖2
HK‖K(·, x)−K(·, y)‖2

HK , x, y ∈ X, f ∈ HK .

Da compacidade de X temos que todo conjunto limitado de HK é equicont́ınuo. Portanto, pelo
Teorema de Arzelà-Ascoli 1.1.8 temos que a inclusão é compacta.

Suponha agora que a inclusão i é compacta, seja B a bola unitária fechada em HK . Se
x, y ∈ X então

sup
f∈B
|〈f,K(·, x)−K(·, y)〉HK| = sup

f∈B
|f(x)− f(y)| = ‖K(·, x)−K(·, y)‖HK = ‖η(x)− η(y)‖HK .

Pelo Teorema de Arzelà-Ascoli 1.1.8, temos que B é equicont́ınuo e, portanto, η e K são
funções cont́ınuas quando tomamos X primeiro enumerável. �

Corolário 2.3.11 Suponha que X é compacto e de Hausdorff. Se K é cont́ınuo, então todo
conjunto fechado e limitado de HK é compacto em C(X).

Demonstração. Seja B um conjunto fechado e limitado de HK e assuma que K seja cont́ınuo.
A Proposição 2.3.10 garante que o fecho de B em C(X) é compacto. Seja {fn} ⊂ B uma
sequência uniformemente convergente. Como HK é um espaço de Hilbert, B é fracamente
compacto [18, p.169]. Logo, existe uma subsequência {fn} fracamente convergente em B,
digamos para f ∈ B. Como

fnj − f(x) = 〈fnj − f,K(·, x)〉HK , x ∈ X,

segue que {fnj} converge pontualmente para f . Sendo assim, {fn} converge para f em C(X).
Portanto, B é fechado em C(X). �

Em algumas aplicações, como em versões do Teorema de Mercer, [32, 34], e para provarmos
o próximo resultado, é desejável que a imagem de K seja um subconjunto de HK .
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Proposição 2.3.12 Se κ ∈ L1(X,µ), então a imagem de K é um subconjunto de HK.

Demonstração. Tome f ∈ L2(X,µ) e note que K(·, x) ∈ L2(X,µ). Da propriedade de
reprodução, basta mostrar que

K(f)(x) = 〈h,K(·, x)〉HK , x ∈ X,

para alguma h ∈ HK . Para prosseguir com a demonstração, é necessário considerar o funcional
linear Φf : HK → C dado por

Φf (g) = 〈g, f〉2, g ∈ HK .

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz 1.2.6 e pela desigualdade 2.13, deduzimos
que

|Φf (g)| ≤ ‖f‖2‖g‖2 ≤ ‖f‖2‖κ‖1‖g‖H.

Assim, pelo Teorema da Representação de Riesz 1.3.24, temos a existência de h ∈ HK tal
que

Φf (g) = 〈g, f〉2 = 〈g, h〉HK .

Em particular,

h(x) = 〈h,K(·, x)〉HK = 〈K(·, x), h〉HK
= Φf (K(·, x))

= 〈K(·, x), f〉2
= 〈f,K(·, x)〉2
= K(f)(x), x ∈ X.

O resultado segue. �

Existem ainda diversos resultados que intercectam com o estudo dos espaços de Hilbert
de reprodução. Em [13, p.47], o autor faz um estudo sobre a teoria de bases de espaços de
Hilbert de reprodução, usando mais adiante essa teoria no estudo de núcleos positivos definidos
diferenciáveis.

2.3.1 Exemplos de espaços de Hilbert de reprodução

O próximo exemplo pode ser encontrado em [12, p.73].

Exemplo 2.3.13 Denotamos por W [0, 1] o espaço das funções f : [0, 1] → R absolutamente
cont́ınuas, com um produto interno dado por

〈f, g〉W = f(0)g(0) +

∫ 1

0

f ′(x)g′(x)dx.

Observação: Podemos mostrar que f ∈ W [0, 1] se, e somente se, existe h ∈ L2[0, 1] tal que

f(x) = f(0) +

∫ x

0

h(s)ds.
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Essa função h é chamada de derivada de f , no sentido que vale a regra de integração por partes.
Ou seja, ∫ 1

0

f(x)ς(x)dx = f(x)

∫ x

0

ς(s)ds−
∫ 1

0

(∫ x

0

ς(s)ds

)
h(x)dx,

sempre que ς for cont́ınua em [0, 1]. Dessa forma, podemos usar a notação f ′ = h ([p.106][18]).

Mostremos que W [0, 1] é um espaço de Hilbert de reprodução:

Teorema 2.3.14 W [0, 1] é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Basta mostrar que W [0, 1] é completo. Seja {fn} uma sequência de Cauchy
em W [0, 1]. Isto é, dado ε > 0, existe N tal que, se n,m > N , então

‖fn − fm‖2 = (fn(0)− fm(0))2 +

∫ 1

0

(f ′n(x)− f ′m(x))2dx < ε.

Note que {fn(0)} é uma sequência de Cauchy em R e {f ′n} é uma sequência de Cauchy em
L2[0, 1]. Como esses espaços são completos, existem f(0) ∈ R e f ′ ∈ L2[0, 1] tais que,

lim
n→∞

fn(0) = 0, lim
n→∞

∫ 1

0

(f ′n(x)− f ′(x))2dx = 0.

Ou seja, existe N1 tal que, se n > N1 então:

|fn(0)− f(0)|2 < ε e

∫ 1

0

(f ′n(x)− f ′(x))2dx < ε.

Tome

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(s)ds.

Consequentemente, f ∈ W [0, 1] e segue que

‖fn − f‖2 < ε.

�

Teorema 2.3.15 W [0, 1] é um espaço de Hilbert de reprodução com o núcleo

K(x, y) = 1 +min(x, y) =

{
1 + y, y ≤ x
1 + x, y > x

.

Demonstração. Para que K seja um núcleo associado a W [0, 1] é preciso mostrar que
(i) ∀x ∈ [0, 1], K(·, x) ∈ W [0, 1].
(ii) ∀x ∈ [0, 1] e ∀f ∈ W [0, 1] vale a propriedade de reprodução

〈f(x), K(·, x)〉W = f(x).

(i) Observe que, se g(x) = K(x, y), para todo y ∈ [0, 1] fixo, temos que

g′(x) =

{
0, y ≤ x
1, y > x



49

está em L2[0, 1] e

g(x) = g(0) +

∫ x

0

g′(s)ds,

ou seja, K(·, y) ∈ W [0, 1].

(ii) Se f ∈ W [0, 1], então

〈f,K(·, y)〉W = f(0)K(0, y) +

∫ 1

0

f ′(x)K ′(x, y)dx

= f(0)(1 + 0) +

∫ y

0

f ′(x)K ′(x, y)dx+

∫ 1

y

f ′(x)K ′(x, y)dx

= f(0) +

∫ y

0

f ′(x)(1 + x)′dx+

∫ 1

y

f ′(x)(1 + y)′dx

= f(0) +

∫ y

0

f ′(x)dx+

∫ 1

y

f ′(x)dx

= f(0) + f(x)|y0
= f(0) + f(y)− f(0)

= f(y).

�

Exemplo 2.3.16 Considerando o espaço das sequências reais x = (xi)i∈N tais que

lim
i→∞

xi = 0 e
∞∑
i=0

(∆xi)
2

θi
<∞

onde 0 < θ < 1 é fixo e ∆xi denota a sequência (xi+1 − xi)iN, com a norma dada por

‖x‖ =
∞∑
i=0

(∆xi)
2

θi
<∞

e com o núcleo de reprodução dado por

K(i, j) =
θmax(i,j)

1− θ
, (i, j) ∈ N2,

é um espaço de Hilbert de reprodução.

Exemplo 2.3.17 Sejam X ⊂ R um conjunto não vazio e o núcleo positivo definido K : X ×
X → R dado por K(x, y) = cos(x− y). Seja

H =

{
f : X → R; f(t) =

n∑
i=1

cos(t− xi), αi ∈ R

}

é um espaço de Hilbert de reprodução, com produto interno dado por

〈f, g〉H =
n∑
i=1

m∑
j=1

βjαicos(yi − xi).
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Mais exemplos de espaços de Hilbert de reprodução podem ser encontrados no apêndice de
[3].

No caṕıtulo seguinte apresentaremos uma forma de construir núcleos positivos definidos em
(0,+∞).



Caṕıtulo 3

Transformada de Laplace e operadores
do tipo Hilbert-Schmidt

Neste caṕıtulo estudaremos algumas propriedades espectrais da transfomada de Laplace e um
método para encontrar a transformada inversa de Laplace.

3.1 O espaço HKρ

Nesta seção definiremos o espaço HKρ e mostraremos que este espaço é um espaço de Hilbert de
reprodução. Alguns resultados e outras observações aqui apresentados podem ser encontrados
em [19] e [20].

Primeiramente, consideramos uma função peso qualquer, e mais adiante veremos a trans-
formada de Laplace restrita a certos domı́nios escolhidos, dizendo desta função.

Definição 3.1.1 Seja ρ : (0,∞) → [0,∞) uma função Borel mensurável e suponha que∫ T
0
ρ(t)dt <∞, para todo T ∈ (0,∞). Definimos

Kρ(x, y) :=

∫ x∧y

0

ρ(t)dt, para x, y ∈ [0,∞),

onde x ∧ y := min{x, y} para x, y ∈ R e

HKρ := {f(x) : [0,∞)→ R, f(x) =

∫ x

0

h(t)dt, h ∈ L2((0,∞), ρ(t)−1dt)},

com f(0) = 0.

Observação: Note que

∫ T

0

|h(t)|dt < ∞ para toda h ∈ L2((0,∞), ρ(t)−1dt) e todo T ∈

(0,∞), portanto h = 0 quase sempre em ρ−1{0} e h√
ρ
,
√
ρ ∈ L2((0, T ), dt). Ainda mais, toda

h ∈ L2((0,∞), ρ(t)−1dt) determina uma função cont́ınua f ∈ HKρ dada por f(x) =

∫ x

0

h(t)dt,

x ∈ [0,∞).
Inversamente, para cada f ∈ HKρ tal h ∈ L2((0,∞), ρ(t)−1dt) é única pois h = f ′ quase

sempre em (0,∞), pelo Teorema da Diferenciação de Lebesgue 1.2.11.

51
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Sobre este espaço podemos definir um produto interno, com o objetivo de mostrarmos que
HKρ é um espaço de Hilbert de reprodução.

Os próximos resultados podem ser encontrados em [19, 20, 29].

Proposição 3.1.2 Seja ρ : (0,∞)→ [0,∞) uma função Borel mensurável tal que
∫ T

0
ρ(t)dt <

∞, para todo T ∈ (0,∞). Então

〈f, g〉HKρ =

∫ ∞
0

f
′
(t)g

′
(t)

1

ρ(t)
dt.

define um produto interno em HKρ.

Demonstração. Sejam f, g ∈ HKρ , e λ ∈ R. Dáı:
(i)

〈f, f〉HKρ =

∫ ∞
0

f ′(t)f ′(t)
1

ρ(t)
dt =

∫ ∞
0

|f ′(t)|2 1

ρ(t)
dt ≥ 0,

pois |f ′(t)|2 ≥ 0 e ρ(t) ∈ [0,∞).
Assim,

〈f, f〉HKρ = 0 se, e somente se, f = 0.

(ii)

〈f + λg, h〉HKρ =

∫ ∞
0

(f + λg)′(t)h′(t)
1

ρ(t)
dt

=

∫ ∞
0

(f ′(t) + λg′(t))h′(t)
1

ρ(t)
dt

=

∫ ∞
0

f ′(t)h′(t)
1

ρ(t)
dt+ λ

∫ ∞
0

g′(t)h′(t)
1

ρ(t)
dt

= 〈f, h〉HKρ + λ〈g, h〉HKρ .

�

Feito isso, temos todas as ferramentas necessárias para mostrarmos que HKρ é um espaço
de Hilbert.

Lema 3.1.3 Se f ∈ HKρ, então

|f(x)| ≤ ‖f‖HKρ

(∫ x

0

ρ(s)ds

)
= ‖f‖HKρ

√
K(x, x)

.

Demonstração. Seja f ∈ HKρ . Então

f(x) =

∫ x

0

h(s)ds, h ∈ L2((0,∞), ρ−1(t)dt)

e f ′ = h.

Ainda mais

‖f‖2
HK

=

∫ ∞
0

|h′(x)|2 1

ρ(x)
dx.
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Com isso,

|f(x)| =
∣∣∣∣∫ x

0

h(s)ds

∣∣∣∣ ≤ ∫ x

0

|h(s)|
√
ρ(s)√
ρ(s)

ds

≤
(∫ ∞

0

h2(x)
1

ρ(s)
ds

) 1
2
(∫ x

0

ρ(s)ds

) 1
2

= ‖h‖HKρ

(∫ x

0

ρ(s)ds

) 1
2

.

�

Proposição 3.1.4 HKρ é um espaço de Hilbert com o produto interno definido acima.

Demonstração. Seja {fn} uma sequência de Cauchy em HKρ . Assim, dado ε > 0, existe
N0 ∈ N tal que se n,m ≥ N0, então

‖fn − fm‖2
HKρ

=

∫ ∞
0

|hn(x)− hm(x)|2 1

ρ(x)
dx < ε,

onde fn(x) =
∫ x

0
hn(x)dx ∈ HKρ com hn ∈ L2((0,∞), ρ−1(t)dt).

Como L2((0,∞), ρ−1(t)dt) é completo e {hn} é de Cauchy, existe h = lim
n
hn. Tomando

f(x) =
∫ x

0
h(x)dx temos que

‖fn − f‖2
HKρ

=

∫ ∞
0

|f ′n(x)− f ′(x)|2 1

ρ(x)
dx→ 0.

Portanto HKρ é um espaço de Hilbert. �

Por fim, podemos demonstrar que Kρ é o núcleo associado a HKρ .

Teorema 3.1.5 Kρ é um núcleo associado a HKρ, isto é, Kρ é a única função que assume
valores reais que possui as seguintes propriedades:

(i) Kρ(·, x) ∈ HKρ para todo x ∈ [0,∞).
(ii) 〈f,Kρ(·, x)〉HKρ = f(x), para toda f ∈ HKρ e todo x ∈ [0,∞).

Demonstração. Se x ≤ y temos que Kρ(x, y) =

∫ x

0

ρ(t)dt e assim ∂K
∂x

(x, y) = ρ(x).

Se y ≤ x temos que Kρ(x, y) =

∫ y

0

ρ(t)dt e ∂K
∂x

(x, y) = 0.

Assim, ∫ ∞
0

∣∣∣∣∂K∂x (x, y)

∣∣∣∣2 1

ρ(x)
dx =

∫ y

0

|ρ(x)|2

ρ(x)
dx

=

∫ y

0

ρ(x)dx <∞.

Portanto Kρ(·, y) ∈ HKρ .

Mostremos que a propriedade de reprodução é satisfeita.
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De fato,

〈f,K(·, x)〉HKρ =

∫ ∞
0

f ′(s)
∂K

∂x
(s, x)

1

ρ(s)
ds

=

∫ x

0

f ′(s)
ρ(s)

ρ(s)
ds

= f(x)− f(0)

= f(x).

�

3.2 Compacidade de Operadores e Transformada de La-

place

Primeiramente definiremos um operador auxiliar e dáı, no decorrer desta seção estudaremos
algumas de suas propriedades, trabalhando no sentido de mostrar a compacidade de tal. Os
resultados que vamos utilizar nesta seção podem ser encontrados em [19, 20, 29].

Definição 3.2.1 Seja D[L] := ∩p∈(0,∞)L
1((0,∞), e−ptdt). Para f ∈ D[L], temos a transfor-

mada de Laplace Lf : (0,∞)→ R de f dada por

Lf(p) :=

∫ ∞
0

e−ptf(t)dt, p ∈ (0,∞),

e definimos Lf : (0,∞)→ R por

Lf(p) := pLf(p), p ∈ (0,∞).

Proposição 3.2.2 Seja ρ : (0,∞) → [0,∞) Borel mensurável e suponha ρ ∈ D[L], Então
L2((0,∞), ρ(t)−1dt) ∪HKρ ⊂ D[L]. Ainda mais, Lf = Lf ′ para toda f ∈ HKρ.

Demonstração. Sejam T, p ∈ (0,∞). Sabemos que∫ T

0

ρ(t)dt ≤
∫ T

0

epT e−ptρ(t)dt ≤ epT
∫ ∞

0

e−ptρ(t)dt <∞.

• Se h ∈ L2((0,∞), ρ(t)−1dt) temos que e−pxh ∈ L1((0,∞), dt) pois e−px
√
ρ, h√

ρ
∈ L2((0,∞), dt)

e assim h ∈ D[L].

• Seja f ∈ HKρ e defina F ∈ HKρ por F (x) :=

∫ x

0

|f ′(t)|dt. Então |f(x)| ≤ F (x) em [0,∞).

Fazendo uma integração por partes temos

p

∫ T

0

e−pt|f(t)|dt ≤ p

∫ T

0

e−ptF (t)dt =

(
−e−pTF (t) +

∫ T

0

e−pt|f ′(t)|dt
)
. (3.1)

Assim |f ′| ∈ L2((0,∞), ρ(t)−1dt) ⊂ D[L]. Fazendo T → ∞ na desigualdade 3.1, junta-
mente com F ≥ 0 temos
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p

∫ ∞
0

e−pt|f(t)|dt ≤ p

∫ ∞
0

e−ptF (t)dt ≤
∫ ∞

0

e−pt|f ′(t)|dt <∞.

Então f ∈ D[L].

Usando o Teorema da Convergência Dominada 1.2.4, f(0) = 0 e fazendo uma integração por
partes novamente, obtemos

Lf ′(p)− Lf(p) = lim
T→∞

∫ T

0

e−pt(f
′
(t)− pf(t))dt = lim

T→∞
e−pTf(T ) = 0,

uma vez que

∫ ∞
0

e−pt|f(t)|dt <∞. Assim Lf = Lf ′ . �

Para mostrarmos a compacidade de L precisaremos de algumas hipóteses adicionais e uma
destas é a seguinte suposição:

Suposição: (HS): ρ : (0,∞) → [0,∞) é Borel mensurável com ρ ∈ D[L] e Lρ(1) > 0, µ é
medida de Borel positiva em (0,∞) e A(ρ, µ) =

∫∞
0
Lρ(2p)dµ(p) <∞.

Supondo (HS) podemos observar alguns fatos.

• Para uma função ρ ∈ D[L] Borel mensurável e assumindo valores em [0,∞), a condição
Lρ(1) > 0 falha se, e somente se, ρ = 0 q.s com a medida de Lebesgue.

• Um outro fato importante é que tomando a suposição acima como verdadeira, temos que
µ é σ-finita.

O próximo resultado garante a linearidade do operador L e a demonstração pode ser en-
contrada em [19].

Proposição 3.2.3 Supondo (HS), temos que L define um operador linear limitado L : HKρ →
L2((0,∞), µ).

Demonstração. Seja f ∈ HKρ e p ∈ (0,∞). Pela Proposição 3.2.2 e a Desigualdade de Hölder
1.2.5, temos que

|Lf(p)|2 = |Lf ′(p)|2 =

∣∣∣∣∣
∫ ∞

0

e−pt
√
ρ(t)

f ′(t)√
ρ(t)

dt

∣∣∣∣∣
2

≤
(∫ ∞

0

e−2ptρ(t)dt

)(∫ ∞
0

|f ′(t)|2

ρ(t)
dt

)
= Lρ(2p)‖f‖2

HKρ
.

Integrando a desigualdade acima com relação a dµ(p) obtemos ‖Lf‖2 ≤
√
A(ρ, µ)‖f‖HKρ

�
A mesma suposição (HS) implica que L é um operador do tipo Hilbert-Schmidt e que LL∗

admite um núcleo integral Lρ(p+ q). O próximo teorema irá nos comprovar isto.
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Teorema 3.2.4 Supondo (HS), temos que L : HKρ → L2((0,∞), µ) é um operador do tipo

Hilbert-Schmidt, com norma Hilbert-Schmidt dada por
√
A(ρ, µ). Ainda mais, para toda ϕ ∈

L2((0,∞), µ), vale

LL∗ϕ(p) =

∫ ∞)

0

Lρ(p+ q)ϕ(q)dµ(q), p ∈ (0,∞). (3.2)

com f = L∗ϕ.

Demonstração. Primeiro, mostremos que a igualdade 3.2 ocorre. Seja ϕ ∈ L2((0,∞), µ) e
t ∈ (0,∞). Assumiremos ϕ ≥ 0 sem perda de generalidade. Pela propriedade de reprodução
de HKρ , pela Proposição 3.1.2, que garante que K ′ρ(·, t) = ρχ(0,t), e Teorema de Fubini 1.2.8,
temos que

L∗ϕ(t) = 〈L∗ϕ,Kρ(·, t)〉HKρ
= 〈ϕ,LKρ(·, t)〉2

=

∫ ∞
0

ϕ(q)L
[
ρχ(0,t)

]
(q)dµ(q)

=

∫ ∞
0

ϕ(q)

(∫ t

0

e−qsρ(s)ds

)
dµ(q)

=

∫ t

0

(∫ ∞
0

e−qsρ(s)ϕ(q)dµ(q)

)
ds.

Portanto,

(L∗ϕ)′(t) =

∫ ∞
0

e−qtρ(t)ϕ(q)dµ(q),

e então, para todo p ∈ (0,∞), vale

LL∗ϕ(p) = L ((L∗ϕ)′) (p) =

∫ ∞
0

e−pt
(∫ ∞

0

e−qtρ(t)ϕ(q)dµ(q)

)
dt

=

∫ ∞
0

ϕ(q)

(∫ ∞
0

e−(p+q)tρ(t)dt

)
dµ(q)

=

∫ ∞
0

Lρ(p+ q)ϕ(q)dµ(q).

E segue a igualdade 3.2.
Agora, mostremos que LL∗ é um operador Hilbert Schmidt:

Seja %(p) :=
√
Lρ(2p). Então % ∈ L2((0,∞), µ) e ‖%‖2

2 = A(ρ, µ). Para todo p, q ∈ (0,∞)
vale

Lρ(p+ q) =

∫ ∞
0

e−(p+q)tρ(t)dt

≤

√∫ ∞
0

e−2ptρ(t)dt.

∫ ∞
0

e−2qtρ(t)dt

= %(p)%(q).
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Assim, ∫ ∞
0

∫ ∞
0

|Lρ(p+ q)|2d(µ× µ)(p, q) ≤
∫ ∞

0

∫ ∞
0

%(p)2%(q)2dµ(p)dµ(q)

= ‖%‖4
2

< ∞.

Isto é, LL∗ tem um núcleo integral pertencente a L2((0,∞), µ×µ). Assim, LL∗ é um operador
Hilbert-Schmidt e em particular é compacto, pelo Teorema 1.4.17 .

Como LL∗ é compacto e autoadjunto, na realidade positivo, ele admite a seguinte repre-
sentação

LL∗(f) =
N∑
n=1

λn〈f, ϕn〉2ϕn (3.3)

dada pelo Teorema Espectral 1.4.9, onde N ∈ N∪ {0,∞} , {ϕn}Nn=1 é um conjunto ortonormal
de N(LL∗)⊥, {λn} ⊂ (0,∞) é não-crescente, e lim

n→∞
λn = 0 se N =∞. Para cada n,

ϕn = λ−1
n LL∗ϕn ∈ L2((0,∞), µ).

Portanto ϕn é unicamente determinado como uma função cont́ınua no suporte de µ, ou seja,
em

supp[µ] := {p ∈ (0,∞)|µ(V ) > 0 para toda vizinhança aberta V de p ∈ (0,∞)} ,

que é o menor subconjunto fechado de (0,∞) cujo complementar tem µ-medida nula. Como
µ((0,∞) \ supp[µ]) = 0 segue que µ é uma medida de Borel positiva em supp[µ] e LL∗ é
um operador compacto em L2(supp[µ], µ). Pelo Teorema de Mercer 2.2.13, o núcleo integral
Lρ(p+ q) de LL∗ admite uma expansão em série da forma

Lρ(p+ q) =
N∑
n=1

λnϕn(p)ϕn(q), p, q ∈ supp[µ], (3.4)

com convergência absoluta e uniforme em todo subconjunto compacto de supp[µ] × supp[µ].
Então pelo Teorema da Convergência Monótona 1.2.3,

A(ρ, µ) =

∫
supp[µ]

(Lρ)(2p)dµ(p) =
N∑
n=1

λn

∫
supp[µ]

|ϕn(p)|2dµ(p) =
N∑
n=1

λn <∞.

Por outro lado, seja {Ψm}Mm=1 (M ∈ N∪{0,∞}) um conjunto ortonormal de N(LL∗) (note
que L2((0,∞), µ) é separável). Então {ϕn}Nn=1 ∪ {Ψ}Mm=1 é um conjunto completo ortonormal
de L2((0,∞), µ). Assim

‖L‖2
HS = ‖L∗‖2

HS

=
N∑
n=1

‖L∗ϕn‖2
2 +

M∑
m=1

‖L∗Ψ‖2
2

=
N∑
n=1

〈LL∗ϕn, ϕn〉2 +
M∑
m=1

〈LL∗Ψn,Ψn〉2

=
N∑
n=1

λn = A(ρ, µ) <∞,
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onde ‖ · ‖HS denota a norma de Hilbert-Schmidt de L. �

Até esse momento o estudo foi feito para uma função ρ(t) qualquer, porém para analisarmos
a fórmula da inversão do operador transformada de Laplace vamos tomar uma função peso
particular. A função escolhida deve satisfazer as condições da suposição (HS) e também ser de
ordem exponencial e cont́ınua por partes. O próximo exemplo toma uma função que satisfaz
todas essas condições.

Exemplo 3.2.5 Seja ρ(t) = (t + 1)2d com d ∈ N fixo e dµ(p) = e(−p−
1
p)dp. Então temos a

condição (HS) satisfeita e

L∗ϕ(t) =

∫ ∞
0

ϕ(p)
(2d)!

p2d+1
{e2d(p)e

−p − e2d(p(1 + t))e−p(1+t)}e−
1
pdp

e

LL∗ϕ(p) =

∫ ∞
0

ϕ(q)
(2d)!

(p+ q)2d+1
e2d(p+ q)e−p−

1
pdp,

onde

ek(p) := 1 + p+
p2

2!
+ ...+

pk

k!
.

Pode-se observar que quando tomamos diferentes funções pesos conseguimos por meio deste
processo encontrar novos núcleos positivos definidos.

3.3 Método de inversão da Transformada de Laplace

Pode-se notar que ρ(t) = te−t ∈ L2((0,∞), µ), para µ sendo a medida de Lebesgue usual e
portanto satisfaz as condições impostas anteriormente. A partir de agora iremos adequar o que
foi feito anteriormente para essa função peso.

Assim a norma do espaço HKρ será dada por

‖f‖HKρ =

(∫ ∞
0

|f(t)|2 e
t

t
dt

) 1
2

, com f(0) = 0.

O núcleo de reprodução é dado por

K(s, t) =

∫ min{s,t}

0

ξe−ξdξ,

Caso 1: Se s ≤ t. Chamando {
u = ξ =⇒ du = dξ
dv = e−ξdξ =⇒ v = −e−ξ.
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Assim, ∫ s

0

ξe−ξdξ = (−ξe−ξ)|s0 −
∫ s

0

−e−ξdξ

= (−ξe−ξ)|s0 − (e−ξ)|s0
= −se−s − e−s + 1.

Caso 2: Se t ≤ s. Chamando {
u = ξ =⇒ du = dξ
dv = e−ξdξ =⇒ v = −e−ξ.

Assim, ∫ t

0

ξe−ξdξ = (−ξe−ξ)|t0 −
∫ t

0

−e−ξdξ

= (−ξe−ξ)|t0 − (e−ξ)|t0
= −te−t − e−t + 1.

Portanto,

K(s, t) =

{
−se−s − e−s + 1, s ≤ t
−te−t − e−t + 1, t ≤ s

e assim, para t ≤ s, temos

L(K(·, t))(p) =

∫ ∞
0

e−pxK(x, t)dx

=

∫ t

0

e−px(−xe−x − e−x + 1)dx+

∫ ∞
t

(−te−t − e−t + 1)e−pxdx

=

∫ t

0

−xe−(p+1)xdx−
∫ t

0

e−(p+1)xdx

+

∫ t

0

e−pxdx+ (−te−t − e−t + 1)

∫ ∞
t

e−pxdx.

Logo,

L(K(·, t))(p) =
e−t(p+1) − 1

(p+ 1)2
+
te−t(p+1) + e−t(p+1) − 1

p+ 1
+
−te−t(p+1) − e−t(p+ 1) + 1

p

= e−t(p+1)

(
t

p(p+ 1)
+

1

p(p+ 1)2

)
+

1

p(p+ 1)2
.

Portanto, para o operador compacto L, seu operador adjunto, L∗, pode ser escrito como

L∗ϕ(t) = 〈L∗ϕ,K(·, t)〉HK
= 〈ϕ,LK(·, t)〉2

=

∫ ∞
0

ϕ(ξ)
1

(ξ + 1)2

{
1− e−t(ξ+1) (t(ξ + 1) + 1)

}
dξ,
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(3.6)

e

LL∗ϕ(ξ) =

∫ ∞
0

ϕ(q)

(1 + ξ + q)2
dq.

Em [19], o autor faz um estudo numérico de alguns exemplos, incluindo 3.2.5 e exemplos onde

ele tomou diferentes funções pesos.

3.3.1 Representação da inversão real em termos de valores singula-
res

Dados dois espaços de Hilbert H1 e H2, seja L ∈ B(H1,H2) compacto. Assim

〈LL∗x, x〉 = ‖Lx‖2 ≥ 0, (3.7)

o que garante que LL∗ é positivo, compacto e autoadjunto.
Portanto, pelo Teorema Espectral 1.4.9, tem um sistema de autovalores

λ1(LL∗) ≥ λ2(LL∗) ≥ ... > 0

e autovetores ϕ1, ϕ2, ....
Quando essa sequência é finita, completamos com zeros para torná-la infinita.

Definimos os valores singulares de L, denotados por µn, por

µn(L) =
√
λn(LL∗), n = 1, 2, ...

Nota-se que µn(L) ≥ µn+1(L) e µn(L)→ 0.

O Teorema 3.2.4 assegura a compacidade de L, e assim, por ter essa propriedade e pelo teorema
a seguir, garantimos que o operador Lf(p) = p(Lf)(p) tem um sistema singular. Sejam {ψn}
e {ϕn} um sistema ortonormal completo de N(L)⊥ (o complemento ortogonal do espaço nulo
de L) e Im(L) (o fecho do espaço imagem de L), respectivamente, satisfazendo

Lϕn = µnψn, L∗ψn = µnϕn,

o que implica que
LL∗ψn = Lµnϕn = µ2

nψn e L
∗Lϕn = µ2

nϕn,

dáı vem que µ2
n = λn e λn é autovalor de LL∗.

A observação que vem a seguir será usada para demonstrar o próximo teorema. Esses
resultados podem ser encontradas em [21, p.180].

Observação: Um sistema ortonormal {ϕn} é uma base ortonormal de ImLL∗ = N(LL∗)⊥ e
para cada x ∈ H,

x = P0x+
∑
n

〈x, ϕn〉ϕn,
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onde P0 é a projeção ortogonal sobre N(LL∗).

A importância dos valores singulares pode ser notada no próximo resultado. O Teorema da
Decomposição Singular nos oferece uma caracterização para operadores compactos.

Teorema 3.3.1 (Teorema da Decomposição Singular:) Seja L : H1 → H2 um operador
linear compacto, então existe um sistema ortonormal {ϕj} ⊂ H1 e {ψj} ⊂ H2 tal que, para
todo x ∈ H1,

Lx =

υ(L)∑
j=1

µj〈x, ϕj〉ψj, (3.8)

onde υ(L) é o número de valores singulares não nulos de L (contando as suas multiplicidades).
Também

L∗y =

υ(L)∑
j=1

µj〈y, ψj〉ϕj. (3.9)

Demonstração. Se L = 0, o teorema é trivial. Suponha que L 6= 0. Seja {λj} e {ϕj} um
sistema de autovalores e autovetores de LL∗, respectivamente. Por abreviação, escrevemos
λj = λj(LL

∗) e µj =
√
λj, 1 ≤ j ≤ υ(L). Tome ψj = 1

µj
Lϕj, j = 1, 2, ...

A sequência ψj é ortonormal. Assim

〈ψk, ψj〉 =
1

µkµj
〈LL∗ϕk, ϕj〉 =

µ2
k

µkµj
δkj.

Dado x ∈ H1, existe, pela Observação anterior, u ∈ N(LL∗) tal que

x = u+

υ(L)∑
j=1

〈x, ϕj〉ϕj. (3.10)

De 3.7, segue que N(LL∗) = N(L∗). Assim da igualdade 3.10 temos

Lx =

υ(L)∑
j=1

〈x, ϕj〉Lϕj =

υ(L)∑
j=1

µj〈x, ϕj〉ψj.

Logo, para todo x ∈ H1 e y ∈ H2,

〈Lx, y〉 =

υ(L)∑
j=1

µj〈x, ϕj〉〈ψj, y〉 =

〈
x,

υ(L)∑
j=1

µj〈y, ψj〉ϕj

〉

o que implica a igualdade 3.9.
�

O Teorema da Decomposição Singular foi colocado nesse caṕıtulo para facilitar a leitura do
texto, mas poderia ter sido colocado na seção de teoria espectral. Em geral é enunciado para
LL∗.

O próximo resultado é um corolário do teorema anterior e pode ser encontrado em [21,
p.250].
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Corolário 3.3.2 Sejam H1 e H2 espaços de Hilbert e L : H1 → H2 um operador compacto em
B(H1,H2). Então

µj(L
∗) = µj(L).

Demonstração. Como L é compacto, segue pelo Teorema 1.3.27 que L∗ é compacto. Conse-
quentemente

µj(L
∗) = λ

1
2
j (LL∗).

Sejam L e L∗ com suas respectivas representações 3.8 e 3.9. Então para y ∈ H2,

LL∗y =

υ(L)∑
j=1

µj〈L∗y, ϕj〉ψj

e

〈L∗y, ϕj〉 =

υ(L)∑
k=1

µk〈y, ψk〉〈ϕk, ϕj〉 = µj〈y, ψj〉.

Consequentemente

LL∗y =

υ(L)∑
j=1

µ2
j〈y, ψj〉ψj.

Assim

LL∗ψk = µ2
kψk = λk(LL

∗)ψk, 1 ≤ j ≤ υ(L)

e

µk(L
∗) = λ

1
2
k (LL∗) = µk(L), k = 1, 2, ...

�

Teorema 3.3.3 (Fórmula de inversão da transformada de Laplace) Consideremos a
transformada de Laplace Lf = F . Se a função original f ∈ HK, então a inversão real da
transformada de Laplace, L−1, é

(L−1F )(t) =
∞∑
n=1

1

µn

(∫ ∞
0

pF (p)ψn(p)dp

)
ϕn(t).

E para toda F com F (p)p ∈ L2(R+) e um número natural M , a regularização espectral
aproximada L−1

M é dada como

(L−1
M F )(t) =

M∑
n=1

1

µn

(∫ ∞
0

pF (p)ψn(p)dp

)
ϕn(t).
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Demonstração. Usando a Proposição 3.2.2 e a Identidade de Parseval 1.3.18, temos
∞∑
n=1

1

µn

(∫ ∞
0

pF (p)ψn(p)dp

)
ϕn(t) =

∞∑
n=1

(∫ ∞
0

1

µn
pL(f)(p)ψn(p)dp

)
ϕn(t)

=
∞∑
n=1

1

µn
〈L(f)(p), ψn(p)〉2ϕn(t)

=
∞∑
n=1

1

µn
〈f, L∗ψn〉ϕn(t)

=
∞∑
n=1

〈f, ϕn〉ϕn(t)

= f(t)

�

O sistema singular é útil para o ponto de vista análise inversa e precisa de ferramentas
computacionais.

Os próximos resultados tratam da Regularização de Tikhonov, que é na verdade uma versão
para mı́nimos quadrados em espaços de Hilbert. Mais resultados sobre esta regularização podem
ser encontrados em [35, p.15].

O objetivo era resolver o seguinte problema

L(f) = G⇒ L∗L(f) = L∗G.

Porém L∗L pode não ter inverso ou ser instável numericamente, se existir,

(L∗L)−1(f) =
∞∑
n=1

1

µ2
n

〈f, ϕn〉ϕn.

O próximo teorema contorna este problema, pois

(L∗L+ αI)f =
∞∑
n=1

µ2
n〈f, ϕn〉ϕn +

∞∑
n=1

α〈f, ϕn〉ϕn =
∞∑
n=1

(µ2
n + α)〈f, ϕn〉ϕn

tem inverso estável dado por

(L∗L+ αI)−1(f) =
∞∑
n=1

1

µ2
n + α

〈f, ϕn〉ϕn. (3.11)

3.3.2 Regularização de Tikhonov

Para dar prosseguimento ao nosso trabalho lembramos o conceito de diferenciabilidade de uma
função. Sejam B1, B2 espaços de Banach e f : U → B2, onde U ⊂ B1 é um subconjunto aberto.
Se a ∈ U e existe T : B1 → B2 linear e limitada, tal que

f(a+ h) = f(a) + T (h) + ra(h), lim
h→0

ra(h)

|h|
= 0, h ∈ B1,

dizemos que f é diferenciável em a e que T (h) = f ′(a)h (veja [9] para mais detalhes).

Dito isso, pode-se demonstrar a seguinte versão da Fórmula de Taylor (veja [9, p. 190]).
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Lema 3.3.4 Se existirem f ′(a), f ′′(a) cont́ınuas, onde

f ′(a+ h)k = f ′(a)k + f ′′(a)(h)k + sa(h)k, lim
k→0

sa(h)k

|k|
= 0, h, k ∈ B1

e
f ′′(a)(h, k) = f ′′(a)(h)k = f ′′(a)(k)h

for bilinear, com
|f ′′(a)(h, k)| ≤ ‖f ′′(a)‖|h||k|.

Então,

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+
1

2
f ′′(a)(h, h) +R(h), lim

h→0

R(h)

|h|2
= 0.

Com esse resultado podemos facilmente demonstrar um resultado clássico sobre máximos e
mı́nimos de funções. A versão apresentada aqui é adaptada aos nossos interesses e por isso será
demonstrada.

Lema 3.3.5 Sejam B um espaço de Banach e U ⊂ B um conjunto aberto. Se f : U → R for
diferenciável em a, f ′(a) = 0 e inf |h|=1 f

′′(a)(h, h) > 0. Então, existe δ > 0 tal que

f(a+ h)− f(a) > 0, ∀h ∈ U, |h| < δ.

Ou seja, a é ponto de mı́nimo local de f .

Demonstração. Seja c = inf f ′′(a)(h, h) > 0 e ε > 0 tal que c
2
− ε > 0.

Do Lema 3.3.4, existe δ > 0 tal que

|R(h)| < ε|h|2, |h| < δ.

Assim

f(a+ h)− f(a) =
1

2
f ′′(a)(h, h) +R(h)

≥ c

2
|h|2 − ε|h|2

≥
( c

2
− ε
)
|h|2 > 0, |h| < δ,

pois f(a)(h, h) = |h|2f ′′(a)
(
h
|h| ,

h
|h|

)
≥ c|h|2. �

Teorema 3.3.6 (Regularização de Tikhonov): Seja L : H1 → H2 um operador linear
compacto e

fα,g(x) = ‖Lx− g‖2 + α‖x‖2,

para algum α > 0 e algum g ∈ H2. Então existe um único x̂ ∈ H1 tal que

fα,g(x̂) = min
x∈H1

fα,g(x),

onde
(L∗L+ αI)x̂ = L∗g.



65

Demonstração. Seja f(x) = fα,g(x), x ∈ H1. Segue que

f(x+ h) = 〈L(x+ h)− g, L(x+ h)− g〉+ α〈x+ h, x+ h〉
= 〈Lx+ Lh− g, Lx+ Lh− g〉+ α(〈x, x〉+ 〈x, h〉+ 〈h, x〉+ 〈h, h〉)
= f(x) + 2〈Lx− g, Lh〉+ 2α〈x, h〉+ α|h|2

= f(x) + 2〈L∗(Lx− g), h〉+ 2α〈x, h〉+ α|h|2

= f(x) + 2〈(L∗L+ αI)x− L∗g, h〉+ α|h|2

e

f ′(x)h = 2〈(L∗L+ αI)x− L∗g, h〉

é cont́ınua.

Ainda,

f ′′(x)(h, k) = 〈(L∗L+ αI)k, h〉

é cont́ınua, com

f ′′(x)(h, h) = |Lh|2 + α|h|2

Dáı, segue que inf
|h|=1

f ′′(a)(h, h) > 0.

Por fim, pode-se observar que

f ′(x) = 0 apenas quando

(L∗L+ αI)x = L∗g

e que essa equação sempre tem solução única dada por

x̂ = (L∗L+ αI)−1L∗g,

conforme a expressão 3.11.

Portanto pelo Lema 3.3.5 segue o resultado. �

Teorema 3.3.7 Na estrutura proposta, a regularização de Tikhonov da equação de L(f) = F
com um parâmetro de regularização α > 0 é

(L∗L+ αI)fα,G = L∗G,

onde G(p) := F (p)p. Existe uma única solução regularizada fα,G ∈ HK para toda G ∈ L2(R+),
que é a melhor solução aproximada no sentido de

min
f∈HK

{
α

∫ ∞
0

|f ′(t)|2 e
t

t
dt+ ‖(Lf)(p)p−G‖2

2

}
= α

∫ ∞
0

|f ′α,G(t)|2 e
t

t
dt+ ‖(Lfα,G)(p)p−G‖2

2.

Assim, a solução regularizada de Tikhonov fα,G é representada por

(L−1
α F )(t) =

∞∑
n=1

µn
µ2
n + α

(∫ ∞
0

pF (p)ψn(p)dp

)
ϕn(t).
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Demonstração. Considere pF (p) = G(p) e usando αf + L∗L(f) = L∗G e a Identidade de
Parseval, temos

f(t) = (L∗L+ αI)−1L∗G

=
∞∑
n=1

1

µ2
n + α

〈L∗G,ϕn〉ϕn(t)

=
∞∑
n=1

1

µ2
n + α

〈G,Lϕn〉ϕn(t)

=
∞∑
n=1

µn
µ2
n + α

∫ ∞
0

〈G,ψn〉ϕn(t)

=
∞∑
n=1

µn
µ2
n + α

(∫ ∞
0

pF (p)ψn(p)dp

)
ϕn(t).

�
A partir dáı, existem métodos numéricos para lidar com problemas de inversão, como

métodos para estimar valores singulares e autofunções. Podemos citar [7, 19, 20] como lei-
turas referência.



Conclusões

Foi muito importante o estudo do caṕıtulo de preliminares, pois revisei diversos conceitos e
resultados de Análise/Topologia, Teoria da Medida e Análise Funcional que tem ligação com
diversos resultados mais gerais. A transformada de Laplace, como foi visto, é uma ferramenta
poderosa em diversas aplicações da matemática e problemas práticos.

O método da inversão do operador transformada de Laplace veio como uma importante
ferramenta matemática. Particularmente, esse método além de ser essencial para o desenvol-
vimento da teoria matemática pura, tem uma interseção com a matemática aplicada. Como
vimos nesta dissertação, existem trabalhos prontos que utilizam métodos numéricos para obter
boas aproximações da L−1.

Acredito que o principal objetivo foi alcançado. Como a maioria dos trabalhos que foram
publicados sobre o tema são recentes, acredito que ainda tenha muita coisa para ser feita.

Como pesquisador, é válido realizar um estudo e tentar aplicar o que foi feito aqui para
outros operadores.

Apesar do tema ser recente, já existem diversos artigos publicados que nos ajudaram a
entender melhor o que foi proposto. Por fim, espero que este trabalho possa ser uma porta de
entrada para estudos futuros.
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