JENNIFER CRISTINA BORGES

Estudo da Concentracao da Poluicao do Ar com
Parametro Fuzzy em Uberlandia

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
2016



Jennifer Cristina Borges

Estudo da Concentracao da Poluicao do Ar com
Parametro Fuzzy em Uberlandia

Dissertacao apresentada ao Programa de P6s-Graduaciao em Ma-
tematica da Universidade Federal de Uberlandia, como parte dos
requisitos para obtencdo do titulo de MESTRE EM MATEMA -
TICA.

Area de Concentracao: Matemaética.
Linha de Pesquisa: Andlise Numérica.

Orientadora: Profa. Dra. Rosana Sueli da Motta Jafelice.

UBERLANDIA - MG
2016

il



Dados Internacionais de Catalogag@o na Publicacdo (CPI)
Sistema de Bibliotecas da UFU, MG, Brasil

B732e
2016

Borges, Jennifer Cristina, 1992 -
Estudo da concentragdo da polucdo do ar com parametro Fuzzy em Uber-

landia / Jennifer Cristina Borges. - 2016
109 f.

Orientador: Rosana Sueli da Motta Jafelice
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal de Uberlandia. Programa

de Pés-Graduacdo em Matematica
Inclui bibliografia

1. Matematica - Teses. 2. Equagdes diferenciais parciais - Teses. 3.
Sistemas difusos - Teses. 4. Poluentes - Teses. 1. Jafelice, Rosana Sueli da
Motta. II. Universidade Federal de Uberlandia. Programa de P6s-Graduagdo
em Matematica. III. Titulo.

CDU: 51

1l



v

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
PROGRAMA DE P()S-GRADUACAO EM MATEMATICA
Av. Jodo Naves de Avila, 2121, Bloco 1F, Sala 1F 152
Campus Santa Monica, Uberlandia - MG, CEP 38400-902

ALUNA: Jennifer Cristina Borges.

NUMERO DE MATRICULA: 11412MAT008.

AREA DE CONCENTRACAO: Matematica.

LINHA DE PESQUISA: Analise Numérica.
POS-GRADUACAO EM MATEMATICA: Nivel Mestrado.

TITULO DA DISSERTACAO: Estudo da Concentragdo da Polui¢io do Ar com Pardmetro Fuzzy
em Uberlandia.

ORIENTADORA: Profa. Dra. Rosana Sueli da Motta Jafelice.

NOME ASSINATURA

Profa. Dra. Rosana Sueli da Motta Jafelice
UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Prof. Dr. Silvio Alexandre de Araujo
UNESP - Universidade Estadual Paulista

Prof. Dr. Cesar Guilherme De Almeida
UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Uberlandia-MG, 20 de Fevereiro de 2016.



Dedicatoria

Quero dedicar este trabalho as pessoas que sdo o maior motivo da minha luta em busca dos meus
objetivos, meus pais Geraldo e Glévia, pelo amor, apoio, esforco e dedicacdo que sempre tiveram e
que apesar da distancia, continuam tendo.

A todos 0s meus amigos que se tornaram uma segunda familia, dando apoio para que ndo desis-
tisse dos meus sonhos.



Vi

Agradecimentos

Agradeco:

Em primeiro lugar a Deus por me dar for¢as para vencer todos os obstaculo encontrados pelo
caminho.

Aos meus pais Geraldo e Glévia, a minha irma Stteffania, por sempre darem seu amor, apoio e
confianca para conseguir alcancar meus objetivos.

Ao meu namorado Thallis por sempre estar ao meu lado.

Aos meu amigos da faculdade, que sempre me ajudaram com as minhas dificuldades nao deixando
com que eu desistisse. Em especial ao Davidson amigo e colega de sala, que sempre esteve disponivel
para tirar minhas dividas.

A CAPES pela bolsa de mestrado concedida.

A minha orientadora Dra. Rosana Sueli da Motta Jafelice, por sua dedicagio, pela paciéncia, por
ter apresentado a “Biomatemadtica” que € a drea com a qual sou apaixonada e por todos os ensinamen-
tos ndo s6 matemdticos mas também conhecimentos sobre a vida.

Aos professores Dra. Ana Maria Amarillo Bertone e Dr. Cesar Guilherme De Almeida pelos
conhecimentos compartilhados durante os Semindrios da Matemdtica Aplicada-FAMAT onde discu-
timos a Estimativa Erro, que foi fundamental neste trabalho. Especialmente a professora Ana Maria
que considero minha coorientadora.

Ao professor Dr. Luiz Antonio de Oliveira responsavel pelo Laboratério de Climatologia da UFU,
pela enorme ajuda e dedicac@o na parte de obtengao dos dados, que foram fundamentais para elabo-
racdo dos SBRFs juntamente com seus conhecimentos climatoldgicos.

Ao professor Dr. Raphael de Oliveira Garcia pela a disponibilidade de vir até Uberlandia para
expor seus conhecimentos sobre o Método de Elementos Finitos e apresentar o programa que utiliza-
mos na resolucao numérica da equacao de Poisson.

Aos professores da Faculdade de Matemaética da UFU: Dr. Geraldo Marcio De Azevedo Botelho,
Dr. Vinicius Vieira Favaro, pela compreensao e sua ajuda.

As minha amigas Jéssica, Bruna e Apollyanne que dividem apartamento comigo, que sempre me
ajudaram e apoiaram. Em especial a Jéssica, pois sempre que precisava ela se dispunha a escutar
minhas apresentacdes mesmo sem entender nada.

A minhas queridas amigas Camila e Marcela, que mesmo estando longe, nunca se esqueceram de
mim.

Aos amigos e segunda familia que fazem parte da minha vida desde a graduacdo.

Sei que posso estar esquecendo de muita gente, mas quero agradecer de coracio a todos os que
dia a dia me apoiam e ddo forcas para alcancar o que me proponho. Muito Obrigada!!!.



Vil

Borges, J. C. Estudo da Concentragdo da Poluigcdo do Ar com Parametro Fuzzy em Uberlandia. 2016.
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Resumo

Virios fendmenos que acontecem no nosso dia a dia podem ser modelados através de equacdes di-
ferenciais. Em geral, temos uma certa dificuldade em modelar um fendmeno através destas equacoes,
uma vez que estas dependem da precisdo dos parametros utilizados. O objetivo geral deste traba-
lho € estudar a aproximacao numérica da solugdo para alguns tipos de equacdes diferenciais através
do método de elementos finitos, tais como: uma equagdo unidimensional, uma bidimensional esta-
ciondria e uma bidimensional nio estaciondria. Também, apresentamos as estimativas para os erros
numéricos cometidos quando determinamos as aproximagdes destas solugdes. Mais especificamente,
modelamos através de uma equacao diferencial parcial advectiva-difusiva, uma fonte de polui¢ao que
consideramos como sendo a chaminé de uma inddstria com parametros constantes e com condicao
de fronteira de Dirichlet homogénea na cidade de Uberlandia. Finalmente, conseguimos realizar essa
modelagem unindo a equacdo diferencial parcial advectiva-difusiva com a teoria dos conjuntos fuzzy,
pois trés parametros desta equacao sdo determinados por Sistemas Baseados em Regras Fuzzy. O pa-
rametro difusdo depende da temperatura e da concentracdo de poluentes e as velocidades na dire¢ao
x e y dependem da forga de atrito presente na cidade. Esta for¢a de atrito € representada por prédios,
vegetacoes, relevos e outros fatores. Utilizamos imagens de satélite para determinar as temperaturas
da cidade de Uberlandia; e os intervalos de variacdes da difusdo e das velocidades sdo obtidos da
literatura. A unido destas duas teorias proporcionou determinar qual € a melhor localizacdo de um
“polo industrial”, dos cinco pontos estudados em setores de regionalizacdo diferentes da cidade de
Uberlandia.

Palavras-chave: Equacgdes Diferenciais Parciais; Sistema Baseado em Regras Fuzzy; Concentragao
de Poluentes; Dados de Satélite; Método de Elementos Finitos.
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Abstract

Several of our daily occurring phenomena may be modeled by means of differential equations. In
general, there are some difficulties in modeling such phenomena through those equations since they
depend on the precision of the estimates of the parameters. The objective of this research is to study
the numerical approximation to the solution for some types of differential equations through the use
of the finite elements method, such as: a uni-dimensional, a stationary bi-dimensional and a non
stationary bi-dimensional equation. We also present the estimates for the numerical errors commit-
ted when the approximations of the solutions are determined. More specifically, by means of an
advective-diffusive partial differential equation with evolution in time, we model a pollution source
that we consider as the chimney of a plant with constant parameters and with a homogeneous Diri-
chlet boundary condition in the city of Uberlandia. Finally, we were able to perform this modeling
by merging the advective-diffusive partial differential equation with evolution in time with the fuzzy
set theory, on the grounds that three parameters of this equation are determined by Fuzzy Rule-Based
Systems. The diffusion parameter depends on temperature and concentration of the pollutants and
the velocity towards x and y depends on the friction force presented in the city. This friction force is
due to buildings, vegetation, terrain profile and other factors. We utilized satellite images in order to
determine the temperatures in the city and the intervals of variation for diffusion whereas velocities
were obtained through literature. The merge of those two types of theory provided the means to de-
termine which is the best localization of an industrial district amongst the five points studied within
different regional sectors of the city of Uberlandia.

Keywords: Partial differential equations; Fuzzy Rule-Based Systems; Pollutant Concentration; Satel-
lite data; Finite Element Method.
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Introducao

Em vadrias dreas tecnoldgicas é muito comum nos depararmos com a modelagem matematica de feno-
menos do mundo real, isto &, a representacio de tais fendmenos por expressdes matemdticas. E muito
comum, em se tratando de modelagem, a representacao de fenomenos fisicos, ambientais, bioldgicos
e outros, através de Equagdes Diferenciais Parciais (EDP), essas em sua grande maioria sdo resolvi-
das com aproximagdes numéricas da solug@o. Assim, hd uma grande importancia em estudar métodos
numéricos para obter uma aproximacgao da solucdo e o erro envolvido ao considerar um método nu-
mérico.

Em [28], o autor apresenta um histérico dos trabalhos desenvolvidos por um grupo de pesquisado-
res da Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP. Estes vém construindo modelos matematicos
com a utilizacao de diferentes equagdes e ou sistemas de equagdes nao lineares, os quais, em sua mai-
oria, ndo apresentam uma solucao analitica, necessitando do desenvolvimento de processos numéricos
na busca de solu¢gdes aproximadas. Nestes casos o grupo tem utilizado os tratamentos numéricos ne-
cessdrios para encontrar uma solucdo para a equagdo ou sistema de equacdes diferenciais parciais
nao-lineares, utilizando o Método de Galerkin, juntamente com o Método de Elementos Finitos ou
Método das Diferencas Finitas e o Método de Crank-Nicolson. Citaremos alguns trabalhos deste
grupo da drea da Biomatemadtica. Os trabalhos destes pesquisadores, que utilizam o Método dos Ele-
mentos, Finitos se iniciaram na década de 90, com a dissertacdo de mestrado de Mistro [35]. Mistro
realiza seu trabalho analisando a dispersdo do mercurio nos rios brasileiros, principalmente na regido
amazonica (Ronddnia, Roraima, Para e Norte do Mato Grosso), Goias e norte do Rio de Janeiro.
Para descrever o modelo matemético, Mistro utilizou [15], [32], [37] e [39] onde faz a simulagdo de
como o mercurio se desloca pelos rios através de uma fonte poluidora, analisando o espalhamento
pela superficie da dgua, considerando inicialmente a superficie da 4gua como um plano bidimensio-
nal e, considerando também a variagdo temporal. No trabalho utiliza uma equacao diferencial parcial
difusiva-advectiva.

Castro [11] faz um estudo sobre os poluentes do ar, construindo um modelo matematico que busca
conhecer como ocorre a difusdo dessa poluicdo. Neste trabalho considera-se um dominio restrito
a um plano vertical com condi¢des de contorno de Neumann e Dirichlet homogéneo, utilizando a
equagao diferencial parcial difusiva-advectiva com parametros constantes. Posterior a Castro, Diniz
[12] realiza o primeiro trabalho do grupo retratando a dinamica populacional. Constréi o modelo
matematico através da equacdo de dispersdo-migracdo, que retrata a situacdo da mudanca de um
habitat, tendo em vista a constru¢cdo de represa, analisando a nova geomorfologia a que os peixes
devem se adaptar.

Em [10] foi construido um modelo matemético que pudesse descrever como se movimenta a
mancha de 6leo na superficie de marés costeiras, para prevencao de futuros acidentes ou até mesmo de
acoes de contingéncia caso aconteca um acidente, este modela o problema e apresenta ferramentas que
venham contribuir para decisdes em situagdes de emergéncia. Assim, como nos trabalhos anteriores,
Cantao trabalha com a equagao de difusdo-advecg¢ado, dada por

du

i div(eVu) + ou + div(V -u) = f, para (x,y) e QcR*, te I =(0;T]. (1)

sendo u = u(x,y,t) a concentracdo de Oleo, @ fung¢do que descreve a difusibilidade, V(x,y) =



(Vi(x,y); Va(x,y)) funcdo vetorial que caracteriza a dire¢do induzida pelo vento, circulacdo e marés,
o funcdo de decaimento do 6leo e f fonte de poluente.

O trabalho de Pregnolatto [43] faz um estudo sobre o Mal-das-Cadeiras em Capivaras na regiao do
Esteros do Iberd, situado na Argentina. Este trabalho apresenta um modelo considerando populacdes
de capivara diferenciadas, pois contém capivaras Suscetiveis, Infectadas e Mortas, denominado como
modelo SIM. Este € o primeiro trabalho do grupo da UNICAMP que envolve um sistema de equagdes
diferenciais parciais nao lineares e apesar de ser um sistema, o tratamento matematico ¢ semelhante
aos trabalhos anteriores, levando em consideracao trés equagdes diferentes e as relagdes existentes
entre as espécies. Neste mesmo periodo outros pesquisadores trabalharam com o Esteros do Ibera.
Diniz [13] estrutura um modelo matemaético analisando o lago do Iber4, na Argentina, neste trabalho
Diniz constréi um sistema de duas equacdes, a primeira relacionada com a difusio de poluentes aérea
e a segunda representando a difusdo da polui¢do no meio aquatico, considerando o dominio um campo
bidimensional.

Viésquez [47] faz um estudo de dispersdo de poluentes com a equagdo da difusdo-advecgdo no
meio aquético (maritimo), considerando o seu dominio Q c R?, onde as dimensdes representavam a
dispersdo na superficie e na profundidade.

Inforzato [23] analisa o trabalho de Diniz (2003) e Visquez (2005) e constréi um modelo matema-
tico envolvendo os problemas tratados em cada trabalho, seu modelo analisa o processo de dispersao
de poluentes no sistema ar-dgua com um dominio tridimensional (Q ¢ R?). Diniz (2003) se diferencia
pelo dominio e Vasquez (2005) por trabalhar com a dispersao no ar.

Krindges [29] desenvolve seu trabalho na represa do Manso, localizada préximo a Cuiab4, anali-
sando o problema da difusdo dos poluentes na represa do rio Manso, trabalha com a mesma equagao
de difusdo-advecc¢do, porém com o dominio em R?, isto é, Q c R?, com o campo advectivo (campo
de velocidade) descrito pela equagao de Navier-Stokes [46].

O interesse de profissionais e pesquisadores em construir modelos matematicos para descrever
fendmenos bioldgicos que envolvem incertezas tem crescido e se desenvolvido rapidamente nas ul-
timas décadas. A teoria dos conjuntos fuzzy é uma ferramenta que estd sendo muito utilizada em
vdrios contextos. Esta teoria foi proposta por Zadeh em 1965 com o objetivo de fornecer um mé-
todo de obten¢@o e manuseio de informagdes imprecisas que sdo tipicas do pensamento e raciocinio
humano [48]. A modelagem de fendmenos bioldgicos através de equacdes diferenciais ordindrias
com parametros fuzzy vem sido realizada a partir dos trabalhos [5], [24] e [38] e outros. O tra-
balho [3] apresenta uma equacao diferencial parcial difusiva-advectiva e com parametro fuzzy para
descrever uma dinamica populacional. Este trabalho realiza uma ligagc@o entre as EDP e o Sistema
Baseado em Regras Fuzzy (SBRF). Missio [34] discute um modelo matematico do tipo Suscetivel-
Infectado-Recuperado (SIR) [15] retratando a febre aftosa. Misso constréi um modelo que interliga
equagoes diferenciais parciais com tratamento através de modelos fuzzy, estocéticos, método dos ele-
mentos finitos e Cranck-Nicolson. Em [26], os autores apresentam uma equacao diferencial parcial
difusiva-advectiva com parametro fuzzy para descrever o comportamento de formigas cortadeiras.
Também, [16] modela a luminescéncia de ions de Neomidio préximo ao ponto de incidéncia do laser
de excitagao, através de um sistema parcialmente fuzzy (p-fuzzy) de uma equacao diferencial parcial.
O estudo de algumas EDP, tais como, do calor, da onda e de Poisson com um parametro sendo repre-
sentado por um nimero fuzzy foi apresentado em [7]. Este estudo foi realizado utilizando o principio
da extensdo de Zadeh [6].

Alguns trabalhos foram realizados anteriormente, com abordagens mais hipotéticas do que nesta
dissertacdo. A equacgdo estudada que modela uma fonte de poluicdo como sendo a chaminé de uma
inddstria que contamina a atmosfera com uma nuvem de poluicdo é dada por:
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onde u(x,y,t) € a concentragdo de poluentes no instante #, @ representa a dispersdo na drea, v; e



v, sdo a velocidade de transporte (que ocorrerd nos eixos x € y, respectivamente), o o representa o
decaimento e o f representa a fonte de poluentes (no nosso caso, a chaming).

Oliveira el al. [40] utilizaram a equacao (2), considerando apenas a velocidade na dire¢do x dife-
rente de zero (v;), o constantes € & como parametro fuzzy em um dominio retangular. Oliveira [41]
utiliza a equacdo (2) com vy, v, e o constantes € & como parametro fuzzy em um dominio retan-
gular. Nestes dois trabalhos a aproximagdao numérica da solucdo da EDP € realizada pelo Método
de Diferencas Finitas e a discretizacdo no tempo pelo método de Cranck-Nicolson, com fronteira de
Dirichlet.

Neste trabalho demos continuidade ao meu Trabalho de Conclusdo de Curso [8] que consistia em
resolver numericamente a equacdo (2), utilizando o Método de Diferencas Finitas juntamente com
SBRF para determinar os pardmetros fuzzy «, v, € v,. A difusdo o tem as seguintes varidveis de
entrada: temperatura, umidade relativa, pressdo atmosférica e concentracdo de poluente. As veloci-
dades v, e v, dependem da forca de atrito. Consideramos uma cidade hipotética, ou seja, o dominio é
uma malha regular. Os valores, em cada coordenada do dominio, para essas varidveis que influenciam
nos parametros da equagdo, sao representados por superficies gaussianas [8]. Essas superficies sdo
hipotéticas e consideramos fronteira mista (Dirichlet e Neumann). Assim, com a inten¢do de tornar
este estudo mais proximo da realidade, consideramos a fronteira do dominio como sendo o contorno
da cidade de Uberlandia e utilizamos dados reais de temperatura obtidos pelo satélite Landsat-8.

O objetivo especifico deste trabalho é modelar matematicamente uma fonte de polui¢ao que con-
sideramos como sendo a chaminé de uma inddstria que contamina a atmosfera com uma nuvem
de poluicao que se espalha pela cidade de Uberlandia. Modelamos o problema considerando uma
equacao diferencial parcial advectiva-difusiva (2) em um dominio irregular, no caso o mapa de Uber-
landia, com condi¢do de fronteira de Dirichlet homogénea e os pardmetros difusao e velocidade sdo
calculados através de SBRF. As varidveis de entrada do SBRF para a difusao sdo: temperatura e con-
centracdo de poluentes. A varidvel de entrada do SBRF para as velocidades € a for¢a de atrito causada
por barreiras (edificios, vegetacado, entre outros). Utilizamos dados reais de temperatura, variacdes de
concentracdo de poluentes e variacdes das velocidades na direcdo x e y na cidade de Uberlandia, esses
dados sao importantes na obten¢do dos SBRF utilizados para calcular os parametros da equagdo. A
equagao € resolvida através de aproximag¢des numéricas via Método de Elementos Finitos e o Método
de Cranck-Nicolson para a discretizagdo no tempo. Através dessa modelagem é possivel verificar
qual é a melhor localizacdo de um *“polo industrial” em Uberlandia, nos pontos estudados.

A organizacdo do presente trabalho € a seguinte:

No Capitulo 1, apresentamos o procedimento de obtencdo de dados importantes da cidade de
Uberlandia que sdo entradas do SBRFE.

No Capitulo 2, realizamos um estudo do Método de Elementos Finitos utilizado para aproximar
numéricamente as solu¢des das EDP, e apresentamos um exemplo unidimensional e um bidimensional
resolvidos através deste método.

No Capitulo 3, apresentamos defini¢des importantes da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, definimos o
SBRF e apresentamos alguns exemplos de SBRF que sdo utilizados na modelagem do problema da
concentracao de poluicado do ar.

No Capitulo 4, aplicamos a teoria dos conjuntos fuzzy no problema da dispersdo de poluentes
eliminados pela chaminé de uma industria na cidade de Uberlandia.

No Capitulo 5, apresentamos o estudo da estimativa do erro para o Método de Elementos Finitos,
para cada exemplo apresentado neste trabalho.

Jennifer Cristina Borges
Uberlandia-MG, Fevereiro de 2016.



Capitulo 1

Fatores que Influenciam a Concentracao de
Poluentes do Ar em Uberlandia

De acordo com dados do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) de 2010, Uberlandia
¢ um dos municipios mais populosos localizado fora das regides metropolitanas do pais. Uberlan-
dia conta com uma populagao de 604.013 habitantes no ano de 2010 [21], populacdo esta que esta
distribuida em uma drea total correspondente a 4.115, 21 km?.

Uberlandia estd localizada no estado de Minas Gerais, na regido do Tridngulo Mineiro, além de
ser a maior do interior de Minas Gerais, possui uma enorme importancia econdmica para sua regiao
de abrangéncia (Tridngulo Mineiro, Sudeste e Centro-Oeste do Brasil).

O crescimento econdmico levou a industrializagdo da cidade, a qual recebeu vdrias industrias de
diferentes ramos, sendo estas localizadas nas saidas da cidade. Fébricas de equipamentos agricolas
e armazéns de estocagem de mercadorias também foram criados, sobretudo, na dire¢cdo Norte, nas
proximidades da rede ferrovidria. Apesar do avanco econdmico, as condi¢des sociais, principalmente
dos operéarios, eram bastante precarias, devido a auséncia de energia elétrica e saneamento bésico a
essa populacdo. Os mesmos residiam em vilas que eram criadas nos arredores das fabricas [45].

Como o processo de industrializac@o cresce a cada ano que passa, surge a preocupagao com 0 meio
ambiente, uma vez que as industrias sdo um dos fatores que mais poluem a atmosfera, e com isso, ao
implantar uma nova inddstria em uma cidade é importante saber qual seria a melhor localizacdo para
que o impacto ambiental seja 0 menor possivel.

Este capitulo tem por finalidade reunir os dados necessarios relacionados a varidveis que influen-
ciam nos parametros difusao e velocidade. Esses parametros aparecem em uma equacgao diferencial
parcial evolutiva advectiva-difusiva que nos permite simular o comportamento de uma nuvem de po-
luicdo no ar através da chaminé de uma industria na cidade de Uberlandia. A Figura 1.1 ilustra a
chaminé de uma industria, representando a situagdo estudada.

Figura 1.1: Imagem da poluicao de uma industria.



1.1 Determinacao das Variaveis

Para determinarmos os fatores que influenciam a concentracio da poluicdo do ar, tivemos a colabo-
racdo de um especialista na drea de climatologia. Assim, concluimos que o pardmetro de difusdao do
ar depende da temperatura e da concentracao de poluentes na regido estudada e o parametro veloci-
dade depende da forc¢a de atrito, que se refere a presenca de barreiras tais como, prédios, vegetacao e
outros.

1.1.1 Temperatura

A Universidade Federal de Uberlandia (UFU) conta com uma estacdo metereoldgica que coleta os
dados de temperatura, porém teriamos as temperaturas apenas no Campus Santa MoOnica. Para deter-
minar a concentracdo de poluentes do ar em Uberlandia, precisamos de aproximadamente 900 valores
de temperatura da cidade. Assim, participei de um minicurso sobre “Sensoriamento Remoto” ofere-
cido pelo Prof. Luiz Antdnio de Oliveira, responsavel pelo Laboratério de Climatologia da UFU [42].
A finalidade do minicurso € utilizar imagens de satélite adquiridas no portal eletronico do centro de
sensoriamento remoto do Servico Geoldgico dos Estados Unidos (USGS) para obtermos tais tempe-
raturas.

A utilizacdo de imagens de satélite para gerar valores de temperatura de superficie a partir de
sensores remotos tem sido muito utilizada para estudar planejamentos urbanos, projetos ambientais,
entre outros. Optamos por manipular as imagens no més de junho e setembro por apresentar uma
diferenca expressiva de temperaturas. Utilizamos valores de temperatura aparente de superficie do
Thermal Infrared Sensor (TIRS)/Landsat-8, banda 10, para os meses de junho e setembro de 2014.
Nesta se¢do utilizamos duas imagens de satélite do Landsat-8, ambas da banda 10 (infravermelho
termal) e de faixa espectral (10,6-11,9 um) [31].

As imagens apresentadas nas Figuras 1.2 e 1.3 foram coletadas pelo satélite com passagem em
14 de junho de 2014 as 10:15min:12s e 18 de setembro de 2014 as 10:15min:38s respectivamente.
Todos os processamentos de corre¢do e conversdo de imagens foram realizados no software Envi
4.7 e no ArcGis 10.1 com a colaboracdo do especialista na drea. Posteriormente, para um melhor
detalhamento dos dados, definiu-se classes (intervalos) de temperatura de superficie.
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Figura 1.2: Imagem do satélite do més de junho processada no Envi 4.7.

Para o processamento das imagens de satélite e posterior resultados das LSTs (Land Surface Tem-
perature), efetuamos primeiramente a corre¢do radiométrica em relacio aos valores obtidos no topo
da atmosfera (TOA). Esta corre¢dao que foi realizada de acordo com o algoritmo de processamento,
dado por:

LA =M Q.+ AL (1.1)

onde:

e LA = valor daradiancia espectral no topo da atmosfera- TOA, medida em Watts / (m?- srad-um);

e M; = fator multiplicativo escalonado especifico constante no arquivo de matadado (RADI-
ANCE_ADD_BAND_x, onde x é o niimero da banda, neste arquivo temos 11 bandas);

e Q.u = produto padrdo quantificado e calibrado por valores de pixel. Este valor é referente a
cada banda da imagem;

e A, = fator aditivo escalonado especifico constante no arquivo de metadado
(RADIANCE_ADD_BAND_x, onde x é o nimero da banda).

As cenas do sensor TIRs foram convertidas de radidncia espectral para temperatura de brilho em graus
Kelvin (k). A constante térmica necessdria para a conversdo € obtida através do arquivo metadados
da imagem utilizada. Essa conversdo € feita aplicando o algoritmo apresentado na equacao:

K

fie= ln(IL(—)1 + 1)

(1.2)



e T = temperatura de brilho aparente em graus Kelvin (k);

e [, = reflectancia no topo da atmosfera ( Watts / (m? - srad - um));

e K; = constante de conversao K1 especifica para cada banda, também denominada de constante
térmica, disponivel no arquivo metadado (K1_ CONSTANT_ BAND_ x, onde x é o nimero da
banda, 10 ou 11);

e K, = constante de conversdao K2 especifica para cada banda, também denominada de constante
térmica, disponivel no arquivo metadado (K2_ CONSTANT_ BAND_ x, onde x é o nimero da
banda, 10 ou 11).

Assim, com a temperatura em graus Kelvin podemos obter a temperatura em graus Celsius (°C), dado
por:
T, =T, —273, (1.3)

onde,
e T. = temperatura de brilho aparente em graus Celsius (°C);

o T = temperatura de brilho aparente em graus Kelvin (k).



Observe que os valores de temperatura obtidos diz respeito a superficie dos materiais de superficie,
logo, estes ndo sdo coincidentes com os valores de temperatura do ar levantados em termometros de
estacdes meteoroldgicas [31].

As Figuras 1.4 e 1.5 apresentam o mapa de Uberlandia com as temperaturas dos meses de junho e
setembro, respectivamente, e a seguinte escala: 1c¢m € equivalente a 1, Skm. O Prof. Dr. Luiz Ant6nio
Oliveira organizou e forneceu essas figuras obtidas pelo software ArcGis 10.1, para serem utilizadas
neste trabalho.

PERIMETRO URBANO UBERLANDIA
TEMPERATURA®°C /JUNHO 2014
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Figura 1.4: Imagem do mapa de Uberlandia com as temperaturas no més de junho.



PERIMETRO URBANO UBERLANDIA
TEMPERATURA°C /SETEMBRO 2014
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Figura 1.5: Imagem do mapa de Uberlandia com as temperaturas no més de setembro.

A Figura 1.6 representa a malha discretizada utilizada para a aproximagdo numérica da equa-
cdo (2). Essa malha foi obtida utilizando o contorno em vermelho apresentado na Figura 1.4, que
geramos no software livre GMSH [20]. Esse software € utilizado para aproximar a fronteira de uma
figura qualquer através de uma poligonal. Os pontos da poligonal sdo salvos no acessorio bloco de
notas do computador. Utilizando o software Matlab obtemos a poligonal que une esses pontos, € a
partir dai, obtemos a malha triangularizada para a aplicacdo do MEF. Essa malha é exportada através
de trés elementos:

e p: sdo as coordenadas x e y do nimero total de pontos da malha (chamamos esses pontos de
“nods”), na malha estudada temos 896 nds;

e ¢: 530 0s nos que estdo na fronteira, temos 178 nds na fronteira;

e f: s@0 os tridngulos da malha, temos 403 triangulos.
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Figura 1.6: Mapa de Uberlandia discretizado.

Para relacionar cada né da malha da Figura 1.6 com o mapa das temperaturas Figura 1.4, foi
necessdrio sobrepor estas e fazer a intersecc@o para criar os 896 nds na Figura 1.4. Assim, temos o
valor da temperatura em cada no da malha. No Apéndice A apresentamos as Tabelas A.1 a A.19,
onde a coluna 2 apresenta as classes (intervalos de temperatura) em cada né e a coluna 3 apresenta a
média dos intervalos no més de junho.

Podemos observar que alguns nds destas tabelas aparecem duas vezes (estdo em azul), isso ocorre
devido ao fato de eles aparecerem em duas classes a0 mesmo tempo, assim tomamos o valor deste no
como a média destas temperaturas. Para o més de setembro fizemos de maneira andloga. A Tabela 1.1
apresenta as temperaturas minima, média e maxima destes meses.

Variacao de Temperatura
H Junho ‘ Setembro
minima 14,5 23,5
média 23,39 33,19
maxima || 27,5 37,5

Tabela 1.1: Temperatura.
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1.1.2 Variacao de Concentracao de Poluentes e Velocidades

As particulas presentes na atmosfera sdo provenientes de fontes naturais, como vulcdes , aerossdis
marinhos e a acdo do vento sobre o solo, e de outras de carater antropogénico (causados pela acao do
homem), tais como a queima de combustiveis fésseis, processos industriais e trafego rodovidrio [22].

As particulas presentes na atmosfera sao normalmente designadas pelo método que usamos para
medi-las. Nos dltimos anos hd uma dedicacdo especial aos efeitos das particulas, e portanto as me-
dicdes tradicionais de Particulas Totais em Suspensao (PTS), que tém sido substituidas pela medicao
da fracdo de M P, (particulas com um didmetro aerodindmico inferior a 10um), uma vez que estas
particulas representam um maior risco para a saude.

O material particulado ou aerossol atmosférico é constituido pelas particulas sélidas e liquidas
em suspensao na atmosfera. As particulas inaldveis(MPy) sao definidas como particulas com dia-
metro aerodindmico menor que 10um, estas dividem-se em particulas grossas inaldveis com didmetro
aerodinamico entre 2 e 10um e as particulas finas com didmetro aerodinAmico menor que 2um.

Em muitas cidades as M P, sdo consideradas como um dos poluentes que causam maiores preocu-
pacdes, pois a sua a¢do causa varios problemas de saude, desde a irritacao nasal, tosse, até a bronquite,
asma ou até mesmo a morte. A fracdo mais fina das M Py, ( 0, 5um a 1,0um) pode ter efeitos muito
grave para a saide, uma vez que esta pode penetrar profundamente nos pulmdes e atingir os alvéolos
pulmonares, provocando dificuldades respiratérias e por vezes danos permanentes. Particulas com
diametro inferior a 1um, podem permanecer em suspensdo na atmosfera durante semanas e serem
transportadas ao longo de centenas ou milhares de quildmetros, enquanto que particulas maiores que
2, Sum, sdao removidas no periodo de algumas horas por precipitacdo e sedimentacao.

O material particulado tem a capacidade de aumentar os efeitos fisioldgicos dos gases presentes
no ar, esse ¢ um dos aspectos mais importantes a ser considerado. Os efeitos de uma mistura de
material particulado e diéxido de enxofre, por exemplo, sdo mais acentuados do que os provocados
na presenca individualizada de cada um deles. Além disso, pequenas particulas podem absorver o
di6éxido de enxofre do ar e, com dgua (umidade do ar) formam particulas contendo 4cido, o que irrita
o sistema respiratdrio e pode danificar as células que protegem o nosso sistema [22].

A quantificagdo de particulas suspensas na atmosfera da cidade de Uberlandia-MG € executada
pela Faculdade de Engenharia Quimica da Universidade Federal de Uberlandia desde o ano de 2003
nas proximidades do terminal de dnibus coletivos no centro da cidade. De [17], temos que a variacdo
da concentracdo de M Py € 0 — 300um.

A cidade de Uberlandia em geral ndo € dotada de edificios de altura elevada, porém, as edificacdes
existentes no percurso entre a estacdo meteoroldgica e a drea onde estdo localizados os receptores
podem afetar sensivelmente a dire¢do e velocidade do vento e provocar a formagdo de canyons devido
ao efeito de rugosidade do terreno. A classe de velocidades de vento predominante no ano de 2012
foi de 0.5 — 2m/s (variacdo da resultante da velocidade), segundo [17].

No préximo Capitulo, apresentamos um estudo sobre o Método de Elementos Finitos e alguns
exemplos resolvidos utilizando este método.



Capitulo 2

Método de Elementos Finitos para Problema
Unidimensional e Bidimencional

O Método de Elementos Finitos (MEF) é conhecido por ser aplicdvel em dominios mais elaborados,
ou seja, dominios irregulares. Essa é uma das principais vantagens sobre o Método de Diferengas
Finitas (MDF) [19].

A ideia do MEF ¢ discretizar o dominio, representando-o, ainda que de forma aproximada, por
uma regido de nimero finito de elementos, e resolver no lugar do problema original o problema que
lhe € associado, que chamamos de formulagdo fraca [4] e [44].

Neste capitulo apresentamos alguns exemplos resolvidos utilizando o MEF.

2.1 Formulacao Fraca do Problema Unidimensional

Vamos considerar o problema de Dirichlet homogéneo unidimensional:

—u” = f(x), x€(0,1)
{ w0 =u(l)=0 2.1
u
onde v’ = e e f é uma funcdo continua dada. Ao invés de resolver (2.1), o MEF se propde a
X

solucionar um problema equivalente, chamado de formulagdo fraca do original. Assim, encontra-
remos a solucdo u da equacdo (2.1) que denotamos por (S) que € também solu¢do do problema de
minimizacao (M) e do problema variacional (PV)(relacionado a formulagdo fraca), que definiremos
a seguir.

Para isto vamos enunciar algumas defini¢cdes e afirmacgdes da teoria geral.

Definicao 2.1. Se V é um espaco vetorial, entdo dizemos que L : V — R é uma forma linear em V
se verificar
L(Bv + 6w) = BL(v) + OL(w) para todo 3,0 € R, v,w € V.

Denotamos a forma bilinear como a( - , - ). Além disso, dizemos que uma funcdoa : VXV - R
¢ uma forma bilinear definida em V se verificar

a(u,Bv + 6w) = Ba(u,v) + 6a(u, w), paratodo 5,0 € R, v,w €V,

a(Bu + Ov,w) = Ba(u,w) + a(v,w), paratodo 5,0 € R, v,w e V.

A forma bilinear a( - , - ) definida em V € dita simétrica se

a(v,w) = a(w,v), paratodo v,w eV

12
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A forma bilinear a( - , - ) definida em V diz-se ser definida positiva sobre V se verificar que
a(v,v) >0, paratodo ve 'V, v #0.

Quando em um espaco vetorial se define uma forma bilinear simétrica e definida positiva, entdo o
espaco ¢ dito espaco vetorial normado, com a norma || - ||, induzida por a:

Ve = (a(v,))?, para todo v € V.

Denotamos a forma bilinear, simétrica e definida positiva como ( -, -), chamado de produto interno
definido em V, com a correspondente norma induzida || - ||. O espago vetorial € também um espaco
normado com norma induzida.

Observacao 2.1. A partir da axiomdtica do produto escalar, pode-se demonstrar propriedades im-
portantes como a desigualdade de Cauchy-Schwarz, que enuncia:

(v, w)| < |Vl lIwll, paratodo v € V. (2.2)
Observacao 2.2. temos que 1
v,w) = f v(x)w(x) dx,
0
é um produto interno no espago vetorial, F, das fungcoes continuas e limitadas em [0, 1].

Definicao 2.2. Definimos o subespaco vetorial de F
V={v:veCC0,1], Vv éuma funcdo continua por partes e limitada em [0,1], v(0) = v(1) = 0}.

Definicao 2.3. Definimos o funcional F : V — R dado por:

1
F() = %(v',v’) _fo fvdx.

Consideramos os seguintes problemas:

e (M) Problema de Minimizacdo: encontre u € V tal que F(u) < F(v) paratodov € V;

1
e (PV) Problema Variacional: encontre u € V tal que (1',V") = f fvdxparatodov e V.
0

O (PV) é obtido multiplicando (2.1) por uma fun¢do qualquer de V e integrando em [0, 1], ou seja:

I p 1
—f d—bztvdx:f FOv(x)dx. (2.3)
0 dx 0

Resolvendo o primeiro membro da igualdade (2.3), usando integracao por partes, temos que
)
d-u
- f(; w\/dx
du(x) |~ f du dv
- - ——d
([v(x) dx L:o o dxdx *

1
—(v(l)du(xl) O = @@dx)
0

1
f f(x)v(x)dx
0

d d dxdx

1

du dv

— —dx.
jo\ dxdx o



14

Assim temos que:

1 1
f @@dx: f FOOV(x)dx, Yv € V. (2.4)
o dxdx 0

A equacgdo (2.4) juntamente com a condi¢ao de Dirichlet homogénea € a formulagdo fraca do pro-
blema.

Observacao 2.3. Note que em vdrios modelos a quantidade F(v) representa a energia potencial total

1
associada ao escoamentov € V. O termo 1/2(V', V') representa a energia eldstica interna e f fvdx
0

o potencial de carga. Assim temos dois principios:
1. Principio de Minimo Potencial correspondente ao problema (M);

2. Principio do Trabalho Virtual correspondente ao problema (PV).

Observacao 2.4. Note que temos a unicidade da solucdo de (PV). De fato, suponha que existem
uy,uy € Vsolugoes de (PV). Logo se verifica

1
w,v) = f fvdx, paratodov €'V, (2.5)
0

|
Wy, V') = f fvdx, paratodov €'V, (2.6)
0

subtraindo as equagdes (2.5) e (2.6) temos que, (u)—u), V') = 0, paratodov € V. Tomando V' = u|—u,
concluimos que u| —u), = 0, ou seja, u; — uy = constante = 0, pois u; e u, satisfazem a condi¢do de
fronteira. Portanto u, = u,.

Teorema 2.1. (S) & (PV) & (M), isto é, a solucdo da equacdo diferencial é equivalente a solugdo
da formulagdo variacional e sdo equivalentes a solu¢do do problema de minimizagdo.

Demonstragdo. e (PV) > (M)

1
Seja u € V solugédo de (PV). Assim, (1',V") = f fvdx,paratodov € V
0

Sejav € V qualquerew =v—u,ousejaw e Vev=u+w. Entdo

F()

Fu+w)
I

1
= ||(u+W)’||2—f fu+w)dx
2 0

1 1 1
= —(u’+w',u’+w’)—f fudx—f fwdx
2 0 0
1 ! ! 1
= —IIM'Ilz—f fudx+(u',W')—f fwdx+ W'
2 o . 2

= Fu)+ %nw'n2 > F(u), ¥v. (2.7)

|
pois u é solucdo de (PV)), ou seja,(u’,w') — f fwdx =0.
0
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o (M) = (PV)

Seja u € V solugdo de (M), assim

F(u) < F(v), paratodov e V. (2.8)

Defina g : R — R tal que

F(u+ev)

1 1
= —||u’+8v’||2—ff(u+8v)dx
2 0

g(&)

1 82 1 1
= ||| +e@’ V) + —|V|* - sf fvdx - f fudx. (2.9)
2 2 0 0

Por (2.8) e (2.9), seque que g(0) = F(u) < g(&), Ye. Portanto g possui minimo em ¢ = 0.

Assim,

— (0 !
£’ (0) = lim G 10) = lim@/',Vv') + f||v’||2 — f fvdx
e—0 E -0 2 0

1
= (u’,v’)—f fvdx. (2.10)
0

1
Logo, pelo Teorema de Rolle, segue que g'(0) = 0 = (u',V') — f fv dx para todo v em V, isto
0

1
é (V)= fv dx, para todo v € V. Portanto, u é solucdo de (PV).

0
Note que se F' : V — R com dim(V) = oo, definimos a Derivada de Gateaux de F como sendo

. Fu+ev)y—Fu) OF
lim = —(u).
ov

-0

oF oF
Assim, se existiru € V, F(u) < F(v), paratodov € V, e a—(u), para todo v, entao a—(u) = 0.
v v

Teoricamente essa afirmacdo foi a que usamos anteriormente.

¢ (S) = (PV)
Seja u solugdo de (D), ou seja: —u"' = f.

Considere v € V, multiplicando (D) por v e integrando, obtemos:

1 1
—f u'v = f f.
0 0

Utilizando a técnica de integracao por partes, obtemos
1 1
—u'v[) + f u'v' = f fv.
0 0

1
W' V)y = f fvdx, paratodov e V.
0

Portanto
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e (PV) = (5).
De fato, se u € V € solucdo do (PV) entao
1
W',V = f fvdx, paratodov € V. (2.11)
0
Supondo que
u € C*(I) = { fungdes duas vezes continuamente diferencidveis}, (2.12)

de (2.11), obtemos que

1 1 1 1
0= f u'v — f fv= u’vl(l) - f u’v — f fv,
0 0 0 0

1
de onde f (u” + f)v =0, paratodo v € V, concluindo que " + f =0 = —u" = f.
0

O

Observacao 2.5. A condicdo (2.12) é uma condicdo necessdria no espaco solugdo escolhido. Vere-
mos mais adiante que esta condi¢cdo estd automaticamente satisfeita em espagos vetoriais “maiores”
(ou seja, com mais fungoes).

2.1.1 Meétodo de Galerkin para o Caso Unidimensional

Definicao 2.4. Considere o espaco vetorial V), de dimensdo finita, subespaco de V, definido da se-
guinte maneira:

Seja 0 = xp < x; < -+ < xy < xy1 = 1 uma parti¢do do intervalo (0,1), I; = (xj_1,x;) e
hj=x;—x;-1 e h = maxhj, entdo

Vi = {vlv € continua em [0, 1] e v(0) = v(1) = 0, V|, é linear para todo j}. (2.13)

1
Suponha que u seja solugao de (PV) em V. Entdo temos que (u’,V") = f fvdx,paratodov e V.
0

Assim, dado v, € V), temos que
1
W', v,) = f fvn dx.
0

Observacao 2.6. Quando usamos o espaco vetorial V), definido em (2.13), o problema variacional
(PV), é conhecido como o Método de Galerkin. Da mesma maneira (M), problema de minimizagcdo
em V), é conhecido como o Método de Ritz.

Pelos mesmos argumentos temos (PV), & (M),, que corresponde ao Método de Ritz-Galerkin.

Ao discretizarmos o espago V, o aproximamos pelo espaco V,. Se v € V), temos que, v € uma
funcao linear em cada intervalo da particao P,, assim as func¢des ¢, definidas por:

X = Xj-1
o ; Sexe[xj_l,xj]
J
Xjrl — .X.
()pj(_x) = h~—1’ se x € [.Xj,.Xj+1] (2.14)
j+
0; caso contrario,

formam uma base para V,.
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Observacao 2.7. O conjunto {¢ j} ~, é uma base de V. Dado v € V), tem se provado que existe uma
linica representacdo do vetor v da forma

M
v(x) = > nigix), ¥ xelo, 1],
i=1

onde n; = v(x;). Assim, dim(V;,) = M

Escolhemos v = ¢; tal que,

1
(ui,,¢})=ffcpjdx Nji=1,...,M.
0

Suponha que
M
= Zfi%(x), & = up(xy),
i=1

entao

M 1
O éwtndon = [ fedr ¥
i=1

1
ff‘m dx
@) (@he) - (@) Y[ & 0
(@195 (@5, 95) -+ (@ ¥5) & f foo dx
. . . . . 0

Portanto obtemos o seguinte sistema linear de equagdes:

L) (@0 - (@) I\ En o
ff‘PM dx

Definindo a;; = (¢}, ¢}) = (¢}.¢) = aj;, obtemos a matriz quadrada M x M, A = (a;;), chamada de
!

rigidez (stiffness matrix, em inglés). O vetor b; = fej dx é chamado de vetor de carga. Pela

0
definicao de produto interno, obtemos a matriz de rigidez da seguinte maneira:

"dg) do, f dis dp, f diy dey
———dx ———dx ... — ——dx
o dx dx dx dx dx dx
'y der | f e dgs | f dey des |
A= o dx dx dx dx dx dx
dwl doy f @ dow f dﬂde dx
0 dx dx dx dx dx dx
O sistema linear resultante é:
A& = b. (2.15)

A seguir demonstraremos a existéncia e unicidade da solucdo do problema aproximado (PV)j,.
Isto serd provada na seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.1. A matriz A possui as seguintes propriedades:

R1) ¢ simétrica;
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R2) é tridiagonal;
R3) é positiva definida, isto é, w'Aw > 0, Yw ndo nulo em R,

Demonstracdo. R1) é consequéncia da comutatividade do produto das fungdes

a..:f@@dx:f@@dx:a..
Yo Jo dx dx o dx dx "

R2) Calculando os elementos a;; mostramos que a matriz A € tridiagonal. Para isso, utilizamos as
derivadas das fungdes ¢; definidas em (2.14).

1
F; se x € [xj_1, xj]
-1

pi(x) = rﬂ; se x € [xj, xj41]

0; caso contrario.

Assim se i = j temos:

dx dx

_ [ deidy; ! de; do;
- fx dx dxdx+fxi dx dxdx

1

f ey +fo+1 -1 -1
——dx [
Xi-1 hl hl X; hH—l hH—l

1
dy; do;
4 = f_w_sﬁdx
0

1
= =X —xi-1) + 5 X1 — x3)
hz2 hzz+1
1 1
= —+—.
hi  hig

Se i # j, por apenas uma unidade a;;-; = a;_;;, temos:

aji-1 = Q4i-1,

fl dei- @dx
o dx dx

[ doade,,, (“daade, (7 dede,
Xiea dx dx X Xi

) f Ao de,,
v, dx dx

1

i-1

Il
A
=L
|-
QU
=
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Finalmente, se i # j por mais de uma unidade, temos que a;; = 0. Concluimos assim que
apenas os termos das formas, a;;, @;;4+1 € a;;—; sdo ndo nulos. Logo, a matriz de rigidez A é
tridiagonal.

R3) Dado w € V), temos que

wAwW = iiw 1@@a’x w;
N\Jo dx dx '

A ultima desigualdade sé serd uma igualdade para o caso onde o vetor w seja nulo. Como w é
um vetor qualquer, isso ocorreria somente se tivéssemos

¢; = 0, para todo i e em todo [0,1].

Como por hipétese, ¢; é continua e cumpre a condicao de fronteira de Dirichlet, implica que
as fungdes da base sdo identicamente nulas, o que é um absurdo. Logo, w'Aw é estritamente
positivo. O que mostra a proposicao.

O

Observacao 2.8. Como consequéncia do fato de A ser positiva definida, temos que o sistema (2.15)
sempre admite uma unica solugdo. Além disso, note que os coeficientes &;, juntamente com as fungoes
da base, determinam a aproximacdo uy, de u.

1
Observacgao 2.9. Seh; = h = , entdo
M+1
2 -1 0 0
-1 2 0 0
A=il
=7 :
0 0 2 -1
0 0 -1 2

Assim, o MEF nos leva a um sistema de equacoes com matriz de rigidez esparsa, simétrica e positiva

definida.

2.1.2 Exemplo Unidimensional
Considere a equacgdo:

u(0) = u(l) =0.
Para resolver a equacdo (2.16) utilizamos o MEF e o MDF comparando com a solu¢do analitica.

Considerando o mesmo espacamento s nas discretizacdes da equacdo e resolvendo primeiramente
pelo MEF, utilizando o sistema matricial (2.15), calculamos a matriz A e o vetor b.
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Na demonstra¢do da Proposi¢@o 2.1 mostramos que a matriz A € tridiagonal e seus elementos a; ;
sdo da forma:

1 N 1 2
apgj, = —ToT— =7
hi  hi  h
1
ai-1,; = Q-1 = —E-
Logo
2 .
- sei=
h ]
(p~ = _1 . . . .
J — sei=j—-louj=i-1
h
0 caso contrario ,

o termo geral do vetor b € dado por:

1
b; = fsen(x)goj(x)dx
0

i X—=Xj il Xjyp — X
= f sen(x) hj 1a’x+f sen(x) j+1h dx.

Xj-1

Como

Xj X — Xj_l 1 i
sen(x) 7 dx = 7 sen(x)(x — xj_1)dx
X1 X1

1 X=X; Xj
= 5 [—(x — Xj_1)cos(x) + f COS(X)dX]
X=Xj-1 Xj-1

1
= Z( — (xj = xj_1)cos(x;) + (xj-1 — xj-1)cos(xj-1)
+sen(x;) — sen(x;_1))

= %(—hcos(xj) + sen(x;) — sen(x;-)),

xj+l Xj+1 - X 1 xj
sen(x) h dx 7 sen(x)(x — xj_1)dx

j Xj-1
X=Xji1 X j+1
- cos(x)dx
x:xj X

J

- [—(m ~ x)cos(x)

h
1

= 7 (= G = xjDcos(xj) = (X = x)cos(x;)

—sen(xj.1) + sen(x;))

= %(hcos(xj) + sen(x;) — sen(xj.1)).

Temos que

b; %(—hcos(xj) + sen(x;) — sen(xj_;)) + %(hcos(xj) — sen(xjy1) + sen(x;))
_sen(xj_l) 2sen(x;) _ sen(xjy1)

h h h
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Logo, obtemos o sistema A¢ = b, onde

2 -1
- — 0 0O O
h h
-1 2 -1
_— - — 0O O
h h h )
&1
-1 2
O g 00 Z
A= , &= . e
fn—l
oo oo 2l T
h h
-1 2
0O 0 O w7
1
Z(—sen(xo) + 2sen(x)) — sen(xy))
1
Z(—sen(xl) + 2sen(x,) — sen(x3))
1
b E(—sen(xz) + 2sen(x3) — sen(xy))

%(—sen(x,,_z) + 2sen(x,_) — sen(x,))

i %(—sen(xn—l) + 2sen(x,) — sen(Xu.1)) |

Portanto, basta resolver o sistema a seguir:

[ 2 -1 0 0O 0 ] & | [ —sen(xy) + 2sen(x;) — sen(x,)
-1 2 0 ... 0 O & —sen(xy) + 2sen(x,) — sen(x3)
O -1 2 ... 0 O ; —sen(xy) + 2sen(x3) — sen(x
) b0 f.% _ 2) | 3) (x4) . 217
O o0 o0 ... 2 -1 &t —sen(x,_) + 2sen(x,-1) — sen(x,)
. 0 0 0 ... =1 2 | [ & | | —sen(x,_1) + 2sen(x,) — sen(x,.1) |

E assim obtemos a aproximacao da solucdo de (2.16) através do MEF.
Utilizando o MDF para aproximar a derivada segunda da equacdo (2.16), dada por:

d’u Ui — 2U; + uiq

dx? h? ’

e substituindo na equacgdo (2.16) temos:

Wiv — 2U; + Uiy
h2

= sen(x;) = —uj + 2u; — u;_y = h*sen(x;).
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Parai=1,2,---n—1, temos:

—r 4+ 2uy —uy = hsen(xy)
—uz + 22Uy —uy; = hrsen(xy)
—Up + 2y — Uy = hsen(x,_;)
Assim obtemos o seguinte sistema:
(2 -1 0 0 0 U | [ h’sen(x))
-1 2 0 ... 00 Uy h?sen(x,)
0 -1 2 ... 0 0|/ us —| h’sen(xs) |. (2.18)
[ 0 0 0 ... =1 2| | upy | | WP sen(x,_1) |

Resolvemos o sistema (2.18) e determinamos a aproximagao da solugdo pelo MDF.
Por fim resolvemos a equagdo (2.16) analiticamente:

2
—— = sen(x).

dx?
Integrando duas vezes obtemos:

2
u(x) = ff—%dxdx = ff—sen(x)dxdx = f(cos(x) +c1)dx = sen(x) + c1x + ¢s.

Como u(0) = u(1) = 0, temos: u(x) = sen(x) — sen(1)x.

0.06

0.05

0.04 -

0.03

0.02

0.01r

Figura 2.1: Solucao exata da equagdo (2.16).

O erro € calculado através da formula:
max | solug¢do analitica — aproximacdo da solugdo |. (2.19)
Assim obtemos

r; = 4,999449181031235.107° ¢ r, = 2,008809785181143.107°14,

sendo r; o erro entre a soluc¢do analitica e a aproximagao obtida utilizando o MDF e r;, o erro entre
a solucdo analitica e a aproximacao obtida utilizando o MEF. Assim, podemos concluir que o MEF
aproxima melhor da solu¢do da equacgdo (2.16).
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2.2 Formulacao Fraca do Problema Bidimensional

Considere Q C R? um conjunto aberto e limitado e uma funcio f real continua por partes e limitada
em Q.

Assim como fizemos anteriormente, encontramos a formulacao fraca da equac¢ao de Poisson com
fronteira de Dirichlet homogéneo:

—Au=f(x,y) emQ,
{ u=90 sobre 0Q. (2:20)

Definimos o espaco de funcdes

axea_y

( ~ . ov  Ov
v=l, RE_5R v € uma fun¢do continua em Q, —
s@o continuas por partes em Q e v = 0 sobre 9Q

Devemos multiplicar a equagdo (2.20) por uma fun¢do qualquer de V e integrar sobre €, ou seja

f—Au-v:ff(x,y)-v,VveV,
Q Q

para resolver a integral do lado esquerdo precisamos do Teorema a seguir.

Teorema 2.2 (Teorema do Divergente). Dado um conjunto Q C R? de fronteira suave e A = (F1, F,)
um campo definido em Q. Entdo

oF oF
fdiv(A)dxdy:f(—l+—2) dxdy:f<F1,F2>-<m,nz>ds:f A-nds,
Q Q Ox 5)’ oQ aQ

onde n = (11,1,) € o vetor unitdrio normal a 0C.

0 0
Para obtermos as hipéteses do Teorema 2.2 considere os campos F; = (va—u, 0)e F, = (0, va—u),
X y
onde u,v : Q — R, temos que
ov Ou 0u ov ou 0u
div(F))=— —+v—, div(F)= — — +v—, 2.21
v (Fv) ox 0x o2 v (F2) dy dy V6y2 @.21)
e aplicando o Teorema 2.2, obtemos
. ou
f div (Fy) dxdy:f vV—rnyi, (2.22)
Q s 0x
. ou
div (F3) dxdy = V—1;. (2.23)
Q s 0y

Somando (2.22) e (2.23), obtemos:

ou 9
fdiV(F1)+ diV(Fz)dxdy:f v(—um+—un2).
Q so \0x dy

Pu
Como div (Fy) + div (Fy) = Vv + Vu +v| 22 + 24
ox?  0y?

vaVu+fv@+@—fv@ +@
o o \0x2  0?)  Ju ax ! Gynz ’
—_— [ —

Au Vun

), temos
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va-Vu+vau:f vVu-n. (2.24)
Q Q 0 T~

an

donde

A expressao (2.24) é conhecida como a Formula de Green.

Vamos mostrar que se u € soluciao da equagdo de Poisson (2.20), entdo u € soluciao do seguinte
problema variacional:

(PV) Encontrar u € V tal que

a(u,v) = f fvdxdy Mvev, (2.25)
Q
onde P P
uov u v
V)= | Vu-Vvdxdy = —— 4+ — — | dxdy.
a(u,v) Lu v dxdy L[8x8x+8y6y]xy

A equagdo (2.25) juntamente com a condicao de Dirichlet homogénea formam a formulagao fraca de
(2.20).
Como no caso unidimensional, podemos mostrar que o problema (PV) é equivalente ao problema
de minimizagado (M).
(M) Encontrar u € V tal que
Fu) <FW), YveV

onde F(v) € o potencial total de energia

F@) = %a(v, V) — ffv dxdy.
Q

Vamos mostrar que (S) = (PV). De fato, dado v € V, temos pela férmula de Green (2.24), temos:

0
ffv dxdy = — f Auv dxdy = — —uv dxdy + f Vu - Vv dxdy = a(u,v),
Q Q a Q

a0 On

sendo v = 0 em 0Q.

Observacao 2.10. Para provar estritamente a equivaléncia, precisamos de regularidade suficiente
para u, que serd apresentado no Capitulo 5.

2.2.1 Método de Galerkin para o Caso Bidimensional

Construimos um subespaco de dimensao finita V), C V.
Para simplificar, assumimos que €2 € um poligono e como consequéncia 0€2 € uma curva poligonal.
Vamos fazer uma triangulagao de €, subdividindo-o no conjunto 7, onde

T, ={K;,...,K,}, K;sdo triangulos ndo sobrepostos.

Q= UK:KluKQU---UKm,

KeTy,

tal que o vértice de um tridngulo ndo encontra o lado de outro tridangulo.

Definicao 2.5. Definimos o niimero h = rI?aTx diam (K), onde diam (K) é o didmetro de um conjunto,
€lp

ou seja didmetro de K é a maior distancia euclidiana entre os pontos de K.

Definindo V), como segue:

Vi = {v : v é continua em (), v|x € linear para cada K € T}, v = 0 em 0Q}.
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Observacao 2.11. O espaco V), consiste de todas as funcoes continuas que sdo lineares em cada
triangulo K e zeram na fronteira 0€) de Q.

Considerando o conjunto N dos vértices dos triangulos do conjunto 77, cujos elementos denomi-
namos N;, definimos a fun¢ao linear de V), por

o 1 osei=j
¢j(Nl)_6lJ_{O Sei;tj, i,j:l,...,M-

A Figura 2.2 ilustra a funcdo ¢; e no Apéndice B determinamos a expressdo dessa funcéo.

¥j

IN
X

<

Figura 2.2: Representa¢do geométrica da fungdo ¢;.

Como no caso unidimensional, consideramos v € V,
M
v(x) = > mje;(x), mj = v(N), parax € QUIQ.
=1

Podemos apresentar o MEF para (2.20) a partir da formulagao variacional (PV) restrita ao subespaco
V,, como segue:

(PVy) encontrar u;, € V), tal que

a(uy,v) = ffv dxdy, paratodov € V.
Q

Como resultado desta formulagdo, obtemos um sistema linear da forma,
A€ = b, (2.26)
onde A = (aij), aij = a(‘Pi,SDj), E=(&) =up(Ny), b=(b) = ffsoi dxdy.

Q
Da mesma forma que no caso unidimensional, podemos mostrar que A € simétrica, positiva defi-
nida e assim ndo singular para que o sistema A¢ = b admita uma dnica solugio.
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2.2.2 Exemplo Bidimensional

Esse exemplo tem por objetivo modelar matematicamente a distribuicdo da temperatura de uma jéia
de prata no formato de um trevo de quatro folhas. O trevo apresentado na Figura 2.3 tem calor sendo
gerado uniformemente em todos os pontos, com taxa g = 1.5cal/cm’.s. A temperatura de estado
estavel u(x, y) satisfaz a equacdo de Poisson [18]:

Pu Pu _q
——— == Q
o ek BYE
u(x,y) =1; (x,y) € 0,y (2.27)
ou
8—(x, y)=0; (x,y) € 0Q;.
n

onde k, a condutividade térmica, é 1.04cal/cm.°C.s. A Figura 2.3 mostra a regido de estudo Q, e a
sua fronteira dividida em, 0Q; que apresenta condi¢do de Dirichlet e 9€2, que apresenta condi¢do de
Neumann. Observe que esse exemplo € um caso particular da equacgdo (2.20) com o detalhe de uma
parte da fronteira ser de Neumann, assim podemos utilizar toda teoria apresentada anteriormente para
resolucdo numérica deste problema tendo apenas uma diferenca no processo de obtencao da formu-
lacdo fraca, que apresentamos a seguir. Utilizando (2.24) e lembrando que v satisfaz as condigdes de
fronteira enunciadas em (2.27), ou seja,

v=1 em 0
0
x_ em 0.
an
Assim,
vau-n = f vWu - n+f vWu-n
o0 00
:f1Vun+vau' =0.
a0 o 4 \,_/
0=5 em o,
Logo,
va Vu+f vAu = 0.
Q
Ou seja,

vau =- f Vv-Vu. (2.28)
Q Q

Substituindo (2.28) em (2.25), sendo a(u, v) = f Vu - Vv dxdy, obtemos:
Q

va'Vu:fvf. (2.29)
Q Q

Portanto a equacdo (2.29) € a formulagdo fraca de (2.27). Com isso podemos aplicar o método de
Galerkin para a discretiza¢ao da formulagao fraca obtendo o sistema linear (2.26).
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A Figura 2.3 apresenta o malha(trevo) gerada a partir do software livie GMSH.

0Q
0Q,

Figura 2.3: Fronteira gerada no GMSH.

12

15 10

u(°c)
i
o S
~ =) ©

y(cm) 0o x(cm)

Figura 2.4: Aproximacdo da soluciao da equacdo (2.27).

Assim, determinamos uma aproximagao para a distribui¢do da temperatura da jéia de prata como
mostra a Figura 2.4, sendo parte da fronteira com a temperatura igual a 1 e parte da fronteira sem
variagdo de temperatura[9] e [33].

No préximo capitulo apresentamos alguns conceitos na Teoria dos Conjuntos Fuzzy e exemplos
de Sistema Baseado em Regras Fuzzy.



Capitulo 3

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

A Teoria dos Conjuntos Fuzzy, recente do ponto de vista de historiografia, vem se desenvolvendo
e ganhando espaco e, cada vez mais, estd sendo usada como ferramenta para a formula¢do de mode-
los nos varios campos da ciéncia. A primeira publicacdo sobre conjuntos fuzzy é devida a L. Zadeh
(1965) e o desenvolvimento da teoria e suas aplicacdes vém apresentando uma evolucdo muito rapida.

Para descrever certos fendmenos relacionados as varidveis, temos utilizado graus que represen-
tam qualidades ou verdades parciais ou ainda padrdes do melhor. Esse € o caso, por exemplo, dos
conceitos de alto, fumante, infeccioso e outros. E precisamente neste tipo de incerteza que a Légica
Fuzzy tem dado suas principais contribuicdes. Usando uma linguagem conjuntista poderiamos nos
referir, respectivamente, aos conjuntos das pessoas altas, fumantes ou infecciosos. Este sdo exemplos
tipicos de conjuntos cujas fronteiras podem ser consideradas incertas, isto €, definidas por meio de
propriedades subjetivas ou atributos imprecisos [6].

3.1 Conjunto Classico

Um conjunto cldssico A do conjunto universo U € definido por uma fun¢do caracteristica de A dada
por:

(x) = 1, se xe€A
Xalr) = 0, se x¢A.

Desta forma, y4 € uma fun¢do cujo dominio € U e a imagem estd contida em {0, 1}, com y,(x) = 1
indicando que o elemento x estd em A, enquanto y4(x) = 0 indica que x nao € elemento de A. Assim,
a fungdo caracteristica descreve completamente o conjunto A ja que tal fun¢ao indica quais elementos
do conjunto U sdo elementos também de A.

3.2 Conjuntos Fuzzy

Um conjunto fuzzy F do conjunto universo U € definido em termos de uma fungdo, a qual cha-
mamos de funcdo de pertinéncia. Cada elemento x de U é associado a um nimero u(x) de modo
que 0 < u(x) < 1 e chamamos u(x) de grau de pertinéncia de x a F. Assim, o conjunto fuzzy F é
simbolicamente indicado por sua fun¢do de pertinéncia.

pr U —[0,1]

Os valores ur(x) = 1 e up(x) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia plena e a nao pertinéncia
do elemento x a F'.

28
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3.3 Operacoes Padroes entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B subconjuntos cldssicos de U representados pelas funcdes caracteristicas ya € xa,
respectivamente, Figura 3.1. Os conjuntos
AUB={xeU:x€A ou xeB}
ANB={xeU:x€A e xe€B}
A" ={xeU:x¢A}

tém, respectivamente, as fungdes caracteristicas:

Xaup(x) = max{ya(x), xp(x)};
Xang(X) = min{y(x), xp(x)};
xa(x)=1—-ya(x), Vxel.

Pensando novamente em conjuntos fuzzy como sendo caracterizados pelas fungdes de pertinéncia
que sdo extensdes da fun¢do caracteristica, podemos definir unido, intersec¢do e complementar de
conjuntos fuzzy.

Definicao 3.1. Seja A e B conjuntos fuzzy (Figura 3.1). As funcodes de pertinéncia que represen-
tam os conjuntos fuzzy unido (Figura 3.2), intersec¢do (Figura 3.3) e complementar (Figura 3.4) de
conjuntos fuzzy sdo dadas por,

Haup(x) = max{ua(x), up(x)},
Hang(x) = min{ua(x), up(x)},
Har(x) =1 —pu(x), VYxeU,

respectivamente.

[LAUB

\4
\4

Figura 3.1: Conjuntos fuzzy A e B [25]. Figura 3.2: Uniao dos fuzzy A e B [25].
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A A
ol B ps T Lo
fAnB
Figura 3.3: Intersecdo dos conjuntos fuzzy A Figura 3.4: Conjunto fuzzy A e seu comple-
e B [25]. mentar A" [25].

3.4 Variaveis Linguisticas Fuzzy

Uma varidvel linguistica é nada a mais do que uma varidvel cujo valor é expresso qualitativamente
por termos linguisticos (que fornece um conceito a varidvel) e quantitativamente por uma fungdo de
pertinéncia, Figura 3.5.

A

TEMPERATURA

Termos Linguisticos

Baixa Alta

\

Figura 3.5: Varidvel Linguistica.

3.5 Sistema Baseado em Regras Fuzzy

Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF) contém quatro componentes: um processador de
entrada que realiza a fuzzificacdo dos dados de entrada, uma cole¢do de regras fuzzy chamada base
de regras, uma mdquina de inferéncia fuzzy e um processador de saida. Estes componentes estdo
conectados conforme indicado na Figura 3.6, supondo x € R" e y € R".
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BASE DE REGRAS

Entrada PROCESSADOR DE PROCESSADOR DE Salda
; >
ENTRADA SAIDA
x€R" y €R”

A

\ 4
MAQUINA DE INFERENCIA
FUZZY

Figura 3.6: Arquitetura de Sistemas Baseados em Regras Fuzzy.

3.5.1 Processador de Entrada (Fuzzificacao)

Neste componente as entradas do sistema sao traduzidas em conjuntos fuzzy em seus respectivos
dominios. A atuagdo de um especialista na drea do fendmeno a ser modelado € de fundamental
importancia para colocar na construcio das funcdes de pertinéncia para a descri¢do das entradas.

3.5.2 Base de Regras

Este componente, juntamente com a maquina de inferéncia, pode ser considerado o nicleo dos
sistemas baseados em regra fuzzy. Ele é composto por uma colec¢io de proposi¢des fuzzy na forma
Se... entdo.... Cada uma dessas proposi¢des pode, por exemplo, ser descrita linguisticamente de
acordo com o conhecimento de um especialista. A base de regras descreve relagdes entre as varidveis
linguisticas para serem utilizadas na maquina de inferéncia fuzzy que serd descrita no proximo item.

3.5.3 Maquina de Inferéncia Fuzzy

E neste componente que cada proposi¢io fuzzy é traduzida matematicamente por meio das técni-
cas de raciocinio aproximado. Os operadores matematicos serdo selecionados para definir a relacao
fuzzy que modela a base de regras. Desta maneira, a maquina de inferéncia fuzzy é de fundamental
importancia para o sucesso do sistema fuzzy, ja que apresenta a saida a partir de cada entrada fuzzy e
da relagdo definida pela base de regras.

Agora, apresentaremos o método de Inferéncia Fuzzy que serd utilizado em um exemplo mais
adiante: o Método de Mamdani [6].

Meétodo de Mamdani

Uma regra ‘Se’ (antecedente) ‘entdo’(consequente) é definida pelo produto cartesiano fuzzy dos
conjuntos fuzzy que compdem o antecedente e o consequente da regra. O método de Mamdani agrega
as regras através do operador 16gico OU, que é modelado pelo operador maximo e, em cada regra, o
operador 16gico E que é modelado pelo operador minimo. Veja as regras a seguir:

Regra 1: Se (xé A; ey € By) entdo (z € C)).
Regra 2: Se (xé A, e y é B,) entdo (z € ().

A Figura 3.7 ilustra como uma saida real z de um sistema de inferéncia do tipo Mamdani é gerada
a partir das entradas x e y reais e a regra de composi¢ao max/min. A saida z € R é obtida pela
defuzzificagdo do conjunto fuzzy de saida C = C| U C} da Figura 3.7.
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. B‘L

=z

Y
T Y ' max (uni&o)
/-L

C

c=c{uc

z

Figura 3.7: Método de Mamdani com composi¢do max — min [25].

3.5.4 Processador de Saida (Defuzzificacao)

Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificacdo é um processo de se representar
um ndmero real por um conjunto fuzzy. Em sistemas fuzzy, em geral a saida é um conjunto fuzzy.
Assim, devemos escolher um método para defuzzificar a saida e obter um nimero real que a repre-
sente.

Definiremos, a seguir, o0 método mais comum de defuzzificacao.

Centro de Gravidade

Este método de defuzzificacio € semelhante & média ponderada para distribuicao de dados em que
a diferenca € que os pesos sdo os valores C(z;) que indicam o grau de compatibilidade do valor z; com
o conceito modelado pelo conjunto fuzzy C.

Para um dominio discreto tem-se

2 zC(z)

GCO)=2— 3.1)
2. C(z)
i=0

Para um dominio continuo tem-se
zC(2)dz

G(O) = fR— (3.2)

fR C(z)dz

onde R ¢é a regido de integracdo e z, z; € R.

A seguir apresentamos alguns exemplos de SBRF que serdo utilizados no Capitulo 4.



3.6 Exemplos de SBRF

Nesta secdo apresentamos os SBRF que sdo utilizados para os parametros fuzzy da equacdo dife-
rencial parcial evolutiva advectiva-difusiva (4.13). A difusdo e as velocidades na direcdo x e y s@o

consideradas parametros fuzzy.

3.6.1 Difusao (@)

A difusdo depende da temperatura e da concentracio de poluentes, como mencionado anteriormente.

A Figura 3.8 apresenta o esquema do SBRF.

Temperatura

SBRF

Concentracao
de poluentes

Difusao

Figura 3.8: Esquema do SBREF para a difusao.

Utilizamos as variacdes da temperatura e da concentracdo de M P ja apresentado no Capitulo 1.
Para obter o SBRF precisamos saber a variacdo geral da temperatura. Logo tomamos o valor
minimo, médio e maximo geral da Tabela 1.1. Esses resultados foram:

e Temperatura Minima = 14, 5°C;
e Temperatura Média = 28,29°C;
e Temperatura Méaxima = 37, 5°C.

As varidveis linguisticas de entrada para « sao:

e Temperatura: dominio [14.5,37.5], dividido em faixas: menor que 23.51, entre 20.21 e 35.23,
e maior que 37.02 e os termos linguisticos sdo baixa, média e alta. As funcdes de pertinéncia
sdo triangulares e trapezoidais, como mostra a Figura 3.9.

e Concentracdo de Poluentes; dominio [0, 300], dividido em faixas: menor que 108.3, entre 61.18
e 227.9, e maior do que 191.4 e os termos linguisticos sdo baixa, média e alta. As fungdes de

pertinéncia sao triangulares e trapezoidais, como mostra a Figura 3.10.

A varidvel linguistica de saida € a:

e o (Difusao da polui¢do): dominio [0, 1], dividido em faixas: menor que 0.36, entre 0.202 e
0.787, e maior do que 0.64 e os termos linguisticos sdo baixa, média e alta. As fungdes de
pertinéncia sdo triangulares, como mostra a Figura 3.11.

As regras fuzzy utilizadas estio apresentadas na Tabela 3.1. A Figura 3.12 apresenta a superficie
gerada pelo SBREF, obtidas com as informag¢des do especialista na drea de climatologia.
O método de inferéncia € o método de Mamdani e o método de defuzzificacdo € o Centro de

Gravidade.
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Figura 3.11: Fungdes de pertinéncia da difusao da poluicao.

Concentragdo | poiva Média  Alta
Temperatura
Baixa Baixa Baixa Média
Média Baixa Média Média
Alta Alta Alta Alta

Tabela 3.1: As 9 regras fuzzy para o SBRF.

Concentracdo—de—poluentes o 15

Temperatura

Figura 3.12: Superficie gerada através do SBRF.
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3.6.2 Calculo das Coordenadas da Velocidade

As velocidades dependem da forga de atrito. A Figura 3.13 apresenta o esquema do SBRF.

Atrito [—> | SBRF | —>| Velocidade

Figura 3.13: Esquema do SBRF para as coordenadas das velocidades.

Para obter a variacdo das velocidades na direcdo x e y utilizamos [17] j& mencionado no Capitulo 1,
ou seja, a variagcdo da resultante da velocidade estd entre 0.5 e 2m/s. Como os valores fornecidos sdo
referentes a resultante da velocidade e estamos trabalhando com as componentes x e y da velocidade,
devemos determinar as variacdes das componentes. Consideramos no SBRF a velocidade na direcdo
do eixo x variando de 0 a 0.5m/ s e a velocidade na direcdo do eixo y variando de 0 a 0.01m/ s, ou seja,
aresultante € igual 0.5m/ s, quando as componentes sdo 0.01m/s e 0.5m/s, como mostra a Figura 3.14.

vy = 0.01

YE

A\ 0.5

Figura 3.14: Resultante da velocidade.

Para justificar essa escolha apresentamos um breve estudo sobre o Numero de Péclet (P,).

Numero de Péclet (P,) Métodos de discretizacgdo, fungdes de interpolacdo e andlise de sensibi-
lidade do niimero de Péclet sdao constantemente avaliados neste sentido. O nimero de Péclet € um
parametro adimensional que mede a razdo entre as intensidades dos processos de convecgao e difusao,

definido por:

vL
Pe:_,
a

onde v € a velocidade caracteristica, L € o comprimento do dominio e @ € a difusdo. Quando utilizamos
o método de Galerkin, como € nosso caso, € adequado que o nimero de Péclet seja muito pequeno ou
igual a zero [36].

Assim, podemos dar continuidade na constru¢do do SBRF para a velocidade.

A varidvel linguistica de entrada para v; e v, sdo:

e Forga de atrito: dominio [0, 1], dividido em faixas: menor que 0.36, entre 0.14 e 0.86, e maior
que 0.64 e os termos linguisticos sdo baixa, média e alta. As fungdes de pertinéncia sdo trape-
zoidais, como mostra a Figura 3.15.

A varidvel linguistica de saida € v, e v;:

e v; (Velocidade na dire¢dao x): dominio [0, 0.5], dividido em faixas: menor que 0.252, entre
0.2033 e 0.4307, e maior do que 0.3647 e os termos linguisticos sdo baixa, média e alta. As
funcdes de pertinéncia sio trapezoidais, como mostra a Figura 3.16.
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e v, (Velocidade na dire¢do y): dominio [0, 0.01], dividido em faixas: menor que 0.00504, entre
0.004067 e 0.008613, e maior do que 0.007293 e os termos linguisticos sdo baixa, média e alta.
As fungdes de pertinéncia sao trapezoidais, como mostra a Figura 3.17.

Como temos as temperaturas em cada no da malha, precisamos do valor do atrito em cada
no. Devido a dificuldade de obter barreiras nos pontos da cidade, optamos por utilizar uma
distribui¢ao randdmica entre O e 1, para o valor do atrito em cada né da malha.

baixa média alta baixa media altg
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

atrito vi
Figura 3.15: Fungdes de pertinéncia da Forca Figura 3.16: Fung¢des de pertinéncia da velo-
de Atrito (A). cidade (vy).
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v2
Figura 3.17: Funcdes de pertinéncia da velocidade (v,).
As regras fuzzy baseadas no conhecimento do especialista na drea sdo os seguintes:

e Se a forca de atrito € baixa entdo as velocidades v; e v, sdo altas;
e Se a forca de atrito é média entdo as velocidades v, e v, sdo médias;

e Se a forca de atrito € alta entdo as velocidades v, e v, sdo baixas.

As Figuras 3.18 e 3.19 apresentam as curvas que representam as regras das velocidade v, e v,.
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Figura 3.18: Curva em func¢do do atrito obtido Figura 3.19: Curva em fung¢ao do atrito obtido
pelo SBRF de v;. pelo SBRF de v,.

Na saida dos SBRF, obtemos os diferentes valores de @, v; € v, um para cada ponto da malha
discretizada da regido.

Assim, podemos observar que a Teoria dos Conjuntos Fuzzy é uma ferramenta que permite cal-
culos de varidveis imprecisas, em alguns estudos sua utilizagao pode ser mais eficiente do que outras
formula¢des matematicas.

No préximo capitulo, apresentamos o modelo de dispersdo de poluentes.



Capitulo 4

Modelagem da Concentacao de Poluente do
Ar

Neste capitulo apresentamos o estudo do modelo dos poluentes na cidade de Uberlandia. Primeira-
mente nos preocupamos apenas em resolver a equagdo através do MEF, ou seja, obter uma solucdo
deterministica. Depois incorporamos dois SBRF para levar em consideragao fatores reais que influ-
enciam a difusdo de poluentes e as velocidades.

4.1 Poluicao no Ar com Fronteira Irregular

Este problema propde um modelo para simular o comportamento de uma nuvem de polui¢do no ar. A
modelagem matematica é construida através de uma equacao diferencial parcial evolutiva advectiva-
difusiva. O propésito desse problema € o de modelar na cidade de Uberlandia, ou seja, em uma malha
irregular tendo uma fonte de polui¢ao que consideraremos como sendo uma chaminé de uma industria
que contamina a atmosfera com uma nuvem de polui¢do que se espalha por toda a cidade (malha).

Vamos considerar, também, a presenca de um vento regional, e a possibilidade de um decaimento
de aerossoéis poluentes por conta do assentamento das particulas. Como estamos considerando um
certo vento regional, podemos tomar a velocidade como sendo v = (vy, v,). Vamos construir um mo-
delo evolutivo para descrever esta situacdo e programar um codigo numérico de modo que possamos
obter aproximacdes da evolucdo do quadro de impacto num determinado periodo de tempo [40] e
[41].

A equagdo que descreve o fendmeno abordado no problema é dada por:

ou
E—CY ﬁ+a_)}2 +V1a+\/26—y+0'l/l:f (x,y)EQ,tE(O,T]

u=0 em 0Q
u(x,y,0) = up(x,y)

ou (qu qu) ou
4.1)

onde u(x,y,t) é a concentracdo de poluentes no instante ¢, @ representa a dispersdo na area, v; €
v, sdo a velocidade de transporte (que ocorrerd nos eixos x e y, respectivamente), o o representa o
decaimento e o f representa a fonte de poluentes (no nosso caso, a chaminé). A funcdo f é definida
como:

f(x,y,0) =0, Y(x,y) # (x;,y;) paraalgumie€{l,---,896} e

f(-xbyi, t) = d, Vl‘ € N

Vamos considerar as condi¢des de contorno u = 0, isto €, assumindo que a cidade de Uberlandia
seja grande o suficiente, que a concentra¢do de poluentes na fronteira seja igual a zero[42].

Como nos exemplos anteriores come¢amos com o procedimento de obter a formulagdo fraca de
(4.1). Aplicamos os métodos de Galerkin para obter a discretizacdo para o dominio da formulacdo

38
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fraca, e para a derivada no tempo utilizamos o método de Crank-Nicolson. A seguir mostramos a
obtenc¢ao da formulacao fraca e a discretizagdo da mesma.

Vamos estabelecer algumas notagdes que servirao para a obtencao da formulagdo fraca no intuito
de organizar e simplificar a equacdo resultante. Comeg¢amos reescrevendo a equacdo (4.1) da forma:

0
a—b;—a/Au+v Vu+ou=f, comv =, ). 4.2)

Lembrando que o espaco L*(Q) é o espaco das funcdes mensuraveis de quadrado somével, denotamos
o produto interno e a respectiva norma em L*(Q) por:

(U, W) = f” wdp e Nullp) = (U, u)2q)
Q

Consideremos também o produto interno sobre a fronteira €2 de Q.
(U, Wrzaa) = f u-wdoQd e |lulloao = U, Wr2e0
BT

Considere também o espaco H'(Q) c L*(Q), espaco das fungdes em L*(Q) cujas derivadas de primeira
ordem, no sentido fraco, também pertencem a LZ(Q)

H(@Q) ={ue LZ(Q)/ e L*(Q),k=1,2,---}.
com produto interno e norma correspondente
(u, W)Hl(Q) (u, W)LZ(Q) + (Vu, VW)LZ(Q) € ||M||H1(Q) = ||M||L2(Q) + ||VM||L2(Q)

ou 0
onde (Vu, Vw)2q) = Z 6_;,{6_;‘; du. Multiplicando a equagdo (4.2) por w € H'(Q) , obtemos:
k=1

ou

Gtw aAuw+v-Vuw+ ouw = waWEH(Q)

e integrando sobre (), obtemos:

f—wd,u ozfAuwd,u+f(v-Vu)wd,u+fauwdu:ffwdu,\v’weHl(Q). 4.3)
Q Q Q Q

Usando o Teorema de Green temos que:

0
—a f puw dy = o f(Vu . Vw) - a/f W doQ, (4.4)
Q Q o On
e Ou . . .
sendo 77 o vertor unitdrio normal a 9. Observe que w— do) = 0 pois u = 0 na fronteira. Assim
o on

reescrevendo a equagdo (4.3) utilizando as notacdes de produto interno obtemos:

0
(6_1;, W) + Q’(Vu, VW)LZ(Q) + (VVM, W)LZ(Q) + O'(I/l, W)LZ(Q) = (f, W)LZ(Q), Yw € PI1 (Q) (45)
L2(Q)

Para simplificar a notagdo, consideramos (u, v);2q) = (u,v). A equacdo (4.5) é a formulacdo fraca
do problema (4.1). Usando o método de Galerkin para a discretizacdo da mesma forma feita nos
exemplos do Capitulo 2, consideramos um subespago V;, de dimenso finita de H'(Q). Considerando



40

a base B = {¢1, ¢, , oy} desse subespaco, temos que a solugdo no subespago V), pode ser escrita
como combinacao linear das fun¢des de B.
N
(6,3, = ) u(0pi(x, ).
=1

Substituindo u;, na formulagao fraca (4.5), e tomando w € V,,, temos:
0
(%, w) + a(Viy, Yw) + (Wi, w) + 0, w) = (f, w), ¥Yw € V.
ou seja,
N oo N N
(Z pRLI w] +a (Z uvVo;, VW] + [Z uj(vVe;), w] +
=1 =1

J=1

N 4.6)
+0'(Z Ujpj, w) = (f,w),Yw e V.

=1
Observe que as funcoes u j(t) nao dependem de (x, y), assim podemos tird-las do produto interno, logo,

N u;
](goj, w)+a Z uj(Vp;, Vw) + Z u(vVej, w)+
= = = 4.7)
+0'Z (@ w) = (f, W), Yw € Vj.
=1

Como a equagdo (4.7) € vélida para todo w € V), podemos tomar w como uma fun¢do ¢; da base B de

V,. Portanto,
N

Ou;
Z —L(g.0) + Z uj(Vo;, Vo)) + Z uj(vVe, @rao+
= a - 4.8)
to Z uiej, i) = (f, i), Vi € B.

=1

Utilizamos o método de Crank-Nicolson para apresentar uma aproximag¢do da derivada de u no
tempo, que aparece na equagdo (4.8). O método de Crank-Nicolson é um método implicito, nele
utilizamos uma aplicacdo da discretiza¢do da equacao diferencial em um tempo intermedidrio entre
t, € t,41. Logo, considerando as aproximacgoes:

%_u?“—u? . u._u;f“+u;?
dt At 2
e substituindo na equacgao (4.8) obtemos:
N un+1 u" n+1 n+1 +u"
YL +a Z U Vg, Ve + Z Vg, 0+
oy u;+1 e N (4.9)
0 ) (00 = (f"2. ). Yepi € B.

=1

Multiplicando a equacdo (4.9) por (2At) temos,

N N
23 W =)y ) + @A Y U+ U (Vs Vi) +

J=1 J=1

N
FAL Y U+ UV @) + Ator Y W+ (g 00) =
j=1 J=1

= 2A1(f"*2, @), Vi € B.

(4.10)
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Separando no primeiro membro da equacdo (4.10) as expressdes que estdo no tempo n + 1 e no
segundo membro as expressdes que estdo no tempo 7, obtemos

N
Z W ((2 + Ato)(g), @) + aA1(Ve;, Vo)) + At(vVe;, 90")) -

j=1
N (4.11)
D1 (@ - A1), @) — AV, V) = AV 0)) + (772, ).

J=1

Definindo
X = 2+ A0)e), @)+ abt(Ve;, Vo)) + At(WVe;, ¢);
Y = Q2-Ao)e), @) —alt(Ve;, Vo)) — At(We;, ¢);
F™ = (f"1,);
u7+1
l]n+l —
ux;l
uy
u" = .
uy
obtemos o seguinte sistema:
XU™! = YU + F™2. (4.12)

Tendo definidas nossas matrizes, resolvemos o problema (4.1) utilizando o sistema (4.12). Observe
que as matrizes X, Y e F, dependem dos produtos internos referente as fungdes ¢; da base B de V..
Tais produtos internos sao apresentados no Apéndice C, considerando essas fun¢gdes em um elemento
padrdao. Depois utilizamos a transformacdo apresentada no Apéndice D, para obtermos o sistema
no elemento real. Assim, utilizando o software MatLab encontramos o valor da polui¢cdo em cada
ponto da malha no préximo tempo. A Figura 4.1 apresenta a chaminé de uma industria no inicio
do processo. A aproximacdo numérica da solucdo deste modelo no no 644 apés 100 iteracdes, com
o=0.001,a=0.8,v, = 0.02m/s2, vy = O.OOlm/s2, o valor da fonte é d = 0.002 e a condicao inicial
¢ dada por:
up(x,y) =0, Y(x,y) # (x;,y;) paraalgumi e {l,---,896} e

uo(x;,y;) =d,

€ apresentado na Figura 4.2.
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Figura 4.1: Concentragdo de poluentes no ar Figura 4.2: Aproximag¢do numérica da solu-
no inicio do processo. cdo daeq.(4.1).
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Figura 4.3: Concentragdo de poluentes em cada iteragao no no 644.

A Figura 4.3 apresenta a concentracdo de poluentes no no 644 em cada iteracdo. Observe que
independente do no que colocamos a fonte de poluentes, ou seja, a chaminé da industria, obtemos a
mesma concentra¢io de poluentes, pois consideramos os parametros a, vy, v, € 0 constantes.

4.2 Poluicao no Ar com Parametros Fuzzy

Em trabalhos anteriores, foi apresentado o modelo de poluic@o do ar através da chaminé de uma in-
duastria com difusdo como parametro fuzzy e velocidade no eixo x e y constantes [40], além disso
consideravam-se o dominio sendo uma cidade hipotética na forma de um retangulo, ou seja, fronteira
regular. Na equacgdo (4.1), incorporamos a velocidade no eixo x e y como parametro fuzzy, e lem-
brando que em (4.1) o dominio considerado € a cidade de Uberlandia. Assim a equacdo do modelo se
apresenta da forma:
2 2
% - (T, u)(% + g—ybzl) + vl(A)% + VZ(A)% +ou=f (x,y)eQte(0,T]
u=20 em 0€)
u(x, Y, 0) = up(x, J’)

(4.13)
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Esta equacgdo descreve a concentracdo de polui¢do u(x, y, t), provinda da chaminé de uma inddstria em
cada ponto da cidade de Uberlandia representada pela malha discretizada, dependendo dos parametros
a que representa a difusdo, v a velocidade no eixo x e v, a velocidade no eixo y. Note que esses
parametros sdo calculados em funcio de algumas caracteristicas da posi¢ao da malha através de um
SBREF, sendo o valor da fonte d = 100.

Vamos utilizar a temperatura (7') e a concentracdo de poluicdo (u#) de cada ponto da cidade(malha)
como fatores que influenciam na difusao . Também, consideramos a forca de atrito (A) como varidvel
que influencia nas velocidades, relembrando que essas informacdes foram baseadas no especialista
da drea de climatologia [42]. Este estudo com dominio regular foi feito em [8]. Assim utilizamos os
SBRF mostrados no Capitulo 3 para obtermos os diferentes valores de «, v, € v, um para cada ponto
do dominio discretizado, onde acontece a difusao.

A func@o f € definida como:

f(x,y,1) =0, Y(x,y) # (x;,y;) paraalgumie€{l,---,896} e

[ d, set <y
S (xis yis 1) —{ 0, ser>ty, d>0.

Na simulag@o consideramos a condi¢ao inicial dada por:
up(x,y) =0, V(x,y) # (x;,y;) paraalgumi e {l,---,896} e

uo(x;,y;) =d.

O valor de ty = 5 representa o tempo de funcionamento da inddstria. Consideramos que a inddstria
emite poluentes no periodo matutino, pois a passagem do satélite € nesse periodo. Estamos consi-
derando que cada iteragdo representa uma hora, desta forma, a indudstria emite poluentes por cinco
horas.

Podemos observar que a equagdo (4.13) ndo € linear, pois precisamos determinar a difusdo da
polui¢do no presente instante afim de encontrar a solucao em cada tempo posterior. Assim utilizamos
o célculo da extrapolacdo da concentragao da poluigao feita por u,,, = 2u;y; —u;,i = 1,2, ..., obtendo
a concentragdo no presente instante e determinamos a difusdo pelo SBRF. Logo a aproximacgao da
solucdo numérica da equacdo (4.13) € obtida utilizando o método de elementos finitos, o método
de Galerkin e o método de Crank-Nicolson da mesma forma apresentada na secdo anterior, e 0s
parametros fuzzy a, v, € ¢;.
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Figura 4.4: Concentracdao de poluentes no ar
no més de junho.
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Figura 4.5: Concentragao de poluentes no ar
no més de setembro.

As Figuras 4.4 e 4.5, apresentam a aproximacgdo da solu¢do da equacao (4.13) com a chaminé da
industria localizada no no 644, no més de junho e no més de setembro, respectivamente.



44

Consideramos a cidade de Uberlandia dividida em 5 regides como mostra a Figura 4.6, esco-
lhemos um 76 em cada regido para estudarmos a concentracdo de poluentes nessas regides. Os nds
escolhidos foram:

e 16 130: Regido Sul (Proximidades do bairro Shooping Park e da Faculdade UNITRI);
e n6 159: Regido Leste (Proximidades do Parque do Sabid);

e 16 512: Regido Oeste (Imediacdes do bairro Jardim Europa);

e n6 644: Regido Central(Centro da cidade);

e 106 696: Regido Norte (Proximidades do Distrito Industrial).

REGIONALIZAGAO NO MUNICiPIO DE UBERLANDIA

oosbias

LEGENDA
Regido |
Regido Il

0 e mu—-‘g
—_—

'
aaaaaa

Figura 4.6: Regionalizacido de Uberlandia.

As Figuras 4.7, 4.9, 4.11, 4.13 e 4.15 apresentam a aproximacdo da solu¢do da equacgdo (4.13)
com a chaminé da industria localizada em cada regido considerada no més de junho. As Figuras 4.8,
4.10, 4.12, 4.14 e 4.16 apresentam a aproximac¢do da solu¢do da equacdo (4.13) com a chaminé da
industria localizada em cada regido considerada no més de setembro.
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Figura 4.8: Concentracdo de poluentes na re-
gido sul (no 130) no més de setembro.
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Figura 4.9: Concentragdo de poluentes na re-

gido leste (n6 159) no més de junho.
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Figura 4.11: Concentracdo de poluentes na
regido oeste (n6 512) no més de junho.
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Figura 4.13: Concentracdo de poluentes na
regido central (no 644) no més de junho.
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Figura 4.10: Concentra¢do de poluentes na
regido leste (no 159) no més de setembro.
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Figura 4.12: Concentracdo de poluentes na
regido oeste (n6 512) no més de setembro.
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Figura 4.14: Concentracdo de poluentes na
regido central (no 644) no més de setembro.

As Figuras 4.17 e 4.18 apresentam a concentragdo de poluentes apds 8 iteragdes nos ndos 644,
130, 159, 512 e 696. As simulagdes foram feitas nesses cinco nds para identificar qual seria a melhor
localizag¢@o para se construir outras industrias. Esta identificacdo € realizada verificando-se onde a
concentracdo de poluentes assume o menor valor. Observe que os graficos das figuras mostram que a
concentracao de poluentes aumenta até a iteracdo 5, mostrando que a inddstria estd emitindo poluente.
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Figura 4.15: Concentragdo de poluentes na Figura 4.16: Concentra¢do de poluentes na
regido norte (n6 696) no més de junho. regido norte (n6 696) no més de setembro.
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Figura 4.19: Diferenga de concentragc@o de poluentes dos meses de junho e setembro em cada nd.

Nas iteracdes seguintes, a concentracdo de poluentes diminui a cada iteracdo. Este comportamento é
compativel com o esperado.

A Figura 4.19 apresenta a diferenca de concentracdo de poluentes entres os meses de junho e
setembro em cada né e através dessa figura nota-se que a regido mais adequada para a construgdo de
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outras industrias € préximo do né 644.

Como o no 644 esté localizado na regido central da cidade, pela 16gica ndo seria vidvel construir
uma industria neste local, assim devemos observar o ndé que teria a segunda menor concentragao.
Logo a melhor localizacdo seria no né 159 que esté localizado na regido leste da cidade. Portanto
concluimos que a melhor localizacao para se construir outras industrias na cidade de Uberlandia seria
na regido Leste da cidade, considerando os nos estudados.

A aproximagao da solu¢do da equacdo (4.13) corresponde ao comportamento mais proximo da re-
alidade, de uma fonte de poluente em um determinado local. A principal diferenca entre os modelos
classicos e o modelo fuzzy é que o modelo utilizando parametros fuzzy explora esses parametros de
incerteza enquanto os modelos cldssicos ndo. Assim, acreditamos que, devido a incerteza dos feno-
menos naturais, a combinacgdo de equagdes diferenciais e a teoria da 16gica fuzzy nos permite obter
simulacdes computacionais para retratar o fendmeno estudado mais préximo da realidade possivel.

O tempo de execucdo do programa computacional executado no software MatLab, para obter os
graficos dos meses de junho e setembro nos 5 nds, foi de 70 minutos.

No préximo capitulo apresentaremos a estimativa do erro para os exemplos apresentados ao longo
deste trabalho.



Capitulo 5

Estimativa do Erro para as EDP Estudadas

Um método numérico € um método ndo analitico, que tem como objetivo determinar um ou mais
valores numéricos, que sao solugdes de um certo problema. Ao contrdrio das metodologias analiti-
cas, que conduzem a solucdes exatas para os problemas, os métodos numéricos produzem, em geral,
apenas solucdes aproximadas. Por este fato, € necessario obter uma estimativa para a precisao dos
célculos com que se pretende obter a solucdo numérica desejada. Essa precisdo dos célculos numéri-
cos € também, um importante critério para a selecio do método que serd utilizado na resolucao de um
dado problema. No estudo deste capitulo, calculamos o erro como sendo a norma da diferenca entre
o valor obtido (aproximado) e o valor exato.

Neste capitulo vamos apresentar a estimativa do erro relacionado ao problema unidimensional
apresentado na Secdo 2.1, a estimativa do erro relacionado ao problema bidimensional estaciondrio
apresentado na Secdo 2.2 e por fim a estimativa do erro relacionado ao problema bidimensional no
tempo(Modelo da Polui¢do).

5.1 A Estimativa do Erro do Problema Unidimensional

Vamos estudar o erro u — u;, onde u € a solucao de (S) e u;, € a solucdo do problema de elementos
finitos (V},). Temos que,

W,V = ffv, paratodo v €V, (5.1
Q

(u,,v') = ffv, para todo ;v € V. (5.2)
Subtraindo as equacdes (5.1) e (5.2), obtemi:s
(' —uy,v') =0, paratodov e V. (5.3)
Teorema 5.1. Para todo v, € V), temos
I’ = wyll < llu” = vill.
Demonstracdo. De (5.3), tomando v = uy, — v, € V,, obtemos

W =l = O = = )+ (= )

’ ’ ’ ’ ’ /
W —up,u —u, +u, —v,)

W —up,u’ —v))

IA

" = w |l - llu” = vl

48
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o que implica
llu — |
,—h, <l =Vl
llu" = wl
Portanto,
i’ — | < Ml = vl

Observacao 5.1. Note que o vetor (u — uy,)" tem a menor norma L? dentro de todos os elementos do
conjunto {(u—v)', v € V,}.

Agora consideremos i1, sendo o interpolante linear de u, ou seja,
ip(x;) =ux;), j=0,....,M+1.

Podemos demonstrar que
2

h
|u(x) — dy(x)| < g Mmax lu” (). (5.4)

De fato,
Para um polinémio de grau 1, p;(x), com pontos de interpolacao xy, x;, sabemos que a estimativa
do erro de interpolacdo € dado por:

|(x = xo)l|(x = x|

lf(x) = pr(0)] < 2! M,, (5.5)
onde M, = max{|f”(x)|, x € [xo, x;]}.
Neste caso f(x) = u(x) e pi(x) = iiy(x), assim
~ |(-x - X())(.x - X1)| ” max |N(.X)| ’”
— < <— 7
lu(x) = dp ()| < T+ 1) max u O < By max lu” (v, (5.6)
onde N(x) = (x — xp)(x — x1).
O ponto critico de N(x) € dado por
, X1 + Xo
N (x)=(x—-x1)+(x—x9) =0,logo x = >
- X1+ Xo h? . .
Entao, N( ) = R como queremos max |N(x)|, basta estimar o valor maximo de N(x) por

2

h
T em (5.6).
Portanto obtemos a estimativa (5.4)[27].

5.2 Estimativa do Erro do Caso Bidimensional Estacionario
Nesta sec@o vamos estudar o erro do seguinte problema de fronteira para a Equacao de Poisson estu-
dado na secdo 2.2:

(5.7

—Au=f(x,y) emQ
u=90 sobre 0Q),

onde Q é um dominio aberto e limitado em R? com fronteira 6Q, f € uma funcdo dada. Também, com
0s mesmos argumentos usados no caso unidimensional, obtemos que

[IVu — Vu,|| < |[Vu — Vv||, paratodo v € V,,
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onde [[Vv]| = +Ja(v,v) = ( f IVv? dx)?. Em particular

Q

IV = V|| < ||V = Vg, (5.8)

onde i1, € o interpolante de u, isto é, i, € V), e i,(N;) = u(N;).
O objetivo € fornecer uma estimativa na norma da prépria funcio e ndo do gradiente. Para isso
precisamos encontrar a solu¢do em um conjunto maior, COmo veremos a seguir.

5.2.1 Um Contexto Teorico Mais Geral

Ao dar formulagdes variacionais de problemas de valor de contorno para equacdes diferenciais par-
ciais, a partir do ponto de vista matemadtico, € natural e muito util trabalhar com espagos de fungdes
V que sd@o um pouco maiores, no sentido de conter mais fungdes que os espacos de funcdes conti-
nuas com derivadas continuas por partes, utilizadas nas se¢des anteriores. Mais precisamente, V, sera
considerado como um espaco de Hilbert.

Como motivagdo, note que no caso do problema unidimensional (2.1), pode-se usar o espaco

H)(I) = {v € H'(I); v(a) = v(b) = 0}, onde I = (a,b),

para determinar a solucdo do problema.

Assim, a formulacao variacional desse problema estendido ao espaco de Hilbert H(l) (1), se enuncia
da seguinte forma:

(PV): encontrar u € H(l) (1) tal que

W', v) = ffv, para todo v € H)(I).
Q

Neste caso, a estimativa do erro € feita diretamente com a norma da diferenga entre a funcao solucdo
u e a solugdo numérica u;, e nao com suas derivadas e de forma pontual como na férmula (5.8). De
fato, obtém-se a estimativa na norma:

|| — uhllHol(Q) < Ch, C é uma constante .

Em seguida definiremos espaco de Hilbert.

Definicao 5.1. Seja V um espaco vetorial com produto interno e norma induzida || - || e (Vy)pen =
(vi,va, ...y Vi, ...} € V, uma sequéncia. Entdo (v,),en € chamada de sequéncia de Cauchy se para
todo € > 0 existe um niimero natural N tal que

Ilvi —vill <€ sei,j>N.

Definicao 5.2. Seja V um espaco vetorial com produto escalar e norma induzida || - ||. Entdo V é um
espaco de Hilbert se toda sequéncia de Cauchy com respeito a norma || - || € convergente. Também V
¢ dito ser um espago vetorial completo na norma induzida.

Exemplo: O espaco L*(I) das fungdes de quadrado integravel no sentido de Lebesgue é um espaco
Hilbert com produto interno [1]
v,w) = fvw dx,
I

IVllz2a = ( f Vv dx)? = (v,v)7.
1

e com a norma induzida
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Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz(2.2), tem-se

(v, W < VIl lwllz2r-

Um espaco mais amplo, aonde a derivada € considerada no sentido das distribuicoes, serd apre-
sentado nesta secao. Como ja mencionado anteriormente, o objetivo principal de considerar espagos
com maior nimero de fun¢des € a de obter uma estimativa do erro na norma da prépria fungdo. Além
disso, os espacos a serem considerados resolvem o problema da regularidade da solucgdo.

Por exemplo, no caso do problema da sec¢do 2.1, a condi¢cdo (2.12) ndo serd necessdria para a
solu¢do em um maior espaco de Hilbert.

A seguir veremos a defini¢do de derivada no sentido das distribui¢cdes e uma pequena resenha da
teoria.

5.2.2 Derivada no Sentido das Distribuicoes e os Espacos de Sobolev

Consideremos o conjunto

DR ={p:R" > R p e CZRM},
onde C;’(R") é o conjunto das func¢des infinitamente diferencidveis definidas em R" e que se anulam
no infinito.

Definicao 5.3. Considerando o espago vetorial D(R") definimos como uma distribuicdo a todo fun-
cional linear continuo definido em D(R"), ou seja, T : D(R") — R linear e continuo.

Exemplo: Um importante exemplo de distribuicdo é a conhecida delta de Dirac no ponto a,
denotada por ¢, e definida por:
0 : DR — R
¢ = ¢la)
Usando a notagao de dualidade [1], temos que

0a(¢) =< 04, >= @(a).

Seja T(¢) = (T, ¢), suponha f uma fun¢do com derivadas parciais continuas (portanto diferencia-
vel). Definimos

Ti(p) =Ty, ) = f fe. ¢ € DR, (5.9)
R}’l
que € uma distribuicao [1]. Da mesma maneira podemos definir a distribuicao
0
To(p) = —fso- (5.10)
ox; R” ax,

Vemos a seguir como essas duas distribui¢des (5.9) e (5.10) se relacionam. Considerando dx =
dx; dx,...dx,, temos que
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ou seja
dg
T ,>:—T,—. 5.11
<%¢ <f(9)€1> ( )

Inspirados na igualdade (5.11), se define a distribuicao derivada parcial de uma distribuicao qual-
quer 7', cOMO vemos a seguir.

Definicao 5.4. Seja T uma distribuicdo. Definimos como derivada parcial de T a distribuicdo:

T
6—,90 =- T,a—‘p , para toda ¢ € D.
8x,~ 8x,~

Como consequéncia da defini¢do 5.4, pode-se provar que as distribui¢des sdo infinitamente deri-
vaveis. Isto € mostrado na seguinte proposicao 5.1.

Proposicao 5.1. Toda distribuicdo T é infinitamente derivdvel. Além disso, temos

OT T
axﬁxj B anaXi’

para todo i, j.

Demonstracdo. A primeira afirmacao ¢ imediata pela defini¢cdo 5.3. Com respeito a segunda afirma-

¢do, temos que
o0’T def. oT dy
axiaxj’ 4 B axi’ (9)(7]'

2
def. T. 07
axﬁxj

peCy <T 82g0>

" 0x,0x;
def. oT 0y
¢ -
def. 0°T
¢ (i)

Assim
0°T 0°T

axﬁxj B anaXi )

O

A seguir daremos um resumo dos Espacos de Sobolev que utilizaremos nos dois casos (Problema
estacionario e nfo estacionario).

Sejam Q um conjunto aberto de R", 1 < p < coem € N. Se u € LP(Q), sabemos que u possui
derivadas de todas as ordens no sentido das distribui¢des. Considerando d“u como a derivada no
sentido das distribui¢des de ordem «, temos que 0“u ndo €, em geral, um funcional definido por
uma funcio de L”(Q) [1]. Quando 0“u € definida por uma funcio de L”(Q2), temos um novo espago
denominado espaco de Sobolev.

Representa-se por W"?(Q) o espago vetorial de todas as fungdes u de L7(Q) tais que para todo
|| < m, 0%u pertence a L?(Q)). Isto é

W"™P(Q) = {u € LP(Q); 0%u € LF(Q), para todo |a| < m}.
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Para cada u € W"?(Q) define-se a norma de u por

1
||u||m,,,,g:( D1l dx], (5.12)

Q lal<m

e uma seminorma definida por

L

mpQ = oulP dx| . 5.13
[t UQZ| ul x] (5.13)

lal=m

Quando m = 0, tem-se WO”(Q) = L”(Q). Também temos que o conjunto D(Q) é denso em L’ (L),
mas nao é verdade que D(Q) seja denso em W™’ (Q) para m > 1. Motivado por este fato, define-se
0 espago W(')" P(Q) como sendo o fecho de D(Q) na norma em W"P(Q). Quando p = 2, escreve-se
H™(Q) em lugar de W™(Q) .

O espaco de Sobolev para p = 2 € um espaco de Hilbert.

Observacao 5.2. Uma propriedade importante que se verifica nos espacos de Sobolev é a conhe-
cida desigualdade de Poincaré, mediante a qual a seminorma (5.13) se transforma em uma norma
equivalente a norma (5.12), ou seja, existem c; e c; tais que

CIHVHm,p,Q < |V|m,p,Q < CZHVHm,p,Qa para tOdO S W(r)n’p(Q) (514)

A desigualdade de Poincaré afirma que se Q C R" é limitado e 1 < p < n. Entdo existe C =
C(n, p,|1Q|) > 0 tal que,

lull Ly < Cll Y ull oy, para todo u € Wy"(Q).
onde |Q| é a medida de Q.

Observacao 5.3. Outra propriedade importante dos espagos de Sobolev sdo as imersdes entre estes
espacos e os espagos de funcoes continuas ou continuamente diferencidves. As imersoes de Sobolev
sdo de extrema importancia na prova da regularidade da solucdo do problema variacional.

Definicao 5.5. Uma imersdo entre espacos vetoriais normados Ve W(V Cc W), com V subespaco de
W, ndo necessariamente com a norma induzida pela norma de W, é a funcgdo I (Identidade) de V em
W. Se I for continua nas normas consideradas a imersdo é chamada continua. Denotamos neste caso
V «— W. Em outras palavras, considerando a norma || - ||y em V e a norma || - ||y em W, V — W se
existe uma constante c tal que || - ||y < c|| - |lw-

Claramente temos
H*(Q) — L*(Q).

Além dessa imersdo usaremos neste trabalho [1] a seguinte imersdo crucial para a regularidade da
solugdo: B
H*(Q) — C'(Q). (5.15)

A seguir iremos dar uma formulagdo abstrata para o método de elementos finitos para qualquer
caso do tipo estaciondrio, com as defini¢cdes e teoremas a seguir.

Seja V um espaco de Hilbert com produto escalar (-,-)y € norma induzida || - ||y. Seja também
a(-,-) uma forma bilinear definida em V e L um funcional linear em V tais que

(1) a(-,-) é simétrica;
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(i1) a(-,-) é continua, i.e., existe r > 0 tal que

la(v, w)| < r|llylwlly, paratodo v,w € V.

(ii1) a(-,-) é V-elitica ou coerciva, ou seja, existe um a > 0 tal que

alv,v) > allvll%,, paratodov € V.

(iv) L é continuo, ou seja, existe 4 > 0 tal que

|L(v)| < A|v|ly, paratodov e V.

Consideramos o problema de minimizagdo abstrato
(M) Encontre u € V tal que
F(u) = migl F(v),
ve

1
onde F(v) = za(v, v) — L(v).
e o problema variacional abstrato:
(PV) Encontre u € V tal que

a(u,v) = L(v), paratodo v € V.

Observacao 5.4. Dizemos que (PV) é a formulagdo fraca da equagdo (5.7) e a solucdo de (PV)
chama-se solugdo fraca de (5.7).

A existéncia da solucao de (PV) é mostrada pelo teorema de Lax-Milgram, que é uma adaptacao
do teorema da representacdo de Riesz, na teoria dos espacgos de Hilbert, enunciado a seguir.

Teorema 5.2. (Teorema de Lax-Milgram) Sejam V um espaco de Hilbert. a(-,-) uma forma bilinear,
V-eliptica e continua e L um funcional continuo. Entdo existe u € V tal que, para todo v € V,
a(u,v) = L(v).

O teorema de Lax-Milgram também afirma a unicidade da solugdo, que serd demonstrada no
teorema a seguir.

Teorema 5.3. Os problemas (M) e (PV) sdo equivalentes. Além disso, existe uma tinica solugcdo
u € V com a seguinte estimativa de estabilidade a priori:

A
llully < —.
a

Demonstracdo. (M) = (PV) Sejav € Ve € € R arbitrario e u o minimo de F(u). Entdo, se u+ev eV
temos que
F(u) < F(u + ev), paratodo € € R.

Usando a notacdo g(e) = F(u + €v), € € R, tem-se
g(0) < g(e), paratodo € € R.

Portanto devemos ter g’(0) = 0.

1
g(e) Ea(u +ev,u+ev) — L(u + ev)

2

1 € € €
Ea(u, u)+ Ea(u, V) + Ea(v, u) + Ea(v, v) — L(u) — eL(v)

2

%a(u, u) — L(u) + ea(u,v) — eL(v) + %a(v, V),
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onde foi usada a simetria de a(-, -). Segue-se que
0=2g"(0) = a(u,v) - L(v),
donde a afirmacdo fica demonstrada.
A
Para completar o teorema, mostremos que |||y < —. De fato, temos que
a
allully < a(u,u) = L) < Allully,

consequentemente,

A
llully < — se [lully # 0.
a
Seguidamente mostramos a unicidade da solu¢do. Suponha que u;, u, sdo solucdes, entao

a(u;,v) = L(v), paratodo v,i = 1,2,

e, assim,
a(u; — up,v) =0, paratodov e V.

Portanto,

0

oty — wally < —,

a

concluindo que u; = u,.
A reciproca € andloga ao caso unidimesional. O

5.2.3 O Método de Ritz-Galerkin

O objetivo desta secdo € o de aproximar o problema variacional (PV). Vamos considerar V,, C V um
subespaco de V de dimensdo M finita. O método de Ritz-Galerkin propde a restricdo do problema
(PV) ao subespaco Vj,, formulando o problema abstrato discreto (PV},), que consiste em encontrar
u, € Vy tal que:

a(uy,v) = L(vy,) para todo v, € V. (5.16)

Novamente, pelo teorema de Lax-Milgram, garantimos a existéncia de uma udnica solugdo u; €

V. A construgdo da solugdo aproximada segue os passos vistos no caso unidimensional. Tomando

{gogll), cees goglM)} uma base para V;, e supondo que u;, é solugdo do problema (5.16), escrevemos u;,

como combinacao linear dos elementos da base escolhida para obter

M
up = Z‘f#z), &eER
=1

Assim, sabendo que u;, € solucao, obtemos

M

Dlalgl ee = L)), j=1..... M,
i=1

obtendo o sistema linear
Anén = by, (5.17)
onde &, = (£1,...,Em) b = L(¢?) e A, é a matriz de rigidez.

Observacao 5.5. Existem basicamente dois grandes aspectos referidos a construcdo de um conjunto
de dimensdo finita de subespacos V,:



56

1. a resolugdo computacional otimizada da solugdo do sistema (5.17);

2. a precisdo da aproximagdo da solucdo u € V pela solugcdo u;, € V), é garantida e obtida pelo
teorema de Lax-Milgram.

Com respeito ao segundo aspecto, o Lema de Céa, que enunciaremos e demonstraremos a seguir,
afirma que, sob as hipéteses do Teorema de Lax-Milgram, a solucdo u;, € a melhor aproximacao da
solugdo u € V, de todas as que possam ser criadas por outros métodos. Esta afirmacdo estd baseada
no seguinte fato:

o erro cometido pela aproximacao u;, € ortogonal com relacdo a forma bilineara ao subespaco Vj,
(5.18)
ou seja
a(u — uy,vy) = 0 para todo v, € V),

como ilustra a Figura 5.1

H;(Q)

u — up(erro)

Figura 5.1: O erro cometido no método de Ritz-Galerkin € ortogonal ao espago V/,.

A propriedade (5.18) é chamada de ortogonalidade de Galerkin.

Lema 5.1. (Lema de Céa) Suponha que a(-,-) : VXV — R é uma forma bilinear V—elitica, continua
e coerciva e L : V — R um funcional linear continuo. Entdo as tinicas solugées, u e uy, dos problemas
variacionais (PV) e (PV},), respectivamente, verificam

A
[l — uplly < Ellu —V|ly, para todov € V. (5.19)
Demonstragcdo. Como V) é um subespaco de V, temos que

a(u,w) = L(w), paratodow € V,,

a(uy, w) = L(w), paratodow € V).

Assim,
a(u — up,w) =0, paratodow € V.

Sejaw = u;, — v. Concluimos que

allu —wlly, < a(u— up,u—up)
= a(u—uy,u—uy)+alu— u,w)
= a(u—up,u—u,+w)
= a(u—uyu—v)
< Allu = wllyllu = vilv,
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donde segue a afirmacdo do lema.
]

O nosso objetivo a seguir, € encontrar uma interpolacdo apropriada m,u de u e estimar o nimero
|l — mtpully. Assim usando (5.19), obtemos uma estimativa para o erro ||u — ul|y.

No caso bidimensional estaciondrio, o espagco V) considerado para o problema (5.7) discreto,
consiste em um conjunto de fungoes lineares definidas em uma triangularizagdo

T, =1{Ki,....Ku},

onde K; sdo tridngulos nao sobrepostos do conjunto Q de fronteira dQ poligonal. Construimos uma
triangularizacdo de Q e realizamos os célculos das integrais em um triangulo K que chamamos de
triangulo “padrao”. Através da transformacdo afim Y, apresentada no apéndice C, relacionamos o
cdlculo das integrais no elemento K; com o cdlculo das integrais no elemento K. O triangulo padrdo
K é mostrado na Figura 5.2.

Figura 5.2: Triangulo “padrao” K.

Dessa maneira, considerando dg, como o didmetro do tridngulo K; e 6, o menor angulo do mesmo
triangulo K;, uma condicdo para a precisdo no erro € que exista 8 > 0 tal que

Ok
> B. (5.20)
dg.
Ok, _ Ok , . . _— .
Como dg, < h temos que T > 7 onde 4 é um nimero definido conforme a defini¢do 2.5. Dai,
K;

Ok,
garantindo que 71( > 3 para todo A, entdo a condigdo (5.20) € satisfeita.

Observacao 5.6. A condicdo (5.20) significa que os triangulos K; ndo podem ser arbitrariamente
“finos” ou, equivalentemente, os dngulos dos tridngulos de K; ndo podem ser arbitrariamente peque-
nos.

Como no caso unidimensional, dado u € C°(Q) definimos o interpolante de «, que denotamos por
myu, como a fungdo linear por partes coincidindo com u em N, i.e.,

mu(N) =u(N;) i=1,...,M.
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Teorema 5.4. Seja K € T), um tridngulo com vértices a',i = 1,2, 3. Seja v € C*(K) e nv definida por

m(d) =v(a),i=1,2,3.
Entdo temos as seguintes estimativas:
2
lv = 7vll o) < 2h r|n|a)1( 10"Vl k)
a|=
2
max [|09(v — 7v)||r=k) < 6-— max [|0*V||z= k),
lel=1 Ok lal=2
onde ||V||=x) = max [v(x)l.
Demonstracdo. Sendo ¢;(x) as fungdes da base de V), temos que
3
w(x) = > va)pi().
i=1

Usando a expansdo de Taylor no ponto x = (x, x,) obtemos que

v(ai )

xs)(a

v(x)+Z—(x)(a x,)+ = a

v(x) + pi(x) + Ri(x), £ € (tx + (1 - 1a' ), t€[0,1].

Como temos que
@) —xjl<h, i=1,2,3, j=1,2

concluimos a seguinte estimativa para o resto R;(x):

IR/(x)| < 2h° Illllé_lglla(’VIlLM(K), i=1,2,3.
Por outro lado, temos que
3 3 3
v(x) = () ) @) + > pix)ei(x) + D Rix)ei().
i=1 i=1 i=1

Precisamos das seguintes afirmagdes:

3
Z @i(x)

= 1,
i=1
3
D i) = 0,
z=13 ;
;a—xj%(x) = a];%(x)—
3
Ipi _ oy
;pima—xj(x) = ax,(x)

Vamos mostrar as afirmacdes (5.24)-(5.27). De fato, considere v = 1, entdo

3
—y= Z v(a)pi(x) = Z wi(x),
i=1

X;)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)
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av Za (6i(x)) = —<Z¢l<x»

jll

0 que provou as aﬁrmagéf_:s (5.24) e (5.26). A seguir, seja v(x) = dix; + drx,. Assim mv(x) = v(x),
pi(x) = d,(a| — x;) + dx(a;, — x,) e R; = 0. Portanto,

3
V() = V() + ) [di(d] = x1) + da(dh — %)),

i=1

Escolhendo d; = (x) obtemos (5.25).
Para provar a aﬁrmagao (5.27), usando-se (5.21) e (5.23), observe que

0
a%(x)—(x)Z <x)+Zp<x) <x>+ZR<x)—<)

que inserido na expressao v(x) = dyx; + d,x, nos fornece

3
:Z(Zd(a —xj)] .= 1.2,

i=1 \ j=1

0
Finalmente escolhendo d; = a—v(x) obtemos
X

J

ov

75 ) = Z pi <x)—<x>
Usando estas afirmacdes temos que

3
v(x) = v(x) + Y Ri)gi(0),

ou, equivalentemente
3
V() = mv(x) = = > Ri(0pi(x).
i=1

Como também temos que 0 < ¢;(x) < 1, entdo

3

DR i)

i=1

IA

v(x) — mv(x)|

IA

3
max [R()| ) ¢i(x)
i=1

IA

2h* max ||0°V||=x)-
|a|=2

Utilizando (5.21), temos que

Gﬂv : 0p;
—(x),j=1,2.
)= va @) I

i=1
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Por (5.23), segue que

9 3 3
ﬂ(x)-v(x;a—‘” ,Zp(x) <x>+ZR<x) 0= 1.2

Assim, usando as afirmagdes (5.24) e (5.25), obtemos:

@ = —(x) - ZR(x)—(x)

portanto
dv  Onv
— - — Ri(x)— 5.28
( 7 x})(x) Z (x) (x) (5.28)
Usando que
Ggai 1
max a—xj(x) < @’
e considerando que:
: dp; 1 23) 3
Ri(X)lI==(x)| = [R;(x)|— + R FRw— 2 L aw OV
;I (X)Ilaxj(X)l | 1(X)|9K | 2(x)|0 | 3(x)|91< HK( maXII Ve k))-
obtemos que
ov onv 2
—(x) - —x)| <6— OV
axj() ox; (x) Ox IlnaXH VL)
O que demonstra o Teorema 5.4. O

Como conclus@o temos o seguinte corolario.

Corolario 5.1. Sob as mesmas hipoteses do teorema 5.4, existe uma constante C tal que

2
v = mvll2k,) < ChoVIlp2k,y ki € T,

h2
v = mvllgk,y < C9—||V||H2(K,-)- (5.29)
K

Temos assim que, se u € solugdo de (5.7):

e — rrul

m
2
[2(Q) = Z ”I/l - ﬂ-uHLZ(Ki)
214
Z C?h il .

C’h* Z el

= C2h4||u||

IA

IA

HX(Q)"

0
De forma andloga, lembrando-se que f > B (veja o pardgrafo apds a equacdo (5.20)), temos que

m m 2h2
— mpuly,, ||u|| 2 el -
H (Q) 92 H (K) H*(K;)
i=1 i=1
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concluindo-se que

Ch
[|ze — 7TM||H1(Q) < F”u”HZ(Q)- (5.30)

Finalmente podemos concluir a estimativa final de erro usando a regularidade da solucao prove-
niente da formulacao fraca. Esta regularidade também mostra a equivaléncia dos problemas (PV) e
(5.7), partindo da hipétese de que f € L*(Q) em ambos os casos, unidimensional e bidimensional.

De fato, usamos o argumento de “bootstrap” da seguinte maneira [1]:

e da equagio (5.7), temos que u € H*(Q);

e da imersdo de Sobolev (5.15), temos que H?*(Q) estd imerso continuamente em C (5), podendo
entdo definir o interpolante em V.

e No caso de tomarmos f € C(Q) entdo terfamos u € C*(Q) ou seja uma solucdo clédssica.

Além disso, temos a seguinte estimativa devida a Agmon, Douglis, Nirenberg [2] para o caso em
que f € L*(Q), que afirma a existéncia de uma constante C; que apenas depende da medida de Q tal
que

lull 2y < Cillfll2)- (5.3

Usando esta conclusdo na desigualdade (5.30), obtemos que
hC
I = mullo) < C= Il (5.32)

0 que mostra que a estimativa do erro na norma € de ordem 1, como visto para o caso unidimensional.

5.3 Caso Bidimensional nao Estacionario

No Capitulo 4 estudamos a seguinte equagao:

0
—x+v2—”+au:f, (x,y) € Q1€ (0,T]

ot a2 a2) 1o Ay (5.33)
u=0 em 0Q) ’

u(x, ) 0) = I/l()(.x, )’),
onde f € definida como:
f(x,y,0)=0, Y(x,y) # (x;,y;) paraalgumie€{l,---,896} e

set<i
set>ty, d>0.

f(xi’yh t) = { g’

Definimos a forma bilinear da formulag¢do fraca do problema (5.33) como segue:

— + ouv|dx.

a(u v)—fa/ @a—zv+a@a—2v+v@@+v@av
0 Jo  \ox2ax? 0y? 0y? "ox Ox 28y oy

Vamos aproximar a solu¢ao de (5.33) exigindo que u e v estejam em um subespago de Hé(Q) de
dimensio finita para cada . Seja ¢; € Hy(Q) parai = 1,---, M base do subespago Vi de H(Q).
Vamos aproximar u, solucdo de (5.33), por uma funcdo

M
w,(t,) = ) ai(Dgi(), (5.34)
=1
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que satisfaz

ot
<l/l(‘, O)’ V> = <l/l(), V>’ Vv € H(l)(Q)’
u(x,t) € Hy(Q), t>0.

A discretizag@o no tempo € feita através do método de Crank-Nicolson, como descrita no Capitulo 4,
nas equacoes (4.9),(4.10), (4.11) e (4.12).
Temos a seguinte estimativa a priori:

<%,v> +a(u,v) =(f,¥v), ve H(l)(Q),t > 0,
(5.35)

T
wa»@®+fawwmmmsawﬁww+wmmu (5.36)
0

escolhendo v = u. Tem-se também a estimativa a priori para a derivada (no sentido do traco)

T
||atullim((0,T),L2(Q)) + ﬁ a(u(t)’ u(t)) dt S C(Hinz(R*'XQ) + ”uOHiZ(Q))’ (537)

onde R* = (0, o) e para extensdes de u € uj a todo o espago produto indicado. Para mais detalhes
sobre a obtencao destas estimativas (5.36)-(5.37), ver [30].

A partir das estimativas a priori (5.36)-(5.37), pode-se concluir uma estimativa do erro no caso
bidimensional nao estaciondrio da forma:

e = 7l gy < Ch* + | AL, (5.38)

sendo u;, a aproximacgao da solucd@o correspondente ao estagio de comprimento 4. Para mais detalhes
ver [14].

Observacao 5.7. Note que na estimativa (5.38) quando o |At| tende para zero, temos uma estimativa
similar (a menos da constante C) a obtida para o caso estaciondrio (1.29).

Assim, determinamos as estimativas dos erros das equagdes estudadas.



Conclusoes

Estudamos o MEF para resolu¢do de uma EDO e EDP, onde trabalhamos um exemplo de EDO
para entendermos mais claramente o MDF e o MEF. Ao estudar o MEF em uma equagao de Poisson
em malha irregular, modelamos a temperatura em uma joia de prata no formato de um trevo. E
com isso percebemos a importancia do MEF por ser aplicado em malhas irregulares, uma vez que, na
maior parte das equacdes que modelam situagdes do nosso cotidiano os dominios sdo irregulares. Esse
estudo foi fundamental para aprendermos a utilizar o MEF, para a equagao que modela a dispersao de
polui¢do do ar.

A utilizagdo de parametros fuzzy obtido através dos SBRF com as EDP podem modelar e explicar
certos fenomenos incorporando um maior nimero de varidveis que influenciam o processo. Este tipo
de abordagem ¢€ utilizado no problema que modela a fonte de poluicao de uma inddstria.

Ao longo do trabalho, procuramos considerar fatores que influenciam no fendmeno estudado afim
de considerarmos o problema mais préximo da realidade possivel. Assim no Capitulo 1, procuramos
informacdes sobre os fatores que influenciam nos parametros que consideramos como parametros
fuzzy a, v, e v,, ou seja, procuramos informacdes sobre a temperatura (7') e concentracdo de poluentes
(1) que influenciam na difusdo «, a forca de atrito (A) que influencia nas velocidades na direcdo x e
y, para a construcdo dos SBRF. Neste capitulo percebemos a importancia da colaboragdo de um
especialista em climatologia.

No problema de polui¢do do ar com fronteira irregular deterministico, obtemos a mesma con-
centracdo de poluentes em diferentes nds pois, todos os pardmetros da equacdo sdo considerados
constantes. Entretanto no problema de polui¢do do ar com a difusdo, velocidades na dire¢do x e y
sendo parametros fuzzy, considerando o dominio sendo o mapa de uma cidade, no caso Uberlandia,
determinamos que a melhor localiza¢do para um polo industrial, dentre os cinco nds estudados € na
regido leste, no né 159. Essa conclusdo sé foi possivel porque os valores para a difusao e para as
velocidades sdo diferentes em pontos diferentes da cidade. Observamos também a importancia de
utilizar dados reais associados aos parametros, principalmente os da temperatura obtidos pelo satélite
Landsat-8, pois tornamos o modelo mais consistente.

Afim de apresentar uma estimativa do erro para as aproximagdes das solugdes numéricas para
os problemas unidimensional, bidimensional estaciondrio e bidimensional no tempo foi necessario
estudar vdrios conceitos da teoria de Andlise Funcional. Com esse estudo concluimos que as aproxi-
macodes das solugdes das equacdes obtidas pelo MEF para os exemplos estudados tem erro de ordem 1.
Para a aproximacdo da solucao numérica da equacao da concentragdo de poluentes, obtemos um erro
dependendo apenas da malha e da discretiza¢ao no tempo.

Para trabalhos futuros podemos estender o estudo realizado de dispersao da polui¢io de uma
chaminé de uma industria, para uma malha irregular representando o contorno de uma cidade com
fronteira de Neumann, indicando a perda de polui¢do na fronteira da cidade. Outro estudo a ser rea-
lizado € incorporar outros fatores que influenciam a difusdo e a velocidade, levando em consideracao
as informacdes dos especialistas na drea. Estes estudos podem ser realizados colocando outras fontes
de poluicao no mesmo setor da cidade no mesmo tempo, e inclusive, medir a poluicdo em um ponto
do setor que ndo tenha fonte de poluente. Essa modelagem matematica da concentra¢do de polu-
entes pode ser realizada para outras cidades ou regides mais extensas; também podemos incorporar
informacdes de outros especialistas na drea de climatologia e trabalhar com SBRF do tipo 2.
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Apéndice A

Tabela das Temperaturas em cada no

As Tabelas A.1 a A.19 apresenta as temperaturas e as classes em cada no.

No6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
1 26.0000-27.0000 26,50 14
2 24.0000-25.0000 24,50 12
3 23.0000-24.0000 23,50 11
4 24.0000-25.0000 24,50 12

24.0000-25.0000

24,50

12

22.0000-23.0000

22,50

10

12 21.0000-22.0000 21,50 9
13 24.0000-25.0000 24,50 12
14 22.0000-23.0000 22,50 10
15 21.0000-22.0000 21,50 9
16 21.0000-22.0000 21,50 9
17 21.0000-22.0000 21,50 9
18 21.0000-22.0000 21,50 9
19 24.0000-25.0000 24,50 12
20 25.0000-26.0000 25,50 13
21 23.0000-24.0000 23,50 11
22 24.0000-25.0000 24,50 12
24 24.0000-25.0000 24,50 12
25 23.0000-24.0000 23,50 11

Tabela A.1: Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.
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Intervalos de temperaturas

23.0000-24.0000

Média dos intervalos

23,50

N° da classe

24.0000-25.0000

24,50

12

25.0000-26.0000

25,50

13

20.0000-21.0000 20,50 8
32 21.0000-22.0000 21,50 9
33 20.0000-21.0000 20,50 8
34 23.0000-24.0000 23,50 11
35 19.0000-20.0000 19,50 7

37 23.0000-24.0000 23,50 11
38 24.0000-25.0000 24,50 12
39 24.0000-25.0000 24,50 12
40 22.0000-23.0000 22,50 10
41 21.0000 - 22.0000 21,50 9
42 24.0000 - 25.0000 24,50 12
43 23.0000 - 24.0000 23,50 11
44 19.0000 - 20.0000 19,50 7

48 22.0000 - 23.0000 22,50 10
49 21.0000 - 22.0000 21,50 9
50 24.0000 - 25.0000 24,50 12
51 25.0000 - 26.0000 25,50 13
52 22.0000 - 23.0000 22,50 10
53 22.0000 - 23.0000 22,50 10
54 24.0000 - 25.0000 24,50 12
55 22.0000 - 23.0000 22,50 10
56 21.0000 - 22.0000 21,50 9
57 22.0000 - 23.0000 22,50 10
58 22.0000 - 23.0000 22,50 10
59 23.0000 - 24.0000 23,50 11
60 20.0000 - 21.0000 20,50 8
61 22.0000 - 23.0000 22,50 10
62 23.0000 - 24.0000 23,50 11
63 24.0000 - 25.0000 24,50 12
64 23.0000 - 24.0000 23,50 11
65 23.0000 - 24.0000 23,50 11
66 23.0000 - 24.0000 23,50 11
67 22.0000 - 23.0000 22,50 10
68 23.0000 - 24.0000 23,50 11
69 24.0000 - 25.0000 24,50 12
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Tabela A.2: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
70 25.0000 - 26.0000 25,50 13
71 23.0000 - 24.0000 23,50 11
72 24.0000 - 25.0000 24,50 12
73 23.0000 - 24.0000 23,50 11
74 23.0000 - 24.0000 23,50 11
75 23.0000 - 24.0000 23,50 11
76 24.0000 - 25.0000 24,50 12
77 23.0000 - 24.0000 23,50 11
78 19.0000 - 20.0000 19,50 7
79 21.0000 - 22.0000 21,50 9
80 21.0000 - 22.0000 21,50 9
81 24.0000 - 25.0000 24,50 12
82 23.0000 - 24.0000 23,50 11
83 23.0000 - 24.0000 23,50 11
84 20.0000 - 21.0000 20,50 8
85 21.0000 - 22.0000 21,50 9
86 22.0000 - 23.0000 22,50 10
87 24.0000 - 25.0000 24,50 12
88 25.0000 - 26.0000 25,50 13
89 24.0000 - 25.0000 24,50 12
90 23.0000 - 24.0000 23,50 11
91 23.0000 - 24.0000 23,50 11
92 24.0000 - 25.0000 24,50 12
93 22.0000 - 23.0000 22,50 10
94 25.0000 - 26.0000 25,50 13
95 23.0000 - 24.0000 23,50 11
96 22.0000 - 23.0000 22,50 10
97 25.0000 - 26.0000 25,50 13
98 24.0000 - 25.0000 24,50 12
99 23.0000 - 24.0000 23,50 11
100 20.0000 - 21.0000 20,50 8
101 23.0000 - 24.0000 23,50 11
102 20.0000 - 21.0000 20,50 8
103 24.0000 - 25.0000 24,50 12
104 20.0000 - 21.0000 20,50 8
105 24.0000 - 25.0000 24,50 12
106 23.0000 - 24.0000 23,50 11
107 23.0000 - 24.0000 23,50 11
108 23.0000 - 24.0000 23,50 11
109 22.0000 - 23.0000 22,50 10
110 23.0000 - 24.0000 23,50 11
111 22.0000 - 23.0000 22,50 10
112 22.0000 - 23.0000 22,50 10
113 24.0000 - 25.0000 24,50 12
114 23.0000 - 24.0000 23,50 11
115 21.0000 - 22.0000 21,50 9
116 23.0000 - 24.0000 23,50 11
117 22.0000 - 23.0000 22,50 10
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Tabela A.3: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
118 24.0000 - 25.0000 24,50 12
119 24.0000 - 25.0000 24,50 12
120 24.0000 - 25.0000 24,50 12
121 24.0000 - 25.0000 24,50 12
122 23.0000 - 24.0000 23,50 11
123 23.0000 - 24.0000 23,50 11
124 23.0000 - 24.0000 23,50 11
125 23.0000 - 24.0000 23,50 11
126 23.0000 - 24.0000 23,50 11
127 24.0000 - 25.0000 24,50 12
128 23.0000 - 24.0000 23,50 11
129 22.0000 - 23.0000 22,50 10
130 21.0000 - 22.0000 21,50 9
131 22.0000 - 23.0000 22,50 10
132 23.0000 - 24.0000 23,50 11
133 23.0000 - 24.0000 23,50 11
134 23.0000 - 24.0000 23,50 11
135 24.0000 - 25.0000 24,50 12
136 23.0000 - 24.0000 23,50 11
137 23.0000 - 24.0000 23,50 11
138 23.0000 - 24.0000 23,50 11
139 21.0000 - 22.0000 21,50 9
140 23.0000 - 24.0000 23,50 11
141 21.0000 - 22.0000 21,50 9
142 22.0000 - 23.0000 22,50 10
143 24.0000 - 25.0000 24,50 12
144 23.0000 - 24.0000 23,50 11
145 24.0000 - 25.0000 24,50 12
146 21.0000 - 22.0000 21,50 9
147 24.0000 - 25.0000 24,50 12
148 24.0000 - 25.0000 24,50 12
149 24.0000 - 25.0000 24,50 12
150 22.0000 - 23.0000 22,50 10
151 24.0000 - 25.0000 24,50 12
152 23.0000 - 24.0000 23,50 11
153 23.0000 - 24.0000 23,50 11
154 23.0000 - 24.0000 23,50 11
155 26.0000 - 27.0000 26,50 14
156 21.0000 - 22.0000 21,50 9
157 21.0000 - 22.0000 21,50 9
158 23.0000 - 24.0000 23,50 11
159 19.0000 - 20.0000 19,50 7
160 22.0000 - 23.0000 22,50 10
161 23.0000 - 24.0000 23,50 11
162 23.0000 - 24.0000 23,50 11
163 24.0000 - 25.0000 24,50 12
164 22.0000 - 23.0000 22,50 10
165 22.0000 - 23.0000 22,50 10
166 24.0000 - 25.0000 24,50 12
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Tabela A.4: Continuacdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
167 22.0000 - 23.0000 22,50 10
168 21.0000 - 22.0000 21,50 9
169 25.0000 - 26.0000 25,50 13
170 19.0000 - 20.0000 19,50 7
171 23.0000 - 24.0000 23,50 11
172 24.0000 - 25.0000 24,50 12
173 23.0000 - 24.0000 23,50 11
174 25.0000 - 26.0000 25,50 13
175 19.0000 - 20.0000 19,50 7
176 24.0000 - 25.0000 24,50 12
177 23.0000 - 24.0000 23,50 11
178 23.0000 - 24.0000 23,50 11
179 24.0000 - 25.0000 24,50 12
180 23.0000 - 24.0000 23,50 11
181 23.0000 - 24.0000 23,50 11
182 24.0000 - 25.0000 24,50 12
183 23.0000 - 24.0000 23,50 11
184 23.0000 - 24.0000 23,50 11
185 25.0000 - 26.0000 25,50 13
186 23.0000 - 24.0000 23,50 11
187 23.0000 - 24.0000 23,50 11
188 23.0000 - 24.0000 23,50 11
189 23.0000 - 24.0000 23,50 11
190 24.0000 - 25.0000 24,50 12
191 22.0000 - 23.0000 22,50 10
192 23.0000 - 24.0000 23,50 11
193 21.0000 - 22.0000 21,50 9
194 22.0000 - 23.0000 22,50 10
195 23.0000 - 24.0000 23,50 11
196 23.0000 - 24.0000 23,50 11
197 22.0000 - 23.0000 22,50 10
198 22.0000 - 23.0000 22,50 10
199 24.0000 - 25.0000 24,50 12
200 22.0000 - 23.0000 22,50 10
201 25.0000 - 26.0000 25,50 13
202 23.0000 - 24.0000 23,50 11
203 24.0000 - 25.0000 24,50 12
204 24.0000 - 25.0000 24,50 12
205 24.0000 - 25.0000 24,50 12
206 22.0000 - 23.0000 22,50 10
207 23.0000 - 24.0000 23,50 11
208 21.0000 - 22.0000 21,50 9
209 25.0000 - 26.0000 25,50 13
210 23.0000 - 24.0000 23,50 11
211 24.0000 - 25.0000 24,50 12
212 23.0000 - 24.0000 23,50 11
213 23.0000 - 24.0000 23,50 11
214 23.0000 - 24.0000 23,50 11
215 24.0000 - 25.0000 24,50 12
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Tabela A.5: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
216 22.0000 - 23.0000 22,50 10
217 24.0000 - 25.0000 24,50 12
218 23.0000 - 24.0000 23,50 11
219 24.0000 - 25.0000 24,50 12
220 24.0000 - 25.0000 24,50 12
221 22.0000 - 23.0000 22,50 10
222 23.0000 - 24.0000 23,50 11
223 23.0000 - 24.0000 23,50 11
224 24.0000 - 25.0000 24,50 12
225 24.0000 - 25.0000 24,50 12
226 23.0000 - 24.0000 23,50 11
227 24.0000 - 25.0000 24,50 12
228 23.0000 - 24.0000 23,50 11
229 22.0000 - 23.0000 22,50 10
230 22.0000 - 23.0000 22,50 10
231 24.0000 - 25.0000 24,50 12
232 23.0000 - 24.0000 23,50 11
233 22.0000 - 23.0000 22,50 10
234 22.0000 - 23.0000 22,50 10
235 23.0000 - 24.0000 23,50 11
236 23.0000 - 24.0000 23,50 11
237 24.0000 - 25.0000 24,50 12
238 23.0000 - 24.0000 23,50 11
239 24.0000 - 25.0000 24,50 12
240 24.0000 - 25.0000 24,50 12
241 24.0000 - 25.0000 24,50 12
242 21.0000 - 22.0000 21,50 9
243 23.0000 - 24.0000 23,50 11
244 21.0000 - 22.0000 21,50 9
245 24.0000 - 25.0000 24,50 12
246 25.0000 - 26.0000 25,50 13
247 23.0000 - 24.0000 23,50 11
248 25.0000 - 26.0000 25,50 13
249 22.0000 - 23.0000 22,50 10
250 23.0000 - 24.0000 23,50 11
251 23.0000 - 24.0000 23,50 11
252 21.0000 - 22.0000 21,50 9
253 24.0000 - 25.0000 24,50 12
254 26.0000 - 27.0000 26,50 14
255 24.0000 - 25.0000 24,50 12
256 24.0000 - 25.0000 24,50 12
258 24.0000 - 25.0000 24,50 12
259 23.0000 - 24.0000 23,50 11
260 23.0000 - 24.0000 23,50 11
261 21.0000 - 22.0000 21,50 9
262 23.0000 - 24.0000 23,50 11
263 25.0000 - 26.0000 25,50 13
264 22.0000 - 23.0000 22,50 10
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Tabela A.6: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



No6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
265 21.0000 - 22.0000 21,50 9
266 22.0000 - 23.0000 22,50 10
267 22.0000 - 23.0000 22,50 10
268 22.0000 - 23.0000 22,50 10
269 23.0000 - 24.0000 23,50 11
270 22.0000 - 23.0000 22,50 10
271 25.0000 - 26.0000 25,50 13
272 21.0000 - 22.0000 21,50 9
273 22.0000 - 23.0000 22,50 10
274 21.0000 - 22.0000 21,50 9
275 21.0000 - 22.0000 21,50 9
276 22.0000 - 23.0000 22,50 10
277 22.0000 - 23.0000 22,50 10
278 21.0000 - 22.0000 21,50 9
279 22.0000 - 23.0000 22,50 10
280 22.0000 - 23.0000 22,50 10
281 25.0000 - 26.0000 25,50 13
282 25.0000 - 26.0000 25,50 13
283 24.0000 - 25.0000 24,50 12
284 24.0000 - 25.0000 24,50 12
285 22.0000 - 23.0000 22,50 10
286 24.0000 - 25.0000 24,50 12
287 22.0000 - 23.0000 22,50 10
288 23.0000 - 24.0000 23,50 11
289 22.0000 - 23.0000 22,50 10
290 23.0000 - 24.0000 23,50 11
291 22.0000 - 23.0000 22,50 10
292 25.0000 - 26.0000 25,50 13
293 24.0000 - 25.0000 24,50 12
294 24.0000 - 25.0000 24,50 12
295 24.0000 - 25.0000 24,50 12
296 23.0000 - 24.0000 23,50 11
297 24.0000 - 25.0000 24,50 12
298 23.0000 - 24.0000 23,50 11
299 23.0000 - 24.0000 23,50 11
300 21.0000 - 22.0000 21,50 9
301 24.0000 - 25.0000 24,50 12
302 22.0000 - 23.0000 22,50 10
303 22.0000 - 23.0000 22,50 10
304 24.0000 - 25.0000 24,50 12
306 24.0000 - 25.0000 24,50 12
307 20.0000 - 21.0000 20,50 8
308 21.0000 - 22.0000 21,50 9
309 21.0000 - 22.0000 21,50 9
310 20.0000 - 21.0000 20,50 8
311 20.0000 - 21.0000 20,50 8
312 19.0000 - 20.0000 19,50 7
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Tabela A.7: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



No6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
313 23.0000 - 24.0000 23,50 11
314 21.0000 - 22.0000 21,50 9
315 22.0000 - 23.0000 22,50 10
316 20.0000 - 21.0000 20,50 8
317 23.0000 - 24.0000 23,50 11
318 23.0000 - 24.0000 23,50 11
319 23.0000 - 24.0000 23,50 11
320 24.0000 - 25.0000 24,50 12
321 23.0000 - 24.0000 23,50 11
322 23.0000 - 24.0000 23,50 11
323 20.0000 - 21.0000 20,50 8
324 23.0000 - 24.0000 23,50 11
326 20.0000 - 21.0000 20,50 8
327 20.0000 - 21.0000 20,50 8
328 22.0000 - 23.0000 22,50 10
329 19.0000 - 20.0000 19,50 7
330 23.0000 - 24.0000 23,50 11
331 23.0000 - 24.0000 23,50 11
332 24.0000 - 25.0000 24,50 12
333 25.0000 - 26.0000 25,50 13
334 21.0000 - 22.0000 21,50 9
335 24.0000 - 25.0000 24,50 12
336 24.0000 - 25.0000 24,50 12
337 24.0000 - 25.0000 24,50 12
338 23.0000 - 24.0000 23,50 11
339 22.0000 - 23.0000 22,50 10
340 25.0000 - 26.0000 25,50 13
341 22.0000 - 23.0000 22,50 10
342 22.0000 - 23.0000 22,50 10
343 22.0000 - 23.0000 22,50 10
344 23.0000 - 24.0000 23,50 11
345 26.0000 - 27.0000 26,50 14
346 25.0000 - 26.0000 25,50 13
347 25.0000 - 26.0000 25,50 13
348 26.0000 - 27.0000 26,50 14
349 22.0000 - 23.0000 22,50 10
350 24.0000 - 25.0000 24,50 12
351 23.0000 - 24.0000 23,50 11
352 23.0000 - 24.0000 23,50 11
353 23.0000 - 24.0000 23,50 11
354 22.0000 - 23.0000 22,50 10
355 22.0000 - 23.0000 22,50 10
356 21.0000 - 22.0000 21,50 9
357 22.0000 - 23.0000 22,50 10
358 20.0000 - 21.0000 20,50 8
359 21.0000 - 22.0000 21,50 9
360 23.0000 - 24.0000 23,50 11

74

Tabela A.8: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
361 23.0000 - 24.0000 23,50 11
362 23.0000 - 24.0000 23,50 11
363 19.0000 - 20.0000 19,50 7
364 20.0000 - 21.0000 20,50 8
365 20.0000 - 21.0000 20,50 8
366 20.0000 - 21.0000 20,50 8
367 22.0000 - 23.0000 22,50 10
368 23.0000 - 24.0000 23,50 11
369 23.0000 - 24.0000 23,50 11
370 22.0000 - 23.0000 22,50 10
371 24.0000 - 25.0000 24,50 12
372 21.0000 - 22.0000 21,50 9
373 21.0000 - 22.0000 21,50 9
374 20.0000 - 21.0000 20,50 8
375 20.0000 - 21.0000 20,50 8
376 20.0000 - 21.0000 20,50 8
377 19.0000 - 20.0000 19,50 7
378 22.0000 - 23.0000 22,50 10
379 23.0000 - 24.0000 23,50 11
380 24.0000 - 25.0000 24,50 12
381 25.0000 - 26.0000 25,50 13
382 23.0000 - 24.0000 23,50 11
383 23.0000 - 24.0000 23,50 11
384 24.0000 - 25.0000 24,50 12
385 23.0000 - 24.0000 23,50 11
386 23.0000 - 24.0000 23,50 11
387 21.0000 - 22.0000 21,50 9
388 25.0000 - 26.0000 25,50 13
389 26.0000 - 27.0000 26,50 14
390 25.0000 - 26.0000 25,50 13
391 25.0000 - 26.0000 25,50 13
392 25.0000 - 26.0000 25,50 13
393 25.0000 - 26.0000 25,50 13
394 24.0000 - 25.0000 24,50 12
395 24.0000 - 25.0000 24,50 12
396 23.0000 - 24.0000 23,50 11
397 23.0000 - 24.0000 23,50 11
398 24.0000 - 25.0000 24,50 12
399 23.0000 - 24.0000 23,50 11
400 24.0000 - 25.0000 24,50 12
401 23.0000 - 24.0000 23,50 11
402 23.0000 - 24.0000 23,50 11
403 23.0000 - 24.0000 23,50 11
404 23.0000 - 24.0000 23,50 11
405 24.0000 - 25.0000 24,50 12
406 24.0000 - 25.0000 24,50 12
407 22.0000 - 23.0000 22,50 10
408 23.0000 - 24.0000 23,50 11
409 22.0000 - 23.0000 22,50 10

75

Tabela A.9: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.
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N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
410 23.0000 - 24.0000 23,50 11
411 22.0000 - 23.0000 22,50 10
412 23.0000 - 24.0000 23,50 11
413 23.0000 - 24.0000 23,50 11
414 22.0000 - 23.0000 22,50 10
415 22.0000 - 23.0000 22,50 10
416 23.0000 - 24.0000 23,50 11
417 22.0000 - 23.0000 22,50 10
418 22.0000 - 23.0000 22,50 10
419 21.0000 - 22.0000 21,50 9
420 23.0000 - 24.0000 23,50 11
421 22.0000 - 23.0000 22,50 10
422 24.0000 - 25.0000 24,50 12
423 24.0000 - 25.0000 24,50 12
424 23.0000 - 24.0000 23,50 11
425 23.0000 - 24.0000 23,50 11
426 23.0000 - 24.0000 23,50 11
427 22.0000 - 23.0000 22,50 10
428 23.0000 - 24.0000 23,50 11
429 23.0000 - 24.0000 23,50 11
430 23.0000 - 24.0000 23,50 11
431 21.0000 - 22.0000 21,50 9
432 22.0000 - 23.0000 22,50 10
433 23.0000 - 24.0000 23,50 11
434 23.0000 - 24.0000 23,50 11
435 22.0000 - 23.0000 22,50 10
436 22.0000 - 23.0000 22,50 10
437 21.0000 - 22.0000 21,50 9
438 22.0000 - 23.0000 22,50 10
439 23.0000 - 24.0000 23,50 11
440 22.0000 - 23.0000 22,50 10
441 22.0000 - 23.0000 22,50 10
442 19.0000 - 20.0000 19,50 7
443 20.0000 - 21.0000 20,50 8
444 22.0000 - 23.0000 22,50 10
445 23.0000 - 24.0000 23,50 11
446 24.0000 - 25.0000 24,50 12
447 24.0000 - 25.0000 24,50 12
448 24.0000 - 25.0000 24,50 12
449 23.0000 - 24.0000 23,50 11
450 23.0000 - 24.0000 23,50 11
451 22.0000 - 23.0000 22,50 10
452 23.0000 - 24.0000 23,50 11
453 23.0000 - 24.0000 23,50 11
454 24.0000 - 25.0000 24,50 12
455 22.0000 - 23.0000 22,50 10
456 20.0000 - 21.0000 20,50 8
457 23.0000 - 24.0000 23,50 11
458 19.0000 - 20.0000 19,50 7
Tabela A.10: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
459 20.0000 - 21.0000 20,50 8
460 22.0000 - 23.0000 22,50 10
461 24.0000 - 25.0000 24,50 12
462 24.0000 - 25.0000 24,50 12
463 25.0000 - 26.0000 25,50 13
464 25.0000 - 26.0000 25,50 13
465 24.0000 - 25.0000 24,50 12
466 24.0000 - 25.0000 24,50 12
467 22.0000 - 23.0000 22,50 10
468 24.0000 - 25.0000 24,50 12
469 24.0000 - 25.0000 24,50 12
470 24.0000 - 25.0000 24,50 12
471 25.0000 - 26.0000 25,50 13
472 24.0000 - 25.0000 24,50 12
473 23.0000 - 24.0000 23,50 11
474 23.0000 - 24.0000 23,50 11
475 23.0000 - 24.0000 23,50 11
476 21.0000 - 22.0000 21,50 9
477 21.0000 - 22.0000 21,50 9
478 22.0000 - 23.0000 22,50 10
479 22.0000 - 23.0000 22,50 10
480 23.0000 - 24.0000 23,50 11
481 24.0000 - 25.0000 24,50 12
482 23.0000 - 24.0000 23,50 11
483 23.0000 - 24.0000 23,50 11
484 23.0000 - 24.0000 23,50 11
485 22.0000 - 23.0000 22,50 10
486 23.0000 - 24.0000 23,50 11
487 24.0000 - 25.0000 24,50 12
488 22.0000 - 23.0000 22,50 10
489 23.0000 - 24.0000 23,50 11
490 22.0000 - 23.0000 22,50 10
491 23.0000 - 24.0000 23,50 11
492 23.0000 - 24.0000 23,50 11
493 23.0000 - 24.0000 23,50 11
494 24.0000 - 25.0000 24,50 12
495 23.0000 - 24.0000 23,50 11
496 23.0000 - 24.0000 23,50 11
497 23.0000 - 24.0000 23,50 11
498 23.0000 - 24.0000 23,50 11
499 21.0000 - 22.0000 21,50 9
500 23.0000 - 24.0000 23,50 11
501 23.0000 - 24.0000 23,50 11
502 22.0000 - 23.0000 22,50 10
503 22.0000 - 23.0000 22,50 10
504 22.0000 - 23.0000 22,50 10
505 23.0000 - 24.0000 23,50 11
506 23.0000 - 24.0000 23,50 11
507 24.0000 - 25.0000 24,50 12

Tabela A.11:
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Continuacdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.
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N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
508 21.0000 - 22.0000 21,50 9
509 24.0000 - 25.0000 24,50 12
510 22.0000 - 23.0000 22,50 10
511 24.0000 - 25.0000 24,50 12
512 24.0000 - 25.0000 24,50 12
513 22.0000 - 23.0000 22,50 10
514 23.0000 - 24.0000 23,50 11
515 23.0000 - 24.0000 23,50 11
516 23.0000 - 24.0000 23,50 11
517 23.0000 - 24.0000 23,50 11
518 22.0000 - 23.0000 22,50 10
519 21.0000 - 22.0000 21,50 9
520 23.0000 - 24.0000 23,50 11
521 21.0000 - 22.0000 21,50 9
522 21.0000 - 22.0000 21,50 9
523 21.0000 - 22.0000 21,50 9
524 22.0000 - 23.0000 22,50 10
525 22.0000 - 23.0000 22,50 10
526 24.0000 - 25.0000 24,50 12
527 24.0000 - 25.0000 24,50 12
528 20.0000 - 21.0000 20,50 8
529 25.0000 - 26.0000 25,50 13
530 23.0000 - 24.0000 23,50 11
531 24.0000 - 25.0000 24,50 12
532 24.0000 - 25.0000 24,50 12
533 22.0000 - 23.0000 22,50 10
534 22.0000 - 23.0000 22,50 10
535 24.0000 - 25.0000 24,50 12
536 20.0000 - 21.0000 20,50 8
537 21.0000 - 22.0000 21,50 9
538 23.0000 - 24.0000 23,50 11
539 21.0000 - 22.0000 21,50 9
540 20.0000 - 21.0000 20,50 8
541 22.0000 - 23.0000 22,50 10
542 22.0000 - 23.0000 22,50 10
543 24.0000 - 25.0000 24,50 12
544 23.0000 - 24.0000 23,50 11
545 23.0000 - 24.0000 23,50 11
546 24.0000 - 25.0000 24,50 12
547 23.0000 - 24.0000 23,50 11
548 24.0000 - 25.0000 24,50 12
549 24.0000 - 25.0000 24,50 12
550 23.0000 - 24.0000 23,50 11
551 23.0000 - 24.0000 23,50 11
552 23.0000 - 24.0000 23,50 11
553 23.0000 - 24.0000 23,50 11
554 22.0000 - 23.0000 22,50 10
555 22.0000 - 23.0000 22,50 10
556 23.0000 - 24.0000 23,50 11
Tabela A.12: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
557 22.0000 - 23.0000 22,50 10
558 22.0000 - 23.0000 22,50 10
559 22.0000 - 23.0000 22,50 10
560 23.0000 - 24.0000 23,50 11
561 20.0000 - 21.0000 20,50 8
562 23.0000 - 24.0000 23,50 11
563 22.0000 - 23.0000 22,50 10
564 23.0000 - 24.0000 23,50 11
565 24.0000 - 25.0000 24,50 12
566 23.0000 - 24.0000 23,50 11
567 23.0000 - 24.0000 23,50 11
568 23.0000 - 24.0000 23,50 11
569 24.0000 - 25.0000 24,50 12
570 24.0000 - 25.0000 24,50 12
571 24.0000 - 25.0000 24,50 12
572 23.0000 - 24.0000 23,50 11
573 24.0000 - 25.0000 24,50 12
574 23.0000 - 24.0000 23,50 11
575 25.0000 - 26.0000 25,50 13
576 24.0000 - 25.0000 24,50 12
577 22.0000 - 23.0000 22,50 10
578 24.0000 - 25.0000 24,50 12
579 24.0000 - 25.0000 24,50 12
580 24.0000 - 25.0000 24,50 12
581 23.0000 - 24.0000 23,50 11
582 22.0000 - 23.0000 22,50 10
583 23.0000 - 24.0000 23,50 11
584 23.0000 - 24.0000 23,50 11
585 25.0000 - 26.0000 25,50 13
586 23.0000 - 24.0000 23,50 11
587 22.0000 - 23.0000 22,50 10
588 22.0000 - 23.0000 22,50 10
589 23.0000 - 24.0000 23,50 11
590 24.0000 - 25.0000 24,50 12
591 24.0000 - 25.0000 24,50 12
592 23.0000 - 24.0000 23,50 11
593 23.0000 - 24.0000 23,50 11
594 23.0000 - 24.0000 23,50 11
595 23.0000 - 24.0000 23,50 11
596 22.0000 - 23.0000 22,50 10
597 24.0000 - 25.0000 24,50 12
598 24.0000 - 25.0000 24,50 12
599 25.0000 - 26.0000 25,50 13
600 23.0000 - 24.0000 23,50 11
601 24.0000 - 25.0000 24,50 12
602 23.0000 - 24.0000 23,50 11
603 23.0000 - 24.0000 23,50 11
604 24.0000 - 25.0000 24,50 12
605 24.0000 - 25.0000 24,50 12

Tabela A.13:
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Continuacdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.
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N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
606 23.0000 - 24.0000 23,50 11
607 23.0000 - 24.0000 23,50 11
608 23.0000 - 24.0000 23,50 11
609 22.0000 - 23.0000 22,50 10
610 23.0000 - 24.0000 23,50 11
611 23.0000 - 24.0000 23,50 11
612 23.0000 - 24.0000 23,50 11
613 23.0000 - 24.0000 23,50 11
614 24.0000 - 25.0000 24,50 12
615 23.0000 - 24.0000 23,50 11
616 24.0000 - 25.0000 24,50 12
617 24.0000 - 25.0000 24,50 12
618 23.0000 - 24.0000 23,50 11
619 27.0000 - 28.0000 27,50 15
620 24.0000 - 25.0000 24,50 12
621 24.0000 - 25.0000 24,50 12
622 23.0000 - 24.0000 23,50 11
623 21.0000 - 22.0000 21,50 9
624 25.0000 - 26.0000 25,50 13
625 23.0000 - 24.0000 23,50 11
626 23.0000 - 24.0000 23,50 11
627 22.0000 - 23.0000 22,50 10
628 23.0000 - 24.0000 23,50 11
629 20.0000 - 21.0000 20,50 8
630 23.0000 - 24.0000 23,50 11
631 23.0000 - 24.0000 23,50 11
632 24.0000 - 25.0000 24,50 12
633 24.0000 - 25.0000 24,50 12
634 23.0000 - 24.0000 23,50 11
635 22.0000 - 23.0000 22,50 10
636 24.0000 - 25.0000 24,50 12
637 24.0000 - 25.0000 24,50 12
638 23.0000 - 24.0000 23,50 11
639 23.0000 - 24.0000 23,50 11
640 23.0000 - 24.0000 23,50 11
641 22.0000 - 23.0000 22,50 10
642 22.0000 - 23.0000 22,50 10
643 23.0000 - 24.0000 23,50 11
644 23.0000 - 24.0000 23,50 11
645 23.0000 - 24.0000 23,50 11
646 23.0000 - 24.0000 23,50 11
647 21.0000 - 22.0000 21,50 9
648 23.0000 - 24.0000 23,50 11
649 23.0000 - 24.0000 23,50 11
650 23.0000 - 24.0000 23,50 11
651 23.0000 - 24.0000 23,50 11
652 23.0000 - 24.0000 23,50 11
653 23.0000 - 24.0000 23,50 11
654 23.0000 - 24.0000 23,50 11
Tabela A.14: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
655 24.0000 - 25.0000 24,50 12
656 23.0000 - 24.0000 23,50 11
657 23.0000 - 24.0000 23,50 11
658 22.0000 - 23.0000 22,50 10
659 23.0000 - 24.0000 23,50 11
660 23.0000 - 24.0000 23,50 11
661 24.0000 - 25.0000 24,50 12
662 24.0000 - 25.0000 24,50 12
663 23.0000 - 24.0000 23,50 11
664 22.0000 - 23.0000 22,50 10
665 22.0000 - 23.0000 22,50 10
666 22.0000 - 23.0000 22,50 10
667 23.0000 - 24.0000 23,50 11
668 22.0000 - 23.0000 22,50 10
669 22.0000 - 23.0000 22,50 10
670 22.0000 - 23.0000 22,50 10
671 23.0000 - 24.0000 23,50 11
672 24.0000 - 25.0000 24,50 12
673 21.0000 - 22.0000 21,50 9
674 23.0000 - 24.0000 23,50 11
675 24.0000 - 25.0000 24,50 12
676 25.0000 - 26.0000 25,50 13
677 23.0000 - 24.0000 23,50 11
678 23.0000 - 24.0000 23,50 11
679 24.0000 - 25.0000 24,50 12
680 23.0000 - 24.0000 23,50 11
681 23.0000 - 24.0000 23,50 11
682 22.0000 - 23.0000 22,50 10
683 23.0000 - 24.0000 23,50 11
684 22.0000 - 23.0000 22,50 10
685 21.0000 - 22.0000 21,50 9
686 23.0000 - 24.0000 23,50 11
687 23.0000 - 24.0000 23,50 11
688 22.0000 - 23.0000 22,50 10
689 22.0000 - 23.0000 22,50 10
690 24.0000 - 25.0000 24,50 12
691 23.0000 - 24.0000 23,50 11
692 23.0000 - 24.0000 23,50 11
693 23.0000 - 24.0000 23,50 11
694 22.0000 - 23.0000 22,50 10
695 18.0000 - 19.0000 18,50 6
696 22.0000 - 23.0000 22,50 10
697 21.0000 - 22.0000 21,50 9
698 23.0000 - 24.0000 23,50 11
699 23.0000 - 24.0000 23,50 11
700 23.0000 - 24.0000 23,50 11
701 24.0000 - 25.0000 24,50 12
702 22.0000 - 23.0000 22,50 10
703 23.0000 - 24.0000 23,50 11

Tabela A.15:
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Continuacdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.
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N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
704 25.0000 - 26.0000 25,50 13
705 23.0000 - 24.0000 23,50 11
706 22.0000 - 23.0000 22,50 10
707 24.0000 - 25.0000 24,50 12
708 23.0000 - 24.0000 23,50 11
709 22.0000 - 23.0000 22,50 10
710 23.0000 - 24.0000 23,50 11
711 23.0000 - 24.0000 23,50 11
712 24.0000 - 25.0000 24,50 12
713 24.0000 - 25.0000 24,50 12
714 24.0000 - 25.0000 24,50 12
715 23.0000 - 24.0000 23,50 11
716 24.0000 - 25.0000 24,50 12
717 24.0000 - 25.0000 24,50 12
718 24.0000 - 25.0000 24,50 12
719 24.0000 - 25.0000 24,50 12
720 24.0000 - 25.0000 24,50 12
721 24.0000 - 25.0000 24,50 12
722 23.0000 - 24.0000 23,50 11
723 23.0000 - 24.0000 23,50 11
724 23.0000 - 24.0000 23,50 11
725 22.0000 - 23.0000 22,50 10
726 22.0000 - 23.0000 22,50 10
727 23.0000 - 24.0000 23,50 11
728 22.0000 - 23.0000 22,50 10
729 14.0000 - 15.0000 14,50 2
730 22.0000 - 23.0000 22,50 10
731 24.0000 - 25.0000 24,50 12
732 21.0000 - 22.0000 21,50 9
733 21.0000 - 22.0000 21,50 9
734 24.0000 - 25.0000 24,50 12
735 24.0000 - 25.0000 24,50 12
736 24.0000 - 25.0000 24,50 12
737 23.0000 - 24.0000 23,50 11
738 24.0000 - 25.0000 24,50 12
739 23.0000 - 24.0000 23,50 11
740 22.0000 - 23.0000 22,50 10
741 22.0000 - 23.0000 22,50 10
742 21.0000 - 22.0000 21,50 9
743 24.0000 - 25.0000 24,50 12
744 23.0000 - 24.0000 23,50 11
745 23.0000 - 24.0000 23,50 11
746 24.0000 - 25.0000 24,50 12
747 23.0000 - 24.0000 23,50 11
748 24.0000 - 25.0000 24,50 12
749 22.0000 - 23.0000 22,50 10
750 24.0000 - 25.0000 24,50 12
751 21.0000 - 22.0000 21,50 9
752 23.0000 - 24.0000 23,50 11
Tabela A.16: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
753 24.0000 - 25.0000 24,50 12
754 23.0000 - 24.0000 23,50 11
755 24.0000 - 25.0000 24,50 12
756 24.0000 - 25.0000 24,50 12
757 24.0000 - 25.0000 24,50 12
758 24.0000 - 25.0000 24,50 12
759 24.0000 - 25.0000 24,50 12
760 24.0000 - 25.0000 24,50 12
761 23.0000 - 24.0000 23,50 11
762 23.0000 - 24.0000 23,50 11
763 24.0000 - 25.0000 24,50 12
764 20.0000 - 21.0000 20,50 8
765 21.0000 - 22.0000 21,50 9
766 23.0000 - 24.0000 23,50 11
767 25.0000 - 26.0000 25,50 13
768 23.0000 - 24.0000 23,50 11
769 23.0000 - 24.0000 23,50 11
770 23.0000 - 24.0000 23,50 11
771 22.0000 - 23.0000 22,50 10
772 23.0000 - 24.0000 23,50 11
773 22.0000 - 23.0000 22,50 10
774 23.0000 - 24.0000 23,50 11
775 22.0000 - 23.0000 22,50 10
776 23.0000 - 24.0000 23,50 11
777 25.0000 - 26.0000 25,50 13
778 23.0000 - 24.0000 23,50 11
779 24.0000 - 25.0000 24,50 12
780 23.0000 - 24.0000 23,50 11
781 24.0000 - 25.0000 24,50 12
782 23.0000 - 24.0000 23,50 11
783 24.0000 - 25.0000 24,50 12
784 24.0000 - 25.0000 24,50 12
785 24.0000 - 25.0000 24,50 12
786 24.0000 - 25.0000 24,50 12
787 24.0000 - 25.0000 24,50 12
788 22.0000 - 23.0000 22,50 10
789 24.0000 - 25.0000 24,50 12
790 23.0000 - 24.0000 23,50 11
791 21.0000 - 22.0000 21,50 9
792 24.0000 - 25.0000 24,50 12
793 23.0000 - 24.0000 23,50 11
794 23.0000 - 24.0000 23,50 11
795 23.0000 - 24.0000 23,50 11
796 22.0000 - 23.0000 22,50 10
797 23.0000 - 24.0000 23,50 11
798 24.0000 - 25.0000 24,50 12
799 24.0000 - 25.0000 24,50 12
800 21.0000 - 22.0000 21,50 9
801 22.0000 - 23.0000 22,50 10

Tabela A.17:
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Continuacdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



N6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
802 23.0000 - 24.0000 23,50 11
803 22.0000 - 23.0000 22,50 10
804 23.0000 - 24.0000 23,50 11
805 23.0000 - 24.0000 23,50 11
806 22.0000 - 23.0000 22,50 10
807 23.0000 - 24.0000 23,50 11
808 23.0000 - 24.0000 23,50 11
809 22.0000 - 23.0000 22,50 10
810 23.0000 - 24.0000 23,50 11
811 25.0000 - 26.0000 25,50 13
812 22.0000 - 23.0000 22,50 10
813 26.0000 - 27.0000 26,50 14
814 23.0000 - 24.0000 23,50 11
815 22.0000 - 23.0000 22,50 10
816 23.0000 - 24.0000 23,50 11
817 23.0000 - 24.0000 23,50 11
818 24.0000 - 25.0000 24,50 12
819 24.0000 - 25.0000 24,50 12
820 22.0000 - 23.0000 22,50 10
821 23.0000 - 24.0000 23,50 11
822 22.0000 - 23.0000 22,50 10
823 24.0000 - 25.0000 24,50 12
824 22.0000 - 23.0000 22,50 10
825 23.0000 - 24.0000 23,50 11
826 21.0000 - 22.0000 21,50 9
827 23.0000 - 24.0000 23,50 11
828 23.0000 - 24.0000 23,50 11
829 23.0000 - 24.0000 23,50 11
830 23.0000 - 24.0000 23,50 11
831 24.0000 - 25.0000 24,50 12
832 25.0000 - 26.0000 25,50 13
833 23.0000 - 24.0000 23,50 11
834 24.0000 - 25.0000 24,50 12
835 24.0000 - 25.0000 24,50 12
836 24.0000 - 25.0000 24,50 12
837 25.0000 - 26.0000 25,50 13
838 24.0000 - 25.0000 24,50 12
839 23.0000 - 24.0000 23,50 11
840 23.0000 - 24.0000 23,50 11
841 24.0000 - 25.0000 24,50 12
842 25.0000 - 26.0000 25,50 13
843 25.0000 - 26.0000 25,50 13
844 25.0000 - 26.0000 25,50 13
845 24.0000 - 25.0000 24,50 12
846 22.0000 - 23.0000 22,50 10
847 23.0000 - 24.0000 23,50 11
848 24.0000 - 25.0000 24,50 12
849 24.0000 - 25.0000 24,50 12
850 23.0000 - 24.0000 23,50 11

Tabela A.18:

84

Continuacdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.
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No6s | Intervalos de temperaturas | Média dos intervalos | N° da classe
851 23.0000 - 24.0000 23,50 11
852 23.0000 - 24.0000 23,50 11
853 23.0000 - 24.0000 23,50 11
854 24.0000 - 25.0000 24,50 12
855 24.0000 - 25.0000 24,50 12
856 24.0000 - 25.0000 24,50 12
857 23.0000 - 24.0000 23,50 11
858 24.0000 - 25.0000 24,50 12
859 24.0000 - 25.0000 24,50 12
860 24.0000 - 25.0000 24,50 12
861 24.0000 - 25.0000 24,50 12
862 25.0000 - 26.0000 25,50 13
863 24.0000 - 25.0000 24,50 12
864 24.0000 - 25.0000 24,50 12
865 24.0000 - 25.0000 24,50 12
866 25.0000 - 26.0000 25,50 13
867 22.0000 - 23.0000 22,50 10
868 22.0000 - 23.0000 22,50 10
869 22.0000 - 23.0000 22,50 10
870 23.0000 - 24.0000 23,50 11
871 22.0000 - 23.0000 22,50 10
872 23.0000 - 24.0000 23,50 11
873 23.0000 - 24.0000 23,50 11
874 23.0000 - 24.0000 23,50 11
875 24.0000 - 25.0000 24,50 12
876 23.0000 - 24.0000 23,50 11
877 23.0000 - 24.0000 23,50 11
878 20.0000 - 21.0000 20,50 8
879 22.0000 - 23.0000 22,50 10
880 23.0000 - 24.0000 23,50 11
881 23.0000 - 24.0000 23,50 11
882 24.0000 - 25.0000 24,50 12
883 23.0000 - 24.0000 23,50 11
884 23.0000 - 24.0000 23,50 11
885 23.0000 - 24.0000 23,50 11
886 24.0000 - 25.0000 24,50 12
887 25.0000 - 26.0000 25,50 13
888 22.0000 - 23.0000 22,50 10
889 24.0000 - 25.0000 24,50 12
890 25.0000 - 26.0000 25,50 13
891 24.0000 - 25.0000 24,50 12
892 25.0000 - 26.0000 25,50 13
893 23.0000 - 24.0000 23,50 11
894 24.0000 - 25.0000 24,50 12
895 24.0000 - 25.0000 24,50 12
896 25.0000 - 26.0000 25,50 13
Tabela A.19: Continuagdo da Tabela de dados gerada pelo programa ArcGis 10.1 no més de junho.



Apéndice B
Construcao das Funcoes

Apresentamos a obteng¢do da funcdes ¢; da base do espago V;,, lembrando que definimos essas funcdes
como:
. |1 sei=j
“’f'(N")“s"f‘{ 0 sei#j, ij=1,....M

Vamos supor que o dominio € foi dividido em m triangulos, M, sendo M interiores (que ndo estao na
fronteira de €);). Lembrando que €2, é a aproximacdo de € através de uma poligonal juntamente com
seu interior.

Definicao B.1.  [. Chamamos de enumeracdo dos elementos a uma bijecdo que associa a cada
elemento a um niimero natural de 1 a m.

Notacgdo: k; é o i-ésimo elemento da malha.

2. Chamamos de enumeracdo global dos vértices interiores a uma bijecdo que associa a cada
vértice interior a um niimero natural de 1 a M.

Notagado: p; é o vértice interior i da malha.

3. Chamamos de enumeracdo global dos vértices a uma bijecdo que associa a cada vértice da
malha a um niimero natural de 1 a M, respeitando a enumeracdo dos vértices interiores, essa
enumeracdo adota a enumeragdo da definicdo 2 e atribui niimeros entre M + 1 e M ao vértices
da fronteira de €Qy,.

4. Chamamos de enumeracdo local dos vértices a uma bijecdo que:

i) associa a cada vétice de um elemento T\, um niimero do conjunto {1, 2, 3},

ii) percorre o elemento em sentido anti-hordrio. Isto é, definido o vértice 1 do elemento k; no
sentido anti-hordrio a partir de 1 O vértice s € {1, 2,3} de k; tem coordenadas (x'f, y’§").

plano # 0 se K; tem o vértice p;

Assim o grafico de ¢; no elemento K; = { 0 caso contririo

As fungdes ¢; formam uma base B de V). As tnicas fungdes de B que assumem valores diferente
de zero em um dado elemento sdo aquelas associadas aos seus vértices (¢; € p; sdo associados). Em
cada elemento pode existir no maximo trés fung¢des associadas.

Assim, falta determinar ¢;(x,y) em um ponto interior do elemento. Vejamos o que ocorre se
(x,y) € K; e o tridngulo K; for associado a uma fun¢@o ¢;.

Lembramos que em cada elemento temos a enumeragao dos vértices: (xf", yf"),(xf", yf") e (xf", yf").
Vamos supor que ¢;(x,y) € B € associada ao vértice 1 de K;.
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Assim @;(x1,y1) = L e ¢j(x2,y2) = ¢j(x3,y3) = 0, se (x,y) € K, entdo (x,y, ¢;(x,y)) estd no plano
determinado pelos pontos: (x1, y1, ¢ (X1, y1)), (X2, y2, ¢ (X2, ¥2)) € (x3,¥3, ¢ (X3, y3)), ou seja, (x1, y1, 1),
(x2,¥2,0) e (x3,3,0).

Para que o gréfico de ¢;(x,y) esteja nesse plano, os trés vetores que ligam (x,y, ¢;(x,y)) a cada
um dos vértices devem ser coplanares, ou seja, o produto misto deve ser 0.

Encontrando os vetores, temos:

(x=x1,y=yi,¢;— 1)
(X = X2,y = y2,9));
(X = X3,y = y3,¢)).

(x’y’ QOJ) - (xl,)’l, 1)
(x,y, 30]') — (x2,2,0)
(x,y, QOj) — (x3,¥3,0)

Assim,
x—x1 y=-y ¢;—1
xX=x y=-y ¢ |[=0.
X—=X3 Yy—)3 P
Obtemos

0=x—x)Qy=—y)e;+(x—x)—y3)p; — 1+ (x—x3)Q =y~
= [(x =)y = y2)(@; — 1) + (x = x2)(y = y1)p; + (x = x)(y — y3)¢;]
= @il(x=xD)(y—y2) +(x=x2)(y=y3) + (x—=x3)(y—y1) = (x—x3)(y—y2) = (x = x2) y—y1) = (x—x)(y—y3) ]+
+ [-(x = )y = y3) + (x = x3)(y — ).

Logo, podemos escrever ¢; como:

X=X Y-y '
X=Xz Yy—Y3
pix,y) = (B.1)
X=X Y= X=X Y=V + X=X Y=V
X—X3 Yy—)3 X=X3 Yy—Y3 X=Xp Yy=W

Fazendo algumas modificacdes nos determinantes acima, usando propriedades de determinantes po-
demos obter a funcdo ¢; de uma forma mais facil de manipulé-la. Por exemplo, no numerador, temos:

X—X2 Y= X=X Y= X=X Y= (B.2)
X—=X3 y—)3 X y X3 Y3
_ Xy X2 2 Xy X2 2
o xy | | xoy X3 ¥3 X33
I x vy
= |1 x2 »
I x5 y;

Fazendo os mesmos passos que apresentamos em (B.3) nos outros determinantes de (B.1), obtemos:

X Yy

K K

X )

1 x5 yK"

0j(x,y) = ——— (B.3)

I X"y

1 xf" Y,

1 xé(i y3i
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Um resultado de Geometria Analitica nos diz que o determinante do denominador de (B.3) € justa-
mente o dobro da area do tridngulo de vértices (xf" , yf"), (xf", y§" )e (xf", yf" ), ou seja, € o dobro da

area Ak, do elemento K;. Assim, reescrevemos (B.3) como:

box o

_ 1 I ox' oy
SDJ(X,)’) - 2AK,~

1 xKi K;

3 V3

Para considerar a fungdo ¢;(x, y) associado ao vértice 2 do elemento K; basta trocar os vértices como
mostrado abaixo:

vértice2 — vérticel;
vértice3 — vértice2;

vérticel — vértice3.

Isso resultaria em

boxy
1 1 x3i y3i
‘;Dj(x,)’) - 2AK1.
1 XK K
1 N

E assim obtemos uma expressdo geral para as fungdes ¢; de B

I x 'y
1|1 x5k . .
AL 2 2 se (x,y) € K; e ¢; associada ao vértice 1 de K;
K;
1 xg(t y3 i
I x vy
1|1 x5 N ) .
A 3 73 se (x,y) € K; e ¢; associada ao vértice 2 de K;
piey =1 TH kK (B.4)
N
I x vy
1|1 XN N . .
AL e se (x,y) € K; e ¢; associada ao vértice 3 de K;
Ki K; i
I x5y,
0 se (x,y) € K; mas ¢; ndo for associada a K;.




Apéndice C
Matrizes de Rigidez

Apresentamos o calculo das matrizes no elemento “padrdo” do sistema linear obtido ao encontrarmos
a formulacdo fraca dos problemas estudados. Para o calculo dessas matrizes, precisamos obter as
funcgdes ¢ da base B no elemento “padrao”(Figura C.1).

Figura C.1: Triangulo “padrido” K.

Assim, utilizando (B.4), temos:

| I x vy
‘Pl(x,)’) = = 1 1 0
2411 0 1
1
= —[1-x-
2A[ x =yl
1 I x vy
QDZ(X?y) = = 1 01
2411 0 0
!
- 247
1 I x vy
‘;03()@)’) = = 1 O 0
2411 1 ¢
!
- 24

onde A e a drea do tridngulo “padrao”.
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) 1
Como podemos ver a drea do triangulo “padrao” é 3 temos que

pi(x,y) = 1I-x-y (C.1)
e(x,y) = x;
e3(x,y) = y.

Podemos entdo calcular as matrizes de rigidez:

e Matriz (G) do produto interno entre os gradientes das funcdes base G = (a;;) onde a;; =
(Vgi, Vo))
a, = (VQ@laV‘pl)
= ngol - Vo, dxdy
Q

1 1
- ff((—1,—1),(—1,—1)>dxdy=2;
0 0

ajp=4ax; = (Ver, V)
= ngol - Vo, dxdy
Q

1l
= f f ((=1,-1),(1,0)) dxdy = -1;
0o Jo

ary = V2, Vo)
= f Vo, - Vo, dxdy
Q

1 1
- ff((l,O),(l,O))dxdy:I;
0 0

arz=az; = (Voi,Ves)
= fchl - Vs dxdy
Q

1 1
= ff((—l,—l),(O,l))dxdy:—l;
0 0

arz=azp = (Vo,Ves)
= ngoz - Vo3 dxdy
Q

1 1
- f f<(1,0),(0,1)> dxdy = 0;
0 0

ass = (VS03, V903)
= fch3 - V3 dxdy
Q

1 pl
= f f ((0,1),(0,1)) dxdy = 1.
0o Jo

Logo, obtemos

G =

2 -1 -1
-1 1 0 |. (C.2)
-1 0 1



91

e Matriz (S ;) do produto interno entre as fungdes base S| = (¢; ;) onde ¢;; = (¢;, ;)

11 = (901,€01):f901'€01 dxdy
Q

1 1-y
= ff (1-x-y)-(1-x-y)dxdy
0 0

1 1-y
) 1
= ff 1 —2x =2y +2xy+ x> +y* dxdy = —;

Clp = (901,802)=f901'€02 dxdy

Q
1 1-y 1 1-y 1
= ff (l—x—y)-(x)dxdy:ff x— x> —yxdxdy = —;
0 Jo 0 Jo 24

13 = (901,803)=f901'803 dxdy
o

1 1-y 1 1-y 1
= ff (l—x—y)-(y)dxdy=ff y =y —yxdxdy = —;
0 0 0 0 24

1 = (902,€01):f902'€01 dxdy
Q

1 1-y 1 1-y 1
= ff (x)'(l—x—y)dxdy:ff x—x* —yx dxdy = —;
o Jo o Jo 24

Crp = (902,%):[902'%02 dxdy
Q

1 1-y 1 1-y 1
= f f x-xdxdy:f f X dxdy = —;
0 Jo 0 Jo 12

3 = (902,803)=f902'803 dxdy
o

1 1-y 1
= x-ydxdy = —;
I 7

1 1-y 1
ey = <¢3,¢1>:f¢3-¢1 dxdy:f (1= x—y)- () dxdy = —;
Q 0 0 24

czp = (g3, 90) = f ®3 * @2 dxdy
Q

1 1-y 1
= f(;fo y-xdxdy:ﬂ,

33 = (p3,¢3) = f ¥3 - @3 dxdy
Q

1 1-y 1 1-y 1
f f y-ydxdy:f f y* dxdy = —.
o Jo o Jo 12

Logo, obtemos

si=| L L L] (C3)
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e Matriz (S ;) do produto interno entre a derivada com relacao a x das funcdes base com as funcdes

_ _ Oy,
base S, = (d;;) onde d; ; = (—, ®i)

dl,l =

d1,3 =

d2,l =

d2,2 =

d2,3 =

Logo, obtemos

0 op Y

<ﬁ,¢1>—fa— o1 dxdy = ff —1-(1 = x—y) dxdy
-y _

ff —1+x+ydxdy—?

0
(ﬂ,gﬁz) f 6_ “ > dxdy
Q X

-y 1 I-y -1
ff —1-(x)dxdy:ff x— x> —xdxdy = —;
0 Jo 6

0 0
(ﬂ,%) fai @3 dxdy

-y -y ~1
ff —1-(y) dxdy = ff y—ydxdy—?
0
o= [ g1 dxty
X
-y 1 I-y 1
ff 1'(1—x—y)dxdy:ff 1—-x—-ydxdy=-;
0 Jo 6
6
% f -y dxdy
-y 1 I-y 1
ff 1-xdxdy:ff xdxdy = —;
0 Jo 6

0 0
(—%,903) = f 72 -3 dxdy
X Q

6
0 03 1=y
(%Aﬁ) f dxdy = ff 0-(1 —x-—y)dxdy=0;
X

03 f 5%
—_, = — -, dxd
(6x ©2) o Ox @y axay

1 I-y
f f 0-xdxdy=0;
0 Jo

O3 _f5€03
(ax,sas)— PR dxdy

Q
1 1-y
ff 0-ydxdy=0.
0 Jo

AN =

So=| — 0 |- (C4)

AN =

(@)}
AN =
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e Matriz (S 3) do produto interno entre a derivada com relagdo a y das funcdes base com as funcdes

base S3 = (¢;;) onde ¢; ; = (aiyj’ ®i)

€11 =

€12 =

€13 =

€1 =

€2 =

€23 =

€31 =

€32 =

€33 =

Logo, obtemos

0 0
o= [ g dxay
y

-y -y -1
ff -1-(1-x-y)dxdy = ff —1+x+ydxdy—?

0 0
(ﬂ, ) = f&i ¢ dxdy

-y IV 1
ff —1-(x)dxdy = ff X — x—xdxdy—g

o 0
(ﬂ,%) fai ¢3 dxdy

-y -y ~1
ff —1-(y) dxdy = ff y—ydxdy—?

0 0p,
(o= | 5o duds
-y
ff 0-(1 -x-y)dxdy=0;
0 0
(ﬂ, ¢2) = % “ ¢y dxdy
o 0y

-y
ff 0-xdxdy=0;

0 0
(£,903)=f£-903 dxdy
dy o Oy

1 1-y
ff 0-ydxdy=0;
0 0
0 03 -
B = [ 2 dnty - ff 11~ x =) dudy =
y Q

03 f&pz
o= | = dxd
(a . $2) Iy ¢ dxdy

y Q
1 1-y 1
f f 1-xdxdy=—;
0o Jo 6

a a
($,903)=fﬁ'903 dxdy
y o Oy

1 1-y 1
f f l-ydxdy=-.
o Jo 6

A =

(C.5)

A =

(@)}
A =



Apéndice D
Transformacao do Triangulo

~ 00

Na continuacao apresentamos a transformacao utilizada para passarmos do elemento “padrao” para o
“real”.

Para facilitar os cdlculos das matrizes do sistema podemos efetuar os cdlculos em um elemento
“padrdo” que denotaremos por K e depois utilizamos a transformacdo apresentada a seguir para pas-
sarmos para o elemento “real” que denotaremos por K,.

Sejam ¢;(&,m) = &, @s(€,m) = ne gs(&,n) = 1 — & —n as fungdes da base B. Queremos uma
transformacdo Y, : K — K,, onde temos as correspondéncias:

(1’0) — (Xl,)’1);
(0’ 1) — (Xz,)’2);
0,00 — (x3,3).

como mostra a Figura D.1.

(x2,¥2)

Ye (.X3, )’3)
(0, 1),

\

(x1,51)

\

v

(0,0) (1,0)

Figura D.1: Transformacao do tridngulo “padrdo” no triangulo “real”.

Temos que:
[ X1 — X3 X2— X3 ) 3 X3
YE(SC’U)_(M—?@ yz—x3) (77) ()’3 )’
ou seja,
x(&m = x4+ (x — x3)€ + (x2 — x3)m;
yém = y3+ 01 —yE+ 2 —ya)n.
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Com isso o Jacobiano de Y, é dado por:

X1 —X3 X2 — X3
Yi—X3 Y2—X3

JY, =

Sabemos que ¢;(£, 1) = ¢i(x(£, 1), y(€, 1)), entdo

Op, _ Opidx  Opidy
9 Ox 0E Oy O¢
de _ dwiix dedy
on  Oxdn Oy on
Substituindo as derivadas temos
0y; 0y; Op;
a_gg = a_i(xl —X3) + a—f]@l - )
(9 2 8 i 6 i
a—i = a—i(Xz—X3)+6—§(yz—y3)-

Escrevendo na forma matricial, temos:

d;

of |_[X1=X Y1—X3

% Xp = X3 Y2 — X3

on

Logo obtemos:

O O
S |= x| G
an an

e portanto Y = ((JY,))".
Assim temos a seguinte transformacao:

dpi
O¢
dpi

on
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Sendo B = {¢X, X, oX} a base das funcdes no elemento “padrio” e B = {¢1, $>, 43} a base das

fungdes no elemento “real” , temos

f Vo - Ve
K

A equagdo (D.2) € utilizada no programa computacional desenvolvido neste trabalho.

f ((TY))'V@) - (JY)) ' Vg det(JY.)
K

2area(K) f ((TY))'V) - (X)) V)
K

(D.1)



