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Dissertagao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é estudar ideais de operadores entre espacos de
Banach definidos, ou caracterizados, por meio da transformagao de sequéncias vetoriais.
Iniciamos o estudo elencando os resultados conhecidos em Anélise funcional que serao
usados. Em seguida estudamos os espacos de sequéncias vetoriais que serao exemplos
importantes de classes de sequéncias e que fornecerao exemplos de ideais de operadores
da forma que estudamos. Em seguida apresentamos um ambiente abstrato, chamado
classes de sequéncias (no sentido de Botelho e Campos [4]), que serao os alicerces dos
ideais de operadores que serao construidos. O proximo passo é apresentar e estudar os
ideais de operadores caracterizados por meio de transformacoes de classes de sequéncias.
Por fim, mostraremos que véarios ideais de operadores classicos sao casos particulares da
construgao abstrata feita anteriormente. Propriedades especiais desses ideais também
serao investigadas.

Palavras-chave: espagos de Banach, espacgos de sequéncias, ideais de operadores, sequéncias
absolutamente somaveis, sequéncias fracamente somaveis, sequéncias fracamente nulas,
operadores somantes.
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NOGUEIRA, D. F. Spaces of vector-valued sequences and operator ideals. 2016. - 73p.
Dissertagao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is the study of ideals of operators between Banach
spaces (operator ideals) that are defined, or characterized, by means of the transforma-
tion of vector-valued sequences. We begin by stating some known results on Functional
Analysis that will be useful later. Next we study the spaces of vector-valued sequences
(sequence spaces) that shall be important examples of sequences classes and that will
provide examples of operator ideals of the sort we are studying. Next we present an abs-
tract framework, called sequence classes (in the sense of Botelho and Campos [4]), which
will be the background of the operators ideals we shall contruct. The next step is the
introduction and the investigation of the operator ideals characterized by means of the
transformation of sequence classes. Finally we show that several classical operator ideals
are particular instances of the abstract framework constructed before. Special properties
of these ideals are also investigated.

Keywords: Banach spaces, sequence spaces, operator ideals, strongly summable sequences,
weakly summable sequences, weakly null sequences, summing operators.

1X



Bg
(o0, | - ll)

(o, [l - o)

(p: | - 1lp)

LISTA DE SIMBOLOS

{1,2,3,...}
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{(a:j)jil :x; € E,Vj € N e existe jo € N tal que z; = 0,Vj > jo}
{(a;j);; 2, €E VjeNe Y [ayllf < oo
j=1
{(xj)j_l r; € E\VjeNe i lo(x;)|P < 00,V € E'}
=1
L € 808) i Nz llup = 0}
{(a:j);?ol rx; € BE\Vj e NeV(p)i2, € (J(E), igoj(xj) converge }
j=1

{(%)?il :x; € F paratodo j € Ne z; — 0}

produto tensorial entre (A;)72; C K e z definido por ();)72; ®
z = (Ajz)i

conjunto dos operadores lineares completamente continuos de
Eem F

conjunto dos operadores lineares de posto finito entre os
espagos de Banach E e F

conjunto dos operadores lineares (X;Y)-somantes entre os
espagos de Banach E e F

conjunto dos operadores lineares compactos entre os espagos
de Banach F e F

conjunto dos operadores lineares absolutamente (g, p)-
somantes entre os espagos de Banach E e F

conjunto dos operadores lineares p-convergentes entre os
espacos de Banach F e F'

conjunto dos operadores lineares incondicionalmente (p,r)-
somantes entre os espagos de Banach E e F

conjunto dos operadores lineares Cohen fortemente p-
somantes entre os espacos de Banach F e F

x1



z ideal de operadores
(Z,] - llz)  ideal normado de operadores
7% E F) {u€L(E,F):u cZ(F,E)}

xii



SUMARIO

Resumo

Abstract

Lista de Simbolos
Introducao

1 Preliminares

2 Espagos de Banach Formados por sequéncias vetoriais
2.1 O espaco das sequéncias limitadas . . . . . . . . ... ... ... ... ...
2.2 Sequéncias nulas e eventualmente nulas . . . . . ... ... ... ...
2.3 O espaco das sequéncias fortemente p-somaveis . . . . . . . . ... ... ..
2.4 O espaco das sequéncias fracamente p-somaveis . . . . .. .. .. ... ..
2.5 Amnormado espago £ (C(K)) . . . . ...
2.6 Sequéncias incondicionalmente p-soméaveis . . . . ... ... L
2.7 Sequeéncias Cohen fortemente p-somaveis . . . . . ... ... ... ... ..
2.8 O espaco das sequéncias fracamente nulas . . . . . . ... ... ...

3 Classes de Sequéncias Vetoriais
3.1 Definicao e exemplos . . . . . . ..
3.2 Estabilidade linear . . . . . . . . .. ...
3.3 Classes de sequéncias finitamente determinadas . . . . . . ... ... ...

4 Ideais de Operadores
4.1 Introdugao aos ideais de operadores . . . . . . . . ... ...
4.2 Ideais de operadores e classes de sequéncias . . . . . ... ... ... ...
4.3 Ideais com propriedades especiais . . . . . . . . . ... ... ...
4.4 Aplicagdes . . . . . .
4.4.1 Operadores absolutamente (¢, p)-somantes . . . . . . ... ... ..

xiil

viii

ix

10
10
12
14
18
26
29
32
38

40
40
42
46



4.4.2  Operadores completamente continuos e p-convergentes . . . . . . .
4.4.3  Operadores incondicionalmente (p,r)-somantes . . . . . . . . .. ..

4.4.4 Operadores Cohen fortemente somantes

Referéncias Bibliograficas

X1iv



INTRODUCAO

Em esséncia, a Analise Funcional Linear trata de operadores lineares continuos entre
espagos normados ou espacos de Banach. Em um espac¢o normado tem-se naturalmente
duas estruturas associadas, a saber, a estrutura algébrica de espago vetorial e a estrutura
topoldgica de espago normado. Existe um ganho significativo na juncao dessas duas
estruturas: associadas a estrutura algébrica estao as transformagoes lineares e a estrutura
topoldgica estao associadas as fungoes continuas. Um bom e simples exemplo desse ganho
é: dados dois espagos topologicos E e F' e uma funcao f: E — F' é verdade que

f lipschitziana = f uniformemente continua

= f continua = f continua na origem,

nao valendo, em geral, as reciprocas. Porém, ao se adicionar a estrutura algébrica nos
espagos E e F, podendo definir normas, tornam-se verdade todas as reciprocas. Mas
ainda,

f lipschitziana < f uniformemente continua < f continua

& f continua em algum ponto de E < f continua na origem

1/ ()]

& supw < o0& 3C >0 tal que || f(z)]| < C|z|, Vo € E.
x#0

Umas das subareas mais frutiferas da Analise funcional é o estudo dos ideais de opera-
dores lineares entre espagos de Banach, teoria esta que nasceu em 1941 (ver [15, Capitulo
11]). Os ideais de operadores sao familias de operadores lineares continuos que se com-
portam de maneira similar aos ideais de algebra no seguinte sentido:

Se u: F — F é um elemento do ideal Z, entao para quaisquer operadores lineares e
continuos v: H — E et: F — (G, a composta touowv: H — G pertence a Z.

Muitas familias de operadores que satisfazem essa propriedade de operadores foram es-
tudadas isoladamente. Exemplos importantes de familias de operadores lineares continuos
sao os operadores compactos, os fracamente compactos, os nucleares e os absolutamente



somantes. Em seu livro [19], A. Pietsch, em 1980, reuniu os principais exemplos até entao
estudados e unificou-os com a teoria abstrata dos ideais de operadores.

O titulo desta dissertacao é bem claro com relagao a sua proposta, a saber, estudar ide-
ais de operadores que podem ser caracterizados por meio de transformacoes de sequéncias
vetoriais. Conforme veremos no texto, muitos, importantes e variados sao os ideais de
operadores importantes que assim podem ser caracterizados.

Para possibilitar uma boa leitura do texto, escrevemos no primeiro capitulo os con-
ceitos e resultados basicos da Analise Funcional que serao usados no decorrer do texto.
Porém, por se tratar de uma parte basica, nos atentamos apenas as defini¢oes e aos enun-
ciados dos resultados, disponibilizando as devidas referéncias para as demonstragoes. As
principais referéncias usadas foram Botelho, Pellegrino e Teixeira [6] e Bartle [3].

No segundo capitulo introduziremos os espacos de sequéncias. Dado um espago de
Banach F podemos considerar sequéncias formadas por elementos de E que satisfazem
uma determinada propriedade. O conjunto formado por essas sequéncias, digamos X (E),
sera chamado de espaco de sequéncias. Num primeiro momento estaremos interessados nas
boas propriedades que esses espacos possuem, a saber, as propriedades de espago vetorial,
norma e completude. Aqui estudaremos oito espacos de sequéncias, todos munidos de uma
norma, sendo sete deles espacos completos, isto é, espacos de Banach. Esses espacos se
tornarao importantes no Capitulo 4 quando formos exemplificar os ideais de operadores
caracterizados por meio de transformagoes de sequéncias. A seguir apresentamos um
diagrama com os espacos que serao construidos, com suas respectivas normas, onde a seta
significa subespago. Por exemplo, X(E) — Y (E) significa que X (E) é subespaco de
Y(E).

(co(E), - ll) (g (E); || - [loo)

(Eo(E), |- llp) = (G (E), [ - [l p) —— (G5 (E), | - [lwp) = (Lo (E); [[ - [loc)

(£p<E>a ” ’ ||C,p)

(coo(E) [l - llec)

As principais referéncias para este capitulo sao: [7, 9, 10, 12, 17].

No terceiro capitulo a referéncia é Botelho e Campos [4]. Esses autores notaram que
muitos ideais de operadores sao caracterizados por meio de transformagoes entre espagos
de sequéncias. Com intuito de unificar todos os exemplos deste tipo, Botelho e Campos
definiram um ambiente abstrato, chamado classes de sequéncias, e comegaram a estudar os
operadores lineares continuos entre espacos de sequéncias buscando condigoes necessarias
e suficientes para que a familia desses operadores formassem um ideal de operadores.
A grosso modo, uma classe de sequéncias é uma regra que a cada espaco de Banach F
associa a um espago de Banach X (FE) formado por sequéncias em E. Denotamos essa
correspondéncia por X (-), ou simplesmente por X. Porém, essa associa¢ao nao podera ser



feita de maneira arbitraria e, por essa razao, definimos o que vem a ser classe de sequéncias
linearmente estaveis e provaremos que todos os espacos introduzidos no capitulo anterior
satisfazem essa propriedade.

Finalmente, no quarto capitulo trabalharemos com os ideais de operadores caracteri-
zados por meio de transformacoes de classes de sequéncias. Veremos condigoes sobre as
classes de sequéncias para que se obtenha ideais de Banach de operadores, e condig¢oes
adicionais para que esses ideais gozem de propriedades especiais. Na tultima secao da
dissertagao mostraremos que muitos ideais importantes da teoria de ideais de operadores
sao casos particulares da construcao abstrata que foi feita no Capitulo 3. Veremos que
propriedades especiais desses ideais também decorrem do caso abstrato. Além de resgatar
muitos ideais que vinham sendo estudados separadamente, esta abordagem abstrata per-
mite que novos ideais, que assim possam ser caracterizados, que venham a ser introduzidos
no futuro ja tenham sua teoria basica estabelecida. Por sinal, é isso exatamente o que
aconteceu com os novos ideais de operadores estudados por Botelho, Campos e Santos [5].

Cabe ressaltar que o conteido da Secao 4.3 é inédito, nao tendo aparecido antes na
literatura. Tanto quanto sabemos, o problema que apontamos na demonstracao de [14,
Proposition 1.6] na Subsegao 4.4.3, também aparece aqui pela primeira vez.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

Os objetos centrais da Analise Funcional sao os espagos de Banach e os operadores line-
ares e continuos entre eles. Sendo assim, nada mais natural do que iniciar essa dissertacao
com as notacoes e os resultados classicos da Analise Funcional que, frequentemente, serao
usados no decorrer do texto. Resultados com pouco uso serao introduzidos em momento
oportuno. Na construcao do capitulo, a principal referéncia usada foi o livro [6].

Letras maitsculas representarao, salvo mencao contraria, espacos normados sobre o
corpo K, que pode ser R ou C. Denotaremos por BAN a classe de todos os espacos
normados que sao completos com suas respectivas normas, isto é, a classe de todos os
espagos de Banach. Usaremos B para denotar a bola unitédria fechada no espago normado
E, mais explicitamente, Bg := {x € E : ||z||g < 1}.

Para uma leitura comoda iremos revisitar as notacoes e os conceitos descritos acima,
entre outros.

Definicao 1.0.1 Seja E um espaco vetorial. Uma norma sobre E é uma aplicacao
[ lle: £ —>10,00) , & +— [[z]|e,

que satisfaz as seguintes condigoes:

N1) ||z|]|g > 0 para todo x € E e ||z||g = 0 se, e somente se, x = 0.

N2) [[Az||g = |\ - ||z||g para todos A € Ke z € E.

N3) ||z + vz < ||lz||lz + ||lyllz para todos x,y € E (Desigualdade triangular).

Neste caso, o par (E, || - ||g) é chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente,
espago normado. Quando nao houver perigo de ambiguidade, escreveremos || - || no lugar
de || - ||

Os axiomas de norma na forma como conhecemos hoje sao devidos a Stefan Banach
em seu celebre trabalho Théorie des opérations linéaires, publicado em 1932. Veja uma
traducao deste trabalho para o inglés em [2].
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Definicao 1.0.2 Um espago normado E é chamado de espaco de Banach quando for
completo na métrica

d(xay) - H:lj - y||7 T,y € Ea
chamada de métrica induzida pela norma. A classe de todos os espacos de Banach sera
denotada por BAN.

Teorema 1.0.3 Sejam E e F espacos normados e u: E — F um operador linear. Sao
equivalentes:

a) u € Lipschitziano.

u € uniformemente continuo.

(c

(
(b
(d

)

)

) u € continuo.
) u € continuo na origem.
)

(e) Eziste C >0 tal que ||u(x)||r < C||z||g para todo x € E.
Demonstracao. Veja [6, Teorema 2.1.1]. m

Denotamos por L(E, F') o conjunto de todos os operadores lineares continuos entre
espagos normados E e F. Nao é muito trabalhoso mostrar que L£(E,F) é um espago
vetorial com as operacoes pontuais e que a expressao

[ul| := sup [[u(z)|[r
r€EBR

= inf{C > 0: |u(@)||p < C|z|p Vz € BY.

define uma norma em L(FE, F). Mais ainda, se F' € BAN, entao (L(E,F),|| -||) é um
espaco de Banach (ver [6, Proposicao 2.1.4]). Quando F' = K, no lugar de L(E,K)
escrevemos E’ e chamamos este espaco de dual topolégico de E, ou simplesmente dual de
E, e seus elementos de funcionais lineares. Como K é completo, segue que E’ é sempre
Banach.

Proposicao 1.0.4 Sejam E um espaco de Banach e F um subespaco vetorial de E.
Entao F' € um espaco de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, ' é
fechado em E.

Demonstracao. Veja [6, Proposi¢ao 1.1.1]. =
Proposicao 1.0.5 Sejam E, F e G espagos normados. Se u € L(E,G) ev € L(G, F),

entaovou € L(E,F) e
[o 0wl < lwf] - fJe]]-



Demonstragao. De
lvou@)l = fu(u(@) < vl - [Ju()]] < [Jof - [Ju - ||z
para todo = € E, tem-se |[voul| < v - ||ul]]. =

A seguir exibiremos uma lista de espagos formados por sequéncias escalares que sao
classicos em Anadlise Funcional e que serao generalizados no Capitulo 2.

coo = {(a;)52, 1 a; € K\Vj € Ne Jjj tal que a; = 0,Vj > jo},

co = {(a)j2;:a; €K, Vj€Ne lima; = 0},
j

l, = {(aj);’il ra; € K,VjeNe Z|aj|p<oo} para p € [1, +00),
j=1

loo = {(a;)52,:a; € K,Vj € NedM >0 tal que |a;] < M, Vj}.

oo, Co, Up € s sao chamados, respectivamente, de espaco das sequéncias eventual-
mente nulas, espaco das sequéncias nulas, espaco das sequéncias p-somaveis e espaco das
sequéncias limitadas. Em /., definimos a norma

1(@;)7Z1 oo = sup |ayl,
J

e em {, a norma

)2l = (2 |ajyp) N

j=1
Em [6] mostra-se que ¢ e {, sdo espacos de Banach com as normas definidas acima.
Mais ainda, mostra-se também que ¢g é um subespaco fechado de /.., porém coy nao o é.
E fcil mostrar que ¢, C ¢y e encontrar exemplos que mostram que coo C 4, € ¢p € l.
A seguir apresentamos dois teoremas que serao valiosos no decorrer do texto, e que,
em particular, provam que ¢, é espago vetorial e que || - ||, é uma norma.

Teorema 1.0.6 (Desigualdade de Hoélder) Sejam p,q € [1,00) tais que % + é =1
(£ =0). Se(a;);2, €ty e (b;)2, €Ly, entao

> gl - b < (Z |%’|p>
P =1

Demonstragao.Veja [6, Proposi¢ao 1.4.1]. m

B =

- (Z |bj|q> ; (L)

Teorema 1.0.7 (Desigualdade de Minkowski) Se p € [1,00) e (a;)32,, (b;)52, € £y,
entdo (a; +bj)52, € £, e

(Z o +bj|p>p < (Z \aj!p>p . (Z rbjrp)p . (12)
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Demonstragao. Vejag [6, Proposigao 1.4.2]). =

Em Anélise Funcional existem quatro teoremas que possuem grandes aplicacoes, a
saber, o Teorema de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicacao Aberta, o Teorema do
Gréfico Fechado e o Teorema de Hahn-Banach. Os enunciaremos a seguir juntamente com
algumas de suas aplicagoes.

Teorema 1.0.8 (Banach-Steinhaus) Sejam E um espago de Banach, F um espago
normado e (1;);cr uma famdlia de operadores em L(E, F') satisfazendo a condi¢ao de que
para cada x € E existe C, < 0o tal que

sup || Ti(2)]| < Ch.

il
Entao sup ||T;|| < oco.
il
Demonstracao. Veja [6, Teorema 2.3.2]. m

Corolario 1.0.9 Sejam E um espaco de Banach, F um espaco normado e (T,,);°, uma
sequéncia em L(E,F) tal que (T, (x));2, € convergente em F para todo v em E. Se
definirmos
T:FE— F, T(x)= lim T,(z),
n— oo
entao T € um operador linear continuo.

Demonstracao. Veja [6, Corolario 2.3.3]. =

Teorema 1.0.10 Seja T € L(E,F). Entio a imagem T(Bg) C F contém uma bola
aberta centrada em 0 € F'.

Demonstragao. Veja [16, Lema 4.12-3]. m

Teorema 1.0.11 (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F espagos de Banach
eT : E — F linear, continuo e sobrejetor. Entao ' € uma aplicacao aberta. Em parti-
cular, todo operador linear continuo e bijetor entre espagos de Banach é um isomorfismo.

Demonstracao. Veja [6, Teorema 2.4.2]. =

Teorema 1.0.12 (Teorema do Gréfico Fechado) Sejam E e F espagos de Banach e
T : E — F um operador linear. Entao T é continuo se, e somente se, Graf(T) :=

{(z,T(z)) : x € E} € fechado em E x F.
Demonstragao. Veja [6, Teorema 2.5.1] m

Teorema 1.0.13 (Hahn-Banach) Sejam E um espago normado. Para todo zq € F,
xg # 0, existe um funcional linear ¢ € E' tal que ||p|| =1 e ¢(x0) = ||xo]|-

Demonstragao. Veja [6, Coroldrio 3.1.4] m
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Teorema 1.0.14 (Hahn-Banach) Sejam E um espago normado, E # {0} e x € E.
Entao

|zl = sup{|e()] : ¢ € Be'} = max{|p(x)] : ¢ € E € [|g]| = 1}. (1.3)

Demonstragao. Veja [6, Coroldrio 3.1.5] m

Seja (K, 7) um espago topologico de Hausdorff compacto (ver [6, Apéndice B]). Deno-
tamos por C'(K) o espago de Banach formado por todas as fungoes f: K — R continuas
munido da norma

[flle) = sap [ f ()]
zeK

Defini¢ao 1.0.15 Sejam X um espago topolégico, B(X) a o-algebra de Borel sobre X,
p: B(X) — R uma medida de Borel e E um boreliano de X. A medida p ¢ dita:

e reqular exterior em E se

pu(E) =inf{u(O) : O D E e O aberto };

e reqular interior em E se

u(E) =sup{u(K): K C E e K compacto };

e reqular se p é regular exterior e regular interior em todos os borelianos de X.

Definigao 1.0.16 Sejam K um espago topolégico de Hausdorff compacto e B(X) a o-
algebra de Borel sobre K. Uma medida p diz-se medida de Radon sobre K se p é boreliana,
finita e regular. Chamamos medida de Radon com sinal uma medida com sinal i tal que
sua variacao positiva u' e sua variacdo negativa u~ sao medidas de Radon.

M(K) :={p: p é uma medida de Radon com sinal sobre K}
A medida |p| ;= p" + p~ é chamada de variagdo total da medida com sinal p
Proposicao 1.0.17 Seja K um espago topologico de Hausdorff compacto. A funcdo
-1l MOK) — R, [l = |pl (K,
define uma norma em M(K). Mais ainda, (M(K),| - ||) € um espago de Banach.
Demonstragao. Veja [13, Proposition 7.16]. =

Teorema 1.0.18 (Teorema da Representacao de Riesz) Seja K um espaco topoldgico
compacto de Hausdorff. O operador

T: M(K) —s C(K)
i T =T, C(K) — R T = [ fd, (1.4)

¢ um isomorfismo isométrico entre o espagco M(K) e o espago C(K)'.
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Demonstragao. Veja [13, Corollary 7.18]. =

Definigao 1.0.19 Seja Q um conjunto. Para toda o-dlgebra A de subconjuntos de Q2 e
para todo x € €2, a funcao definida por:

5yt A—s {0,1} 590(,4):{ ; i;ﬁ

é uma medida em A, chamada de medida de Dirac concentrada em x.

Teorema 1.0.20 (Teorema da Convergéncia Monétona) Seja (X, A, 1) um espago
de medida. Se f;: X — [0,4+00], j € N, € uma sequéncia de funcoes mensurdveis nao
negativas tais que

i) f; < fj41 para todo j € N e

“) lim f;(x) = f(z) para todo x € X,
Jj—o0

entao [ € mensurdvel e/ fdp = lim / fidp.
X I X
Demonstracao. Veja [3, Theorem 4.6] m

Definicao 1.0.21 Sejam E e F' espacos normados e u: £ — F' um operador linear.
A dimensao da imagem de u é denominada de posto (ou rank) e denotada por rank(u),
isto é, rank(u) := dim u(FE). Se rank(u) < 400, dizemos que u possui posto finito. Por
F(E; F) denotamos o conjunto de todos os operadores lineares continuos de posto finito
entre os espacos normados F e F'

Definigao 1.0.22 Sejam E, F' espacos normados e T € L(FE;F) um operador linear
continuo. Definimos o operador T": F' — E’ por

T'(p)(x) = (T (x)),
para todos x € F e ¢ € F'. O operador T" ¢ chamado adjunto de T.

Proposicao 1.0.23 Seja T € L(E; F). EntaoT' € L(F'; E') e ||T'|| = ||T||. Mais ainda,
se T ¢ um isomorfismo (isométrico), entao T' também é um isomorfismo (isométrico).

Demonstracao. Veja [6, Teorema 4.3.11]. m

O teorema seguinte diz, essencialmente, que todo espaco separdvel é um quociente de
lq.

Teorema 1.0.24 Para todo espaco de Banach separdvel E, existe um operador T : {1 —>
E linear, continuo e sobrejetor.

Demonstracao. Veja [1, Theorem 2.3.1]. m



CAPITULO 2

ESPACOS DE BANACH FORMADOS
POR SEQUENCIAS VETORIAIS

Neste capitulo apresentaremos uma série de espacos normados cujos elementos sao
sequéncias formadas por vetores de um espago de normado. Esses espacos serao usados,
no capitulo 3, para ilustrar os conceitos de classes de sequéncias, classes de sequéncias
linearmente estaveis e classes de sequéncias finitamente determinadas. Além disso, no
Capitulo 4, servirao para exemplificar ideais de operadores definidos por meio de trans-
formagoes de sequéncias.

2.1 O espaco das sequéncias limitadas

Definigao 2.1.1 Seja E um espago normado. Uma sequéncia (z;);2, em E é dita limitada
se existe uma constante M > 0 tal que ||z;|] < M para todo j € N. Denotamos por (o (E)
o conjunto de todas as sequéncias limitadas em F.

Proposicao 2.1.2 Seja E um espag¢o normado. Entao {+(FE) é um espago vetorial com
as operacoes usuais de sequéncias.

Demonstragao. E claro que a sequéncia identicamente nula pertence a (. (F). Dadas
duas sequéncias (7;)72, (Y;)721 € loo(F) e um escalar A € K, existem constantes C; e Cy
positivas tais que ||z;||z < Cy e |ly;||g < Cy para todo j € N. Assim,

1Az +y5lle < IMllzlle + llyille < [ACY+ Cs,

isto é, a sequéncia A(r;)72, +(y;)52; = (Ar;+y;)52, € limitada. Logo, A(z;)72; + (y;)52; €
(o (E) e portanto l(F) é um espago vetorial sobre K. m

Proposigao 2.1.3 Seja E um espago normado. A fungao

(2)721 € loo(E) = sup ||z ||,
J
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define uma norma em ly(E).
Notagao: Sempre que nao houver o risco de confundir normas, denotaremos a norma
em (oo (F) por || - ||oo, lembrando que essa é a mesma notagao usada para denotar a norma

de l+. Em alguns casos sera melhor usar a notagao || - [|¢ (k)
Demonstragao. || - || estd bem definida pois (z;)52, € loo(E) se, e somente se,

([[;]|£)72:1 € limitada em K, logo existe o sup ||z;||z. Verifiquemos os axiomas de norma.
j

N1) Como |||/ g é uma norma em F, segue que ||z;||g > 0, para qualquer z; € E. Assim

)3 oo = sup [l > 0, para toda (2,)32, € fuo(E).
J

Mais ainda,
1(z;)521 ][00 = 0 = Sup lzjlle = 0 < [lz;llz = 0,V € N.
& x;=0,Vj € N& ()72, é a sequéncia nula.
N2) Para quaisquer A € K e (7;)52, € loo(E),
[A(z5)520 oo = [[(A5)71 [0 = Sup 1Az 2 = SI;P(|>\| zjlle)
= [Al Sup lzjlle = AL 1[(25)52 [loo-

N3) Para quaisquer (;)52,, (yj)52; € loo(E),

3721+ )l = 510 s+ 9l < suplas e + 1)

< sup [zl e + sup ly;ll e = 11(2)5Z1 o0 + 1(57)721 lloo-
J J

Proposicao 2.1.4 ({o(E),| - ||s) € um espago de Banach se, e somente se, E é um
espaco de Banach.

Demonstracgao. Suponha que E seja um espaco de Banach. Seja (z* )re, uma sequéncia
de Cauchy em (. (F). Para cada k € N, denotemos z* = (%)%, € (. (E). Dado € > 0
existe kg € N tal que

2% — 2" || < % < & sempre que k,r > k. (2.1)

Da desigualdade
2§ = 25|l < 2" = 2", (2.2)
que é obviamente valida para todo j € N, concluimos que, para j fixo, a sequéncia (a:f)zozl

é de Cauchy em E. Assim, podemos definir a sequéncia y = (y;)72, em E por y; = 1il£n a:f .
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Devemos mostrar que y € {oo(E) e que ||z% -yl £ 0. Das desigualdades (2.1) e (2.2)
segue que

|2k — 2| g < g sempre que k,r > k.

Fazendo r — o0,
k € .
|z} —yjlle < 5 sempre que k>kyeVjeN, (2.3)
e, em particular, para k = k,

sup |50 — y;l|p <
J

| ™

ou seja, (x?o);”;l — (yj)32, € lo(E). Portanto, y = 2" — (2" — y) € (x(E), pois {(E) é

um espago vetorial sobre K. Mais ainda, de (2.3) temos

€
2% = ylloo = sup Hl‘f —yille < B < ¢ sempre que k > ko,
J

o que prova que ||7% — y|o 5 0.
A reciproca é ébvia pelo simples fato de que /o (E) contém uma cépia isométrica de
E pela inclusdo x € £ — (2,0,0,...) € lo(E). =

2.2 Sequéncias nulas e eventualmente nulas

Definigao 2.2.1 Seja £/ um espago normado. Uma sequéncia (r;)32, em E é dita even-
tualmente nula se existe um natural jy tal que z; = 0 para todo j > jy. O espaco das
sequéncias eventualmente nulas em E é denotado por co(E).

Definicao 2.2.2 Seja E um espago normado. O espaco das sequéncias nulas é definido
da seguinte forma:

co(E) = {(x]);";l :x; € E para todo j € N e ||z;]| BN 0}'

Proposicao 2.2.3 Seja E um espago normado. FEntio coo(E) € subespaco vetorial de
co(E) e co(E) € subespaco vetorial de {o(FE).

Demonstragao. As propriedades de subespago sao ¢bvias e serao omitidas. Se (v;);2, €
coo(E), entdo a partir de um indice a sequéncia (r;)32, é nula e, portanto, converge para
0. Assim, coo(E) C co(E). Se ()52, € co(£), entdo ||zl —5 0 e sequéncia (zj)52, ¢
limitada. Logo (7;)72; € lx(E) e, portanto cy(E) C loo(E). =

Podemos considerar em cqo(E) e ¢o(F) a norma induzida pela norma em (o (E). O

teorema a seguir mostra que ¢y(F) é Banach com a norma induzida de (. (F), porém
coo(F) nao goza desta propriedade, o que veremos no seguinte teorema:
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Teorema 2.2.4 Seja E um espago normado. Entao valem as sequintes afirmacoes:
(a) co(E) € subespaco fechado de U (E). Consequentemente, (co(E),| - |le) € Banach.
(b) A inclusdo i: co(E) — L (FE) € linear, continua e ||i|| = 1.

(¢) coo(E) nao € fechado em cy(E).

Demonstragdo. (a) Seja (2¥)7°, uma sequéncia em cy(F) tal que z* tyye lso(E).

Devemos mostrar que y € c¢o(E). Como ||z* — y||c —> 0, para qualquer £ > 0 existe um
indice kg € N tal que

€
27 = wille < 115521 = )il = supll2f = yslle < 3,
j

para todo @ € N e sempre que k > ky. Em particular,
€
2% — yille < 5 para todo i € N.

ko

Como zf0 = (240

koY € ¢o(E), temos ||z 5 —15 0, e daf existe um fndice iy € N tal que

2% ||z < g sempre que i > .
Logo,
lyille = llyi — 23 + 26 < llyi — 2l + 2 lle < e
sempre que i > ig. Portanto, ||y:||zg — 0 e, consequentemente, ¢y(F) é fechado.
(b) E 6bvio, pois estamos considerando em ambos os espagos a mesma norma.

(c) Considere um vetor z € E qualquer com ||z|| # 0 e, para cada k € N, seja

L )
x —($,2,3, 7]{7’0707 .

E claro que 2* € co(E) C ¢o(E) para todo k € N. Vejamos que

k T T T
oF ($,§,§,Z,~~> em ¢o(FE) :
ko fff...)” _ H( rro foom>—( fff...)H
Hx <I7273747 o x72737 7k7 ) ) x7273747 0
T T T
= 0707"'a07 ) ) ) T H
H( E+12+2 243 ) o0
T 1 e M o
PUET1I Iz 2P iz 3l
I O e
- p ) ) s T
k+1 z+2 z+3

) S ——
f— x .Su o o
Ple+1 242 2+3

e - —— 50
= x| - —— .
E+1

Porém (x, g, %, %, . ) ¢ coo(E) pois x # 0. Logo coo(E) nao é fechado em E. m
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2.3 O espaco das sequéncias fortemente p-somaveis
Ao longo desta secao temos sempre 1 < p < oo e ¥ um espag¢o normado.

Definigao 2.3.1 Uma sequencia (z;);2, em E é fortemente p-somdvel se

o0
> llaslP < .
j=1

Denotamos por ¢,(E) o espaco das sequéncias fortemente p-somaveis em E. Observe que
(27)721 € Lp(E) se, e somente se, ([|x;]])72; € £,

Proposigao 2.3.2 (,(E) é um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias.

Demonstracao. E claro que a sequéncia identicamente nula pertence a £,(E). Se A € K
e (2;)721, (47)521 € G(E), temos (|[z])72,, (lys])721 € £p. Como £, é um espago vetorial,

(H%H)j 1 T (”%”)Q = (Al + HyJ”) 1 € by

Da desigualdade triangular segue que
Do FyslP < Y (AL sl + Nyl
j=1 j=1

e, consequentemente, A\(z;)52, + (y;)52, € (,(E). =

Proposicao 2.3.3 A funcado

(25)521 € 6ol (Z H%Hp> (2.4)

define uma norma em £,(E).
Notacao: Quando nao houver risco de confusao entre os espagcos ¢, e £,(E), denotaremos
a norma (2.4) por ||(x;);2, ||, caso contrdrio, a denotaremos por ||(z;);2,|¢,(x)

Demonstragao. Sejam (z;)72,, (y;)52; € £(E) e A € K. Como |[|a;]] > 0 para todo
J € N; segue que

125) 724l = (ZII%H’”) > 0,

()32l =0 Y [lz;]” = 0 < ||z]| = 0 para todo j € N
&2 =0,Yj € N& ()72, é a sequéncia nula.
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Também temos que

IA(z)520llp = 1(Az)7 [l = (Z M%H”) = (ZIAV’- H%Hp>

ﬂM‘(ZII%H”) = AL (@)52 -

Sabendo que (23122, (19511224 € &y, tomando a; = [la;]]  b; = [ly;]| para todo j € N,
resulta da Desigualdade de Minkowski (1.2) que

3= ”

1(25)5%0 + ()52l = (Z H%erij) < (Z(!\%!\Jr!\yjl\)p)p

j=1

< (Z lw),, E (Z Hyij)p = e+ @)l

Proposigao 2.3.4 Seja E um espago normado. Entao ((,(E),| - ||,) € um espaco de
Banach se, e somente se, E ¢ um espaco de Banach.

Demonstracao. Suponha que E seja um espaco de Banach. Seja (z* )re, uma sequéncia

de Cauchy em /,(E). Note que, para cada k € N, 2 é uma sequéncia de vetores em

E. Denotamos z* = (:c;“)j';l € (,(F) para todo k € N. Vejamos que, para cada j € N,

a sequéncia (xf),@’il ¢ uma sequencia de Cauchy em E e portanto convergente. Como
(z")52, é de Cauchy em £,(E), dado & > 0 existe um indice ko = ko(e) tal que

|2* — 27|, < & sempre que k,r > ko,
isto é,
()32 — (27)Z4l, < € sempre que &, 7 > ko.

Observando que ||z% — 25| < ||(2})32, — (a])24 ]|, para todo j € N, tem-se
||xf — 7}|lp < € sempre que k,7 > ko e para todo j € N.

Logo, para cada 7 € N a sequéncia (a:f)zozl ¢é de Cauchy em F, e portanto podemos tomar

¥ € E. Assim, formamos uma sequéncia y = (y;)721 de elementos de E.

y; = lim z;

k—o0

Devemos provar que y € £,(E) e que 2" £y em (,(E). Usando novamento que (z*)32,
é de Cauchy em /,(E),

1
o p
(Z 5 - w;fu%> = llz* = a7}, < 5 sempre que k,r > ko,
Jj=1
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ou, equivalentemente,

o
k P ||k eP
> llef =l = N =71 < 55 sempre e > o

Em particular, para todo m € N,
Xm:ka—acTHp < & sempre que k,r >k
j B = 5p pre q T 2 Ro.
j=1

Fixando k e fazendo r — 0o acima obtemos

m P
Z |2 — ;| < ;—p sempre que k > ko, Vm € N. (2.5)

=1

Agora, fazendo m — oo em (2.5) temos
Z |2 —y;ll’s < op Sempre que k> k. (2.6)
j=1

Em particular, para k = ky obtemos

2" —y = (2703 — ()5 = (@] — yj)3 € G(E).

Como £,(F) é um espaco vetorial, resulta que y = 2™ — (2* — ) € (,(E), e da

desigualdade (2.6) concluimos que z* £yye 0, (E).
A reciproca é obvia, pois {,(E) contém uma cépia isométrica de E pela inclusao
r€E— (2,0,0,...,)€ly(E). =

Proposicao 2.3.5 (a) coo(E) C (,(E).
(b) 0,(E) C ¢y(E) e ainclusio i: l,(E) — co(E) é continua de norma 1.

Demonstragao. O item (a) é imediato. Para o item (b), seja (v;);2, € {,(E). Entao
> llz;||” < oo, donde podemos concluir que lim [|z;|| = 0, ou seja, (r;);2, € co(E).
i=1 j

Observe que, dada uma sequéncia (z;);2; € £,(F), para todo j € N tem-se [|z;||" <
sup ||x;]|?, logo

RS

sup ;]| < (supnxz-np)

J

Assim,

3=

()Mo = [1)32a oo = sup 5] < (sup ||a:j||p)
J J
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0 v
< (ZH%H’D) = [1(z5) 521 llp-
=1
Logo, ¢ é continuo e ||i|| < 1. Vejamos que [|i|| = 1. Para isto, tome = € E tal que

|z|| = 1. Com isso, (x,0,0,---) € By () e
||i(($,0,0, ) ))”OO = ||(x70’07"')||00 =1

Portanto, ||i]| = sup li((z;)j=100)|| > 1. m
(23)321€Be, (k)
Para ver que a inclus@o na Proposicao 2.3.5(a) pode ser prépria, mesmo que E possua

dimensao finita, basta tomar £ = K. Neste caso, ¢op(K) = cpo C ¢, = £,(K). O exemplo

seguinte ilustra essa situagao em dimensao infinita.
Exemplo 2.3.6 Considere o espago de Banach E = ([0, 1] com a norma
1 3
2
1= ([ 1par )

ntl

T 2
—-

Considere também a sequéncia (f,)r>, de fun¢bes em E definidas por f,(z) =

3

Entao, para todo n € N,
1 ! n+l 2
Il =% ([ 108 e
n \Jo

Como || f,|l, # 0 para todo n € N, temos (f,,);2; ¢ coo(E£). Porém,
00

o] - o] 1 B 3]3
217l —nZn—g,Qp—f(g)< ,

=1

onde a funcio ¢ é a fungdo zeta de Riemann (note que 2 > 1). Logo (fn)22, € {,(E) e,

portanto, £,(E) € coo(E).
Veremos a seguir como criar sequéncias vetoriais a partir de sequéncias escalares, de

maneira a preservar o espaco em que a sequeéncia original pertence.
Definigao 2.3.7 Sejam E um espaco normado, x € E e (\;)72, uma sequéncia de esca-

lares. Definimos o produto tensorial de (A;)32; por x como sendo:
(A)i2 ®@ @ = (A\z)2, € E".

O simbolo ® de produto tensorial se justifique pois esta operacao obedece as proprie-

dades usuais do produto tensorial, a saber:
(()‘j)]o'il + (O‘j);il) ®r =N ®r+ ()L, ®

()‘j>;o=1 ®(z+y) = ()‘j)?il ® T+ ()‘J);)il Ry,

A ((AJ>;C—)1 ® 37) = (A)72 @z = (N)72, @ A
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Proposigao 2.3.8 Sejam ()\;)52, € K" e 0+# x € E. Entdo:

(&) (V)i ®@ = € G(E) & (A)j2s € by, e meste caso [|[(3)7Z, @z, = [[(A)7llp - |-
(b) (
() (
(d) (

Demonstragao. O item (a) segue imediatamente da igualdade

o (o]
oIl = Nl Il
P =1

A primeira afirmagao de (b) é 6bvia e a primeira afirmagao de (c) segue de

Aj)ie1 @ € coo(B) & (A)721 € coo, € neste caso [|(A;)72 @ oo = (A1) lloo - [l
Az @ € co(E) & (X)) € co, e neste caso [[(A)721 @ @0 = [[(A)) 7100 - [|2]]-
Aj)i21 @@ € loo(B) & (N)721 € Lo, € neste caso [|(X)72; @ oo = [[(A1)521 lloo - [l

(X)) @ € co(E) & (N2)72y € co(E) & || Nzl| — 0 = [lf] - [Aj] — 0
= |)\J| —0& ()\]);.il € Cp.

A primeira afirmacao de (d) segue de

(A);2 ® @ € Lo (E) (Xj7)52) € lo(E)

existe M > 0 tal que ||A;z|| < M para todo j € N

existe M > 0 tal que |A;| - ||z]| < M para todo j € N
M

existe M > 0 tal que |A;|- < W para todo j € N
x

|
()\j);?‘;l € ly.

t ¢ ¢

As segundas afirmagdes de (b), (c) e (d) seguem de

IA1)72 @ 2o = |

(A2) 721 lloe = sup [ A;z|
JEN

= [lzll - sup [A;] = [[(A)721 oo - ll]l-
JEN

2.4 O espaco das sequéncias fracamente p-somaveis
Novamente, ao longo desta secao temos sempre 1 < p < co e Z um espago normado.

Definigao 2.4.1 Uma sequéncia (z;)52, em E é fracamente p-somdvel se
Yl < o
j=1

para todo ¢ € E’. Indicamos por €p“’(E) o espaco de todas as sequéncias fracamente
p-somaveis em F.
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Observe que uma sequéncia (xj) de vetores em FE é fracamente p-somavel se, e
somente, para todo funcional llnear contlnuo ¢ € E', a correspondente sequéncia de
[ I A Al
escalares (|¢(7;)])j2, é uma sequéncia em /,,.

Proposicao 2.4.2 K;U(E) € um espaco vetorial com as operacoes usuais de sequéncias.
Demonstragao. Como cada funcional ¢ € E’ ¢ linear, é claro que a sequéncia identi-

camente nula pertence a £;(E). Sejam (x;)52;, (y;)52; € £, (E), A € Ke ¢ € E'. Pela
Desigualdade de Minkowski,

(Z o0 +yj>|p) S - (Z Ao(a) + so(yj>|p) p
%)\p> p+ (Z \w(yj)|p> <,

< A (
Nosso proximo objetivo é mostrar que a expressao

provando que A(x;)52; + (y;)52, € £, (E). =
()52 llwp := sup (Z |80(93j)|p> :
j=1

pEBE/

i
S

define uma norma em ﬁ;f(E). Em primeiro lugar precisamos mostrar que este supremo é
finito:

Lema 2.4.3 Para cada sequéncia (v;)52, € £;(E), tem-se
1
sup o(x; < 0.
pEBE <Z ’ ] )
Demonstragao. Pela definigao de £ (E), o operador
T:E' — 0, T(p) = (p(z))721,
estda bem definido. Se T for linear e continuo, teremos
1
sup <Z |o(z;) ) = sup |(¢(z;))721lle, = sup [T(o)]le, = I T|| < oo,
pEBE pEBE @wEBg

e a demonstracao estara completa. Basta entao provar que 7T é linear e continuo. A
linearidade é imediata: dados ¢, € E' e A € K,

T +4) = (A + ) ()52 = (Al23))520 + ((2;))7%
= Aep(3))520 + (©(25))52, = AT(#) + T(¥).
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Para a continuidade de 7" usaremos o Teorema do Grafico Fechado conforme enunciado
no Teorema 1.0.12. Para isso, note primeiramente que E’ e ¢, sdo espagos de Banach.
Para cada k € N, seja (g, T'(¢r)) € Graf(T) tal que (¢, T(vr)) — (,y) em E' X £,.

Dessa convergéncia segue que @ — @ em B e T(pr) = (or(;))52, LN y = (y;)52,
em £,. Dessa ultima convergéncia segue que ¢ (z;) LN y; em K para todo j € N. Por

outro lado, como ¢y, LN ¢ em E'| temos ¢(x;) LN ¢(x;) em K para todo j € N. Pela
unicidade do limite, ¢(z;) = y; para todo j € N. Logo,

y = W) = (0(23))5% = T(p).

A igualdade T'(¢) = y, onde y = (y;);2, € {,, implica que (¢,y) € Graf(T). Portanto,
Graf(T') é fechado em E’ x {,, e pelo Teorema 1.0.12 concluimos que 7' é continuo. m

Proposigao 2.4.4 A fungao || - ||w,p: ;) (E) — R dada por

P

1(25)521 lwp -= sup (ZW)(%‘W))

pEBE
define uma norma em €, (E).

Demonstracgao. A boa definigao da fungao segue do Lema 2.4.3. Verifiquemos os axiomas
de norma.

N1) E ¢bvio que ()52 [Jwp > 0 para toda (z;);2, € £, (E). Se x; = 0 para todo j € N,
entdo ¢(z;) = 0 para todo ¢ € E' e todo j. Consequentemente,

1)l = sup (Z |¢<xj>|p> o

@YEBE/ j=1

Por outro lado,

1(25)521 [l p = 0 = sup (Z ISO(%')V’> =0=) lp(z,)I’ =0,Yp € By

pEBE/ j=1 j=1

= ¢(z;) =0,V € Bg,Vj e N=12; =0,Vj € N,
onde a tltima implicagao segue do Teorema de Hahn-Banach (Teorema (1.0.14)).

N2) Sejam (z;)72, € (;(E) e A € K. Entao

3=

IAZ5) 52 lwp = [[(A25)51 [l p = sUP (Z |¢(ij)|P>

pEBE j=1

AL

= sup (ZW(%W)I) = sup (ZMIP-\@(%W)

pEBg j=1 pEBg j=1
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—
B =

= sup (IAI’”-ZISO(%)IP> = sup [A[- (lef)(%)lp)

pEBE pEBgy

= [A]- sup (leo z;) > = (AL 1) 52w

pEBE

N3) Sejam (z;)72;, (y;)52, € £, (E). Entdo, usando a Desigualdade de Minkowski, temos

1Gz5)520 + ()52 lwp = (25 + 95) 720w

= sup le(xﬁyj)\”)p = sup (ZI@D(%H@(%)I”)I)

APGBE/ QOGBE/ _

r 1 1

o0 P o0 P

< sup | [ Do le@)lP )+ [ D el
pEBE j=1 j=1

) o 1 1
< mp (Swterr) + mp (Stetr )
APGBE/ _ peB 14 _

< 5) 2 llwp + 155)721 -
|

Proposigao 2.4.5 Para todo espago de Banach E, (€(E), || - |lwp) € também um espago
de Banach.

Demonstragdo. Seja (z¥)7°, uma sequéncia de Cauchy em () (E). Para cada k € N,

denotamos z* = (:L‘f);il € ¢, (E). Dado € > 0, existe um indice ko € N tal que

pEBE

1
o0 P
2% — 27| = |2 = 27) 32 [l = suD (le(w?—mmf’) <e
j=1

sempre que k,r > ko. Assim, para todos ¢ € Bgr e 1 € N, temos

ol —aDP < 3 p(ah — )P < sup (Z\w - ) ><ep

g EB
sempre que k,r > kq.e Portanto,
lp(xF — 27)| < e sempre que k,r > k.
Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema (1.0.14)) segue que, para todo i € N,

|l — a7l = sup |p(af —})| < e sempre que k, 7 > ko,
pEBE/
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isto é, a sequéncia (xf)zozl ¢ de Cauchy em E para cada j € N fixado. Como E é um

espaco de Banach, para cada j existe y; € E tal que :Ef LN y; em L. Formamos assim
uma sequéncia y = (y;)j2; em E. Basta provar que y € (;'(E) e que a* — y em (¥(E).
Para isso, note que para cada m € N e cada ¢ € Bpr,

m
Z zj — |p<2\9056 =2l < laj = 25 llpw <€
: jl

sempre que k,r > ko. Fazendo r — 0o na desigualdade acima obtemos

Z a: —y;)[P < e sempre que k > ko e para todo m € N.

Fazendo m — oo obtemos

Z |<,0(x;iz —y;)[P < P sempre que k > k. (2.7)
j=1
Seja ¢ € E' ¢ # 0. Entao ||Z|| € Bg e, consequentemente, se k > ko

Z %x —yP <

ou seja,
o0
> =y < [l)rer.
j=1
Concluimos que, para todo k > kg, a sequéncia (xk —y) pertence a E;f(E). Em particular,

para k = ko, (z —y) € (¥(E). Como (¥(E) é um espago vetorial sobre K, concluimos
que y = zf0 — (2F0 —¢) € ¢ (E). Mais ainda, de (2.7) segue que

3=

||ffk ~ Yllpw = sup (Z lo( a: ) ) < e sempre que k > ko,

pEBg/ —

provando que z*¥ — y em ((E). =

Apresentamos a seguir exemplos de sequéncias fracamente soméveis, que serao tuteis
mais adiante. Por (e;)32, denotamos as sequéncias canonicas formadas por zeros e uns.

Exemplo 2.4.6 Vejamos que se 1 < p’' < ¢ < 0o, onde %—l—]% =1, entao (e;)j2, € £, (£p)
e [[(ej)j21llwg = 1. De fato, como e; € £, para todo j € N, ¢ suficiente verificar que
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Z lo(ej)|? < oo para todo ¢ € (£,)". Seja entdao ¢ € (£,)'. Por meio do isomorfismo
j=1
isométrico

o0

b= (b)) € by = J(b) € (6,), JO) ((a)32) = asby,

J=1

existe b = (b;)72, € £y tal que p = J(b). De p' < q segue que £,y C {,, logo b € £,. Dal,

Z |o(e))]* = Z [T (b)(e;)|* = Z [b;]* < oo,

provando que (e;)72, € £7'(£,). A igualdade ||(e;)72, [, = 1 segue facilmente.

Exemplo 2.4.7 Vejamos que (e;)52, € £, '(co) para todo p > 1. Para isso usaremos o
isomorfismo isométrico

b= ()5 € = J(0) € (o), T(B) (())32) = Dby,

Dado ¢ € (co)', tome b = (b;)52, € £; tal que ¢ = J(b). Como ¢; C {, para todo p > 1,
segue que b € £, e dai,

S lelenl =S 1Ol =3l < .

Um passo natural é considerar o espaco de sequéncias vetoriais que sao limitadas na
topologia fraca, ou seja,

U (E) = {(;)521 : (p(27))52 € Lo, Voo € E'Y,

com a norma

1(25)71 lwoo 7= sup [[(@(25))72: [|oo-
QOGBE/
O préximo passo seria mostrar que (¢ (E), || - ||w,.c) ¢ um espaco de Banach. Todavia,

iremos mostrar que (% (E) = {+(E) com igualdade de normas, tornando desnecessério a
introdugao de (% (F). Para isso precisaremos de dois resultados preparatorios.

Defini¢ao 2.4.8 Um subconjunto A C E é fracamente limitado se ¢(A) é limitado em
K para todo funcional ¢ € E'.

Lema 2.4.9 Um subconjunto A C E ¢ limitado se, e somente se, A € fracamente limi-
tado.
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Demonstragao. Por um lado, seja o € E'. Se A C E for limitado, existe uma constate
M > 0 tal que ||z|| < M para todo = € A. Logo

lo(@)| < ol - llzll < lleoll - M, Vo € E

para todo x € A. Portando A ¢ fracamente limitado.

Por outro lado, suponha que ¢(A) seja limitado para todo ¢ € E'. Para cada p € E’
existe M, > 0 tal que |¢(z)| < M, para todo = € A. Considerando o mergulho canénico
Jr de E no seu bidual E”, segue que |Jg(z)(¢)| = |p(x)] < M, para todo z € A. Assim
(Je()),c4 ¢ uma familia pontualmente limitada no espaco de Banach E’. Pelo Teorema
de Banach-Steinhaus (Teorema 1.0.8), a familia é uniformemente limitada, isto é,

sup [|z]| = sup || Jp(z)|| < oo,
z€A T€EA
o que prova que A é limitado. m

O resultado a seguir sera usado vérias vezes neste trabalho.
Lema 2.4.10 Sejam A e B conjuntos nao vazios e f : A x B — R uma funcdao. Entdo

supsup f(z,y) = supsup f(z,y).
r€A yeB yeB x€A

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que sup sup f(x,y) = oo. Neste caso, para
r€A yeB
qualquer M € R existe g € A tal que sup f(zo,y) > M, donde existe yo € B tal que

yeB
f(l'o, 3/0) > M. LOgO,

supsup f(x,y) > Sugf(x,yo) > f(zo,y0) > M
xre

yeB €A
e segue que supsup f(z,y) = oo. Da mesma forma, se supsup f(z,y) = oo, entao
yeEB z€A yeEB z€A
supsup f(z,y) = oco. Resta agora tratar o caso em que
r€A yeB

[ :=supsup f(z,y) < oo e s:=supsup f(z,y) < 0.
z€A yeB yeEB x€A

Neste caso,

supsup f(z,y) =1 =sup f(z,y) <[,Ve € A= f(z,y) <[,Vx € A,Vy € B=

€A yeB yeB
= sup < [,Vy € B = s =supsup f(z,y) <.
€A yeEB z€A

Argumento analogo mostra que [ < s. m
Proposicao 2.4.11 (¥ (E) = (. (E) isometricamente.
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Demonstragao. Sejam (z;);2; € {«(F) e ¢ € E'. Entao

sup [p(w;)| < sup((ll] - ;1) = llell - sup fl;] < oo
JEN JEN JEN

Logo (p(z;))72; € L, € portanto (7;)52, € £ (£). Reciprocamente, se (7;)52, € (3 (£),
entao para qualquer ¢ € E’ a sequéncia (p(z;))52, ¢ limitada, ou seja, para qualquer
¢ € E' o conjunto ¢({z; : j € N}) é limitado ou, equivalentemente, {z; : j € N} ¢é
fracamente limitado. Pelo Lema 2.4.9 segue que que {z; : j € N} ¢ limitado. Portanto,
(27)721 € loo(E). Por fim, aplicando o Lema 2.4.10 e o Teorema 1.0.14,

()52 l[weo = sup [[(0(25))721]lec = sup sup |p(z;)| = sup sup |o(z;)|
QDEBE/ QOGBE/ JEN JjeN QDGBE/

= sup [|lz; ]| = [[(2;) =1l -
JEN

m
Proposigao 2.4.12 (a) (,(E) C ¢ (E) e a inclusio i: {,(E) — () (E) € continua com

norma 1.
(b) 6(E) C loo(E) e ainclusio i: £} (E) — {(E) € continua com norma 1.

Demonstracgao. (a) Se (7;);2, € {,(E), entdo Z ||lz;|I% < oo. Dado um funcional linear
j=1
¢ € E', da continuidade temos |o(z;)[P < ||z;|% - |l¢||” para todo j € N. Logo,

o o] oo
D o) <>zl - el = lel? - > llzslie < oo,
=1 =1 j=1

isto 6, (1;)52, € £,/ (E). E claro que a inclusao é um operador linear. Para todo (zj)52, €
(,(E), como

[i((25)72) llwp = sUP ( \s@(xj)\p> < sup (ZH@H” !%\p>

L,OGBE/ _ weEB B _
[e%s) E (o) ;
< sup el (Do llwlh ) | < D0 lali ] - osup el
pEBE =1 =1 pEBE
= l(z3)52[lp,

concluimos que i é continuo e ||i|| < 1. Por outro lado, tome = € E com ||z||g = 1. Pelo
Teorema de Hahn-Banach (Teorema (1.0.13)) existe um funcional linear continuo ¢ € E
tal que [|¢|| = 1 e ¢(x) = [[z[|p = 1. Considerando a sequéncia (y;);2, € £,(E) definida
por y; =z e y; = 0 para todo j > 1, temos

el = sup{[[i((z;)7Z0) llwyp : (75)721 € G(E) e [[(z)520]l, < 1}
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1 1

> ws)iZllwp = sup (leﬁ vi) ) = (ZIIP(%‘)I”)

= (JW(@)P)7 = [¥()] = 1.

3=

> ([o(y) P + [ )P +---)
(b) Seja (7;)52, € £, (E). Entao, ((x;))52, € £p. E imediato ver que )72, €

(
fracamente limitada e, pelo Lema 2.4.9, (z;)72, é hmltada ou seja, (75)72; € l(E).
Vejamos a continuidade de i: para cada j € N,

pEBE @wEBg pEBE

1
lzll = sup [p(a;)| = sup (lp(w;)P)r < sup (leo k) ) = [le)iZillwp-

Tomando o supremo sobre j obtemos ||i|| < 1.
Para ver que [|i]| = 1, basta tomar x € E tal que [[z[| =1 e (2,0,0,---) € {;(£). =

Em vista da proposigao anterior, um trajeto natural seria perguntar sobre a validade da

igualdade () (E) = (,(E). A resposta é dada pelo resultado enunciado a seguir, conhecido
como Teorema Fraco de Dvortezky-Rogers.

Teorema 2.4.13 ((E) = (,(E) se, e somente se, E tem dimensao finita.

Demonstracao. Veja [12, Theorem 2.18]. =

2.5 A norma do espaco (,(C(K))

O objetivo desta secao é provar uma féormula que facilita o cdlculo da norma do espaco
£ (C(K)), em que K é um compacto Hausdorff e 1 < p < oo.

Definigao 2.5.1 Um conjunto A C E’ é normante no espaco normado E se

|z|| = sup |p(z)| para todo x € E.
peA

Exemplo 2.5.2 Pelo Teorema 1.0.14, para qualquer espago normado E a bola unitaria
Bpg é normante em F.

Proposicao 2.5.3 Se (1;)j2, € £,)(E) e AC E" € normante em E, entdo

()51 lwp = sup [[(¥(2;))72: [lp-
peA

Demonstragao. Seja g o conjugado de p (¢ = oo caso p = 1). Jd sabemos que a aplicagao
o0 J o0 C
b= (bj)jzl S £p — J(b) € (Eq)’ ) J(b) ((aj)jzl)) = Zajbja
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¢ um isomorfismo isométrico. Sejam (z;)52, € I)(E) e ¢ € E'. Entao (o(x;))j2; é uma
sequéncia em /, e, consequentemente, J((¢(z;))52,) ¢ um funcional em £,. Como J é um

isomorfismo isométrico,

1(o(z;))5Zlle, = [T ((p(x;))520)le, = sup | J(((25))520) ((a;)520)]

(aj)Jo‘ileBZq

= sup ‘iajcp(xj) = sup |¢ (i ajacj> ’ (2.8)

(aj) IEBZq j=1 (aj)?ilEng j=1

E como A é normante de E, tem-se

o0
.8
()3 llwp = sup [[(o(z))52lle, = sup sup o (> aja; )
pEBE @pEBg (aj)j‘ileng j=1
2.4.10 ‘ ‘
== sup sup (@ CL].ZUJ == Sup Z CL].ZUJ
(aj)j‘;leng pEBE > 1€Bg

20 sup  sup v (Z aﬂ%) ':.1 sup - sup W <Z ajxj) ’
j=1

(a;)521€Be, YEA 1 YEA (a;)32,€Be,
2.8
= sup [|(¥(z;))521 lle,
PYEA
|

Lema 2.5.4 Seja f wma funcao nao negativa mensurdvel em uwm espaco mensurdvel
(2, A). Entao existe uma sequéncia (f;);2, de fungoes mensurdveis tais que:

(a) Cada f; € simples.

(b) 0 < fj(x) < fj41(x) para todos v € Q e j € N.

(c) f(x) = h;rn fi(z) para todo x € Q.

Demonstracao. Veja [3, Lema 2.11] =

Teorema 2.5.5 Sejam (2, A) um espaco mensurdvel, x € Q, 0, a medida de Dirac
concentrada em x e f: Q — R uma funcdo d,-integravel. Entdao

[ 15, = f(a). (2.9)
Q

Demonstragao. Caso 1: f é uma funcao caracteristica. Neste caso existe um conjunto
A€ Atal que f = X,. Entao

s, = [ 2ads. = 5.4 = ale) = 1 (o).
Q Q

Caso 2: f é uma funcao simples mensurdavel. Sejam ci,...,c, os valores distintos assu-
midos por f e A; = f’l(cj) para j = 1,...,n. Segue que cada A; é mensurdvel e, como
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A; N A; = 0 para quaisquer 7,5 € {1,...,n} com i # j, tem-se que = pertence a apenas
um Ay, para k € {1,...,n}. Logo 6,(A;) = 6y e f(x) = ¢x. Assim,

n n

/Qfd&f =Y ei0u(A)) =D el = o = flx). (2.10)

j=1 j=1

Caso 3: f é uma fungao nao negativa. Seja (f;)52; uma sequéncia de fungoes de acordo
com o Lema 2.5.4. Pelo Teorema 1.0.20 e pelo Caso 2,

/fd5 = lim f]dé 2_101 m fj(z) = f(z).

Caso 4: f é uma funcao d,-integravel qualquer. Neste caso, podemos decompor f como
sendo a diferenca da sua parte positiva com a sua parte negativa, isto é, f = f — f~,

onde:
+ _ f(l’), S€ f(l‘) ZO
/ (x)—{ 0, sef(zx)<O0

N 0, se f(z) >0
ro={ . 2H0z0
Logo, como f é §,-integravel e pelo Caso 3,
dé, = *tdo, — “do, = fT(z) - f(2) = :
[ o= [ ras,— [ a5, = @) - 1@ = 5@
[ |

Lema 2.5.6 Sejam K um espago topoldgico compacto de Hausdorff, C(K) o espago das
funcoes continuas f: K — R, d, a medida de Dirac concentrada em x € K definida
nos borelianos de K e T o isomorfismo isométrico (1.4), estabelecido no Teorema da
Representacao de Riesz.

(a) Para quaisquer x € K e f € C(K),

/ fdé, = f(x). (2.11)
K
(b) O subconjunto {Ts, : x € K} de C(K)" é normante em C(K).

Demonstragao. (a) Como f é continua tem-se que f é §, integravel e o resultado segue
do Teorema 2.5.5.
(b) Para toda f € C(K),

1 llow) = sup |/ (x up L)l =sup{|T5,(f)] - x € K}

= Sup{|90( )€ {Taww €eK}t= sup |o(f)|
pe{Ts, xcK}

Agora sim podemos provar a férmula simplificada para a norma do espago £ (C(K)).
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Proposicao 2.5.7 Sejam K um espago topologico compacto de Hausdorff, 1 <p < oo e
(fi);2) € IP(C(K)). Entio

1(f5)7Z1llwp = sup (Zlfj(x)l”)p- (2.12)

zeK =1

Demonstracao. Pelo Lema 2.5.6 sabemos que (7}, ).cx ¢ um subconjunto normante de
C(K)'. Aplicando a Proposigao 2.5.3, temos

T T mer) (Zw )l ) = sup (;mw)
) _jgg<2\fj ) .

= sSu
:176113 (Z ‘ / fJ
2.6 Sequéncias incondicionalmente p-somaveis

1(f5)721

o
Dada uma sequéncia (7;);2; € £,(E), temos Z |z;||P < oo e, portanto,
j=1

Tim {|(25)72,[[, = lim (ZII%II”) = 0. (2.13)

Serd que o mesmo vale para sequéncias fracamente p-somaveis? Ou seja, dada uma
w , . o - . .

sequéncia (r;)52, € £, (E), é verdade que nh_)IIolo ()52, lwp = 07 Veremos mais adiante

que isso nem sempre é verdade, o que sugere a consideracao das sequéncias que satisfazem

essa propriedade. Mais uma vez, nesta secao, £ é um espaco normado e 1 < p < oo.

Definicao 2.6.1 Definimos o espaco das sequéncias em E que sao incondicionalmente
p-somdaveis da seguinte forma:

G(B) = { ()72 € G2(B) + lim [[(2)3% Jlp = 0}

A pergunta acima se transforma entao em: é verdade que £, (E) = ;(E)?
Para justificar o termo incondicionalmente p-somavel, relembremos a seguinte defini¢ao
classica:

Definicao 2.6.2 Uma sequéncia (z;)52

o

j—1 em [ é dita incondicionalmente somdvel se, para

toda bijecao n: N — N, a série Z Ty(;) € convergente em FE.

Jj=1
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Teorema 2.6.3 Uma sequéncia (z;)52, em E € incondicionalmente somdvel se, e so-

mente se, pertence a (}(E).

Jj=

Demonstragao. Veja [10, Proposition 8.3]. =

Uma vez justificado o nome, passemos ao estudo do espaco é;f(E).

Proposigao 2.6.4 (;(E) ¢ um subespaco fechado de ()(E) e portanto é um espago de
Banach, com a norma || - ||wp, quando E for Banach.

Demonstragao. Sejam (7;)52,, (y;)j2, € £,(E) e A € K. Entao lim ||(25)52,[lwp =
n—oo

nh_)rgo 1 (¥)7llwp = O e, pela desigualdade triangular, segue que

w?p
< i )Tl + I T )5

0 < Tim [[(z; + Ay;)32,

,p:(),

ou seja, nh_>nolo (25 4+ Ay;)52, lwp = 0. Logo ()52, + A(y;)52, € £,(E).
Vejamos que £;(E) é fechado em (}/(E). Sejam (z")22, uma sequéncia em t,(E) e
z € (Y(E) tais que 2" £ 2 em ¢ (E). Denotemos z = (v;);2, e, para cada k € N,

o = (24)52, € €2(E). Logo,
l1m (= )J wllwp = 0 para todo k € N,

ou seja, dado € > 0, existe ng(k) € N tal que

@) lp < g para todo n > ng(k). (2.14)

Além disso, como z* F o em 0y (E), existe kg € N tal que

9
5 > 12 =2y = @552 = (@) s

= 15 = 2) 521 s

— sup <j£j|¢<x§——xjnp>

3=

LPGBE/ _
> sup (Z |o(af — fcj)lp>

pEBE j=n

para todos k > kg e n € N.
Logo, para n > ng(kg), de (2.14) e (2.15) temos
@) nllue = (@) = (@5)520 + (25°) 520l
e €
< )0~ )l NNl < 5+ 5 =

Isso prova que = € (;(E) e, portanto, £;(E) é fechado em (;(E). m
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Proposicao 2.6.5 (,(E£) C (;(E) e a inclusio {,(E) — (;(E) € continua com norma 1.

Demonstragao. Seja (z;);2; € {,(E). Pela Proposi¢ao 2.4.12 sabemos que (7;)72, €
¢, (E). Entao é suficiente mostrar que lim ||(z;)72,,|lwp = 0. Seja n € N. Novamente pela

Proposicao 2.4.12, sabe-se que [|(7;)52,[lwp < [[(25)72,|l,- Logo, por (2.13)
1 1222 o < Tim | ()32, = 0,

ou seja, livllrn H(:v]);”;nﬂwp = 0.

Quanto a inclusdo £,(E) — £;(E) ndo h nada o que fazer, dado o que ja foi feito na
Proposicao 2.4.12. m

Proposigao 2.6.6 (;(E) C ¢o(E) e a inclusao ,(E) — co(E) € continua com norma 1.

Demonstragao. Seja (7;)52, € (,(F). Para cada j € N escolha ¢; € Bp tal que
|lz;ll = ¢j(x;), o que sabemos ser possivel pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema
(1.0.13)). Dessa forma,

0 <lim ||z, || = lim ¢, (2,) = lim |, (2,)] < lim (Z |90n(xj)|p>

j=n

n @pEBE

< lim sup (Zm(xj)v?) = lim [|(2;)7Z lwp = 0,

Jj=n

provando que (7;);2, € co(£). As afirmagées quanto & inclusao seguem da Proposi¢ao
2.4.12(2), pois a norma em ¢y(F) é a mesma de (o(F). m

Responderemos agora a pergunta do inicio da se¢ao. Veremos que nem sempre é
verdade que (,(E) = £;(E).

Exemplo 2.6.7 Considere a sequéncia (e;);2; dos vetores canénicos em cy. No Exemplo
2.4.7 vimos que (e;)52; € £;(co) para qualquer 1 < p < oo. Vejamos que (e;);2; ¢ £, (co).
Para todo ¢ € B, e para todo n € N, temos

P

(e lhy = 500 (Z |so<ej>|p) > (Z |¢<ej>|p> > ()]

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema (1.0.13)), para cada e, € ¢ existe 1, € (cp)’
tal que [|¢,]] =1 e ¥n(en) = |lenlloc = 1. Logo,

||(ej);?‘;n||w7p > |¢n(en)| =1 para todo n € N,

e, portanto, lim_ 1(e5)72n llwp # O
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2.7 Sequéncias Cohen fortemente p-somaveis

Em 1973 Cohen em [9] introduziu o espago das sequéncias fortemente p-somdveis em um
espaco de Banach F, denotado por /,(E). Segundo Cohen, uma sequéncia (z;)72; em
E é chamada fortemente p-somdvel se para toda sequéncia (¢;)52, € (' (E'), em que
% + % = 1, a série igoj (x;) é convergente. Mais ainda, neste espago Cohen definiu a
seguinte norma: "

oy((w;)32,) = sup { 3 i)

Jj=1

()52 € G(E) e [[(03)52 llwg < 1}.

A principal referéncia para esta segao serd a tese de Campos [7]. Porém, na tese de
Campos defini-se a norma em ¢,(E) por

I(z5)721llop = sup {Z |03 ()] : (0)521 € €5 (E) e [[(05)521 lwg < 1} - (2.106)

Jj=1

Mais ainda, as sequéncias desse espago sao chamadas de sequéncias Cohen fortemente p-
somaveis. Iremos provar que as expressoes coincidem, assim como algumas propriedades
consideradas importantes para o espago £,(E). A partir de agora, £ ¢ um espago normado,
1 <p<ooeqéoconjugado de p, isto é, %+%:1.

Definigao 2.7.1 Uma sequéncia (7;);2, em E é Cohen fortemente p-somdvel se para

o
qualquer sequéncia (p;)52; € (5 (E'), a série ) ¢;(z;) é convergente.

7j=1
Notacao: Denotamos ¢,(E) ao conjunto das sequéncias Cohen fortemente p-somédveis.

Proposigao 2.7.2 (,(E) é um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias.

Demonstragao. E claro que a sequéncia identicamente nula pertence a (,(E). Se
(z5)521, (y5)521 € l,(E) e A € K, entao

> eidaity) = Y (i) + 9i(y)))

j=1 j=1
=AY e+ Y ew)
7j=1 7j=1
para toda sequéncia (p;)52, € 7' (E"). Isso prova que A(x;)52, + (y;)52, € ,(E). =
Proposigao 2.7.3 Seja ()2, uma sequéncia no espago de Banach E. A série Z ©i(z;)

7j=1

converge para toda (p;)52, € L) (E') se, e somente se, a série Z lp;(x;)| converge para

j=1
toda (¢;)52, € £y (E').
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Demonstragao. Veja [7, Proposigao 1.1.2] =

Lema 2.7.4 Seja (1;)72, € (,(E). Entao sup > pi(x)] < oo

(4,0]) 1€B[w(E/) ] 1

Demonstracgao. Para cada n € N considere o operador
Tnif;”(E')—>K,T SDJ] 1) ZSOJ j)-
Cada T, ¢ linear, pois dados A € K e (¢;)72,, ()52, € F;’(E’), tem-se

n

To(M2)321 + (V7)520) = Tul(Ag +1)320) = Y (Ags +15) ()

J=1

= Z(A%‘(%) +i(w;)) = )\Z%‘(Ij) + Z¢j($1)

= AT ((9)320) + Tul(8)321)-

Vejamos que cada T}, é continuo. Seja (¢;)52, € £;(E"). Veremos a seguir que £,(E) C
l+(E), logo podemos tomar K > 0 tal que H%H < K para todo i. Temos

|Tn<<¢j>;°1>|=\j§:;%<xj> < (Zw ) ) (21p>
< (Z JE<xj><goj>q>éni <n} <Z 75 (sl ) (09
<l <Z e (25) (o )
b (Z we (12) (o) )
_ kend (Z\JE<”%H) » q>é<m p (Df . )

feBgn —1
1
1 - q ! L o
< Kb sup (IR < Knble)
j=1

1

feBgn

o0

Isso prova que cada T, é continuo. Como (z;);2, € £,(E), por definicao a série ) ¢;(z;)
j=1
converge para toda (¢;)52, € £;(E'), logo o operador linear

T: 0(E) — K, T((e,)3) = lim Tu((e,)) Z% 7).
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estd bem definido. Na Proposicao 2.4.5 provamos que E;”(E') é um espaco de Banach,
portanto do Corolario 1.0.9 segue que T é continuo. Donde,

?p‘

woo>|TI= s T = s | el = Nl
(#7)521€Bew (1) (0j)521€Bew By ' =1
|

Proposigao 2.7.5 Seja (z;);2, uma sequéncia no espago de Banach E. A série Z l0;(z;)]

J=1
o)

converge para toda (p;)52, € U7 (E') se, e somente se, a série ) @;(x;) converge para toda
i=1
(p;)32, € £(E"). Mais ainda, vale a igualdade

= sw ZM z)]

(95)521€Bay er)  j=1 (©5)521€Bayp 1) j=1

Demonstracgao. Usando a desigualdade triangular,

DIETEN] B S e

o

22, € L(E). Logo, se a série Z |lj(w;)] converge para toda (p;)52, €

Jf

para toda (¢;)

(7 (E"), entdo a série Z @;(;) converge para toda (p;)52, € £ (E') e

7=1
sup g ©i(z;) sup E l0;(z;)]
(vi)521€Bew ey ' =1 %)J 1€Bew ey j=1

Reciprocamente, para cada j € N considere

©j, se pj(r;) >0
— , 217
vi { —pj,  se pi(r;) <0 (2.17)

para o caso em K = R e ¢; = pje % onde 6; é o argumento principal de ¢;(x;), no caso
em que K = C. Para cada 57 € N, da igualdade

sup |;(z)], se @;(z;) >0

— su — r€EBE
1051 = oy pE |t ()] Squ | — @;(z)], se @;(z;) <0
rEDE

= sup |g;(z)| = |lo;ll,

rEBR

no caso K =R ou

|51 = sup v;(x)| = sup |p;(x)e ™| = SUP li ()] = [l
x E

r€EBR
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no caso K = C, resulta que ¢; € E' e, mais ainda, [|(¢;)52;/lwg = ()71 llwg- Por

hipdtese, a série Z ¥;(x;) converge para toda ()52, € £y (E'), logo
j=1

Z i (z4)| = Z%‘(%‘)

converge para toda (¢;)j2, € £;/(E'). Por fim

sup Zl@] {L‘] = sup Zl/)J I‘J < sup ‘Z@DJ ZL‘]
7=1

(¢5)521€Bew 51y j=1 (wj)J 1€Bew ey j=1 w])?ileBZ}f(E’

Teorema 2.7.6 A expressao

l@)2llep = sup \Z% z;) ap Y ey

(Pi)521€Buw ' 51 (#5)521€Bew (51) j=1
define uma norma em (,(E).

Demonstracao. O Lema 2.7.4 mostra que || - ||¢, estd bem definida e a Proposicao 2.7.5
garante a igualdade dos supremos. Verifiquemos os axiomas de norma.

E imediato que [(7;)52:]lcp = 0 para qualquer [|(z;)72,]lc, € €(E), e que z; = 0
para todo j € N implica que [|(z;);2,|lc, = 0. Por outro lado, se [|(z;);2,]lc, = 0, entao

sup Z ()|

(SOJ)] 1€B€w(E’)] 1

Isso implica que ;(x;) = 0 para todo j € N e para todo (¢;)52, € £;(E"). Em particular,
fixado j € N, tem-se p(x;) = 0 para toda ¢ € E'. Donde x; = 0 para todo j € N. Dados
AeKe ()72, (y5)j2, € £p(E), temos

[A(z5)521 e = Sup Z pj(Az;)

(<p7) 1€Béw(El —

= sup ‘A ' Z%‘(Ij)
=1

(Sﬁj);‘;ﬁBe}lﬂ(E/)

= sup ‘ Z Apj(x;)

)OOIGBZUJ(E/ —

= sup  [Al- ’Z%‘(%‘)
j=1

(¢5)521€Bew (51

= Al l(z)5llew,

I+ @)illes = sup \Z% 2+ ;)
(SO])] IGB[UJ(E/ _
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[e.9]

= sup > (pilay) + %’(yj))’

(0j)521€Bew By ' =1

= sup Z p;(T;) + Z ©;(Y;)

()52, €Bew (1)

< sup Z oi(x;) sup ) Z i(y;)
(S"j)}?ileBng(E’) j=1 %0])] 1€Béw(E’ =
< @)iZlles + 1) ey

Para provar a completude de ¢,(E) precisamos do seguinte resultado cldssico da Teoria
dos Espacos de Banach:

Proposicao 2.7.7 Um espago normado E € um espago de Banach se, e somente se, toda
sequéncia absolutamente somdvel em E € somdvel.

Demonstragao. Ver [6, Proposi¢ao 10.1.4]. m

Teorema 2.7.8 Um espago de normado E é de Banach se, e somente se, ((,(E), |- |lcp)
€ um espaco de Banach.

Demonstragdo. Seja (7)., uma sequéncia absolutamente somével em /,(E). Para

cada k € N, denotemos z* = (xf)j';l Tem-se

o0 o0 o0
oo>znx%pzzu@m;uc,p:z(( Sl )
k=1 k=1 Lj

k=1 G=1€Bew ey j=1

Note que, para todo ¥ € Bg/, a sequéncia (¢,0,0,---) € Byw (). Assim, para cada par
(j7 k) € Nx Na

laf = sup [o@h) < swp onle
I YEBg ’ (n)pz 163zw<E'>;
Logo,
Sisr3 (o (St ))
(pn)aZi€Bew 5y \n=1

ou seja, a sequeéncia (mf)zozl ¢ absolutamente somdavel em E e, como E é um espaco

de Banach, pela Proposicao 2.7.7, segue que (:vf)zozl é somavel em E. Sendo assim, a
sequéncia y = (y;)j=, dada por

o
= fo € F, para todo j € N,
k=1
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estd bem definida. Mais ainda, para toda (¢;)52, € €;/(E"), de
Z‘SOJ yi)l = (Zw ) ‘ = ‘Z%(m?)
i=1 k=1
ZM ZZ @) <D lla*llep < oo,
—1 j=1 k=1

1 k=1 k=1

g

NE

1

Mg o

J

segue que y € {,(E). Vejamos que y = ka em (,(E). Para cadan € N, de
k=1

50, -1 (E) S

oo n 0
——H E $k-— E %k H
C,p J J C,p
= ’ k=1 k=1 j=1 ’

(=) Do (e (2 )]
k=ntl /oy P @By @ k=n-+1

= sup Z‘ >, %(ﬁ))
(03)521€Beg ) \j=1 ' k=n+1
<o (3 S
k j=1

()521€Bew (g1 n+1

-y (w ap (z|¢j<x§>|)) < 3 ten 20
i j=1

k=n+1 )521€Bew (B7) k=n+1

8

segue que
n o0
= lim E 2k = E z*,
n—oo
k=1 k=1

o0 oo
pois Y. ||z¥||c, é a cauda da série convergente Y ||z*|c,, de onde podemos concluir
k=n+1 k=1

que hm Z |2*||c,, = 0. Portanto, (z*);2, é uma sequéncia somavel em £,(E) e o
X k=n+1

resultado segue da Proposicao 2.7.7.
A reciproca é clara uma vez que £,(E) contém uma cépia isométrica de £. m

Uma adaptagao imediata do fato de que o dual de ¢, coincide isometricamente com /¢,
garante que o operador

T gq(E,) — gp(E)/’ T((Spj)j ) ((z5) ] 1) ZSDJ zj), (2.18)

¢ um isomorfismo isométrico. Vamos usar tal fato para provar a seguinte proposigao:
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Proposicao 2.7.9 (a) coo(E) C (,(E) C ,(E) e a inclusio i: {,(E) — (,(E) € um
operador linear, continuo e com norma igual a 1.

(b) (1(E) = ((E).

Demonstragao. (a) A primeira continéncia é 6bvia. Dada (;);2, € (,(E), de

li((2;)520)lp = [[(25)520llp = sup  [e((25)721)]
€By,(my

= sup [T((g)52)((z5)2))[ = sup
(03)521€Bey (1) (03)521€Bey (1)

s S

(0i)521€Bw sy ' =1

Z nen

< [I(z;)5% e,

segue a segunda continéncia e que a inclusdo ¢ ¢ um operador linear continuo com ||| < 1.
Por outro lado, seja € E com |z|| = 1. Considere a sequéncia (x,0,0,---) € {,(E).
Vejamos que (z,0,0,---) € By, (g De fato,

(20,0, )llcp =" sup  |ei(x)] = sup |pi(2)] = [lz] = 1.
()52 €Bew (p1) p1€8p
Dai,
lill = sup li((z;)Z)llp = [I(2,0,0,- ), = 1.

(23321 €Be, (m)

(b) Seja ()52, € (1(E). Como p = 1, entdo ¢ = co. Dada (¢;);2, € £ (E") = lo(E')
(Proposigao 2.4.11), existe uma constante M > 0 tal que ||¢;|| < M, para todo j € N, e
sendo assim

D i@l < lesll - llagll < M-l < oo
j=1 j=1 Jj=1

2.8 O espaco das sequéncias fracamente nulas

Toda sequéncia em um espago normado que converge em norma para zero converge fraca-
mente para zero. Mas a reciproca nio é vélida, por exemplo, em £ temos e,, — 0, mas
en 7— 0. Isso nos leva a considerar o conjunto formado pelas sequéncias que convergem
fracamente para zero, chamadas de sequéncias fracamente nulas.

Definicao 2.8.1 O espaco das sequéncias fracamente nulas no espaco normado E é de-
finido por:

o (E) = {(x;)52, : x; € E para todo j € N e ¢(x;) — 0 para todo ¢ € E'}

= {(379);*:’1 :x; € F paratodo j € Ne x; SN 0}.
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Proposicao 2.8.2 Seja E um espaco normado. Entao

(a) ¢y (E) € um subespaco fechado de o (E), logo (cy (E), || - ||«) € Banach.
(b) eo(E) C c¥(E).

(c) £ (E) C cy(E) e ainclusdo i: L) (E) — c5 (E) € continua com norma 1.

Demonstragao. (a) E claro que a sequéncia identicamente nula pertence a ¢y (E). Seja
(z;)52, € ¢y (E). Entao a sequéncia (p(z;))52, converge para 0 qualquer que seja ¢ € E'.
Segue que o conjunto {z; : j € N} é fracamente limitado e entao {z; : 7 € N} é limitado
pelo Lema 2.4.9. Isso prova que ¢f (E) C £o(E). Da continuidade dos funcionais lineares
segue que ¢4 (E) é um subespagco de £ (FE), pois

o(Az; +y;) = Mp(x;) + o(y;) — 0,

quaisquer que sejam (x;)52,, (y;)52, € g (E), A € Ke ¢ € E'. Vejamos que cf(E)
é fechado em (oo (F). Sejam (2¥)7°, uma sequéncia em c¥(E) e y € (o(E) tais que
R (xf)‘;‘;l — y = (y;)52, em Loo(E). Dados ¢ € E' e ¢ > 0, devemos provar que
existe jo € N tal que |¢(y;)| < € para todo j > jo. Se ¢ =0, entao ¢(y;) = 0 para todo
j € N. Se ¢ nao for identicamente nulo, entéo, como z* — y em l(F), existe kg € N
tal que

> et =yl = IEHE — @)l = 18 = ) lloe > 1k — w5

2l " - illee 2 25 =
para todos k > kg e 5 € N. Em particular,

H:E —y;ll < HE R para todo j € N.
2ljp

Por outro lado, como gp(x?o) ey 0, existe jo € N tal que

(k)] < =, para todo j > .

Segue que
oy = lo(y; — 250+ 25°)| = |o(y; — 25°) + ()]
<\90(yy—l‘ )H\SO( O < Nl - [l — il + leo(2)]
<l - —+ <e
2||¢ll

para todo 7 > jo.
(b) Segue imediatamente da desigualdade

()] < llell - |z, para todos z € E e ¢ € .

(c) Sejam (z;)52, € £;)(E) e ¢ € E'. Da convergéncia

> lela;)lP < oo,
j=1

segue que |p(z;)|” — 0 e, consequentemente, |¢(x;)| — 0. Portanto, (z;)j2; € ¢y (£).
As informagoes sobre a inclus@o seguem da Proposi¢ao 2.4.12(b). =
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CAPITULO 3
CLASSES DE SEQUENCIAS VETORIAIS

No capitulo anterior aprendemos varias maneiras de, dado um espago de Banach FE,
construir um espaco de Banach formado por sequéncias de elementos de E, tais como
co(E),cy (B), l,(E), 6 (E), (;(E) e £,(E). O objetivo desta segao ¢ montar um aparato
abstrato que permita considerar, de forma unificada, todos esses espacos de sequéncias
vetoriais, alguns outros nao estudados aqui e também aqueles que eventualmente aparecam
no futuro. A ideia é isolar as propriedades que tornam esses espagos importantes e estudar,
abstratamente e de forma unificada, todos os espacgos que satisfacam tais propriedades.

Agindo dessa forma, estaremos construindo a ponte que ligara os espagos de sequéncias
estudados no capitulo anterior com os ideais de operadores que serao estudados no capitulo
seguinte. A referéncia basica desta se¢ao é o artigo [4].

3.1 Definicao e exemplos

Uma classe de sequéncias é uma correspondéncia que a cada espaco de Banach FE faz
associar um espaco de Banach formado por sequéncias em F satisfazendo determinadas
propriedades. E esperado que, quanto mais propriedades exigirmos, menos exemplos
teremos. Por isso definiremos, neste primeiro momento, classes de sequéncias de um
forma bem ampla, de maneira a acomodar um grande nimero de exemplos.

Dados espagos de Banach E e F', o simbolo E 4 F significa que E é subespaco
vetorial de F e ||z||r < ||z||g para todo z € E.

Definicao 3.1.1 Uma classe de sequéncias vetoriais, ou simplesmente uma classe de
sequéncias, é uma regra E —— X (FE), que associa a cada espaco de Banach E um espago
de Banach X (F) formado por sequéncias em F, isto é, X (F) é um subespaco vetorial de
EY com as operacoes usuais, tal que:

(a) coo(F) C X(F), isto é, X(F) contém as sequéncias finitas,

(b) X(E) =N l(E). Em particular as sequéncias de X (F) sao limitadas,

40



(c) |lejllxx) = 1, para todo j € N.

Notagao: Denotaremos a classe de sequéncia £ —— X (FE) por X(-) ou, nao havendo
perigo de ambiguidade, denotaremos simplesmente por X.

Exemplo 3.1.2 De acordo com o que vimos no capitulo anterior, as seguintes corres-
pondéncias sao classes de sequéncias (1 < p < +00): loo(+), co(+), cg' (), £p(0), £5(+), £, (")
e £p(-).

Exemplo 3.1.3 A correspondéncia

| c(E), seE éreflexivo
E— X(E) = { l(E), caso contrario ,

é uma classe de sequéncias.

Exemplo 3.1.4 A correspondéncia

[ c(E), seadimensao de E ¢ infinita
E— X(E) = { ((FE), caso contrdrio ,

é uma classe de sequéncias.

O seguinte resultado é uma consequéncia simples da definicao de classes de sequéncias.
Optamos por enuncia-lo e demonstra-lo pois ele sera muito importante no que faremos
adiante.

Proposicao 3.1.5 Seja X uma classe de sequéncias. FEntao, para qualquer espaco de
Banach E, convergéncia em X (E) implica em convergéncia coordenada a coordenada em

E, isto €, se (x)3°, € uma sequéncia em X(E), com z* = (51-“);’0:1, para cada k € N, tal

j
que ¥ — x = (n;)721 em X(E), entdo §f i n; em E para todo j € N

Demonstragao. Dado ¢ > 0, existe ko € N tal que ||z* — z||x(p) < €, para todo k > k.

Para todo j € N, usando a condicao || - ||« < ||| x(#) da definicao de classe de sequéncias,
segue que
€5 — mjll < sup [I€5, — mall = (€5 = )1 lloo
< 1(&m = m)m=i lxy = [(Em)m=t — (hm)im=allx )

= ||lz* — 2| x@) <e,

para todo k > ky. Portanto, para todo j € N, tem-se fj'? oo n;em E. =
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3.2 Estabilidade linear

As classes de sequéncias exibidas no Exemplo 3.1.2 tém uma caracteristica que os distingue
das classes apresentadas nos dois exemplos seguintes, a saber, para todo E, X(E) tem
a mesma lei de formacao. Além de ser esteticamente mais agradavel, essas classes com
leis uniformes de formagao sao exatamente aquelas que serao usadas no estudo de ideais
de operadores. Neste secao estudaremos uma propriedade de classes de sequéncias que
separa as classes que sao, de certa forma, artificiais.

Defini¢ao 3.2.1 Dizemos que uma classe de sequéncias X(-) é linearmente estdvel se
para quaisquer espacos de Banach E, F' e para qualquer u € L(E, F') é verdade que

(u(z;))52, € X(F) sempre que ()52, € X(E)
e que o operador linear induzido

u: X(BE) — X(F) , u((2;)52,) = (u(x;)5Z,,
é continuo e ||| = |Jull.

Vejamos primeiramente que os exemplos nao-uniformes da se¢ao anterior nao sao li-
nearmente estaveis.

Exemplo 3.2.2 A classe de sequéncias do Exemplo 3.1.3 nao ¢é linearmente estavel. Para

ver isso, considere o operador inclusdo i: ; — l. Tomando os vetores canonicos (e;)72;,

temos (e;);2; € loo(f1) = X (£1), pois |lej][1 = 1 para todo j, mas (i(e;))j2; = (e5)j2; ¢
colts) = X(62), pois llesll> = 1 para todo j.

Exemplo 3.2.3 A classe de sequéncias do Exemplo 3.1.4 nao é linearmente estavel. Para
ver isso, considere o operador linear continuo

u: K — Ll , u(N) = (A AN 0).
Temos (1,1,1,...,) € lo = l(K) = X(K) mas
(w(1),u(1),u(l),...) = ((1,1,1,...),(1,1,1,...),...) & co(les) = X (o).

Exemplo 3.2.4 E muito fdcil verificar que as classes de sequéncias co(+), (), para
p € [1,00), e £oo(+) sao linearmente estaveis. Por exemplo, dados u € L(E; F), 1 < p < 0o

e ()72, € £p(E), de
D M) P < - a7,
=1 =1

conclui-se que (u(z;))j2, € £,(F).

O préximo lema serd usado para simplificar as demonstragoes de que determinadas
classes de sequéncias sao linearmente estaveis. Definimos ||u|| = sup{||u(z)|| : = € Bg}
para todo operador linear u, ndo necessariamente continuo. E claro que [|ul| < +oo se, e
somente se, u é continuo.
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Lema 3.2.5 Seja X(-) uma classe de sequéncias satisfazendo as sequintes condigoes:

(a) Seuw € L(E,F), entao (u(z;));2, € X(F) para toda (z;);2, € X(E).

(b) [/(0,...,0,2,0...)|lx&) = ||z|| para todo espaco de Banach E e todo x € E.
Entao o operador induzido u: X (E) — X(F) € linear e ||ul| > ||u]|.

Demonstragao. A boa defini¢do de u decorre da condicao (a) e sua linearidade decorre
da linearidade de u e das definicoes das operagoes usuais de sequéncias. Para todo x € F
tem-se (0,...,0,u(x),0,0,...) € coo(F) € X(F) e usando a condicao (b), temos
[ull = supdlul(z;)iZ)lxe) : (2)520 € X(E) e [[(2;)7Zl xw) < 13}

= sup{||(u(z;))i2llxem) : (25)72 € X(E) e [[(2;)5 lxm < 1}

> sup{]|(0,--- ,O,U(fff),070,~--)||X(F> cx € B le] <1}

= sup{[lu()]| : z € B, ||lz[ < 1} = [|ul.
]
Proposigao 3.2.6 A classe de sequéncia €)(), 1 < p < oo, € linearmente estdvel.

Demonstragao. Sejam E e F' espagos de Banach, u € L(E, F') e (7;);2, € (;/(E). Entao

o.°]

> |e(z;)[P < oo para todo ¢ € E'. Dado ¢ um funcional linear e continuo em F”, pela
j=1

Proposicao 1.0.5 sabemos que ¥ o u: E — K é um funcional linear continuo, isto é,
You € E'. Logo

S )P = 3 [ o u)@)P < oo
j=1 j=1
Portanto (u(z;));2, € £, (F') e assim estd verificada a condicao do item (a) do Lema 3.2.5.
Para verificar a condigao (b), seja x € E. Pelo Teorema 1.0.14,

10, .0.2,0,0,... )l = sup ([p(O)P + -+ [p(O) + [p(@) + [(O) + )

LpGBE/

1
= sup ([p(@)[")r = sup [p(z)| = [[z]|5-
pEBE pEBE

D=

Segue do Lema 3.2.5 que o operador induzido u: £, (E) — £;(F') ¢ linear e ||ul| > ||ul|.
Para terminar, basta mostrar que u é continuo e que ||u|| < ||u||. Se ¥ € B, entao pela

Proposigao 1.0.5, ¢ o — Tl € Bp. Logo, dada (z,), € (“(E),

PEB s

:=£g;<§j|wou ) ) =l - sup (}j!( )G »V>;

< [full - sup (Z!@ ) ) < el - W) 52 lfw -

()52 lwp = I (u(25))51 lwp = sup (ZW u(z;)) )

©wEB R

Segue que u ¢ continuo e que ||u|| < ||ul]. =
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Proposicao 3.2.7 A classe de sequéncias E;(-), 1 < p < oo, € linearmente estdvel.

Demonstragao. Sejam E e F espacos de Banach, u € L(E, F') e (7;)52, € £,(E). Entao
lim [|(z;)72, |lwp = 0. Da desigualdade
n—oo

()52 llwp < llll - 1125520l

que segue exatamente como na demonstragao anterior, temos lim ||(u(z;))
n—oo

;)in’ wp T 07

provando a condigao (a) do Lema 3.2.5. A condigao (b) foi verificada na demonstracao
anterior. Assim, pelo Lema 3.2.5, o operador induzido u: £;(E) — £, (F) é linear e [|u]| >
llu||. A demonstracdo da desigualdade inversa também é idéntica a da demonstragao
anterior. m

Para provar a estabilidade linear da classe de sequéncias £,(-) precisamos do

Lema 3.2.8 Sejam E e F espagos de Banach, (1;)52, € £;(F') e w € L(E; F). Entao
(Y 0u)52, € Ly (E') e, mais ainda,

10805 © w)iZallwg < Nlull - 1(4)721 [l g-

Demonstragao. Considere o operador adjunto u': F' — E’ (veja Definigao 1.0.22).
Pela Proposicao 3.2.6 sabemos que a classe de sequéncias £;/(+) ¢ linearmente estével, logo

(Vj ou)jey = (W' (¥))52 € 6 (E).

Mais ainda, o operador induzido u’: (A (F") — £ (E') é linear, continuo e /|| = ||| =
||lul|. Assim,

(&5 0 w2 allwg = 100 (3))3 1 g = 110 (($5)320) g

< - 1) g = Tl - 1(45)524 g

|
Proposigao 3.2.9 A classe de sequéncias (,(-) € linearmente estdvel.

Demonstragao. Sejam E e F espagos de Banach, u € L(E; F) e ()52, € {,(E). Pelo
Lema 3.2.8, (¢jou)32, € £ (E') para toda sequéncia (1;)52, € £;'(F'), logo, pela definigao
de (,(E), a série

> slulay)) =Y (v 0 u)(ay)

j=1 j=1
é convergente para toda sequéncia (¢;)52, € £7'(F'), ou seja, (u(w;))52, € £,(E). Isso
prova a condicao (a) do Lema 3.2.5. Para a condigao (b), seja x € FE, considere que x
ocupe a n-ésima posi¢ao na sequeéncia (0,...,0,,0,,...) = (z;)j2, e note que

I@)iillep = sup {ler(O)] + -+ lena(0)] + lon(@)] + [0n11(0)] + - --]

()52, €Bew (1)
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= swp fpa(@)] = sup [pu(@)] = [zl
(0)521€Bew (1) pn€Bgy

Pelo Lema 3.2.5, o operador induzido u: ¢,(E) — (,(F) é linear e ||u|| > ||ul|. Por
fim, basta verificar que [|u| < |lul|. Dada (¢;)72; € B (s, segue do Lema 3.2.8 que

o0
U )
<¢j o —> € quw(E'), pois
Jull /-1

[(s5o 7o)

Logo,

1 - 1 0
= — - [l(¢; Ou)j:1||w,q < -l - ||(¢j)j:1”w,q <1

wa  ul ]

[u((z)Z)ller = I(ulz;))itillop =~ sup ZI%

(¥5)521€Bow (r1) j=1

— o YW

('(/)])] 1€ng(Fl)] 1

= Jul - sup Z\(wj = ”) )

(d)]);o:lEBZZIU(F,) =1

IN

lul - sup ZM (@) = Null - 11 (z))5Z0 e,

(QDJ)J 1€B€w(E’)] 1

para toda (z;)j2, € £,(E),ou seja, u é continuo e |[u < [[ul].
Proposicao 3.2.10 A classe de sequéncias ¢ (-) € linearmente estdvel.

Demonstragao. Sejam E e I’ espagos de Banach, u € L(E; F) e (7;)72, € cj(E). Se
€ F', entao pou € E'. Assim,

U(u(z;)) = (¥ ou)(x;) — 0,

qualquer que seja ¢ € F', ou seja, (u(z;))52, € ¢y (F). Temos entdo a condigao (a) do
Lema 3.2.5. A condigao (b) é ébvia, pois em ¢ (+) trabalhamos com a norma do supremo.
Segue entao que o operador induzido u: ¢y (E) — ¢ (F) é linear e ||u|| > |ju||. Por fim,
basta verificar que ||u|| < ||u||, o que segue de

()52 llo0 = Nl (u(2))521 o0 = sup [Julz;)]]

JEN
< Slelp(HuH ;) < [ul - SlelpH%H < ull - 1 (5)521 lloo
J J

que vale para toda sequéncia (7;)52; € cg'(E£). =
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3.3 Classes de sequéncias finitamente determinadas

Estudaremos nesta secao uma outra propriedade de classes de sequéncias que sera muito
util no capitulo final.

Definicao 3.3.1 Uma classe de sequéncias X é dita finitamente determinada se para toda
sequéncia (r;)72, em FE, tem-se que (z;)72, € X(F) se, e somente se, sup ||(xj)§?:1||X(E) <
k

400 e, em tal caso,

I3)5=llx ) = sup ()52 L x B -

Passaremos agora a verificar quais das classes que estudamos sao finitamente determi-
nadas. Como sempre, F serda um espago de Banach e 1 < p < o0.

Proposigao 3.3.2 (,.(-) € uma classe de sequéncias finitamente determinada.

Demonstragao. Se (z;);2; € lx(E), entdo sup ||z;|| < oo e, para todo k € N,
jeN

1(z)j=1lloe = sup [lajll < sup ;]| = [[(2)71]lo0 < 00
1<j<k JeN

Assim, sup ()51 oo < ()24 e < oc.

Reciprocamente, note que para todo j € N tem-se ||z;|| < sup sup |z, = sup ||(x])] oo
keN 1<n<k ke

Sendo sup ()5 oo < +o0, temos que () ¢ limitada em K, ou scja, (1,5, €
keN

(o (F). Mais ainda,

1(@;)721 [l = sup [|z;]| < sup sup |[|z,[| = Sup (25)51lloo:
JEN keN 1<n<k

e portanto [|(z;)j2y [l = sup ()51 lloo-

Proposicao 3.3.3 /,(-) € uma classe de sequéncias finitamente determinada.

Demonstragao. Basta observar que se (z;)72; ¢ uma sequéncia em F, entao

R
sup ()l ) = sup (anjnp) = lim (an]np)
- (kggn ZH%H”) (jzluxjup) = )l

Proposigao 3.3.4 ((-) € uma classe de sequéncia finitamente determinada.
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o0

Demonstragao. Basta observar que se (z;);2, ¢ uma sequéncia em E, uma troca de

supremos (veja Lema 2.4.10) nos fornece

B =

1
k 13 k
Sl;pH(xj)f:lHeg(E) = sup sup (ZI@O(%y)Ip) = sup sup (Zh@(l‘j)l”)
j=1

k @€Bg p€EBpr k =1

1 1
k P k p
= sup lim (Z\go(xjﬂp) = sup (kETOOZW(xj)‘p)

@wEBy k—+o00 @wEBy j=1

= [1(2))5Z 1 [l p-

Il
0]
o
o
R
H'Mg
<y
8
T
)
S~
S

]
Proposigao 3.3.5 A classe de sequéncias (,(-) € finitamente determinada.

Demonstragao. Basta observar que, para qualquer sequéncia (xj);’-‘;l em F, trocando
novamente 0s supremos, tem-se

k
Sl;pH(wj)?lllem:S%p( sup Z!%(%)!)

(0)521€Bew By =1

= sup (Sl;p Z i (z5) !)

(05)521€Bew (51

= sup D el = @) lew-

(¢j)521€Bew 51y j=1

Veremos a seguir que as demais classes de sequéncias que apresentamos neste trabalho
nao sao finitamente determinadas.

Exemplo 3.3.6 A classe de sequéncia cq(-) nao é finitamente determinada. De fato,
considere F' um espaco de Banach, y € E tal que ||y # 0 e a sequéncia (z;)32, em F
definida por x; = y para todo j € N. Assim,

o 1l = s sl = ol < oc,
mas obviamente (z;);2; ¢ co(£).

Exemplo 3.3.7 A classe de sequéncia c¢y(-) nao ¢ finitamente determinada. De fato,

considere F = K e (7;)52, = (1,1,1,--). Dessa forma, sup |[(7;)52;[|cx@) = 1, mas
k

(z;)52, nao converge fracamente para 0, pois existe um funcional linear continuo ¢ tal

que p(1) =1, assim ¢(z;) = ¢(1) =1 =+ 0.
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Exemplo 3.3.8 A classe de sequéncia £, () ndo ¢ finitamente determinada. Combinando
o que vimos nos Exemplos 2.4.7 e 2.6.7, sabemos que (e;)52; € £;(co) e (e;)52; & £,(co).
Como na Proposigao 3.3.4 provamos que a classe de sequéncias £,'(-) é finitamente deter-
minada, temos

Sup I(e)5=1 (o) = sup (e)i=1 lwp = (€)1 lwp < 00,

mas ()35 ¢ £3(co).

Na tabela a seguir fazemos uma sintese do capitulo quanto a estabilidade linear e as
classes finitamente determinadas.

Classe | Linearmente estavel | Finitamente determinada
co(*) sim nao

40 sim nao

loo(+) sim sim

0,(+) sim sim

() sim sim

Cp(-) sim sim

() sim nao
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CAPITULO 4
[IDEAIS DE OPERADORES

O objetivo deste capitulo é estudar os operadores lineares continuos que transformam
sequéncias de uma determinada classe em sequéncias de uma outra determinada classe.
Faremos isso no ambito da teoria dos ideais de operadores, que sao classes de operadores
que sao estaveis por composicao com outros operadores lineares continuos.

A dois espagos normados E e F' podemos associar o espago normado L(E; F'), o qual
é Banach se F o for. E bem conhecido que Bg é compacta se, e somente se, E tem
dimensao finita (veja [6, Teorema 1.5.4]). Serd que dado um operador u € L(F; F') pode
acontecer de u(Bg) ser compacto sem que Bg o seja? E evidente que sim, bastando para
isso que F' tenha dimensao finita. Serd que encontramos exemplos de operadores que
gozam desta propriedade sem que F' tenha dimensao finita? Tais operadores recebem o
nome de operadores compactos. Denotamos a classe de todos os operadores compactos
por K e K(E; F') denota a classe de todos os operadores compactos entre dois espagos de
Banach F e F. Dizemos que K(E; F) é uma componente de .

Sabemos também que convergéncia fraca nao implica em convergéncia em norma em
geral (veja [6, Exemplo 6.2.4]), isto é,

x; — x nao implica em x; — .
Porém, pode acontecer que para dado um operador u € L(E; F') seja verdade que
z; — v em E = u(r;) — u(z) em F.

Neste caso, o operador u é dito completamente continuo. A classe de operadores lineares
e continuos que sao completamente continuos é denotada por C e suas componentes por
C(E; F).

Além das duas classes descritas acima, varias outras classes de operadores gozando
de uma determinada propriedade foram estudadas isoladamente no século passado em
Anélise. Na década de 1970, A. Pietsch notou que todas essas classes, e por exemplo K e
C, satisfazem as seguintes propriedades:

(i) L(E; F) e C(E; F) sao subespagos vetoriais de L(E; F).
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(ii) Se rank(u) < oo, isto é, se u tem posto finito, entao u € K e u € C.
(iii) Para quaisquer espagos de Banach G, E, F e H,v € L(G;E) et € L(F;H) tem-se
ueK(E;F)=touoveK(G;H)

u€C(E;F)=touov e C(G; H).

Isto motivou a definicao de um ideal de operadores, que é a nocao que unifica as classes
de operadores que sao estaveis por composicao. A teoria de ideais de operadores foi
formalizada por A. Pietsch no livro [19], cuja primeira edi¢ao data de 1978.

Na primeira secao introduziremos os ideais de operadores e apresentaremos algumas
de suas propriedades basicas que serao necessarias nas proximas secoes, lembrando que,
como ja sugere o nome da secao, trata-se aqui apenas de uma introducao. Para um
aprofundamento veja [10, 11, 19] ou a dissertagao de mestrado [18].

Na segunda se¢ao iremos trabalhar com classes de sequéncias introduzidas no Capitulo
3 para caracterizar ideais de operadores que sao definidos, ou caracterizados, por meio de
transformacoes de sequéncias no ambiente abstrato das classes de sequéncias. Procuramos
condicoes necessarias e suficientes sobre as classes de sequéncias X e Y para que a classe
de todos operadores entre espagos de Banach, digamos F e F', que transformam sequéncias
de X(FE) em sequéncias Y (F') seja um ideal de operadores de Banach. A referéncia usada
para essa segao foi [4].

Na terceira secao determinaremos condicoes necessarias para que esses ideais de ope-
radores sejam injetores, sobrejetores ou regulares.

Finalmente, na quarta e ultima se¢ao iremos resgatar os principais exemplos de ideais
de operadores conhecidos na literatura usando o desenvolvimento da terceira secao. As
referéncias da primeira secao sao também recomendadas para essa se¢ao com 0 acréscimo
de [9, 7] para os operadores Cohen fortemente p-somantes, [12] para os operadores absolu-
tamente somantes e (p, ¢)-somantes, [14] para os operadores incondicionalmente somantes
e [8] para os operadore p-convergentes.

4.1 Introducao aos ideais de operadores

Definicao 4.1.1 Um ideal de operadores Z é uma subclasse da classe de todos os ope-

radores lineares continuos entre espacos de Banach £ tal que, para quaisquer espacos de
Banach F e F,
I(E;F):=L(E;F)NTZ,

que é chamada de componente de Z em L(E; F), satisfaz as seguintes condigoes:
(i) Z(E; F) é subespago vetorial de L(E; F').

(ii) O conjunto dos operadores de posto finito de E em F', denotado por F(E; F'), esté
contido em Z(E; F).

(iii) (Propriedade de ideal) Se u € Z(E; F), v € L(G;E) et € L(F;H), entdo touowv €
IZ(G; H).
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E claro que Z(E; F) é normado com a norma || - || usual de £(E;F). Serd que
(Z(E; F); || - ||) ¢ Banach? Vejamos um exemplo onde isto ndo ocorre.

Exemplo 4.1.2 E imediato que a classe F dos operadores de posto finito é um ideal
de operadores. Mais ainda, pelo item (ii) da definicio acima, F é o menor ideal de
operadores. Como observado acima, para quaisquer espacos de Banach E e F' tem-se que
(F;|l - |]) ¢ um espaco normado, porém F(co;¢1) nao é fechado em L(co; 1) (veja, por
exemplo, [18, Proposicao 2.2.2]) e, portanto, (F(co;¢1);] - ||) ndo é Banach.

Definigao 4.1.3 Um ideal de operadores Z é dito fechado se Z(E;F) é fechado em
L(E; F), para quaisquer espagos de Banach E e F. Neste caso, (Z(E;F),|| - ||) é Ba-
nach, para quaisquer espagos de Banach E e F'.

Exemplo 4.1.4 Como dito na introducao deste capitulo, diz-se que um operador linear
continuo entre espagos normados u: E — F é compacto se u(Bg) é compacto em F.
Denotamos por K a classe de todos os operadores lineares continuos compactos entre
espagos normados e suas componentes por K(E; F)). Em [18, Proposigao 2.3.5] encontra-
se a demonstracao de que I é um ideal fechado de operadores.

Exemplo 4.1.5 No Exemplo 4.1.2 vimos que F(cg; ¢1) nao é fechado em L(cy; ¢1). Logo,
JF nao é um ideal fechado.

Lema 4.1.6 Se E um espaco normado e F wm subespaco de E, entio F também é um
subespaco de E.

Demonstracao. E claro que 0 € F. Sejam z,y € F e A € K. Entao existem sequéncias
(z7)721 e (y;)j2, em F convergentes para x e y, respectivamente. Pela continuidade das
operagoes algébricas em E segue que \(x;);2; + (y;);2, converge para Ar + y. Porém,
sendo F' um subespaco vetorial de E, a sequéncia A(7;)j2, + (y;);2; ¢ uma sequéncia em
F convergente para Az +y. Logo, Az +y € F e, portanto, F' é um subespaco vetorial de
E. =

Proposicao 4.1.7 Dado um ideal de operadores I, defina

I(E F) = I(E; F),
para todos E,F € BAN. Entio, T ¢ um ideal fechado.

Demonstracgao. Pelo lema anterior e do fato de que

F(E;F) CL(E; F) CI(E; F) = I(E; F),

segue que Z(E; F) é subespaco vetorial de £(E; F) contendo os operadores de posto finito.
Mais ainda, se u € Z(E; F), v € L(G;H) e t € L(F; H), entdo existe uma sequencia
de operadores (u;);2, em Z(E;F) convergente a u na norma usual de operadores. Da
propriedade de ideal de Z, a sequéncia (t o u; 0 v)72, estd em Z(E; F). De:

[(toujov)(z) = (touov)(x)| = [[t(u;(v(2))) = tu(v(x)))]
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[#((u; = w)(v(@)))]]
]l - (= w) (v ()]
[E[] - g = wll - ()]

[E]] - fleeg =l - ol - [l

VANRVANVAN

para todo x € (G, segue que,
[t 0 uj ovl <[t - lJu; —wll - [lol} — 0.

Assim, tou;ov — touov na norma usual de operadores, provando que touov € Z(G;H) e,
portanto, Z é um ideal de operadores. Que Z é fechado segue diretamente da sua defini¢ao.
|

Quando o ideal Z nao for fechado, suas componentes Z(E; F') nao sdo espagos de
Banach com a norma usual de operadores. Por isso, muitas vezes precisamos de uma
nova norma, que deve ser compativel com a propriedade de ideal das seguinte maneira:

Definicao 4.1.8 Um ideal normado de operadores é um ideal de operadores Z munido
de uma fungao || - ||7: Z — R tal que:

(i) Para quaisquer espagos de Banach FE e F', || - ||z restrita a componente Z(E; F') é
uma norma.

(ii) O funcional linear /dg: K — K dado por Idg(\) = A é tal que ||Idk]||z = 1.
(i) Seuw e Z(E; F),v e L(G;E) et € L(F; H), entao

[t o woullz <t - [ullz - flv]l- (4.1)

Se (Z(E; F),||-||z) for Banach para quaisquer espagos de Banach F e F, entao dizemos
que (Z; | - ||z) é um ideal de Banach de operadores.

Na Secao 4.4 veremos exemplos de normas diferentes da norma usual que transformam
determinados ideais em ideais de Banach.

4.2 Ideais de operadores e classes de sequéncias

Nesta se¢ao vamos introduzir um método abstrato de gerar ideais de Banach de operadores
por meio da transformacao de sequéncias vetoriais. Para isso faremos uso do conceito de
das classes des sequéncias estudado no capitulo anterior.

Dadas duas classes de sequéncias X e Y e um operador u: E — F entre os espagos de
Banach E e F, podemos nos perguntar se (u(r;));2; € X(E) sempre que (z;)72, € Y/(F),
isto é, se u transforma sequéncias de X (F) em sequéncias de Y (F'). Investigaremos que
condicoes devemos colocar nas classes de sequéncias X e Y para que a classe de todos
os operadores que satisfazem essa condicao se torne um ideal de Banach de operadores.
Primeiro precisamos conhecer melhor os operadores que levam sequéncias de X (FE) em
sequéncias de X (F).
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Proposicao 4.2.1 Sejam X e Y classes de sequéncias. As sequintes condi¢oes sao equi-
valentes para um operador uw € L(E; F) dado entre os espagos de Banach E e F':

(a) (u(z;));Z, € Y(F) sempre que (z;)52, € X(E).
(b) O operador induzido

u: X(E) — Y(F) , u(;)52,) = (u(z;))i,,
estda bem definido e € um operador linear continuo.

As condigoes acima implicam na condigdo (c) abaizo, e todas elas sio equivalentes se as
classes de sequéncias X e Y sao finitamente determinadas.

(¢) Existe uma constante C' > 0 tal que

1(u(z))ia vy < Cll(s)i=llxe). (4.2)
para todo k € N e quaisquer x1,xs,...,x, € E. Em tal caso,
||l zex By (ry) = Inf{C > 0: (4.2) € satisfeita.} (4.3)

Demonstracdo. (a) < (b) E claro que, por (a), @ estéd bem definido e é facil ver,
usando a linearidade de u, que também é linear. Para mostrar que u é continuo usaremos
o Teorema do Gréfico Fechado (Teorema 1.0.12). Para isso seja ((2*,u(z")))32, uma
seguéncia em Craf(2) C X(F) x Y (F) tal que (2*,u(2"*)) — (z, 2), isto é, 2¥ — 2 em
X(E) e u(2") — 2z em Y (F). Denotemos

ok = (éf)j'il para todo k € N, x = (1;)72; e 2 = ((;)52;-

Pela Proposicao 3.1.5 segue que 5;“ iy n; em B, para todo j € N, e da continuidade de

u segue que u({’f) oy u(n;) em F para todo j € N. Como
(w(€))52r = a((€))521) = U(2*) — 2 = (¢;)72, em Y (F),

novamente pela Proposi¢ao 3.1.5, temos u(éjk) iy ¢; em F' para todo 7 € N. Da unicidade
do limite segue que u(n;) = (; para todo j € N. Finalmente,

u(r) = u((n;)i:) = (u(ny))iz, = (G)i% = 2

Isso prova que u possui o grafico fechado e, consequentemente, é continuo.
Reciprocamente, supondo que u estd bem definido, segue que (u(z;))32; = u((7;)52,) €
Y (F) sempre que (7;)72, € X(E).
(b) = (c) Sejam k € Ne xy,...,x, € E. Sendo u linear e operador continuo, tem-se

()72l )y < Mlll ee,y ey - 1w5)7%0 ] x ),
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para toda sequéncia (y;);2; € X(E). Assim, (z1,---,24,0,0...) € coo(E) € X(E)
implica em

(u(@;) i vy = ll(u(@y), . .. w(ze), w(0),w(0), ) |ly
= ||a((z1, .., 2%,0,0..))|ly(r)
< ullex )y - (@1, 2%,0,0. ) x(m)

< @l eex ey iy - 1@)5 lx e
Basta tomar C' = ||u|| z(x(g),v (). Segue também que
||ﬂ||£(X(E);y(F)) 2 inf{C . (42) é satisfeita}.

Suponhamos agora que as classes de sequéncias X e Y sao finitamente determinadas
e provemos que, neste caso, (c) = (b). Seja (z;);2, € X(F). Como X é finitamente

determinada, sup ()51 | x (&) < +00 e, em tal caso,
ke

()51l x ) = sup [[(@5)5- [l x (o). (4.4)
kEN

Por hipétese, existe uma constante C' > 0, que independe de (;)52,, tal que

()i vy < C - 1)l xee) (4.5)

para todo k£ € N. Logo, juntando a igualdade (4.4), e a desigualdade (4.5) e a informagao
de que Y ¢ finitamente determinada, segue que

[@(G)5=0 ey = @)z v o = sup (7)) vy

<C- ilelg H(xj)leHX(E) < C-[(z))52 I x(m)-

Portanto, u é continuo e
HquX(E);y(F)) S inf{C’ . (4.2) é satisfeita.}
|

Definigao 4.2.2 Sejam X e Y classes de sequéncias. Dizemos que:

(i) X < Y se, para todo espago de Banach F, X(FE) é um subespaco fechado de
Y (E) e, para cada sequéncia (r;)52, € Y(E), (z;);2, € X(E) se, e somente se,
i (2 )32y ) = 0.

(ii)) X < Y se, para todo espago de Banach F, X(FE) é um subespaco fechado de
Y (E) e, para cada sequéncia (7;)52, € Y(E), (z;)j2, € X(E) se, e somente se,

j=1
timn 13 ) = 0.

Proposicao 4.2.3 Sejam X e Y classes de sequéncia tais que X <Y e Y € finitamente
determinada. Entdo, X € finitamente determinada se, e somente se, ¥ = X.
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Demonstragao. E claro que se Y = X, entao X ¢ finitamente determinada. Por outro
lado, seja E um espaco de Banach. Devemos mostrar que X (F) =Y (E). Como X(FE) é
subespago fechado de Y/(E), entdao basta mostrar qu Y (E) C X(FE). Se (z;)52, € Y(E),
como Y é finitamente determinada, (xj);?:l € X(E) e X(FE) é subespaco fechado de
Y (F), tem-se sgp”(xj)f:lHX(E) = sgp 1(x;)5_1|ly(z) < oo. Logo, sendo X finitamente

determinada, segue que (z;);2, € X(£). =

Proposicao 4.2.4 Sejam X, Y, Z e W classes de sequéncias tais que Z e W sao fini-
tamente determinadas. Suponha que vale uma das sequintes condi¢oes:

) X<ZeY<W.

i) X <ZeY <W.

(i) X <ZeY <W.
Entao, para quaisquer espagos de Banach E e F, as sequintes condi¢oes sao equivalentes
para um operador linear w € L(E; F) dado:

(a) (u(xy))52, € Y(F) sempre que (75);2, € X(E).

(b) (u(z;))j2, € W(F) sempre que (x5);2, € Z(E).
Neste caso,

l@: X(E) — Y(F)|| = [i: Z(E) — W(F)||. (4.6)

Demonstragao. (a) = (b) Pela Proposigao 4.2.1((a) = (c)), existe uma constante C' > 0
tal que

(u(z;)ieally ) < Cll(5)52 Ml x ey

para quaisquer k € N e x1,...,2; € F. Em qualquer uma das trés hipoteses é verdade
que X (F) é subespaco vetorial fechado de Z(F) e que Y (F') é subespago vetorial fechado
de W(F). Dessa forma,

Cll(x)i 2y = Cll(xy) iy I x ey = Mwlz) s lly iy = || (w(@) iy lw .

Como Z e W sao finitamente determinadas, novamente pela Proposigao 4.2.1 (agora
usando a implicagao (c) = (a)), temos (u(xr;));2, € W(F).

(b) = (a) Seja (7;);2, € X(£). Como X(F) é subespaco de Z(FE), tem-se (z;)72, €

Z(E) e |[(7;)52 ] x ) = [I(z5)j21 |l z()- Por hipétese e pela Proposicao 4.2.1 [(a) = (c)],
existe uma constante C' > 0 tal que

() j—ellwer) < Cll(;)iillzm) = Cll(xs) -l x ). (4.7)
para quaisquer [ > k e x,...,x; € E.

(i) Como X < Z tem-se lillgrl |(%)52kll () = 0. Tomando-se o supremo em (4.7) sobre

[ com k fixo, e usando o fato de Z e de W serem finitamente determinadas, segue
que

| (u(z)52ellwr) = sup 1 (u(2;) s —ellw ey < CSlllP ()=l 2y

< Oll())5Z sl z ). (4.8)
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Agora, fazendo k — 400 (4.8), temos
0 < Tim || (u(2;))iZullw ey < Clim |[(25) 72 208 = 0,
e portanto lilgn | (u(z;))j2sllwry = 0. Sendo Y < W, segue que (u(z;))52, € Y (F).

(ii) Por hipétese, X < Z, logo 1}5{1 ||(xj)§:k]|Z(E) = 0. Tomando-se k,l — 400 em (4.7)
segue ’
0 < tim [(u(e,)Y ey < Clim (2 cil e = 0.

ou seja, 1}5? [(u(z;))s—illwr) = 0. Sendo Y < W, segue que (u(z;))32, € Y (F).

iii) Sendo X < Z, tem-se (v;)52, € Z(E) e, por hipéStese, segue que (u(z;));2, € W(F).
Agora, usando o fato de que Z é finitamente determinada, Y < W e que vale a
desigualdade (4.7), segue que

tim ()Y allwey < €l 1G25) oz = Clim | (25)32, 2

)

= Cst;p ()72l z() = 0.

Portanto, (u(z;))j2, € Y (F).

Agora sim estamos em condic¢oes de definir classes de operadores que transformam
sequencias de uma determinada classe em sequéncias de uma outra determinada classe.

Definicao 4.2.5 Sejam X e Y classes de sequéncias. Dizemos que um operador linear u €
L(E;F) é (X;Y)-somante se as condigbes equivalentes da Proposicao 4.2.1 sao satisfeitas
para u, isto é, se

(u(z;))52, € Y(F) sempre que ()52, € X(E).

Neste caso escrevemos u € Ly.y (E; F) e, considerando o operador induzido u: X(E) —
Y (F), definimos
[ullxy =l cox oy ey

No caso em que X =Y dizemos que u é X-somante e escrevemos Lx(E; F) e ||u||x.
Das definicoes segue diretamente o seguinte resultado:

Proposicao 4.2.6 Uma classe de sequéncias X € linearmente estdvel se, e somente se,
Lx(E;F) < L(E; F) para quaisquer espagos de Banach E e F, isto é, se Lx(E;F) =
L(EF) el|u: X(E) — X(F)|| = ||u|, para quaisquer espagos de Banach E e F e
qualquer operador v € L(E; F).

Trabalharemos agora no sentido de mostrar que, com poucas condicoes adicionais,
Lx.y é um ideal de operadores. O primeiro passo ¢ mostrar que, com estabilidade linear,
a condic¢ao (b) do Lema 3.2.5 estd sempre satisfeita.
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Lema 4.2.7 (a) Seja X uma classe de sequéncias linearmente estavel. Para todo espago
de Banach F,

10, ., 0,2,0,0,.. )llx& = [l

independentemente do vetor x € E e da posi¢ao que T aparece na Sequéncia.
(b) Se X eY sao classes de sequéncias linearmente estdveis, entao ||ul| < ||u|x.y, para
todo u € Lx.y(E; F).

Demonstracao. (a) Considere o operador linear continuo

Uy K— E | u,(\) = Az, (4.9)
e seja j a posicao de x na sequéncia (0,...,0,2,0...). Da condigao X (F) <y l(E) segue
que
|zlle = [1(0,...,0,2,0.. e s

= [[(us(0), .., s (0), us(1), ux(0) . .) | x(m)

(

< 0,...,0,2,0.. )llxm)
(u,(0

- ||(d\$(07 v 7071707 . )H - H@(GJ')HX(E)?

onde 1, : X(K) — X(FE) é o operador induzido de u,. Como X é uma classe de sequéncia
linearmente estavel, segue que @ é um operador linear continuo e que

[t || cx yix () = vl cm) = [l
Das contas acima concluimos que
100,...,0,2,0..)|lx(m

[ (e) | x 2

Uz cx )x 2 - lejllxawy = Nz,

[Edipe

IAIAIA

donde segue a igualdade desejada.
(b) Para cada x € E, por (a) juntamente com as condi¢oes de X e Y serem classes de
sequéncias linearmente estaveis, segue que

lu(@)lr = [[(u(z),0,0, )|y

= [[u((x,0,0,---))]

< alleexmyy ey - [1(2,0,0,- ) xm)
[ullxy - [zl e-

Disso segue imediatamente que ||ul|z(gr) < ||ullx;y. =

Teorema 4.2.8 Sejam X eY classes de sequéncias linearmente estdveis tais que X (K) =N
Y (K). Entdao (Lx.y,| - |x:v) € um ideal de Banach de operadores.
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Demonstragao. Provemos que:
(i) Lx.v(E; F) é subespaco vetorial de L(E; F): Sejam u,v € Lx.y(E;F) e A e K. A
igualdade

((u+Av)(z))5Z = (ulz;) + Ao(z;))52,
= (ulz;))52, + Ao(z;))52,
para toda sequéncia (z;);2; € X(F), somada ao fato de Y'(F') ser um espago vetorial,

mostra que ((u + Av)(z;))52, € Y (F) para toda (z;);2, € X(FE). Portanto (u + \v) €
EX;y(E; F)

i) F(E;F) C Lxy(E;F): Seuw € F(E;F), entao existem k£ € N e Fe
) = ~X;Y ) ) ; y Py y Pk

by,...,br € F tais que
k
u=) ¢;®b;
j=1

onde ¢; ® b; denota o operador de E em F' dado por
©; ®bj(x) = pj(x)b; para todo = € E.

Para se convencer de que todo operador de posto finito se escreve dessa forma, veja, por
exemplo, [18, Segao 2.2]. Logo, basta mostrar que se ¢ € E' e b € F, entao p @ b €
Lx.y(E; F), pois foi mostrado no item anterior que Lx.y(F;F) é um espago vetorial.
Para isso, considere o operador

T:K— F, T(\) = Ab.

Como Y é linearmente estdvel, tem-se (T'(y;))j=, € Y (F) para toda (y;)j2, € Y(K).
Dada ()52, € X(E), como ¢ € E' e X é linearmente estdvel, segue que ((p(xj))]_l €
X(K) C Y(K). Logo

(p@b(z;)iZ = (p(2;)b)7%
= (T(p(x;)))5% € Y(F),

provando que ¢ ® b € Lx.y(E; F).

(iii) Vale a propriedade de ideal: Sejam u € Lx.y(E;F), v € L(G;E) et € L(F; H).
Se (z;)j2, € X(G), como X ¢ linearmente estavel, entao (v(z;));2; € X(F), sendo u
(X;Y)-somante, entdo (u(v(z;)))j2; € Y(F) e, finalmente, Y linearmente estavel implica
que

((towow)(z;))iZy = (tulv(z)))))iZ, € Y (H), ¥(2;)72, € X(G).
Logo touow € Lx,y(E; F) e, portanto, Lx.y(E; F) é um ideal de operadores.

Verifiquemos agora os axiomas de norma:

Dado v € Lx,y(E;F), entao ||[ullx;y = [|[ullzx@)vE) = 0. E claro que se u = 0,
entdo u = 0 e, sendo assim, ||u||x,y = 0. Suponha agora que ||u||x,y = 0. Entdo u = 0.
Para todo x € E, como ¢oo(E) C X(E), tem-se que (z,0,0,---) € X(E). Logo,

(u(x),0,0,...) =u((x,0,0,---)) =0,
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o que implica que u(z) = 0. Segue que u = 0.
Dados u,v € Lx.y(E;F) e A € K, é facil ver que Au = A\u e que U+ v =71+70. Disso
segue que

Aullxy = Ml cex iy )
= A lull ez ey
= A flullxy
e
lu+vllxy = llu+olleemy e
= [+l ey
< N@llexmy @y + 10l coemysy ey
= lullxy +llvllxy
Estd provado que || - || x,y é uma norma em cada componente.

Provemos que ||/dk| x,y = 1: Como Idk tem posto finito, entdo Idg € Lx,y. Como
X (K) < Y (K), tem-se

[ dx((z;)72)llvey = [[(Tdx(x;))520) vy )
= |[(=)72)lyx)
< @)% Ix®),

ou seja, ||]/d£||£(X(K);y(K)) < 1. Mais ainda, considere agora e; € coo(K) C X(K) C Y(K).
Pelo lema 4.2.7 sabemos que ||e1 |y k) = 1, portanto

[dx(en)llym) = lleillym) = 1.
Isso prova que || Idk||x;y = |[{dk]|c(xx)y &) = 1.

Provemos a desigualdade da propriedade de ideal. Sejam v € Lx.y (E; F), v € L(G; E)
ete L(F;H). Como X eY sao classes de sequéncias linearmente estaveis, por definigdo
os operadores induzidos

7: X(G) — X(E) e t: Y(F) — Y(H)
estao bem definidos, sao lineares e continuos e, mais ainda,

10l ccxcrxen = 0l e [Ellee ) = |-

—

J& vimos que touowv € Lx,y(G; H). Uma conta rotineira verifica que touov =touo0,
e dai

[touov|xy = [touov: X(GQ) — Y(H)| ey
= |touotu: X(G) — Y(H)| zx(@yy )
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< NElleor ey - 1@l ey ey - 10l eexyx ey

= el - flellxy - ol

Portanto, (Lx.y, || - ||x;v) é um ideal de operadores normado.

Por fim, provemos a completude. Seja (ug)pe; uma sequéncia de Cauchy em Lx.y (E; F).
Como os operadores u;’s sao lineares e continuos e as classes X e Y sao linearmente
estaveis, entdo os operadores induzidos uy: X (F) — Y (F') estao bem definidos e ||ug|| =
||lu||x.v, para todo k € N. Por um lado, essa igualdade de normas nos diz que a sequéncia
(Ug)pe, € de Cauchy em L(X(FE),Y(F)) e, portanto, convergente em L(X(E),Y (F)).
Seja T € LIX(E),Y(F)) tal que uy — T em L(X(E),Y (F)). Por outro lado, da desi-

gualdade || - ||z(z;r) < || - [|x;v provada no Lema 4.2.7, segue que (uy)p—; é uma sequéncia

de Cauchy em L(F; F). Seja u € L(E; F) tal que uy — u em L(E; F). Como a classe
de sequéncia £ (+) é linearmente estdvel, os operadores induzidos

U loo(B) — Uoo(F),k €N, e U loo(E) — Lo (F)

estao bem definidos, sdo lineares e continuos. Vejamos que uy, — @ em L({oo(E), lo(F)).
De fato,

s — Ul £tm () too(r)) = lur — wll £ (®) b ry) = llur — ull2zry — 0.

~

Para cada (), € X(E), é claro que @ix((2;)32,) = ((2;)32,). Mais ainda:

o Como Tl — & em L(ls(E), lao(F)), tem-se T ((2;)2,) — U((2,)2,) em Log(F).

o Como @ — T em L(X(E),Y (F)), temse Tu((#;)5%,) — T((;)7%,) em Y (F) e
como Y (F) < oo (F), temese Gy ((,)52,) — T((2,)32,) em Lo(F).

Assim, temos
~ ooy b)) [ u((25)72)
o) =5 { 7))

Da unicidade do limite segue que

u((r;)521) = ul(z;)7,) = T((2;)52,) € Y(F),

para toda sequéncia (v;);2, € X(E£). Portanto u é (X;Y)-somante. Seja u: X(E) —
Y (F) seu operador induzido. Por fim,

ur — ullxy = Uk — Ul cx@yy iy = e — Tllex ey ) — 0, (4.10)

provando que (uy)pe, converge para u em Lx.y(E;F). m

4.3 Ideais com propriedades especiais

Muitos ideais de operadores satisfazem determinadas propriedades que facilitam seu es-
tudo, por exemplo, ideais injetores, sobrejetores, regulares, simétricos, minimais e maxi-
mais (veja [10, 19]). Estudaremos nesta se¢do quando os ideais de operadores estudados
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na se¢ao anterior, neste nosso contexto, sao injetores, sobrejetores e regulares. Deve ser
dito que o conteido desta secao ¢ inédito.

De acordo com a terminologia usual da teoria de ideais de operadores, dizemos que
um operador linear e continuo v € L(F, F) é dito uma inje¢ao métrica se ||v(z)|| = ||=||
para todo x € E. Note que, em particular, toda injecao métrica ¢ injetora.

Por Jr: F — F" denotamos o mergulho canonico de F' no seu bidual F”.

Definicao 4.3.1 Diz-se que um ideal de operadores Z é:

(a) Regular se para quaisquer espagos de Banach E, I e qualquer u € L(E, F') tais que
Jpou € Z(E,F"), tem-se u € Z(E, F).

(b) Injetor se para quaisquer espagos de Banach E, F' e G, u € L(E, F) e uma injegao
métrica v € L(F,G) tais que vou € Z(E,G), tem-se u € Z(E, F).

(c) Sobrejetor se para quaisquer espacos de Banach F, F' e G, u € L(E, F') sobrejetor
ev € L(F,G) tais que vou € Z(E, G), tem-se v € Z(F, G).

Observe que, como Jg é uma injecao métrica, todo ideal injetor também é regular.

Em palavras, o ideal ser regular quer dizer que nao importa se um operador toma
valores em um espaco ou no seu bidual; ser injetor quer dizer que nao importa se um
operador toma valores em um espaco ou em um espago maior que o contenha como
subespago normado; e ser sobrejetor quer dizer que nao importa se o operador esta definido
em um espaco ou em um quociente deste espaco.

Definiremos agora as condicoes que as classes de sequéncias devem satisfazer para
que os ideais de operadores gerados no capitulo anterior sejam regulares, injetores ou
sobrejetores.

Definicao 4.3.2 Dizemos que uma classe de sequéncias X é:

(a) Regular, se para todos espagos de Banach E e F' e toda sequéncia (v;);2, em E, a
seguinte implicacao se verifica:

(Je(z;))52, € X(E") = (x;)72, € X(E).

(b) Injetora, se para todos espacos de Banach F e F', toda injegdo métrica v € L(E, F)

e toda sequéncia (7;);2; em E, a seguinte implicagao se verifica:

(v(2;))52 € X(F) = (7;)72, € X(E).

(c) Sobrejetora, se para todo operador linear u € L(F, F') sobrejetor entre espagos de
Banach E e F' a seguinte implicacao se verifica:

(y;)52, € X(F) = existe (v;)52, € X(F) tal que u(z;) = y; para todo j.

Assim como antes, toda classe injetora é regular.
Verifiquemos que sao verdadeiras as informagoes contidas na seguinte tabela.
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Classe | Regular | Injetora | Sobrejetora
co(+) sim sim sim
e (+) sim sim nao
loo(+) sim sim sim
0,(+) sim sim sim
4() sim sim nao
Cy(-) sim nao ?

O ponto de interrogagao nao significa, necessariamente, que seja algo desconhecido,
significa apenas que nao sabemos se a classe (,(-) é sobrejetora ou nao.

Proposicao 4.3.3 A classe de sequéncias co() € injetora (logo regular) e sobrejetora.

Demonstragao. Sejam v € L(E, F') uma inje¢ao métrica e (z;);2, uma sequéncia em F
tal que (v(z;))52, € co(F). Assim,

;]| = llo(z)[| — 0,

o que prova que (z;)72; € co(E) e, consequentemente, co(-) é injetora.

Sejam agora u € L(E, F') um operador sobrejetor e (y;)52, uma sequéncia em F tal
que (y;);2; € co(F). Pelo Teorema 1.0.10 existe A > 0 tal que u(Bg)) 2 Br()), onde
Br(A) é a bola em F centrada na origem e raio A. Isto implica que para todo y € F' com
llyl| < A que existe z € E tal que ||z|| < 1 e que u(x) = y. Note que, para qualquer j € N,

H AY;
21|y,

‘<)\,

logo, pela observacao acima existe z; € E, com ||z;]| < 1, tal que

Ay,
() = 3=
;]
Isto implica que
2|y
(L) -y,
My
Para cada j € N tome z; = ”i/]HzJ € E. Como |ly;|| — 0 e ||zj]| < 1 para todo j, segue
x;|| — 0. Como u(x;) = y,; para todo 7, concluimos que cy(:) é também sobrejetora.
| ]H J Yj J )

|

Proposicao 4.3.4 A classe de sequéncias U (-) € injetora (logo regular) e sobrejetora.
Demonstragao. Sejam v € L(E, F') uma inje¢ao métrica e (z;);2, uma sequéncia em F
tal que (0(r,))%, € Loo(F), ito &, (lo(a;))3, ¢ limitada. Da igualdade [[v(a,)]| = [l

segue imediatamente que (||z;||)72, também é limitada. Assim, £,(-) é injetora.
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Sejam agora u € L(E, F') um operador sobrejetor e (y;)52, uma sequéncia em F tal

que (y;)72; € €xo(F). Repetindo o mesmo argumento da demonstracio da Proposigao
4.3.3 existe uma sequéncia (z;);2, € E tal que [|z;|| <1e

Ay,
( ): : )
T 2llyll

2y,

onde A > 0 ¢ determinado pelo Teorema 1.0.10. Tomando-se x; = zj temos que

u(z;) = y; para todo j € N. E claro que (27)j21 € loo(E). Portanto fo(-) é também
sobrejetora. m

Proposicao 4.3.5 A classe de sequéncias {y(-), 1 < p < oo, € injetora (logo regular).

Demonstragao. Sejam v € L(E, F') uma inje¢ao métrica e (z;);2, uma sequéncia em F
tal que (v(z;));2, € £,(F). Entao

o0 o
D lalP = Y lo(z)|P < o
j=1 j=1

Logo, ()72, € £,(E), provando que /,(-) é injetora. m

Proposigao 4.3.6 A classes de sequéncias cy () e £;(+), 1 < p < 0o, sdo injetoras, logo
requlares.

Demonstragao. Seja v € L(F, F') uma inje¢ao métrica. Entao o operador
ViE—v(E), V(z)=uv(x),

¢ um isomorfismo isométrico, em particular v(E) é um espago de Banach e existe o
operador inverso V" ': v(E) — E. Suponha que (z7)52; seja uma sequéncia em £ tal
que (v(z;))32; € ¢f'(F). Dado ¢ € E', po V' € v(E)', e pelo Teorema de Hahn-Banach
existe ¢ € F' que estende p o V™' Como (v(z;))52, € ¢f(F), temos

p(a;) = (V1 ov(zy)) = po Vi (u(x))) = 9 (v(z;)) — 0,
provando que (r;)72, € ¢5(E). Segue que cj(+) é injetora.
Suponha agora que (v(z;))52; € £, (F). Dado ¢ € E, procedendo como antes, temos

¢ € F' que estende ¢ o V! de v(E) para F. Como (v(x;))52, € £y(F) e sabendo que
o(z;) = ¢ (v(x;)) (provado acima), temos

S le@)l =3 Wototay)P < o,

provando que (r;)72, € £;/(E). Segue que £,(-) é injetora. =
Proposigao 4.3.7 A classe (,(-) é regular.
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Demonstragao. Sejam E um espago de Banach e ()72, uma sequéncia em E tal que
(Je(7))72, € L,(E"). Dada (7})72, € By queremos mostrar que (z}(z;));2, € {1, isto
6, (75)32, € ,(E). Sendo (z )] 1 € Bpw(my, tem-se

oo 1

q

1(25)521 [lwg = sup (E !x**(azj)\‘I) < 1.
**€Bgn =1

Como, para qualquer x € Bg tem-se Jg(z) € Bgr, concluimos que

(Z |JE(‘T)(':C;()|(1) = ||( )j 1||wq <1 para todo z € BE7
j=1

ou seja,
Z|JE Z|x )|9 < 1 para todo = € Bg. (4.11)

kokk

Agora, defina a:j** = Jp(2}) € E" para todo j € N. Vejamos que (v7")52; € By ().
Para isso seja ™ € Bgr dado. Pelo Teorema de Goldstine® existe uma rede (xx)x em Bg

tal que Jg(x)) LN x™*, isto é,

z*(zy)) = Jp(xy)(z") 2 x**(z*) para todo z* € E'. (4.12)

o0
De (4.11) segue que Z |25 (z2)|" <1 para todo A, em particular
=1

k
Z |25 (2)|? < 1 para todos k € N e \.

Jj=1

Usando (4.12) concluimos que

> Iso

z7)|? para todo k € N.

\\Mw

Finalmente,

>l = 2o M a5 = Y

= supz 2™ (27)|* = sup hmz |25 (za) |7 < 1,

para todo 2™ € Bpn. Isso prova que (27")72; € Bpw(mm). Segue que

(@5(2)72 = (Jele;)(@)))52

Veja [6, Teorema 6.4.4].
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= ([Je(@)](Je(x))))52

= (27" (Je(z))));2, € £y para toda (27)72; € B (),

provando que (7;)72, € {,(E). =
Exemplo 4.3.8 Vejamos que a classe ¢ (+) das sequéncias fracamente nulas nao é sobre-
jetora. Pelo Teorema 1.0.24 existe um operador sobrejetor u: ¢; — 5. Vejamos que

(ej)j2; € cg(f): dado ¢ € {5, como fy é isomorfo isometricamente a f», podemos tomar
(bj)72; € €y tal que

¢ ((a;)52,) = Z a;b; para toda (a;)j2; € fo.

Jj=1

o0
Note que > |b;]|* < oo, portanto b; — 0. Entao
j=1

o(e;) = ¢((0,...,0,1,0,...)) =b; — 0,

provando que (e;);2; € cj(f2). Suponha que exista (y;);2;, € cy'(f1) tal que u(y;) = e;
para todo j. Neste caso, y; — 0 em ¢;. Pelo Teorema de Schur [6, Teorema 6.2.12]
temos y; — 0 em /;, o que, pela continuidade de « nos da

e; = u(y;) — 0 em 0.
Isso é um absurdo, pois ||e;||¢, = 1 para todo j. Segue que ¢y (-) nao é sobrejetora.

No préximo exemplo vemos que a classe de sequéncias £;'(-) ndo é sobrejetora para
p > 1. Para o caso em que p = 1 nao sabemos dizer.

Exemplo 4.3.9 Vejamos agora que a classe £,(+), p > 1, ndo é sobrejetora. Chamando de
q o conjugado de p, como ¢ < o0, ¢, ¢ separdvel e pelo Teorema 1.0.24 existe um operador
u: £y — {4 sobrejetor. Pelo Exemplo 2.4.6 sabemos que (e;)52; € £,(¢,). Suponha que
exista (y;);2; € £, ({1) tal que u(y;) = e; para todo j. Como £7({1) C cg'(f1), tem-se
Yj —5 0 em /;. Pelo Teorema de Schur [6, Teorema 6.2.12] temos y; — 0 em ¢, o que,
pela continuidade de u, nos da

e; = u(y;) — 0 em £,
Isso é um absurdo, pois ||e;ll,, = 1 para todo j. Segue que £;(-) nao é sobrejetora.

Provaremos que a classe £,(-) nao é injetora na Proposicao 4.4.17.
Como todo o contetido desta secao, o préximo resultado nao se encontra na literatura;
e serd usado na secao seguinte.

Teorema 4.3.10 Sejam X e Y classes de sequéncias nas condigoes do Teorema 4.2.8.

(a) SeY € regular, entio o ideal de operadores Lx.y € regular.
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(b) SeY € injetora, entdo o ideal de operadores Lx.y € injetor.

(c) Se X € sobrejetora, entao o ideal de operadores Lx.y € sobrejetor.

Demonstragao.
(a) Sejam E,F' € BAN e u € L(E, F) tal que Jrou € Ly,y. Entao dada (7;)72, €
X (FE), tem-se
(Jr(u(z;)))52, € Y(E).
Como Y ¢é regular, segue que (u(x;))
u € Lx,y ¢ regular.

o0

72 € Y(F), ou seja, u € Lx,y e, portanto,

(b) Sejam E,F,G € BAN, u € L(E, F) e uma injecao métrica v € L(F,G) tais que
vou € Lxy(E,G). Dada (z;);2, € X(F), tem-se

(v(u(z;)))j: € Y(G).
Como Y é injetora, segue que (u(z;));2, € Y(F) e, portanto, Lx.y € injetor.

(¢) Sejam E,F,G € BAN, u € L(E, F) sobrejetor e v € L(F,G) tais que vou € Lxy.
Dada (7;);2, € X(F), como X é sobrejetora, tem-se que existe uma sequéncia
(2j)521 € X(E) tal que u(z;) = x; para todo j € N. Logo

(v(2;))52 = (vou(z))is, € Y(G),

e portanto Lx y ¢ sobrejetor. m

4.4 Aplicacoes

Veremos nesta secao que véarios ideais de operadores extensivamente estudados na lite-
ratura sao casos particulares dos ideais que estudados na Secao 4.2. Mais ainda, que
caracterizacoes e propriedades especiais destes operadores seguem imediatamente do que
fizemos nas Secoes 4.2 e 4.3.

4.4.1 Operadores absolutamente (¢, p)-somantes

Definicao 4.4.1 Sejam 1 < p < ¢ < oco. Um operador linear continuo u : £ — F ¢é
dito absolutamente (q,p)-somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que

<Z||“(%)||q> < C sup (ZMO(%)P@)

QOEBE/

P

para quaisquer k € N e x1,...,x, € E. Neste caso definimos a norma (g, p)-somante de
u por
mgp(u) = 1nf{C > 0 : C satisfaz a desigualdade acima}.

Denotamos por I, ,(E, F') a classe de todos os operadores absolutamente (g, p)-somantes
entre os espacos de Banach E e F'. Quando p = ¢ dizemos simplesmente que o operador
¢ absolutamente p-somante e escrevemos I1,(E, F') no lugar de II, ,(E, F).
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A classe II, dos operadores absolutamente p-somantes ¢ um dos ideais de operadores
mais estudados, em particular o livro [12] é todo dedicado ao estudos desses operadores e
de suas aplicagoes.

Como as classes de sequéncias (,(-)
determinadas e também como £;(-) <
Proposicoes 4.2.1 e 4.2.4.

£;(-) sao linearmente estdveis e finitamente

e
£)(+), as seguintes caracterizagoes seguem das

Proposigao 4.4.2 Dado um operadoru € L(E, F) entre espacos de Banach, as sequintes
afirmagoes sao equivalentes.

(a) well, (B, F).

(b) Existe uma constante C' > 0 tal que

(ZHU(%)H‘I) =C s (ZI@D z5) ) . (4.13)

para toda sequéncia (v;);2, € () (E).

3=

(c) (u(w)))52, € Ly(F) para toda sequéncia (x;)52, € £, (E).
(d) (u(w;))52, € Ly(F) para toda sequéncia (x;)72, € £, (E).

(e) O operador linear induzido

u: 0 (E) — Ly(F)
estd bem definido e € continuo.

(f) O operador linear induzido
w: Uy (E) — £,(F)

estda bem definido e é continuo.
() u € (£)(-),y(+))-somante, isto €, u € Low()e,()-
(h) w € (£,(-), £y(-))-somante, isto € u € Lou(yy()-
E mais ainda,
Tep(u) = inf{C : (4.13) € satisfeita } = |[Ul| cew(m).e,(F))
=l ey my.eamy = llulleg 0,00 = HUHE“()%()

Proposicao 4.4.3 A classe 11, de todos os operadores (q,p)-somantes é um ideal de
Banach de operadores injetor.

Demonstragao. Na Proposicao 3.2.6 e no exemplo 3.2.4 vimos que as classes de sequéncias
€)(-) e £y() sao linearmente estaveis. Pelo Teorema 2.4.13 temos que ¢/ (K) = ¢,(K).

Logo, sendo 1 < p < ¢ < oo, ¢ claro que £, (K) N ¢,(K). Combinando o Teorema 4.2.8
com a proposicao acima segue que II,, é um ideal de Banach de operadores. Pela Pro-
posigao 4.3.5 sabemos que ¢,(-) é uma classe de sequéncia injetora, logo, pelo Teorema
4.3.10 segue que II,, ¢ um ideal injetor. m
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4.4.2 Operadores completamente continuos e p-convergentes

Os operadores completamente continuos sao fartamente estudados na literatura, veja por
exemplo [11] e [12], e os operadores p-convergentes foram introduzidos por Castillo em
[3].

Definicao 4.4.4 Sejam E e F espagos normados. Um operador linear e continuo u: £ —
F ¢ dito:

e Completamente continuo se para toda sequéncia (xj)j?’;’l em F tal que z; s zem FE,
é verdade que u(xr;) — u(x) em F. Denotamos o conjunto de todos operadores lineares
continuos de F em F' que s@o completamente continuos por C(E, F).

e p-convergente, 1 < p < oo, se (u(z;))j2, € co(F) sempre que ()72, € £;(E). Denota-
mos por C,(E, F') o conjunto de todos os operadores lineares e continuos entre E e F' que
sao p-convergentes.

Vejamos que essas classes sao casos particulares da classes que estudamos abstrata-
mente nos capitulos anteriores.

Proposigao 4.4.5 Sejam X = cj(-), Y = c(-) e Z = £;)(-). Entao C = Lxyy e C, =
Lzy e portanto ambas as classes sao ideais de operadores.

Demonstragao. Suponha que u seja (X;Y)-somante. Dada uma sequéncia (z;)72, em
E tal que r; — x em E, tem-se que (z; — z)72) € ¢y (E). Como u é (X;Y)-somante,
temos
(u(z;) —u(@))5e; = (ulz; — )52, € co(F),

isto ¢, ||u(z;) — u(x)||cory — 0. Portanto, u(x;) — u(x) em F e, consequentemente,
u é completamente continuo. Reciprocamente, seja (7;)j2, € ¢y (E), isto é, x; -0
em E£. Como u é completamente continuo tem-se u(z;) — 0 = u(0) em F. Portanto,
(u(r;))52, € co(F), isto é, u é um operador (X;Y')-somante.

A outra igualdade decorre imediatamente das defini¢oes e a ultima afirmacgao do Teo-
rema 4.2.8. =

Proposicao 4.4.6 Sejam E e F' espacos de Banach e 1 < p < g < o0.
(a) C(E,F) C C,(E, F).
(b) Co(E,F) CCyE,F).
(c) C(E,F) eC,(E, F) sao subespagos fechados de L(E,F).
Demonstracao.

(a) Sejam u € C(E, F) e (z;)52, € £;(E). Como (;)(E) C ¢y (E) temos (7;)32, € ¢y (E)
e, como u € C(E, I), segue, pela Proposicdo 4.4.5, que (u(r;)52, € co(F).

(b) Sejam u € Cp(E, F) e ()72, € £;(E). Como (7(E) C £)(E) temos ()52, €
¢ (E) e, novamente pela Proposigao 4.4.5, segue que (u(v;))52; € co(F). Logo,
U € Lyw(ye()(E, F), isto 6, u € Cy(E, F).
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(c) Seja (ug)pe, uma sequéncia em C,(E, F) tal que uy — u em L(E, F). Vejamos
que u € Cp(E, F). Para isso, considere ()72, € ((E) C l(E) e € > 0. Do fato
de que u, — w em L(E, F) existe kg € N tal que

lug — ul| < para todo k > k.

2sup; |||
Como uy, € C,(E, F), existe N = N(ko,e) € N tal que ||ug,(z;)|| < g para todo
j > N. Assim, se j > N, entao

Ju(z) = lluxs) — ur,(25) + ur ()
ko () — w(z) || + [k ()]
[ (e — w) (@) + [k, ()]
ey = wll - sl + [l ()]

[rg = wll - sup (|| + ko ()]
J

IN

VARVAN

5
s swlzll + 5 =¢
Zoup, Tyl S 1+ 5
o que prova que u(z;) — 0 em F.

De maneira andloga prova-se que C(E, F') é fechado em L(E, F).

Quanto as propriedades especiais, temos:

Proposicao 4.4.7 A classes C de todos os operadores completamente continuos e C, de
todos os operadores p-convergentes sao ideais fechados ingjetores.

Demonstragao. Que sao ideais fechados ja vimos nos resultados anteriores desta se¢ao.
Pela Proposigao 4.3.3 sabemos que ¢y(+) é uma classe de sequéncias injetora. Combinando
o Teorema 4.3.10 com a Proposicao 4.4.5 concluimos que os ideais C e C, sao injetores.
]

4.4.3 Operadores incondicionalmente (p,r)-somantes

Os operadores incondicionalmente (p, r)-somantes foram estudados por Junek e Matos em
[14].

Definicao 4.4.8 Sejam 1 < r < p < oco. Um operador u € L(E,F) é dito incondi-
cionalmente (p,r)-somante se u transforma sequéncias fracamente r-somaveis em E em
sequéncias incondicionalmente p-somdveis em F', isto é, se (u(z;))52, € £,(F) sempre que
(z;)72, € £/(E). O conjunto de todos os operadores lineares continuos de £/ em F' que
sao incondicionalmente (p, 7)-somantes é denotado por Uy, (E, F).

Como as classes de sequéncias £(-) e £;(-) cumprem as condigdes do Teorema 4.2.8 e
Uy = Ee;ﬂ(.);e;(.), temos a
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Proposicao 4.4.9 A classe U,y dos operadores incondicionalmente (p,r)-somantes ¢é
um ideal de Banach de operadores.

Por comodidade, quando p = r escrevamos U, (E, F') no lugar de U, (E, F). Vamos
mostrar que U; = C;.

Teorema 4.4.10 Sejam E e F espacos normados. Entao Uy(E,F) = C(E, F).

Demonstragao. Seu € U (FE, F), entao dada (z;);2, € €} (E) tem-se (u(x;))52, € £} (F).
Mas na Proposicdo 2.6.6 provamos que (y(F) C co(F). Logo, (u(z;))j2; € co(F) para
qualquer (7;)52, € (Y (E), isto é, u € C1(E, F).

Suponha, por absurdo, que exista u € Ci(F, F) tal que u ¢ Ui (E, F), isto é, existe

uma sequéncia (z;);2; € (Y (E) tal que (u(x;))52, ¢ ({(F). Entao a série Zu(xj) nao
Jj=1

¢é convergente. Pelo critério de Cauchy para séries, existem € > 0 e duas sequéncias de

nimeros naturais (mg)pe, e (ng)pe, satisfazendo m; < ny < mg < ng < mg < nz < ---

tais que
nk
H Z u(z;)

J=mg

‘ > ¢ para todo k € N.

ng

Defina z, = Z zj. De (7;)52, € (Y (E) segue que (z);2, € (Y(FE). De fato, basta
J=mg

observar que

S letal = > (Z ) |

k=1 =my
00 ng
= 3> elw)
k=1 j=mg
o nk
< YD el < oo
k=1 j=my

(e 9]

em que usamos o fato de (Zm,, Tny, Tmy, Tny, Tmgs Tng, - - -) Ser uma subsequéncia de (z;)72;.

Finalmente, temos as seguintes conclusoes:

o Comou € Ci(E,F) e (z)y € 7(E), temos limu(zg) = 0.

. liin u(zy) = lilgnu <Z x]-) = lilgn Z u(z;) # 0.

J=my, J=my
Essa contradicao completa a demonstracao. m
Em [14, Proposition 1.6], a proposi¢ao acima é enunciada para todo p > 1. Entretanto,
acreditamos que a demonstracgao de tal fato estd incompleta no caso em p > 1, e foi por isso

que provamos acima apenas o caso p = 1. O ponto da demonstragao de [14, Proposition
1.6] no caso p > 1 que acreditamos estar incorreto, é o seguinte:
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....como (e;)52; € £;(£y), entdo a sequéncia basica de blocos (2);Z; relativa a base de

[e’s) 7 N w 2
Schauder (e;);2; de £, também pertence a £ (£,)".
Acreditamos que essa implicacao é falsa e, para justificar isso apresentaremos um
contra-exemplo. Neste contra contra-exemplo, os coeficientes da sequéncia de blocos

basica sao limitados e nem com essa hip6tese adicional a implicacao é verdadeira. Vejamos
a definicao:

Definicao 4.4.11 Sejam (7;);2; uma base de Schauder de um espago de Banach E e
(k’j)‘;‘;o uma sequéncia estritamente crescente de inteiros positivos, com ky = 0. Uma
sequéncia de vetores nao nulos (y;);2; em E definida por

k;
Yj = Z bix;

i=kj71+1
em que cada b; € K, é chamada de sequéncias de blocos bdsica relativa a (z;)52,. Os

j=1-
escalares (b;)52, sdo o que estamos chamando de coeficientes.

Exemplo 4.4.12 Vamos dar um contra-exemplo para a seguinte afirmacao:

“ Se (z)p2; ¢ uma sequéncia bdsica de blocos relativa a base de Schauder (e;)2, de £,
com coeficientes limitados, entao (z1,)32; € €, (¢y).”

Como queremos um contra-exemplo, basta considar o caso p = 2. Considere a sequéncia
0 .
(zk)pe definida por
2k 1

Zp = E €j.

j:2k—1
Entao (2;)p2, é uma sequéncia bésica de blocos relativa a (e;)72; com todos coeficientes
iguais a 1. Vejamos que (z)pe; ¢ 05 (¢2). Para tal, considere o funcional

1 o]
Y = <—> S 6/2 = gg.
J j=1
Dessa forma,

EESAICINCEDS 1

2

pois

S T S

Isso prova que (zx)pey ¢ 5 (¢2) e portanto a implicacao usada na demonstracao de [14,
Proposition 1.6] é falsa. Tanto quanto sabemos, esta é a primeira vez em que este problema
na demonstragao de [14, Proposition 1.6] é apontado.
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4.4.4 Operadores Cohen fortemente somantes

Os operadores Cohen fortemente p-somantes foram introduzidos por Cohen em [9] para
descrever os operadores que tém adjuntos absolutamente p'-somantes (veja parte final
desta segao). Para o desenvolvimento da teoria desses operadores, veja [7] e as referéncias
contidas nesta tese.

Definigao 4.4.13 Seja 1 < p < oco. Um operador v € L(E,F) é Cohen fortemente
p-somante se
(u(z5))52, € Lp(F) sempre que (7;);2, € {,(E).

Denotamos por D,(FE, F) a classe de todos os operadores Cohen fortemente p-somante
entre os espagos de Banach F e F. Pelo item (b) da Proposicao 2.7.9 tem-se (1 (E) = (1(E).
Logo, Dy(E, F) = L(E, F). Por isso, apenas o caso p > 1 é considerado.

Proposicao 4.4.14 Para um operador u € L(E, F), as sequintes afirmagoes sao equiva-
lentes:

(a) u € Cohen fortemente p-somante.

(b) Eziste uma constante C' > 0 tal que

1(w(23))5% ey ) < Cll(5)520 s (4.14)

para toda sequéncia ()72, € {p(E).
(c) Eziste uma constante C' > 0 tal que

(7)) i llepiry < Cll@s)5allp, (4.15)

para todos k € N e xy,...,xp € E.
(d) O operador linear induzido

<)

U (B) — £,(F)

estd bem definido e € continuo.
(€) u € (£y(+), Ly(-))-somante.
(f) Existe uma constante C' > 0 tal que

ZM u(x;))| < Cllz)52lle - 1(@)5Z llwp (4.16)

para toda sequéncia (v;)32, € £p(E).
(g) Existe uma constante C' > 0 tal que

ZM u(@;))| < Cll(@5)j=ullpll ()51l (4.17)

para todos k €N, x; € E, p; € F', j=1,... k.
Mais ainda, D,(E, F') € um espago normado com a norma

dy(u) = ||u|| = inf{(4.14) € satisfeita} = inf{(4.15) € satisfeita}
= inf{(4.16) € satisfeita} = inf{(4.17) € satisfeita}. (4.18)
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Demonstracao. Como as classes de sequéncias ¢,(-) e £,(-) s@o linearmente estaveis e
finitamente determinadas, as equivaléncia de (a) até (e) seguem das Proposigoes 4.2.1 e
4.2.4. Para as condicoes (e) e (), veja [7]. m

Proposicao 4.4.15 A classe de todos os operadores Cohen formente p-somante D, é um
ideal de operadores Banach com a norma definida em (4.18). Mais ainda, o ideal D, ¢é
reqular e sobrejetor.

Demonstragao. Como /(,(-) e {,(-) sao linearmente estéveis, combinando o Teorema
4.2.8 com a proposi¢ao acima segue que D, ¢ um ideal de Banach de operadores. Pela
Proposicao 4.3.7 sabemos que £,(-) é uma classe de sequéncias regular, logo, pelo Teorema
4.3.10 segue que o ideal D, ¢ regular. m

Justificaremos em seguida a afirmagao, feita na segao anterior, de que a classe £,(-)
nao é injetora. Para isso relembremos a definicao do dual de um ideal de operadores Z,
que por sua vez também é um ideal de operadores:

TN E FY={uc L(E,F):u € Z(F,E},
onde u' é o adjunto do operador u. Cohen [9] provou que

ngal —D

p

;e Dg"al =11,
em que p > 1 e p’ é o conjugado de p.

Proposicao 4.4.16 O dual de um ideal de operadores injetor é sobrejetor.
Demonstracao. Veja [19, Proposition 4.7.18]. =

Proposicao 4.4.17 A classe £,(-) nao é injetora.

Demonstracao. Suponha que £,(-) seja injetora. Pelo Teorema 4.3.10, neste caso o ideal
D, = Ly,()e,) seria injetor. Daf, por 4.4.16, o ideal Dﬁ“al = II,; seria sobrejetor. Como
isso nao acontece (veja, por exemplo, [19, Proposition 8.5.8]), segue que a classe £,(-) nao
¢ injetora. m
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