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aquelas que ainda virão, pela força e proteção, pela minha saúde, por sempre estar me
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posa é um exemplo de mulher honesta, guerreira, trabalhadora e que, com toda certeza,
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Resumo

O principal objetivo desta dissertação é estudar ideais de operadores entre espaços de
Banach definidos, ou caracterizados, por meio da transformação de sequências vetoriais.
Iniciamos o estudo elencando os resultados conhecidos em Análise funcional que serão
usados. Em seguida estudamos os espaços de sequências vetoriais que serão exemplos
importantes de classes de sequências e que fornecerão exemplos de ideais de operadores
da forma que estudamos. Em seguida apresentamos um ambiente abstrato, chamado
classes de sequências (no sentido de Botelho e Campos [4]), que serão os alicerces dos
ideais de operadores que serão constrúıdos. O próximo passo é apresentar e estudar os
ideais de operadores caracterizados por meio de transformações de classes de sequências.
Por fim, mostraremos que vários ideais de operadores clássicos são casos particulares da
construção abstrata feita anteriormente. Propriedades especiais desses ideais também
serão investigadas.

Palavras-chave: espaços de Banach, espaços de sequências, ideais de operadores, sequências
absolutamente somáveis, sequências fracamente somáveis, sequências fracamente nulas,
operadores somantes.
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Abstract

The main purpose of this dissertation is the study of ideals of operators between Banach
spaces (operator ideals) that are defined, or characterized, by means of the transforma-
tion of vector-valued sequences. We begin by stating some known results on Functional
Analysis that will be useful later. Next we study the spaces of vector-valued sequences
(sequence spaces) that shall be important examples of sequences classes and that will
provide examples of operator ideals of the sort we are studying. Next we present an abs-
tract framework, called sequence classes (in the sense of Botelho and Campos [4]), which
will be the background of the operators ideals we shall contruct. The next step is the
introduction and the investigation of the operator ideals characterized by means of the
transformation of sequence classes. Finally we show that several classical operator ideals
are particular instances of the abstract framework constructed before. Special properties
of these ideals are also investigated.

Keywords : Banach spaces, sequence spaces, operator ideals, strongly summable sequences,
weakly summable sequences, weakly null sequences, summing operators.
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Cp(E,F ) conjunto dos operadores lineares p-convergentes entre os
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INTRODUÇÃO

Em essência, a Análise Funcional Linear trata de operadores lineares cont́ınuos entre
espaços normados ou espaços de Banach. Em um espaço normado tem-se naturalmente
duas estruturas associadas, a saber, a estrutura algébrica de espaço vetorial e a estrutura
topológica de espaço normado. Existe um ganho significativo na junção dessas duas
estruturas: associadas à estrutura algébrica estão as transformações lineares e à estrutura
topológica estão associadas as funções cont́ınuas. Um bom e simples exemplo desse ganho
é: dados dois espaços topológicos E e F e uma função f : E −→ F é verdade que

f lipschitziana ⇒ f uniformemente cont́ınua

⇒ f cont́ınua ⇒ f cont́ınua na origem,

não valendo, em geral, as rećıprocas. Porém, ao se adicionar a estrutura algébrica nos
espaços E e F , podendo definir normas, tornam-se verdade todas as rećıprocas. Mas
ainda,

f lipschitziana ⇔ f uniformemente cont́ınua ⇔ f cont́ınua

⇔ f cont́ınua em algum ponto de E ⇔ f cont́ınua na origem

⇔ sup
x 6=0

‖f(x)‖
‖x‖

<∞⇔ ∃C ≥ 0 tal que ‖f(x)‖ ≤ C‖x‖,∀x ∈ E.

Umas das subáreas mais frut́ıferas da Análise funcional é o estudo dos ideais de opera-
dores lineares entre espaços de Banach, teoria esta que nasceu em 1941 (ver [15, Caṕıtulo
11]). Os ideais de operadores são famı́lias de operadores lineares cont́ınuos que se com-
portam de maneira similar aos ideais de álgebra no seguinte sentido:

Se u : E −→ F é um elemento do ideal I, então para quaisquer operadores lineares e
cont́ınuos v : H −→ E e t : F −→ G, a composta t ◦ u ◦ v : H −→ G pertence a I.

Muitas famı́lias de operadores que satisfazem essa propriedade de operadores foram es-
tudadas isoladamente. Exemplos importantes de famı́lias de operadores lineares cont́ınuos
são os operadores compactos, os fracamente compactos, os nucleares e os absolutamente
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somantes. Em seu livro [19], A. Pietsch, em 1980, reuniu os principais exemplos até então
estudados e unificou-os com a teoria abstrata dos ideais de operadores.

O t́ıtulo desta dissertação é bem claro com relação a sua proposta, a saber, estudar ide-
ais de operadores que podem ser caracterizados por meio de transformações de sequências
vetoriais. Conforme veremos no texto, muitos, importantes e variados são os ideais de
operadores importantes que assim podem ser caracterizados.

Para possibilitar uma boa leitura do texto, escrevemos no primeiro caṕıtulo os con-
ceitos e resultados básicos da Análise Funcional que serão usados no decorrer do texto.
Porém, por se tratar de uma parte básica, nos atentamos apenas às definições e aos enun-
ciados dos resultados, disponibilizando as devidas referências para as demonstrações. As
principais referências usadas foram Botelho, Pellegrino e Teixeira [6] e Bartle [3].

No segundo caṕıtulo introduziremos os espaços de sequências. Dado um espaço de
Banach E podemos considerar sequências formadas por elementos de E que satisfazem
uma determinada propriedade. O conjunto formado por essas sequências, digamos X(E),
será chamado de espaço de sequências. Num primeiro momento estaremos interessados nas
boas propriedades que esses espaços possuem, a saber, as propriedades de espaço vetorial,
norma e completude. Aqui estudaremos oito espaços de sequências, todos munidos de uma
norma, sendo sete deles espaços completos, isto é, espaços de Banach. Esses espaços se
tornarão importantes no Caṕıtulo 4 quando formos exemplificar os ideais de operadores
caracterizados por meio de transformações de sequências. A seguir apresentamos um
diagrama com os espaços que serão constrúıdos, com suas respectivas normas, onde a seta
significa subespaço. Por exemplo, X(E) −→ Y (E) significa que X(E) é subespaço de
Y (E).

(c0(E), ‖ · ‖∞) // (cw0 (E), ‖ · ‖∞)

))
(`p(E), ‖ · ‖p)

OO

// (`up(E), ‖ · ‖w,p)

ii 55

// (`wp (E), ‖ · ‖w,p)

OO

// (`∞(E), ‖ · ‖∞)

(`p〈E〉, ‖ · ‖C,p)

OO

(c00(E), ‖ · ‖∞)

OO

As principais referências para este caṕıtulo são: [7, 9, 10, 12, 17].
No terceiro caṕıtulo a referência é Botelho e Campos [4]. Esses autores notaram que

muitos ideais de operadores são caracterizados por meio de transformações entre espaços
de sequências. Com intuito de unificar todos os exemplos deste tipo, Botelho e Campos
definiram um ambiente abstrato, chamado classes de sequências, e começaram a estudar os
operadores lineares cont́ınuos entre espaços de sequências buscando condições necessárias
e suficientes para que a famı́lia desses operadores formassem um ideal de operadores.
A grosso modo, uma classe de sequências é uma regra que a cada espaço de Banach E
associa a um espaço de Banach X(E) formado por sequências em E. Denotamos essa
correspondência por X(·), ou simplesmente por X. Porém, essa associação não poderá ser
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feita de maneira arbitrária e, por essa razão, definimos o que vem a ser classe de sequências
linearmente estáveis e provaremos que todos os espaços introduzidos no caṕıtulo anterior
satisfazem essa propriedade.

Finalmente, no quarto caṕıtulo trabalharemos com os ideais de operadores caracteri-
zados por meio de transformações de classes de sequências. Veremos condições sobre as
classes de sequências para que se obtenha ideais de Banach de operadores, e condições
adicionais para que esses ideais gozem de propriedades especiais. Na última seção da
dissertação mostraremos que muitos ideais importantes da teoria de ideais de operadores
são casos particulares da construção abstrata que foi feita no Caṕıtulo 3. Veremos que
propriedades especiais desses ideais também decorrem do caso abstrato. Além de resgatar
muitos ideais que vinham sendo estudados separadamente, esta abordagem abstrata per-
mite que novos ideais, que assim possam ser caracterizados, que venham a ser introduzidos
no futuro já tenham sua teoria básica estabelecida. Por sinal, é isso exatamente o que
aconteceu com os novos ideais de operadores estudados por Botelho, Campos e Santos [5].

Cabe ressaltar que o conteúdo da Seção 4.3 é inédito, não tendo aparecido antes na
literatura. Tanto quanto sabemos, o problema que apontamos na demonstração de [14,
Proposition 1.6] na Subseção 4.4.3, também aparece aqui pela primeira vez.

3



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

Os objetos centrais da Análise Funcional são os espaços de Banach e os operadores line-
ares e cont́ınuos entre eles. Sendo assim, nada mais natural do que iniciar essa dissertação
com as notações e os resultados clássicos da Análise Funcional que, frequentemente, serão
usados no decorrer do texto. Resultados com pouco uso serão introduzidos em momento
oportuno. Na construção do caṕıtulo, a principal referência usada foi o livro [6].

Letras maiúsculas representarão, salvo menção contrária, espaços normados sobre o
corpo K, que pode ser R ou C. Denotaremos por BAN a classe de todos os espaços
normados que são completos com suas respectivas normas, isto é, a classe de todos os
espaços de Banach. Usaremos BE para denotar a bola unitária fechada no espaço normado
E, mais explicitamente, BE := {x ∈ E : ‖x‖E ≤ 1}.

Para uma leitura cômoda iremos revisitar as notações e os conceitos descritos acima,
entre outros.

Definição 1.0.1 Seja E um espaço vetorial. Uma norma sobre E é uma aplicação

‖ · ‖E : E −→ [0,∞) , x 7−→ ‖x‖E,

que satisfaz as seguintes condições:

N1) ‖x‖E ≥ 0 para todo x ∈ E e ‖x‖E = 0 se, e somente se, x = 0.

N2) ‖λx‖E = |λ| · ‖x‖E para todos λ ∈ K e x ∈ E.

N3) ‖x+ y‖E ≤ ‖x‖E + ‖y‖E para todos x, y ∈ E (Desigualdade triangular).

Neste caso, o par (E, ‖ · ‖E) é chamado de espaço vetorial normado, ou simplesmente,
espaço normado. Quando não houver perigo de ambiguidade, escreveremos ‖ · ‖ no lugar
de ‖ · ‖E.

Os axiomas de norma na forma como conhecemos hoje são devidos a Stefan Banach
em seu celebre trabalho Théorie des opérations linéaires, publicado em 1932. Veja uma
tradução deste trabalho para o inglês em [2].
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Definição 1.0.2 Um espaço normado E é chamado de espaço de Banach quando for
completo na métrica

d(x, y) = ‖x− y‖, x, y ∈ E,

chamada de métrica induzida pela norma. A classe de todos os espaços de Banach será
denotada por BAN.

Teorema 1.0.3 Sejam E e F espaços normados e u : E −→ F um operador linear. São
equivalentes:

(a) u é Lipschitziano.

(b) u é uniformemente cont́ınuo.

(c) u é cont́ınuo.

(d) u é cont́ınuo na origem.

(e) Existe C > 0 tal que ‖u(x)‖F ≤ C‖x‖E para todo x ∈ E.

Demonstração. Veja [6, Teorema 2.1.1].

Denotamos por L(E,F ) o conjunto de todos os operadores lineares cont́ınuos entre
espaços normados E e F . Não é muito trabalhoso mostrar que L(E,F ) é um espaço
vetorial com as operações pontuais e que a expressão

‖u‖ := sup
x∈BE

‖u(x)‖F

= inf{C > 0 : ‖u(x)‖F ≤ C‖x‖E,∀x ∈ E}.

define uma norma em L(E,F ). Mais ainda, se F ∈ BAN, então (L(E,F ), ‖ · ‖) é um
espaço de Banach (ver [6, Proposição 2.1.4]). Quando F = K, no lugar de L(E,K)
escrevemos E ′ e chamamos este espaço de dual topológico de E, ou simplesmente dual de
E, e seus elementos de funcionais lineares. Como K é completo, segue que E ′ é sempre
Banach.

Proposição 1.0.4 Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço vetorial de E.
Então F é um espaço de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, F é
fechado em E.

Demonstração. Veja [6, Proposição 1.1.1].

Proposição 1.0.5 Sejam E, F e G espaços normados. Se u ∈ L(E,G) e v ∈ L(G,F ),
então v ◦ u ∈ L(E,F ) e

‖v ◦ u‖ ≤ ‖v‖ · ‖u‖.
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Demonstração. De

‖v ◦ u(x)‖ = ‖v(u(x))‖ ≤ ‖v‖ · ‖u(x)‖ ≤ ‖v‖ · ‖u‖ · ‖x‖

para todo x ∈ E, tem-se ‖v ◦ u‖ ≤ ‖v‖ · ‖u‖.

A seguir exibiremos uma lista de espaços formados por sequências escalares que são
clássicos em Análise Funcional e que serão generalizados no Caṕıtulo 2.

c00 := {(aj)∞j=1 : aj ∈ K,∀j ∈ N e ∃j0 tal que aj = 0,∀j ≥ j0},
c0 := {(aj)∞j=1 : aj ∈ K,∀j ∈ N e lim

j
aj = 0},

`p :=

{
(aj)

∞
j=1 : aj ∈ K,∀j ∈ N e

∞∑
j=1

|aj|p <∞

}
para p ∈ [1,+∞),

`∞ := {(aj)∞j=1 : aj ∈ K,∀j ∈ N e ∃M ≥ 0 tal que |aj| ≤M,∀j}.

c00, c0, `p e `∞ são chamados, respectivamente, de espaço das sequências eventual-
mente nulas, espaço das sequências nulas, espaço das sequências p-somáveis e espaço das
sequências limitadas. Em `∞ definimos a norma

‖(aj)∞j=1‖∞ := sup
j
|aj|,

e em `p a norma

‖(aj)∞j=1‖p :=

(
∞∑
j=1

|aj|p
) 1

p

.

Em [6] mostra-se que `∞ e `p são espaços de Banach com as normas definidas acima.
Mais ainda, mostra-se também que c0 é um subespaço fechado de `∞, porém c00 não o é.

É fácil mostrar que `p ⊆ c0 e encontrar exemplos que mostram que c00 ( `p ( c0 ( `∞.
A seguir apresentamos dois teoremas que serão valiosos no decorrer do texto, e que,

em particular, provam que `p é espaço vetorial e que ‖ · ‖p é uma norma.

Teorema 1.0.6 (Desigualdade de Hölder) Sejam p, q ∈ [1,∞) tais que 1
p

+ 1
q

= 1

( 1
∞ = 0). Se (aj)

∞
j=1 ∈ `p e (bj)

∞
j=1 ∈ `q, então

∞∑
j=1

|aj| · |bj| ≤

(
∞∑
j=1

|aj|p
) 1

p

·

(
∞∑
j=1

|bj|q
) 1

q

. (1.1)

Demonstração.Veja [6, Proposição 1.4.1].

Teorema 1.0.7 (Desigualdade de Minkowski) Se p ∈ [1,∞) e (aj)
∞
j=1, (bj)

∞
j=1 ∈ `p,

então (aj + bj)
∞
j=1 ∈ `p e(

∞∑
j=1

|aj + bj|p
) 1

p

≤

(
∞∑
j=1

|aj|p
) 1

p

+

(
∞∑
j=1

|bj|p
) 1

p

. (1.2)
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Demonstração. Vejag [6, Proposição 1.4.2]).

Em Análise Funcional existem quatro teoremas que possuem grandes aplicações, a
saber, o Teorema de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicação Aberta, o Teorema do
Gráfico Fechado e o Teorema de Hahn-Banach. Os enunciaremos a seguir juntamente com
algumas de suas aplicações.

Teorema 1.0.8 (Banach-Steinhaus) Sejam E um espaço de Banach, F um espaço
normado e (Ti)i∈I uma famı́lia de operadores em L(E,F ) satisfazendo a condição de que
para cada x ∈ E existe Cx <∞ tal que

sup
i∈I
‖Ti(x)‖ < Cx.

Então sup
i∈I
‖Ti‖ <∞.

Demonstração. Veja [6, Teorema 2.3.2].

Corolário 1.0.9 Sejam E um espaço de Banach, F um espaço normado e (Tn)∞n=1 uma
sequência em L(E,F ) tal que (Tn(x))∞n=1 é convergente em F para todo x em E. Se
definirmos

T : E −→ F , T (x) = lim
n→∞

Tn(x),

então T é um operador linear cont́ınuo.

Demonstração. Veja [6, Corolário 2.3.3].

Teorema 1.0.10 Seja T ∈ L(E,F ). Então a imagem T (BE) ⊆ F contém uma bola
aberta centrada em 0 ∈ F .

Demonstração. Veja [16, Lema 4.12-3].

Teorema 1.0.11 (Teorema da Aplicação Aberta) Sejam E e F espaços de Banach
e T : E −→ F linear, cont́ınuo e sobrejetor. Então T é uma aplicação aberta. Em parti-
cular, todo operador linear cont́ınuo e bijetor entre espaços de Banach é um isomorfismo.

Demonstração. Veja [6, Teorema 2.4.2].

Teorema 1.0.12 (Teorema do Gráfico Fechado) Sejam E e F espaços de Banach e
T : E −→ F um operador linear. Então T é cont́ınuo se, e somente se, Graf(T ) :=
{(x, T (x)) : x ∈ E} é fechado em E × F .

Demonstração. Veja [6, Teorema 2.5.1]

Teorema 1.0.13 (Hahn-Banach) Sejam E um espaço normado. Para todo x0 ∈ E,
x0 6= 0, existe um funcional linear ϕ ∈ E ′ tal que ‖ϕ‖ = 1 e ϕ(x0) = ‖x0‖.

Demonstração. Veja [6, Corolário 3.1.4]
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Teorema 1.0.14 (Hahn-Banach) Sejam E um espaço normado, E 6= {0} e x ∈ E.
Então

‖x‖ = sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ BE′} = max{|ϕ(x)| : ϕ ∈ E ′ e ‖ϕ‖ = 1}. (1.3)

Demonstração. Veja [6, Corolário 3.1.5]

Seja (K, τ) um espaço topológico de Hausdorff compacto (ver [6, Apêndice B]). Deno-
tamos por C(K) o espaço de Banach formado por todas as funções f : K −→ R cont́ınuas
munido da norma

‖f‖C(K) = sup
x∈K
|f(x)|.

Definição 1.0.15 Sejam X um espaço topológico, B(X) a σ-álgebra de Borel sobre X,
µ : B(X) −→ R uma medida de Borel e E um boreliano de X. A medida µ é dita:

• regular exterior em E se

µ(E) = inf{µ(O) : O ⊃ E e O aberto };

• regular interior em E se

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊆ E e K compacto };

• regular se µ é regular exterior e regular interior em todos os borelianos de X.

Definição 1.0.16 Sejam K um espaço topológico de Hausdorff compacto e B(X) a σ-
álgebra de Borel sobreK. Uma medida µ diz-se medida de Radon sobre K se µ é boreliana,
finita e regular. Chamamos medida de Radon com sinal uma medida com sinal µ tal que
sua variação positiva µ+ e sua variação negativa µ− são medidas de Radon.

M(K) := {µ : µ é uma medida de Radon com sinal sobre K}

A medida |µ| := µ+ + µ− é chamada de variação total da medida com sinal µ

Proposição 1.0.17 Seja K um espaço topológico de Hausdorff compacto. A função

‖ · ‖ : M(K) −→ R , ‖µ‖ = |µ|(K),

define uma norma em M(K). Mais ainda, (M(K), ‖ · ‖) é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [13, Proposition 7.16].

Teorema 1.0.18 (Teorema da Representação de Riesz) Seja K um espaço topológico
compacto de Hausdorff. O operador

T :M(K) −→ C(K)′

µ 7−→ T (µ) = Tµ : C(K) −→ R , Tµ(f) =

∫
K

fdµ, (1.4)

é um isomorfismo isométrico entre o espaço M(K) e o espaço C(K)′.
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Demonstração. Veja [13, Corollary 7.18].

Definição 1.0.19 Seja Ω um conjunto. Para toda σ-álgebra A de subconjuntos de Ω e
para todo x ∈ Ω, a função definida por:

δx : A −→ {0, 1} , δx(A) =

{
1, x ∈ A
0, x /∈ A,

é uma medida em A, chamada de medida de Dirac concentrada em x.

Teorema 1.0.20 (Teorema da Convergência Monótona) Seja (X,A, µ) um espaço
de medida. Se fj : X −→ [0,+∞], j ∈ N, é uma sequência de funções mensuráveis não
negativas tais que

i) fj ≤ fj+1 para todo j ∈ N e

ii) lim
j→∞

fj(x) = f(x) para todo x ∈ X,

então f é mensurável e

∫
X

fdµ = lim
j→∞

∫
X

fjdµ.

Demonstração. Veja [3, Theorem 4.6]

Definição 1.0.21 Sejam E e F espaços normados e u : E −→ F um operador linear.
A dimensão da imagem de u é denominada de posto (ou rank) e denotada por rank(u),
isto é, rank(u) := dim u(E). Se rank(u) < +∞, dizemos que u possui posto finito. Por
F(E;F ) denotamos o conjunto de todos os operadores lineares cont́ınuos de posto finito
entre os espaços normados E e F

Definição 1.0.22 Sejam E,F espaços normados e T ∈ L(E;F ) um operador linear
cont́ınuo. Definimos o operador T ′ : F ′ −→ E ′ por

T ′(ϕ)(x) = ϕ(T (x)),

para todos x ∈ E e ϕ ∈ F ′. O operador T ′ é chamado adjunto de T .

Proposição 1.0.23 Seja T ∈ L(E;F ). Então T ′ ∈ L(F ′;E ′) e ‖T ′‖ = ‖T‖. Mais ainda,
se T é um isomorfismo (isométrico), então T ′ também é um isomorfismo (isométrico).

Demonstração. Veja [6, Teorema 4.3.11].

O teorema seguinte diz, essencialmente, que todo espaço separável é um quociente de
`1.

Teorema 1.0.24 Para todo espaço de Banach separável E, existe um operador T : `1 −→
E linear, cont́ınuo e sobrejetor.

Demonstração. Veja [1, Theorem 2.3.1].

9



CAPÍTULO 2

ESPAÇOS DE BANACH FORMADOS
POR SEQUÊNCIAS VETORIAIS

Neste caṕıtulo apresentaremos uma série de espaços normados cujos elementos são
sequências formadas por vetores de um espaço de normado. Esses espaços serão usados,
no caṕıtulo 3, para ilustrar os conceitos de classes de sequências, classes de sequências
linearmente estáveis e classes de sequências finitamente determinadas. Além disso, no
Caṕıtulo 4, servirão para exemplificar ideais de operadores definidos por meio de trans-
formações de sequências.

2.1 O espaço das sequências limitadas

Definição 2.1.1 Seja E um espaço normado. Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é dita limitada

se existe uma constante M ≥ 0 tal que ‖xj‖ ≤M para todo j ∈ N. Denotamos por `∞(E)
o conjunto de todas as sequências limitadas em E.

Proposição 2.1.2 Seja E um espaço normado. Então `∞(E) é um espaço vetorial com
as operações usuais de sequências.

Demonstração. É claro que a sequência identicamente nula pertence a `∞(E). Dadas
duas sequências (xj)

∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `∞(E) e um escalar λ ∈ K, existem constantes C1 e C2

positivas tais que ‖xj‖E ≤ C1 e ‖yj‖E ≤ C2 para todo j ∈ N. Assim,

‖λxj + yj‖E ≤ |λ|‖xj‖E + ‖yj‖E ≤ |λ|C1 + C2,

isto é, a sequência λ(xj)
∞
j=1 +(yj)

∞
j=1 = (λxj+yj)

∞
j=1 é limitada. Logo, λ(xj)

∞
j=1 +(yj)

∞
j=1 ∈

`∞(E) e portanto `∞(E) é um espaço vetorial sobre K.

Proposição 2.1.3 Seja E um espaço normado. A função

(xj)
∞
j=1 ∈ `∞(E) 7→ sup

j
‖xj‖E,
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define uma norma em `∞(E).
Notação: Sempre que não houver o risco de confundir normas, denotaremos a norma

em `∞(E) por ‖ · ‖∞, lembrando que essa é a mesma notação usada para denotar a norma
de `∞. Em alguns casos será melhor usar a notação ‖ · ‖`∞(E).

Demonstração. ‖ · ‖∞ está bem definida pois (xj)
∞
j=1 ∈ `∞(E) se, e somente se,

(‖xj‖E)∞j=1 é limitada em K, logo existe o sup
j
‖xj‖E. Verifiquemos os axiomas de norma.

N1) Como ‖ ·‖E é uma norma em E, segue que ‖xj‖E ≥ 0, para qualquer xj ∈ E. Assim

‖(xj)∞j=1‖∞ = sup
j
‖xj‖E ≥ 0, para toda (xj)

∞
j=1 ∈ `∞(E).

Mais ainda,

‖(xj)∞j=1‖∞ = 0⇔ sup
j
‖xj‖E = 0⇔ ‖xj‖E = 0,∀j ∈ N.

⇔ xj = 0,∀j ∈ N⇔ (xj)
∞
j=1 é a sequência nula.

N2) Para quaisquer λ ∈ K e (xj)
∞
j=1 ∈ `∞(E),

‖λ(xj)
∞
j=1‖∞ = ‖(λxj)∞j=1‖∞ = sup

j
‖λxj‖E = sup

j
(|λ| · ‖xj‖E)

= |λ| · sup
j
‖xj‖E = |λ| · ‖(xj)∞j=1‖∞.

N3) Para quaisquer (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `∞(E),

‖(xj)∞j=1 + (yj)
∞
j=1‖∞ = sup

j
‖xj + yj‖E ≤ sup

j
(‖xj‖E + ‖yj‖E)

≤ sup
j
‖xj‖E + sup

j
‖yj‖E = ‖(xj)∞j=1‖∞ + ‖(yj)∞j=1‖∞.

Proposição 2.1.4 (`∞(E), ‖ · ‖∞) é um espaço de Banach se, e somente se, E é um
espaço de Banach.

Demonstração. Suponha que E seja um espaço de Banach. Seja (xk)∞k=1 uma sequência
de Cauchy em `∞(E). Para cada k ∈ N, denotemos xk = (xkj )

∞
j=1 ∈ `∞(E). Dado ε > 0

existe k0 ∈ N tal que

‖xk − xr‖∞ <
ε

2
< ε sempre que k, r ≥ k0. (2.1)

Da desigualdade
‖xkj − xrj‖E ≤ ‖xk − xr‖∞, (2.2)

que é obviamente válida para todo j ∈ N, conclúımos que, para j fixo, a sequência (xkj )
∞
k=1

é de Cauchy em E. Assim, podemos definir a sequência y = (yj)
∞
j=1 em E por yj = lim

k
xkj .
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Devemos mostrar que y ∈ `∞(E) e que ‖xk − y‖∞
k−→ 0. Das desigualdades (2.1) e (2.2)

segue que

‖xkj − xrj‖E <
ε

2
sempre que k, r ≥ k0.

Fazendo r −→∞,

‖xkj − yj‖E ≤
ε

2
sempre que k ≥ k0 e ∀j ∈ N, (2.3)

e, em particular, para k = k0,

sup
j
‖xk0j − yj‖E ≤

ε

2
,

ou seja, (xk0j )∞j=1− (yj)
∞
j=1 ∈ `∞(E). Portanto, y = xk0 − (xk0 − y) ∈ `∞(E), pois `∞(E) é

um espaço vetorial sobre K. Mais ainda, de (2.3) temos

‖xk − y‖∞ = sup
j
‖xkj − yj‖E ≤

ε

2
< ε sempre que k ≥ k0,

o que prova que ‖xk − y‖∞
k−→ 0.

A rećıproca é óbvia pelo simples fato de que `∞(E) contém uma cópia isométrica de
E pela inclusão x ∈ E 7→ (x, 0, 0, . . .) ∈ `∞(E).

2.2 Sequências nulas e eventualmente nulas

Definição 2.2.1 Seja E um espaço normado. Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é dita even-

tualmente nula se existe um natural j0 tal que xj = 0 para todo j ≥ j0. O espaço das
sequências eventualmente nulas em E é denotado por c00(E).

Definição 2.2.2 Seja E um espaço normado. O espaço das sequências nulas é definido
da seguinte forma:

c0(E) :=
{

(xj)
∞
j=1 : xj ∈ E para todo j ∈ N e ‖xj‖

j−→ 0
}
.

Proposição 2.2.3 Seja E um espaço normado. Então c00(E) é subespaço vetorial de
c0(E) e c0(E) é subespaço vetorial de `∞(E).

Demonstração. As propriedades de subespaço são óbvias e serão omitidas. Se (xj)
∞
j=1 ∈

c00(E), então a partir de um ı́ndice a sequência (xj)
∞
j=1 é nula e, portanto, converge para

0. Assim, c00(E) ⊆ c0(E). Se (xj)
∞
j=1 ∈ c0(E), então ‖xj‖

j−→ 0 e sequência (xj)
∞
j=1 é

limitada. Logo (xj)
∞
j=1 ∈ `∞(E) e, portanto c0(E) ⊆ `∞(E).

Podemos considerar em c00(E) e c0(E) a norma induzida pela norma em `∞(E). O
teorema a seguir mostra que c0(E) é Banach com a norma induzida de `∞(E), porém
c00(E) não goza desta propriedade, o que veremos no seguinte teorema:
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Teorema 2.2.4 Seja E um espaço normado. Então valem as seguintes afirmações:
(a) c0(E) é subespaço fechado de `∞(E). Consequentemente, (c0(E), ‖ · ‖∞) é Banach.
(b) A inclusão i : c0(E) −→ `∞(E) é linear, cont́ınua e ‖i‖ = 1.
(c) c00(E) não é fechado em c0(E).

Demonstração. (a) Seja (xk)∞k=1 uma sequência em c0(E) tal que xk
k−→ y ∈ `∞(E).

Devemos mostrar que y ∈ c0(E). Como ‖xk − y‖∞ −→ 0, para qualquer ε > 0 existe um
ı́ndice k0 ∈ N tal que

‖xki − yi‖E ≤ ‖(xkj )∞j=1 − (yj)
∞
j=1‖∞ = sup

j
‖xkj − yj‖E <

ε

2
,

para todo i ∈ N e sempre que k ≥ k0. Em particular,

‖xk0i − yi‖E <
ε

2
para todo i ∈ N.

Como xk0 = (xk0i )∞i=1 ∈ c0(E), temos ‖xk0i ‖E
i−→ 0, e dáı existe um ı́ndice i0 ∈ N tal que

‖xk0i ‖E <
ε

2
sempre que i ≥ i0.

Logo,
‖yi‖E = ‖yi − xk0i + xk0i ‖E ≤ ‖yi − x

k0
i ‖E + ‖xk0i ‖E < ε

sempre que i ≥ i0. Portanto, ‖yi‖E −→ 0 e, consequentemente, c0(E) é fechado.

(b) É óbvio, pois estamos considerando em ambos os espaços a mesma norma.

(c) Considere um vetor x ∈ E qualquer com ‖x‖ 6= 0 e, para cada k ∈ N, seja

xk =
(
x,
x

2
,
x

3
, · · · , x

k
, 0, 0, · · ·

)
.

É claro que xk ∈ c00(E) ⊆ c0(E) para todo k ∈ N. Vejamos que

xk
k−→
(
x,
x

2
,
x

3
,
x

4
, · · ·

)
em c0(E) :

∥∥∥xk − (x, x
2
,
x

3
,
x

4
, · · ·

)∥∥∥
∞

=
∥∥∥(x, x

2
,
x

3
, · · · , x

k
, 0, 0, · · ·

)
−
(
x,
x

2
,
x

3
,
x

4
, · · ·

)∥∥∥
∞

=
∥∥∥(0, 0, · · · , 0, x

k + 1
,

x

x+ 2
,

x

x+ 3
, · · ·

)∥∥∥
∞

= sup

{∥∥∥ x

k + 1

∥∥∥,∥∥∥ x

x+ 2

∥∥∥,∥∥∥ x

x+ 3

∥∥∥, · · ·}
= sup

{
‖x‖
k + 1

,
‖x‖
x+ 2

,
‖x‖
x+ 3

, · · ·
}

= ‖x‖ · sup

{
1

k + 1
,

1

x+ 2
,

1

x+ 3
, · · ·

}
= ‖x‖ · 1

k + 1

k−→ 0.

Porém
(
x,
x

2
,
x

3
,
x

4
, · · ·

)
/∈ c00(E) pois x 6= 0. Logo c00(E) não é fechado em E.
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2.3 O espaço das sequências fortemente p-somáveis

Ao longo desta seção temos sempre 1 ≤ p <∞ e E um espaço normado.

Definição 2.3.1 Uma sequencia (xj)
∞
j=1 em E é fortemente p-somável se

∞∑
j=1

‖xj‖p <∞.

Denotamos por `p(E) o espaço das sequências fortemente p-somáveis em E. Observe que
(xj)

∞
j=1 ∈ `p(E) se, e somente se, (‖xj‖)∞j=1 ∈ `p.

Proposição 2.3.2 `p(E) é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências.

Demonstração. É claro que a sequência identicamente nula pertence a `p(E). Se λ ∈ K
e (xj)

∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `p(E), temos (‖xj‖)∞j=1, (‖yj‖)∞j=1 ∈ `p. Como `p é um espaço vetorial,

λ (‖xj‖)∞j=1 + (‖yj‖)∞j=1 = (λ‖xj‖+ ‖yj‖)∞j=1 ∈ `p.

Da desigualdade triangular segue que

∞∑
j=1

‖λxj + yj‖p ≤
∞∑
j=1

(|λ| · ‖xj‖+ ‖yj‖)p <∞

e, consequentemente, λ(xj)
∞
j=1 + (yj)

∞
j=1 ∈ `p(E).

Proposição 2.3.3 A função

(xj)
∞
j=1 ∈ `p(E) 7→

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

(2.4)

define uma norma em `p(E).
Notação: Quando não houver risco de confusão entre os espaços `p e `p(E), denotaremos
a norma (2.4) por ‖(xj)∞j=1‖p, caso contrário, a denotaremos por ‖(xj)∞j=1‖`p(E).

Demonstração. Sejam (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `p(E) e λ ∈ K. Como ‖xj‖ ≥ 0 para todo

j ∈ N, segue que

‖(xj)∞j=1‖p =

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

≥ 0,

e

‖(xj)∞j=1‖p = 0⇔
∞∑
j=1

‖xj‖p = 0⇔ ‖xj‖ = 0 para todo j ∈ N

⇔ xj = 0,∀j ∈ N⇔ (xj)
∞
j=1 é a sequência nula.
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Também temos que

‖λ(xj)
∞
j=1‖p = ‖(λxj)∞j=1‖p =

(
∞∑
j=1

‖λxj‖p
) 1

p

=

(
∞∑
j=1

|λ|p · ‖xj‖p
) 1

p

= |λ| ·

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

= |λ| · ‖(xj)∞j=1‖p.

Sabendo que (‖xj‖)∞j=1, (‖yj‖)∞j=1 ∈ `p, tomando aj = ‖xj‖ e bj = ‖yj‖ para todo j ∈ N,
resulta da Desigualdade de Minkowski (1.2) que

‖(xj)∞j=1 + (yj)
∞
j=1‖p =

(
∞∑
j=1

‖xj + yj‖p
) 1

p

≤

(
∞∑
j=1

(‖xj‖+ ‖yj‖)p
) 1

p

≤

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

+

(
∞∑
j=1

‖yj‖p
) 1

p

= ‖(xj)∞j=1 + (yj)
∞
j=1‖p.

Proposição 2.3.4 Seja E um espaço normado. Então (`p(E), ‖ · ‖p) é um espaço de
Banach se, e somente se, E é um espaço de Banach.

Demonstração. Suponha que E seja um espaço de Banach. Seja (xk)∞k=1 uma sequência
de Cauchy em `p(E). Note que, para cada k ∈ N, xk é uma sequência de vetores em
E. Denotamos xk = (xkj )

∞
j=1 ∈ `p(E) para todo k ∈ N. Vejamos que, para cada j ∈ N,

a sequência (xkj )
∞
k=1 é uma sequência de Cauchy em E e portanto convergente. Como

(xk)∞k=1 é de Cauchy em `p(E), dado ε > 0 existe um ı́ndice k0 = k0(ε) tal que

‖xk − xr‖p < ε sempre que k, r ≥ k0,

isto é,
‖(xki )∞i=1 − (xri )

∞
i=1‖p < ε sempre que k, r ≥ k0.

Observando que ‖xkj − xrj‖E ≤ ‖(xki )∞i=1 − (xri )
∞
i=1‖p para todo j ∈ N, tem-se

‖xkj − xrj‖E < ε sempre que k, r ≥ k0 e para todo j ∈ N.

Logo, para cada j ∈ N a sequência (xkj )
∞
k=1 é de Cauchy em E, e portanto podemos tomar

yj = lim
k→∞

xkj ∈ E. Assim, formamos uma sequência y = (yj)
∞
j=1 de elementos de E.

Devemos provar que y ∈ `p(E) e que xk
k−→ y em `p(E). Usando novamento que (xk)∞k=1

é de Cauchy em `p(E),(
∞∑
j=1

‖xkj − xrj‖
p
E

) 1
p

= ‖xk − xr‖p <
ε

2
sempre que k, r ≥ k0,
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ou, equivalentemente,

∞∑
j=1

‖xkj − xrj‖
p
E = ‖xk − xr‖pp <

εp

2p
sempre que k, r ≥ k0.

Em particular, para todo m ∈ N,

m∑
j=1

‖xkj − xrj‖
p
E <

εp

2p
, sempre que k, r ≥ k0.

Fixando k e fazendo r −→∞ acima obtemos

m∑
j=1

‖xkj − yj‖
p
E ≤

εp

2p
sempre que k ≥ k0, ∀m ∈ N. (2.5)

Agora, fazendo m −→∞ em (2.5) temos

∞∑
j=1

‖xkj − yj‖
p
E ≤

εp

2p
sempre que k ≥ k0. (2.6)

Em particular, para k = k0 obtemos

xk0 − y = (xk0j )∞j=1 − (yj)
∞
j=1 = (xk0j − yj)∞j=1 ∈ `p(E).

Como `p(E) é um espaço vetorial, resulta que y = xk0 − (xk0 − y) ∈ `p(E), e da

desigualdade (2.6) conclúımos que xk
k−→ y ∈ `p(E).

A rećıproca é obvia, pois `p(E) contém uma cópia isométrica de E pela inclusão
x ∈ E 7→ (x, 0, 0, . . . , ) ∈ `p(E).

Proposição 2.3.5 (a) c00(E) ⊆ `p(E).
(b) `p(E) ⊆ c0(E) e a inclusão i : `p(E) −→ c0(E) é cont́ınua de norma 1.

Demonstração. O item (a) é imediato. Para o item (b), seja (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E). Então

∞∑
j=1

‖xj‖p < ∞, donde podemos concluir que lim
j
‖xj‖ = 0, ou seja, (xj)

∞
j=1 ∈ c0(E).

Observe que, dada uma sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E), para todo j ∈ N tem-se ‖xj‖p ≤

sup
i
‖xi‖p, logo

sup
j
‖xj‖ ≤

(
sup
i
‖xi‖p

) 1
p

.

Assim,

‖i((xj)∞j=1)‖∞ = ‖(xj)∞j=1‖∞ = sup
j
‖xj‖ ≤

(
sup
j
‖xj‖p

) 1
p
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≤

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

= ‖(xj)∞j=1‖p.

Logo, i é cont́ınuo e ‖i‖ ≤ 1. Vejamos que ‖i‖ = 1. Para isto, tome x ∈ E tal que
‖x‖ = 1. Com isso, (x, 0, 0, · · · ) ∈ B`p(E) e

‖i((x, 0, 0, · · · ))‖∞ = ‖(x, 0, 0, · · · )‖∞ = 1.

Portanto, ‖i‖ = sup
(xj)∞j=1∈B`p(E)

‖i((xj)j=1∞)‖ ≥ 1.

Para ver que a inclusão na Proposição 2.3.5(a) pode ser própria, mesmo que E possua
dimensão finita, basta tomar E = K. Neste caso, c00(K) = c00 ( `p = `p(K). O exemplo
seguinte ilustra essa situação em dimensão infinita.

Exemplo 2.3.6 Considere o espaço de Banach E = C[0, 1] com a norma

‖f‖2 =

(∫ 1

0

|f(x)|2dx
) 1

2

.

Considere também a sequência (fn)∞n=1 de funções em E definidas por fn(x) =
x
n+1
2

n
.

Então, para todo n ∈ N,

‖fn‖2 =
1

n

(∫ 1

0

|x
n+1
2 |2dx

) 1
2

=
1

n
3
2

.

Como ‖fn‖p 6= 0 para todo n ∈ N, temos (fn)∞n=1 /∈ c00(E). Porém,

∞∑
n=1

‖fn‖p2 =
∞∑
n=1

1

n
3p
2

= ξ

(
3p

2

)
<∞,

onde a função ξ é a função zeta de Riemann (note que 3p
2
> 1). Logo (fn)∞n=1 ∈ `p(E) e,

portanto, `p(E) * c00(E).

Veremos a seguir como criar sequências vetoriais a partir de sequências escalares, de
maneira a preservar o espaço em que a sequência original pertence.

Definição 2.3.7 Sejam E um espaço normado, x ∈ E e (λj)
∞
j=1 uma sequência de esca-

lares. Definimos o produto tensorial de (λj)
∞
j=1 por x como sendo:

(λj)
∞
j=1 ⊗ x := (λjx)∞j=1 ∈ EN.

O śımbolo ⊗ de produto tensorial se justifique pois esta operação obedece as proprie-
dades usuais do produto tensorial, a saber:(

(λj)
∞
j=1 + (αj)

∞
j=1

)
⊗ x = (λj)

∞
j=1 ⊗ x+ (αj)

∞
j=1 ⊗ x,

(λj)
∞
j=1 ⊗ (x+ y) = (λj)

∞
j=1 ⊗ x+ (λj)

∞
j=1 ⊗ y,

λ
(
(λj)

∞
j=1 ⊗ x

)
= (λλj)

∞
j=1 ⊗ x = (λj)

∞
j=1 ⊗ λx.
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Proposição 2.3.8 Sejam (λj)
∞
j=1 ∈ KN e 0 6= x ∈ E. Então:

(a) (λj)
∞
j=1 ⊗ x ∈ `p(E)⇔ (λj)

∞
j=1 ∈ `p, e neste caso ‖(λj)∞j=1 ⊗ x‖p = ‖(λj)∞j=1‖p · ‖x‖.

(b) (λj)
∞
j=1⊗x ∈ c00(E)⇔ (λj)

∞
j=1 ∈ c00, e neste caso ‖(λj)∞j=1⊗x‖∞ = ‖(λj)∞j=1‖∞ · ‖x‖.

(c) (λj)
∞
j=1 ⊗ x ∈ c0(E)⇔ (λj)

∞
j=1 ∈ c0, e neste caso ‖(λj)∞j=1 ⊗ x‖∞ = ‖(λj)∞j=1‖∞ · ‖x‖.

(d) (λj)
∞
j=1⊗x ∈ `∞(E)⇔ (λj)

∞
j=1 ∈ `∞, e neste caso ‖(λj)∞j=1⊗x‖∞ = ‖(λj)∞j=1‖∞ · ‖x‖.

Demonstração. O item (a) segue imediatamente da igualdade

∞∑
j=1

‖λjx‖p = ‖x‖p ·
∞∑
j=1

|λj|p.

A primeira afirmação de (b) é óbvia e a primeira afirmação de (c) segue de

(λj)
∞
j=1 ⊗ x ∈ c0(E)⇔ (λjx)∞j=1 ∈ c0(E)⇔ ‖λjx‖ −→ 0⇔ ‖x‖ · |λj| −→ 0

⇔ |λj| −→ 0⇔ (λj)
∞
j=1 ∈ c0.

A primeira afirmação de (d) segue de

(λj)
∞
j=1 ⊗ x ∈ `∞(E) ⇔ (λjx)∞j=1 ∈ `∞(E)

⇔ existe M ≥ 0 tal que ‖λjx‖ ≤M para todo j ∈ N
⇔ existe M ≥ 0 tal que |λj| · ‖x‖ ≤M para todo j ∈ N

⇔ existe M ≥ 0 tal que |λj|· ≤
M

‖x‖
para todo j ∈ N

⇔ (λj)
∞
j=1 ∈ `∞.

As segundas afirmações de (b), (c) e (d) seguem de

‖(λj)∞j=1 ⊗ x‖∞ = ‖(λjx)∞j=1‖∞ = sup
j∈N
‖λjx‖

= ‖x‖ · sup
j∈N
|λj| = ‖(λj)∞j=1‖∞ · ‖x‖.

2.4 O espaço das sequências fracamente p-somáveis

Novamente, ao longo desta seção temos sempre 1 ≤ p <∞ e E um espaço normado.

Definição 2.4.1 Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é fracamente p-somável se

∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p <∞

para todo ϕ ∈ E ′. Indicamos por `wp (E) o espaço de todas as sequências fracamente
p-somáveis em E.
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Observe que uma sequência (xj)
∞
j=1 de vetores em E é fracamente p-somável se, e

somente, para todo funcional linear cont́ınuo ϕ ∈ E ′, a correspondente sequência de
escalares (|ϕ(xj)|)∞j=1 é uma sequência em `p.

Proposição 2.4.2 `wp (E) é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências.

Demonstração. Como cada funcional ϕ ∈ E ′ é linear, é claro que a sequência identi-
camente nula pertence a `wp (E). Sejam (xj)

∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `wp (E), λ ∈ K e ϕ ∈ E ′. Pela

Desigualdade de Minkowski,(
∞∑
j=1

|ϕ(λxj + yj)|p
) 1

p

=

(
∞∑
j=1

|λϕ(xj) + ϕ(yj)|p
) 1

p

≤ λ ·

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

+

(
∞∑
j=1

|ϕ(yj)|p
) 1

p

<∞,

provando que λ(xj)
∞
j=1 + (yj)

∞
j=1 ∈ `wp (E).

Nosso próximo objetivo é mostrar que a expressão

‖(xj)∞j=1‖w,p := sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

,

define uma norma em `wp (E). Em primeiro lugar precisamos mostrar que este supremo é
finito:

Lema 2.4.3 Para cada sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E), tem-se

sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

<∞.

Demonstração. Pela definição de `wp (E), o operador

T : E ′ −→ `p , T (ϕ) = (ϕ(xj))
∞
j=1,

está bem definido. Se T for linear e cont́ınuo, teremos

sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xj))
∞
j=1‖`p = sup

ϕ∈BE′
‖T (ϕ)‖`p = ‖T‖ <∞,

e a demonstração estará completa. Basta então provar que T é linear e cont́ınuo. A
linearidade é imediata: dados ϕ, ψ ∈ E ′ e λ ∈ K,

T (λϕ+ ψ) = ((λϕ+ ψ)(xj))
∞
j=1 = (λϕ(xj))

∞
j=1 + (ψ(xj))

∞
j=1

= λ(ϕ(xj))
∞
j=1 + (ψ(xj))

∞
j=1 = λT (ϕ) + T (ψ).
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Para a continuidade de T usaremos o Teorema do Gráfico Fechado conforme enunciado
no Teorema 1.0.12. Para isso, note primeiramente que E ′ e `p são espaços de Banach.
Para cada k ∈ N, seja (ϕk, T (ϕk)) ∈ Graf(T ) tal que (ϕk, T (ϕk)) −→ (ϕ, y) em E ′ × `p.
Dessa convergência segue que ϕk −→ ϕ em E ′ e T (ϕk) = (ϕk(xj))

∞
j=1

k−→ y := (yj)
∞
j=1

em `p. Dessa última convergência segue que ϕk(xj)
k−→ yj em K para todo j ∈ N. Por

outro lado, como ϕk
k−→ ϕ em E ′, temos ϕk(xj)

k−→ ϕ(xj) em K para todo j ∈ N. Pela
unicidade do limite, ϕ(xj) = yj para todo j ∈ N. Logo,

y = (yj)
∞
j=1 = (ϕ(xj))

∞
j=1 = T (ϕ).

A igualdade T (ϕ) = y, onde y = (yj)
∞
j=1 ∈ `p, implica que (ϕ, y) ∈ Graf(T ). Portanto,

Graf(T ) é fechado em E ′ × `p e pelo Teorema 1.0.12 conclúımos que T é cont́ınuo.

Proposição 2.4.4 A função ‖ · ‖w,p : `wp (E) −→ R dada por

‖(xj)∞j=1‖w,p := sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

define uma norma em `wp (E).

Demonstração. A boa definição da função segue do Lema 2.4.3. Verifiquemos os axiomas
de norma.

N1) É óbvio que ‖(xj)∞j=1‖w,p ≥ 0 para toda (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E). Se xj = 0 para todo j ∈ N,

então ϕ(xj) = 0 para todo ϕ ∈ E ′ e todo j. Consequentemente,

‖(xj)∞j=1‖w,p = sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= 0.

Por outro lado,

‖(xj)∞j=1‖w,p = 0⇒ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= 0⇒
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p = 0,∀ϕ ∈ BE′

⇒ ϕ(xj) = 0,∀ϕ ∈ BE′ ,∀j ∈ N⇒ xj = 0,∀j ∈ N,

onde a última implicação segue do Teorema de Hahn-Banach (Teorema (1.0.14)).

N2) Sejam (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E) e λ ∈ K. Então

‖λ(xj)
∞
j=1‖w,p = ‖(λxj)∞j=1‖w,p = sup

ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(λxj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|λϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|λ|p · |ϕ(xj)|p
) 1

p
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= sup
ϕ∈BE′

(
|λ|p ·

∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

|λ| ·

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= |λ| · sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= |λ| · ‖(xj)∞j=1‖w,p.

N3) Sejam (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `wp (E). Então, usando a Desigualdade de Minkowski, temos

‖(xj)∞j=1 + (yj)
∞
j=1‖w,p = ‖(xj + yj)

∞
j=1‖w,p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj + yj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj) + ϕ(yj)|p
) 1

p

≤ sup
ϕ∈BE′

( ∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

+

(
∞∑
j=1

|ϕ(yj)|p
) 1

p


≤ sup

ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

+ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(yj)|p
) 1

p

≤ ‖(xj)∞j=1‖w,p + ‖(yj)∞j=1‖w,p.

Proposição 2.4.5 Para todo espaço de Banach E, (`wp (E), ‖ · ‖w,p) é também um espaço
de Banach.

Demonstração. Seja (xk)∞k=1 uma sequência de Cauchy em `wp (E). Para cada k ∈ N,

denotamos xk = (xkj )
∞
j=1 ∈ `wp (E). Dado ε > 0, existe um ı́ndice k0 ∈ N tal que

‖xk − xr‖w,p = ‖(xkj − xrj)∞j=1‖w,p = sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xkj − xrj)|p
) 1

p

< ε

sempre que k, r ≥ k0. Assim, para todos ϕ ∈ BE′ e i ∈ N, temos

|ϕ(xki − xri )|p ≤
∞∑
j=1

|ϕ(xkj − xrj)|p ≤ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xkj − xrj)|p
)
< εp

sempre que k, r ≥ k0.e Portanto,

|ϕ(xki − xri )| < ε sempre que k, r ≥ k0.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema (1.0.14)) segue que, para todo i ∈ N,

‖xki − xri‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xki − xri )| < ε sempre que k, r ≥ k0,
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isto é, a sequência (xkj )
∞
k=1 é de Cauchy em E para cada j ∈ N fixado. Como E é um

espaço de Banach, para cada j existe yj ∈ E tal que xkj
k−→ yj em E. Formamos assim

uma sequência y = (yj)
∞
j=1 em E. Basta provar que y ∈ `wp (E) e que xk −→ y em `wp (E).

Para isso, note que para cada m ∈ N e cada ϕ ∈ BE′ ,

m∑
j=1

|ϕ(xkj − xrj)|p ≤
∞∑
j=1

|ϕ(xkj − xrj)|p ≤ ‖xkj − xrj‖p,w < εp

sempre que k, r ≥ k0. Fazendo r −→∞ na desigualdade acima obtemos

m∑
j=1

|ϕ(xkj − yj)|p < εp sempre que k ≥ k0 e para todo m ∈ N.

Fazendo m −→∞ obtemos

∞∑
j=1

|ϕ(xkj − yj)|p ≤ εp sempre que k ≥ k0. (2.7)

Seja ψ ∈ E ′, ψ 6= 0. Então
ψ

‖ψ‖
∈ BE′ e, consequentemente, se k ≥ k0

∞∑
j=1

| ψ
‖ψ‖

(xkj − yj)|p ≤ εp,

ou seja,
∞∑
j=1

|ψ(xkj − yj)|p ≤ ‖ψ‖pεp.

Conclúımos que, para todo k ≥ k0, a sequência (xk− y) pertence a `wp (E). Em particular,

para k = k0, (xk0 − y) ∈ `wp (E). Como `wp (E) é um espaço vetorial sobre K, conclúımos

que y = xk0 − (xk0 − y) ∈ `wp (E). Mais ainda, de (2.7) segue que

‖xk − y‖p,w = sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xkj − yj)|p
) 1

p

≤ ε sempre que k ≥ k0,

provando que xk −→ y em `wp (E).

Apresentamos a seguir exemplos de sequências fracamente somáveis, que serão úteis
mais adiante. Por (ej)

∞
j=1 denotamos as sequências canônicas formadas por zeros e uns.

Exemplo 2.4.6 Vejamos que se 1 ≤ p′ ≤ q <∞, onde 1
p

+ 1
p′

= 1, então (ej)
∞
j=1 ∈ `wq (`p)

e ‖(ej)∞j=1‖w,q = 1. De fato, como ej ∈ `p para todo j ∈ N, é suficiente verificar que
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∞∑
j=1

|ϕ(ej)|q < ∞ para todo ϕ ∈ (`p)
′. Seja então ϕ ∈ (`p)

′. Por meio do isomorfismo

isométrico

b = (bj)
∞
j=1 ∈ `p′

J7−→ J(b) ∈ (`p)
′ , J(b)

(
(aj)

∞
j=1

)
=
∞∑
j=1

ajbj,

existe b = (bj)
∞
j=1 ∈ `p′ tal que ϕ = J(b). De p′ ≤ q segue que `p′ ⊆ `q, logo b ∈ `q. Dáı,

∞∑
j=1

|ϕ(ej)|q =
∞∑
j=1

|J(b)(ej)|q =
∞∑
j=1

|bj|q <∞,

provando que (ej)
∞
j=1 ∈ `wq (`p). A igualdade ‖(ej)∞j=1‖w,q = 1 segue facilmente.

Exemplo 2.4.7 Vejamos que (ej)
∞
j=1 ∈ `wp (c0) para todo p ≥ 1. Para isso usaremos o

isomorfismo isométrico

b = (bj)
∞
j=1 ∈ `1

J7−→ J(b) ∈ (c0)′ , J(b)
(
(aj)

∞
j=1

)
=
∞∑
j=1

ajbj.

Dado ϕ ∈ (c0)′, tome b = (bj)
∞
j=1 ∈ `1 tal que ϕ = J(b). Como `1 ⊆ `p para todo p ≥ 1,

segue que b ∈ `p, e dáı,

∞∑
j=1

|ϕ(ej)|p =
∞∑
j=1

|J(b)(ej)|p =
∞∑
j=1

|bj|p <∞.

Um passo natural é considerar o espaço de sequências vetoriais que são limitadas na
topologia fraca, ou seja,

`w∞(E) = {(xj)∞j=1 : (ϕ(xj))
∞
j=1 ∈ `∞, ∀ϕ ∈ E ′},

com a norma

‖(xj)∞j=1‖w,∞ := sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xj))
∞
j=1‖∞.

O próximo passo seria mostrar que (`w∞(E), ‖ ·‖w,∞) é um espaço de Banach. Todavia,
iremos mostrar que `w∞(E) = `∞(E) com igualdade de normas, tornando desnecessário a
introdução de `w∞(E). Para isso precisaremos de dois resultados preparatórios.

Definição 2.4.8 Um subconjunto A ⊆ E é fracamente limitado se ϕ(A) é limitado em
K para todo funcional ϕ ∈ E ′.

Lema 2.4.9 Um subconjunto A ⊆ E é limitado se, e somente se, A é fracamente limi-
tado.
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Demonstração. Por um lado, seja ϕ ∈ E ′. Se A ⊆ E for limitado, existe uma constate
M ≥ 0 tal que ‖x‖ ≤M para todo x ∈ A. Logo

|ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ · ‖x‖ ≤ ‖ϕ‖ ·M, ∀ϕ ∈ E ′

para todo x ∈ A. Portando A é fracamente limitado.
Por outro lado, suponha que ϕ(A) seja limitado para todo ϕ ∈ E ′. Para cada ϕ ∈ E ′

existe Mϕ > 0 tal que |ϕ(x)| ≤Mϕ para todo x ∈ A. Considerando o mergulho canônico
JE de E no seu bidual E ′′, segue que |JE(x)(ϕ)| = |ϕ(x)| ≤ Mϕ para todo x ∈ A. Assim
(JE(x))x∈A é uma famı́lia pontualmente limitada no espaço de Banach E ′. Pelo Teorema
de Banach-Steinhaus (Teorema 1.0.8), a famı́lia é uniformemente limitada, isto é,

sup
x∈A
‖x‖ = sup

x∈A
‖JE(x)‖ <∞,

o que prova que A é limitado.

O resultado a seguir será usado várias vezes neste trabalho.

Lema 2.4.10 Sejam A e B conjuntos não vazios e f : A×B −→ R uma função. Então

sup
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) = sup
y∈B

sup
x∈A

f(x, y).

Demonstração. Suponhamos primeiramente que sup
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) =∞. Neste caso, para

qualquer M ∈ R existe x0 ∈ A tal que sup
y∈B

f(x0, y) > M , donde existe y0 ∈ B tal que

f(x0, y0) > M . Logo,

sup
y∈B

sup
x∈A

f(x, y) ≥ sup
x∈A

f(x, y0) ≥ f(x0, y0) > M

e segue que sup
y∈B

sup
x∈A

f(x, y) = ∞. Da mesma forma, se sup
y∈B

sup
x∈A

f(x, y) = ∞, então

sup
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) =∞. Resta agora tratar o caso em que

l := sup
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) <∞ e s := sup
y∈B

sup
x∈A

f(x, y) <∞.

Neste caso,

sup
x∈A

sup
y∈B

f(x, y) = l⇒ sup
y∈B

f(x, y) ≤ l,∀x ∈ A⇒ f(x, y) ≤ l,∀x ∈ A,∀y ∈ B ⇒

⇒ sup
x∈A
≤ l,∀y ∈ B ⇒ s = sup

y∈B
sup
x∈A

f(x, y) ≤ l.

Argumento análogo mostra que l ≤ s.

Proposição 2.4.11 `w∞(E) = `∞(E) isometricamente.
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Demonstração. Sejam (xj)
∞
j=1 ∈ `∞(E) e ϕ ∈ E ′. Então

sup
j∈N
|ϕ(xj)| ≤ sup

j∈N
(‖ϕ‖ · ‖xj‖) = ‖ϕ‖ · sup

j∈N
‖xj‖ <∞.

Logo (ϕ(xj))
∞
j=1 ∈ `∞, e portanto (xj)

∞
j=1 ∈ `w∞(E). Reciprocamente, se (xj)

∞
j=1 ∈ `w∞(E),

então para qualquer ϕ ∈ E ′ a sequência (ϕ(xj))
∞
j=1 é limitada, ou seja, para qualquer

ϕ ∈ E ′ o conjunto ϕ({xj : j ∈ N}) é limitado ou, equivalentemente, {xj : j ∈ N} é
fracamente limitado. Pelo Lema 2.4.9 segue que que {xj : j ∈ N} é limitado. Portanto,
(xj)

∞
j=1 ∈ `∞(E). Por fim, aplicando o Lema 2.4.10 e o Teorema 1.0.14,

‖(xj)∞j=1‖w,∞ = sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xj))
∞
j=1‖∞ = sup

ϕ∈BE′
sup
j∈N
|ϕ(xj)| = sup

j∈N
sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xj)|

= sup
j∈N
‖xj‖ = ‖(xj)j=1‖∞.

Proposição 2.4.12 (a) `p(E) ⊆ `wp (E) e a inclusão i : `p(E) −→ `wp (E) é cont́ınua com
norma 1.
(b) `wp (E) ⊆ `∞(E) e a inclusão i : `wp (E) −→ `∞(E) é cont́ınua com norma 1.

Demonstração. (a) Se (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E), então

∞∑
j=1

‖xj‖pE <∞. Dado um funcional linear

ϕ ∈ E ′, da continuidade temos |ϕ(xj)|p ≤ ‖xj‖pE · ‖ϕ‖
p para todo j ∈ N. Logo,

∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p ≤
∞∑
j=1

‖xj‖pE · ‖ϕ‖
p = ‖ϕ‖p ·

∞∑
j=1

‖xj‖pE <∞,

isto é, (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E). É claro que a inclusão é um operador linear. Para todo (xj)

∞
j=1 ∈

`p(E), como

‖i((xj)∞j=1)‖w,p = sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

≤ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

‖ϕ‖p · ‖xj|pE

) 1
p

≤ sup
ϕ∈BE′

‖ϕ‖ ·( ∞∑
j=1

‖xj|pE

) 1
p

 ≤ ( ∞∑
j=1

‖xj|pE

) 1
p

· sup
ϕ∈BE′

‖ϕ‖

= ‖(xj)∞j=1‖p,

conclúımos que i é cont́ınuo e ‖i‖ ≤ 1. Por outro lado, tome x ∈ E com ‖x‖E = 1. Pelo
Teorema de Hahn-Banach (Teorema (1.0.13)) existe um funcional linear cont́ınuo ψ ∈ E ′
tal que ‖ψ‖ = 1 e ψ(x) = ‖x‖E = 1. Considerando a sequência (yj)

∞
j=1 ∈ `p(E) definida

por y1 = x e yj = 0 para todo j > 1, temos

‖i‖ = sup{‖i((xj)∞j=1)‖w,p : (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E) e ‖(xj)∞j=1‖p ≤ 1}
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≥ ‖(yj)∞j=1‖w,p = sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(yj)|p
) 1

p

≥

(
∞∑
j=1

|ψ(yj)|p
) 1

p

≥ (|ψ(y1)|p + |ψ(y2)|p + · · · )
1
p = (|ψ(x)|p)

1
p = |ψ(x)| = 1.

(b) Seja (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E). Então, (ϕ(xj))

∞
j=1 ∈ `p. É imediato ver que (xj)

∞
j=1 é

fracamente limitada e, pelo Lema 2.4.9, (xj)
∞
j=1 é limitada, ou seja, (xj)

∞
j=1 ∈ `∞(E).

Vejamos a continuidade de i: para cada j ∈ N,

‖xj‖ = sup
ϕ∈BE′

|ϕ(xj)| = sup
ϕ∈BE′

(|ϕ(xj)|p)
1
p ≤ sup

ϕ∈BE′

(
∞∑
k=1

|ϕ(xk)|p
) 1

p

= ‖(xk)∞k=1‖w,p.

Tomando o supremo sobre j obtemos ‖i‖ ≤ 1.
Para ver que ‖i‖ = 1, basta tomar x ∈ E tal que ‖x‖ = 1 e (x, 0, 0, · · · ) ∈ `wp (E).

Em vista da proposição anterior, um trajeto natural seria perguntar sobre a validade da
igualdade `wp (E) = `p(E). A resposta é dada pelo resultado enunciado a seguir, conhecido
como Teorema Fraco de Dvortezky-Rogers.

Teorema 2.4.13 `wp (E) = `p(E) se, e somente se, E tem dimensão finita.

Demonstração. Veja [12, Theorem 2.18].

2.5 A norma do espaço `wp (C(K))

O objetivo desta seção é provar uma fórmula que facilita o cálculo da norma do espaço
`wp (C(K)), em que K é um compacto Hausdorff e 1 ≤ p <∞.

Definição 2.5.1 Um conjunto A ⊆ E ′ é normante no espaço normado E se

‖x‖ = sup
ϕ∈A
|ϕ(x)| para todo x ∈ E.

Exemplo 2.5.2 Pelo Teorema 1.0.14, para qualquer espaço normado E a bola unitária
BE′ é normante em E.

Proposição 2.5.3 Se (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E) e A ⊆ E ′ é normante em E, então

‖(xj)∞j=1‖w,p = sup
ψ∈A
‖(ψ(xj))

∞
j=1‖p.

Demonstração. Seja q o conjugado de p (q =∞ caso p = 1). Já sabemos que a aplicação

b = (bj)
∞
j=1 ∈ `p

J7−→ J(b) ∈ (`q)
′ , J(b)

(
(aj)

∞
j=1

)
) =

∞∑
j=1

ajbj,
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é um isomorfismo isométrico. Sejam (xj)
∞
j=1 ∈ lwp (E) e ϕ ∈ E ′. Então (ϕ(xj))

∞
j=1 é uma

sequência em `p e, consequentemente, J((ϕ(xj))
∞
j=1) é um funcional em `′q. Como J é um

isomorfismo isométrico,

‖(ϕ(xj))
∞
j=1‖`p = ‖J((ϕ(xj))

∞
j=1)‖`′q = sup

(aj)∞j=1∈B`q
|J((ϕ(xj))

∞
j=1)((aj)

∞
j=1)|

= sup
(aj)∞j=1∈B`q

∣∣∣ ∞∑
j=1

ajϕ(xj)
∣∣∣ = sup

(aj)∞j=1∈B`q

∣∣∣ϕ( ∞∑
j=1

ajxj

)∣∣∣. (2.8)

E como A é normante de E, tem-se

‖(xj)∞j=1‖w,p = sup
ϕ∈BE′

‖(ϕ(xj))
∞
j=1‖`p

2.8
= sup

ϕ∈BE′
sup

(aj)∞j=1∈B`q

∣∣∣ϕ( ∞∑
j=1

ajxj

)∣∣∣
2.4.10
= sup

(aj)∞j=1∈B`q
sup
ϕ∈BE′

∣∣∣ϕ( ∞∑
j=1

ajxj

)∣∣∣ 1.3
= sup

(aj)∞j=1∈B`q

∥∥∥ ∞∑
j=1

ajxj

∥∥∥
2.5.1
= sup

(aj)∞j=1∈B`q
sup
ψ∈A

∣∣∣ψ( ∞∑
j=1

ajxj

)∣∣∣ 2.4.10
= sup

ψ∈A
sup

(aj)∞j=1∈B`q

∣∣∣ψ( ∞∑
j=1

ajxj

)∣∣∣
2.8
= sup

ψ∈A
‖(ψ(xj))

∞
j=1‖`p

Lema 2.5.4 Seja f uma função não negativa mensurável em um espaço mensurável
(Ω,A). Então existe uma sequência (fj)

∞
j=1 de funções mensuráveis tais que:

(a) Cada fj é simples.
(b) 0 ≤ fj(x) ≤ fj+1(x) para todos x ∈ Ω e j ∈ N.
(c) f(x) = lim

j
fj(x) para todo x ∈ Ω.

Demonstração. Veja [3, Lema 2.11]

Teorema 2.5.5 Sejam (Ω,A) um espaço mensurável, x ∈ Ω, δx a medida de Dirac
concentrada em x e f : Ω −→ R uma função δx-integrável. Então∫

Ω

fdδx = f(x). (2.9)

Demonstração. Caso 1: f é uma função caracteŕıstica. Neste caso existe um conjunto
A ∈ A tal que f ≡ XA. Então∫

Ω

fdδx =

∫
Ω

XAdδx = δx(A) = XA(x) = f(x).

Caso 2: f é uma função simples mensurável. Sejam c1, . . . , cn os valores distintos assu-
midos por f e Aj = f−1(cj) para j = 1, . . . , n. Segue que cada Aj é mensurável e, como
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Aj ∩ Ai = ∅ para quaisquer i, j ∈ {1, . . . , n} com i 6= j, tem-se que x pertence a apenas
um Ak para k ∈ {1, . . . , n}. Logo δx(Aj) = δkj e f(x) = ck. Assim,∫

Ω

fdδx =
n∑
j=1

cjδx(Aj) =
n∑
j=1

cjδkj = ck = f(x). (2.10)

Caso 3: f é uma função não negativa. Seja (fj)
∞
j=1 uma sequência de funções de acordo

com o Lema 2.5.4. Pelo Teorema 1.0.20 e pelo Caso 2,∫
Ω

fdδx = lim
j→∞

∫
Ω

fjdδx
2.10
= lim

j→∞
fj(x) = f(x).

Caso 4: f é uma função δx-integrável qualquer. Neste caso, podemos decompor f como
sendo a diferença da sua parte positiva com a sua parte negativa, isto é, f = f+ − f−,
onde:

f+(x) =

{
f(x), se f(x) ≥ 0

0, se f(x) < 0,

e

f−(x) =

{
0, se f(x) > 0

−f(x), se f(x) ≤ 0.

Logo, como f é δx-integrável e pelo Caso 3,∫
Ω

fdδx =

∫
Ω

f+dδx −
∫

Ω

f−dδx = f+(x)− f−(x) = f(x).

Lema 2.5.6 Sejam K um espaço topológico compacto de Hausdorff, C(K) o espaço das
funções cont́ınuas f : K −→ R, δx a medida de Dirac concentrada em x ∈ K definida
nos borelianos de K e T o isomorfismo isométrico (1.4), estabelecido no Teorema da
Representação de Riesz.
(a) Para quaisquer x ∈ K e f ∈ C(K),∫

K

fdδx = f(x). (2.11)

(b) O subconjunto {Tδx : x ∈ K} de C(K)′ é normante em C(K).

Demonstração. (a) Como f é cont́ınua tem-se que f é δx integrável e o resultado segue
do Teorema 2.5.5.
(b) Para toda f ∈ C(K),

‖f‖C(K) = sup
x∈K
|f(x)| = sup

x∈K

∣∣∣ ∫
K

fdδx

∣∣∣ = sup
x∈K
|Tδx(f)| = sup {|Tδx(f)| : x ∈ K}

= sup {|ϕ(f)| : ϕ ∈ {Tδx ;x ∈ K}} = sup
ϕ∈{Tδx :x∈K}

|ϕ(f)|.

Agora sim podemos provar a fórmula simplificada para a norma do espaço `wp (C(K)).
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Proposição 2.5.7 Sejam K um espaço topológico compacto de Hausdorff, 1 ≤ p <∞ e
(fj)

∞
j=1 ∈ lwp (C(K)). Então

‖(fj)∞j=1‖w,p = sup
x∈K

(
∞∑
j=1

|fj(x)|p
) 1

p

. (2.12)

Demonstração. Pelo Lema 2.5.6 sabemos que (Tδx)x∈K é um subconjunto normante de
C(K)′. Aplicando a Proposição 2.5.3, temos

‖(fj)∞j=1‖w,p = sup
ϕ∈{Tδx ;x∈K}

(
∞∑
j=1

|ϕ(fj)|p
) 1

p

= sup
x∈K

(
∞∑
j=1

|Tδx(fj)|p
) 1

p

= sup
x∈K

(
∞∑
j=1

∣∣∣ ∫
K

fjdδx

∣∣∣p) 1
p

= sup
x∈K

(
∞∑
j=1

|fj(x)|p
) 1

p

.

2.6 Sequências incondicionalmente p-somáveis

Dada uma sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E), temos

∞∑
j=1

‖xj‖p <∞ e, portanto,

lim
n→∞

‖(xj)∞j=n‖p = lim
n→∞

(
∞∑
j=n

‖xj‖p
) 1

p

= 0. (2.13)

Será que o mesmo vale para sequências fracamente p-somáveis? Ou seja, dada uma
sequência (xj)

∞
j=1 ∈ `wp (E), é verdade que lim

n→∞
‖(xj)∞j=n‖w,p = 0? Veremos mais adiante

que isso nem sempre é verdade, o que sugere a consideração das sequências que satisfazem
essa propriedade. Mais uma vez, nesta seção, E é um espaço normado e 1 ≤ p <∞.

Definição 2.6.1 Definimos o espaço das sequências em E que são incondicionalmente
p-somáveis da seguinte forma:

`up(E) :=
{

(xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E) : lim

n→∞
‖(xj)∞j=n‖w,p = 0

}
.

A pergunta acima se transforma então em: é verdade que `up(E) = `wp (E)?
Para justificar o termo incondicionalmente p-somável, relembremos a seguinte definição

clássica:

Definição 2.6.2 Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é dita incondicionalmente somável se, para

toda bijeção η : N −→ N, a série
∞∑
j=1

xη(j) é convergente em E.
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Teorema 2.6.3 Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é incondicionalmente somável se, e so-

mente se, pertence a `u1(E).

Demonstração. Veja [10, Proposition 8.3].

Uma vez justificado o nome, passemos ao estudo do espaço `up(E).

Proposição 2.6.4 `up(E) é um subespaço fechado de `wp (E) e portanto é um espaço de
Banach, com a norma ‖ · ‖w,p, quando E for Banach.

Demonstração. Sejam (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `up(E) e λ ∈ K. Então lim

n→∞
‖(xj)∞j=n‖w,p =

lim
n→∞

‖(yj)∞j=n‖w,p = 0 e, pela desigualdade triangular, segue que

0 ≤ lim
n→∞

‖(xj + λyj)
∞
j=n‖w,p

≤ lim
n→∞

‖(xj)∞j=n + λ(yj)
∞
j=n‖w,p

≤ lim
n→∞

‖(xj)∞j=n‖w,p + |λ| lim
n→∞

‖(yj)∞j=n‖w,p = 0,

ou seja, lim
n→∞

‖(xj + λyj)
∞
j=n‖w,p = 0. Logo (xj)

∞
j=1 + λ(yj)

∞
j=1 ∈ `up(E).

Vejamos que `up(E) é fechado em `wp (E). Sejam (xk)∞k=1 uma sequência em `up(E) e

x ∈ `wp (E) tais que xk
k−→ x em `wp (E). Denotemos x = (xj)

∞
j=1 e, para cada k ∈ N,

xk = (xkj )
∞
j=1 ∈ `wp (E). Logo,

lim
n→∞

‖(xkj )∞j=n‖w,p = 0 para todo k ∈ N,

ou seja, dado ε > 0, existe n0(k) ∈ N tal que

‖(xkj )∞j=n‖w,p <
ε

2
, para todo n ≥ n0(k). (2.14)

Além disso, como xk
k−→ x em `wp (E), existe k0 ∈ N tal que

ε

2
> ‖xk − x‖w,p = ‖(xkj )∞j=1 − (xj)

∞
j=1‖w,p

= ‖(xkj − xj)∞j=1‖w,p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xkj − xj)|p
) 1

p

≥ sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=n

|ϕ(xkj − xj)|p
) 1

p

≥ ‖(xkj )∞j=n − (xj)
∞
j=n‖w,p (2.15)

para todos k ≥ k0 e n ∈ N.
Logo, para n ≥ n0(k0), de (2.14) e (2.15) temos

‖(xj)∞j=n‖w,p = ‖(xj)∞j=n − (xk0j )∞j=n + (xk0j )∞j=n‖w,p
≤ ‖(xj)∞j=n − (xk0j )∞j=n‖w,p + ‖(xk0j )∞j=n‖w,p <

ε

2
+
ε

2
= ε.

Isso prova que x ∈ `up(E) e, portanto, `up(E) é fechado em `wp (E).
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Proposição 2.6.5 `p(E) ⊆ `up(E) e a inclusão `p(E) ↪→ `up(E) é cont́ınua com norma 1.

Demonstração. Seja (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E). Pela Proposição 2.4.12 sabemos que (xj)

∞
j=1 ∈

`wp (E). Então é suficiente mostrar que lim
n
‖(xj)∞j=n‖w,p = 0. Seja n ∈ N. Novamente pela

Proposição 2.4.12, sabe-se que ‖(xj)∞j=n‖w,p ≤ ‖(xj)∞j=n‖p. Logo, por (2.13)

lim
n
‖(xj)∞j=n‖w,p ≤ lim

n
‖(xj)∞j=n‖p = 0,

ou seja, lim
n
‖(xj)∞j=n‖w,p = 0.

Quanto à inclusão `p(E) ↪→ `up(E) não há nada o que fazer, dado o que já foi feito na
Proposição 2.4.12.

Proposição 2.6.6 `up(E) ⊆ c0(E) e a inclusão `up(E) ↪→ c0(E) é cont́ınua com norma 1.

Demonstração. Seja (xj)
∞
j=1 ∈ `up(E). Para cada j ∈ N escolha ϕj ∈ BE′ tal que

‖xj‖ = ϕj(xj), o que sabemos ser posśıvel pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema
(1.0.13)). Dessa forma,

0 ≤ lim
n
‖xn‖ = lim

n
ϕn(xn) = lim

n
|ϕn(xn)| ≤ lim

n

(
∞∑
j=n

|ϕn(xj)|p
) 1

p

≤ lim
n

sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=n

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= lim
n
‖(xj)∞j=n‖w,p = 0,

provando que (xj)
∞
j=1 ∈ c0(E). As afirmações quanto à inclusão seguem da Proposição

2.4.12(2), pois a norma em c0(E) é a mesma de `∞(E).
Responderemos agora a pergunta do ińıcio da seção. Veremos que nem sempre é

verdade que `up(E) = `wp (E).

Exemplo 2.6.7 Considere a sequência (ej)
∞
j=1 dos vetores canônicos em c0. No Exemplo

2.4.7 vimos que (ej)
∞
j=1 ∈ `wp (c0) para qualquer 1 ≤ p <∞. Vejamos que (ej)

∞
j=1 /∈ `up(c0).

Para todo ψ ∈ Bc′0
e para todo n ∈ N, temos

‖(ej)∞j=n‖w,p = sup
ϕ∈Bc′0

(
∞∑
j=n

|ϕ(ej)|p
) 1

p

≥

(
∞∑
j=n

|ψ(ej)|p
) 1

p

≥ |ψ(en)|.

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema (1.0.13)), para cada en ∈ c0 existe ψn ∈ (c0)′

tal que ‖ψn‖ = 1 e ψn(en) = ‖en‖∞ = 1. Logo,

‖(ej)∞j=n‖w,p ≥ |ψn(en)| = 1 para todo n ∈ N,

e, portanto, lim
n−→∞

‖(ej)∞j=n‖w,p 6= 0.
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2.7 Sequências Cohen fortemente p-somáveis

Em 1973 Cohen em [9] introduziu o espaço das sequências fortemente p-somáveis em um
espaço de Banach E, denotado por `p〈E〉. Segundo Cohen, uma sequência (xj)

∞
j=1 em

E é chamada fortemente p-somável se para toda sequência (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′), em que

1
p

+ 1
q

= 1, a série
∞∑
j=1

ϕj(xj) é convergente. Mais ainda, neste espaço Cohen definiu a

seguinte norma:

σp((xj)
∞
j=1) = sup

{∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ : (ϕj)

∞
j=1 ∈ `wq (E ′) e ‖(ϕj)∞j=1‖w,q ≤ 1

}
.

A principal referência para esta seção será a tese de Campos [7]. Porém, na tese de
Campos defini-se a norma em `p〈E〉 por

‖(xj)∞j=1‖C,p = sup

{
∞∑
j=1

|ϕj(xj)| : (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′) e ‖(ϕj)∞j=1‖w,q ≤ 1

}
. (2.16)

Mais ainda, as sequências desse espaço são chamadas de sequências Cohen fortemente p-
somáveis. Iremos provar que as expressões coincidem, assim como algumas propriedades
consideradas importantes para o espaço `p〈E〉. A partir de agora, E é um espaço normado,
1 ≤ p <∞ e q é o conjugado de p, isto é, 1

p
+ 1

q
= 1.

Definição 2.7.1 Uma sequência (xj)
∞
j=1 em E é Cohen fortemente p-somável se para

qualquer sequência (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′), a série

∞∑
j=1

ϕj(xj) é convergente.

Notação: Denotamos `p〈E〉 ao conjunto das sequências Cohen fortemente p-somáveis.

Proposição 2.7.2 `p〈E〉 é um espaço vetorial com as operações usuais de sequências.

Demonstração. É claro que a sequência identicamente nula pertence a `p〈E〉. Se
(xj)

∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `p〈E〉 e λ ∈ K, então

∞∑
j=1

ϕj(λxj + yj) =
∞∑
j=1

(λϕj(xj) + ϕj(yj))

= λ
∞∑
j=1

ϕj(xj) +
∞∑
j=1

ϕj(yj) <∞

para toda sequência (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′). Isso prova que λ(xj)

∞
j=1 + (yj)

∞
j=1 ∈ `p〈E〉.

Proposição 2.7.3 Seja (xj)
∞
j=1 uma sequência no espaço de Banach E. A série

∞∑
j=1

ϕj(xj)

converge para toda (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′) se, e somente se, a série

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| converge para

toda (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′).
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Demonstração. Veja [7, Proposição 1.1.2]

Lema 2.7.4 Seja (xj)
∞
j=1 ∈ `p〈E〉. Então sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ <∞.

Demonstração. Para cada n ∈ N considere o operador

Tn : `wq (E ′) −→ K , Tn((ϕj)
∞
j=1) =

n∑
j=1

ϕj(xj).

Cada Tn é linear, pois dados λ ∈ K e (ϕj)
∞
j=1, (ψj)

∞
j=1 ∈ `wq (E ′), tem-se

Tn(λ(ϕj)
∞
j=1 + (ψj)

∞
j=1) = Tn((λϕj + ψj)

∞
j=1) =

n∑
j=1

(λϕj + ψj)(xj)

=
n∑
j=1

(λϕj(xj) + ψj(xj)) = λ

n∑
j=1

ϕj(xj) +
n∑
j=1

ψj(xj)

= λTn((ϕj)
∞
j=1) + Tn((ψj)

∞
j=1).

Vejamos que cada Tn é cont́ınuo. Seja (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′). Veremos a seguir que `p〈E〉 ⊆

`∞(E), logo podemos tomar K > 0 tal que ‖xi‖ ≤ K para todo i. Temos

|Tn((ϕj)
∞
j=1)| =

∣∣∣ n∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ ≤ ( n∑

j=1

|ϕj(xj)|q
) 1

q

·

(
n∑
j=1

1p

) 1
p

≤

(
n∑
j=1

|JE(xj)(ϕj)|q
) 1

q

n
1
p ≤ n

1
p

(
n∑
j=1

∣∣∣JE (‖xj‖ xj
‖xj‖

)
(ϕj)

∣∣∣q) 1
q

≤ n
1
p

(
n∑
j=1

‖xj‖q ·
∣∣∣JE ( xj

‖xj‖

)
(ϕj)

∣∣∣q) 1
q

≤ n
1
p

(
n∑
j=1

Kq
∣∣∣JE ( xj

‖xj‖

)
(ϕj)

∣∣∣q) 1
q

= Kn
1
p

(
n∑
j=1

∣∣∣JE ( xj
‖xj‖

)
(ϕj)

∣∣∣q) 1
q

≤ Kn
1
p sup
f∈BE′′

(
n∑
j=1

|f(ϕj)|q
) 1

q

≤ Kn
1
p sup
f∈BE′′

(
∞∑
j=1

|f(ϕj)|q
) 1

q

≤ Kn
1
p‖(ϕj)∞j=1‖w,q.

Isso prova que cada Tn é cont́ınuo. Como (xj)
∞
j=1 ∈ `p〈E〉, por definição a série

∞∑
j=1

ϕj(xj)

converge para toda (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′), logo o operador linear

T : `wq (E ′) −→ K , T ((ϕj)
∞
j=1) = lim

n→∞
Tn((ϕj)

∞
j=1) =

∞∑
j=1

ϕj(xj),
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está bem definido. Na Proposição 2.4.5 provamos que `wq (E ′) é um espaço de Banach,
portanto do Corolário 1.0.9 segue que T é cont́ınuo. Donde,

+∞ > ‖T‖ = sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

|T ((ϕj)
∞
j=1)| = sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ = ‖(xj)∞j=1‖C,p.

Proposição 2.7.5 Seja (xj)
∞
j=1 uma sequência no espaço de Banach E. A série

∞∑
j=1

|ϕj(xj)|

converge para toda (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′) se, e somente se, a série

∞∑
j=1

ϕj(xj) converge para toda

(ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′). Mais ainda, vale a igualdade

sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ = sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∞∑
j=1

|ϕj(xj)|.

Demonstração. Usando a desigualdade triangular,∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ ≤ ∞∑

j=1

|ϕj(xj)|,

para toda (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′). Logo, se a série

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| converge para toda (ϕj)
∞
j=1 ∈

`wq (E ′), então a série
∞∑
j=1

ϕj(xj) converge para toda (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′) e

sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ ≤ sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∞∑
j=1

|ϕj(xj)|.

Reciprocamente, para cada j ∈ N considere

ψj =

{
ϕj, se ϕj(xj) ≥ 0
−ϕj, se ϕj(xj) < 0

, (2.17)

para o caso em K = R e ψj = ϕje
−iθj , onde θj é o argumento principal de ϕj(xj), no caso

em que K = C. Para cada j ∈ N, da igualdade

‖ψj‖ = sup
x∈BE

|ψj(x)| =


sup
x∈BE

|ϕj(x)|, se ϕj(xj) ≥ 0

sup
x∈BE

| − ϕj(x)|, se ϕj(xj) < 0

= sup
x∈BE

|ϕj(x)| = ‖ϕj‖,

no caso K = R ou

‖ψj‖ = sup
x∈BE

|ψj(x)| = sup
x∈BE

|ϕj(x)e−iθj | = sup
x∈BE

|ϕj(x)| = ‖ϕj‖,
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no caso K = C, resulta que ψj ∈ E ′ e, mais ainda, ‖(ψj)∞j=1‖w,q = ‖(ϕj)∞j=1‖w,q. Por

hipótese, a série
∞∑
j=1

ψj(xj) converge para toda (ψj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′), logo

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| =
∞∑
j=1

ψj(xj)

converge para toda (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′). Por fim

sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| = sup
(ψj)∞j=1∈B`wq (E′)

∞∑
j=1

ψj(xj) ≤ sup
(ψj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ψj(xj)
∣∣∣.

Teorema 2.7.6 A expressão

‖(xj)∞j=1‖C,p := sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ = sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∞∑
j=1

|ϕj(xj)|.

define uma norma em `p〈E〉.

Demonstração. O Lema 2.7.4 mostra que ‖ · ‖C,p está bem definida e a Proposição 2.7.5
garante a igualdade dos supremos. Verifiquemos os axiomas de norma.

É imediato que ‖(xj)∞j=1‖C,p ≥ 0 para qualquer ‖(xj)∞j=1‖C,p ∈ `p〈E〉, e que xj = 0
para todo j ∈ N implica que ‖(xj)∞j=1‖C,p = 0. Por outro lado, se ‖(xj)∞j=1‖C,p = 0, então

sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| = 0.

Isso implica que ϕj(xj) = 0 para todo j ∈ N e para todo (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′). Em particular,

fixado j ∈ N, tem-se ϕ(xj) = 0 para toda ϕ ∈ E ′. Donde xj = 0 para todo j ∈ N. Dados
λ ∈ K e (xj)

∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ `p〈E〉, temos

‖λ(xj)
∞
j=1‖C,p = sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(λxj)
∣∣∣ = sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

λϕj(xj)
∣∣∣

= sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣λ · ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ = sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

|λ| ·
∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣

= |λ| · sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ = |λ| · ‖(xj)∞j=1‖C,p,

e

‖(xj)∞j=1 + (yj)
∞
j=1‖C,p = sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj + yj)
∣∣∣
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= sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

(ϕj(xj) + ϕj(yj))
∣∣∣

= sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj) +
∞∑
j=1

ϕj(yj)
∣∣∣

≤ sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣+ sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(yj)
∣∣∣

≤ ‖(xj)∞j=1‖C,p + ‖(yj)∞j=1‖C,p.

Para provar a completude de `p〈E〉 precisamos do seguinte resultado clássico da Teoria
dos Espaços de Banach:

Proposição 2.7.7 Um espaço normado E é um espaço de Banach se, e somente se, toda
sequência absolutamente somável em E é somável.

Demonstração. Ver [6, Proposição 10.1.4].

Teorema 2.7.8 Um espaço de normado E é de Banach se, e somente se, (`p〈E〉, ‖ ·‖C,p)
é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (xk)∞k=1 uma sequência absolutamente somável em `p〈E〉. Para
cada k ∈ N, denotemos xk = (xkj )

∞
j=1. Tem-se

∞ >
∞∑
k=1

‖xk‖C,p =
∞∑
k=1

‖(xkj )∞j=1‖C,p =
∞∑
k=1

(
sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∞∑
j=1

|ϕj(xkj )|

)
.

Note que, para todo ψ ∈ BE′ , a sequência (ψ, 0, 0, · · · ) ∈ B`wq (E′). Assim, para cada par
(j, k) ∈ N× N,

‖xkj‖ = sup
ψ∈BE′

|ψ(xkj )| ≤ sup
(ϕn)∞n=1∈B`wq (E′)

∞∑
n=1

|ϕn(xkn)|.

Logo,
∞∑
k=1

‖xkj‖ ≤
∞∑
k=1

(
sup

(ϕn)∞n=1∈B`wq (E′)

(
∞∑
n=1

|ϕn(xkn)|

))
<∞,

ou seja, a sequência (xkj )
∞
k=1 é absolutamente somável em E e, como E é um espaço

de Banach, pela Proposição 2.7.7, segue que (xkj )
∞
k=1 é somável em E. Sendo assim, a

sequência y = (yj)
∞
j=1 dada por

yj =
∞∑
k=1

xkj ∈ E, para todo j ∈ N,
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está bem definida. Mais ainda, para toda (ϕj)
∞
j=1 ∈ `wq (E ′), de

∞∑
j=1

|ϕj(yj)| =
∞∑
j=1

∣∣∣ϕj ( ∞∑
k=1

xkj

)∣∣∣ =
∞∑
j=1

∣∣∣ ∞∑
k=1

ϕj(x
k
j )
∣∣∣

≤
∞∑
j=1

∞∑
k=1

|ϕj(xkj )| =
∞∑
k=1

∞∑
j=1

|ϕj(xkj )| ≤
∞∑
k=1

‖xk‖C,p <∞,

segue que y ∈ `p〈E〉. Vejamos que y =
∞∑
k=1

xk em `p〈E〉. Para cada n ∈ N, de

∥∥∥y − n∑
k=1

xk
∥∥∥
C,p

=
∥∥∥( ∞∑

k=1

xkj

)∞
j=1

−
n∑
k=1

(
xkj
)∞
j=1

∥∥∥
C,p

=
∥∥∥( ∞∑

k=1

xkj −
n∑
k=1

xkj

)∞
j=1

∥∥∥
C,p

=
∥∥∥( ∞∑

k=n+1

xkj

)∞
j=1

∥∥∥
C,p

= sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

(
∞∑
j=1

∣∣∣ϕj ( ∞∑
k=n+1

xkj

)∣∣∣)

= sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

(
∞∑
j=1

∣∣∣ ∞∑
k=n+1

ϕj(x
k
j )
∣∣∣)

≤ sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

(
∞∑

k=n+1

∞∑
j=1

|ϕj(xkj )|

)

≤
∞∑

k=n+1

(
sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

(
∞∑
j=1

|ϕj(xkj )|

))
≤

∞∑
k=n+1

‖xk‖C,p
n−→ 0,

segue que

y = lim
n→∞

n∑
k=1

xk =
∞∑
k=1

xk,

pois
∞∑

k=n+1

‖xk‖C,p é a cauda da série convergente
∞∑
k=1

‖xk‖C,p, de onde podemos concluir

que lim
n→+∞

∞∑
k=n+1

‖xk‖C,p = 0. Portanto, (xk)∞k=1 é uma sequência somável em `p〈E〉 e o

resultado segue da Proposição 2.7.7.

A rećıproca é clara uma vez que `p〈E〉 contém uma cópia isométrica de E.

Uma adaptação imediata do fato de que o dual de `p coincide isometricamente com `q
garante que o operador

T : `q(E
′) −→ `p(E)′ , T ((ϕj)

∞
j=1)((xj)

∞
j=1) =

∞∑
j=1

ϕj(xj), (2.18)

é um isomorfismo isométrico. Vamos usar tal fato para provar a seguinte proposição:
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Proposição 2.7.9 (a) c00(E) ⊆ `p〈E〉 ⊆ `p(E) e a inclusão i : `p〈E〉 −→ `p(E) é um
operador linear, cont́ınuo e com norma igual a 1.
(b) `1〈E〉 = `1(E).

Demonstração. (a) A primeira continência é óbvia. Dada (xj)
∞
j=1 ∈ `p〈E〉, de

‖i((xj)∞j=1)‖p = ‖(xj)∞j=1‖p = sup
ψ∈B`p(E)′

|ψ((xj)
∞
j=1)|

= sup
(ϕj)∞j=1∈B`q(E′)

|T ((ϕj)
∞
j=1)((xj)

∞
j=1)| = sup

(ϕj)∞j=1∈B`q(E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣

≤ sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∣∣∣ ∞∑
j=1

ϕj(xj)
∣∣∣ ≤ ‖(xj)∞j=1‖C,p,

segue a segunda continência e que a inclusão i é um operador linear cont́ınuo com ‖i‖ ≤ 1.
Por outro lado, seja x ∈ E com ‖x‖ = 1. Considere a sequência (x, 0, 0, · · · ) ∈ `p〈E〉.
Vejamos que (x, 0, 0, · · · ) ∈ B`p〈E〉. De fato,

‖(x, 0, 0, · · · )‖C,p = sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

|ϕ1(x)| = sup
ϕ1∈BE′

|ϕ1(x)| = ‖x‖ = 1.

Dáı,
‖i‖ = sup

(xj)∞j=1∈B`p〈E〉
‖i((xj)∞j=1)‖p ≥ ‖(x, 0, 0, · · · )‖p = 1.

(b) Seja (xj)
∞
j=1 ∈ `1(E). Como p = 1, então q =∞. Dada (ϕj)

∞
j=1 ∈ `w∞(E ′) = `∞(E ′)

(Proposição 2.4.11), existe uma constante M ≥ 0 tal que ‖ϕj‖ ≤ M , para todo j ∈ N, e
sendo assim

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| ≤
∞∑
j=1

‖ϕj‖ · ‖xj‖ ≤M ·
∞∑
j=1

‖xj‖ <∞.

2.8 O espaço das sequências fracamente nulas

Toda sequência em um espaço normado que converge em norma para zero converge fraca-
mente para zero. Mas a rećıproca não é válida, por exemplo, em `2 temos en

w−→ 0, mas
en 6−→ 0. Isso nos leva a considerar o conjunto formado pelas sequências que convergem
fracamente para zero, chamadas de sequências fracamente nulas.

Definição 2.8.1 O espaço das sequências fracamente nulas no espaço normado E é de-
finido por:

cw0 (E) := {(xj)∞j=1 : xj ∈ E para todo j ∈ N e ϕ(xj) −→ 0 para todo ϕ ∈ E ′}
= {(xj)∞j=1 : xj ∈ E para todo j ∈ N e xj

w−→ 0}.
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Proposição 2.8.2 Seja E um espaço normado. Então
(a) cw0 (E) é um subespaço fechado de `∞(E), logo (cw0 (E), ‖ · ‖∞) é Banach.
(b) c0(E) ⊆ cw0 (E).
(c) `wp (E) ⊆ cw0 (E) e a inclusão i : `wp (E) −→ cw0 (E) é cont́ınua com norma 1.

Demonstração. (a) É claro que a sequência identicamente nula pertence a cw0 (E). Seja
(xj)

∞
j=1 ∈ cw0 (E). Então a sequência (ϕ(xj))

∞
j=1 converge para 0 qualquer que seja ϕ ∈ E ′.

Segue que o conjunto {xj : j ∈ N} é fracamente limitado e então {xj : j ∈ N} é limitado
pelo Lema 2.4.9. Isso prova que cw0 (E) ⊆ `∞(E). Da continuidade dos funcionais lineares
segue que cw0 (E) é um subespaço de `∞(E), pois

ϕ(λxj + yj) = λϕ(xj) + ϕ(yj) −→ 0,

quaisquer que sejam (xj)
∞
j=1, (yj)

∞
j=1 ∈ cw0 (E), λ ∈ K e ϕ ∈ E ′. Vejamos que cw0 (E)

é fechado em `∞(E). Sejam (xk)∞k=1 uma sequência em cw0 (E) e y ∈ `∞(E) tais que
xk = (xkj )

∞
j=1 −→ y = (yj)

∞
j=1 em `∞(E). Dados ϕ ∈ E ′ e ε > 0, devemos provar que

existe j0 ∈ N tal que |ϕ(yj)| < ε para todo j ≥ j0. Se ϕ ≡ 0, então ϕ(yj) = 0 para todo
j ∈ N. Se ϕ não for identicamente nulo, então, como xk −→ y em `∞(E), existe k0 ∈ N
tal que

ε

2‖ϕ‖
> ‖xk − y‖∞ = ‖(xki )∞i=1 − (yi)

∞
i=1‖∞ = ‖(xki − yi)∞i=1‖∞ ≥ ‖xkj − yj‖,

para todos k ≥ k0 e j ∈ N. Em particular,

‖xk0j − yj‖ <
ε

2‖ϕ‖
, para todo j ∈ N.

Por outro lado, como ϕ(xk0j )
j→∞−→ 0, existe j0 ∈ N tal que

|ϕ(xk0j )| < ε

2
, para todo j ≥ j0.

Segue que

|ϕ(yj)| = |ϕ(yj − xk0j + xk0j )| = |ϕ(yj − xk0j ) + ϕ(xk0j )|
≤ |ϕ(yj − xk0j )|+ |ϕ(xk0j )| ≤ ‖ϕ‖ · ‖xk0j − yj‖+ |ϕ(xk0j )|

< ‖ϕ‖ · ε

2‖ϕ‖
+
ε

2
< ε,

para todo j ≥ j0.
(b) Segue imediatamente da desigualdade

|ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖ · ‖x‖, para todos x ∈ E e ϕ ∈ E ′.

(c) Sejam (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E) e ϕ ∈ E ′. Da convergência

∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p <∞,

segue que |ϕ(xj)|p −→ 0 e, consequentemente, |ϕ(xj)| −→ 0. Portanto, (xj)
∞
j=1 ∈ cw0 (E).

As informações sobre a inclusão seguem da Proposição 2.4.12(b).
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CAPÍTULO 3

CLASSES DE SEQUÊNCIAS VETORIAIS

No caṕıtulo anterior aprendemos várias maneiras de, dado um espaço de Banach E,
construir um espaço de Banach formado por sequências de elementos de E, tais como
c0(E), cw0 (E), `p(E), `wp (E), `up(E) e `p〈E〉. O objetivo desta seção é montar um aparato
abstrato que permita considerar, de forma unificada, todos esses espaços de sequências
vetoriais, alguns outros não estudados aqui e também aqueles que eventualmente apareçam
no futuro. A ideia é isolar as propriedades que tornam esses espaços importantes e estudar,
abstratamente e de forma unificada, todos os espaços que satisfaçam tais propriedades.

Agindo dessa forma, estaremos construindo a ponte que ligará os espaços de sequências
estudados no caṕıtulo anterior com os ideais de operadores que serão estudados no caṕıtulo
seguinte. A referência básica desta seção é o artigo [4].

3.1 Definição e exemplos

Uma classe de sequências é uma correspondência que a cada espaço de Banach E faz
associar um espaço de Banach formado por sequências em E satisfazendo determinadas
propriedades. É esperado que, quanto mais propriedades exigirmos, menos exemplos
teremos. Por isso definiremos, neste primeiro momento, classes de sequências de um
forma bem ampla, de maneira a acomodar um grande número de exemplos.

Dados espaços de Banach E e F , o śımbolo E
1
↪→ F significa que E é subespaço

vetorial de F e ‖x‖F ≤ ‖x‖E para todo x ∈ E.

Definição 3.1.1 Uma classe de sequências vetoriais, ou simplesmente uma classe de
sequências, é uma regra E 7−→ X(E), que associa a cada espaço de Banach E um espaço
de Banach X(E) formado por sequências em E, isto é, X(E) é um subespaço vetorial de
EN com as operações usuais, tal que:

(a) c00(E) ⊆ X(E), isto é, X(E) contém as sequências finitas,

(b) X(E)
1
↪→ `∞(E). Em particular as sequências de X(E) são limitadas,
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(c) ‖ej‖X(K) = 1, para todo j ∈ N.

Notação: Denotaremos a classe de sequência E 7−→ X(E) por X(·) ou, não havendo
perigo de ambiguidade, denotaremos simplesmente por X.

Exemplo 3.1.2 De acordo com o que vimos no caṕıtulo anterior, as seguintes corres-
pondências são classes de sequências (1 ≤ p < +∞): `∞(·), c0(·), cw0 (·), `p(·), `wp (·), `up(·)
e `p〈·〉.

Exemplo 3.1.3 A correspondência

E 7−→ X(E) =

{
c0(E), se E é reflexivo
`∞(E), caso contrário ,

é uma classe de sequências.

Exemplo 3.1.4 A correspondência

E 7−→ X(E) =

{
c0(E), se a dimensão de E é infinita
`∞(E), caso contrário ,

é uma classe de sequências.

O seguinte resultado é uma consequência simples da definição de classes de sequências.
Optamos por enunciá-lo e demonstrá-lo pois ele será muito importante no que faremos
adiante.

Proposição 3.1.5 Seja X uma classe de sequências. Então, para qualquer espaço de
Banach E, convergência em X(E) implica em convergência coordenada a coordenada em
E, isto é, se (xk)∞k=1 é uma sequência em X(E), com xk = (ξkj )∞j=1, para cada k ∈ N, tal

que xk −→ x = (ηj)
∞
j=1 em X(E), então ξkj

k→∞−→ ηj em E para todo j ∈ N

Demonstração. Dado ε > 0, existe k0 ∈ N tal que ‖xk − x‖X(E) < ε, para todo k ≥ k0.
Para todo j ∈ N, usando a condição ‖ ·‖∞ ≤ ‖·‖X(E) da definição de classe de sequências,
segue que

‖ξkj − ηj‖ ≤ sup
m
‖ξkm − ηm‖ = ‖(ξkm − ηm)∞m=1‖∞

≤ ‖(ξkm − ηm)∞m=1‖X(E) = ‖(ξkm)∞m=1 − (ηm)∞m=1‖X(E)

= ‖xk − x‖X(E) < ε,

para todo k ≥ k0. Portanto, para todo j ∈ N, tem-se ξkj
k→∞−→ ηj em E.
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3.2 Estabilidade linear

As classes de sequências exibidas no Exemplo 3.1.2 têm uma caracteŕıstica que os distingue
das classes apresentadas nos dois exemplos seguintes, a saber, para todo E, X(E) tem
a mesma lei de formação. Além de ser esteticamente mais agradável, essas classes com
leis uniformes de formação são exatamente aquelas que serão usadas no estudo de ideais
de operadores. Neste seção estudaremos uma propriedade de classes de sequências que
separa as classes que são, de certa forma, artificiais.

Definição 3.2.1 Dizemos que uma classe de sequências X(·) é linearmente estável se
para quaisquer espaços de Banach E, F e para qualquer u ∈ L(E,F ) é verdade que

(u(xj))
∞
j=1 ∈ X(F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ X(E)

e que o operador linear induzido

û : X(E) −→ X(F ) , û((xj)
∞
j=1) = (u(xj))

∞
j=1,

é cont́ınuo e ‖û‖ = ‖u‖.

Vejamos primeiramente que os exemplos não-uniformes da seção anterior não são li-
nearmente estáveis.

Exemplo 3.2.2 A classe de sequências do Exemplo 3.1.3 não é linearmente estável. Para
ver isso, considere o operador inclusão i : `1 −→ l2. Tomando os vetores canônicos (ej)

∞
j=1,

temos (ej)
∞
j=1 ∈ `∞(`1) = X(`1), pois ‖ej‖1 = 1 para todo j, mas (i(ej))

∞
j=1 = (ej)

∞
j=1 /∈

c0(`2) = X(`2), pois ‖ej‖2 = 1 para todo j.

Exemplo 3.2.3 A classe de sequências do Exemplo 3.1.4 não é linearmente estável. Para
ver isso, considere o operador linear cont́ınuo

u : K −→ `∞ , u(λ) = (λ, λ, λ, . . .).

Temos (1, 1, 1, . . . , ) ∈ `∞ = `∞(K) = X(K) mas

(u(1), u(1), u(1), . . .) = ((1, 1, 1, . . .), (1, 1, 1, . . .), . . .) /∈ c0(`∞) = X(`∞).

Exemplo 3.2.4 É muito fácil verificar que as classes de sequências c0(·), `p(·), para
p ∈ [1,∞), e `∞(·) são linearmente estáveis. Por exemplo, dados u ∈ L(E;F ), 1 ≤ p <∞
e (xj)

∞
j=1 ∈ `p(E), de

∞∑
j=1

‖u(xj)‖p ≤ ‖u‖p ·
∞∑
j=1

‖xj‖p,

conclui-se que (u(xj))
∞
j=1 ∈ `p(F ).

O próximo lema será usado para simplificar as demonstrações de que determinadas
classes de sequências são linearmente estáveis. Definimos ‖u‖ = sup{‖u(x)‖ : x ∈ BE}
para todo operador linear u, não necessariamente cont́ınuo. É claro que ‖u‖ < +∞ se, e
somente se, u é cont́ınuo.
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Lema 3.2.5 Seja X(·) uma classe de sequências satisfazendo as seguintes condições:
(a) Se u ∈ L(E,F ), então (u(xj))

∞
j=1 ∈ X(F ) para toda (xj)

∞
j=1 ∈ X(E).

(b) ‖(0, . . . , 0, x, 0 . . .)‖X(E) = ‖x‖ para todo espaço de Banach E e todo x ∈ E.
Então o operador induzido û : X(E) −→ X(F ) é linear e ‖û‖ ≥ ‖u‖.

Demonstração. A boa definição de û decorre da condição (a) e sua linearidade decorre
da linearidade de u e das definições das operações usuais de sequências. Para todo x ∈ E
tem-se (0, . . . , 0, u(x), 0, 0, . . .) ∈ c00(F ) ⊆ X(F ) e usando a condição (b), temos

‖û‖ = sup{‖û((xj)
∞
j=1)‖X(F ) : (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) e ‖(xj)∞j=1‖X(E) ≤ 1}

= sup{‖(u(xj))
∞
j=1‖X(F ) : (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) e ‖(xj)∞j=1‖X(E) ≤ 1}

≥ sup{‖(0, · · · , 0, u(x), 0, 0, · · · )‖X(F ) : x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1}
= sup{‖u(x)‖ : x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1} = ‖u‖.

Proposição 3.2.6 A classe de sequência `wp (·), 1 ≤ p <∞, é linearmente estável.

Demonstração. Sejam E e F espaços de Banach, u ∈ L(E,F ) e (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E). Então

∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p < ∞ para todo ϕ ∈ E ′. Dado ψ um funcional linear e cont́ınuo em F ′, pela

Proposição 1.0.5 sabemos que ψ ◦ u : E −→ K é um funcional linear cont́ınuo, isto é,
ψ ◦ u ∈ E ′. Logo

∞∑
j=1

|ψ(u(xj))|p =
∞∑
j=1

|(ψ ◦ u)(xj))|p <∞.

Portanto (u(xj))
∞
j=1 ∈ `wp (F ) e assim está verificada a condicão do item (a) do Lema 3.2.5.

Para verificar a condição (b), seja x ∈ E. Pelo Teorema 1.0.14,

‖(0, . . . , 0, x, 0, 0, . . . , )‖w,p = sup
ϕ∈BE′

(|ϕ(0)|p + · · ·+ |ϕ(0)|p + |ϕ(x)|p + |ϕ(0)|p + · · · )
1
p

= sup
ϕ∈BE′

(|ϕ(x)|p)
1
p = sup

ϕ∈BE′
|ϕ(x)| = ‖x‖E.

Segue do Lema 3.2.5 que o operador induzido û : `wp (E) −→ `wp (F ) é linear e ‖û‖ ≥ ‖u‖.
Para terminar, basta mostrar que û é cont́ınuo e que ‖û‖ ≤ ‖u‖. Se ψ ∈ BF ′ , então pela

Proposição 1.0.5, ψ ◦ u

‖u‖
∈ BE′ . Logo, dada (xj)

∞
j=1 ∈ `wp (E),

‖û((xj)
∞
j=1)‖w,p = ‖(u(xj))

∞
j=1‖w,p = sup

ψ∈BF ′

(
∞∑
j=1

|ψ(u(xj))|p
) 1

p

= sup
ψ∈BF ′

(
∞∑
j=1

|(ψ ◦ u)(xj))|p
) 1

p

= ‖u‖ · sup
ψ∈BF ′

(
∞∑
j=1

∣∣ (ψ ◦ u

‖u‖

)
(xj))

∣∣p) 1
p

≤ ‖u‖ · sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj))
∣∣p) 1

p

≤ ‖u‖ · ‖(xj)∞j=1‖w,p.

Segue que û é cont́ınuo e que ‖û‖ ≤ ‖u‖.
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Proposição 3.2.7 A classe de sequências `up(·), 1 ≤ p <∞, é linearmente estável.

Demonstração. Sejam E e F espaços de Banach, u ∈ L(E,F ) e (xj)
∞
j=1 ∈ `up(E). Então

lim
n→∞

‖(xj)∞j=n‖w,p = 0. Da desigualdade

‖(u(xj))
∞
j=n‖w,p ≤ ‖u‖ · ‖(xj)∞j=n‖w,p,

que segue exatamente como na demonstração anterior, temos lim
n→∞

‖(u(xj))
∞
j=n‖w,p = 0,

provando a condição (a) do Lema 3.2.5. A condição (b) foi verificada na demonstração
anterior. Assim, pelo Lema 3.2.5, o operador induzido û : `up(E) −→ `up(F ) é linear e ‖û‖ ≥
‖u‖. A demonstração da desigualdade inversa também é idêntica à da demonstração
anterior.

Para provar a estabilidade linear da classe de sequências `p〈·〉 precisamos do

Lema 3.2.8 Sejam E e F espaços de Banach, (ψj)
∞
j=1 ∈ `wq (F ′) e u ∈ L(E;F ). Então

(ψj ◦ u)∞j=1 ∈ `wq (E ′) e, mais ainda,

‖(ψj ◦ u)∞j=1‖w,q ≤ ‖u‖ · ‖(ψj)∞j=1‖w,q.

Demonstração. Considere o operador adjunto u′ : F ′ −→ E ′ (veja Definição 1.0.22).
Pela Proposição 3.2.6 sabemos que a classe de sequências `wq (·) é linearmente estável, logo

(ψj ◦ u)∞j=1 = (u′(ψj))
∞
j=1 ∈ `wq (E ′).

Mais ainda, o operador induzido û′ : `wq (F ′) −→ `wq (E ′) é linear, cont́ınuo e ‖û′‖ = ‖u′‖ =
‖u‖. Assim,

‖(ψj ◦ u)∞j=1‖w,q = ‖(u′(ψj))∞j=1‖w,q = ‖û′((ψj)∞j=1)‖w,q
≤ ‖û′‖ · ‖(ψj)∞j=1‖w,q = ‖u‖ · ‖(ψj)∞j=1‖w,q

Proposição 3.2.9 A classe de sequências `p〈·〉 é linearmente estável.

Demonstração. Sejam E e F espaços de Banach, u ∈ L(E;F ) e (xj)
∞
j=1 ∈ `p〈E〉. Pelo

Lema 3.2.8, (ψj ◦u)∞j=1 ∈ `wq (E ′) para toda sequência (ψj)
∞
j=1 ∈ `wq (F ′), logo, pela definição

de `p〈E〉, a série
∞∑
j=1

ψj(u(xj)) =
∞∑
j=1

(ψj ◦ u)(xj)

é convergente para toda sequência (ψj)
∞
j=1 ∈ `wq (F ′), ou seja, (u(xj))

∞
j=1 ∈ `p〈E〉. Isso

prova a condição (a) do Lema 3.2.5. Para a condição (b), seja x ∈ E, considere que x
ocupe a n-ésima posição na sequência (0, . . . , 0, x, 0, , . . .) = (xj)

∞
j=1 e note que

‖(xj)∞j=1‖C,p = sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

[|ϕ1(0)|+ · · ·+ |ϕn−1(0)|+ |ϕn(x)|+ |ϕn+1(0)|+ · · · ]
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= sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

|ϕn(x)| = sup
ϕn∈BE′

|ϕn(x)| = ‖x‖.

Pelo Lema 3.2.5, o operador induzido û : `p〈E〉 −→ `p〈F 〉 é linear e ‖û‖ ≥ ‖u‖. Por
fim, basta verificar que ‖û‖ ≤ ‖u‖. Dada (ψj)

∞
j=1 ∈ B`wq (F ′), segue do Lema 3.2.8 que(

ψj ◦
u

‖u‖

)∞
j=1

∈ B`wq (E′), pois

∥∥∥(ψj ◦ u

‖u‖

)∞
j=1

∥∥∥
w,q

=
1

‖u‖
· ‖(ψj ◦ u)∞j=1‖w,q ≤

1

‖u‖
· ‖u‖ · ‖(ψj)∞j=1‖w,q ≤ 1.

Logo,

‖û((xj)
∞
j=1)‖C,p = ‖(u(xj))

∞
j=1‖C,p = sup

(ψj)∞j=1∈B`wq (F ′)

∞∑
j=1

|ψj(u(xj))|

= sup
(ψj)∞j=1∈B`wq (F ′)

∞∑
j=1

| (ψj ◦ u) (xj)|

= ‖u‖ · sup
(ψj)∞j=1∈B`wq (F ′)

∞∑
j=1

∣∣∣ (ψj ◦ u

‖u‖

)
(xj)

∣∣∣
≤ ‖u‖ · sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| = ‖u‖ · ‖(xj)∞j=1‖C,p,

para toda (xj)
∞
j=1 ∈ `p〈E〉,ou seja, û é cont́ınuo e ‖û‖ ≤ ‖u‖.

Proposição 3.2.10 A classe de sequências cw0 (·) é linearmente estável.

Demonstração. Sejam E e F espaços de Banach, u ∈ L(E;F ) e (xj)
∞
j=1 ∈ cw0 (E). Se

ψ ∈ F ′, então ψ ◦ u ∈ E ′. Assim,

ψ(u(xj)) = (ψ ◦ u)(xj) −→ 0,

qualquer que seja ψ ∈ F ′, ou seja, (u(xj))
∞
j=1 ∈ cw0 (F ). Temos então a condição (a) do

Lema 3.2.5. A condição (b) é óbvia, pois em cw0 (·) trabalhamos com a norma do supremo.
Segue então que o operador induzido û : cw0 (E) −→ cw0 (F ) é linear e ‖û‖ ≥ ‖u‖. Por fim,
basta verificar que ‖û‖ ≤ ‖u‖, o que segue de

‖û((xj)
∞
j=1)‖∞ = ‖(u(xj))

∞
j=1‖∞ = sup

j∈N
‖u(xj)‖

≤ sup
j∈N

(‖u‖ · ‖xj‖) ≤ ‖u‖ · sup
j∈N
‖xj‖ ≤ ‖u‖ · ‖(xj)∞j=1‖∞,

que vale para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ cw0 (E).
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3.3 Classes de sequências finitamente determinadas

Estudaremos nesta seção uma outra propriedade de classes de sequências que será muito
útil no capitulo final.

Definição 3.3.1 Uma classe de sequências X é dita finitamente determinada se para toda
sequência (xj)

∞
j=1 em E, tem-se que (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) se, e somente se, sup

k
‖(xj)kj=1‖X(E) <

+∞ e, em tal caso,
‖(xj)∞j=1‖X(E) = sup

k
‖(xj)kj=1‖X(E).

Passaremos agora a verificar quais das classes que estudamos são finitamente determi-
nadas. Como sempre, E será um espaço de Banach e 1 ≤ p <∞.

Proposição 3.3.2 `∞(·) é uma classe de sequências finitamente determinada.

Demonstração. Se (xj)
∞
j=1 ∈ `∞(E), então sup

j∈N
‖xj‖ <∞ e, para todo k ∈ N,

‖(xj)kj=1‖∞ = sup
1≤j≤k

‖xj‖ ≤ sup
j∈N
‖xj‖ = ‖(xj)∞j=1‖∞ <∞

Assim, sup
k∈N
‖(xj)kj=1‖∞ ≤ ‖(xj)∞j=1‖∞ <∞.

Reciprocamente, note que para todo j ∈ N tem-se ‖xj‖ ≤ sup
k∈N

sup
1≤n≤k

‖xn‖ = sup
k∈N
‖(xj)kj=1‖∞.

Sendo sup
k∈N
‖(xj)kj=1‖∞ < +∞, temos que (‖xj‖)∞j=1 é limitada em K, ou seja, (xj)

∞
j=1 ∈

`∞(E). Mais ainda,

‖(xj)∞j=1‖∞ = sup
j∈N
‖xj‖ ≤ sup

k∈N
sup

1≤n≤k
‖xn‖ = sup

k
‖(xj)kj=1‖∞,

e portanto ‖(xj)∞j=1‖∞ = sup
k
‖(xj)kj=1‖∞.

Proposição 3.3.3 `p(·) é uma classe de sequências finitamente determinada.

Demonstração. Basta observar que se (xj)
∞
j=1 é uma sequência em E, então

sup
k
‖(xj)kj=1‖`p(E) = sup

k

(
k∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

= lim
k→+∞

(
k∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

=

(
lim

k→+∞

k∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

=

(
∞∑
j=1

‖xj‖p
) 1

p

= ‖(xj)∞j=1‖p.

Proposição 3.3.4 `wp (·) é uma classe de sequência finitamente determinada.
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Demonstração. Basta observar que se (xj)
∞
j=1 é uma sequência em E, uma troca de

supremos (veja Lema 2.4.10) nos fornece

sup
k
‖(xj)kj=1‖`wp (E) = sup

k
sup
ϕ∈BE′

(
k∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

sup
k

(
k∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

lim
k→+∞

(
k∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

(
lim

k→+∞

k∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

= ‖(xj)∞j=1‖w,p.

Proposição 3.3.5 A classe de sequências `p〈·〉 é finitamente determinada.

Demonstração. Basta observar que, para qualquer sequência (xj)
∞
j=1 em E, trocando

novamente os supremos, tem-se

sup
k
‖(xj)kj=1‖`p〈E〉 = sup

k

(
sup

(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

k∑
j=1

|ϕj(xj)|

)

= sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

(
sup
k

k∑
j=1

|ϕj(xj)|

)

= sup
(ϕj)∞j=1∈B`wq (E′)

∞∑
j=1

|ϕj(xj)| = ‖(xj)∞j=1‖C,p.

Veremos a seguir que as demais classes de sequências que apresentamos neste trabalho
não são finitamente determinadas.

Exemplo 3.3.6 A classe de sequência c0(·) não é finitamente determinada. De fato,
considere E um espaço de Banach, y ∈ E tal que ‖y‖ 6= 0 e a sequência (xj)

∞
j=1 em E

definida por xj = y para todo j ∈ N. Assim,

sup
k
‖(xj)kj=1‖c0(E) = sup

k
‖y‖E = ‖y‖E <∞,

mas obviamente (xj)
∞
j=1 /∈ c0(E).

Exemplo 3.3.7 A classe de sequência cw0 (·) não é finitamente determinada. De fato,
considere E = K e (xj)

∞
j=1 = (1, 1, 1, · · · ). Dessa forma, sup

k
‖(xj)∞j=1‖cw0 (K) = 1, mas

(xj)
∞
j=1 não converge fracamente para 0, pois existe um funcional linear cont́ınuo ϕ tal

que ϕ(1) = 1, assim ϕ(xj) = ϕ(1) = 1 9 0.
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Exemplo 3.3.8 A classe de sequência `up(·) não é finitamente determinada. Combinando
o que vimos nos Exemplos 2.4.7 e 2.6.7, sabemos que (ej)

∞
j=1 ∈ `wp (c0) e (ej)

∞
j=1 /∈ `up(c0).

Como na Proposição 3.3.4 provamos que a classe de sequências `wp (·) é finitamente deter-
minada, temos

sup
k
‖(ej)kj=1‖`up (c0) = sup

k
‖(ej)kj=1‖w,p = ‖(ej)∞j=1‖w,p <∞,

mas (ej)
∞
j=1 /∈ `up(c0).

Na tabela a seguir fazemos uma śıntese do caṕıtulo quanto a estabilidade linear e as
classes finitamente determinadas.

Classe Linearmente estável Finitamente determinada
c0(·) sim não
cw0 (·) sim não
`∞(·) sim sim
`p(·) sim sim
`wp (·) sim sim

`p〈·〉 sim sim
`up(·) sim não
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CAPÍTULO 4

IDEAIS DE OPERADORES

O objetivo deste caṕıtulo é estudar os operadores lineares cont́ınuos que transformam
sequências de uma determinada classe em sequências de uma outra determinada classe.
Faremos isso no âmbito da teoria dos ideais de operadores, que são classes de operadores
que são estáveis por composição com outros operadores lineares cont́ınuos.

A dois espaços normados E e F podemos associar o espaço normado L(E;F ), o qual
é Banach se F o for. É bem conhecido que BE é compacta se, e somente se, E tem
dimensão finita (veja [6, Teorema 1.5.4]). Será que dado um operador u ∈ L(E;F ) pode
acontecer de u(BE) ser compacto sem que BE o seja? É evidente que sim, bastando para
isso que F tenha dimensão finita. Será que encontramos exemplos de operadores que
gozam desta propriedade sem que F tenha dimensão finita? Tais operadores recebem o
nome de operadores compactos. Denotamos a classe de todos os operadores compactos
por K e K(E;F ) denota a classe de todos os operadores compactos entre dois espaços de
Banach E e F . Dizemos que K(E;F ) é uma componente de K.

Sabemos também que convergência fraca não implica em convergência em norma em
geral (veja [6, Exemplo 6.2.4]), isto é,

xj
w−→ x não implica em xj −→ x.

Porém, pode acontecer que para dado um operador u ∈ L(E;F ) seja verdade que

xj
w−→ x em E ⇒ u(xj) −→ u(x) em F.

Neste caso, o operador u é dito completamente cont́ınuo. A classe de operadores lineares
e cont́ınuos que são completamente cont́ınuos é denotada por C e suas componentes por
C(E;F ).

Além das duas classes descritas acima, várias outras classes de operadores gozando
de uma determinada propriedade foram estudadas isoladamente no século passado em
Análise. Na década de 1970, A. Pietsch notou que todas essas classes, e por exemplo K e
C, satisfazem as seguintes propriedades:

(i) K(E;F ) e C(E;F ) são subespaços vetoriais de L(E;F ).
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(ii) Se rank(u) <∞, isto é, se u tem posto finito, então u ∈ K e u ∈ C.

(iii) Para quaisquer espaços de Banach G,E, F e H, v ∈ L(G;E) e t ∈ L(F ;H) tem-se

u ∈ K(E;F )⇒ t ◦ u ◦ v ∈ K(G;H)

e
u ∈ C(E;F )⇒ t ◦ u ◦ v ∈ C(G;H).

Isto motivou a definição de um ideal de operadores, que é a noção que unifica as classes
de operadores que são estáveis por composição. A teoria de ideais de operadores foi
formalizada por A. Pietsch no livro [19], cuja primeira edição data de 1978.

Na primeira seção introduziremos os ideais de operadores e apresentaremos algumas
de suas propriedades básicas que serão necessárias nas próximas seções, lembrando que,
como já sugere o nome da seção, trata-se aqui apenas de uma introdução. Para um
aprofundamento veja [10, 11, 19] ou a dissertação de mestrado [18].

Na segunda seção iremos trabalhar com classes de sequências introduzidas no Caṕıtulo
3 para caracterizar ideais de operadores que são definidos, ou caracterizados, por meio de
transformações de sequências no ambiente abstrato das classes de sequências. Procuramos
condições necessárias e suficientes sobre as classes de sequências X e Y para que a classe
de todos operadores entre espaços de Banach, digamos E e F , que transformam sequências
de X(E) em sequências Y (F ) seja um ideal de operadores de Banach. A referência usada
para essa seção foi [4].

Na terceira seção determinaremos condições necessárias para que esses ideais de ope-
radores sejam injetores, sobrejetores ou regulares.

Finalmente, na quarta e última seção iremos resgatar os principais exemplos de ideais
de operadores conhecidos na literatura usando o desenvolvimento da terceira seção. As
referências da primeira seção são também recomendadas para essa seção com o acréscimo
de [9, 7] para os operadores Cohen fortemente p-somantes, [12] para os operadores absolu-
tamente somantes e (p, q)-somantes, [14] para os operadores incondicionalmente somantes
e [8] para os operadore p-convergentes.

4.1 Introdução aos ideais de operadores

Definição 4.1.1 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe de todos os ope-
radores lineares cont́ınuos entre espaços de Banach L tal que, para quaisquer espaços de
Banach E e F ,

I(E;F ) := L(E;F ) ∩ I,
que é chamada de componente de I em L(E;F ), satisfaz as seguintes condições:

(i) I(E;F ) é subespaço vetorial de L(E;F ).

(ii) O conjunto dos operadores de posto finito de E em F , denotado por F(E;F ), está
contido em I(E;F ).

(iii) (Propriedade de ideal) Se u ∈ I(E;F ), v ∈ L(G;E) e t ∈ L(F ;H), então t ◦ u ◦ v ∈
I(G;H).
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É claro que I(E;F ) é normado com a norma ‖ · ‖ usual de L(E;F ). Será que
(I(E;F ); ‖ · ‖) é Banach? Vejamos um exemplo onde isto não ocorre.

Exemplo 4.1.2 É imediato que a classe F dos operadores de posto finito é um ideal
de operadores. Mais ainda, pelo item (ii) da definição acima, F é o menor ideal de
operadores. Como observado acima, para quaisquer espaços de Banach E e F tem-se que
(F ; ‖ · ‖) é um espaço normado, porém F(c0; `1) não é fechado em L(c0; `1) (veja, por
exemplo, [18, Proposição 2.2.2]) e, portanto, (F(c0; `1); ‖ · ‖) não é Banach.

Definição 4.1.3 Um ideal de operadores I é dito fechado se I(E;F ) é fechado em
L(E;F ), para quaisquer espaços de Banach E e F . Neste caso, (I(E;F ), ‖ · ‖) é Ba-
nach, para quaisquer espaços de Banach E e F .

Exemplo 4.1.4 Como dito na introdução deste caṕıtulo, diz-se que um operador linear
cont́ınuo entre espaços normados u : E −→ F é compacto se u(BE) é compacto em F .
Denotamos por K a classe de todos os operadores lineares cont́ınuos compactos entre
espaços normados e suas componentes por K(E;F ). Em [18, Proposição 2.3.5] encontra-
se a demonstração de que K é um ideal fechado de operadores.

Exemplo 4.1.5 No Exemplo 4.1.2 vimos que F(c0; `1) não é fechado em L(c0; `1). Logo,
F não é um ideal fechado.

Lema 4.1.6 Se E um espaço normado e F um subespaço de E, então F também é um
subespaço de E.

Demonstração. É claro que 0 ∈ F . Sejam x, y ∈ F e λ ∈ K. Então existem sequências
(xj)

∞
j=1 e (yj)

∞
j=1 em F convergentes para x e y, respectivamente. Pela continuidade das

operações algébricas em E segue que λ(xj)
∞
j=1 + (yj)

∞
j=1 converge para λx + y. Porém,

sendo F um subespaço vetorial de E, a sequência λ(xj)
∞
j=1 + (yj)

∞
j=1 é uma sequência em

F convergente para λx+ y. Logo, λx+ y ∈ F e, portanto, F é um subespaço vetorial de
E.

Proposição 4.1.7 Dado um ideal de operadores I, defina

I(E;F ) = I(E;F ),

para todos E,F ∈ BAN . Então, I é um ideal fechado.

Demonstração. Pelo lema anterior e do fato de que

F(E;F ) ⊆ I(E;F ) ⊆ I(E;F ) = I(E;F ),

segue que I(E;F ) é subespaço vetorial de L(E;F ) contendo os operadores de posto finito.
Mais ainda, se u ∈ I(E;F ), v ∈ L(G;H) e t ∈ L(F ;H), então existe uma sequencia
de operadores (uj)

∞
j=1 em I(E;F ) convergente a u na norma usual de operadores. Da

propriedade de ideal de I, a sequência (t ◦ uj ◦ v)∞j=1 está em I(E;F ). De:

‖(t ◦ uj ◦ v)(x)− (t ◦ u ◦ v)(x)‖ = ‖t(uj(v(x)))− t(u(v(x)))‖
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= ‖t((uj − u)(v(x)))‖
≤ ‖t‖ · ‖(uj − u)(v(x))‖
≤ ‖t‖ · ‖uj − u‖ · ‖v(x)‖
≤ ‖t‖ · ‖uj − u‖ · ‖v‖ · ‖x‖

para todo x ∈ G, segue que,

‖t ◦ uj ◦ v‖ ≤ ‖t‖ · ‖uj − u‖ · ‖v‖ −→ 0.

Assim, t◦uj◦v −→ t◦u◦v na norma usual de operadores, provando que t◦u◦v ∈ I(G;H) e,
portanto, I é um ideal de operadores. Que I é fechado segue diretamente da sua definição.

Quando o ideal I não for fechado, suas componentes I(E;F ) não são espaços de
Banach com a norma usual de operadores. Por isso, muitas vezes precisamos de uma
nova norma, que deve ser compat́ıvel com a propriedade de ideal das seguinte maneira:

Definição 4.1.8 Um ideal normado de operadores é um ideal de operadores I munido
de uma função ‖ · ‖I : I −→ R tal que:

(i) Para quaisquer espaços de Banach E e F , ‖ · ‖I restrita à componente I(E;F ) é
uma norma.

(ii) O funcional linear IdK : K −→ K dado por IdK(λ) = λ é tal que ‖IdK‖I = 1.

(iii) Se u ∈ I(E;F ), v ∈ L(G;E) e t ∈ L(F ;H), então

‖t ◦ u ◦ v‖I ≤ ‖t‖ · ‖u‖I · ‖v‖. (4.1)

Se (I(E;F ), ‖·‖I) for Banach para quaisquer espaços de Banach E e F , então dizemos
que (I; ‖ · ‖I) é um ideal de Banach de operadores.

Na Seção 4.4 veremos exemplos de normas diferentes da norma usual que transformam
determinados ideais em ideais de Banach.

4.2 Ideais de operadores e classes de sequências

Nesta seção vamos introduzir um método abstrato de gerar ideais de Banach de operadores
por meio da transformação de sequências vetoriais. Para isso faremos uso do conceito de
das classes des sequências estudado no caṕıtulo anterior.

Dadas duas classes de sequências X e Y e um operador u : E −→ F entre os espaços de
Banach E e F , podemos nos perguntar se (u(xj))

∞
j=1 ∈ X(E) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ Y (F ),

isto é, se u transforma sequências de X(E) em sequências de Y (F ). Investigaremos que
condições devemos colocar nas classes de sequências X e Y para que a classe de todos
os operadores que satisfazem essa condição se torne um ideal de Banach de operadores.
Primeiro precisamos conhecer melhor os operadores que levam sequências de X(E) em
sequências de X(F ).

52



Proposição 4.2.1 Sejam X e Y classes de sequências. As seguintes condições são equi-
valentes para um operador u ∈ L(E;F ) dado entre os espaços de Banach E e F :

(a) (u(xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ X(E).

(b) O operador induzido

û : X(E) −→ Y (F ) , û((xj)
∞
j=1) = (u(xj))

∞
j=1,

está bem definido e é um operador linear cont́ınuo.

As condições acima implicam na condição (c) abaixo, e todas elas são equivalentes se as
classes de sequências X e Y são finitamente determinadas.

(c) Existe uma constante C > 0 tal que

‖(u(xj))
k
j=1‖Y (F ) ≤ C‖(xj)kj=1‖X(E), (4.2)

para todo k ∈ N e quaisquer x1, x2, . . . , xk ∈ E. Em tal caso,

‖û‖L(X(E);Y (F )) = inf{C > 0 : (4.2) é satisfeita.} (4.3)

Demonstração. (a) ⇔ (b) É claro que, por (a), û está bem definido e é fácil ver,
usando a linearidade de u, que também é linear. Para mostrar que û é cont́ınuo usaremos
o Teorema do Gráfico Fechado (Teorema 1.0.12). Para isso seja ((xk, û(xk)))∞k=1 uma
seguência em Graf(û) ⊆ X(E)× Y (F ) tal que (xk, û(xk)) −→ (x, z), isto é, xk −→ x em
X(E) e û(xk) −→ z em Y (F ). Denotemos

xk = (ξkj )∞j=1 para todo k ∈ N, x = (ηj)
∞
j=1 e z = (ζj)

∞
j=1.

Pela Proposição 3.1.5 segue que ξkj
k→∞−→ ηj em E, para todo j ∈ N, e da continuidade de

u segue que u(ξkj )
k→∞−→ u(ηj) em F para todo j ∈ N. Como

(u(ξkj ))∞j=1 = û((ξkj )∞j=1) = û(xk) −→ z = (ζj)
∞
j=1 em Y (F ),

novamente pela Proposição 3.1.5, temos u(ξkj )
k→∞−→ ζj em F para todo j ∈ N. Da unicidade

do limite segue que u(ηj) = ζj para todo j ∈ N. Finalmente,

û(x) = û((ηj)
∞
j=1) = (u(ηj))

∞
j=1 = (ζj)

∞
j=1 = z.

Isso prova que û possui o gráfico fechado e, consequentemente, é cont́ınuo.
Reciprocamente, supondo que û está bem definido, segue que (u(xj))

∞
j=1 = û((xj)

∞
j=1) ∈

Y (F ) sempre que (xj)
∞
j=1 ∈ X(E).

(b) ⇒ (c) Sejam k ∈ N e x1, . . . , xk ∈ E. Sendo û linear e operador cont́ınuo, tem-se

‖û((yj)
∞
j=1)‖Y (F ) ≤ ‖û‖L(X(E),Y (F )) · ‖(yj)∞j=1‖X(E),
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para toda sequência (yj)
∞
j=1 ∈ X(E). Assim, (x1, · · · , xk, 0, 0 . . .) ∈ c00(E) ⊆ X(E)

implica em

‖(u(xj))
k
j=1‖Y (F ) = ‖(u(x1), . . . , u(xk), u(0), u(0), ·)‖Y (F )

= ‖û((x1, . . . , xk, 0, 0 . . .))‖Y (F )

≤ ‖û‖L(X(E),Y (F )) · ‖(x1, . . . , xk, 0, 0 . . .)‖X(E)

≤ ‖û‖L(X(E),Y (F )) · ‖(xj)kj=1‖X(E).

Basta tomar C = ‖û‖L(X(E),Y (F )). Segue também que

‖û‖L(X(E);Y (F )) ≥ inf{C : (4.2) é satisfeita}.

Suponhamos agora que as classes de sequências X e Y são finitamente determinadas
e provemos que, neste caso, (c) ⇒ (b). Seja (xj)

∞
j=1 ∈ X(E). Como X é finitamente

determinada, sup
k∈N
‖(xj)kj=1‖X(E) < +∞ e, em tal caso,

‖(xj)∞j=1‖X(E) = sup
k∈N
‖(xj)kj=1‖X(E). (4.4)

Por hipótese, existe uma constante C > 0, que independe de (xj)
∞
j=1, tal que

‖(u(xj))
k
j=1‖Y (F ) ≤ C · ‖(xj)kj=1‖X(E) (4.5)

para todo k ∈ N. Logo, juntando a igualdade (4.4), e a desigualdade (4.5) e a informação
de que Y é finitamente determinada, segue que

‖û((xj)
∞
j=1)‖Y (F ) = ‖(u(xj))

∞
j=1‖Y (F ) = sup

k∈N
‖(u(xj))

k
j=1‖Y (F )

≤ C · sup
k∈N
‖(xj)kj=1‖X(E) ≤ C · ‖(xj)∞j=1‖X(E).

Portanto, û é cont́ınuo e

‖û‖L(X(E);Y (F )) ≤ inf{C : (4.2) é satisfeita.}

Definição 4.2.2 Sejam X e Y classes de sequências. Dizemos que:

(i) X < Y se, para todo espaço de Banach E, X(E) é um subespaço fechado de
Y (E) e, para cada sequência (xj)

∞
j=1 ∈ Y (E), (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) se, e somente se,

lim
k
‖(xj)∞j=k‖Y (E) = 0.

(ii) X ≺ Y se, para todo espaço de Banach E, X(E) é um subespaço fechado de
Y (E) e, para cada sequência (xj)

∞
j=1 ∈ Y (E), (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) se, e somente se,

lim
k,l
‖(xj)lj=k‖Y (E) = 0.

Proposição 4.2.3 Sejam X e Y classes de sequência tais que X < Y e Y é finitamente
determinada. Então, X é finitamente determinada se, e somente se, Y = X.
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Demonstração. É claro que se Y = X, então X é finitamente determinada. Por outro
lado, seja E um espaço de Banach. Devemos mostrar que X(E) = Y (E). Como X(E) é
subespaço fechado de Y (E), então basta mostrar qu Y (E) ⊆ X(E). Se (xj)

∞
j=1 ∈ Y (E),

como Y é finitamente determinada, (xj)
k
j=1 ∈ X(E) e X(E) é subespaço fechado de

Y (F ), tem-se sup
k
‖(xj)kj=1‖X(E) = sup

k
‖(xj)kj=1‖Y (E) < ∞. Logo, sendo X finitamente

determinada, segue que (xj)
∞
j=1 ∈ X(E).

Proposição 4.2.4 Sejam X, Y , Z e W classes de sequências tais que Z e W são fini-
tamente determinadas. Suponha que vale uma das seguintes condições:

(i) X < Z e Y < W .
(ii) X ≺ Z e Y ≺ W .
(iii) X < Z e Y ≺ W .

Então, para quaisquer espaços de Banach E e F , as seguintes condições são equivalentes
para um operador linear u ∈ L(E;F ) dado:

(a) (u(xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ X(E).

(b) (u(xj))
∞
j=1 ∈ W (F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ Z(E).

Neste caso,
‖û : X(E) −→ Y (F )‖ = ‖û : Z(E) −→ W (F )‖. (4.6)

Demonstração. (a)⇒ (b) Pela Proposição 4.2.1((a)⇒ (c)), existe uma constante C > 0
tal que

‖(u(xj))
k
j=1‖Y (F ) ≤ C‖(xj)kj=1‖X(E)

para quaisquer k ∈ N e x1, . . . , xk ∈ E. Em qualquer uma das três hipóteses é verdade
que X(E) é subespaço vetorial fechado de Z(E) e que Y (F ) é subespaço vetorial fechado
de W (F ). Dessa forma,

C‖(xj)kj=1‖Z(E) = C‖(xj)kj=1‖X(E) ≥ ‖(u(xj))
k
j=1‖Y (F ) = ‖(u(xj))

k
j=1‖W (F ).

Como Z e W são finitamente determinadas, novamente pela Proposição 4.2.1 (agora
usando a implicação (c) ⇒ (a)), temos (u(xj))

∞
j=1 ∈ W (F ).

(b) ⇒ (a) Seja (xj)
∞
j=1 ∈ X(E). Como X(E) é subespaço de Z(E), tem-se (xj)

∞
j=1 ∈

Z(E) e ‖(xj)∞j=1‖X(E) = ‖(xj)∞j=1‖Z(E). Por hipótese e pela Proposição 4.2.1 [(a) ⇒ (c)],
existe uma constante C > 0 tal que

‖(u(xj))
l
j=k‖W (F ) ≤ C‖(xj)lj=k‖Z(E) = C‖(xj)lj=k‖X(E), (4.7)

para quaisquer l > k e xk, . . . , xl ∈ E.

(i) Como X < Z tem-se lim
k
‖(xj)∞j=k‖Z(E) = 0. Tomando-se o supremo em (4.7) sobre

l com k fixo, e usando o fato de Z e de W serem finitamente determinadas, segue
que

‖(u(xj))
∞
j=k‖W (F ) = sup

l
‖(u(xj))

l
j=k‖W (F ) ≤ C sup

l
‖(xj)lj=k‖Z(E)

≤ C‖(xj)∞j=k‖Z(E). (4.8)
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Agora, fazendo k −→ +∞ (4.8), temos

0 ≤ lim
k
‖(u(xj))

∞
j=k‖W (F ) ≤ C lim

k
‖(xj)∞j=k‖Z(E) = 0,

e portanto lim
k
‖(u(xj))

∞
j=k‖W (F ) = 0. Sendo Y < W , segue que (u(xj))

∞
j=1 ∈ Y (F ).

(ii) Por hipótese, X ≺ Z, logo lim
k,l
‖(xj)lj=k‖Z(E) = 0. Tomando-se k, l −→ +∞ em (4.7)

segue
0 ≤ lim

k,l
‖(u(xj))

l
j=k‖W (F ) ≤ C lim

k,l
‖(xj)lj=k‖Z(E) = 0,

ou seja, lim
k,l
‖(u(xj))

l
j=k‖W (F ) = 0. Sendo Y ≺ W , segue que (u(xj))

∞
j=1 ∈ Y (F ).

iii) Sendo X < Z, tem-se (xj)
∞
j=1 ∈ Z(E) e, por hipótese, segue que (u(xj))

∞
j=1 ∈ W (F ).

Agora, usando o fato de que Z é finitamente determinada, Y ≺ W e que vale a
desigualdade (4.7), segue que

lim
k,l
‖(u(xj))

l
j=k‖W (F ) ≤ C lim

k,l
‖(xj)lj=k‖Z(E) = C lim

k
‖(xj)∞j=k‖Z(E)

= C sup
k
‖(xj)∞j=k‖Z(E) = 0.

Portanto, (u(xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ).

Agora sim estamos em condições de definir classes de operadores que transformam
sequências de uma determinada classe em sequências de uma outra determinada classe.

Definição 4.2.5 Sejam X e Y classes de sequências. Dizemos que um operador linear u ∈
L(E;F ) é (X;Y )-somante se as condições equivalentes da Proposição 4.2.1 são satisfeitas
para u, isto é, se

(u(xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ X(E).

Neste caso escrevemos u ∈ LX;Y (E;F ) e, considerando o operador induzido û : X(E) −→
Y (F ), definimos

‖u‖X;Y = ‖û‖L(X(E);Y (F )).

No caso em que X = Y dizemos que u é X-somante e escrevemos LX(E;F ) e ‖u‖X .

Das definições segue diretamente o seguinte resultado:

Proposição 4.2.6 Uma classe de sequências X é linearmente estável se, e somente se,

LX(E;F )
1
= L(E;F ) para quaisquer espaços de Banach E e F , isto é, se LX(E;F ) =

L(E;F ) e ‖û : X(E) −→ X(F )‖ = ‖u‖, para quaisquer espaços de Banach E e F e
qualquer operador u ∈ L(E;F ).

Trabalharemos agora no sentido de mostrar que, com poucas condições adicionais,
LX;Y é um ideal de operadores. O primeiro passo é mostrar que, com estabilidade linear,
a condição (b) do Lema 3.2.5 está sempre satisfeita.
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Lema 4.2.7 (a) Seja X uma classe de sequências linearmente estável. Para todo espaço
de Banach E,

‖(0, . . . , 0, x, 0, 0, . . .)‖X(E) = ‖x‖,

independentemente do vetor x ∈ E e da posição que x aparece na sequência.
(b) Se X e Y são classes de sequências linearmente estáveis, então ‖u‖ ≤ ‖u‖X;Y , para
todo u ∈ LX;Y (E;F ).

Demonstração. (a) Considere o operador linear cont́ınuo

ux : K −→ E , ux(λ) = λx, (4.9)

e seja j a posição de x na sequência (0, . . . , 0, x, 0 . . .). Da condição X(E)
1
↪→ `∞(E) segue

que

‖x‖E = ‖(0, . . . , 0, x, 0 . . .)‖`∞(E)

≤ ‖(0, . . . , 0, x, 0 . . .)‖X(E)

= ‖(ux(0), . . . , ux(0), ux(1), ux(0) . . .)‖X(E)

= ‖(ûx(0, . . . , 0, 1, 0, . . .)‖ = ‖ûx(ej)‖X(E),

onde ûx : X(K) −→ X(E) é o operador induzido de ux. Como X é uma classe de sequência
linearmente estável, segue que û é um operador linear cont́ınuo e que

‖ûx‖L(X(K);X(E)) = ‖ux‖L(K;E) = ‖x‖.

Das contas acima conclúımos que

‖x‖E ≤ ‖(0, . . . , 0, x, 0 . . .)‖X(E)

≤ ‖ûx(ej)‖X(E)

≤ ‖ûx‖L(X(K);X(E)) · ‖ej‖X(K) = ‖x‖,

donde segue a igualdade desejada.
(b) Para cada x ∈ E, por (a) juntamente com as condições de X e Y serem classes de

sequências linearmente estáveis, segue que

‖u(x)‖F = ‖(u(x), 0, 0, · · · )‖Y (F )

= ‖û((x, 0, 0, · · · ))‖
≤ ‖û‖L(X(E);Y (F )) · ‖(x, 0, 0, · · · )‖X(E)

= ‖u‖X;Y · ‖x‖E.

Disso segue imediatamente que ‖u‖L(E;F ) ≤ ‖u‖X;Y .

Teorema 4.2.8 Sejam X e Y classes de sequências linearmente estáveis tais que X(K)
1
↪→

Y (K). Então (LX;Y , ‖ · ‖X;Y ) é um ideal de Banach de operadores.

57



Demonstração. Provemos que:
(i) LX;Y (E;F ) é subespaço vetorial de L(E;F ): Sejam u, v ∈ LX;Y (E;F ) e λ ∈ K. A
igualdade

((u+ λv)(xj))
∞
j=1 = (u(xj) + λv(xj))

∞
j=1

= (u(xj))
∞
j=1 + λ(v(xj))

∞
j=1

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ X(E), somada ao fato de Y (F ) ser um espaço vetorial,

mostra que ((u + λv)(xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ) para toda (xj)

∞
j=1 ∈ X(E). Portanto (u + λv) ∈

LX;Y (E;F ).

(ii) F(E;F ) ⊆ LX;Y (E;F ): Se u ∈ F(E;F ), então existem k ∈ N, ϕ1, . . . , ϕk ∈ E ′ e
b1, . . . , bk ∈ F tais que

u =
k∑
j=1

ϕj ⊗ bj,

onde ϕj ⊗ bj denota o operador de E em F dado por

ϕj ⊗ bj(x) = ϕj(x)bj para todo x ∈ E.

Para se convencer de que todo operador de posto finito se escreve dessa forma, veja, por
exemplo, [18, Seção 2.2]. Logo, basta mostrar que se ϕ ∈ E ′ e b ∈ F , então ϕ ⊗ b ∈
LX;Y (E;F ), pois foi mostrado no item anterior que LX;Y (E;F ) é um espaço vetorial.
Para isso, considere o operador

T : K −→ F , T (λ) = λb.

Como Y é linearmente estável, tem-se (T (yj))
∞
j=1 ∈ Y (F ) para toda (yj)

∞
j=1 ∈ Y (K).

Dada (xj)
∞
j=1 ∈ X(E), como ϕ ∈ E ′ e X é linearmente estável, segue que (ϕ(xj))

∞
j=1 ∈

X(K) ⊆ Y (K). Logo

(ϕ⊗ b(xj))∞j=1 = (ϕ(xj)b)
∞
j=1

= (T (ϕ(xj)))
∞
j=1 ∈ Y (F ),

provando que ϕ⊗ b ∈ LX;Y (E;F ).

(iii) Vale a propriedade de ideal: Sejam u ∈ LX;Y (E;F ), v ∈ L(G;E) e t ∈ L(F ;H).
Se (xj)

∞
j=1 ∈ X(G), como X é linearmente estável, então (v(xj))

∞
j=1 ∈ X(E), sendo u

(X;Y )-somante, então (u(v(xj)))
∞
j=1 ∈ Y (F ) e, finalmente, Y linearmente estável implica

que
((t ◦ u ◦ v)(xj))

∞
j=1 = (t(u(v(xj))))

∞
j=1 ∈ Y (H),∀(xj)∞j=1 ∈ X(G).

Logo t ◦ u ◦ v ∈ LX;Y (E;F ) e, portanto, LX;Y (E;F ) é um ideal de operadores.

Verifiquemos agora os axiomas de norma:
Dado u ∈ LX;Y (E;F ), então ‖u‖X;Y = ‖û‖L(X(E);Y (F )) ≥ 0. É claro que se u ≡ 0,

então û ≡ 0 e, sendo assim, ‖u‖X;Y = 0. Suponha agora que ‖u‖X;Y = 0. Então û ≡ 0.
Para todo x ∈ E, como c00(E) ⊆ X(E), tem-se que (x, 0, 0, · · · ) ∈ X(E). Logo,

(u(x), 0, 0, . . .) = û((x, 0, 0, · · · )) = 0,
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o que implica que u(x) = 0. Segue que u ≡ 0.

Dados u, v ∈ LX;Y (E;F ) e λ ∈ K, é fácil ver que λ̂u = λû e que û+ v = û+ v̂. Disso
segue que

‖λu‖X;Y = ‖λ̂u‖L(X(E);Y (F ))

= |λ| · ‖û‖L(X(E);Y (F ))

= |λ| · ‖u‖X:Y

e

‖u+ v‖X;Y = ‖û+ v‖L(X(E);Y (F ))

= ‖û+ v̂‖L(X(E);Y (F ))

≤ ‖û‖L(X(E);Y (F )) + ‖v̂‖L(X(E);Y (F ))

= ‖u‖X;Y + ‖v‖X;Y .

Está provado que ‖ · ‖X;Y é uma norma em cada componente.

Provemos que ‖IdK‖X;Y = 1: Como IdK tem posto finito, então IdK ∈ LX;Y . Como

X(K)
1
↪→ Y (K), tem-se

‖ÎdK((xj)
∞
j=1)‖Y (K) = ‖(IdK(xj))

∞
j=1)‖Y (K)

= ‖(xj)∞j=1)‖Y (K)

≤ ‖(xj)∞j=1)‖X(K),

ou seja, ‖ÎdK‖L(X(K);Y (K)) ≤ 1. Mais ainda, considere agora e1 ∈ c00(K) ⊆ X(K) ⊆ Y (K).
Pelo lema 4.2.7 sabemos que ‖e1‖Y (K) = 1, portanto

‖ÎdK(e1)‖Y (K) = ‖e1‖Y (K) = 1.

Isso prova que ‖IdK‖X;Y = ‖ÎdK‖L(X(K);Y (K)) = 1.
Provemos a desigualdade da propriedade de ideal. Sejam u ∈ LX;Y (E;F ), v ∈ L(G;E)

e t ∈ L(F ;H). Como X e Y são classes de sequências linearmente estáveis, por definição
os operadores induzidos

v̂ : X(G) −→ X(E) e t̂ : Y (F ) −→ Y (H)

estão bem definidos, são lineares e cont́ınuos e, mais ainda,

‖v̂‖L(X(G);X(E)) = ‖v‖ e ‖t̂‖L(Y (F );Y (H)) = ‖t‖.

Já vimos que t ◦ u ◦ v ∈ LX;Y (G;H). Uma conta rotineira verifica que ̂t ◦ u ◦ v = t̂ ◦ û ◦ v̂,
e dáı

‖t ◦ u ◦ v‖X;Y = ‖ ̂t ◦ u ◦ v : X(G) −→ Y (H)‖L(X(G);Y (H))

= ‖t̂ ◦ û ◦ v̂ : X(G) −→ Y (H)‖L(X(G);Y (H))
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≤ ‖t̂‖L(Y (F );Y (H)) · ‖û‖L(X(E);Y (F )) · ‖v̂‖L(X(G);X(E))

= ‖t‖ · ‖u‖X;Y · ‖v‖.

Portanto, (LX;Y , ‖ · ‖X;Y ) é um ideal de operadores normado.
Por fim, provemos a completude. Seja (uk)

∞
k=1 uma sequência de Cauchy em LX;Y (E;F ).

Como os operadores uk’s são lineares e cont́ınuos e as classes X e Y são linearmente
estáveis, então os operadores induzidos ûk : X(E) −→ Y (F ) estão bem definidos e ‖ûk‖ =
‖u‖X;Y , para todo k ∈ N. Por um lado, essa igualdade de normas nos diz que a sequência
(ûk)

∞
k=1 é de Cauchy em L(X(E), Y (F )) e, portanto, convergente em L(X(E), Y (F )).

Seja T ∈ L(X(E), Y (F )) tal que ûk −→ T em L(X(E), Y (F )). Por outro lado, da desi-
gualdade ‖ · ‖L(E;F ) ≤ ‖ · ‖X;Y provada no Lema 4.2.7, segue que (uk)

∞
k=1 é uma sequência

de Cauchy em L(E;F ). Seja u ∈ L(E;F ) tal que uk −→ u em L(E;F ). Como a classe
de sequência `∞(·) é linearmente estável, os operadores induzidos

ũk : `∞(E) −→ `∞(F ), k ∈ N, e ũ : `∞(E) −→ `∞(F )

estão bem definidos, são lineares e cont́ınuos. Vejamos que ũk −→ ũ em L(`∞(E), `∞(F )).
De fato,

‖ũk − ũ‖L(`∞(E),`∞(F )) = ‖ũk − u‖L(`∞(E),`∞(F )) = ‖uk − u‖L(E,F ) −→ 0.

Para cada (xj)
∞
j=1 ∈ X(E), é claro que ũk((xj)

∞
j=1) = ûk((xj)

∞
j=1). Mais ainda:

• Como ũk −→ ũ em L(`∞(E), `∞(F )), tem-se ũk((xj)
∞
j=1) −→ ũ((xj)

∞
j=1) em `∞(F ).

• Como ûk −→ T em L(X(E), Y (F )), tem-se ûk((xj)
∞
j=1) −→ T ((xj)

∞
j=1) em Y (F ) e

como Y (F )
1
↪→ `∞(F ), tem-se ûk((xj)

∞
j=1) −→ T ((xj)

∞
j=1) em `∞(F ).

Assim, temos

ũk((xj)
∞
j=1)

`∞(F )−→
{
ũ((xj)

∞
j=1)

T ((xj)
∞
j=1)

Da unicidade do limite segue que

û((xj)
∞
j=1) = ũ((xj)

∞
j=1) = T ((xj)

∞
j=1) ∈ Y (F ),

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ X(E). Portanto u é (X;Y )-somante. Seja û : X(E) −→

Y (F ) seu operador induzido. Por fim,

‖uk − u‖X;Y = ‖ûk − û‖L(X(E);Y (F )) = ‖ûk − T‖L(X(E);Y (F )) −→ 0, (4.10)

provando que (uk)
∞
k=1 converge para u em LX;Y (E;F ).

4.3 Ideais com propriedades especiais

Muitos ideais de operadores satisfazem determinadas propriedades que facilitam seu es-
tudo, por exemplo, ideais injetores, sobrejetores, regulares, simétricos, minimais e maxi-
mais (veja [10, 19]). Estudaremos nesta seção quando os ideais de operadores estudados
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na seção anterior, neste nosso contexto, são injetores, sobrejetores e regulares. Deve ser
dito que o conteúdo desta seção é inédito.

De acordo com a terminologia usual da teoria de ideais de operadores, dizemos que
um operador linear e cont́ınuo v ∈ L(E,F ) é dito uma injeção métrica se ‖v(x)‖ = ‖x‖
para todo x ∈ E. Note que, em particular, toda injeção métrica é injetora.

Por JF : F −→ F ′′ denotamos o mergulho canônico de F no seu bidual F ′′.

Definição 4.3.1 Diz-se que um ideal de operadores I é:

(a) Regular se para quaisquer espaços de Banach E, F e qualquer u ∈ L(E,F ) tais que
JF ◦ u ∈ I(E,F ′′), tem-se u ∈ I(E,F ).

(b) Injetor se para quaisquer espaços de Banach E, F e G, u ∈ L(E,F ) e uma injeção
métrica v ∈ L(F,G) tais que v ◦ u ∈ I(E,G), tem-se u ∈ I(E,F ).

(c) Sobrejetor se para quaisquer espaços de Banach E, F e G, u ∈ L(E,F ) sobrejetor
e v ∈ L(F,G) tais que v ◦ u ∈ I(E,G), tem-se v ∈ I(F,G).

Observe que, como JE é uma injeção métrica, todo ideal injetor também é regular.
Em palavras, o ideal ser regular quer dizer que não importa se um operador toma

valores em um espaço ou no seu bidual; ser injetor quer dizer que não importa se um
operador toma valores em um espaço ou em um espaço maior que o contenha como
subespaço normado; e ser sobrejetor quer dizer que não importa se o operador está definido
em um espaço ou em um quociente deste espaço.

Definiremos agora as condições que as classes de sequências devem satisfazer para
que os ideais de operadores gerados no caṕıtulo anterior sejam regulares, injetores ou
sobrejetores.

Definição 4.3.2 Dizemos que uma classe de sequências X é:

(a) Regular, se para todos espaços de Banach E e F e toda sequência (xj)
∞
j=1 em E, a

seguinte implicação se verifica:

(JE(xj))
∞
j=1 ∈ X(E ′′)⇒ (xj)

∞
j=1 ∈ X(E).

(b) Injetora, se para todos espaços de Banach E e F , toda injeção métrica v ∈ L(E,F )
e toda sequência (xj)

∞
j=1 em E, a seguinte implicação se verifica:

(v(xj))
∞
j=1 ∈ X(F )⇒ (xj)

∞
j=1 ∈ X(E).

(c) Sobrejetora, se para todo operador linear u ∈ L(E,F ) sobrejetor entre espaços de
Banach E e F a seguinte implicação se verifica:

(yj)
∞
j=1 ∈ X(F )⇒ existe (xj)

∞
j=1 ∈ X(E) tal que u(xj) = yj para todo j.

Assim como antes, toda classe injetora é regular.
Verifiquemos que são verdadeiras as informações contidas na seguinte tabela.
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Classe Regular Injetora Sobrejetora
c0(·) sim sim sim
cw0 (·) sim sim não
`∞(·) sim sim sim
`p(·) sim sim sim
`wp (·) sim sim não

`p〈·〉 sim não ?

O ponto de interrogação não significa, necessariamente, que seja algo desconhecido,
significa apenas que não sabemos se a classe `p〈·〉 é sobrejetora ou não.

Proposição 4.3.3 A classe de sequências c0(·) é injetora (logo regular) e sobrejetora.

Demonstração. Sejam v ∈ L(E,F ) uma injeção métrica e (xj)
∞
j=1 uma sequência em E

tal que (v(xj))
∞
j=1 ∈ c0(F ). Assim,

‖xj‖ = ‖v(xj)‖ −→ 0,

o que prova que (xj)
∞
j=1 ∈ c0(E) e, consequentemente, c0(·) é injetora.

Sejam agora u ∈ L(E,F ) um operador sobrejetor e (yj)
∞
j=1 uma sequência em F tal

que (yj)
∞
j=1 ∈ c0(F ). Pelo Teorema 1.0.10 existe λ > 0 tal que u (BE)) ⊇ BF (λ), onde

BF (λ) é a bola em F centrada na origem e raio λ. Isto implica que para todo y ∈ F com
‖y‖ < λ que existe x ∈ E tal que ‖x‖ < 1 e que u(x) = y. Note que, para qualquer j ∈ N,∥∥∥ λyj

2‖yj‖

∥∥∥ < λ,

logo, pela observação acima existe zj ∈ E, com ‖zj‖ < 1, tal que

u(zj) =
λyj

2‖yj‖
.

Isto implica que

u

(
2‖yj‖
λ

zj

)
= yj.

Para cada j ∈ N tome xj =
2‖yj‖
λ

zj ∈ E. Como ‖yj‖ −→ 0 e ‖zj‖ ≤ 1 para todo j, segue

‖xj‖ −→ 0. Como u(xj) = yj para todo j, conclúımos que c0(·) é também sobrejetora.

Proposição 4.3.4 A classe de sequências `∞(·) é injetora (logo regular) e sobrejetora.

Demonstração. Sejam v ∈ L(E,F ) uma injeção métrica e (xj)
∞
j=1 uma sequência em E

tal que (v(xj))
∞
j=1 ∈ `∞(F ), isto é, (‖v(xj)‖)∞j=1 é limitada. Da igualdade ‖v(xj)‖ = ‖xj‖

segue imediatamente que (‖xj‖)∞j=1 também é limitada. Assim, `∞(·) é injetora.
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Sejam agora u ∈ L(E,F ) um operador sobrejetor e (yj)
∞
j=1 uma sequência em F tal

que (yj)
∞
j=1 ∈ `∞(F ). Repetindo o mesmo argumento da demonstração da Proposição

4.3.3 existe uma sequência (zj)
∞
j=1 ∈ E tal que ‖zj‖ < 1 e

u(zj) =
λyj

2‖yj‖
,

onde λ > 0 é determinado pelo Teorema 1.0.10. Tomando-se xj =
2‖yj‖
λ

zj temos que

u(xj) = yj para todo j ∈ N. É claro que (xj)
∞
j=1 ∈ `∞(E). Portanto `∞(·) é também

sobrejetora.

Proposição 4.3.5 A classe de sequências `p(·), 1 ≤ p <∞, é injetora (logo regular).

Demonstração. Sejam v ∈ L(E,F ) uma injeção métrica e (xj)
∞
j=1 uma sequência em E

tal que (v(xj))
∞
j=1 ∈ `p(F ). Então

∞∑
j=1

‖xj‖p =
∞∑
j=1

‖v(xj)‖p <∞

Logo, (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E), provando que `p(·) é injetora.

Proposição 4.3.6 A classes de sequências cw0 (·) e `wp (·), 1 ≤ p <∞, são injetoras, logo
regulares.

Demonstração. Seja v ∈ L(E,F ) uma injeção métrica. Então o operador

V : E −→ v(E) , V (x) = v(x),

é um isomorfismo isométrico, em particular v(E) é um espaço de Banach e existe o
operador inverso V −1 : v(E) −→ E. Suponha que (xj)

∞
j=1 seja uma sequência em E tal

que (v(xj))
∞
j=1 ∈ cw0 (F ). Dado ϕ ∈ E ′, ϕ ◦ V −1 ∈ v(E)′, e pelo Teorema de Hahn-Banach

existe ψ ∈ F ′ que estende ϕ ◦ V −1. Como (v(xj))
∞
j=1 ∈ cw0 (F ), temos

ϕ(xj) = ϕ(V −1 ◦ v(xj)) = ϕ ◦ V −1(v(xj)) = ψ (v(xj)) −→ 0,

provando que (xj)
∞
j=1 ∈ cw0 (E). Segue que cw0 (·) é injetora.

Suponha agora que (v(xj))
∞
j=1 ∈ `wp (F ). Dado ϕ ∈ E ′, procedendo como antes, temos

ψ ∈ F ′ que estende ϕ ◦ V −1 de v(E) para F . Como (v(xj))
∞
j=1 ∈ `wp (F ) e sabendo que

ϕ(xj) = ψ(v(xj)) (provado acima), temos

∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p =
∞∑
j=1

|ψ(v(xj)|p <∞,

provando que (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E). Segue que `wp (·) é injetora.

Proposição 4.3.7 A classe `p〈·〉 é regular.
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Demonstração. Sejam E um espaço de Banach e (xj)
∞
j=1 uma sequência em E tal que

(JE(xj))
∞
j=1 ∈ `p〈E ′′〉. Dada (x∗j)

∞
j=1 ∈ B`wq (E′) queremos mostrar que (x∗j(xj))

∞
j=1 ∈ `1, isto

é, (xj)
∞
j=1 ∈ `p〈E〉. Sendo (x∗j)

∞
j=1 ∈ B`wq (E′), tem-se

‖(x∗j)∞j=1‖w,q = sup
x∗∗∈BE′′

(
∞∑
j=1

|x∗∗(x∗j)|q
) 1

q

≤ 1.

Como, para qualquer x ∈ BE tem-se JE(x) ∈ BE′′ , conclúımos que(
∞∑
j=1

|JE(x)(x∗j)|q
) 1

q

≤ ‖(x∗j)∞j=1‖w,q ≤ 1 para todo x ∈ BE,

ou seja,
∞∑
j=1

|JE(x)(x∗j)|q =
∞∑
j=1

|x∗j(x)|q ≤ 1 para todo x ∈ BE. (4.11)

Agora, defina x∗∗∗j := JE′(x
∗
j) ∈ E ′′′ para todo j ∈ N. Vejamos que (x∗∗∗j )∞j=1 ∈ B`wq (E′′′).

Para isso seja x∗∗ ∈ BE′′ dado. Pelo Teorema de Goldstine1 existe uma rede (xλ)λ em BE

tal que JE(xλ)
w∗−→ x∗∗, isto é,

x∗(xλ) = JE(xλ)(x
∗)

λ−→ x∗∗(x∗) para todo x∗ ∈ E ′. (4.12)

De (4.11) segue que
∞∑
j=1

|x∗j(xλ)|q ≤ 1 para todo λ, em particular

k∑
j=1

|x∗j(xλ)|q ≤ 1 para todos k ∈ N e λ.

Usando (4.12) conclúımos que

k∑
j=1

|x∗j(xλ)|q
λ−→

k∑
j=1

|x∗∗(x∗j)|q para todo k ∈ N.

Finalmente,

∞∑
j=1

|x∗∗∗j (x∗∗)|q =
∞∑
j=1

|JE′(x∗j)(x∗∗)|q =
∞∑
j=1

|x∗∗(x∗j)|q

= sup
k

k∑
j=1

|x∗∗(x∗j)|q = sup
k

lim
λ

k∑
j=1

|x∗j(xλ)|q ≤ 1,

para todo x∗∗ ∈ BE′′ . Isso prova que (x∗∗∗j )∞j=1 ∈ B`wq (E′′′). Segue que

(x∗j(xj))
∞
j=1 = (JE(xj)(x

∗
j))
∞
j=1

1Veja [6, Teorema 6.4.4].
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= ([JE′(x
∗
j)](JE(xj)))

∞
j=1

= (x∗∗∗j (JE(xj)))
∞
j=1 ∈ `1 para toda (x∗j)

∞
j=1 ∈ B`wq (E′),

provando que (xj)
∞
j=1 ∈ `p〈E〉.

Exemplo 4.3.8 Vejamos que a classe cw0 (·) das sequências fracamente nulas não é sobre-
jetora. Pelo Teorema 1.0.24 existe um operador sobrejetor u : `1 −→ `2. Vejamos que
(ej)

∞
j=1 ∈ cw0 (`2): dado ϕ ∈ `′2, como `′2 é isomorfo isometricamente a `2, podemos tomar

(bj)
∞
j=1 ∈ `2 tal que

ϕ
(
(aj)

∞
j=1

)
=
∞∑
j=1

ajbj para toda (aj)
∞
j=1 ∈ `2.

Note que
∞∑
j=1

|bj|2 <∞, portanto bj −→ 0. Então

ϕ(ej) = ϕ((0, . . . , 0, 1, 0, . . .)) = bj −→ 0,

provando que (ej)
∞
j=1 ∈ cw0 (`2). Suponha que exista (yj)

∞
j=1 ∈ cw0 (`1) tal que u(yj) = ej

para todo j. Neste caso, yj
w−→ 0 em `1. Pelo Teorema de Schur [6, Teorema 6.2.12]

temos yj −→ 0 em `1, o que, pela continuidade de u nos dá

ej = u(yj) −→ 0 em `2.

Isso é um absurdo, pois ‖ej‖`2 = 1 para todo j. Segue que cw0 (·) não é sobrejetora.

No próximo exemplo vemos que a classe de sequências `wp (·) não é sobrejetora para
p > 1. Para o caso em que p = 1 não sabemos dizer.

Exemplo 4.3.9 Vejamos agora que a classe `wp (·), p > 1, não é sobrejetora. Chamando de
q o conjugado de p, como q <∞, `q é separável e pelo Teorema 1.0.24 existe um operador
u : `1 −→ `q sobrejetor. Pelo Exemplo 2.4.6 sabemos que (ej)

∞
j=1 ∈ `wp (`q). Suponha que

exista (yj)
∞
j=1 ∈ `wp (`1) tal que u(yj) = ej para todo j. Como `wp (`1) ⊆ cw0 (`1), tem-se

yj
w−→ 0 em `1. Pelo Teorema de Schur [6, Teorema 6.2.12] temos yj −→ 0 em `1, o que,

pela continuidade de u, nos dá

ej = u(yj) −→ 0 em `q.

Isso é um absurdo, pois ‖ej‖`q = 1 para todo j. Segue que `wp (·) não é sobrejetora.

Provaremos que a classe `p〈·〉 não é injetora na Proposição 4.4.17.
Como todo o conteúdo desta seção, o próximo resultado não se encontra na literatura;

e será usado na seção seguinte.

Teorema 4.3.10 Sejam X e Y classes de sequências nas condições do Teorema 4.2.8.

(a) Se Y é regular, então o ideal de operadores LX;Y é regular.
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(b) Se Y é injetora, então o ideal de operadores LX;Y é injetor.

(c) Se X é sobrejetora, então o ideal de operadores LX;Y é sobrejetor.

Demonstração.

(a) Sejam E,F ∈ BAN e u ∈ L(E,F ) tal que JF ◦ u ∈ LX;Y . Então dada (xj)
∞
j=1 ∈

X(E), tem-se
(JF (u(xj)))

∞
j=1 ∈ Y (F ′′).

Como Y é regular, segue que (u(xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ), ou seja, u ∈ LX;Y e, portanto,

u ∈ LX;Y é regular.

(b) Sejam E,F,G ∈ BAN, u ∈ L(E,F ) e uma injeção métrica v ∈ L(F,G) tais que
v ◦ u ∈ LX;Y (E,G). Dada (xj)

∞
j=1 ∈ X(E), tem-se

(v(u(xj)))
∞
j=1 ∈ Y (G).

Como Y é injetora, segue que (u(xj))
∞
j=1 ∈ Y (F ) e, portanto, LX;Y é injetor.

(c) Sejam E,F,G ∈ BAN, u ∈ L(E,F ) sobrejetor e v ∈ L(F,G) tais que v ◦ u ∈ LX,Y .
Dada (xj)

∞
j=1 ∈ X(F ), como X é sobrejetora, tem-se que existe uma sequência

(zj)
∞
j=1 ∈ X(E) tal que u(zj) = xj para todo j ∈ N. Logo

(v(xj))
∞
j=1 = (v ◦ u(zj))

∞
j=1 ∈ Y (G),

e portanto LX,Y é sobrejetor.

4.4 Aplicações

Veremos nesta seção que vários ideais de operadores extensivamente estudados na lite-
ratura são casos particulares dos ideais que estudados na Seção 4.2. Mais ainda, que
caracterizações e propriedades especiais destes operadores seguem imediatamente do que
fizemos nas Seções 4.2 e 4.3.

4.4.1 Operadores absolutamente (q, p)-somantes

Definição 4.4.1 Sejam 1 ≤ p ≤ q < ∞. Um operador linear cont́ınuo u : E −→ F é
dito absolutamente (q, p)-somante se existe uma constante c > 0 tal que(

k∑
j=1

‖u(xj)‖q
) 1

q

≤ C sup
ϕ∈BE′

(
k∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

para quaisquer k ∈ N e x1, . . . , xk ∈ E. Neste caso definimos a norma (q, p)-somante de
u por

πq,p(u) = inf{C > 0 : C satisfaz a desigualdade acima}.
Denotamos por Πq,p(E,F ) a classe de todos os operadores absolutamente (q, p)-somantes
entre os espaços de Banach E e F . Quando p = q dizemos simplesmente que o operador
é absolutamente p-somante e escrevemos Πp(E,F ) no lugar de Πp,p(E,F ).
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A classe Πp dos operadores absolutamente p-somantes é um dos ideais de operadores
mais estudados, em particular o livro [12] é todo dedicado ao estudos desses operadores e
de suas aplicações.

Como as classes de sequências `q(·) e `wp (·) são linearmente estáveis e finitamente
determinadas e também como `up(·) < `wp (·), as seguintes caracterizações seguem das
Proposições 4.2.1 e 4.2.4.

Proposição 4.4.2 Dado um operador u ∈ L(E,F ) entre espaços de Banach, as seguintes
afirmações são equivalentes.

(a) u ∈ Πq,p(E,F ).

(b) Existe uma constante C > 0 tal que(
∞∑
j=1

‖u(xj)‖q
) 1

q

≤ C sup
ϕ∈BE′

(
∞∑
j=1

|ϕ(xj)|p
) 1

p

. (4.13)

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E).

(c) (u(xj))
∞
j=1 ∈ `q(F ) para toda sequência (xj)

∞
j=1 ∈ `wp (E).

(d) (u(xj))
∞
j=1 ∈ `q(F ) para toda sequência (xj)

∞
j=1 ∈ `up(E).

(e) O operador linear induzido
û : `wp (E) −→ `q(F )

está bem definido e é cont́ınuo.

(f) O operador linear induzido
ũ : `up(E) −→ `q(F )

está bem definido e é cont́ınuo.

(g) u é (`wp (·), `q(·))-somante, isto é, u ∈ L`wp (·);`q(·).

(h) u é (`up(·), `q(·))-somante, isto é, u ∈ L`up (·);`q(·).

E mais ainda,

πq,p(u) = inf{C : (4.13) é satisfeita } = ‖û‖L(`wp (E),`q(F ))

= ‖ũ‖L(`wp (E),`q(F )) = ‖u‖`wp (·),`q(·) = ‖u‖`up (·),`q(·).

Proposição 4.4.3 A classe Πq,p de todos os operadores (q, p)-somantes é um ideal de
Banach de operadores injetor.

Demonstração. Na Proposição 3.2.6 e no exemplo 3.2.4 vimos que as classes de sequências
`wp (·) e `q(·) são linearmente estáveis. Pelo Teorema 2.4.13 temos que `wq (K) = `q(K).

Logo, sendo 1 ≤ p ≤ q < ∞, é claro que `wp (K)
1
↪→ `q(K). Combinando o Teorema 4.2.8

com a proposição acima segue que Πq,p é um ideal de Banach de operadores. Pela Pro-
posição 4.3.5 sabemos que `q(·) é uma classe de sequência injetora, logo, pelo Teorema
4.3.10 segue que Πq,p é um ideal injetor.
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4.4.2 Operadores completamente cont́ınuos e p-convergentes

Os operadores completamente cont́ınuos são fartamente estudados na literatura, veja por
exemplo [11] e [12], e os operadores p-convergentes foram introduzidos por Castillo em
[8].

Definição 4.4.4 Sejam E e F espaços normados. Um operador linear e cont́ınuo u : E −→
F é dito:
• Completamente cont́ınuo se para toda sequência (xj)

∞
j=1 em E tal que xj

w−→ x em E,
é verdade que u(xj) −→ u(x) em F . Denotamos o conjunto de todos operadores lineares
cont́ınuos de E em F que são completamente cont́ınuos por C(E,F ).
• p-convergente, 1 ≤ p <∞, se (u(xj))

∞
j=1 ∈ c0(F ) sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ `wp (E). Denota-

mos por Cp(E,F ) o conjunto de todos os operadores lineares e cont́ınuos entre E e F que
são p-convergentes.

Vejamos que essas classes são casos particulares da classes que estudamos abstrata-
mente nos caṕıtulos anteriores.

Proposição 4.4.5 Sejam X = cw0 (·), Y = c0(·) e Z = `wp (·). Então C = LX;Y e Cp =
LZ;Y e portanto ambas as classes são ideais de operadores.

Demonstração. Suponha que u seja (X;Y )-somante. Dada uma sequência (xj)
∞
j=1 em

E tal que xj
w−→ x em E, tem-se que (xj − x)∞j=1 ∈ cw0 (E). Como u é (X;Y )-somante,

temos
(u(xj)− u(x))∞j=1 = (u(xj − x))∞j=1 ∈ c0(F ),

isto é, ‖u(xj) − u(x)‖c0(F ) −→ 0. Portanto, u(xj) −→ u(x) em F e, consequentemente,

u é completamente cont́ınuo. Reciprocamente, seja (xj)
∞
j=1 ∈ cw0 (E), isto é, xj

w−→ 0
em E. Como u é completamente cont́ınuo tem-se u(xj) −→ 0 = u(0) em F . Portanto,
(u(xj))

∞
j=1 ∈ c0(F ), isto é, u é um operador (X;Y )-somante.

A outra igualdade decorre imediatamente das definições e a última afirmação do Teo-
rema 4.2.8.

Proposição 4.4.6 Sejam E e F espaços de Banach e 1 ≤ p ≤ q <∞.

(a) C(E,F ) ⊆ Cp(E,F ).

(b) Cp(E,F ) ⊆ Cq(E,F ).

(c) C(E,F ) e Cp(E,F ) são subespaços fechados de L(E,F ).

Demonstração.

(a) Sejam u ∈ C(E,F ) e (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E). Como `wp (E) ⊆ cw0 (E) temos (xj)

∞
j=1 ∈ cw0 (E)

e, como u ∈ C(E,F ), segue, pela Proposição 4.4.5, que (u(xj)
∞
j=1 ∈ c0(F ).

(b) Sejam u ∈ Cp(E,F ) e (xj)
∞
j=1 ∈ `wq (E). Como `wq (E) ⊆ `wp (E) temos (xj)

∞
j=1 ∈

`wp (E) e, novamente pela Proposição 4.4.5, segue que (u(xj))
∞
j=1 ∈ c0(F ). Logo,

u ∈ L`wq (·),c0(·)(E,F ), isto é, u ∈ Cq(E,F ).
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(c) Seja (uk)
∞
k=1 uma sequência em Cp(E,F ) tal que uk −→ u em L(E,F ). Vejamos

que u ∈ Cp(E,F ). Para isso, considere (xj)
∞
j=1 ∈ `wp (E) ⊆ `∞(E) e ε > 0. Do fato

de que uk −→ u em L(E,F ) existe k0 ∈ N tal que

‖uk − u‖ <
ε

2 supj ‖xj‖
para todo k ≥ k0.

Como uk0 ∈ Cp(E,F ), existe N = N(k0, ε) ∈ N tal que ‖uk0(xj)‖ <
ε

2
para todo

j ≥ N . Assim, se j ≥ N , então

‖u(xj)‖ = ‖u(xj)− uk0(xj) + uk0(xj)‖
≤ ‖uk0(xj)− u(xj)‖+ ‖uk0(xj)‖
= ‖(uk0 − u)(xj)‖+ ‖uk0(xj)‖
≤ ‖uk0 − u‖ · ‖xj‖+ ‖uk0(xj)‖
≤ ‖uk0 − u‖ · sup

j
‖xj‖+ ‖uk0(xj)‖

<
ε

2 supj ‖xj‖
· sup

j
‖xj‖+

ε

2
= ε,

o que prova que u(xj) −→ 0 em F .

De maneira análoga prova-se que C(E,F ) é fechado em L(E,F ).

Quanto às propriedades especiais, temos:

Proposição 4.4.7 A classes C de todos os operadores completamente cont́ınuos e Cp de
todos os operadores p-convergentes são ideais fechados injetores.

Demonstração. Que são ideais fechados já vimos nos resultados anteriores desta seção.
Pela Proposição 4.3.3 sabemos que c0(·) é uma classe de sequências injetora. Combinando
o Teorema 4.3.10 com a Proposição 4.4.5 conclúımos que os ideais C e Cp são injetores.

4.4.3 Operadores incondicionalmente (p, r)-somantes

Os operadores incondicionalmente (p, r)-somantes foram estudados por Junek e Matos em
[14].

Definição 4.4.8 Sejam 1 ≤ r ≤ p < ∞. Um operador u ∈ L(E,F ) é dito incondi-
cionalmente (p, r)-somante se u transforma sequências fracamente r-somáveis em E em
sequências incondicionalmente p-somáveis em F , isto é, se (u(xj))

∞
j=1 ∈ `up(F ) sempre que

(xj)
∞
j=1 ∈ `wr (E). O conjunto de todos os operadores lineares cont́ınuos de E em F que

são incondicionalmente (p, r)-somantes é denotado por U(p,r)(E,F ).

Como as classes de sequências `wp (·) e `up(·) cumprem as condições do Teorema 4.2.8 e
U(p,r) = L`wp (·);`up (·), temos a
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Proposição 4.4.9 A classe U(p,r) dos operadores incondicionalmente (p, r)-somantes é
um ideal de Banach de operadores.

Por comodidade, quando p = r escrevamos Up(E,F ) no lugar de U(p,p)(E,F ). Vamos
mostrar que U1 = C1.

Teorema 4.4.10 Sejam E e F espaços normados. Então U1(E,F ) = C1(E,F ).

Demonstração. Se u ∈ U1(E,F ), então dada (xj)
∞
j=1 ∈ `w1 (E) tem-se (u(xj))

∞
j=1 ∈ `u1(F ).

Mas na Proposição 2.6.6 provamos que `u1(F ) ⊆ c0(F ). Logo, (u(xj))
∞
j=1 ∈ c0(F ) para

qualquer (xj)
∞
j=1 ∈ `w1 (E), isto é, u ∈ C1(E,F ).

Suponha, por absurdo, que exista u ∈ C1(E,F ) tal que u /∈ U1(E,F ), isto é, existe

uma sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `w1 (E) tal que (u(xj))

∞
j=1 /∈ `u1(F ). Então a série

∞∑
j=1

u(xj) não

é convergente. Pelo critério de Cauchy para séries, existem ε > 0 e duas sequências de
números naturais (mk)

∞
k=1 e (nk)

∞
k=1 satisfazendo m1 < n1 < m2 < n2 < m3 < n3 < · · ·

tais que ∥∥∥ nk∑
j=mk

u(xj)
∥∥∥ ≥ ε para todo k ∈ N.

Defina zk =

nk∑
j=mk

xj. De (xj)
∞
j=1 ∈ `w1 (E) segue que (zk)

∞
k=1 ∈ `w1 (E). De fato, basta

observar que

∞∑
k=1

|ϕ(zk)| =
∞∑
k=1

∣∣∣ϕ( nk∑
j=mk

xj

)∣∣∣
=

∞∑
k=1

∣∣∣ nk∑
j=mk

ϕ(xj)
∣∣∣

≤
∞∑
k=1

nk∑
j=mk

|ϕ(xj)| <∞

em que usamos o fato de (xm1 , xn1 , xm2 , xn2 , xm3 , xn3 , . . .) ser uma subsequência de (xj)
∞
j=1.

Finalmente, temos as seguintes conclusões:

• Como u ∈ C1(E,F ) e (zk)
∞
k=1 ∈ `w1 (E), temos limu(zk) = 0.

• lim
k
u(zk) = lim

k
u

(
nk∑

j=mk

xj

)
= lim

k

nk∑
j=mk

u(xj) 6= 0.

Essa contradição completa a demonstração.

Em [14, Proposition 1.6], a proposição acima é enunciada para todo p ≥ 1. Entretanto,
acreditamos que a demonstração de tal fato está incompleta no caso em p > 1, e foi por isso
que provamos acima apenas o caso p = 1. O ponto da demonstração de [14, Proposition
1.6] no caso p > 1 que acreditamos estar incorreto, é o seguinte:
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“. . . como (ej)
∞
j=1 ∈ `wp (`p′), então a sequência básica de blocos (zk)

∞
k=1 relativa à base de

Schauder (ej)
∞
j=1 de `p′ também pertence à `wp (`p′)”.

Acreditamos que essa implicação é falsa e, para justificar isso apresentaremos um
contra-exemplo. Neste contra contra-exemplo, os coeficientes da sequência de blocos
básica são limitados e nem com essa hipótese adicional a implicação é verdadeira. Vejamos
a definição:

Definição 4.4.11 Sejam (xj)
∞
j=1 uma base de Schauder de um espaço de Banach E e

(kj)
∞
j=0 uma sequência estritamente crescente de inteiros positivos, com k0 = 0. Uma

sequência de vetores não nulos (yj)
∞
j=1 em E definida por

yj =

kj∑
i=kj−1+1

bixi

em que cada bi ∈ K, é chamada de sequências de blocos básica relativa a (xj)
∞
j=1. Os

escalares (bj)
∞
j=1 são o que estamos chamando de coeficientes.

Exemplo 4.4.12 Vamos dar um contra-exemplo para a seguinte afirmação:

“ Se (zk)
∞
k=1 é uma sequência básica de blocos relativa à base de Schauder (ej)

∞
j=1 de `p′

com coeficientes limitados, então (zk)
∞
k=1 ∈ `wp (`p′).”

Como queremos um contra-exemplo, basta considar o caso p = 2. Considere a sequência
(zk)

∞
k=1 definida por

zk =
2k−1∑
j=2k−1

ej.

Então (zk)
∞
k=1 é uma sequência básica de blocos relativa à (ej)

∞
j=1 com todos coeficientes

iguais a 1. Vejamos que (zk)
∞
k=1 /∈ `w2 (`2). Para tal, considere o funcional

ϕ =

(
1

j

)∞
j=1

∈ `′2 = `2.

Dessa forma,

∞∑
k=1

|ϕ(zk)|2 =
∞∑
k=1

∣∣∣ (1

j

)∞
j=1

(zk)
∣∣∣2 =

∞∑
k=1

 2k−1∑
j=2k−1

1

j

2

≥
∞∑
k=1

 2k−1∑
j=2k−1

1

2k − 1

2

=
∞∑
k=1

(
2k − 2k−1

2k − 1

)2

= +∞,

pois

lim
k→+∞

(
2k − 2k−1

2k − 1

)2

= lim
k→+∞

(
1− 1

2

1− 1
2k

)2

=
1

22
6= 0.

Isso prova que (zk)
∞
k=1 /∈ `w2 (`2) e portanto a implicação usada na demonstração de [14,

Proposition 1.6] é falsa. Tanto quanto sabemos, esta é a primeira vez em que este problema
na demonstração de [14, Proposition 1.6] é apontado.

71



4.4.4 Operadores Cohen fortemente somantes

Os operadores Cohen fortemente p-somantes foram introduzidos por Cohen em [9] para
descrever os operadores que têm adjuntos absolutamente p′-somantes (veja parte final
desta seção). Para o desenvolvimento da teoria desses operadores, veja [7] e as referências
contidas nesta tese.

Definição 4.4.13 Seja 1 ≤ p < ∞. Um operador u ∈ L(E,F ) é Cohen fortemente
p-somante se

(u(xj))
∞
j=1 ∈ `p〈F 〉 sempre que (xj)

∞
j=1 ∈ `p(E).

Denotamos por Dp(E,F ) a classe de todos os operadores Cohen fortemente p-somante
entre os espaços de Banach E e F . Pelo item (b) da Proposição 2.7.9 tem-se `1〈E〉 = `1(E).
Logo, D1(E,F ) = L(E,F ). Por isso, apenas o caso p > 1 é considerado.

Proposição 4.4.14 Para um operador u ∈ L(E,F ), as seguintes afirmações são equiva-
lentes:

(a) u é Cohen fortemente p-somante.
(b) Existe uma constante C > 0 tal que

‖(u(xj))
∞
j=1‖`p〈F 〉 ≤ C‖(xj)∞j=1‖p, (4.14)

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E).

(c) Existe uma constante C > 0 tal que

‖(u(xj))
k
j=1‖`p〈F 〉 ≤ C‖(xj)kj=1‖p, (4.15)

para todos k ∈ N e x1, . . . , xk ∈ E.
(d) O operador linear induzido

û : `p(E) −→ `p〈F 〉

está bem definido e é cont́ınuo.
(e) u é (`p(·), `p〈·〉)-somante.
(f) Existe uma constante C > 0 tal que

∞∑
j=1

|ϕj(u(xj))| ≤ C‖(xj)∞j=1‖p · ‖(ϕj)∞j=1‖w,p′ , (4.16)

para toda sequência (xj)
∞
j=1 ∈ `p(E).

(g) Existe uma constante C > 0 tal que

k∑
j=1

|ϕj(u(xj))| ≤ C‖(xj)kj=1‖p‖(ϕj)kj=1‖w,p′ , (4.17)

para todos k ∈ N, xj ∈ E, ϕj ∈ F ′, j = 1, . . . , k.
Mais ainda, Dp(E,F ) é um espaço normado com a norma

dp(u) := ‖û‖ = inf{(4.14) é satisfeita} = inf{(4.15) é satisfeita}
= inf{(4.16) é satisfeita} = inf{(4.17) é satisfeita}. (4.18)
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Demonstração. Como as classes de sequências `p(·) e `p〈·〉 são linearmente estáveis e
finitamente determinadas, as equivalência de (a) até (e) seguem das Proposições 4.2.1 e
4.2.4. Para as condições (e) e (f), veja [7].

Proposição 4.4.15 A classe de todos os operadores Cohen formente p-somante Dp é um
ideal de operadores Banach com a norma definida em (4.18). Mais ainda, o ideal Dp é
regular e sobrejetor.

Demonstração. Como `p(·) e `p〈·〉 são linearmente estáveis, combinando o Teorema
4.2.8 com a proposição acima segue que Dp é um ideal de Banach de operadores. Pela
Proposição 4.3.7 sabemos que `q〈·〉 é uma classe de sequências regular, logo, pelo Teorema
4.3.10 segue que o ideal Dp é regular.

Justificaremos em seguida a afirmação, feita na seção anterior, de que a classe `p〈·〉
não é injetora. Para isso relembremos a definição do dual de um ideal de operadores I,
que por sua vez também é um ideal de operadores:

Idual(E,F ) = {u ∈ L(E,F ) : u′ ∈ I(F ′, E ′)},

onde u′ é o adjunto do operador u. Cohen [9] provou que

Πdual
p = Dp′ e Ddualp = Πp′ ,

em que p > 1 e p′ é o conjugado de p.

Proposição 4.4.16 O dual de um ideal de operadores injetor é sobrejetor.

Demonstração. Veja [19, Proposition 4.7.18].

Proposição 4.4.17 A classe `p〈·〉 não é injetora.

Demonstração. Suponha que `p〈·〉 seja injetora. Pelo Teorema 4.3.10, neste caso o ideal
Dp = L`p(·),`p〈·〉 seria injetor. Dáı, por 4.4.16, o ideal Ddualp = Πp′ seria sobrejetor. Como
isso não acontece (veja, por exemplo, [19, Proposition 8.5.8]), segue que a classe `p〈·〉 não
é injetora.
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