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MENEZES, K. M. Difeomorfismos de Anosov 2016. (57 péaginas). Dissertacdo de Mestrado,
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O principal objeto de estudo deste trabalho sao os difeomorfismos de Anosov. Serao tratadas
propriedades fundamentais em sistemas dinamicos tais como estabilidade estrutural, transitivi-
dade e o fato do conjunto dos difeomorfismos de Anosov ser aberto no espago dos difeomorfismos.
O resultado principal é uma versao preliminar, apresentado por John Franks em [4], de que
todo difeomorfismo de Anosov no toro é topologicamente conjugado a um automorfismo linear

hiperbdlico do toro.

Palavras-chave: Sistemas dinamicos hiperbdlicos, difeomorfismos de Anosov, classificacao glo-

bal.
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Abstract

The main target of this work are the Anosov diffeomorphisms. Fundamental properties of
dynamical systems will be addressed such as structural stability, transitivity and the fact of
the set of Anosov diffeomorphisms be open in the space of diffeomorphisms. The main result
is a preliminary version presented by John Franks in [4], that every Anosov diffeomorphism of

the torus is topologically conjugated to a linear hyperbolic automorphism of the torus.

Keywords: Hyperbolic dynamical systems, Anosov diffeomorphisms, global classification.
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Introducao

No final do século XIX Poincaré busca compreender a evolucao do nosso sistema solar.
Enquanto a abordagem utilizada até entao ia no sentido de resolver as equacgoes diferenciais
do movimento, Poincaré propoe a utilizacao de ferramentas vindas de outras areas, tais como
a Topologia, Geometria, Algebra e Anadlise, para obter uma descricao qualitativa e, quando
possivel, quantitativa do comportamento do sistema. Esta proposta marca o nascimento dos
Sistemas Dinamicos como area de pesquisa em matematica, tendo como objetivo desenvolver
uma teoria capaz de prever a evolugao de certos fenomenos, estudando o comportamento das

orbitas de aplicagoes e fluxos.

Esta area teve contribuigoes fundamentais de alguns dos maiores matematicos do século
XX, tais como Lyapunov, Andronov, Birkhoff e Kolmogorov. Dmitri Victorovich Anosov (1963-
2014) foi um matematico russo que estudou sistemas globalmente hiperbdlicos, que posterior-
mente ficaram conhecidos como sistemas de Anosov. Com o passar do tempo os sistemas Anosov
passaram a desempenhar um papel central na teoria de sistemas dinamicos. Tais sistemas re-
presentam a ideia mais perfeita do comportamento hiperbdlico global, e sua extensao natural,

os sistemas parcialmente hiperbdlicos, é um tépico de pesquisa bastante ativo na atualidade.

Neste trabalho apresentamos um estudo sobre difeomorfismos de Anosov. Com o intuito de
torna-lo auto-contido, no primeiro capitulo sao introduzidos conceitos e resultados basicos de
sistemas dinamicos, assim como no¢oes fundamentais de topologia diferencial tais como varieda-
des diferencidveis, espagos tangentes e variedades riemannianas. No Capitulo 2, estabelece-se a
nocao de hiperbolicidade e consequentemente define-se difeomorfismos de Anosov, em seguida,
sao apresentadas propriedades importantes destes sistemas, tais como: estabilidade estrutural,
caracterizagoes sobre transitividade e o fato do conjunto dos difeomorfismos Anosov ser aberto
no conjunto dos difeomorfismos. Esse capitulo termina com a construcao e estudo detalhado
sobre os automorfismos hiperbodlicos do toro. O terceiro e tultimo capitulo é devotado a demons-
tragao de que no toro os tnicos difeomorfismos de Anosov sao, essencialmente, os automorfismos

hiperbdlicos. De fato, o resultado apresentado é uma versao preliminar feita por Franks em



[4], na qual ele assume como hipétese que o conjunto dos pontos nao-errantes é todo o toro.
Posteriormente Manning em [10] completou a demonstragao do resultado geral. Vale ressaltar

que a demonstragao aqui apresentada é uma adaptacao feita Katok e Hasselblat em [7].

Kelly Melo de Menezes
Uberlandia-MG, 19 de janeiro de 2016.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos este capitulo introduzindo nogoes e exemplos fundamentais em sistemas dinamicos
e para tal nos baseamos nos livros [2, 7, 11, 13, 14]. Em seguida, baseando-nos na referéncia

9], definimos variedades diferencidveis, espacos tangentes e variedades riemannianas.

1.1 Conceitos basicos em sistemas dinamicos

Dado um espago topologico X, qualquer aplicagao f : X — X é um sistema dinamico com
tempo discreto ou simplesmente sistema dinamico.
Seja f uma aplicacao em X. Para um inteiro positivo n denota-se por f" a n-ésima iterada
de f, isto é,
fr=fofo..of.

n

Além disso, f° = Idx e se f for invertivel f~" = (f~)".

Defini¢ao 1.1. Dada uma transformacgao inversivel f : X — f(X), a érbita de um ponto
x € X € o conjunto O(x) = {f"(z),n € Z}. Paran € Z denota-se por O~ (x) = {f"(x),n < 0}
e 0% (z) = {f"(x),n > 0}.

Definicao 1.2. Seja f uma funcao definida em X. Um ponto x € X € um ponto periodico
por f de periodo n se f"(z) = x e fN(x) # x para todo 0 < N < n. Denota-se por Per(f)
o conjunto de pontos periodicos por f em X. Se x for um ponto de periodo um entao ele é
chamado de ponto fixo. Denota-se por Fix(f) o conjunto de todos os pontos fixos por f em

X. Se x for um ponto de periodo n, entio a drbita O(x) € dita uma orbita periddica.

Definicao 1.3. Um subconjunto S C X € dito invariante em relagdo a transformacdo f se

f(8)=5.



Note que uma érbita periédica é sempre um conjunto invariante.

Definicao 1.4. Seja X um espago métrico completo e f um homeomorfismo em X. O conjunto

w-limate é definido por

wx)={ye X |y= kh_)rgo f™(z) onde ny — oo}.
O conjunto a-limite € definido por

alz)={ye X |y = kll_}ﬂgo f™(z) onde ny — —o0}.

Dizemos que x € w-recorrente se x € w(x) e x € a-recorrente se x € o(x).

Vamos denotar por Diff'(X) o espaco dos difeomorfismos de classe C' com a topologia
C' em X. Ao longo deste trabalho, serd considerada a topologia C” classica, no espaco das

aplicagoes de classe C", apresentada, por exemplo, na Secao 7.1.1 do livro [14] ou na Secao 2

do Capitulo I de [13].

Transitividade

Recordemos que o conjunto A é residual em um espago X se existirem enumerdaveis conjuntos
o0

abertos {U;}72, densos em X tal que A = ﬂ Uj. O Teorema da categoria de Baire afirma que
j=1

todo subconjunto residual em um espago métrico completo é denso.

Teorema 1.1. (Condi¢ao de Birkhoff para transitividade) Seja X um espago métrico completo

com base enumerdvel e f: X — X uma funcao continua.

1. Se para todo aberto U C X, O~ (U) = U f™(U) € denso em X entao existe um conjunto
n<0
residual R" tal que para todo x € R™ a érbita O (x) € densa em X.

2. Se f for um homeomorfismo e para todo aberto U C X, OT(U) = U f(U) € denso em
n>0
X entdo existe um conjunto residual R~ tal que para todo x € R™ a orbita O~ (x) € densa

em X.

3. Combinando os dois itens anteriores, se [ for um homeomorfismo e para todo aberto
UcCX, O (U) e O (U) forem densas em X entio existe um conjunto residual R C X

tal que para todo x € R as dorbitas OF (z) e O~ (x) sdo densas em X.



Demonstragao. Seja {V;,j € Z} uma base enumerdvel de X. Entao
R:=n{0"(V)) |j € Z}

¢ uma intersecao de conjuntos densos e abertos e portanto é residual. Seja z € R*. Entdo
z € O (V;) para todo j, portanto O*(x) N'V; # (. Isso prova o item 1, ou seja, que O (z) é
densa em X.

No item 2 assumimos que f é um homeomorfismo e portanto O~ (z) estd bem definida. A
demonstracao é andloga a anterior.

O item 3 é uma combinacao dos itens 1 e 2. O

Definicao 1.5. Um sistema dinamico invertivel f : X — X se diz topologicamente transi-
tivo ou transitivo se existe um ponto x € X tal que sua orbita O(z) = {f"(x)}nez € densa

em X.
O teorema anterior fornece o seguinte critério para transitividade:
Corolario 1.1.1. Seja f um homeomorfismo em um espago métrico completo X. Se para todos

abertos U,V € X existe n € Z tal que U e f"(V) se intersectam, entdo f € transitivo.

Exemplos

A fim de ilustrar o conceito de sistema dinamico e a no¢ao de comportamento assintético vamos

apresentar dois exemplos identificando propriedades que serao tteis posteriormente.

Contracoes

O tipo de comportamento assintotico mais simples que se pode imaginar é representado pela

convergencia das iteradas de um estado qualquer para um estado particular.

Defini¢ao 1.6. Seja (X, d) um espago métrico. Uma transformagao f : X — X chama-se

contracao se existe A < 1 tal que para quaisquer x,y € X tem-se

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y). (1.1)

A desigualdade (1.1) implica que a transformagao f é continua e portanto as suas iteradas

positivas formam um sistema dinamico topoldgico com tempo discreto.



Iterando (1.1), para qualquer inteiro positivo n tem-se
d(f" (), f"(y)) < A"d(z,y). (1.2)
E portanto quando n — oo tem-se

d(f"(x), f"(y)) =0

o que mostra que todos os pontos possuem o mesmo comportamento assintético.
Por outro lado, para todo z € X a sequéncia {f"(z)},en é de Cauchy pois para N > n
tem-se

N—n—1 N—n—1

d(f" (@), f"(x)) < d(f" @), [ (@) < i N f (), @)

/\n

d(f(x), ) "2 0. (1.3)

Assim se o espago X for completo para qualquer = € X existe o limite p de f"(x) quando
n — oo e por (1.2) p é o mesmo para todo ponto z.

Mostraremos que p é um ponto fixo de f. Para qualquer x € X e qualquer n € N tem-se

d(p, f(p)) < d(p, f"(2)) +d(f" (), f (@) + d(f" (@), £(p))
< (14 Nd(p, f*(x)) + Xd(x, f(x)).

Uma vez que d(p, f"(p)) — 0 quando n — oo, obtém-se f(p) = p.
Fazendo N — oo em (1.3) obtém-se

)\TL

dp, f"(2)) < 7—

d(f(x), ).

Diremos que duas sequéncias de pontos num espago métrico convergem exponencial-
mente (ou com velocidade exponencial) uma para a outra se existem constantes ¢ > 0e A < 1
tal que d(z,,y,) < c\". Em particular se uma das sequéncias for constante, isto é, y, = v,
diremos que z,, converge exponencialmente para y.

O argumento anterior contém a demonstracao do seguinte resultado fundamental que fornece
uma descricao completa do comportamento assintético de um sistema dinamico gerado por uma

contragao.



Proposicao 1.1. (Principio de contragdo) Seja X um espago métrico completo. Iterando a

contragao f : X — X todos os pontos convergem com velocidade exponencial para o unico ponto

fixo de f.

Rotagoes do circulo

Podemos usar notacao multiplicativa, onde a circunferéncia é representada pela circunferéncia

unitaria no plano complexo.

St={zecC||z| =1} = {*" | 0 € R}

ou notagao aditiva

S'=R/Z

onde a circunferéncia é representada pelo quociente do grupo aditivo dos niimeros reais pelo

subgrupo dos inteiros. A transformacao logaritmica

627”'9 Ny

estabelece um isomorfismo entre as duas representagoes. Usaremos o simbolo R, para repre-

sentar a rotacao por um angulo 2ra. Em notagao multiplicativa

R,z = zpz com zy = €™,

E como seria de esperar, em notacgao aditiva temos

R,x =2+« mod]l

onde mod 1 significa que nimeros diferindo entre si por um inteiro sao identificados. As

iteradas de uma rotacao sao respectivamente

Rz = Ryoz = 25z ou Ry,x =2+ no.

H&a uma diferenca crucial entre os casos « racional e « irracional.
No primeiro caso, escrevemos o = p/q onde p e ¢ sao inteiros primos entre si. Temos
Rl(x) = x para todo x. Logo R é a transformagao identidade e ap6s ¢ iteradas a transformagao

simplesmente repete-se.



O segundo caso é muito mais interessante. Comecamos com uma definicao de natureza mais

geral que pertence a dinamica topoldgica.

Definicao 1.7. Um sistema dinamico f : X — X diz-se minimal se a orbita de qualquer

ponto x € X € densa em X ou ainda se f ndo tem conjuntos invariantes fechados proprios.
Proposicao 1.2. Se « € irracional entao a rotagao R, é minimal.

Demonstracdo. Seja A C S* o fecho de uma 6rbita. Se a 6rbita nao é densa, o complementar
S™\ A é um conjunto aberto ndo-vazio constituido por intervalos disjuntos. Seja I o maior desses
intervalos (ou um dos maiores, se existir mais do que um com comprimento maximo). Como as
rotacoes preservam o comprimento de qualquer intervalo, as iteradas R I nao se intersectam.
Caso contrario S*\ A teria um intervalo maior que /. Como « é irracional, nenhuma iterada
de I pode coincidir; caso contrario um extremo de I de uma iterada de I iria repetir e assim
terfamos = + ka = x mod 1 donde ka = [ inteiro e o = [/k seria racional. Assim os intervalos
R I sao todos disjuntos e de igual comprimento, mas tal é impossivel porque a circunferéncia
tem comprimento finito e a soma dos comprimentos de intervalos disjuntos nao pode exceder o

comprimento da circunferéncia. O]

1.2 Variedades topoldgicas

Definigao 1.8. Seja M um espago topologico. Um sistema de coordenadas locais ou uma
carta local em M ¢é um homeomorfismo ¢ : U — o(U) de um subconjunto aberto U € M
sobre um aberto o(U) € R™. Diz-se que m = m(U) € a dimensao de ¢ : U — o(U).

Para cada x € U tem-se p(z) = (¢'(x), ..., 0" (x)). Os nimeros ¢" = ¢'(x), i = 1,...,m sdo

chamados de coordenadas do ponto x € M no sistema .

Definicao 1.9. Um atlas de dimensdo m sobre um espaco topologico M ¢ uma colecao 3 de
sistemas de coordenadas locais ¢ : U — R™ em M, cujos dominios U cobrem M. Os dominios

U dos sistemas de coordenadas ¢ € 3 sao chamados as vizinhang¢as coordenadas de $1.

Definicao 1.10. Um espaco topologico M no qual existe um atlas de dimensdo m chama-se

uma variedade topologica de dimensao m.

Em outras palavras, M é uma variedade topoldgica se, e somente se, cada ponto de M tem

uma vizinhanga homeomorfa a um aberto do R™.



Dados os sistemas de coordenadas ¢ : U — R™ e ¢ : V' — R™ no espaco topoldgico M, tais
que UNV # (), cada ponto z € UNV tem coordenadas p; = ¢;(x) no sistema ¢ e coordenadas
¥; = 1;(x) no sistema 1.

A correspondéncia (o' (z),...,¢™(z)) < (¥'(2),...,1v™(x)) estabelece um homeomorfismo

Dy =top i p(UNV)— (UNV) que é chamado mudanga de coordenadas.

.
U
i ¥
/ v
Yoy
R™ —>

1.3 Variedades diferenciaveis

Um atlas 4 sobre um espago topolégico M é um atlas diferencidvel de classe C", (r > 1),
se todas as mudancas de coordenadas @, com ¢, € U, sao aplicacoes C". Escreve-se entao
el

Como @y = (By,) 7", 08 Dy sd0, de fato, difeomorfismos de classe C.

Seja 4 um atlas de dimensao m e classe C" num espago topolégico M. Um sistema de
coordenadas ¢ : W — R™ em M diz-se admissivel relativamente ao atlas i se, para todo
sistema de coordenadas locais ¢ : U — R™, pertencente a i, com U NW # (), as mudancas
de coordenadas ®,4 € Py, sao C" em M. Em outras palavras, se U {¢} é ainda um atlas de
classe C" em M.

Um atlas 4 de dimensao m e classe C" sobre M diz-se maximal quando contém todos os

sistemas de coordenadas locais que sao admissiveis em relacao a l.
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Todo atlas de classe C" em M pode ser ampliado, de modo 1nico, até se tornar um atlas

maximo de classe C": basta acrescentar-lhe todos os sistemas de coordenadas admissiveis.

Definicao 1.11. Uma variedade diferencidvel, de dimensio m e classe C" é um par or-
denado (M,$1), onde M ¢é um espago topoldgico de Hausdorff, com base enumerdvel e L € um

altas mdximo de dimensao m e classe C" sobre M.

Espaco tangente

Vamos comegar definindo vetores tangentes em um espaco Euclidiano.

Defini¢ao 1.12. Fize um ponto x € R™. Um vetor tangente em x é um par (x,v) onde
v € R™. O par (x,v) é também denotado por v,. O conjunto de todos os possiveis vetores

tangentes em x € denotado por T,R™ e € chamado de espaco tangente em x.

O espago tangente em x € um espago vetorial onde (x,v) + (x,w) = (z,v +w). A unido
disjunta dos vetores tangentes nos diferentes pontos de R™ € chamado de fibrado tangente

de R™ e € denotado por TR™. Assim:

TR™ = {(z,v) | x € R™ e v € um vetor tangente em x} = R™ x R™.

Para uma variedade M de classe C", > 1, precisamos especificar o que significa um vetor
ser tangente a um ponto x. Seja v : (—46,6) C R — M uma curva C* com 7(0) = x. Seja
©Ya : Uy — V,, um sistema de coordenadas em x. Pela defini¢ao de diferenciabilidade ¢, o y(t) é

C'. No sistema de coordenadas o vetor tangente determinado por v é dado por (,07)"(0) = v2.
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Uo,C M

Se g : Us — V3 ¢é outro sistema de coordenadas em x entao o vetor tangente determinado

por 7 nesse sistema de coordenadas é dado por (¢ 0 7)'(0) = v’

Note que

v = D(pg 0 p " )aats

iy

onde z% = ¢, (z). Esses vetores vy e v representam o mesmo vetor em diferentes sistema de

xT

coordenadas pois eles representam a derivada das coordenadas representantes da mesma curva.

A derivada de uma curva em uma variedade, ou vetor tangente a curva, é a classe de

equivaléncia de representantes de diferentes sistemas de coordenadas, onde v® ~ v? se v? =

D(QOB © 90;1)90““3'

Sendo assim, dizemos que um vetor tangente a M em z é a derivada da uma curva
diferenciavel em x. E o espaco tangente de M em x é o conjunto de todos os vetores

tangentes em x e é denotado por T, M. Assim:

T.M = {v, | v, é a derivada de uma curva diferenciavel em x}.

Fixado um ponto x em M temos que T, M é um espago vetorial (usando a adicdo em

qualquer um dos sistemas de coordenadas em z). A unido disjunta dos vetores tangentes em
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todos os pontos de M d& o fibrado tangente da variedade M que é denotado por T'M. Assim:

TM = {(z,v) |z € M e v é um vetor tangente em x} = U {z} x T, M.
zeM

Definicao 1.13. Se f : M; — M, é uma aplicacio C* entre variedades, consideramos a
derivada de f no ponto x sendo uma aplicagdao linear de T, My em Ty Ms, Df, : T, M; —
TpayMs. Se o : Uy C My — Vi, e g : Ug C My — Vg sdo sistemas de coordenadas em x e

f(x), respectivamente, entdo:

D50 f o g st = wl,

leva o representante de um vetor em x no sistema de coordenadas (Pu, Ua, Vo) no representante

de um vetor em f(x) no sistema de coordenadas (g, Ug, Vg).

1.4 Variedades Riemannianas

Definicao 1.14. Uma métrica riemanniana numa variedade diferencidvel M é uma cor-

respondéncia que associa a cada ponto x € M um produto interno no espaco tangente T, M.

Seja g uma métrica riemanniana em M. Indicamos com g,(u,v) ou, quando nao hé perigo
de confusao, (u,v),, o produto interno dos vetores u,v € T, M. O comprimento ou norma do

vetor tangente u € T, M é definido por
[t = v/ gz (u, w).

Definicao 1.15. Uma variedade diferencidavel onde estd definida wma métrica riemanniana
chama-se variedade riemanniana. Em termos mais precisos, trata-se se um par (M, g)

onde g € uma métrica riemanniana na variedade M.

Em uma variedade Riemanniana M podemos definir o comprimento de um caminho

7 : [a,b] — M de classe C* como sendo

b
o) = / Iy (8)] dt. (1.4)

Um caminho v : [a,b] — M diz-se seccionalmente de classe C"' se v for continuo e

existir uma partigao a = tg < t; < ---tx = b tal que v; = |, 1,.,) € de classe C!', para todo
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1=0,1,--- Jk—1.
Dados dois pontos arbitrarios, x,y € M, existe um caminho ~ : [0, 1] — M, seccionalmente
de classe C", tal que v(0) = z e (1) = y. Definimos a distancia intrinseca d(z,y) entre dois

pontos x,y de uma variedade riemanniana conexa como

d(x,y) = inf{l(7) | 7 é seccionalmente C' em M ligando = a y}. (1.5)



Capitulo 2

Difeomorfismos de Anosov

Comegamos este capitulo introduzindo e analisando a definicao de conjuntos hiperbdlicos
e consequentemente de difeomorfismos de Anosov. Em seguida, apresentamos uma série de
consequéncias desta estrutura, que foram extraidas dos livros [2, 7, 11, 13, 14], e que culminam
na construcao e no estudo detalhado dos automorfismos hiperbélicos do toro. Para a parte de

folheagbes usamos também a referéncia [3].

2.1 Definicoes e propriedades fundamentais

Diz-se que uma transformacao linear A : R™ — R™ é hiperbdlica se todos os seus autova-
lores tém valor absoluto diferente de um.

Se A é um autovalor de A denotaremos por E) o autoespago generalizado correspondente a
A, isto é, o espaco de todos os vetores v € R™ tal que (A — AId)"v = 0 para algum n € Z.

Analogamente, para um par de autovalores complexos conjugados A, \ seja FE, x a intersegao
de R™ com a soma dos autoespacos generalizados correspondentes a Fy e I para o complexi-
ficado de A (isto é, a extensao ao espago C™). Para abreviar designaremos também E, 5 por
autoespaco generalizado.

Sejam

E'=EA) =P EoPEs

[Al<1 [Al<1

E'=E"(A) =P E.o P E\x

[A|>1 [A]>1

Se a transformacdo A for invertivel entdo E"(A) = E°(A™'). Finalmente seja

14
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E°=E"(A)=EoE 0 E,;

Al=1
Os espacos E°, E*, E° sdo obviamente invariantes em relacio a A e R™ = E* @ E* @ E°.

Uma forma equivalente de descrever transformacoes lineares hiperbdlicas é dizer que A é

hiperbdlica se E° = {0} ou ainda se R™ = E° @& E".

Definigao 2.1. O espaco E°(A) é chamado de subespacgo estdvel e o espaco E“(A) € cha-

mado de subespaco instdvel.

Sejam M uma variedade riemanniana de classe C', U C M um subconjunto aberto e

f:U— f(U) C M um difeomorfismo de classe C".

Definicao 2.2. Um ponto x € U periddico de periodo n para f é chamado ponto hiperbolico

se 0 modulo de qualquer autovalor de D f,' € diferente de 1.

Definicao 2.3. Um subconjunto invariante A C U tem uma estrutura hiperbdlica por f se,

para cada ponto x em A tem-se:
1. T,M = B E;;

2. Esta decomposi¢ao € invariante sobre a agdo da derivada, ou seja, Df,(EY) = E}L(r) 2

Dfo(E7) = Ejay;

3. E} e E; variam continuamente com x.

4. Eristem 0 < A <1 e c>1 independente de x tal que para todo n >0
IDF2W)] < eX"Ju]l para v € B e (2.1)

IDf" ()| < eA*||vf| para v € E. (2.2)

As letras u e s podem indicar tanto subespagcos instavel e estavel quanto suas respectivas

dimensoes.

Definicao 2.4. Um difeomorfismo f : M — M ¢é chamado de difeomorfismo de Anosov

se toda a variedade M possui uma estrutura hiperbolica por f.

E claro que (2.1) significa que vetores em E° se contraem com velocidade exponencial no
futuro e (2.2) indica que os vetores de E* se contraem no passado. Além disto, a defini¢ao

independe da escolha da métrica riemanniana.
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Claramente temos 0 < u, s < m. Por exemplo, para u = 0, entao para n > 0 suficientemente
grande, f" é uma contracao, e nao pode ser um difeomorfismo em uma variedade compacta.

A primeira vista, a Definicao 2.3 parece muito forte, pois ela postula uma decomposicao
D f—invariante do fibrado tangente. No entanto existe uma definicao equivalente na qual a
decomposi¢ao do fibrado tangente nao é utilizada. Para apresentar essa definicao devemos
analisar alguns fatos.

Substituindo v por Df™"(v) em (2.1), obtemos a seguinte desigualdade equivalente a (2.1).

IDf " ()|| > c A ™|lv||, v € E*, n>0. (2.3)

De modo andlogo, obtemos a seguinte desigualdade equivalente a (2.2).

DS ()| > ¢ *A™||v||, ve E*, n>0. (2.4)
A equagao (2.3) indica o crescimento exponencial de vetores em E° no passado.

Lema 2.1. Seja f um difeomorfismo de Anosov. Entao existe uma métrica riemanniana para
a qual temos

IDf)I| <llvll, parav e E* e (2.5)

| Df()| > ||v|l, parav e E*. (2.6)

Demonstracao. Comece com uma métrica riemanniana qualquer e escolha n > 0 tal que

| Df"(v)|| < ||v]| para todo v € E®. Defina uma métrica |||« em E® por
[l = lloll + 1D f @)l + -+ + 1D (V)]
Entao
IDf @)l = IDF )+ DA @) + - + D" @)l = [[olls = [loll + 1D (0)]]-

Como ||Df"(v)]| < ||v|| para v € E®, concluimos que || Df(v)|. < [[v]«, para v € E*
Analogamente, escolha n > 0 tal que [|[Df"(v)|| > |v|| para algum v € E*. Entao
IDf ()]l > |lvfl, para v € E*. O

Observacgao 2.1. A métrica |||« do lema anterior é chamada de métrica adaptada.

E possivel usar o Lema 2.1 para definir difeomorfismo de Anosov. No entanto a Definigao

2.3 é a mais utilizada pois ela nao depende da escolha de uma métrica riemanniana.
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Apesar dos conjuntos hiperbdlicos serem definidos em termos de familias de subespagos in-
variantes, nao raramente é conveniente trabalhar com familias de cones invariantes no lugar de
subespacos. A seguir vamos apresentar uma caracterizacao de hiperbolicidade em termos de
familias de cones invariantes. Como consequéncia iremos obter que o conjunto dos difeomorfis-
mos de Anosov é aberto em Diff*(M).

Seja f : M — M um C'-difeomorfismo de Anosov. Assuma que a métrica é a do Lema 2.1.

Dados x € M e a > 0, defina os cones estavel e instavel de tamanho o em T, M por
o) = {(v,w) € Eg x B} [ |w] < afv]} e

Crla) = {(v,w) € B x E; | [v] < ajw]}.

Denotaremos por C, 0 = u, s, a familia de cones no fibrado tangente 7'M, que para cada
x associa CJ(«). Para 0 = u, s, podemos dizer que C? é o conjunto de vetores que formam
angulo com E? menor que um certo nimero.

Note que, mudando ¢ e A se necessério, os vetores em v € C*° satisfazem a condic¢ao (2.3) e
os w € C" satisfazem a condigao (2.4).

Observe também que C" é projetado em si mesmo por Df e que C* é projetado em si
mesmo por Df~! desde que seja escolhida a métrica do Lema 2.1. A seguinte proposicao diz

que essa situagao é também suficiente para que f seja um difeomorfismo de Anosov.

Proposicao 2.1. Um difeomorfismo f é de Anosov se e somente se existir uma decomposi¢ao

do fibrado tangente: TM = E* @® E® e cones C° de E?, 0 = u, s de vetores tais que

1. Df leva o fecho de C* em C* e Df ™! leva o fecho de C* em C°.

2. Para todon >0
|IDf"(v)]| > c_l)\_”||v|| para v € C% e (2.7)

|Df™(v)]| > ¢ *A™"||v|| para v € C". (2.8)

Apresentamos um esboco da demonstragao desta proposicao. Para uma demonstracao com-

pleta indicamos o livro texto [2].

Ideia da demonstracao. Pela compacidade de M e do fibrado tangente unitario de M, pode-se

mostrar que existe uma constante \' € (0,1) tal que

IDfa(v)| < Xvll para v € C3(a) e DS (v)]| < N|jv]| para v € Cy(a).
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Em seguida mostra-se que para todo x € M,

E; = () Df iy Cinny (@) € B = [} DffoniClnay (@)

n>0 n>0

satisfazem a definicao de hiperbolicidade com constantes N e ¢ = 1. O

Note que se f satisfaz as condicoes da Proposicao 2.1 entao difeomorfismos C*-préximos de
f também satisfara condig¢oes andlogas, pela proximidade das respectivas derivadas. Portanto,

uma importante consequéncia da Proposicao 2.1 é:

Corolario 2.1.1. O conjunto A dos difeomorfismos de Anosov é um subconjunto aberto de

Diff* (M).

Nao é verdade que A é nao vazio para toda variedade M. Pelo contrério, as variedades que

admitem difeomorfismo de Anosov sao raras. Mas elas existem. Vamos dar um exemplo.

Exemplo 2.1. Denote por SL(n,7Z) o grupo de matrizes formada por entradas inteiras e cujo
determinante seja igual a 1. Seja A € SL(n,Z) uma matriz hiperbdlica, ou seja, que nao possui
autovalores cujo valor absoluto seja igual a 1.

Denote por Ej (respectivamente Ej) a soma dos autoespacos que correspondem aos au-
tovalores cujo mddulo seja maior (respectivamente menor) que um. FEntao, claramente EJ

(0 =u,s) € invariante por A, R™ = Ej @ Ej e existe C > 0 tal que para todo n > 0
[A"()[| = CA*|[v]| para v € Ej e
A (@) > CXo]] para v € B.

Entao A :R™ — R™ ¢é um difeomorfismo de Anosowv.

2.2 Teoria local de difeomorfismos

Sejam M uma variedade diferenciavel, f um difeomorfismo de classe C" em M, x € M um

ponto fixo hiperbédlico para f, U uma vizinhanca de x em M e
h:U—UcCR™

um sistema de coordenadas locais tal que h(z) = 0.
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Seja V uma vizinhanca de z tal que f(V)) C U. Considere a aplicacao f=hofoh ' que

é um difeomorfismo de V = h(V) em sua imagem.

f
—

h

S/
Su—C

7,
Vejamos que 0 é ponto fixo hiperbélico de f. Como f(0) = h(f(h~(0)) = h(f(z)) = h(z) =

0, 0 é ponto fixo. Pela regra da cadeia
Df(0) = Dh(f(h~1(0)).Df(h~1(0)).Dh~(0) = Dh(z).Df(x).Dh(0).

Em termos de matrizes Jacobianas, concluimos que Df(0) e Df(z) sio matrizes semelhantes e
portanto 0 ser ponto fixo hiperbdlico de f equivale a x ser ponto fixo hiperbdlico de f.

Denota-se por £y (respectivamente E; ) a soma dos autoespagos associados aos autovalores
de médulo maior (respectivamente menor) do que 1. Entdo R™ = Ej @ Ej e esses subespagos
sao invariantes por D f'(0).

No que se segue, considere o caso em que 0 < u < n e, para simplificar a notagao, tome
o=uouoc=Ss.

Para [ > 0, denote por E(I) a bola fechada em Ej e raio [.

Passando a um subconjunto se necessério, pode-se supor que V = E{(1) x E5(l) e que ft
também est4 definido em V.

Considere os seguintes conjuntos:

Wiy ={z eV |f™z) eV, ¥n>0}

Lema 2.2. A fungio f~* leva WE(I) em si mesmo. Do mesmo modo f leva W(l) em si

mesmo.

Demonstragio. Dado & € W(1), entdo # € V e f7%(i) € V, para todo k > 0. Em particular,
F™(f4(#)) € V para todo n > 0, donde f~1(Z) € V. Anélogo para W{(1). O

Lema 2.3. Sel for suficientemente pequeno entao W € uma subvariedade C" de V tangente

a E§ no ponto 0.
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A demonstragao desse lema pode ser encontrada em [5] e [6].

Definigao 2.5. Dado um ponto fixo hiperbolico x € M por um difeomorfismo f: M — M de

classe C" definimos a variedade instdvel por um ponto x pelo sequinte conjunto:
Wi={ye M| f7(y) =z quando j — oc}.

Nas mesmas condicoes definimos a varitedade instdvel por um ponto x pelo conjunto:
We={ye M| fi(y) = x quando j — oo}.

Corolario 2.0.2 (Teorema da Variedade Instavel). W' é uma cdpia imersa de R™, passando

por x e tangente a E* = Dh™'(0)(EY).

O seguinte lema é conhecido como lema da inclinagao ou A-lema e diz que as imagens
sucessivas de um disco apropriado transversal a variedade estavel de um ponto fixo hiperbélico
se acumulam (na topologia C'') na variedade instavel desse ponto. Para enunciar esse resultado,
considere um ponto fixo hiperbdlico x de um difeomorfismo local de classe C" f : U — M,
r > 1. Observe que existe uma vizinhanca V' C U de x e coordenadas C" ¢ : V' — R™ tais que
Y(WrNV) CR™a {0} ep(W;NV) C {0} ®R™ ™ chamadas de coordenadas adaptadas.
Convenientemente vamos considerar a projecao na primeira coordenada m; : R™ ¢ R™™™° —

R™°.

Lema 2.4. (A-Lema) Consideremos coordenadas adaptadas C™ numa vizinhan¢a V- de x. Dados
e, K,n > 0 existe ng € N tal que se D é um disco C* contendo y € WENV com todos os espagos
tangentes em cones-K horizontais e tal que w (D) contém uma bola-n em torno de 0 € R™ @&{0}

en > ng entio m (f*(D)) =WiNV eT,f"(D) estd contido num cone-€¢ horizontal para todo

2 € f(D).

A demonstracao desse lema pode ser vista em [7].

2.3 Folheacoes

Difeomorfismos de Anosov estdao sempre acompanhados de duas folheacoes, chamadas de
folheacoes estaveis e instaveis. O estudo dessas folheagoes é muito importante para entender o
difeomorfismo de Anosov.

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao m e classe C*.
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Defini¢ao 2.6. Uma folheacio F de M de classe C" e codimensao p (dimensio q) é uma

colecao de cartas locais ¢; : Uy C M — R™, i € I tal que:

LUm:M

2. Se UyNU; # 0, as mudangas de coordenadas hij = ;0 ;" @;(Ui N U;) — ;(U; N U)
tem a forma hy;(z,y) = (h'(z,y), h*(y)), (z,y) € R™ P x RP e sio de classe C".

U,
Uj |
2% Pi
l L — H
©;(UiNUj)

As componentes conexas de ;' (z, o), Yo =constante, sdo denominadas placas de U;. Elas
sao subvariedades mergulhadas de U; de codimensao p. A condicao 2 da Defini¢ao 2.6 expressa
que se ; C Uy, B; C U sao placas entdo ou a; N f; = 0 ou a; N B; é aberto em a; e f;.

Se my : R"™? x RP — RP é a projegao my(x,y) = y, definimos f; : U; — R? por f; = my 0 ¢;.
As placas de U; sdo entdo as componentes conexas de f; (yo), yo € RP.
No caso em que r > 1 podemos tomar a seguinte defini¢ao equivalente:

Definicao 2.7. Uma folheagao F de codimensao p e classe C" esta definida por uma cole¢do

de submersoes f; : Uy — RP, i € I tais que:
1. Para todo v € I, U; € aberto em M e UUi =M.
icl

2. SeU;NU; # 0, existem homeomorfismos de classe C", g;; : RP — RP tais que f; = gijo f;

nos pontos de U; N U;.

As aplicacoes f; sao denominadas aplicagoes distinguidas da folheagao e as subvariedades

fH(x), v € RP, placas de Uj.
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Uma folha de F é um subconjunto conexo que é uniao maximal de placas de F. Isto é, se
F é uma folha e « é uma placa com a N F # () entdao o C F.

Considere uma C"-folheagao F de dimensao p de uma variedade M. Em cada ponto x € M,
o espaco tangente da folha passando por x é um subespaco do espaco tangente T, M. Eles
definem um subfibrado de T'M de dimensao p chamado de fibrado tangente de F e denotado
por T'F.

De modo geral, nao é verdade que um subfibrado £ de T'M é um fibrado tangente a uma
folheagao. Dizemos que E ¢ integravel se ele for um fibrado tangente a uma folheagao.

O seguinte resultado sobre integrabilidade de subfibrados é de grande importancia em siste-
mas hiperbdlicos, sua demonstracao é altamente técnica e utiliza argumentos matematicos que
nao serao apresentadas nesse trabalho. Uma prova formal pode ser encontrada em [5]. Veja
também [1].

Teorema 2.1. Para o = u,s, E° € integrdvel.
Definigao 2.8. Suponhamos que f: M — M seja um difeomorfismo de Anosov. Dizemos que
o fibrado instdvel ET é orientdvel se for possivel atribuir um sinal a cada referencial num

subespago instdvel EF de tal forma que esse sinal seja constante quando movemos o referencial

continuamente.

Definicao 2.9. A folheagcao W?* tangente a E° é chamada folheagao estdvel e a folheacao
W* tangente a E* € chamada folheag¢ao instdavel do difeomorfismo de Anosov f. A folha

passando por um ponto x da folheagao W7 € denotada por W), o = s,u.

A D f-invariancia do fibrado tangente £° e a unicidade da folheacao tangente a E° implica

na seguinte proposicao.
Proposigao 2.2. A folheagao W7 € f-invariante. Precisamente, tem-se que f(W7) = W{,,.

O préximo teorema fala sobre a suavidade da folheagdo W7. Veja a prova em [5]. Note
que, de acordo com a definicao de folheacoes, mesmo que uma folheacao tenha todas as folhas

suaves isso nao implica que a folheacao seja suave.

Teorema 2.2. A folheagio W ¢é uma folheagdo continua por folhas C". A folha depende

continuamente de x na topologia C".

De agora em diante, usaremos a métrica riemanniana do Lema 2.1. Pela compacidade de

M, temos que para algum 0 < A < 1

IDF)I| < Alloll, para v € E* ¢ (2.9)
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IDf (W)l < Allvll, para v e E. (2.10)

Podemos também tomar uma norma que provém de um produto interno onde E° e E* sejam

ortogonais.

Denote por d° a distancia intrinseca na folha W7 induzida pela métrica riemanniana. Temos

o seguinte lema.

Lema 2.5. Para todo ponto y € W) tem-se

&*(f(2), f(y)) < &°(z,y).

Para todo ponto y € W' tem-se
d"(f @), f () < d"(z,y).

Demonstracao. De acordo com (1.4) e (1.5) temos

rson o =, ot {1 = { 1o arona) -
1nf{/ IDf(a Hdt}

Note que sendo S um caminho em W7, ligando f(z) a f(y), temos que o = ftopé

um caminho em W) ligando = a y e que o/(t) € E,, para todo t. De (2.9) temos que
IDf (@’ @) < Alle/(#)]], logo

mf{/ IDf(a Hdt} < inf{/abAHa’(t)Hdt} _ )\inf{/abHo/(t)Hdt} — A (ny).

Analogo para y € W'. n

Como consequéncia temos

FOVE(E) © Wi (Ae) e (2.11)

W (€) C Wi (Ne). (2.12)
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Vejamos que vale (2.11). Seja y € W (¢). Entao por (2.9) e pelo Lema 2.5 temos

e>d(y,x) =

&*(f (@), f())

>

Portanto f(y) € Wy, e d°(f(x), f(y)) < Ae, ou seja f(y) € Wy, (Ae). De maneira andloga
mostra-se que vale (2.12).
As folheacoes estaveis e instaveis sao ortogonais e possuem dimensoes complementares.

Portanto elas dao uma estrutura de produto local na variedade. Isso mostra o lema seguinte.

Lema 2.6. Existe ¢ > 0 tal que para todo 0 < € < €y e para todos x,y que distam menos que

€, os conjuntos W, (2¢) e W;/(2¢) se intersectam eratamente em um ponto.

Escolha 2¢ < €. Seja x € M um ponto arbitrério. Entao para todoy € Wy'(e) e z € W (e),
tem-se que d(y,z) < 2¢ e como consequéncia do Lema 2.6 tem-se que W, (4e) e W(4e) se

intersectam em um tnico ponto, digamos I(y, z).

W (4e)

Definicao 2.10. O conjunto

Ro(e) ={I(y,2) |y € W;!(e), 2 € W;(e)}

¢ chamado de retangulo em x de raio €.
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A restri¢ao da folheacdo W7 ao retangulo R,(€) é uma folheagao trivial. Todas as folhas
sao difeomorfas a W7 (€). R,(¢) é homeomorfo a W (e) x W;(e). Para todo ponto y € R,(e),
a folha de W7 passando por y restrita a R, (¢) é denotada por R,(€); O lema seguinte decorre

diretamente da definicao.

Lema 2.7. Eziste ¢; > 0 tal que para todo 0 < e < e, v € M,y € W)(e) e z € W} (e), tem-se
W2(A2€) C Ryle); € W2 (A%€) e

u 1/2 u u/y—1/2
W2 (AY%€) C Ry(e) C WA %).

De agora em diante, nessa secao, tomemos € tal que
e < min{ey/2, ¢} (2.13)

A seguir vamos comparar f(R,(€)) com Ry (€). A proposicao seguinte decorre de (2.11) e

(2.12) e do Lema 2.7.

Proposigao 2.3. Para todo y € R,(€) N [~ (R (€)), tem-se
Ry ()} C f(Rale)y) € (2.14)

Ro(€); € [ (R ()5))- (2.15)
Demonstracao. Note que para mostrar (2.14) basta considerar o caso em que y € W;(e). De
(2.12) segue que
Wi(€) C f(Wini ) (Ae))

Pelo Lema 2.7 temos

Ry ()} C W}L(y)()\_l/%) - f(W;(Al/QG)) C f(Re(€)y)-

Agora, considere a seguinte sequéncia decrescente de subconjuntos.

R.(€) D Ry(e)N f(Ry-1()(€)) D Ru(e) N f(Ry-1(0)(€)) N f2(Rp-2(ay(€)) D -

Entao, o retangulo vai ficando cada vez mais fino na diregao de W?* até que no limite coincida

com W} (e).
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Considere também a seguinte sequéncia decrescente
R.(€) D Ro(e) N f  (Rpwy(€) D Ro(e) N f T (Rpy(€)) N f 2 (Rpp(y(€)) D --- .
A partir desses resultados pode-se escrever a seguinte proposicao.

Proposicao 2.4. Tem-se

ﬂf (Ry-n(a)(€) = Wi (), (2.16)
ﬂf (Rpna(€)) = Wi(e) e (2.17)

ﬂ (B (€)) = {z}. (2.18)

n=—oo

Proposicao 2.5. As folheacoes W e W?¥ sao caracterizadas respectivamente por
Wi={yeM|d(f"(x),f"(y) — 0 quando n — oo} e

W:={ye M|d(f"(z), f"(y)) — 0 quando n — oo}.

Demonstra¢ao. Vamos verificar somente o caso de W*. Tome y € W'. Entao pelo Lema 2.5

quando n — oo temos

d*(f~"(x), " (y)) = 0.

Desde que d*(f " (x), f"(y)) > d(f " (x), /" (y)) tem-se
A(f (), F () = 0.

Por outro lado, suponha que y satisfaz d(f~"(x), f"(y)) — 0. Vamos mostrar que y € W
Existe ng tal que para n > ng tem-se f~"(y) € R,(¢). De acordo com a Proposicao 2.2 a
folheagao W* é f-invariante e logo y € W' se e somente se f~"°(y) € W}ino(x). Por simplicidade

pode-se substituir f~"°(x) por x e f~"(y) por y e conclui-se que
y € [) /" (Rp-niw)(6)).
n=0

Portanto, segue da Proposicao 2.4 que y € W' O]
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2.4 Estabilidade estrutural

Os difeomorfismos de Anosov satisfazem algumas propriedades notaveis. Dentre elas esta
a estabilidade estrutural, isto é, qualquer pequena perturbagao de f tem a mesma estrutura

topoldgica de f. Precisamente

Definicao 2.11. Para r > 0, duas transformacoes de classe C", f: My — My e g : My — My
sao topologicamente conjugadas se existir um homeomorfismo h : My — My tal que f =
h~'ogoh.

Defini¢ao 2.12. Uma transformacio g : My — My é um fator (ou fator topoldgico) de f :
My — My se existir uma transformacgao continua sobrejetora h : My — My tal que ho f = goh.

Neste caso a transformacao h € chamada de semiconjugacao.

Teorema 2.3 (Teorema da Estabilidade Estrutural). Seja f um difeomorfismo de Anosov em
uma variedade fechada M. Entdo existe uma vizinhanca M de f em Diff'(M) tal que todo

g € M € topologicamente conjugado a f.

O proposito dessa secao ¢ demonstrar esse teorema. Para isso vamos apresentar alguns

conceitos que serao uteis.

Definigao 2.13. Sejam (X, d) um espago métrico, U C M um aberto, f : U — X um homeo-
morfismo e €,6 > 0. Paraa € ZU{—o0} eb € ZU{o0}, uma sequéncia {x,}acn<p C U diz-se

uma d-pseudo orbita para f se d(f(x,), xni1) < 6 para todo a <n < b.

Se x, = x, dizemos que a sucessao € uma ou d-pseudo orbita periddica

A sequéncia é dita uma pseudo orbita e-sombreada por um ponto y € U se tivermos

d(f"(y), xn) <€

para todo a < n < b.

A funcgao f é dita ter uma propriedade de sombreamento de pseudo dérbita (sha-
dowing) se para todo € > 0 existir § > 0 tal que toda d-pseudo orbita é e-sombreada por algum

ponto.

Definigao 2.14. Sejam (X, d) um espa¢o métrico, U C X um aberto, f : U — X um ho-

meomorfismo. f € dita expansiva (ou e-expansiva por precisao) se existe € > 0 tal que
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para todos x # y € X existe um n € Z tal que d(f"(z), f"(y)) > €. Equivalentemente, se

d(f"(z), f*(y)) < € para todo n entio x =y. O numero € é chamado de constante de expansao.

De agora em diante considere f um difeomorfismo de Anosov em uma variedade fechada

M, isto é, M é compacta e sem bordo.

Lema 2.8. Dado € satisfazendo (2.13), existe § > 0 com a sequinte propriedade: Se d(f(xg),x1) <
§, entdo para todo y € Ry, () N f (R, (€)), temos

Re, (€)f) C f(Ra(e)y) € (2.19)

Ray(€)y C 71 (Ray (€)3(y)- (2.20)

Demonstracao. Note que com essas hipoteses vale a Proposicao 2.3. E claro que em vez de
x e f(x) pode-se tomar um ponto z; préximo de f(z) e a relacdo entre f(R.(¢)) e Ry, (€) é

semelhante a relagao entre f(R;(€)) e Ry (€). Denotando  por xy prova-se esse resultado. [
Lema 2.9. f possui propriedade de sombreamento de pseudo orbita.

Demonstracao. Dado € > 0, devemos encontrar 6 > 0 tal que toda d-pseudo orbita seja e-
sombreada. Primeiramente, note que devemos considerar somente o caso em que € seja sufi-
cientemente pequeno. Portanto, pode-se assumir que e satisfaz as hipéteses de (2.13). Entao o

resultado segue diretamente do Lema 2.8. O]

Agora, seja {z,}>> . uma d-pseudo orbita. Entao d(f(z,-1),z,) < 0 e a relagao entre

f(Rs, ,(€) e R;, (€) é como no Lema 2.8.
A propriedade de contracao do difeomorfismo de Anosov mostra claramente a seguinte

generalizagao da Proposicao 2.4.

Existe y* € Ryy(e) tal que [ f*(Ra_,(€)) = Ray(€)l. (2.21)
n=0
Existe y™* € Ry, (e) tal que (1) f7"(Ra, (€)) = Ray(€)5-.. (2.22)
n=0
Existe y € Ryy(€) tal que (1) f7"(Ra,(€) = Ruy(€)i N Ruy(€)5er = {y}. (2.23)

A relagao (2.23) mostra que y d-sombreia a pseudo 6rbita {z,,}.

Lema 2.10. Eriste uma vizinhanca C* M de f e uma constante € > 0 tal que todo difeomor-

fismo em M € e-expansivo.
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Demonstracao. Por (2.18) da Proposicao 2.4 é claro que f é expansiva em si mesma com

constante de expansao igual ao minimo entre os tamanhos de certos retangulos cobrindo M.
A fim de mostrar a uniformidade local da constante de expansividade, apenas note que o

tamanho dos retangulos podem ser escolhidos pequenos semi-continuo inferiormente sobre o

difeomorfismo na topologia C*. [

Agora temos condicoes de demonstrar o Teorema 2.3.
Demonstracao do Teorema 2.3

Dado € > 0 vamos definir uma C'-vizinhanca M tal que todo difeomorfismo g em M seja
conjugado a f por um homeomorfismo h, e-préximo a identidade.

Seja M7 uma vizinhanca de f tal que todo difeomorfismo g em M; seja 2e-expansivo
(Lema 2.10). Como f é de Anosov, pelo Lema 2.9 f possui propriedade de sombreamento de
pseudo-orbita. Logo, existe 6 > 0 tal que toda d-pseudo érbita é e-sombreada.

Seja M uma vizinhanca C° de f contendo todos os difeomorfismos g tais que d( f(x), f(y)) <
0, para todo z € M.

Vamos mostrar que M = M; N M, satisfaz as condi¢oes do teorema.

Seja g um difeomorfismo arbitrario em M. Entdo para todo x € M a sequéncia {¢g"(z)} é
uma J-pseudo Orbita para f. Portanto essa sequéncia é e-sombreada por algum ponto, digamos
h(x). Note que tal ponto é tnico, ja que f é 2e-expansiva.

Vejamos que d(f"(f(h(x)), f*(h(g(x)))) < 2¢6. Como {g"} é e-sombreada por h(x) te-
mos que para todo n € N d(f"(h(z)),¢"(x)) < e. Agora, d(f"(f(h(x)), f"(h(g(x)))) <
AP (h(@)), " () + dlg" (), F(hlg(2)))) < 2e.

A unicidade também mostra a igualdade foh = hog.

Note que a aplicacdo h : M — M estd e-préximo a identidade (pois h(z) estd e-préximo
de x).

Vamos mostrar a continuidade de h. (O difeomorfismo ¢ ja estd fixado). Suponha y muito

préximo de x. Para a > 0 suficientemente grande ¢"(y) e ¢"(z) estdo mutuamente préximos
a

para —a < n < a. Agora, h(z) € ﬂ 7" (Rgnw)(€)) e h(y) € ﬂ 7" (Rgn(y) (€)) e 0 didmetro

n=—a n=—a

de [f7" (Ryn(x)(€))] U [f ™™ (Ryn(y)(€))] é muito pequeno.

Finalmente, devemos mostrar que h é injetora. Suponha h(z) = h(y), isto é, duas sequéncias
{9"(x)} e {¢g"(y)} sdo e-sombreadas pelo mesmo ponto. Entao temos d(g"(x),¢"(y)) < 2e.
Como g é 2e-expansiva segue que = = .

Vejamos que h é sobrejetora. O teorema da invariancia do dominio afirma que se Ny e Ny

sao variedades topoldgicas sem bordo de mesma dimensao finita e h : Ny — Ny é uma aplicacao
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continua e localmente injetora entao h é uma aplicacao aberta. No nosso caso, como M é

compacta h(M) é compacta e portanto fechada, sendo M conexa concluimos que h(M) = M.

O

2.5 Transitividade dos difeomorfismos de Anosov

Definicao 2.15. Seja f um homeomorfismo no espago métrico completo X. Um ponto x € X
¢ chamado de nao errante se para toda vizinhanca U de x existir um inteiro n > 0 tal que
fMU)YNU # 0. Ou seja, existe um pontoy € U com f™(y) € U. O conjunto de todos os pontos

nao errantes por f é chamado de conjunto nao errante de f e serd denotado por (f).
Um ponto periddico é um exemplo de ponto nao errante.

Proposicao 2.6. O conjunto nao errante QU(f) € fechado e invariante por f, mais ainda,

FOUS)) = Q).
Demonstragao. e Q(f) é fechado

Seja x € (2(f))°. Entao existe uma vizinhanca Uy de x tal que UyN f"(Uy) = 0 para todo
n € Z\ (0). Note que Uy C (2(f))°. De fato, se y € Uy é tal que y € Q(f) entao, como
Up é vizinhanca de y, deverfamos ter que Uy N f"(Up) # 0, para algum n € N, o que seria

um absurdo. Isso prova que (£2(f))¢ é aberto, ou seja, Q(f) é fechado.

e Q(f) é invariante por f

Seja x € Q(f). Seja V uma vizinhanca de f(z). Entdo f'(V) é uma vizinhanca de
x. Como z € Q(f) existe um inteiro n # 0 tal que f~(V) N f*(f*(V)) # 0. Logo
V)N fYV) # 0 e como f é homeomorfismo V N f(V) # (. Portanto f(Q(f)) C

Q(f).
Por outro lado, se € Q(f) entdao para toda vizinhanga U de x existe n € N tal que

UNf"(U) #0. Logo, f(U)N f*H(U) # 0, ou seja, z € f(Qf)).

Proposicao 2.7. O conjunto Q(f) contém os a e w-limite de todos os pontos.

Demonstracao. Sejax = lim f™(y) € U com U aberto. Suponhamos que nj é uma sequéncia
N —r00
crescente. Entao ™ (y) € U para k suficientemente grande e f™+'(y) € U pelo que U N

[T (U) # (). O argumento para os pontos a-limite é completamente andlogo. O]
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Uma vez que para todo x € X o conjunto w-limite é nao-vazio, sempre que X é compacto,

temos:
Corolario 2.7.1. Se X ¢é compacto e f: X — X € um homeomorfismo entio Q(f) # 0.

Qualquer ponto fora de Q(f) nao pode voltar muito préximo de si mesmo, o que torna a
dindmica simples. Por outro lado a dinamica dentro de Q(f) pode ser extremamente compli-
cada.

O Lema 2.11 d4 um exemplo de pontos nao errantes.

Defini¢ao 2.16. Seja (X,d) um espago métrico e f : X — X um homeomorfismo. O ponto
x € X € dito homoclinico ao ponto y € X se

lim d(f"(z), f*(y)) = 0

[n]—o0

E dito heteroclinico aos pontos y1,ys € X se

lim d(f"(x), () = Tim_d(f"(2), () = 0

n—oo

Se M for uma variedade diferencidvel e y € M € um ponto periddico hiperbolico para f €
Diffl(]\/[ ) entdo dizemos que x € M é um ponto homoclinico transverso se x é um ponto de

intersecao transversal entre as variedades instdvel e estdvel de y.

De agora em diante, nessa se¢ao, considere f um difeomorfismo de Anosov numa variedade

fechada M.

Lema 2.11. Seja y um ponto periodico e x um ponto homoclinico transverso, ou seja, x €

W, NW]. Entao x é um ponto ndo errante.

Demonstracao. Por simplicidade, pode-se assumir que y é um ponto fixo. Para ¢ > 0 arbitrari-
amente pequeno, considere o retangulo R,(¢). Pelas iteradas f"(n > 0), a folha instdvel W (e)
serd esticada até ser uma grande bola nas folhas instdveis. Por outro lado nés temos f"(z) — y
quando n — oo pois x estd em W . Isso mostra que f"(W(¢)) aproxima-se de W'

Em particular, para n suficientemente grande o conjunto f" (W, (€)) intersecta o retangulo

R, (€¢) mostrando que x é um ponto nao errante. O

Teorema 2.4. Q(f) coincide com o fecho do conjunto de todos os pontos periddicos.



32

Demonstracao. Tudo o que precisamos mostrar é que pontos periddicos sdo densos em (f).

Tome x € Q(f) arbitrério e € > 0 como em (2.13). Vamos mostrar que existe um ponto
periédico no retangulo R,(¢). Dado 6 > 0 existe um ponto y d-préximo a x tal que f"(y)
também esta d-proximo a y, para algum n > 0.

Além disto, observe que para z € R,(€) N f~"(R.(¢))
Roy(€)fnisy C f"(Ra(e)y),

Reo(€) C f(Reu(€)fn(n))-

O quociente Q de R,(¢) pela folheagao instéavel é homeomorfo a uma bola aberta em R™
e pela propriedade acima obtemos uma aplicacao de Q em si mesma. Esta aplicacao é uma
contracao e possui um ponto fixo. Vamos denotar por F' a folha em R,(€) da folheacao instavel
que corresponde a este ponto fixo. Entao temos que f~" é uma contracao de F' portanto temos

um ponto fixo por " (é n-periédico). ]
Corolario 2.4.1. Um difeomorfismo de Anosov admite pontos periodicos.
Para demonstrar o Teorema 2.5 vamos utilizar os seguintes resultados.

Lema 2.12. Suponha que pontos periodicos sao densos em M. Seja X C M satisfazendo as

sequintes condicoes
1. X € um subconjunto nao vazio e fechado;
2. X € uma uniao de folhas da folheagcao W,

3. X € invariante por f" para algum n > 0.
Entao X = M.

Demonstracao. Fagamos o caso em que 0 = u.

Como M é conexa, o Unico subconjunto aberto e fechado nao vazio de M é o proprio M.
Entao é suficiente mostrar que X é aberto.

Tome um ponto z € X, € > 0 pequeno e considere o retangulo R, (e).

Como os pontos periddicos sao densos em M, precisamos apenas mostrar que todo ponto
periédico z € R,(€) pertence a X (pois X ¢é fechado).

Considere um ponto

y € Ry(e)s N R.(€)s.
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Pelo item 2 temos que y € X N W?.

Seja ng um multiplo comum entre n e o periodo de z. Entao X e W7 sao invariantes por f™.
Agora, se y € W7, a sequéncia { ™ (y)} aproxima-se de z quando i — oo. Como f™(y) € X

temos que z esta contido no conjunto fechado X. O

Teorema 2.5. As cinco afirmacdes sequintes sao equivalentes:

1. Q(f) = M.
2. Pontos periodicos sao densos em M.

3. f € transitivo.

4. Todas as folhas da folheacdo instdvel W* sdao densas em M.

5. Todas as folhas da folheagao estdvel W? sao densas em M.

Demonstracao.

1 = 2 Pelo Teorema 2.4 se P C M é o conjunto dos pontos periédicos entdo P = Q(f). Se
Q(f) = M entdao P = M, ou seja, P é denso em M.

2 = 4 Assumindo que os pontos periédicos sao densos em M vamos mostrar que para todo x,

W, é denso em M.

Seja Y = W para x arbitrdrio. Entdo Y é uma unido de folhas instaveis.

Sejam

neN\{0} e Z,=[Jf ().

>0

Entao, como f é difeomorfismo

Fz) =) ¢ 2.,

i>1

Portanto temos a seguinte sequéncia decrescente

S C fZ,) C T Z,) C fTZ) C 2.

Logo, a intersecao

X, =(r"z) = )nlJsx)n--

i>0 i>0 i>1
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¢ um subconjunto fechado, ndo vazio (pela propriedade de compactos encaixantes) que é a
uniao de folhas instaveis e f"-invariante. Portanto pelo Lema 2.12 nés temos X,, = M.

Seja p um ponto peridédico arbitrario de periodo n. Entao como o conjunto X,, construido
acima coincide com M temos o seguinte

X, NW(€e) = W(e).

p

Como W é aproximado por alguma folha contida em Y = W (propriedade de fecho), pela

transversalidade de W* e W* e sendo W (e) C W, temos que
W nW;(e) # 0.
Em particular temos que para algum ¢ > 0
YN (e) = Wile).

Mas como n ¢ o perfodo de p temos que f™(W?:(e)) € Wr(e) e logo f~"(Y) NW;(e) # 0.
Assim

Y 0 (W (e) # 0

e portanto

Y NW,(e) # 0.

Para e suficientemente pequeno isso mostra que p € Y =Y.
Como p é um ponto periédico arbitrario e como assumimos que pontos periédicos sao densos

em M temos Y = M como queriamos.

De modo analogo podemos mostrar que 2 = 5.

4 = 1 Assuma que todas as folhas da folheacao instavel W* sao densas em M. Vejamos que
Q(f) = M.
Como f é difeomorfismo de Anosov, pelo Corolario 2.4.1 existe um ponto periddico p. Para
simplificar podemos supor que p é ponto fixo.
Basta mostrar que a folha estavel W) ¢ densa e, M, pois assumindo que W' também ¢
denso, os pontos da intersegao de W' e W) sdo densos em M. Ja mostramos no Lema 2.11 que

esses pontos sao nao errantes.
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ComoW;:MeWps:Mtemos que WrNWg = M. Entao

M =WrnWs CQ(f) =Q(f).

Assim teremos que Q(f) = M.

Assuma, por contradi¢ao que R = Wij nao ¢ toda a variedade M. Claramente R nao é uma
uniao de folhas estaveis.

Se p é ponto fixo W} é invariante por f é portanto R € invariante por f.

Se € for suficientemente pequeno U é um subconjunto préprio de N.

Temos que para n > 0

FU) c J wrine), (2.24)

zER

onde 0 < A < 1 é a constante definida na subsecao anterior.

Assim U satisfaz

CfHU)Cc fHU) C U (2.25)

E claro que R C ﬂ f7™(U). Por outro lado de (2.24) segue que

n>0

(/) =R (2.26)

n>0

Considere U° o complemento de U e defina

A= ()10 = U N FU) N FAU)---
n>0

Entao A é um conjunto fechado e f-invariante.

E claro que A e R néo se intersectam. Entao existe dy > 0 tal que d(z,y) > dy para todo
reAey€R.

Nos devemos mostrar que A é a uniao das folhas instaveis. Seja r € A e vamos provar que
W, C A.

Seja z € W, Entao d(f"(x), f"(2)) — 0 quando n — oco. Assuma por contradi¢do que
z ¢ A Entdo f"(z) - R quando n — oco. Se z € A entdo x € U°n f(U°) N f2(U)---
e portanto f~"(z) € U®. Assim f~"(x) € A pois A é invariante, o que é uma contradigao.
Portanto z € A.

Assim A é a uniao de folhas instaveis. Como A é fechado isso contradiz o item 4, pois nesse

caso teriamos A = M.
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Mostramos que 1 = 2 = 4 = 1. De maneira andloga podemos mostrar que 5 = 1.

3 = 1 Queremos mostrar que se existe = tal que {f"(z)} é densa em M entao Q(f) = M. Mas

se x é nao errante e Q(f) é fechado

M = {f*(x)} C Q(f) = Q).

1,2,4,5 = 3 Vamos mostrar que para todos abertos U,V existe n € Z tal que U N f*(V) # 0.
De fato vamos mostrar a existéncia de uma orbita que passa tanto em U quanto em V. Entao,
pelo Corolério 1.1.1, f admite uma orbita densa.

Do item 2 podemos escolher pontos periddicos p € U e ¢ € V. Seja N um multiplo comum
dos perfodos. Pelos itens 4 e 5 W e W/ sdo densos em M entao existe um ponto z € W NW,.

Assim fV"(2) = g e f7V"(2) = p quando n — oo, isto é, a érbita de z intersecta U e V.

]

Sabe-se que quando a folheacao estavel ou a instavel possui codimensao um entao o difeo-
morfismo de Anosov ¢ transitivo. Esse resultado pode ser visto em [12].

Porém, em geral, a seguinte pergunta é um problema em aberto:

Existe um difeomorfismo de Anosov nao transitivo?

2.6 Automorfismos hiperbdlicos no toro
Considere o toro

Seja A = (a;;) uma matriz de ordem m com todas as entradas inteiras tal que det(A) =
+1 e A seja hiperbdlica (ndo possui autovalor cujo valor absoluto seja 1). Seja Ly : R™ — R™
a aplicacao linear em R™ associada a A. Como A tem entradas inteiras, L4 leva valores de Z™
em si mesmo. Como det(A4) = +1, A~ tem entradas com nimeros inteiros e (L)™' = L4
também leva Z™ em si mesmo. Logo L4(Z™) =7".

Seja m : R™ — T™ a projegao que leva pontos T = (x1, ..., Z,,) de R™ a pontos no toro,

tomando cada componente modulo 1.
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Como LA(Z™) =Z™, L induz uma aplicacao fa do toro T™ em si mesmo, onde

faom(ZT) =mo La(T).

Senm(z)=7n(T)—>ZT=74+acomacZ".
Entao mo La(ZT) = 7o Ls(T')+ 7o La(a) =70 La(T) e fa estd bem definida. Além disto,
como A~! é uma matriz com entradas inteiras, entdo f4 é um difeomorfismo com f;' = f4-1.

Uma aplicacao desse tipo é um automorfismo hiperbélico no toro.

Exemplo 2.2. Seja

A—
1 0

entao
4 21
1 1

Note que A e A% nio possuem autovalores cujo valor absoluto seja iqual a 1 e portanto elas

sao hiperbolicas.
1-V5
2

e AT

. Os autovetores associados a N\~ e

Os autovalores de A sao A\~ =

_1+45
2

AT respectivamente sao

~1++5

Note que ambos autovetores possuem inclinacdo irracional. Pode ser mostrado que isso
ocorre no caso de matrizes inteiras hiperbolicas de determinante igual a 1.

Note que A muda de orientacdo e possui autovalor negativo enquanto que A* preserva ori-
entagcdo com dois autovalores positivos: (A\7)* e (A\T)?. Os autovetores de A* sdo os mesmos

de A.

Com esse exzemplo como modelo podemos enunciar o teorema sequinte.
Teorema 2.6. Seja fa um automorfismo hiperbolico no toro. Entdo:

1. Pontos periodicos sao densos em T™. Em particular existem infinitos pontos periodicos.

Além disso o conjunto nao errante QU(fa) de fa é todo T™.
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2. O automorfismo fa tem uma estrutura hiperbolica em todo T™.

(a) E° € o espaco dos autovetores generalizados estdveis de A.
(b) E" € o espaco dos autovetores generalizados instaveis de A.
(¢c) E; é a transla¢ao de E° para T, T™.

(d) EY € a translacao de E* para T,T™.

(e) fa éum difeomorfismo Anosov.

(f) Se m(T) = x entao W, = m(T + E®) e W)! = (T + E").

3. Para todo x € T™, cada W, e W) é densa em T™, assim como sua intersecao, que €

formada por pontos homoclinicos transversos (cf. Defini¢ao 2.16).
4. O automorfismo fa € topologicamente transitivo.

Demonstragao. 1. Seja ¢ € Z. Seja Rac(q) o conjunto dos pontos racionais em T™ com

Rac(q):w{(z—l,---,Zﬂ|ij€Z>}CTm.
q q

w({ e (G 5en)

Logo fa(Rac(q)) C Rac(q).

denominador q.

Entao

Este conjunto tem um nimero finito de pontos (¢ pontos) e fa é injetora, entao fa|rac(q)

¢ uma permutagao dos Rac(q) e cada ponto nesse conjunto é periédico.

Finalmente U Rac(q) é denso no toro e entao os pontos periédicos sao densos.
q

Uma vez que Q(f4) contém o conjunto dos pontos periddicos Per(f4) e é fechado, temos

que T™ = Per(fa) C Q(fa), donde, Q(f4) = T™.

2. Como 7 : R™ — T™ é sobrejetora, essa projecao da as coordenadas globais.

Se U C T™ é um conjunto aberto e ¢,y : U — R™ sao dois sistemas de coordenadas
locais em U que sdo inversos de 7, entdo @y 0 ¢; () = T + a, onde a € Z™. Portanto

para z € T™, o espago tangente em x pode ser dado por {x} x R™.

Em coordenadas locais, a aplicacao f4 é dada por L. Como uma aplicacao em R™, a

derivada de L4 no ponto T é igual a matriz A (ou a aplicagao linear Ly) D(La)z = A.
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Portanto D(fa), = A como uma aplicacdo de T,T" = {z} x R™ a T}, T™ = {f(x)} x
R™.

Em dimensao dois o espaco dos autovetores dé as direcoes estaveis e instaveis de A

E°={tv° |t € R} e E* = {tv" | t € R}.

Em dimensoes maiores eles sao os autoespacos generalizados estavel e instavel de A res-

pectivamente, como enunciado no teorema.

Existemc>1,0<pu<1eA>1tal que paran >1
[A™[ps|| < ep™ e [[AT"]pu]| < A7

Para qualquer ponto x € T™, defina os subespacos no ponto x pela translacao dos auto-

espacos estaveis e instaveis de A

E:={z} x E° e E={x} x E".

Para z € T™ e v € E; tem-se
ID(f3)av] = |A™] < el
onde ¢ > 1, 0 < p < 1 sdo as constantes dadas acima. Do limite
lim cpffo] =0,

temos que E} é formado por vetores estaveis.

Um argumento analogo se aplica para v € E) quando & — —oo. De acordo com a

Definigao 2.3 concluimos que f4 tem uma estrutura hiperbdlica.

Como f, possui uma estrutura hiperbdlica em T™ e todos os pontos sao nao errantes, f4

é um difeomorfismo de Anosov.

Agora vamos voltar a variedade estdvel por um ponto x = 7(Z). Para ¢ > 0 e y = 7(7)
seja B(y,e) C R™ a bola de centro 7 e raio € e U(y,e) = m(B(g,¢)) C T™. Para

¢ suficientemente pequeno, f;*(U(f(y),€)) ndo completa uma volta no toro (pois ird



expandir por um lado e contrair por outro). Entao

Fa (U (), ) NU(y,€) =7 (L3 (B(La(®),€)) N B(F,¢)) -

S

\7TA I\

Uy, €) M

Entao as variedades estaveis sao dadas por

l‘fA ﬂfA ))

n>0

- <ﬂ L (B(L(z), 6)))
=T (f + ﬂ A_n(B(Ov E))) :

Pelas propriedades de aplicacao linear
(T + E5(cte)) € Wi(x, fa) C m(T + E*(e)).
Portanto a variedade estavel global é dada por

(. fa) = | fa" WE(fi(), fa) = (T + E?).

n>0
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O resultado sobre a variedade instavel é anédlogo.

. Para m = 2, as inclinacoes das retas E° e E" sdo irracionais em R?, portanto cada uma
das retas W2 = 7(T + E) e W* = 7(T + E*) é densa em T?. Como tais retas sio
transversais, sua intersecdo é também densa em T2

Para n > 2, seja y um ponto periddico de f4 com periodo p e levantamento y. As
variedades estédvel e instavel de L4 pelo ponto 7 sao os subespagos afins W*(y, L4) = 7+ E°
e W™y, La) = y+E", respectivamente. Desde que W"(0, L4) e W*(7, L 4) sdo subespagos
afins nao paralelos e de dimensoes complementares, existe Z € W*(0, La)NW?(y, L4) # 0.
Fazendo z = (%), temos que z € W*(w(0), fa) "W?*(y, fa) e d(f4(2), f4(y)) — 0 quando
n — oo. Logo, W"(m(0), fa) se acumula em y pelos pontos f§"(z). Como o conjunto
dos pontos peridédicos é denso em T™, W*(w(0), f4) é denso em T™. Analogamente,
W#(m(0), fa) se acumula em y e portanto W?*(mw(0), f4) é denso em T™. Desde que
W (m(0), fa) e W*(m(0), fa) sdo projegoes de subespagos de dimensoes complementares,
eles se intersectam transversalmente arbitrariamente préximo de y, portanto os pontos

homoclinicos transversos sao densos em T™.

Para uma ponto qualquer x € T™, W*(x, fa) e W*(z, f4) sdo translagdes das respectivas
variedades de 7(0), e portanto cada uma é densa em T™, assim como as intersegdes

homoclinicas associadas a x sao densas em T™.

. Para provar que f4 é transitivo devemos verificar as hipoteses do Teorema 1.1. Vamos

verificar que O"(U) = U ffU)eO (U) = U f™(U) sao densos em X
n<0 n>0

Sejam U e V dois conjuntos abertos quaisquer em T™. Pelo item anterior, a variedade

estdvel na origem W7, é densa em T, entao ela intersecta U em um ponto x.
Seja J = m(T + E"“(€)), onde € > 0 ¢ suficientemente pequeno de modo que J C U.

Se A\ é uma cota inferior entre os autovalores instaveis, entao a N-ésima iterada do disco
fY(J) contém um disco de raio pelo menos ¢ *ANe em W*(f4 (z)). Conforme N cresce
o raio de f4(J) fica maior e entdo £} (J) se acumula em uma parte compacta de Wi €

portanto ela deve intersectar V.

Para esta iterada tem-se

0# ANV cfiu)nv

e portanto O (U) NV # (.

Analogamente, mostra-se que O~ (U) NV # 0.
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Pelo Teorema 1.1 conclui-se que f4 é topologicamente transitivo.

]

Observacao 2.2. Note que uma forma alternativa de demonstrar os itens 3 e 4 do teorema

anterior € observar que essa é uma consequéncia direta do item 1 juntamente com o teorema

2.5.



Capitulo 3

Difeomorfismo de Anosov no toro

As primeiras secoes deste capitulo consistem numa preparacao para a demonstracao do
resultado principal deste trabalho. Apresentamos algumas nogoes sobre homotopia baseadas

em [8]. Todo o restante do capitulo foi escrito seguindo o livro texto [7].

3.1 Aplicacoes homotdpicas

Homotopia é um importante conceito de topologia algébrica e o grupo fundamental é o
invariante topologico mais simples associado a essa ideia. Essas ideias serao teis nesse trabalho
para demonstrar resultados que estamos interessados. A definicao de homotopia serd feita de
maneira breve pois nao pretendemos desenvolver tal estudo. Uma boa abordagem desse assunto

pode ser vista em [8].

Definicao 3.1. Duas transformacgoes continuas ho,hy : X — Y entre espacos topologicos sao
homotdpicas se existe uma transformagao continua h : [0,1] x X — Y tal que h(0,x) = ho(x)

e h(1,z) = hy(z). A transformagao h é chamada de homotopia entre hy e hy.

Definicao 3.2. Sejam M uma variedade topolégica, x € M e considere a cole¢ao de curvas
c:[0,1] = M com ¢(0) =¢(1) = x. Secy e cy sao duas dessas curvas entdo definimos a curva

C1.C2 por:
c1(2t) para t € [0,1/2]
c2(2t — 1) parat € [1/2,1]

crea(t) ==

Identificando curvas homotdpicas com extremos fixos obtemos um grupo m (M, x) denominado
grupo fundamental de M em x. Um espaco com grupo fundamental trivial diz-se simples-

mente conexo e diz-se 1-conexo se também for conezo.

43
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Observacao 3.1. Seja f : T™ — T™ uma aplicacdao continua. Como Z™ € o grupo fundamental
de T™ temos que f induz uma transformacao linear f, : Z™ — Z™. Tal transformacao linear
pode ser pensada como uma matriz L, onde todos os coeficientes sao inteiros. Tal matriz induz
uma transformacao linear Fy, de T™ em T™. Agora, dada uma aplicacdo continua g : T™ — T™
na mesma classe de homotopia de f, os inteiros relacionados com o niumero de voltas que a
g vai dar nos lagos geradores do grupo fundamental de T™ ndo podem ser distintos daqueles
induzidos pela f. Assim, a matriz G relacionada a g., serd igual a matriz L e portanto a
transformacao linear Fg de T™ em T™ também serd igual a Fp,.

Portanto cada transformacgao do toro f : T™ — T™ € determinada a menos de homotopia
pela sua acdao f, no grupo fundamental Z™. FEsta a¢ao € dada por uma matriz m X m inteira

A que também determina uma unica transformagcao linear F4 na classe de homotopia de f.

Teorema 3.1. Todo automorfismo linear hiperbélico Fy, no toro T? é um fator de qualquer
homeomorfismo g na mesma classe de homotopia, através de uma unica semiconjugacao ho-
motépica a identidade. Se g estd C° proximo de Fj, entdo a semiconjugacdo estd prozima da

identidade na topologia C°.

Demonstracdo. Seja g : T*> — T? um homeomorfismo homotépico a Fy,. Provaremos a existéncia
de uma funcdo continua h : T? — T? homotdpica & identidade (e logo sobrejetora uma vez que

seu grau ¢ diferente de zero) tal que:
hog=F,oh ou h=F;'ohog. (3.1)

Vamos desenvolver um modo conveniente de escrever nossas equagoes. Qualquer trans-
formacdo no toro em si mesmo pode ser levantada & cobertura universal R%. Além disso, uma
transformacdo S : R? — R? é o levantamento de uma transformacio de T? se e somente se
existir um endomorfismo A : Z* — Z? tal que S(x + a) = Sz + Aa para quaisquer z € R? e
a € Z®. Em particular, para o levantamento de uma transformacao homotépica & identidade
tem-se A = Id, isto é, S — Id é uma funcao duplamente periédica.

O levantamento de F, é a transformacao linear hiperbdlica L. Denotemos o levantamento
de g por L + §, onde § é duplamente periédica, isto é, §(z + a) = §(z) para a € Z* e o
levantamento de h por Id + h com h duplamente periddica.

A segunda equagao em (3.1) é equivalente a:

Id+h=L" o(Id+h)o(L+§) ouseja h=L'g+L  oho(L+3) (3.2)
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A resolugao de (3.2) pode ser reduzida a determinagao de pontos fixos de operadores de
contracao usando a decomposicao de R? em autoespacos da matriz L. Sejam e;, e; autovetores
de L tais que

Ley = Mer, Ley = Maea, |Mi| = (MY > 1.

Vamos decompor as funcdes vetoriais i e § na forma
il = h1€1 + hg@g (&4 g = g1€1 + g2€o (33)

entdo (3.2) é equivalente a duas equacoes envolvendo fungoes escalares continuas duplamente

periddicas desconhecidas, a saber hy e ho, que verificam
hi=X"'g + A thio(L+3§)e (3.4)

hy = A3'gs + Ay hy o (L + §). (3.5)

Denotemos o lado direito de (3.4) por fi(hy) e consideremos f; como um operador no espago
das funcées continuas duplamente periédicas em R? com a topologia uniforme. Vé-se facilmente

que f; é uma contragao

1£:(R) = A ()] = I\ sup [A(La — g(2)) — h*(La + g(@))] < [A7] sup |h(y) — h*(y)]

zcT? yeT?2

= ALHIIA =R (36)

Assim pela Proposicao 1.1, f; tem um tnico ponto fixo h; cuja norma pode ser estimada

iterando a transformacao nula

[Pl < ; 1A+ 0) = fH0)]| = WHfl(O)H == Tllgall

A equagao (3.5) deve ser ligeiramente reescrita de modo a representd-la como uma equagao
do ponto fixo para um operador de contracao. Usando o fato de que g e logo L + g serem
homeomorfismos podemos inverter a segunda transformacao. Entao, denotando sua inversa
por S, (3.5) torna-se

hog = Agha 0 S — ga0S =: fo(hs). (3.7)

Um célculo analogo ao anterior mostra que f; é um operador de contracao cujo ponto fixo hs
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satisfaz a estimativa

g2

heol| < .
|| 2”— 1_|/\2|

Substituindo as solucdes de (3.4) e (3.7) em (3.3) e projetando Id + h no toro obtém-se uma
solugao de (3.1) que é de fato tnica entre as transformagoes continuas de R® homotépicas a

identidade. O

3.2 Teoria do indice

A nocao de indice esta relacionada com o nimero de pontos periddicos de uma aplicacao e
nos fornece informacao acerca da estrutura orbital de alguns sistemas dinamicos. Nesse trabalho
iremos definir o indice de uma aplicacao diferenciavel com objetivo de demonstrar o Teorema

3.6. Uma defini¢ao mais geral é dada a partir do conceito de grau homolégico de uma aplicacao.

Definicao 3.3. Seja A uma matriz hiperbolica. Definimos o indice de uma matriz A por:
ind, := signdet(/d — A).

Seja f: U — R™ diferencidvel em 0 € U C R™. Se 0 for um ponto fizo para f e A = Df(0)

for hiperbdlica, definimos o indice da fung¢ao f por:

inds(0) := indpg()-

card{i:\;>1}

Proposicao 3.1. indy = (—1) , onde {\;}7, sdo os autovalores de A.

Demonstracao.

signdet(Id — A) = sign H(l - \i)

= sign H (1 —=\;) -sign H (1 —=\;) -sign H (1—N\)

Ai>1 Ai<1 /\Z'E(C\R
_ (_1)card{i:>\i>1} .1 Sign H (1 . )\z) _ (_1)card{z‘:>\i>1}
)\Z‘EC\R

]

O ntmero de Lefschetz de f relaciona a acao da transformagao f nos grupos de homologia

com a soma dos indices de pontos fixos. Como o estudo de grupos de homologia foge do propdsito
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desse trabalho, a demonstracao do teorema seguinte nao serd feita e é uma consequéncia da

Férmula do Ponto fixo de Lefschetz, dados em [7].

Definigao 3.4. Sejam M uma variedade compacta, possivelmente com fronteira e f: M — M

uma transformagao continua cujos pontos fizros sao isolados. Defina o numero de Lefschetz de
f por:

L(f)= > inds(x). (3.8)

z€Fix(f)
Observacao 3.2. Dada uma matriz A de ordem m, seja Fy : R™ — R™ a transformacdo

linear associada. E possivel mostrar que:

L(Fy) = det(Id — A). (3.9)

Teorema 3.2. Se e = £1 einds(z) = € para todo x € Fix(f") tém-se que o nimero de pontos

periddicos por f de periodo n € dado por eL(f").

3.3 Teoria hiperbdlica local e suas aplicagoes

O teorema seguinte mostra que a hiperbolicidade fornece um mecanismo para encontrar

muitas érbitas periodicas.

Teorema 3.3. (Lema do Fecho de Anosov) Sejam M uma variedade riemanniana, U C M
um aberto, f : U — M um difeomorfismo e A C U um conjunto hiperbolico para f. Entao
existem uma vizinhanca aberta V-2 A, e C,eq > 0 tais que para € < €y e qualquer e-orbita
periddica (g, ...,x,) C V existe um ponto y € U tal que f"(y) = y e dist(fV(y),zn) < C.e
para N =0,....n — 1.

Observacao 3.3. Um caso particular de e-orbita periodica é dado por um segmento de orbita:
To, f(10), ., £ o) tal que dist(f™(z0),70) < €. Assim o Lema do fecho de Anosov implica
em particular que proximo de qualquer ponto num conjunto hiperbolico cuja orbita quase retorna

a esse ponto existe uma orbita periddica que seque de perto o segmento que quase retorna.

O Lema do Fecho de Anosov nao afirma que a érbita periédica que fornece se encontra no
conjunto hiperbdlico A. No entanto isso é valido para todos os conjuntos hiperbdlicos que sao

maximais numa vizinhanga aberta. Dada uma vizinhanga V' de A denote:

A=) (V).

neZ



48

Definicao 3.5. Seja A um conjunto hiperbolico para f : U — M. Dizemos que A € localmente

maximal se existir uma vizinhanca aberta V de A tal que A = A{,.

Corolario 3.3.1. Sejam A um conjunto hiperbdlico para f : U — M eV tal que A{/ € hi-

perbolico. Entao os pontos periodicos sao densos em Q(fIA{,)‘

2€

20 +1
em A{/, onde C' estd nas condi¢oes do Lema do Fecho de Anosov. Entao existe NV € N tal que

NUINU, # 0. Paray € fN(U)NU. temos dist(f (y),y) < paran € {0,1,...., N—1}e

Demonstra¢ao. Sejam x € Q(f‘Af) e € > 0. Denotemos por U, a —vizinhanga de x
|4

€

20+1

portanto pelo Lema do Fecho de Anosov existe um ponto periédico z tal que dist(f"(z), f*(y)) <
2Ce

para n € {0,1,...., N — 1}, se € é suficientemente pequeno. Para e suficientemente

20+1

pequeno temos também z € V' e consequentemente z € A{/. Finalmente dist(z, z) < dist(z,y)+
: (2C + 1)e

dist =-——" =& ]
ist(y, 2) 20+1 ‘

Definicao 3.6. Um sistema dinamico topologico f : X — X diz-se topologicamente mis-
turador se para quaisquer dois conjuntos abertos nao vazios U,V C X existir um natural

N = N(U,V) tal que para todon > N f*(U)NV #0.

O teorema seguinte mostra que o conjunto nao errante de um conjunto hiperbdlico local-
mente maximal para um difeomorfismo f se divide num nimero finito de componentes permuta-
das por f tal que cada uma destas componentes numa iterada apropriada de f é topologicamente

misturadora.

Teorema 3.4. (Teorema da decomposi¢ao espectral) Sejam M wuma variedade riemanniana,
U C M um aberto, f : U — M um difeomorfismo e A C U um conjunto hiperbdlico com-

pacto localmente maximal para f. FEntdo existem conjuntos fechados disjuntos Aq,...,Ayx e
N

uma permutacao o de {1,..., N} tal que Q(f|p) = UAi’ F(A) = Aoy € quando o"(i) =i a
i=1

transformagao fk] A, € topologicamente misturadora.

Demonstragao. Pelo Coroldrio 3.3.1, Per(f|s) é denso em Q(f|5). Defina a relacao em Per(f]s)
por x ~ y se e somente se W' N W # () e W) NW," # () com ambas as intersegoes transversais
em pelo menos um ponto. Pretendemos mostrar que esta é uma relagao de equivaléncia e obter
cada A; como o fecho de uma classe de equivaléncia.

Notemos que ~ é trivialmente reflexiva e simétrica. Para verificar a transitividade, suponha-
mos que z,, z € Fix(fY[p) ep € W NW,, q € W/NW; sao pontos de intersegao transversais.
De acordo com o Lema 2.4 (A\-Lema), as imagens de uma bola em W = W = fN(W}), cen-

trada em p, se acumulam em W' e logo W' e W} tém uma intersecao transversal. Pelo Lema



49

2.6, quaisquer dois pontos suficientemente préximos sao equivalentes e logo, por compacidade,

temos um nimero finito de classes de equivaléncia cujos fechos (disjuntos dois a dois) denota-

mos por Aq,---,A,. Estes sdo permutados por f de acordo com alguma permutacao o, isto
é, f(Ai) = As). Seja | a ordem de o. Pelo Corolario 3.3.1, Q(f[a) C Per(f|a), pois A é
k

localmente maximal e logo U A = Q(f]a)-
i=1
A, € topologicamente misturadora. Para tal notemos que se p € A;

Resta mostrar que f'
¢é periodico e p ~ g com ¢ periddico entao, por definicao, existe um ponto heteroclinico z €
W, NnW,. Se ng for o perfodo comum entao uma aplicagao do A-Lema mostra que W' se
acumula em ¢ e logo W, é denso em A;NPer(f|4) e portanto em A;. Para simplificar a notagao
vamos assumir que [ = 1 e que A = A;.

De acordo com a Definicao 3.6 precisamos mostrar que para quaisquer dois conjuntos abertos
UeV em A existe n € N tal que f"(U) NV # ) para todo n > n. Para U,V C A abertos,
a densidade dos pontos periddicos implica a existéncia de p € U tal que para algum N € N

fN(p) = p. Sendo U aberto, ele contém uma vizinhanca W3 (0) de p na variedade instdvel
0o No

de p. Como W, = UfiN(W;‘((S)) é densa, existe Ny € N tal que V' N Ufm(W;‘((S)) £ 0.

i=0 i=0
Como f/(W(8)) ¢ uma vizinhanca de f/(p) em Wi obtemos também Ny, --- N, € N
Nj
tais que V' N U SN (W) # 0. Tomemos n = ml?X(N + 1)N;. Entao para n > 7 temos
i=0
VW) # 0 elogo VN f1(U) #0. O
i=0

Corolario 3.4.1. Seja f : M — M um difeomorfismo de Anosov de uma variedade compacta

conexa tal que Q(f) = M. Entao f € topologicamente misturador.

3.4 Entropia topolégica

O invariante numérico mais importante relacionado com o crescimento orbital é a entropia
topoldgica. Representa a taxa de crescimento exponencial do nimero de segmentos de érbitas
distinguiveis com precisao arbitrariamente pequena mas finita. Num certo sentido a entropia
topoldgica descreve, de um modo pouco preciso mas sugestivo, a complexidade exponencial

total da estrutura orbital através de um tnico numero.

Seja f : X — X uma transformagao continua de um espago métrico compacto X com a

distancia d. Define-se uma sucessao crescente de distancias df, n = 1,2, ..., comecando com

n’
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d{ = d, por
df(x,y) = max d(f'(x), ['(y)).

0<i<n—1
Ou seja, df mede a distancia entre os segmentos de érbita I = {z, ..., f" ' (z)} e I}. Denotamos
a bola aberta {y € X : d/(z,y) < €} por By(z,e,n).

Um conjunto £ C X diz-se (n,¢)-gerador se X C U By(z,e,n). Seja Sq(f,€,n) a car-
z€E
dinalidade minima de um conjunto (n, €)-gerador ou, de forma equivalente, a cardinalidade de

um (n, €)-gerador minimal. Podemos expressar verbalmente o significado desta quantidade
dizendo que ¢ igual ao menor nimero de condigoes iniciais cujo comportamento até o instante
n se aproxima do comportamento de qualquer condicao inicial a menos de €. Consideremos a

taxa de crescimento exponencial para essa quantidade,
— 1
hd(f7 6) = lim — lOg Sd<f7 €, n)
n—oo M,
Obviamente h,(f, €) ndo decresce com e. Define-se a entropia topolégica hg(f) por

hd(f) = hm hd(f, 6).

e—0

Esta quantidade nao depende da distancia d.

Definigao 3.7. A quantidade hq(f) calculada para uma distincia qualquer que gera a topologia

de X diz-se a entropia topoldgica de f e denota-se por h(f) ou hioy(f).

Para uma transformacdo f : X — X denotamos por |Per,(f)| o nimero de pontos
periédicos de f com periodo n (nado necessariamente minimo), isto é, o nimero de pontos

fixos de f".

Teorema 3.5. Seja A um conjunto hiperbolico compacto localmente mazximal para um difeo-
morfismo f cujas partes topologicamente transitivas sao topologicamente misturadoras. Entdao

existem cy,co > 0 tais que para todo n € N:
cre"ord) < | Per, ()] < cpe™ter(), (3.10)

Se A € um conjunto hiperbolico compacto localmente mazximal para um difeomorfismo f entdo

existe N € N tal que (3.10) € vdlida para todo n = kN € N.
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3.5 Classificacao global de difeomorfismos de Anosov no

toro

Esta secao sera dedicada a demonstracao do:

Teorema 3.6. Todo C*-difeomorfismo de Anosov f : T™ — T™, tal que Q(f) = T™, € topolo-

gicamente conjugado a um automorfismo linear hiperbolico.

Vimos, na Observacao 3.1, que a classe de homotopia de f contém exatamente uma aplicacao

linear Fy, : T™ — T™.

Lema 3.1. Seja f : T™ — T™ um difeomorfismo de Anosov. A transformacao linear Fy, :

T™ — T™ contida na sua classe de homotopia € hiperbdlica.

Demonstracao. Mostraremos que a transformacao linear f, induzida por f no grupo funda-
mental Z™ de T™ é hiperbodlica. Isso é equivalente a hiperbolicidade de F}, porque a matriz
associada define F;, em T™.

Pelo Teorema da Decomposigao Espectral, o conjunto nao errante Q(f) é a unido das com-
ponentes nas quais alguma poténcia fV é topologicamente misturadora e logo, pelo Teorema
3.5, | Per,, ()| tem um comportamento assintético exponencial multiplicativo.

Depois de passarmos para um recobrimento duplo de T™ (que continua a ser um toro)
podemos assumir que o fibrado instdvel Et de f é orientavel no sentido da Definicao 2.8.
Entdo cada componente misturadora f~ preserva ou inverte a orientacdo de E* de forma
consistente. Logo, passando para f2¥ podemos assumir que f preserva a orientacao de ET (e
| Per,,(f)| tem um comportamento exponencial multiplicativo).

Assim, pela Proposicao 3.1, todos os pontos periddicos tém o mesmo indice, ou 1 ou —1.
Logo, pelo Teorema 3.2 concluimos que: | Per,(f)| = |L(f")|. De (3.8) e pela Observagao 3.2
temos que |L(f™)| = |L(f)]. Além disso, de (3.9) temos |L(f}')| = | det(Id — f')|. Portanto:

| Per, (f)| = | det(Id — f7)]. (3.11)

Assim, se Ay, ..., \p sdo os autovalores de f, contados com multiplicidades entao:

| Per,(f)] =

=TT =TT =0 T =),

|Ai[>1 |Ail<1 [Ail=1

com [JOr—1= [ M@+om)e [T\ -1)—1.

|/\i‘>1 |>\1“>1 |/\i‘<1
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Suponha por absurdo, que f, nao seja hiperbélica. Entao lim inf H (A —=1)| =0.

S I
Isso é claro pois se \; for uma raiz de ordem ¢ da unidade, entao |/\fq — 1] = 0 para
todo k € N. Se, por outro lado, \; = €*™ com « irracional entdo, pela Proposicao 1.2, a parte
fracionaria de na pode ser arbitrariamente pequena e logo A\}" pode ser arbitrariamente préximo
de 1 enquanto [\} — 1| < 2.

Analogamente, lim sup | H (A —1)] estd sempre se afastando de 0 (considerando raizes da
n—oo
|As]=1

unidade e argumentos irracionais separadamente).

Isso contradiz a existéncia de um comportamento assintético exponencial multiplicativo de

| Per,,(f)|. Tal contradigao mostra que f, e portanto Fj, sdo hiperbdlicos. O

Observacao 3.4. E possivel generalizar os argumentos do Teorema 3.1 para dimensao m > 2.
Para isto € preciso adaptar as equacoes (3.4) e (3.5) usando funcoes vetoriais e substituindo
At e Ayt pela inversa das restricoes de Df aos espagos instdvel e estdvel. Portanto, podemos
assumir que Fy, € um fator de f através de uma semiconjugagao unica h homotopica a identidade
(em particular sobrejetora). Usando a continuidade uniforme podemos também concluir que
h bem como seu levantamento H para R™, transformam variedades estdveis em wvariedades

estaveis assim como variedades instdveis em variedades instdaveis.

Para uma demonstracao completa do proximo resultado sao necessarios argumentos técnicos
das teorias de pontos fixos e de coincidéncias que fogem do escopo deste trabalho. Portanto

nos limitamos a uma ideia de sua demonstracao.

Lema 3.2. Se F : R™ — R™ ¢ o levantamento de um difeomorfismo de Anosov e FL o
levantamento de um automorfismo hiperbdlico tal que d(F(x), Fr(z)) € limitada entao F tem

no mdzximo um ponto fixo.

Ideia da demonstrag¢do. Sendo Fj, hiperbdlica, 0 é seu o tnico ponto fixo. De (3.11) f tem
| det(Id — f.)| diferentes pontos fixos. Tais pontos fixos levantam-se para pontos que sao trans-
ladados por diferentes vetores inteiros. De fato, se o levantamento F' tivesse mais que um ponto

fixo entao f teria demasiados pontos fixos, contrariamente ao cdlculo do indice. 0]

Considerando a semiconjugacao h : T™ — T™ entre f e F;, e H : R™ — R™ seu levan-
tamento, como introduzido na Observagao 3.4, mostraremos a seguir que H é uma aplicacao

propria.

Lema 3.3. Se Y C R™ ¢ limitado entdo H ' (Y) ¢ limitado.
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m
Demonstragao. Se I = [0,1]™ C R™ é o dominio fundamental canénico para T™ = Zm entao

K := H(I) é também um dominio fundamental compacto e A := {l € Z™|I N (K + 1) # ()}

é finito. Como K +1 = H(I + h;'(1)), temos H Y(I) C U(I + h; (1)) e o ltimo conjunto
leA
é compacto pois A é finito. Como um conjunto limitado é coberto por um numero finito de

translagoes de I fica concluida a demonstracao. O]

O proximo resultado estabelece que um levantamento de f tem uma estrutura de produto

global.

Lema 3.4. Seja f: T™ — T™ um difeomorfismo de Anosov e F': R™ — R™ um levantamento
de f para R™. Entdo se x # y a variedade estdvel de x e a variedade instdvel de y para F

intersectam-se em exatamente um ponto.

Demonstragao. Incialmente, vejamos que a intersecao da variedade instavel e instavel para
F' consiste no maximo em um ponto. Para tal argumentamos por absurdo e supomos que
y e WNW. com x # y. Tomemos uma vizinhanga produto R de x que nao contém y. Como
We={2|WNR#0D} e Wp={z| W}NR # 0} sao abertos, W5 N Wy é uma vizinhanga
de y. Como, pelo Corolério 3.3.1, os pontos periddicos sdo densos em Q(f) = T™, existe um
levantamento ¢ de um ponto f-periédico em W5 N Wa\R. Mas Wi, NR# 0e Wy nNR# 0e
logo, pela estrutura produto em R existe um ponto z’ € W, NW, N R. Portanto, sem perda
de generalidade, podemos assumir que y € W; N W', © # y e x é o levantamento de um ponto
fixo de f (possivelmente apés passarmos para uma iterada). Alterando o levantamento F' de
f podemos assumir que z é um ponto fixo de F'. Pelo Lema 2.11, o ponto F-homoclinico y
é nao-errante para F' e logo, pela densidade dos pontos peridédicos em Q(F), existe um ponto
periddico z de F' proximo de y. Mas se n é o periodo de z, isto mostra que F" tem dois pontos
fixos, contradizendo o Lema 3.2.

Para mostrar que Wy N W7 # () para cada z,y notemos que para y dado e Wy := Wy,
o conjunto G := {z | W N WS # 0} é aberto pois existe uma vizinhanca U de Wy tal que
G ={x | WNU # (}. Para mostrar que G = R™ mostraremos que G é fechado. Para tal
tomemos w € G, x € G préximo de w e {y} = W*NWE. A fim de fazer uma reducio a duas
dimensoes, sejam v : [0,1] — W' e n: [0,1] — W, arcos tais que v(0) = n(0) =z, y(1) =y e

n(1) = w. Mostraremos que existe uma transformagcao 6 : [0, 1] x [0,1] — R™ tal que:

Q(S> 0) = 7(8>’ 0(07 t) = 77(75): {9(37 t)} = W,f(s) #(t)' (3'12)

Isto implica que w € G pois #(1,1) é o ponto de intersecgao desejado. O que termina a
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demonstracao do lema.
A equagao (3.12) define 6 em [0, 1] x {0} e {0} x [0, 1]. Como existe uma estrutura produto

local, o dominio D de # em [0,1]* é aberto. Sejam:
to :=sup{t | [0,1] x [0,t] C D}, sg:=sup{s||0,s] x {toc} €D}, J:=10,1] x[0,%0)

Para vermos que 6(J) é limitado, notamos primeiro que a projecao de h(f(J)) na variedade
instavel V* de 0 para F}, ao longo das folhas estaveis V* de Fy, é a projecao de H(y([0,1])), e
portanto é compacta. Notamos também que a projegao em V*(0) ao longo de V* esta contida
na projeccao de H(n([0,1])). Logo H(A(J)) é limitado e portanto #(.J) é também limitado, pelo
Lema 3.3. Assim existe uma sucessao (S,,t,) — (So,to) com s, < s,11 tal que 0(s,,t,) — p
para algum p € R™.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que essa sucessao estd contida numa vizi-

nhanca produto O de p. Entao
Q(Sl,tn) — W; N W;(Slgtl) = 9(81,t0) €

H(Sn,tl) — W; N Wﬁu(sl,tl) = Q(So,tl).

Logo para qualquer (S,,,T,,) — (o, to) temos

lim Q(Sn,Tn) = 11_}111 Wguisth) N WSQ(Sn,tl) =

n—o0

v (s 7)o (i 15,0) =

Wotsrto) N Wotsonr) = P-

s1,to

Assim, fazendo 0(so,tp)) = p obtemos uma extensao continua de € o que implica que (sg,ty) =

(1,1) e fica concluida a demonstragao. O

Como as folheacoes estavel e instavel sao continuas e consequentemente a estrutura de
produto global acima é continua, existe um homeomorfismo ® : R™ — R¥ x R™ % que envia
cada W* numa folha R* x {c} e cada W? numa folha {c} x R™ % dado por ®(z) := (W n
W, W nWy).

Lema 3.5. A semiconjugacdo h € injetora.

Demonstracao. Mostraremos primeiro que H € injetora em folhas instaveis de f. Se denotarmos

por B*(0,7) e B*(0,r) as bolas de raio r nas variedades instdvel e estavel de 0, respectivamente
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(usando as métricas intrinsecas d" e d*) entdo, pelo Lema 3.3, existe 7 > 0 tal que H () C
D(r) == {z | WnB*0,r) # 0eW, N B*0,r) # 0}. Como D(r) tem fecho compacto,
concluimos, usando o homeomorfismo ® da estrutura de produto global, que p := sup{d*“(z,y) |
x,y € D(r),y € W'} < oo. Sey € W) e H(x) = H(y), seja z, = F"(x), y, := F"(y).
Entao H(y,) = H(F"(y)) = F[(H(y)) = F[(H(z)) = H(F"(x)) = H(xz,). Mas existe
l, € Z™ tal que H(x, +1,) = H(y, + 1) € I e logo z, + ln, yo + I, € D(r). Portanto
d“(F"(z), F"(y)) = d“(zp + ln, yn + 1) < p para todo n € N. Pela hiperbolicidade, isto implica
que z = y, mostrando que H é injetora nas variedades instaveis.

Analogamente, H é injetora nas variedades estaveis.

Suponhamos agora que H(x) = H(y) para alguns z,y € R™. Se existe um ponto hete-
roclinico z para = e y entdao H(z) é um ponto heteroclinico para H(x) e H(y) (sob FL), o que
implica que H(x) = H(z) = H(y) porque Fj, ndo tem pontos heteroclinicos nao triviais. Mas
pela injetividade de H nas folhas estaveis e instaveis, * = z = y. Assim, o levantamento H da
semiconjugacao é injetor.

A semiconjugacao também tem que ser injetora pois H é dado pela soma da identidade
com uma transformacao periddica: se h(mw(x)) = h(w(y)) entdo H(x) = H(y) + k para algum
k € Z™; portanto H(z — k) = H(y) e logo m(x) = 7 (y). O

Demonstracao do Teorema 3.6.

Seja f : T™ — T™ um difeomorfismo de Anosov. Da Observagao 3.1, sua classe de ho-
motopia contém precisamente uma transformacao linear Fr, : T™ — T™. Pelo Lema 3.1, a
transformacao Fp, é hiperbdlica. Do Teorema 3.1 temos que Fy, é um fator de f através de uma
tnica semiconjugagao h homotdpica a identidade (e portanto sobrejetora). Pelo Lema 3.5, h é

injetora e portanto é uma conjugacgao entre f e seu modelo linear Fp,. [J
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