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Resumo

Neste trabalho estudamos os Teoremas de Sturm Liouville para zeros de solugoes de equagoes
diferenciais lineares de segunda ordem. Estes teoremas classicos sao aplicados para anélise do
crescimento e decrescimento de certas fungoes que envolvem os zeros de Polinomios Ortogonais
(Classicos, como os Polindmios de Gegenbauer.
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Abstract

In this dissertation, we study the Sturm Liouvile’s theorems for the zeros of the solutions of
linear differential equations of second order. These classical theorems are applied to analysis
of the monotonicity of functions involving the zeros of classical orthogonal polynomials, in
particular, Gegenbauer polynomials.

Keywords: Orthogonal polynomials; Gegenbauer orthogonal polynomials; Sturm-Liouville clas-
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Introducao

O objetivo deste trabalho é o estudo do crescimento e decrescimento das quantidades f,,(A)z,, ()
n

e fn()\)a:mk + m

O comportamento dos zeros dos polinomios ortogonais vem sendo estudados desde o final
do século XIX por A. Markov e T.J. Stiltjes e na terceira década do século XX por G. Szego.
Atualmente, matematicos como Percy Deift e Barry Simon contribuem de forma significativa
para o estudo do comportamento dos zeros dos polinomios ortogonais. O interesse de Barry
Simon resultou em um livro chamado ” Orthogonal Polynomials on the Unit Circle”e em varios
artigos que tratam de polinomios ortogonais na reta real e na circunferéncia unitaria.

Podemos citar dois motivos entre varios para estudarmos os zeros dos polindmios ortogonais,
um deles é a interpretacao fisica vinda da eletrostatica e o outro é que eles sao os melhores
nés da Formula de Quadratura de Gauss. Ha ainda aplicagoes dos polinomios ortogonais em
Equagoes diferenciais, Teoria dos Cédigos, Fisica Matemética e em Mecanica Quantica.

Um questionamento, que motiva muitos estudos na area, tem como objetivo conhecer com
que velocidade os zeros crescem ou decrescem quando os parametros crescem. Neste traba-
lho, a velocidade do crescimento e decrescimento dos zeros dos Polindmios de Gegenbauer tem
destaque. Ao longo de 25 anos, muitas conjecturas e teoremas contribuiram para obtermos os
resultados atuais sobre o assunto. Matematicos como A. Laforgia, M. E. Ismail, J. Letessier, R.
A. Askey, S. Ahamed, M. E. Muldoon, R. Spigler, E. K. Ifantis, P.D.Siafarikas, A. Elbert e D.K.
Dimitrov foram os grandes responsaveis pelas intimeras contribuigoes para o estudo do com-
portamento dos zeros dos Polinomios Ortogonais de Gegenbauer que nos permitiu aprofundar
sobre o tema.

A importancia do estudo dos Teoremas Cléssicos de Sturm Liouville para os polinomios
ortogonais é que estes teoremas sao aplicados para analisar os zeros dos polinémios ortogonais
classicos de Jacobi, Gegenbauer, Laguerre e Hermite. Estes teoremas nos permitem estudar a
alternancia de sinal das soluc¢oes de equagoes diferenciais de Sturm Liouville, isto é, se

Tnk(A), com , () zeros dos polinémios de Gegenbauer.

y' (@) + fe)y(z) = 0
Y?(z)+ F(z)Y(x) = 0

sao duas equacoes diferenciais de segunda ordem que estao na forma de Sturm Liouville, o
teorema da comparacdo nos garante que Y (z) troca de sinal pelo menos uma vez entre dois
zeros consecutivos de y(z).

Os Teoremas Classicos de Sturm Liouville nos permitirao determinar se as quantidades

d
FoN)Znk(N) e fu(N)zpr + ﬁxn,k(/\), com x,k(A) zeros dos polinomios de Gegenbauer, sao
9n

crescentes e decrescentes, respectivamente.
Este trabalho estd estruturado da seguinte maneira:

e O Capitulo 1 tem como objetivo fornecer conceitos basicos sobre polinémios ortogonais,
sua forma matricial e também uma breve secao sobre Quadratura de Gauss.



e O Capitulo 2 é dedicado ao estudo dos Polinomios Ortogonais Classicos, em especial apre-
sentaremos a Relacao de Recorréncia de Trés Termos e ortogonalidade desses polinomios.

e O Capitulo 3 apresenta os Teoremas Classicos de Sturm Liouville em detalhes, destacamos
os teoremas da comparacao e a versao integral do Teorema de Sturm Liouville.

e O Capitulo 4 contém um breve histérico de como chegamos as quantidades apresentadas
nas aplicacoes do Teorema de Sturm Liouville. Neste capitulo, dividimos as demonstragoes
em algumas partes para facilitar a compreensao do leitor.

Rafaela Ferreira Afonso
Uberlandia-MG, 16 de janeiro de 2016.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo forneceremos alguns conceitos basicos de polindomios ortogonais na reta real
e seus zeros. Neste capitulo temos como principal referéncia o livro Introducao aos Polinomios
Ortogonais da SBMAC.

Um polinomio algébrico real de grau n é toda expressao da forma

p(z) = ag + a1z + asr® + ... + anz", (1.1)

com ag, Ay, ..., G, NUMEros reais.
Seja m, o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n,
7, = {p(x) = ap + a1z + asx® + ... + a,z”, com a; € R},j € {0,1,...,n}. (1.2)
Note que dimensao de m, é n + 1.
[e.9]
Vamos denotar como m = U Tn, O espaco vetorial de todos os polinomios e considerar esse
i=1
espago vetorial com um produto interno.
Definicao 1.1. Fung¢ao peso: Dizemos que w(z) € uma func¢ao peso quando é uma fungdo ndao
negativa e nao identicamente nula em um intervalo (a,b), isto €, w(x) > 0 mas w(x)Z0, para
todo x mo intervalo (a,b).

O produto interno para o espaco vetorial 7 é definido como:

.0 = [ plalata)u(ods (13)

onde p,q € 7.
A norma correspondente é dada por:

1/2

Ioll = v = ( [ bp(xfw(as)da:) , (1.4)

com p € .

Definicao 1.2. Uma Sequéncia de Polinomios Ortogonais (SPO) em m é uma sequéncia de
polinomios {po, p1, ...}, finita ou infinita, com cada polinémio p,, de grau exatamente n, que
satisfaz:

0 se n#m
Yo >0 se n=m

(P Pm) = { (1.5)

Uma das formas de se obter uma sequéncia de polinomios ortogonais é através do método
de ortogonalizacao de Gram-Shmidt.



1.1 Algumas propriedades

Teorema 1.1. Toda subsequéncia finita,{p; (z),...,p;, (x)} de uma Sequéncia de Polinémios
Ortogonais, {po, p1,..-}, € um sistema linearmente independente.

Demonstracdo. Suponha que exista uma sequéncia finita linearmente dependente, ou seja,
Digs Diy s --+s Pi,, € Qo --., 0y, D20 todos nulos, tais que

p(x) = agpiy + .- + anDi,,

onde p(x) = 0.
Logo,
(p,p;) = (0,p;) =0,V5 € {0, ...,n}. (1.6)
Por outro lado, seja k, 0 < k < n tal que oy # 0 em p(z) = aopy + ... + anp;,. Entao,
0 = {opiy + - + Wbi, s Piy) = QP> Piy) + o+ nlDinys Piy.) = Piy > Pi)- (1.7)

Como,(p;,, pi,) # 0, chegamos a uma contradicgao.

Teorema 1.2. Se o polinémio p(x) € de grau menor igual a n, entdo p(x) pode ser unicamente
representado por p(x) = agpo(z) + ar1p1(x) + ... + appn(x)

Demonstracao. Seja p € m,. Como m, é um espaco vetorial e tem dimensao n+ 1 e

{po(), ..., pn(x)} uma sequéncia de polindmios ortogonais, entao pelo Teorema[L.1] {po(z), ..., p. ()}
¢ linearmente independente. Assim, forma uma base para m,. Portanto cada elemento de m,
pode ser unicamente representado como combinacao linear de elementos da base. [ |

Teorema 1.3. Seja (.,.) em w definido por . Entao sao equivalentes:
a) {p,}>2, € uma SPO com relagio a {.,.);

b) (p,pn) = 0 para todo polinomio p de grau menor que n e (p,p,) # 0 para todo polinémio
p de grau exatamente n;

c) (™, pn) =0 para m < n e (x", p,) # 0.

Demonstragao. (a = b) Seja {p,} uma SPO. Seja p um polinémio de grau m. Entao existem
escalares «o, ..., ,y, tais que p(x) = appo(x) + ... + AmpPm(x), com a,, # 0.
Pela linearidade do produto interno, temos

(D, Dn) = (oo + ... + WDy Pn) = @0(Pos Pr) + - (P D) (1.8)
Assim,
< > B 0 se m<n
PPl = (s, pn) se m=n

(b = ¢) Basta tomar p(x) = 2™, o resultado ¢é imediato.

(¢ = a) Suponha que (2™, p,) =0se m <ne (™, p,) #0.

Seja pm () = amy + Ay T + ... + @, ™. Sem perda de generalidade, suponha m < n.
Assim, temos,

(Pms D) = @mg (L, Pn) + Ay (T, D) + oo+ A, (2™, ).



, m<n
m=n

Portanto, (pm, pn) = { 075()

Y

Definicao 1.3. Uma sequéncia dos polinomios {p,}:>, € dita ortonormal se

( ) — 0, m <n,
pnapm - 1’ m=n.

Teorema 1.4 (Relacao de Recorréncia de Trés Termos). Considere {p,}:>, uma sequéncia de
polinomios ortogonais. Os polinomios ortogonais satisfazem uma Relagao de Recorréncia de
Trés Termos da sequinte forma:

() = Veprr1() + Bepr(®) + Okpr—1,k > 0,
com condigoes iniciais, p_1(x) =0, po(x) =1, B € R e Ydpy1 > 0.
Demonstragao. Como o polinémio zpy(x) € 41, podemos escrevé-lo como segue:

k1
zpi(z) = Zajpj(l’) = agpo(T) + ... + ap1Pr41(2),
=0

pois {po, ..., pr+1} forma uma base para 7.
Vamos provar que «; = 0 para j € {0,1,...,k — 2} e que Y05+1 > 0.
Pela ortogonalidade, temos

k+1

0 = (zp;j(z), pr(w)) = (p;(z), xpr()) = Zai@j(ﬂf)api(ﬂ?)) = a;(pj(z),p;i(x)),

para todo j € {0,1....k — 2}.
Como (pj,p;) # 0, entdo o; = 0 para j € {0, 1...,k — 2}. Logo,

pp(x) = og—1pp—1(x) + arpr(x) + app1Pr41 ().

Sejam
pr() = YPrr1(2) + Bepr(z) + Oppr—1(x) (1.9)
e
TPr41(2) = Vey1Prt2(2) + Bep1Prt1 () + Opy1p(2). (1.10)
De ([1.9), temos
0 # (TPk, Pks1) = VilPrt1, Prt1), (1.11)
e de , temos
0 # (TPk+1, Pk) = Oky1(Dk; Pi)- (1.12)

Multiplicando ((1.11)) e (1.12]),

0 < ({xpks Pr+1))” = VeOkt1 (Pr+1(2), Drgr (@) (Pr (@), pi(@)) = YOk > 0.

Corolario 1.1. Seja {p,}3>, uma Sequéncia de Polinomios Ortonormais. Entdo,
rpp(x) = apprs1(x) + bepe(x) + ap—1pr—1, (1.13)
com k >0, ar = \/ k1 € by = B



Agora, se multiplicarmos (1.13)) por pi(y), obtemos:

rpp(x)pe(y) = [axpri1(z) + bepr () + ax—1pe—1(2)|pr(y)
= arpr1(T)pk(y) + bkpr()pe(y) + ax—1pr—1(2)pr(y)-

De forma anéloga,

Y (Y)pr(7) = arpr (Y)pr() + bepr(y)pe(z) + ar—1pr—1(y)pr().

Subtraindo a equacao ([1.14]) pela equacao (|1.15)), obtemos

(1.14)

(1.15)

(z — 9)pe(@)pe(y) = ar(Pr+1(2)pr(Y) — Pr1 (Y)pr(®)) + ak—1(Pr-1(2)pr(y) — Pr—1(y)pr()).

Fazendo k € {0,1,...,n} e somando, temos:

n

(@ =) > (Pr(@)pr(¥)) = an (a1 (2)pn(y) = Pos1 (v)pn(2)).

k=0

Provamos o seguinte:

Teorema 1.5 (Identidade de Christoffel Darboux). Seja {p,}52, uma Sequéncia de Polinémios

Ortonormais, entdo

n

_ T — Prt1(2)pn(Y) — Prgr (¥)pn ()
Kn(z,y) = kZ:_O(pk( )p(y)) = an p— -

A fungao K,(z,y) é chamada de nicleo de reprodugao. Fazendo y — z, obtemos

0 < Ky (2,2) = an (P41 ()P0 (2) =y, (2) Pt (2)).-
De fato.

0< Kn(z,z) = %Pnﬂ(x)pn(yi - znﬂ(y)pn(x)
a Pri1(2)pn(y) = Prs1 (Y)Pn () + pr(@) Pt () — pu()prii(x)

_ pa(y) — pu(®) " Pot1(z) — Pt (y)
Qn, (pn-H T —y +pn( ) T —y ) .

Portanto,

hHl Kn(x> ?J) = hm an (anrl]M + pn($)pn+1(x) — Pn+1 (y))

= (D1 (2)Pn (@) — P (2)Pnga (2))-

1.2 Forma Matricial dos Polinomios Ortogonais

Dada uma formula de recorréncia

xpk(x) = akpk+1($) + bkpk<x> + Gk—l(x)pk—h

podemos reescrevé-la como veremos a seguir.

(1.16)



Fazendo, k = 0,1,...,n — 1, obtemos o sistema,

xpo(x) = aopi(x) + bopo(x)
api(z) = aipa(z) + bipi(x) + aopo()
zpa(r) = agps(x) + bops(x) + arpi(z)

ITPn—2 = an72pnfl(x) + bn72pn72(x) + an73pn73<x)
ITPp—1 = an—lpn(x) + bn—lpn—l(x) + an—?pn—?(x)-

Dessa forma, considerando as matrizes

bo ao 0 0 0

a by a; O 0 pogi% 8
0 aq b2 a9 0 o D1
=1 B B N : ,
0 0 oo v ot Gny pn—2gig ) 0 .
0 0 P ¢ bn—l Pn—1 n—1Pn

a forma matricial da equacao (|1.16|) pode ser escrita como:

J,P=1xP — A. (1.17)

A matriz J,, é conhecida como matriz de Jacobi. Denotaremos x,,, como os zeros de P,(x).
Entao:
an(xn,k) - xn,kP<xn,k)

Observagao: Matriz simétrica = Autovalores reais.

Teorema 1.6. Seja {p,}:>, uma Sequéncia de Polinémios Ortogonais em rela¢io a fungdo
peso w(x) no intervalo (a,b), entdo os zeros de cada polinémio ortogonal sdo reais.

[e.e]

Demonstracao. Consideremos {p, }5° , uma Sequéncia de Polinomios Ortogonais em relagdo ao

produto interno b
(Fa)g@) = [ f@glayu(o)ds

Sejam {T1, .., Tnn} 08 zeros de pu(z) € Poj = [po(Tny), -+ s Pu1(2n;)]". Substituindo =
por z, ; em (1.17)), temos:

Portanto, z,, ; ¢ autovalor de J,.
Como a matriz de Jacobi é simétrica, concluimos, da observacao acima, que os seus auto-
valores sao reais, isto €, os zeros de p,, sao todos reais.

|
Definicao 1.4. Seja p € m,. Entdo x € um zero de multiplicidade k do polinomio p se:
p(x) =p'(x) = ... = p" V(@) = 0 e pP(z) # 0.

Teorema 1.7. Seja {p,}5°, uma Sequéncia de Polinémios Ortogonais em rela¢ao a funcao
peso w(z) no intervalo (a,b). Entao, os zeros dos polinémios ortogonais sao distintos.



Demonstragao. Suponha que algum zero, z,; de p,(z) tenha multiplicidade maior que um.
Assim,

0 < Kn(@nyjs Tng) = an(Dhyr (Tng)Pn(@n;) = Po(Tng)Pns (Tn5))- (1.18)
Como py(xy ;) =0 e pl(z,,;) =0, entdo K, (z,;, z, ;) =0, que é absurdo. |

Teorema 1.8. Seja {p,}°°, uma Sequéncia de Polinémios Ortogonais em rela¢ao a funcao
peso w(x) no intervalo (a,b). FEntdao os zeros dos polindmios ortogonais estao no intervalo

(a,b).

Demonstra¢ao. Suponha, por absurdo, que nem todos os zeros estejam em (a,b). Mais preci-
samente, suponha que existam j zeros, @, 1, ..., Z,; de p,(x) fora de (a,b).
Entao,
pn(x)

- € T
a(2) (x —2p1). (T — Tppy) Mg

¢ um polinomio de grau n — j.
Se 7 > 0, entao pela ortogonalidade, temos

b T
0= (puaale)) = [ o) P o)

)T — Tpn—y)

Ry LG R
a( .

T — Tp1)...(® — Tpj)

Assim, (p,, ¢) nao muda de sinal em (a, b), pois p2 (z)w(z) > 0e (x—xp1)...(x = Tpn_j) # 0.
Portanto, j = 0 e, assim, todos os zeros de p,(z) estao em (a,b). [ |

Resumindo, temos:

Seja {pn}22, uma Sequéncia de Polinémios Ortogonais em relagdo a fun¢do peso w(z) no
intervalo (a,b). Entao os zeros de cada polinémio ortogonal sao reais, distintos e estdo em
(a,b).

1.3 Quadratura de Gauss

Seja f uma funcao definida em 1, ..., z,, no intervalo (a, b). Definimos: I(f) = ff f(z)w(z)dz.

Definigao 1.5. Formula de Quadradura é toda expressao da forma

Q) = arflwn),

sendo f uma funcao definida em xy,...,z, e ar € R. Onde I(f) ~ Q(f).
Definicao 1.6. Seja Q(f) uma formula de quadratura para I(f). Dizemos que:
1. Q(f) € exata para m,, se I(f) = Q(f), para toda f € my,.

2. Q(f) possui grau de precisio algébrica m se satisfaz (1) e, além disso, existe g € 11
tal que 1(g) # Q(g)-
Quando Q(f) satisfaz (1)e (2),escrevemos que o Grau de Precisio Algébrica (GPA) serd
m, isto €, GPA(Q) = m.

Apresentaremos a seguir algumas propriedades de I(f) e Q(f):



I(f +9) == I(f) + I(9):
o QUf +9) = Q(f) + Qg);
o I(af) = al(f);
o Q(af) = aQ(f).

Lema 1.1. Uma féormula de quadratura Q(f) € exata, se e somente se, ela é exata para uma
base de T,,. Em particular, Q(f) € exata se, e somente se, ela é exata para {1,z,z%, ...,2™}.

Demonstragao. (=) Sabemos que I(f) Q(f), para toda f € m,. Seja B = {by,b1,....bm}

uma base de m,,. Entao, by € m,,, 1 < k<m
Portanto, I(by) = Q(b), k = {1,2, ey }
(<) Seja B = {bg, by, ..., by, } uma base de m,,. Dal para toda f € m,,, existem escalares tais

que
k=1
Por hipétese, I(by) = Q(by), onde k € {1,2,...,m}. Logo,

](f) = I((l/ob() + ...+ ambm)
= aol(bo) + ... + I (by)
0Q(bo) + .- + A Q(brn)
Q(Oéobg + ...+ Oémbm)

— Q).

Portanto, I(f) = Q(f), para toda f € my,.
|

Lema 1.2. Se Q(f) € exata para m,, e existe g € myy1, tal que I(g) # Q(g), entao I(h) # Q(h),
para todo polinomio de grau m + 1.

Demonstragdo. Se g é um polinémio de grau m + 1, entdao g(z) = ap1z™™ + f(z), onde

femmean #0.
Como por hipétese I(g) # Q(g), entdo, I(g) — Q(g) # 0.

Observe que

1(9) = Qlg) = Iamua™ + f(2)) = Qatms1a™ + f(2))
i ([(™) = Q™).

Portanto, I(z™") # Q(z™*1).

Se h € Ty 1 \Tm, entao h(z) = Bpxz™ ™ + f(x), em que f € T, Brs1 €ER e By #0 .
Dali,

I(h) = Q(h) = I(Bmprz™" + f(2)) — Q(Bmsra™ ' + f(x))
B (™) + I(f) — m+1Q< mH) —Q(f)
Q(

= Bun(@™) —Q@@™)) #

Assim, I(h) # Q(h).
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Definicao 1.7. A férmula de quadratura Q(f) = Zakf(xk) ¢ chamada interpolatoria se
k=1
= fab L,1(f;x)w(x)dz, onde L, 1(f,z) é o polinomio interpolador de Lagrange de f em
1, ..., Tn, OU equivalentemente,

ag = /ab ln,, (x)w(x)dz

()

(x — ax)o’ (21)’

Denotamos 1, = onde o(x) = (x — x1)...(x — x,).

n

Lema 1.3. Uma formula de quadratura Q(f) = Zakf(xk) ¢ exata para m,_1, se e somente
k=1
se, Q(f) € interpolatoria, ou seja, ap = f: In, ()w(z)dz.

Demonstracao. (=) Se Q(f) é exata para m,_1, entdo I(f) = Q(f),Vf € m,_1.
Assim,

I(lnj(7)) = QUnj(x)) =Y arlnj(w1) = aj

(<) Por hipédtese, Q(f) é interpolatéria, ou seja, Q(f) = I(Ln_1(f;x)). Logo, Q(f) = I(f).

Portanto, Q) é exata para m,_1. |
Observagao: Se () é interpolatéria, entdo GPA(Q) > n — 1.
Teorema 1.9. Seja I(f f f(@)w(x)dz. O GPA mdximo de uma formula de quadratura

para I(f) den nds é 2n— 1.
A formula de quadratura que atinge esse grau de precisao algébrica € unica e € dada por:

— Zakf(xk), (1.19)

onde x1, ..., T, sao zeros do n-ésimo polinomio ortogonal da Sequéncia de Polinomios Ortogonais
{pr}2, associado ao produto interno

b
(p,q) =/ p(z)g(x)w(x)dx.

Os numeros ay sao positivos e dados por

1 P pa(@)w(x)
ay = )/a dz, ke {1,2,...n}. (1.20)

Pl (z, T —

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que a férmula de quadratura ¢é exata para polinomios de
grau 2n — 1, isto é, I(p) = Q(p), Vp € Tap_1.

Seja p € mo,_1 e consideremos L(x) o polindémio interpolador de p em w1, s, ..., x,, onde
T1,To, ..., T, Sa0 zeros de p,.

' (x
Assim, L(z) = L,_1(p,x Zp T ) I ke ZP )

pn xk UC —xk)

Note que L(xy) = p(xy), para todo ke{l,. }
Como p € my,_1 € L € m,_q1,entao p— L € 7T2n_1.
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Definindo ¢ = p — L observamos que x1, ..., £, sao zeros de ¢, pois,
q(zx) = p(xg) — L(zx) = 0, para todo k =1, ..., n.

Pelo Teorema Fundamental da Algebra, ¢(x) = p(z) — L(z) = (2 —21)(x —3)...(x — 2,7 (),
onde (z — z1)(x — xa)...(x — ) € Ty € 7(T) € Ty

Assim, p(z) — L(z) = p,(x)r(x), e portanto p(x) = L(x) 4+ pp(x)r(z).

Integrando em ambos os lados obtemos:

/abp(:c)w(:v)da: = /abL(x)w(x)d:c + /abpn(:c)r(:c)w(x)dx,

b
Pela ortogonalidade temos que / pn(2)r(z)w(x)de = 0, pois, r € T_1 € Py € Ty.

Assim,
1) = [ poywids
b
= /L(x)w(x)dx

a
b

= Zp(gjk) pn(:c) w(a:)da:

a Ph(xx)(x — )

n b T
= Zp(qjk)/ —pn( ) w(x)dx

pu(2)( — 1)
= Z arp(zy)

= Q(p).

Portanto, a féormula de quadratura é exata para p € mg,_1.

Provaremos a unicidade da formula de quadratura.

Suponha que existam nés, 21, 2, ..., 2, que nao sejam os zeros de p,, e coeficientes by, by, ..., b,
tal que,

b n
/ p(x)w(x)dr = Z bep(zg) = bip(x1) + - - - + bup(xy,) (1.21)

seja satisfeita para todo polinomio de grau 2n — 1.

Seja g € m,, onde g(x) = (x — z1)(x — x2) -+ - (T — xp).

Os polinémios g(z)z*, k = 0,1,--- ,n—1 possuem grau no maximo 2n— 1. Entdo, a equacio
(1.21)) vale para os polinomios g(x)x*, k=0,1,--- ,n — 1. Assim,

b
/ g(x)atw(z)de = big(ar)zy + -+ bug(xn)ry =0,k =1,--+ ,n— 1.

Pelo Teorema g(z) é um polinomio ortogonal de grau n. Assim zi,--- , z, coincidem
com Iy, ,T,, que sao os zeros de p,(z).

Os coeficientes b; sao obtidos aplicando a férmula de quadratura (1.20)), para f(z) =
Pa()
(z — ;)




pois, p;,(x), (z — ;)

Resta mostrar que os coeficientes a; sao positivos. De fato.

2
x
Seja % € Ton_2, POIS Py € My 1, €NtA0 P2 € oy _o.
R
Aplicando ———— em ([1.19)), temos:
(z — ;)

2 w(z) > 0, para todo .

Note que:

o = (w-n)2)

12



Capitulo 2

Polindmios Ortogonais Classicos

O objetivo deste capitulo é introduzir teoremas e algumas propriedades basicas dos Po-
linomios Ortogonais Classicos, como relagao de ortogonalidade, Relacao de Recorréncia de Trés
Termos entre outras propriedades.

Os Polinomios Ortogonais Classicos estudados neste capitulo serao os Polindmios de Jacobi
e os casos especiais desses polinémios (Polinémios de Legenge, de Gengerbauer e Chebyshev de
primeira e segunda espécie), como também os Polinémios de Laguere e de Hermite.

Definicao 2.1. Os polinomios ortogonais, com respeito ao produto interno no intervalo
(a,b), sao chamados de Polinomios Ortogonais Cldssicos se a fun¢do peso w(x) satisfizer a
sequinte equacao diferencial:

M(z)w(z
P _ Nayu(a),
1—2* ;se (a,b)=(-1,1)
onde M(x) = z ,se (a,b)=(0,00) e N(x) éum polinémio de grau 1.
1 ,se (a,b) =(—00,0)

2.1 Polindomios de Jacobi

Os Polinomios de Jacobi serao denotados por pieP) (x), sendo definidos através da Férmula
de Rodrigues, dada por:

Py = C0a - mye ) D] )
Para cacularmos o coeficiente do termo de maior grau do Polinomio de Jacobi tomaremos
flx) = (1—z)*" e g(x) = (1+2)""
Note que a j-ésima derivada de f(z) e g(x) sdo dadas, respectivamente, por

9 b)) = P

oxJ
| = (=) (a+n)(a+n—1)--(a+n—(j—1)(1—z)*"7, (2.2)
o) = o)
= (Bam@Etn—1) (Bt - D)1+ 2 (23
Pela regra de Leibniz, temos:
G V@] = (e =30 (1) gt e

13
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Substituindo (2.2)) e (2.3) em ({2.4), temos:

@] =00 Y () CDMa k(b k)

(B+n)-- -:(ﬂ +n—k+1)(1—z) k1 4 z)Ptn (2.5)

a
dxn

Substituindo (2.5)) na férmula de Rodrigues para o Polinémio de Jacobi, temos:

P a) = 1=y (1 ) 1) 3 s (0 a ) akn —  )

2nn)
(B+mn) - (B+n—k+1)(1—x)¥t=F1 + g)stn, (2.6)
Assim,
1« (—1)F
P@A) () = o k'((n _)k)‘(Oé-i-n) o (atk+DBAR) - (BEn—k+1D)(1—2)F(142)"P,
— k! !
Podemos escrever (1 —2)* e (1 + 2)™ % como

(1—-2)F = i(—l)f(];)xj:<§>a:0—(]f)x1+<g)x2+---+(—1)’“(2)x’“,
(14+z)" " = Z(n;k)ﬂ

B n—=k 0 n—~k - n—k 2.4 n—=k ek
= 0 T 1 T 5 T A i
Fazendo o Produto de Cauchy, em (1 — x)F(1 + z)"7*, temos

(—1)*z* + ( " I K ) (—D)Fz* e (= )F

Substituindo a equacao acima em (2.6)), temos
n

! d (atn)(a+k=1)(B+n)-(B+n—k+1)

= 2_n
k=0

el (i (i) )

:%Zm(a%—n)---(a—l—k—1)(5+n)---(ﬁ+n—k+1)x”+---

PP ()

Assim, o coeficiente do termo de maior grau é

1 & 1
Anp = Q—nkz:%m(a%—n)---(a%—k—1)(5+n)---(6+n—k+1). (2.7)
Apresentaremos a seguir algumas propriedades da funcao gama

1. T(z+1)=2zlel’'(1) =1,
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2. I'(z+1) =2l (2);

x ['(z+1)
3. S 0,t = ;
ceee m(y) Dy + DM —y+ 1)
r 1
4. Sen € Z e x > 0, temos T = (z+1) )
n n!l(x —n+1)

Podemos escrever o coeficiente do termo de maior grau dos Polinomios de Jacobi em funcgao
da fungao gama, isto é

MNa+n+1) = (a+n)(a+n—1)T(a+n-1)
= (a+n)(a+n—-1)---(a+k+ 1) T(a+k+1).

Assim,
MNa+n+1)
il Sl N —1)--. k4+1).
NCEES) (a+n)(a+n—1)--(a+k+1)
Temos também:

FB+n+1) = B+n)(B+n—1I(B+n—1)
= B+n)B+n—1) - B+n—k+DI(B+n—k+1).
Portanto,

I'(B+n+1)
F'B+n—k+1)

Com as propriedades da fungao gama e as igualdades acima, concluimos que

=B+n)B+n—1)---(B+n—k+1).

. _iz”: 1 TIla+n+1) TB+n+1)
M Bl = k) T(@+ kD) T(B+n—k+1)

(2.8)

Proposigao 2.1. O coeficiente do termo de maior grau do polinomio de Jacobi a,,, também
pode ser dado por:
I Ta+pB+2n+1)

nn = Sl MNa+pB+n+1)

(2.9)

Demonstracao. Temos

k;(ztz)(ﬁ—gn>_(a+i+2n). (2.10)

Tomando a,,, como em (2.8)), temos:

n

1 Ia+n+1) I'(B+n+1)
o T g L =R a+n—(n—k)+1) KLB+n—k+1)

Pela Propriedade 4 da funcao gama e usando (2.10)), temos

1 ~ [ a+n B+n
nn = on n—k k
k=0

i<a+ﬁ+2n)

AL n
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Aplicando novamente a Propriedade 4, obtemos:

I Tla+B+2n+1)
QApn =
o 2mp! TNa+F+n+1)

Definigao 2.2. Definiremos o produto interno de dois polinomios de Jacobi como:

(P ), P9 = [ Bee) BEOe) (12 (14 2 e

m
1

Para a demonstragao do préximo Teorema usaremos a funcao beta, que é definida como:

B(z,y) = /Olt(”‘l)(l —t)v~ldt. (2.11)
B(z,y) = % (2.12)

Teorema 2.1. Os polinomios de Jacobi satisfazem a sequinte rela¢do de ortogonalidade:

0, sem #n,
(P (@), PeP()) = 4 27 T(atn+ DT(B+n+1)
(a+pB+2n+1)n!T(a+B+n+1)

sem =n.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, considere n < m. Assim,

(P @), Py = [ PEA@) PEA) (-2 (14 2P
— / {pga,ﬁ> (z) [(2;171: (1—2) (14 x)—ﬁcij_mm {(1 — )1+ x)BWH }(1 —2)*(142)Pdx

1

-CL [ (perwn (- o ] ) dr

2mm! J_ dz™

Fazendo 4,,(z) = (1 — 2)*™(1 + 2)#*™, temos

(P e, Py = SO 1 (P2 0) o))

2mm! ) dz™
Integrando m vezes por partes, onde u = P,(z) e dv = d—ym(aﬁ)d:c, obtemos
xm
m 1 m
(@.8) (5. pledy — (=) d" b
pe ). Py = S0 [ (S @mto) ) do

m

d
1. Se n < m, entao d—(Pﬁa”B)(x)) = 0. Logo, (P\*?(z), Py = 0.

xm
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n

2. Consideremos m = n. Observando que W(P(x)) = a,,n!, temos:
T

e ped) = SO [ (e @mto) ) do

2mm! J_ \da™

! /1
= (1 —2)*™(1 + ) "da
2rnl )
a 1
- 27‘”” / (1—2)*™(1 4 )" " da.
-1

Fazendo x = 2t — 1, onde t € R, obtemos

1
(Ph) plebly = g, / (1—2t+1)*""(1+ 2t — 1)7*"2dt
0

2a,, , 2028+

1
— / (1 —t)>tmefingy
2n 0

1
= atftntly / (1 — t)>rmePmat.
0

Assim, substituindo por (2.11)),

(PP (), PP () = 208t g B(B+n+1,a+n+1). (2.13)
Substituindo (2.12)) em (2.13]), temos

F'B+n+1)I(a+n+1)
" TB4+n+l+a+n+1)
_ getpinn L D@+ 8+2n+1) T(B+n+1) Dla+n+1)
2nn! TNa+B+n+1) I'(B+a+2n+2)
PAMCAR FG+n+1)MNa+n+1)
n Bra+2n+ 1)l (a+B+n+1)

(P (z), Pl (g)) = g0tftnily

Apresentaremos algumas propriedades que utilizaremos a seguir:

1. P (1) = < atn ) .

n

2. PP (1) = (—1)" ( BZ” > .

De fato.

Seja,

PP (1) = ! (oz—l—n)(owLn—1)---(04—|—1)(14—:1:)”4—i Y i(oz—l—n)---
n 27! 20 £ Kl(n— k)]

(atk=1)(B+n) - (Brn—k+1)(1—2)F (14 2)"M. (2.14)
Para x = 1, temos a seguinte equagao:

PP (1) = Qin %(a +n)a+n—1)---(a+ 1)1+ 1)”1 .
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Assim,
1 MNa+n+1)
plab) 1y = — ~-1)--- N=— - 7
07(1) = et m(atn = 1) (o 1) = S
Pela Propriedade 4 da funcao gama, concluimos que
P(a,5)<1> _ ( a+n > .
" n
Para z = —1,
pen—1y = 2 [EV g mBen—1) 3+ 127| = (c1pLBEFR D
" 2r | n! n!l(B+1)

Pela Propriedade 4 da funcao gama, temos

PR (—1) = ( Btn ) |

n

Podemos escrever a Relacao de Recorréncia de Trés Termos do Teorema da seguinte
forma:

Pn+1($) = <7n+lx - BnJrl)Pn(x) - O‘n+1pn*1($)’ (2'15>
_ OQptintl _ (xP, (), P,(x)) o a _ nt1 (Po(z), Po())
e = O O = e O B T e Pa@), Baa@)
(2.16)

A seguir, obtemos explicitamente os coeficientes 5,11, Vni1 € Q1.
Calculemos 7,41

'+ 5 +2n+3)
2 (n+ 1) Ta+8+n+1) (a+B+2n+2)[(a+ [+ 2n+2)
Tatl = INa+pB+2n+1) C2n+D(a+B+n+1) T(a+B8+n+1)
2nn! TNa+B+n+1)
portanto,
(a+B+2n+2)(a+F+2n+1)
L Ay NI | (2.17)
Para obter «,, .1, observamos que
o= et (Ba(@) Pa(2)) (a4 f+2n+2)(at+S+2n+1) atpB+n
T e (P Pt) (n+1)(a+B+n+1) (a+B+2n)(a+B+2n—1)
(F(a+n+1)F(5+n+1) (a+6+2n—1)(F(a+ﬂ+n)))
na+p+n+1) I'(a+n)'(8+n) '
Simplificando a equagao acima, temos
(@ +n)(B+n)(a+B+2n+2) (2.18)

T i D(a+B+n+ D(atB+2n)

Pela Propriedade 1 enunciada acima, temos
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MNa+n+1)

(@h)(y =~ " T 7/
FmP0) = nl(a+1)

n

Para calcularmos f3,,11, fazemos = 1 na férmula de recorréncia:

Prgi’lﬁ)(l) = (Y417 — 5n+1)P1£a’B)(1) — Oén+1Pr(i7f)(1)-

Substituindo, P,(LO"’B)(I), temos:

MNa+n+2) ( 5 )F(a+n—|—1)_a [(a+n)
(n+DIT(a+1) Tntl T Pt nT(a+1) " n—1)T(a+1)
(a+n+1)(a+n)l(a+n) (a+n)['(a+n) Do +n)
I = (+1 = Bat1) — Ot
(n+ DT (a+1) n'(a+ 1) (n+ DT (a+1)
a+n+1)(a+n a+n
( n(n —l—)(l) ) = (Yn41 — 5n+1)< ) — Qpt1-
Substituindo (2.18) e (2.17) na equac@o acima, temos
. n a+n (a+n+1)(a+n)
Pnt1 = atn (’Ynﬂ n (n+ 1)n Q41
a+n+1 n

- n I ——— 8 7%
Tt n+1 +1n+1

1 (a+B8+2n+2)(a+B+2n+1) (a+n+l)
2(n+1) (a+p+n+1) n+1
n(B+n)(a+B8+2n+2)

(n+1)(a+F+n+1)(a+B+2n)

1 [(a+B8+2n)(a+B+2n+2)(a+S+2n+1)

n+1 20+ +n+1)(a+ B +2n)
2(at+n+l(a+B+n+)(a+B8+2n) 2n(B+n)(a+B+2n+2)
2+ +n+1)(a+ B +2n) 2+ p+n+1)(a+8+2n)]"
Assim,
__(FPoa)(atf+2n+2)
B"+1_2(a+6+n+1)(a+6+2n)' (2.19)

2.2 Polinémios de Legendre

Os Polinomios de Legendre sao um caso especial dos Polindmios de Jacobi com a = § = 0,
portanto, sdo ortogonais com rela¢ao a funcao peso w(x) = 1. Por simplicidade, denotaremos
por P,(z).

Pela féormula de Rodrigues para polinomios de Jacobi, temos

(=n" d"

Pa(e) = S (1= )1+ 2)° T [(1 = 2)"(1 +2)").

Assim, o Polinémio de Legendre é dado por



20

1 d

Po(z) = 2nn) dxn

(a2 =1)"], (2.20)
e, por (2.9), podemos calcular o coeficiente do termo maior grau do polinomio de Legendre:

1 T(2n+1)
App = :
T2l T(n+ 1)

Aplicando propriedades da fungao gama, temos

1 2n! (2n)!
G = oyl ul — 2n(nl)? (221)

Pelo Teorema 2.1} a relacao de ortogonalidade para os Polinomios de Legendre é dada por

0, sem#mn
(Po(x), Ppu(z)) = 2I'(n+ 1)I'(n+ 1) B
2n+ DalT(n+1) ="
0, se m # n,
- 2 sem=n (2.22)
(2n+1)’ '

A Relacao de Recorréncia de Trés Termos para os Polindmios de Legendre pode ser obtida
tomando aw = 8 = 0 em (2.18]),(2.17) e (2.19). Assim,

B (n)(n)(2n+2)  n
Gl = L Dmr)en)  ndl (223)
(2n+2)2n+1) 2n+1
2n+1)(n+1)  n+1’

Bt = 0. (2.25)

Tot1 (2.24)

Portanto, a Relagao de Recorréncia de Trés Termos para os Polinomios de Legendre é

2n+1 n
Pn+1(l’) = n+ 1 .CCPn(QZ') - n+1 n,1($), n = 17
1 d° 1 d
com FPy(x) (22 —=1)°=1e P(x) (2?2 = 1) = 2.

200! da® ~ 21ldat

2.3 Polinomios de Gegenbauer

Os Polinomios de Gegenbauer, Ultraesféricos, sao um caso especial dos Polinomios de Jacobi,
em que @ = =\ — % > —1. Os Polinoémios de Gegenbauer sao ortogonais no intervalo [-1,1]
em relagdo A funcio peso w(x) = (1 — 22) 3.
Notagao: P} (z)

Os polinomios satisfazem a férmula:

—1
= (B () peee (2.26)

onde P,(La’a)(a:) sao os Polinomios de Jacobi com 3 = a.
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Podemos escrever os Polinomios de Gegenbauer em funcao da Funcao Gama. De fato:

Pa) — (r( I'(20 + 1) ))‘1 (r( T(n+ 20 +1) )P}ﬁva)(x)

a+1)N(a+1 a+1)I'n+a+1)
Do+ Dl(n+2a+ 1)P(a’°‘)
Fa+DI'(n+a+1) "

(2). (2.27)

Tomando a = XA — 1, e substituindo em (2.27)), temos:

T+ HT(+2)) o1l
PMNz) = NONICESY %)Pn (z). (2.28)

Para determinarmos a Relagao de Recorréncia de Trés Termos para os Polinomios de Ge-
genbauer, basta tomarmos v = f = XA — 1 em (2.18), (2.19) e (2.17). Assim,

Bnt1 = 0
1 FRa+2n+3)I'2a+n+1) (n+a+1)2a+2n+1)
Tl = St ) T(2a+nt2)02a+2n+1)  (n+)(2a+tnt1)
(a+n)la+n+1)

(n+1)2a+n+1)

Qn41

Temos que a Relacao de Recorréncia de Trés Termos sera dada por:

Fn+a+2)
L'(n+2a+2) "

m+a+1)2a+2n+1) '(n+a+1) P a)—

oy (@t ml(nta)
m+1)2a+n+1) TI'(n+2a+1) "

I'(n+2a) nl

(1) =

Simplificando a equagao acima, temos

(n+ 1P} (z) = (2a + 2n+ D)aPy(x) — (n+ 2a) P, (z).
Tomando oo = )\ — %, temos

(n+ )P, (2) =2\ + n)zP)(x) — (n +2A — 1) Py (). (2.29)
Os polinoémios, P, (z) e P;(z), sao dados por:

PO+ HI(+2)) Jp-iad
S TeANI(n+A+1)

Pi\l(x) (IL‘) = 07
1,1
pois Pﬁ 2 2)(gc) =0e P(z)=1
O coeficiente do termo de maior grau é dado por

_Tlae+DI'(n+2a+1) T'(2a+2n+1)
" T+ DI(n+a+1) 20al2a+n+1)

Simplificando e substituindo o = \ — %, temos

1 TA+3)T(n+2))

@ = onnl TAC(n + A+ ) (2:30)

A forma monica satisfaz a relacdo de recorréncia, basta tomar P (z) = —— P)(x), assim:

Qan,n
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P = e - PEEED @ e
Observe que:
2\ +2n
Gttt = =7
€ Uptintl = Gp-1p-1 2A+ ZZESQ\_ —11_)271 —2) : (2.32)
Substituindo (2.32) em (2.31)), temos:
Pralo) = anpaPo) = iy s P (a)
Blal) = eBMw) - D By ) (2:39

4n+Nn+A+1)

H& dois casos especiais, em que \ = % e A = 1. Nestes casos os polinomios serao

(0) = P2 a) ¢ Pie) = L o),

Os Polinomios de Gegenbauer satisfazem a seguinte equagao diferencial de segunda ordem:

:N\H

P,

(1 —2H)y” — 22X+ Day' +n(n +2\)y = 0. (2.34)

2.4 Polinémios de Chebyshev de Primeira Espécie

Os Polinémios de Chebyshev de primeira espécie sao denotados por T),(x). Eles sao ortogo-

nais no intervalo [-1,1] em relagao a fungao w(x) = ﬁ Note que tomando o = 8 = _71
—x
temos que os Polinomios de Chebyshev de 1* espécie sao multiplos dos Polinomios de Jacobi.
Definiremos T,,(x), com x € [—1, 1], por:

A Relagao de Recorréncia de Trés Termos é dada por:
Thi1(z) = 22T, (x) — T,—1(x) com n > 1.
Para obtermos a relagao acima, basta tomar x = cos# e utilizar a seguinte relagao trigo-

nométrica: cos(n + 1)0 + cos(n — 1)0 = 2 cos(n 6) cos 6.
Temos:

(2.35)

Substituindo (?7?), (??) e (??) na relagao trigonométrica, obtemos a relacdo de recorréncia
ja enunciada.
Observe que Ty(z) = 1, pois, To(z) = Ti—1(z) = cos((1 — 1)0) = cos0 =1
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Para determinarmos o coeficiente do termo de maior grau, vamos calcular os primeiros
Polinomios de Chebyshev de primeira espécie.

T()(CC) 17

Ti(z) = cos(arccos(r)) = x = 2%z,
Ty(z) = 22Ti(z) — To(x) = 2'2* — 1,
T3(x) ) = 2%2° — 3z,

= 2aTy(z) — Ti(x

To(z) = 2" 12" +...
Por recorréncia, temos que a,, = 2""', n > 1.

Teorema 2.2. Os Polinomios de Chebyshev de Primeira Espécie satisfazem a sequinte relacao
de ortogonalidade:

, se m=mn=20,

, se m=n>0, (2.36)
se  m#n.

<Tm Tm> =

ovlEa N

Demonstracdao. Definimos o produto interno como

(T, T) = /Tn(x) T (z) w(z)de

1

= / cos(n arccos(x)) cos(m arccos(z)) ;dx

1 \/1—1’2

Tomando x = cos #, temos:

o 0 cos(nh) cos(mb)sen(H)
T T} = /w 1 — cos?(0) @

= /7T cos(nf) cos(mb) db. (2.37)

1. Se m =n =0, temos (T, Tp) = [, df = ;
2. Se m =n >0, temos que (T,,,Ty,) = [, cos*(nd) db.
Integrando por partes:

/7r cos(n 0) cos(n 0) df = sen(n 9)ncos(n 0)

™
= / sen®(n

0)
0
= dQ—/ cos?(nf),
0

0

T e 2
+/ n sen (nﬁ)da
0 0

n

portanto, [ cos(nf) cos(nd)df =

NS

Assim, (T,,,T,) = g

3. Seja m # n.
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Observe que

/Oﬂ(cos((m +n)0) cos((m —n)h)) df = /Ow(cos(mG) cos(nf) — sen(nf)sen(m@)
+ cos(m#) cos(nf) + sen(mb)sen(nd)) df
= 2/ cos(mf) cos(nf) db.

Assim,
2T, T,) = / (cos(m + n)f cos(m — n)0)do (2.38)
0
= / (cos(m + n)6)do + / cos(m —n)f)db (2.39)
0 0
_ sen(m+n)f ™ sen(m —n)0|" o, (2.40)
m+n 0 m-—n 0
|
Observacgao 2.1. Note que tomando o = = —% na funcao peso do Polinomio de Jacobt
obtemos:

w(z) = (1—a?)72.

-1
_ (-1,-3) on-1 [ 20— 1 : -
Assim, podemos escrever T, (z) = ¢, Pn , em que ¢, = 2 n , POis consi-
derando a) ;i =1,...,n os coeficientes do Polinémio de Chebyshev de Primeira Espécie a) ; e
os coeficientes do Polinomio de Jacobi para o = 3 = —%, temos
T n T n—1 T P n P n—1 P
U@ 4y " Ay g = cn(anmx + gyt an’o).
Logo,
T
a
Chin = ;n
an,n
2n71
~ T'(2n)
2nnIT(n)
22=1nIT(n)
['(2n)

—1
2n—1
_ 2n—1
_ (n)

Observagao 2.2. Para obtermos as raizes de T,(x), vamos considerar a equagao:
cos(n 0) =0 para 0 < 0 <,

2k 1+ 2k
onde (n0)y, =5 +km,k=0,1,....,n ou ainda, Qk:WJ; W:W( ; ),k:O,l,...,n.
n n

As raizes sao dadas por:

2n

(2k + 1)77) ’

T, (z) = 0 = cos(n arccos(x)) = 0 == cos(n ) = 0 = x,,, = cos (

comk=0,1,....n—1.
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Observagao 2.3. Os pontos de mdzimos e minimos de T,,(x) sdo os pontos onde cos(nf) = 1

ou cos(nf) = —1 para 0 < 0 < w. Os pontos que satisfazem cos(nf) = 1 ou cos(nf) = —1 sdo
k

0 = l, para k =0,1,...,n e 0s extremos sao dados por m,, j, = cos ull JkE=0,1,...,n.
n n

2.5 Polinomios de Chebyshev de Segunda Espécie

Os Polinémios de Chebyshev de Segunda Espécie, U, (x), sdo ortogonais no intervalo [—1, 1]
em relacao a funcao peso w = v/1 — x2 e definidos por:
sen((n + 1) arccos (z))

Un xr) = )
(z) T
com x € [—1,1], paran =0,1,2,---. Se fizermos x = cos#, temos que
sen((n+1) 0)
Un = —7
(z) senfl

com 6 € [0, 7.
Obteremos a Relacao de Recorréncia de Trés Termos dos Polinémios de Chebyshev de
Segunda Espécie através da seguinte relagao trigonométrica:
sen(n + 2)0 + sen(nf) = 2 cosf sen(n + 1)0, (2.41)
Para obter a Relagao de Recorréncia de Trés Termos dos Polinomios de Chebyshev de
Segunda Espécie observamos que

sen(n arccos(cos 6))

Unoale) = V1 —cos?6
_ sen(nd)
~ senf

U(z) = sen((n + 1) arccos(cos 9))
" V1 —cos?6

_sen((n+1)0)
B send

Unin(z) = Sen((;;; 2)0) .

Dividindo por senf, temos
sen(n +2)0 sen(nf)  2cosfsen(n+ 1)0
send senff send

= Up1(2) + Upa(z) = 22U, (x).
Concluimos que a Relagao de Recorréncia de Trés Termos serd U, 41 (x) = 22U, (x) — Up—1(2),
z > 1.
Para determinarmos o coeficiente do termo de maior grau, observaremos os polinomios
abaixo:

send
Uolw) = senf =1
2
Ui(z) = S:;: =2 cosl = 2z,

Us(z) = 22U (z) — Up(z) = Us(z) = 42* — 1,
Us(z) = 2xUy(z) — Uy(x) = Us(z) = 82° — 4u,

Un(z) = 2"2" +---.



Por recorréncia, temos que ay,, = 2".

Teorema 2.3. A relacdo de ortogonalidade
Espécie € dada por:
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para os Polinomios de Chebyshev de Segunda

0, se m#n,
— se m=n.
2
Demonstracao. Calculando (U, U,,), temos:
1
(U, Up) = / Un(2)Up(x)w(z)dz. (2.43)
-1
Substituindo U, U,, e w(z):
! sen[(n + 1) arccos ] sen[(m + 1)arccos z]
Un, Un) = 1 —a2d 2.44
N o Pdr (244)
= / sen((n + 1)0)sen((m + 1)0) do, (2.45)
0

com x = cos 0.

1. Sem =n:

T

(Un, Un)

™

S—.5—

Integrando por partes, temos:

(sen(n + 1)8) cos((n + 1)0)

sen’((n + 1)0) do

(sen(n + 1)8)(sen(n + 1)0) db.

+/ cos®((n +1)0) db
o Jo

Un> Un -
< ) (n+1)
= / cos®((n + 1)0) db
0
= / (1 —sen®(n + 1)0)do
0
= T— / sen”((n + 1)6) do
0
= 7 —(U,,Uy,)
2(U,,U,) T,
T
portanto, (Uy,, U,) = 3

2. Sem #n.
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Integrando por partes ([2.45)), temos:

(U, Up) = /07T sen((n + 1)0)sen((m + 1)0) db

[sen((n + 1)0) cos((m +1)0)](n + 1)
(m+1) 0
/” (n+ 1)[cos((m + 1)8) cos((n + 1)0)] "
0 m+1

™

_ntl /Oﬂ(cos(m +1)0)(cos(n + 1)0)d¢

m+1
= (:1111)2 /Ow(sen(m +1)6)(sen(n + 1)0)do
@%l%>=<;ii)%Umm@. (2.46)

n —+
m +

1
Por hipétese m # n, entao, N # 1,dai (U,,U,) = 0.

Observagao 2.4. Note que fazendo o = 3 = % na funcao peso dos Polinomios de Jacobi

1
obtemos w(z) = v/1 — x2. Logo, Uy,(x) =2

2n+1\ = (i1
2n 2°2
n+1 Fat ().
Temos que os Polinomios de Chebyshev de Sequnda FEspécie sao multiplos dos Polinomios
11
de Jacobi, logo, podemos escrever U, (z) = cnP,EQ’Q)(x).
Considerando a¥, os coeficientes do Polinomio de Chebyshev de Sequnda Espécie e a

coeficientes do Polinomio de Jacobi para o = 8 = %, entao

P

nj 08

U n U n—1 u __ P n P n—1 P
U@ 4y "+ Ay = cn(anmx + gyt an’o).

Logo,
U
an,n

Cn,n
) P
amn

on
T(2n +2)
27!l (n + 2)
22"(n+ 1)IT(n+ 1)
I'(2n+2)

n(2n+1)_1
= 2 .
n+1

m4+1\
Assim, Uy (x) = 2" ( ) P,gﬁ’i)(x).

Observagao 2.5. As raizes de U,(x) sdo os pontos nos quais

sen((n+1)0) =0 para 0 < 0 < 7.
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k
T L k=1,...,n.
+1

As raizes sao dadas por:

Logo 6, =
n

km
U?’L :0:} nk — ,
() Tpg = COS (n—i—l)
com k=1,...,n.

Observacao 2.6. Os pontos de mdximos e minimos de U,_1(x) sdo os pontos de mdzimo e
minimos de T, (x), pois:

1 ) sen(n arccos ) U ()
= =n (n—1) xX).

Vi—z) " A

T (x) = —sen(n arccos x) n (—

2.6 Polinémios de Laguerre
Os Polinomios de Laguerre sao denotados por L (z) e serao definidos pela férmula de
Rodrigues:

dn
L9(z) = (—=1)"z" %" — (z*"e ™). 2.47
() = (~1)'ae (@) (247
Os Polindomios de Laguerre sao ortogonais no intervalo [0,00), em relagao a fun¢ao peso
w(z) = 2% ", «a > —1 e sdo monicos, isto é, o coeficiente do termo do coeficiente de maior

Y

grau é 1. De fato:
Se tomarmos f(x) = z*™™ e g(x) = e~ *, pela Regra de Leibnitz, temos:

%f(il?) = (a+n)(a+n—1)...(a+n_j+1)xa+n7j

Lolr) = (-1pe

n

Lo (z) = (—=1)"z~“ ( 7; ) (a+mn)..(a+n—j+1)z*" 7 (=1).

J=0

Observe que L% pode ser escrito como:

e _ 1\ {1\ n n _1\n—1 n n—1 L
Le(x) = (-1) [( 1) (n)x + (-1) (n_1>(a—|—n)x +
= 2" —nla+n)z" "+
Note que a,,, = 1.
Teorema 2.4. A relacao de ortogonalidade para os Polinomios de Laguerre é dada por:

B 0, se m #n,

(s L) = { n,'n+a+1) se m=nmn; (2.48)

onde o produto interno € definido por

(Lo, L) :/ LY (z) Ly, (x)z%e “d.
0
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Demonstracao. Considerando m < n, o produto interno sera:

(Lp, Ly) = / Ly (z) Ly (x)z%e “dx (2.49)
0
o0 dn
= / (—1)"zYe® — (224me) L2 (z)e 2 dx (2.50)
0 dz™
[e’e) dn(xa+ne—z)
= (=1)" — = LY dz. 2.51
o [ e (251)

dn(on»ne(frp))
- dz™
Assim, (L% L%) = / Lo (x)(=1)" yn(z) dx.

0

Integrando por partes, temos:

Tomando y,(x) = z*t"e~*, obtemos = yn(z).

e = [T ) ar

1. Para m < n,temos:
(L, 1) = [ ) do = 0, pois (15,1 =0
0
2. Para m = n, temos:
@ = [ L) we) i
0

= / Anp N Y () do.
0

Temos que I'(y) = / e "e¥*dx, com y > 0. Entdo, / 2" e P dr =T(n+a+1).
0 0

Assim,
(L, LYYy = / n!(x®T"e ") dx
0
= n!/ 2 e dx
0
= nll'n+a+1).
Portanto,
o Tay 0 se m#n
(Lo Lon) = { nT'n+a+1) se m=n ' (2.52)
[ |

A Relagao de Recorréncia de Trés Termos dos Polinomios de Laguerre é
Lpi(z)=(zx—2n+a+1)LY(z) —n(n+ 1)L (x),

com n > 0.

Para demonstra-la, vamos calcular os coeficientes ay,11, 8ni1 € Vi1, que sao dados por
(2.16]).

Temos que v,41 =1 € a,y1 € B11 dados por:
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B n!T(n+a+1)
Gt n+D!T(n—1+a+1)
~onl(n+a)
(xL, Ly)
Bt To L) (2.54)
Observe que
Loz) = 2" —n(n+a)z™ 4., (2.55)
Li(z) = o™ —(n—1Dn+1+a)z"+--, (2.56)
rL%z) = 2" —nn+a)z”+---. (2.57)
Fazendo xL¢(x) — L%, ,(x), temos:
eLy(x) — Ly (x) =[(n+1)(n+1+a) —n(n+a)z" + ... (2.58)

Por outro lado, temos que

(n+D(n+1+a)—nn+a)]li(z)=[(n+1)n+a+1)—n(n+a)z”
—[n+Dn+a+1)—n(n+a)nn+a)z™ 4 ---

(n+1)n+a+1)—nn+a)z"=[(n+1)(n+1+a)—n(n+a)ly(x)
+ln+Dn+a+1)—nn+a)nn+a)s" -
(n+1)n+a+1)—nn+a)z"=[(n+1)(n+1+a)—nn+a)]Li(z) + ¢_1(x),

onde ¢, _1(z) é um polindémio de grau n — 1.
Substituindo em ([2.58]),

wLy(x) = Ly (@) + [(n+ D (n+ 1+ a) = n(n + @) L;(x) + gn(2).
Fazendo o produto interno de xL%(z) e L%(x), temos:

(eLy, L) = (L + [(n + D(n + 1+ a) = n(n+ &)L + g, L)

= (Lo, L) +(n + D(n+ 1+ ) = n(n+ o) (L5, L) + (gn-1, Ly)

L L*
%L—’L;gzmﬂtl)(n—l—l%—a)—n(n—i-a)
L Le

Portanto, 8,11 = 2n + a + 1.
Substituindo oy, 11, Bnr1 € Yne1, obtemos a Relagao de Recorréncia de Trés Termos do Po-
linomios de Laguerre:
Lz+1(x) =(x—-2n—a-1)Ly(x) —n(n+1)L;_(z),

com n > 0.
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Através da relacao de recorréncia, podemos determinar os Polinomios de Laguerre. Os
primeiros polinomios sao:

LY (z) = (—1)2:_0‘6757 =r—a-—1

Ly(z) = (z=3-a)(z—a—-1)—(a+1)=2"-2(a+2)x+ (a+2)(a+1).

2.7 Polinomios de Hermite

Os Polinomios de Hermite formam uma Sequéncia de Polinomios Ortogonais, no intervalo
N - 2
(—00,00), em relagao a fungao peso w(zr) = e .
A Férmula de Rodrigues que define os Polinomios de Hermite é dada por

H,(z) = (-1)%&2%[@—3021.

Utilizando esta formula podemos calcular os primeiros polinomios.

Ho(z) = (—1)%"(e*)=2°

2 dl 2
Hi(x) = —€* ﬁ[e_x | =2
2 d2 2
HQ(I) = ¢ ﬁ[@iw ] = 22I2 -2
x

H,(x) = 2"2" + ..
Por recorréncia, obtemos que o coeficiente do termo de maior grau € a,,, = 2".

Teorema 2.5. Os Polinomios de Hermite satisfazem a sequinte relagdo de ortogonalidade

B 0, se m #n,
(Hn, Hin) = { 2"l /T se m =n.

Demonstracao. Vamos considerar, sem perda de generalidade, que m < n.

1. Seja m < n e substituindo H,(x)

dTL
(H,, H,) = / H,, )e Zdwn[e’xQ] e du

= (- / Ho(2)0" (x)d
Integrando por partes,

(H,, H,) / Hy (o) Hyp ()" dz = (—1)"* [ B (2)6" (2)da

—inft

Se integrarmos por partes n vezes, a integral acima,

(H, 1) = [ T (@)é()de = 0,

infty

pois se Hy,(x) tem grau m e m < n, entdo HY (x) = 0.
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2. Se m = n, temos
(H,, H,) = / Ho(2) Ho()e " da.

Pelo item 1,
(H,, H,) = / H, () H, (2)e " dz

= / H™ (2)e™ da

:2”n!/ e da.

Portanto, (H,, H,) = 2"n!\/T .

A Relagao de Recorréncia de Trés Termos dos Polindmios de Hermite é dada por
Hyq(x) =22H,(x) — 2nH, 4 (x).

De fato, se tomarmos ¢(z) = e~ e derivarmos n vezes, temos:
0" () = 7" ] = Ha(x)(=1)"

Derivando novamente, temos:

0" @) = (~1)"eT" RaH,(x) — (o)
dt!

e = (F)"e T RaHy(x) - Hy (o)

Hyi(2) = [20H,(2) = Hy())

Por outro lado, sabemos que a relacao de recorréncia é dada por:

Hyi(z) = (V1@ — Bogr) Ho(2) + a1 Hy 1 ()
20H,(z) — Hy(z) = (Yn11® — Bug) Ho(2) + a1 Hy 1 ().

Assim, B,11 =0, 7,41 = 2 e para determinarmos «, vamos tomar a relacao ([2.16]),

2" nl \/m

T e i D

Portanto, H) (x) = 2n H,_1(z).
Concluimos assim que a relagao de recorréncia para os Polinomios de Hermite é dada por

Hyii(x) =22H,(x) — 2nH, 1 (x).



Capitulo 3

Teoremas Classicos de Sturm Liouville

Neste capitulo estudaremos as equagoes de segunda ordem de Sturm Liouville e algumas
de suas propriedades, como a localizacao relativa entre zeros de duas solucoes de uma mesma
equagao diferencial de segunda ordem e a comparacao dos zeros de duas equagoes distintas.

Dentre os teoremas estudados neste capitulo, dois deles se destacam: Teorema da Com-
paragao de Sturm Liouville e Teoremada Forma Integral do Teorema de Sturm Liouville.

Estes teoremas nos permitem analisar o comportamento dos zeros de polindmios ortogonais,
por exemplo, dos zeros dos Polinomios de Gegenbauer, pois eles satisfazem uma equagao dife-
rencial de segunda ordem que, através de uma transformacao, torna-se uma equacao de Sturm
Liouville.

3.1 Teorema da Comparacao de Sturm Liouville

Dividiremos Teorema , em dois casos. O primeiro, quando os dois zeros de y(z) sao
consecutivos, entdo entre esses dois zeros ha pelo menos um zero de Y (), isto é, 1 < X < xs.
O segundo, quando o primeiro zero de y(z) maior que a é x1, com x € (a,b), entdo existe um
zero de Y (z) no intervalo (a,x7), isto é, a < X < ;.

Teorema 3.1. [11)] Sejam y(x) e Y(x) solugoes ndo triviais das equagoes diferenciais,

y'(z) + flx)y(x) = 0 (3.1)
Y7 (2) + Fz)Y(z) = 0, (3.2)

respectivamente, no intervalo (a,b).

Suponha que f(x) e F(zx) sao fung¢oes continuas no intervalo (a,b) e f(x) < F(x), para todo
x € (a,b).

Sejam xy e w41 dois zeros consecutivos de y(x), a < xp < Ty < b e Xy € solugao de
Y (z). Entdo, entre os dois zeros consecutivos de y(x) hd pelo menos um zero de Y (x).

Demonstragao. Sejam xy, e xy41 zeros consecutivos de y(z) em (a,b). A demonstragao sera feita
por absurdo. Suponhamos que Y (z) nao se anula em (x,xr11) e, sem perda de generalidade,
suponhamos que y(x) é positiva em (xy, Tx41).

1° Caso:

Seja Y(x) > 0 em (xy, xx41). Calculando o Wronskiano de y(z),Y (z) para z = xj e
T = Tg41-

O Wronskiano ¢ dado por

Wy, Y, ) = y(2)Y'(z) = Y(2)y (z). (3-3)

33
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Para x = z;, o Wronskiano é

Wiy, Y, xp) = y(@p)Y'(zp) = Y(ze)y'(a) = =Y (20)y (22) <0, (3-4)

pois Y (xy) e y/(xy) sdo positivos.
E para o1,

W(y,Y, opy1) = y(ka)Y'(ka) - Y($k+1)y,(95k+1) = _Y($k+1)?/($k+1) >0, (3.5)

pois Y (xy) é positivo e y'(zx) é negativo.
Ao derivarmos o Wronskiano, obtemos:

LWy = )Y(@) - Y @y(@)
= @Y @) +y@Y" (@) — (V@) (@) + V() (@)
= Y@)Y"(@) Y (@) (@)
Substituindo, e (3.2)), temos:
= Y)Y (@)(f(@) - Fla)). (3.0

Como y(z) e Y(z) sao positivas e f(x) — F(z) é negativa, entao (3.6 é negativa, ou seja,

d—W(y, Y,z) < 0. Assim, concluimos que W (y,Y,z) é uma funcao decrescente em [z, zx.1].

x
Portanto, contradiz (3.4)) e (3.5)).

2° Caso:
Seja Y(x) < 0 em (xy, x541). Tomando, z = xp e © = x441 em (3.5)),

Wy, Y,zr) = =Y (x)y () >0 3.7)
W(y,Y,zp) = —Y(zp)y (241) < 0. (3.8)

Note que é positiva, pois, por hip6tese, Y () é negativa em (xy, xx41) e y(xy) é positiva,
e é negativa, pois Y (rx41) e y(zxr1) sdo negativas.

E, por (3.6)), a derivada do Wronskiano ¢ positiva pois y(x) é positiva e (f(z)—F(z)) e Y (z)
sdo negativas, portanto,W (y, Y, z) é uma funcao crescente em [z, xx11], contradizendo e
B3).

Observando os dois casos, concluimos que Y (x) muda pelo menos uma vez de sinal no
intervalo (xg, xpy1), isto é, zp < Xp < Tga1.

|

A demonstragao do teorema a seguir é semelhante ao Teorema[3.1] a qual também seré feita
por contradi¢ao nos casos em que y(ay) =0e y(b_) = 0.

Teorema 3.2. [11] Sejam y(x) e Y (z) solugdes ndo triviais das equagoes diferenciais e
, respectivamente, no intervalo (a,b), com f(z) e F(x) fun¢des continuas no intervalo (a,b)
e f(x) < F(x), para todo x € (a,b).
a) Se xy € o primeiro zero de y(x) em (a,b) ey(ay) =0 ou lim W(y,Y,x) =0, entio Y (x)
T—a4
tem pelo menos um zero, Xy, em (a,x1), isto €, a < X1 < x.

b) Se x, € o iltimo zero de y(x) em (a,b) e y(b_) =0 ou liril W(y,Y,z) =0, entao, Y (x)
T—0—

tem pelo menos um zero, X,, em (x,,b), isto é, x, < X, <b.
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Demonstracao.  a) Se x; é o primeiro zero de y(z) em (a,b) e y(ay) =0 ou

lim

T—a4

W(y,Y,z) =0, entdo Y (x) tem pelo menos um zero, X; em (a, xy), isto é,

a< X <.

)

Se y(ay) = 0.

Suponha, sem perda de generalidade, que y(x) > 0 em (a,z), entao, y'(a) > 0 e
y'(x1) <0.

1° Caso: Suponha que Y (z) > 0 em (a, z1). Substituindo z = a e z = 27 em (3.3),
obtemos as seguintes expressoes:

W(y.Y,a) = y(a)Y'(a) = Y(a)y'(a) = =Y (a)y'(a) <0 (3.9)
W(y,Y,z1) = yl@)Y'(z1) =Y (21)y'(21) = =Y (21)y/(z1) 2 0. (3.10)

Ao derivarmos o Wronskiano, obtemos:

d%W(y,Y,:r) — Ly @) - Y (@)

I
=
2
=
8

|
=
8
S~—
@\
=

Substituindo e temos:
= y@)Y(2)(f(z) — F(x)).

Como y(z) e Y(z) sao positivas em (a,z;) e f(x) — F(z) negativa, entao

d
= Y. 2) < 0.
de(y, ,2) <0

Assim, concluimos que W(y,Y,z) é uma fungdo decrescente em [xy, zx11], 0 que

contradiz (3.9) e (3.10).

2° Caso: Supondo que Y (x) < 0 em (a, 1), temos,

W(y,Y,a) = y(a)Y'(a) = Y(a)y'(a) = =Y(a)y'(a) 2 0 (3.11)
Wy, Y,z1) = y@1)Y'(z1) =Y (21)y'(21) = =Y (21)y/(z1) <0. (3.12)

Observe que, por (3.6), a derivada do Wronskiano é positiva, assim, W(y,Y,x) é
uma fungao crescente em [y, X1, contradizendo (3.11) e (3.12).

Portanto, Y (z) muda de sinal pelo menos uma vez no intervalo (a,z1), ou seja,
a< Xy <.
Se lim Wi(y,Y,z) =0.

Tr—a
Suponhamos, sem perda de generalidade, que y(x) é positiva e nao identicamente
nula em (a, x;), onde x; é o primeiro zero de y(z) maior que a e que
lim W(y,Y,z) = 0.
z—at
1° Caso: Suponha que Y (z) < 0 em (a,z), entdo
W(y,Y,21) = y(@1)Y'(z1) = Y(21)y'(21) = =Y (21)y(21) > 0,

e por outro lado a derivada do Wronskiano é negativa como vimos em (|3.6)).
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Como W(y,Y,zy) > 0, lim W(y,Y,z) = 0 e o Wronskiano é decrescente entao hé
T—a4

uma mudanca de sinal, portanto temos uma contradicao.

2° Caso: Suponha que Y(x) > 0 em (a, ), entao
W(y,Y,21) = y(@1)Y'(z1) = Y(21)y'(21) = =Y (21)y(21) <0,

e por outro lado a derivada do Wronskiano é positiva como vimos em (3.6)).
Como W(y,Y,z1) <0, lim W(y,Y,z) =0 eo Wronskiano é crescente entao ha uma
T—ra4

mudanca de sinal, portanto temos uma contradicao.

Concluimos assim, que Y'(z) muda de sinal pelo menos uma vez em (a,xy).
b) Se x, ¢é o ultimo zero de y(z) em (a,b) e y(b_) = 0 ou lirgl W(y,Y,z) =0, entdo, Y (x)
T—0_—
tem pelo menos um zero X,, em (x,,b), isto é, z,, < X, <b.

A demonstracao é andloga ao primeiro item.

Corolario 3.1. [11] Sejam as fungoes y(x) e Y (x) solugdes nao triviais das equagoes diferen-
ciais e (3.9), respectivamente, no intervalo (a,b).

Denotamos os zeros de y(z) por x1 < 9 < ... < x, € 0s de Y (z) por X; < X7 < ... < X,,.
Suponha que f(z) e F(x) sejam continuas em (a,b), f(z) < F(x) e f(x)ZF(x) em (a,b) e que

lim W(y,Y,z) = 0

x—>a+
y) = 0 % lim W(y,Y,z) = 0. (3.13)

r—b_

<

—~
S

SN—
Il

Entao, X < xp para todo k =1,...,n — 1.

Demonstracao. Sejam z1 < x9 < ... < z,e X; < Xy < ... < X,, os zeros de y(z) e Y(x)
respectivamente.

Tomando o intervalo (a,z1), onde z; é a primeira raiz de y(z) e por (3.13)), estamos nas
hipéteses do Teorema item (a), entdo a < X; < x;. O mesmo se aplica para o intervalo
(2n,b), onde x, é o ultimo zero de y(x), portanto, x, < X, < b.

Pelo Teorema , temos que para cada intervalo, (zg, xgy1), com k= 1,...,n — 1, segue que
T < Xpp1 <xgppcomk=1,...n—1.

Portanto, X, < x; para todo k=1,...,n — 1.

Corolario 3.2. [T1] Seja y"(z;p) + f(x; pw)y(z; u) = 0 uma familia de equagoes diferenciais
de Sturm Liouville no intervalo (a,b), tais que para todo p € (c,d), a solu¢ao y(x;p), desta
equagdo, possui zeros a < r1(p) < ... < xp(p) < b distintos.

of (z; 1)

Se ~on existe e € menor que zero e y(a,u) =0 ou lim W(y,Y,x) =0, entdo, todos os
©w T—=ay
zeros, & = &x(p) de y(x; p) sao fungoes crescentes de pu.
Of(z;p)

Note que se ¢ maior que zero, entdao os zeros & = &(u) de y(x; p) sao fungoes

o

decrescentes de .

Demonstracao. Sejam

y'(x; ) + f (s py(zsp) = 0 (3.14)
y'(zip+e) + flzip+eylzp+e = 0. (3.15)
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Em que & (u) é raiz da equagao (3.14) e & (u + €) é raiz da equagao (3.15)).

a .
Por hipdtese temos que M

Portanto, f(z;u) > f(z;pu+ €).
Temos por hipdtese também que y(a, ) = 0 ou lim W(y,Y,z) = 0.
T—a4

< 0, isto é, f(x; ) é decrescente em relagao a f.

Assim, estamos nas hipdteses do Corolario e podemos concluir que & (u + €) < &x(p),
parak=1,...n
Portanto, & () é decrescente.

[

Teorema 3.3. [11)] Sejam y(x) e Y(x) solugdes nao triviais das equagoes:
y'(@) + f@)y(x) = 0 (3.16)
Y7 (x) + F(x)Y(x) = 0, (3.17)

e sejam Ty, T, ..., Ty, X1, Xo, ..., X, zeros de y(x) e Y (x), respectivamente, no intervalo (a,b).
Suponha que f(x) < F(z) e f(x)ZF(z) em (a,x,) e que y(a) =0 ou lim W(y,Y,z) =0.
T—a4

Entao, X < xp, comk=1,2,...n

Y

Observagao 3.1. Podemos supor que y(x) possui n zeros em (a,b) e que Y (x) possui n zeros
em (a,c) com ¢ <b.

Demonstragao. Sejam 1 < 9 < ... < zpe X; < Xy < ... < X, zeros de y(z) e Y(z)
respectivamente. Aplicando o Teorema no intervalo (a, z1), temos a < X; < z; e aplicando
o Teorema em cada intervalo (xy, zx41), k= 1,...,n — 1, segue que 7 < Xyi1 < Tpy1.
Note que na hipdtese podemos ter f(z) < F(x) desde que f(x)#F(z), em cada intervalo
la,z1] e [xg, Tpy], com bk =1,...,n— 1.
[ |

Teorema 3.4. [11] Sejam f,F € C(a,b) e y(x) e Y(x) sao solugdes das equagoes diferenciais

y'(@) + f()y(e) = 0 (3.18)
Y7 (x) + F(2)Y(x) = 0, (3.19)

que satisfazem y(a) = 0 ou hm W(y,Y,z) =0 (y(b) =0 ou hlil W(y,Y,z) =0) e também
T—0—

possuem zeros distintos em (a,b), onde os zeros de y(x) e os zeros de Y (x) em (a,b) sdo,
respectivamente, r1 < To < ... < T, e X1 < Xo < .. < X,.
Se existe n € (a,b) tal que f(n) = F(n) e

1. F(z) — f(z) <0 para x € (a,n) e F(z) — f(x) > 0 para x € (n,b), entdo x < Xy, para
todo k=1,...,n

2. F(z) — f(x) >0 para x € (a,n) e F(z) — f(x) <0 para x € (n,b), entio X} < xy, para
todok=1,...n

Demonstracao. Vamos demonstrar o item 1 O item 2 é anélogo.
Suponha que y(x) tenha m zeros em (a,n) e (n —m) zeros em [n,b), isto é,

G <T <To<..<XTyy < N< Ty < ... <y < b

O caso em que m = 0, temos que z; < Xj pelo teorema anterior.
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E no caso em que m = n, temos que x;, < X, cujo resultado também decorre do teorema

anterior.
Vamos analisar o caso em que 1 < m < n.

Caso em que xy € (a,n), comk=1,...m:

Suponha, por absurdo, que para 1 < j < m, temos X; < z;. Por hipdtese temos que
F(x) < f(x) para x € (a,z;) e y(a) = 0 ou lim W(y,Y,z) = 0; pelo Teorema , temos que
T—a4

x; < Xj, para todo k =1, ...,n. Absurdo.
Entao, X, > xy, para todo k=1, ...,n.

Caso em que x), € (n,b), comk=m+1,... n:
Note que f(x) < F(z) com = € (Z,,41,b) pois y(b) = 0 ou lirlr)l Wi(y,Y,z)=0.
T—0_

Pelo teorema anterior, x;, < Xj, para todo k=m+1,...,n.

Proposicao 3.1 ([9], pagina 40). Seja y(x;7) solugcdo da equagdo diferencial
y'(z;7) + flz;m)y(z;7) =0

onde a derivada é em relagdo a varidvel x e f(x;7) € Cl(a(r),b(7))x(c,d)] que depende con-
tinuamente do parametro T e possui zeros distintos xi(7) € (a(7),b(7)). Dados 1,7 € (c,d),

suponhamos
lim {y’(ﬂf;ﬂ)y (x —~ 72;72) - [y’ (x —~ 72;72) y(z; ﬂ)] } =0, (3.20)
z—a(T1) Y1 Y1

onde a derivada refere-se a x e

_ b(n) —a(n)

T () —aln)
i b - A,
— alr _b(ﬁ)—@(ﬁ)aT
T ) () "

o 50 W) | OTT) 6 para s € (a(r), b(r) © B(7) ~ /() < O para € (c,d), entao

b(T) — xk(T) € decrescente para T, para k =1,...,n.

o 50 20T OIT) ) para e € (0(r), (7)) € V() ~ () > 0 para 7 € (c.d), enti

b(T) — xp(T) € crescente para T, para k =1,...,n.

Observacao 3.2. A condicao do limite da Proposicao|3.1

lim {y'(m;ﬁ)y (ZB _ 72;7'2) — [y' (x _ 72;73) y(a:;ﬁ)} } =0
x—>a(T1) 71 Y1

¢ equivalente ao limite

lim {y/(:v; 1)y(z; 72) — @y(m; 72)} =0 (3.21)

para © — a(m) e z — a(Ty).



39

Corolario 3.3 ([9], pagina 41). Seja

Y (@;7) + flas)y(a;m) =0
uma familia de equagdes diferenciais que satisfazem as condigoes da Proposicao (3. 1.
o 5o M) | Of(w:7)
or ox

x(T) € decrescente para T, para k =1,...,n.

Of (w;7)  Of(z;7)
M T

xy(T) € crescente para T, para k =1,...,n.

<0 para z € (a(1),b(1)) e b'(1) —a' (1) < 0 para T € (¢, d), entao

> 0 para x € (a(1),b(7)) eb'(1) —a' (1) > 0 para T € (¢, d), entao

3.2 Forma Integral do Teorema de Sturm Liouville

Teorema 3.5. [11)
Seja y(x; ) solugdo para a equagdo

y'(z;7) + flz;m)y(a; 1) =0, (3.22)

onde x € (a,b) et € (c,d), e seja f(x;T) continuamente diferencidvel em relagio a todas as
0f (z;7)
‘ or
respetto a T e T.
Suponha que os zeros de y sdo distintos, e cada zero {(T) € uma fungdo suave em relagdo

ao parametro T.

varidveis e ¢ uma funcgdo integrdvel em (a,b). A solugdo y(x;7) € também suave com

1. Se a solucao satisfizer y(a;7) =0 ou y'(a;7) = 0, onde a ultima derivada € com respeito
a primeira varidvel, entao

lay($;7)

: / _ ¢ 8f(l’, T) . 2
oz zg] = _/a or y(z; )] da. (3.23)

2. Se a solugao satisfizer y(b;7) =0 ou y'(b;7) = 0, onde a ultima derivada é com respeito
a primeira varidvel, entao

2 oy [FO@mT) e 3.24
J ¢tr) == [ L e e 3.2

lﬁy(w; 7)
oz

Demonstragao. Derivando a equagao (3.22)) em relagao ao parametro 7, obtemos

0 2 y(x;7)

) 9
5 gz Y@ g flaiT) + f(zim) gy(eiT) = 0. (3.25)

Se multiplicarmos (3.22]) por a—y(:v; T), temos,
T

D) TEET L i) pasmytan) =0 (3.26)
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Multiplicando (3.25)) por —y(z; ), temos

o) BT oy ) f ) () S ) ) = 0. (3.27)
Somando com (|3.27)):

O parr) TYED ey TIED 2 D gy =0 (3o

= Dy TUED T IED 2 L) 39

o |2 i D e i) B30

Integrando com relagao a x, de a até &:

Oy(z;7) Oy(x; 7) Oy(x; 7)
| |

or o YT g
Por hipétese, y(§;7) =0 e y(a;7) = 0 ou y/(a; 7) = 0, entao

y(&7) Oy(&;7) NC(SED) dy(a;7) 9y(a; 7) 2\ OylasT)
< or Ox — (&) 0Tz >_( or Ox —ylaiT) Ordx >_

¢ .
/ [y(x; T)]ZM dz,

=¢ ¢
— [ )P s )

r=a

or
ou seja,
Iy 7)oy (OylasT)dylasT)  Oyla;T) _/g 20 (@)
( or oz o on Ve gy ) = | W)= dae
(3.31)
Por hipétese temos y(a; 7) 8y(aa; ") = 0. Se derivarmos em relacao a 7, temos
x
Oy(a; 7) Oy(a; 7) Py(a;T)
isto é,
Py(a;r) _ Oy(a;T) dy(a;7)
O ar = T or or (3:33)
Como y(&;7) = 0, segue que
(&), ()
o () + g =0 (3.34)
&) oy&T)
5 = = &(r). (3.35)

Substituindo (3.33)) em (3.31)), temos

(260 WET) (a8 yan 2ET) = [y g

T

ord
T T a, T € X, T
(257 22D oain 25T~ [P
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(20 WG [y g

Substituindo (3.35)), temos

(_dy(f;T)£,<T) 8@/(5;7)) _ /j[y(x;T)]Qaféz;T) .

dx ox T
= (ay(aiiT)Yf/(T) - —/j[y(x;T)]zﬁfg: 7) dx

o) oy [ e 0f )
:[ FJ“) | s

ox




Capitulo 4

Aplicacoes dos Teoremas de Sturm
Liouville

Neste capitulo temos como principal motivagao o estudo do comportamento dos zeros po-
sitivos de Gegenbauer, que sao funcgoes estritamente decrescentes. Em 1984, A. Laforgia, con-
jecturou que as funcoes Az, ;(\) sdo crescentes para A > 0. Durante um periodo de 25 anos
varias contribuicoes foram feitas para esse estudo.

Os teoremas e conjecturas abaixo retratam esses 25 anos de estudo do comportamento dos
zeros de Gegenbauer.

Em 1985, em [§], A. Laforgia conjecturou o primeiro resultado, que garantia que as fungdes
A z,,(N) sdo fungoes crescentes de A, para A > 0. No mesmo artigo, ele garante que para
A € (0,1) as fungoes A z,,(\) sdo crescentes em .

Em 1986, Ahmed, Muldoon e Spigler trazem em [I], um refinamento para o teorema acima,
onde

2n? +1
+ ﬁxn,k(A)

sdo estritamente crescente para A € (—1/2,3/2], com x,, zeros de Gegenbauer.

R. A.Askey sugeriu que a fungao f nao dependeria de n, f(A) = VA + 1. Esta sugestao foi
conjecturada por M.E.H Ismail [6] em 1989, onde v/ A + 1z, é crescente em A e
A > —1/2. Neste mesmo ano, E.K. Ifantis e P.D.Siafarikas, em [4], provaram a conjectura
feita por Ismail [6], usando técnica de fungao analitica. D.K.Dimitrov [2], em 1996, provou
esta mesma conjectura para um n suficientemente grande e este mesmo teorema, usando um
método diferente.

Em [2], temos o seguinte resultado:

Resultado 1

Seja A > —1/2. Entao,

e para todo n par, VA + 1 x,;(\) é funcao crescente de A;
e para todo n > 3 fimpar, VA + 2 2, () é funcao crescente de A;

2n% + 1
Elbert e Siafarikas, [7], em 1999, provou que {/\ + % Znk(A) sdo fungoes crescentes
n

em A > —1/2 onde z,, () sdo zeros de Gegenbauer.

Em 2002, se encerrou a discussao sobre a escolha da func¢ao v/ + ¢, onde v + ¢, T, 1(N)
seja uma fungao estritamente crescente de A com A > —1/2.

Em [3], A. Elbert e A. Laforgia determinaram uma férmula assintética para os zeros de
Gegenbauer

42
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Resultado 2
Dadosn € Nyn > 2, ek = 1,..., [n/2] e sejam x, ;, zeros do n-ésimo polinémio de Gegenbauer
em ordem decrescente, entao:

o,
Tty = hnpA% = ?’k(zn — 14 2h2 A3/

h 12n2—12n+1+5n—2
nik 128 24

hl .+ %h;k> A2 ONTTH) N — .

Pela férmula acima, concluimos que

hm \ )\ + Cn l’n’k()\) = hn,k

A—00

para qualquer constante c,. Podemos concluir também que as expressoes f,,(A\) x4, onde

om?+1

n(A) =4/ A
/ ( ) + 4dn + 2
n-ésimo Polindmio de Hermite.

, sao estritamente crescentes e convergem para os respectivos zeros do

Nosso questionamento agora é para quais sequéncias constantes {c, }, {d,} e {e, } a expressao

d,
VA +cp Tpi(N) +

A+ e,

¢ estritamente decrescente, onde z,, () sdo zeros de Gegenbauer.
Nesta dissertagao apresentaremos a solucao dos dois resultados descritos abaixo:

Teorema 4.1. [7] Sejamn € N, n > 2 e k =1,...,[n/2]. Entdo as quantidades

S A)2nk(A), (4.1)

2n+1

onde fn(A) =/ A+ >+ in

, sdo crescentes de X\, para A € (—1/2,00). Além disso,

lim vV A+ Cp, l’n,k(A) = hn,k-

A—00

Teorema 4.2. [/ Dadosn € N, n > 2 ek =1,...,[n/2], sejam x,x(\) os zeros positivos do
n-ésimo polinomio de Gegenbauer. Entao as quantidades

dn,

Fa Nz k(X)) + )

(4.2)

onde g,(A) = f1(A) e dn =

Ae(—1/2,3/2].
Além disso,

3+ 2n (n2+3n+2

3/2
1 in T on ) sao decrescentes de A, para

d
li A+ ¢y, " = hpk.
)\inoo |: Tt )\+€n:| k



44

4.1 Prova do Teorema 4.1

Para provar o Teorema 4.1 vamos utilizar o Corolario 3.2} Para isso precisamos encontrar
uma funcao que satisfaz uma equacao diferencial de Sturm Liouville e na Secao vimos que
a fungao u(z; A) = (1 — xZ)%ﬁ P (x) é solugao para a equagao diferencial de Sturm Liouville.

Seja

d*u(z; \)
dx?

+ Ap(x; Nu(z; N) =0 (4.3)

uma equacao diferencial, onde

2

(n+X? (“N+A+H+%
(1 —22) (1 —22)2

Ap(x; ) = com z € (0,1). (4.4)

Para o nosso propésito, consideremos a transformacao t = f,x na equacao acima. Assim, a
funcao

it = (oa) - ( ] (m - (1), s

é solucao da equacao diferencial de Sturm Liouville

PUt;N)
# + A (5 NU (M) =0, (4.6)

et e (0, f,) onde,

ZE@A)==(RY2A(£yQ

1 {(n—i—)\)?+(—)\2+)\+%)+t2/(4f3)
f2N) [1—/f2 (1—1t2/f2)?
(N2 SN A+ )+

T et @meer o

o4,
O Corolério nos garante que se —— < 0 e lim W(U(t; \;),U(t; A\x),t) = 0, entdo os
O\ t—0+t

zeros da solucao da equagao diferencial (4.6)) sao fungoes crescentes do parametro A;, Ay .
Para demonstrarmos este teorema, vamos verificar:
L lim W(U(t; \),U(t; M), t) =0,
t—0t
dA,

2.
O\

< 0.

Prova de 1

Seja

o= (- (1)) ()
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Derivando U, (t; A) em relacdo a t, temos:

sen=2(3 ) (- (1)) (Dm0

Sabemos que:
lim W(U (5 A0), U A, 8) = (U5 AU (1 M) — U (5 AU (1 M),

Fazendo U, (t; A\;)U] (t; \x,), temos:

At A/2-3/2
t\*\* " t e 1 t\? t t
()" B ED -0 0]
) B O -0) @R
O limite quando t — 07 é igual a zero.
Note que

lim U, (t; \e)U,, (85 A4) = 0,

quando t — 0%,
Assim,

Hm[U, (8 M) UL (8 M) — Un(t M) UL (8 2))] = 0,

comt — 0T,

Prova de 2

Derivando A,, com relacao a A, temos:

At \)
o~ o m A

(n+N) (fi=t)+2(n4+A)? fu fo+(1=2X) f+2(— At ) In b (=)

— At fo(f2 =)+ N (f2 = 1) + <A2+A+ 24+ }

= (2 An+ D) 42"+ N+ 2L f 2+ N)2 = 14202 = 20\ + 2 f2(—4n —2X — 1)

n

1
T L2+ A = 25+ A= W) = fufi?). (48)
At N) o -
Para que N seja negativa, é necessario que encontremos uma f, para tornar a

afirmagao verdadeira.

Dividindo (4.8) por f* temos:

(f2 -1t {(2n+1)+2—4(n—|—>\)+—2f—/[ (n+A)?—1+2)\—2)\] + f22

fa J2 fn
My BIPYLIP O N /1
ot ap -2 a - fgfn}' (49)

(—4n —2X —1)
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Fazendo u = onde u € (0,1), pois t € (0, f,), obtemos

f27

f/

; 2(n 4+ A)? —14+20% =2\ —u(—4n — 2\ — 1)

(t? —fﬁ)?’{ —(2n+1) = 2u*(n+ A) —u2

! 1 fa
- (2 - (2“_%))“%}. (4.10)
Assim,
aAe()iA) §o<:>{‘(2n+1>—2u2(n+k> }N[ (n+A)? = 1423 =2\ —u(—4n—2\—1)
- gy oG A -+t S0

Determinemos f,, para que a afirmacao acima seja valida:

f/
fa
Logo,

{ 2u(n*+2nA+2X° = 1—=A)+2n° +4nA+4N>+ 142X | > (2n+1)+2(n+A)u’ —u(2A+4n+1).

fn

o> )
fn {—2u(n2—|—2n/\—|—2/\2—1—/\)+2n2—|—4n)\+4)\2—|—1—|—2)\

(2n+1)+2(n+ Nu? —u(2XA +4n + 1)

Tomando a =2n+1,0=2(n+ ), A=2n*>+4nA+2\+1e B=2(n*+2n\+2X?> —1+\),
temos:

I a+bu®—u(a+b)

o> = F(u). 4.11
[ 1B (u) (4.11)
/
Podemos escrever (4.11)) como =* > F'(u) e para que, seja valida, é necessario e suficiente
/ ' bu? — b
que Jn > sup F(u). Podemos mostrar que sup F(u) = F(0), isto é, atbu —ulat)) < °
Jn T o<u<t 0<u<1 A—uB A

Vamos mostrar que A — Bu é uma funcao decrescente.
Note que B < 0:
B=2[n+A)?+X-Xx-1].

Definindo 7(\) = A — X\ — 1, entdo
r(A) = 2x—1.
Assim, 7(A) = 0 se e somente se A = —
1
Como r <§> =—2er(A) >>r(1/2).
Segue que
2[n + A2+ N -2 —1]<2 {(n—l—)\)Z—?} :

Observe que

B>0<:>(TL+)\)2>Z<:>TL+)\>\/76
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A afirmacao acima é verdadeira, poisn > 2e A > —%. Logo, n+ A > 2 — % =3 =

el
Vv
e[S

A ,
Temos que 5 é raiz de A — Bu. E necessério que 5 >1poisO<u<l.
Assim,
A>B& 4N —4) -3 <0.

A inequagao é negativa se —% <A< %, ou seja, A > B & —% <A< %

Observe que b > 0, poisn >2e \ > —%.
Seja
s(u) = a+ bu® —u(a+b). (4.12)
Resolvendo esta equacao de segundo grau (4.12)) , temos que
(a+b)+|a—10] u=4% u
2b =1

Temos dois casos, onde a > be b > a:
1° Caso: Se a < b.

2° Caso: Se a > b.

/
Assim, concluimos que =+ >

Agora conseguimos determinar a funcao f para que

2n+1
Inlf| = /

2n? +4n\+2)+1

Como

B / 2n +1 mn
) 2122020+ 1)

1 2 1
— / T
2(2n+1) 2n° +1

2(2n + 1)
o2n? +1
22n+1) |

A+

Entao, a menos de um fator constante, temos

onm?+1
dn+2°

fa(A) =4[ A+ (4.13)

AA(t: \) on? + 1
< - —1/2,3/2].
) < 0se fn(N) A+ 4n+2,00m)\€( /2,3/2]

Provamos parcialmente o Teorema ou seja, provamos o resultado apenas para
A€ (—1/2,3/2].

Afim de estender o resultado para todo A € (—1/2,00), aplicaremos a Forma Integral do
Teorema de Sturm Liouville, mais especificamente, o Teorema [3.5]

Seja tn g = fu(N)Tnk(N), com f,(A\) definida em (4.13)).

Portanto,
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Temos que t,; = fn(N)znk(X) e (4.5) sdo solugdes para a Equagdo Diferencial de Sturm
Liouville (4.6)).
Fazendo t* = 7 e ¢(\) = f2()\), temos

RN =000 = L5+ By

Note que U(0; \)U’'(0; A) = 0. Assim, podemos aplicar o Teorema da Forma Integral de

Sturm. Para isso, calcularemos a derivada de R(7; @()), A) = A(T; \).

W = {[2(n+>\)(<p—r) + (n—i—/\)ng'—Hol(% +A— AZ) + (1 — 2A)} (o —71)°—

[ e O R R T T

= [2¢2(n+A) —2g0(n+)\)+(n+)\)2cp+<,0(%—|—/\—/\2) +@(1=2X) = 2¢p7(n+ )+ 273 (n+\)—

T(Tl—f-/\)Q—T(%‘F)\—/\Q) —Tp(1-2)) —2g0(m+/\)2+27(n+)\)2—2@(%—!—)\—)\2) —g] (p—7)73

2
:{2(n+)\)72+7—|:<n+>\) —1-A=-X -9 4n+1+2)\)}—
S
gp[<n+>\> +§+/\—)\2+902(1—2n>]

fio=
:{2(n+A)T2+TKn+A)2—1—A—A2—so(4n+1+2A)]

sOKnJrA)Q + % + A=\ +<,02<1 — Qn)} }(gp—T)_?’. (4.14)

Tomamos
A = 2(n+ ) (4.15)
B = [(n+A?—=1-X=X\ —p@n+1+2)) (4.16)
2
1
C = gp[(n—l—)\) +§+)\—)\21+902<1—2n), (4.17)
em (L14).
Segue pela definicao de ¢ que C' = 0.
De fato.

4n + 2

A A
o2y D 2 A
= n/\—|—2+(2n —i—l)( 2)
pu— 0

C = (A+2"2“> {(n+)\)2+%+/\—>\2}+<2n2+1)2(1—2n)
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dR(t;0(\),\) AT+ B
R(Taj/\( )7 ): (;jT)3T7OndeA>O,QO>O€B<O.

Analisando quando A% 4 Bt é igual a zero, temos:

Assim,

-B
A’ +Br=0&1=—our =0.

b (4.18)

Vamos dividir em dois casos, onde % >pep > ’—f. Para isto, vamos fazer o estudo do
sinal quando % > ¢ e quando ¢ > _ng.

[(n+A)2—=1—=X—=X—p(4n+1+2)\)] -
2(n+ \) =¥
= An+20+ 1D =N+ X+1—(n+N)?>20(n+N\)

2n? + 1
= N4+ A+1-n*+2nA+ 2 > [ A+ T (—2n —1)
4dn + 2

2n? +1
= AN+ A+1-n2=2nA = A2+ (2n+ 1)\ + s

>
5 >0

= —2X2+ 20+ 2 > 0.

Assim,

—2+4
—4
2N 42+ 2 =0 =—1our=3

Portanto, se % > p, entao A € (—1 3

5,5] esegoz_jTB,entéo)\>%.

2N 4+20+3 =06 =

Faremos o estudo do sinal de ﬁ :

<0 para 0<T<p(A), se /\E(—%,%]
W: <0 para 0<7 <7y, se A>

nojewe

(4.19)
>0 para 19 <T<pN), se )\>g.
Seja t, k(X)) = fu(A)xnk(A) um zero positivo de U(t, A) = 0 e U(t; A) solugdo de

PUl)  +, B
- HALENU() =0

com U(0) = 0 ou U’(0) = 0. Entao, pelo Teorema [3.5, temos que ¢, x(\) é diferencidvel.
Assim, o sinal de ————

¢ determinado por (3.23).

Seja,

tn,k(N) . 2
(tnr(N) = — /0 dR(A’;pAW’” [T\ 1)? dt,

com 0 < t,x(A) < fu(N).
Note que ¢(t,,()\)) é positiva, pois por (4.19 dR(rip(N), N

9

U%(\,t) > 0, para todo \. i
Concluimos que @(t,,(\)) > 0 para A € (—1,3].
Para A > 2, ¢(t,,,()\)) também ¢ positiva,pois, se ¢, € (0,/70), temos que
dR(7; p(A), A)
d\

¢é negativa se A € (—%, %} e

<0,
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entao ¢(t,k(A)) > 0 e crescente.

Se thx(A) € (V/T0, fn(A)) entdo > 0 e portanto ¢(t,x(\)) decresce.

Observe que para t,, = /7o, ¢(tnk(A)) atinge o seu méaximo.
Portanto, ¢(t, (X)) é positiva com ¢, () € (0, fn(N)).

dR(7;0(A), \)

Afirmacao: A fungao ¢(t,x())), definida acima, é positiva em 0 < ¢ < f,(A) e

¢(0) = ¢(fn(A)) = 0.

Vamos mostrar que ¢(0) = ¢(f,,(A)) = 0. Para isso, demonstraremos que

ou seja,

fn()\) ' IA 4 B 2 1
/ WW(L Ndt = / AN B (1~ a2 P a2
0 0

Seja I, = I,(n, A) definido por

I,(n,\) = /11(1 — 222 [PM@)]? da, com A > v — %, eve{0,1,2}. (4.21)

Se tomarmos v ; 0, temos
Io(n,)) = / 1 2P P de (4.22)
<P3, pPY). (4.23)

Substituindo (2.28) na igualdade acima, temos:

B r( T (n+2/\) ATV (N —1/24+n+1) T(A=1/2+n+1)
B (F(2)\) Pn+A+1 )) Cr—14+2n+1)n!TCA—-1+n+1)

_ o <F( )T (n+2A)> T(A+1/2+n) T(A+ 1/2 + n)
T \T@NI( A+ 3) @A+ 20) n T2\ + 1)
220 (D(A+1/2)) T(n + 2))

W 20+ n) TN
_ T'(n+2X) 22271 (T(n +1/2))?
(A +n)n! (T(2X))? ' (4.24)
Por uma propriedade da Funcao Gama, F(?(—;;)/ 2) = 22%_\1/7_} @)
Concluimos que
g D(n+2)) VT ’
folm )= 2 ol (2%—1 r@))
_ 2P+ 2) 7 (4.25)

nl(n+ X) T'(\)?
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Calcularemos I1(n, A) e Ir(n, A).
Seja

1 1
I, = / (1-— x2)’\_”_(1/2) [Pn(x))‘]de el, | = / (1-— x2)’\_”+(1/2) [Pn(x))‘]de.

1
Assim,

CA—2v+ 1)1, —1,.1) = (2A—2v+1) (/1 (Po(2)M? [(1 — 2>~/ (1 - x2)“+<1/2>]) dx
1 (1 _ :E2)/\

= 2 -2+ 1) /_1(Pn(ﬂc)A>2 =22y ((1 - ;)1/2 -(- l,z)m) o

= 2 —-2v+ 1)/ (P(2)M)? (1— x2)’\_”“_(1/2) 22 dx

[y

= 2(A—v—-1/2) /1 (Py(x)M)? (1 — 2 =2 22 g

1

Derivando por partes, onde u = 2(P)x))? e dv = —[(1 — 2?)*+1/2)) dz, temos

= [~a(P)(@)*(1 -« AL /_ (1= a2 (P (2))” + 20 (2) (P («)) de

1
1

= /1 (1-— xQ))‘_‘”L(lm ((Pﬁ\(:p))de + 2/ (1— x2)’\_”+(1/2) x Pg\(x)(P,i‘(x))'dx

1 -1
Portanto,

2\ =204+ 1)1, —I,_1) = I,_,+2 /1 (1 — )t 2 g PM2)(PMNx))dx. (4.26)

1

Como o polinémio z[P(z)]" = na™+... ¢ um polindémio de grau n, podemos escrevé-lo como
combinagao linear de {1,x,...,2"" !, P,} ou de {Py, Py, ..., P,}. Entao,

[P (x)] = ) + Zczxz (4.27)

Substituindo (4.27) em (4.26]) e tomando v = 1, temos

1

X =1L — 1) = Iy + 2/ (1 —2H)W2 PAa) (nPn(x) + - c:c) dz.

-1

Observe que, pela relagao de ortogonalidade,

/1 (1 _ 232)>\_(1/2 P)\ (Z szz) —
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Entao,

A=1)(I, - 1)) = I+ Qn/l (1 — 22 (PNx))? du.

1

Por, (129)

(2)\ — 1)([1 — [0) = IO + 2n[0
A= 1, = (2\— DI+ I + 2nl,

1
2Ax—-1); = 2(A—n)l, para A > —5 (4.28)

Sabemos que os Polindmios de Gegenbauer satisfazem a equacao diferencial de segunda
ordem (2.34). Se tomarmos y = P} (z), temos:

(1= 2*)(P)(x)" — (2A + Dz (P (2)) + n(n + 2X) P, (z) = 0.
Multiplicando a equagdo acima por (1 — 22)*~3/2PX(x), obtemos

(1= a®)(1 = 2®) 2PN @)(Pr(2)" = 23 +1) (1 = 2*)* 2 2 Pi(2) (P(2))
+n(n +2X)(1 - 2*)"¥2(P)(2))* = 0.

Integrando em [—1, 1],temos

JL =2 (1 = 22PN ) (P« ))"dw — [L@ A+ 1) (1 =2 2 Px) (P)(x)) do
+ f n(n 4+ 2X) (1 — 22)*=32(PNz))? dx = 0

@A+ 1) [ (12252 2 PX(a) (P« ))' de = [1,(1 = 2?)(1 = 2?2 P () (P)(x))dz
+ f n(n +2))(1 — 22)*32(PNz))? dx

2 +1) [1 (1~ 2)%3/2 z PMz) (PM2)) dz = n(n+ 201,
+ [ (1= 222 () (P () da.

Pelo Teorema [1.3], temos

/1 (1-— x2)A_1/2P1;\(x)(Pé‘(x))"da: =0. (4.29)

Entao,

(2A+1) /_1 (1 —a) 32 2 PMNz) (PNx)) dx = n(n+ 2\) 1. (4.30)

1

De (4.26) para v = 2, temos

A =3) (L, — 1) = I+ 2/_1 (1 —a) 322 PMNx) (P)Nx)) dx

1

2\ — 2\ — 2 L
5 312 -5 h = / (1 —a) 322 PMNx) (P)Nx)) dz. (4.31)
-1
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Substituindo (4.31)) em (4.30)), obtemos

20 =3

(2A+1) (n* +2n)\) I

Li—(\A—=1)1

20+1) (2A —

A+1/2) (A=3/2) L, = [(n4+N*+ =X —1] 1. (4.32)

Agora podemos calcular (4.20). Para isso vamos substituir A e B, como determinados em

[T5) o (119),

Apr 4Bt [ et — (0 + 20+ 1p()a?
| SRR = | { =22
A2x? — N2 — 2% + (n + \)%a?
1- 2

(L= 2P da

_ /1 [gp[z(n +A)(1—22)? + (1 —2)\)(1 — 2?)]

e
NP EN AT =2 (2N -20 - 3/2) 22 PAV2
(1 —22)3 + (1 —22)3 } (1 ) [Py ()] d

= <p/0 2(n 4+ A)(1 — 2 Y2[PN2))? dx + <,0/0 (202 — 2X\ — 3/2)(1 — 2?32 [P ()% dx

—/1[(n+)\)2+)\2—)\—1](1—xQ)A_g'/Q[P,;\(:U)]2dx+/1(2)\2—2)\—3/2)(1—xQ))‘_‘r’/Q[P;L\(x)]de.

Por (4.21)), (4.28)), (4.32)), temos

L Aozt + B2 1
/ APTH D) 2P [P ()] d = 20(n+ A o+ (1 — 2\ L — [(n 4+ A2+ A2 — A+ 1)1+
0

(1—a2)3
(207 — 2\ — 3/2)1,
=R +NIo+ (1 =2\ L] —[(n+X)*+ XN = A=1] L +2 1, (A+1/2) (A—3/2) =0.
Concluimos assim que ¢(0) = ¢(f(A\)) = 0.

Portanto, t, x(A) = fu(A)2, k() é uma fungao crescente de A para A € (—1/2,400).

4.2 Prova do Teorema 4.2

Para provar o Teorema [£.2] utilizaremos o Coroldrio [3.3] Para isso precisamos encontrar
uma fungao, cujos zeros sao as quantidades (4.2)), que satisfaz uma Equagao Diferencial de

Sturm Liouville da forma de (4.6)).
Usamos a transformagao

d, B z d,
2= Vet e o= (fnu) ROy fn(A)> ’
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[ 2241
fn(>‘) = A+ 4n—+2, (4.33)

3420 (n?+3n+2\"
dy, 2+4n 1+ 2n

em (L3), onde,

= . (4.34)
gn(A) 2n? + 1
AT dn + 2
Dessa forma, a funcao
e = [1 - (= L0e/)’ T (=) (1.35)
T fn(X) " fn() '
é solugao da Equagao Diferencial de Sturm Liouville,
dd—;U(z; A) + A (2 NU(2;0) =0 (4.36)
Ly - (n 42 (X4 A+ YD) + (o~ (dnfga(1)/4
n f2(A) = (2 = (dn/gn(N)))? (f3A) = (2 = (dn/ga(N)))?)?
. r—2 Z— (dn/gnO‘)),
= f2(\) A ( 00 ,)\) : (4.37)
Observe que os zeros de U(z; ) 880 zpk(A) = fru(N)@nr + gn(")\)

Para aplicar o Corolario [3.3] precisamos mostrar que:
1. Quando zy — (dn/gn(Ak)) € 2j — (dn/gn(N;)), tem-se
lim U, (23 AU, (253 M) — Um Uy, (255 M) Uy (255 A;) = 0;

0A(z; N) _
2. B > 0;

oA L L0A(x; N '
3. P (z;\) = T > 0;
4. f'(A\) > 0;

5. [ﬁ]+ £ < 0.

Prova de 1

A/2—3/4

<Z—<d/g<A>>> P <M)

Derivando U, (z; \) em relagao a z, temos
fn(X) fn(A)

A1
/ . — _2 - -
U, (z;\) <2 + 4>

+
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- ()] [ (S (=)
(e ()

Un(z AU (a5 ) = [1_(j—%pﬁ;u»))?rﬂ“”‘*@]( - e/

{[1- (2=t ] [( (- if,;ii’;f'“”> )%Psk(j icigiiz“k”)
(5 3) (st re (st

O limite quando z; — (d,,/g,)(N;) € 2k — (dn/gn(Ax)) € igual a zero. De fato:

Assim,

d
lim U, (2; \)UL (215 \) = Py (0)—

dz [P)\k “k } | =0 = 0.
Note que
d
lim Un(Zk,)\k)U;(Z Aj ) P/\k(()) dz [PAj <ZJ):| |Zj:0 - O’

quaidq 2 — (dn/gn(Ak)) € 25 — (dn/gn(N))).

lim Uy, (25 AUy, (25 k) — Um U, (215 Ak) Uy (255 A;) = 0.

Prova de 2

Consideremos f,,(A) = fn, (dn/9.(N) = (dn/gn) € Odn/9u(A) _ a(dn/gn).

- O\ o d
A derivada parcial de A(z; \) em relagao a A seré:
0A(zA) 9 { (n+A)? ] J {(—AQ FAF1/2) 7+ (2 = (dn/gn))?/4
2 (fi = (z=(dn/gn))?)] ~ OA (f2 = (2 = (dn/9n))?)? '

Para facilitar a compreensao, vamos dividir a derivada acima em duas partes:

Parte I

2{ (n+ \)? ] _ 1
(fi = (z=(du/ga))*)]  (f2 = (2= (dn/gn))?)?

=2+ A fufy = 2n+ )P {2@ = (dn/90)) ( B %)1 }

{2<n N~ (2 — (daf)))

1
T (2= (2~ (dafgn)?)?

— 24+ N2 fufy + An+ Nz — (du/92)) (a(d;<9")) } (4.38)

{2<n EALL =2 Nz — (dufga))?
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Parte 1T
D[N HAF )2+ (2= (da/90)* /4] . ) 2
oA (f3 = (z = (dn/gn))?*)? } (-2 (dn/gn))2>4{[( 20+ 1)fy

#2043+ 12 5f = [ B )| 2052 - (2 = (o)

NN o9 AL~ G () P26 22 e )
(4.39)

Somando (4.38]) e (4.39),

1 . - 2
e s U Al LR

= 2(f3 = (2 = (du/92))*) (4 X) (2 = (dn/9n))* = 2fufr(n+ X (f7 = (2 = (du/gn))?)

=2t AP = g (12 - 6 = () 2D o 28 G /)
b2 a0 3+ 12 = (BB 2 o ) ) 2
Atk = o DIV N A4 YDA (/0

Simplificando e agrupando termos semelhantes, temos

1 2 2
(F2 = (2 — (du/gn)2)® {Q(n F N [ =200+ N 22 = (d/gn)” = 20+ X) (2 = (dn/g0))* I

£ 90 N)(z — (dnfgn))! — 20710+ N + 2 o+ V(2 — ()
~ 2+ 02720z~ (/) I a2z (0P R (o g
(SN )2 — ()P 2SS (N A 1/2) = 20, (=X A 1/2)( — (du/gn)?
_ ldn/gn) L) (- (4 0,172~ AFLFAN + A+ 1/2)  fuf = — (a9

Onlon) (g2 — g2
AN 1/2>f3:<z - @) ) (PP (a0

Vamos escrever o numerador de (4.40) como:

An<Z — (dn/gn))4 + Bn<Z — (dn/gn))3 + Cn('z — (dn/gn>>2 + Dn(z — (dn/gn>) + En

(F2— = (dnfgn)) (4.41)

onde,
A=A, (N) = 2(n+A); (4.42)
Ba= B = SO0 - 172) (4.43)

Co=Cn(\) =—4n+ N f2+2fufi(n+N)?— (=22 +1)f2
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D, =D,(\) = Ol /g”)f,f( 2(n + N2 —1/2 —4f (=N + X +1/2)); (4.45)

E,=E,A\) = 2+ N fr =23 (n4+ N2+ (=2X+ 1) f —2f3f (=X + X+ 1/2).

Vamos escolher f, tal que anula F,,, isto é, de forma que E, =0

2n+ Ao = 2f [+ N+ (C2AF D = 2f (=N A+ 1/2) =0 &
22+ 1) fo+ fi(=2n—4n)A =22 —1)) = 0

S 2n+1)fa+fl(—2n—4nA—2X1—1)=0
I (2n+1)
fn_(2n+4n/\+2/\+1)
(2n+1)
"d
< fn /(2n+4n)\+2)\+1)

& In|fu] = In|\/1+2n2 + (2 + 4n) )|

1+ 2n2
o o= VIEdng A+

(3

2+4n
1+ 2n?
Tomando f, =1/ + ten e substituindo em C,, e D,,, temos:
2+ 4n
A, = 2(n+\); (4.46)
o(d,/gn
B, = %(z(nuf—m); (4.47)
—3 —8n —4n® — 6) — 12n\ — 12n2\
Cn 2 +4n ’ (4.48)
a(dn/gn) 1+2n 9 4 5
D, = — 2(n2 + 2 A a4 2
0 4+2 (n® + 2n\ + \?) )\+)\+2
A(dn/gn) 1+2n%] 1 5 5
_ S -4 1) +4
S e 2[ A2+ 8A(n+1) +4n® + 5]
adn n
- Q(T/g) A+ £2(0)] (A= 6.)(A—d.), (4.49)
com
2 1 2
5, = (n+ )+\/28n +8n+9 (4.50)
2 1) — 2
5 = (n+1)—+V8n —|—8n~|—9. (4.51)
2
Note que

e A, é positivo;

e B, ¢é negativo.

De fato:
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a<dn/gn)
dX\

34+2n\ /n?+3n+2\%? )\1—1-2712 ‘2<0
2 +4n 1+ 2n 2+ 4n

1
3 —2(n+A\)? < —1,

paran >2e A > —1/2.
e (, é negativo paran >2e A > —1/2;

e D, é positivo no intervalo A € (—1/2,23/2]. De fato:

O(dn/gn(N)) O(dn/gn(N))
O\ [2))
Temos que A+ f2(0) > 0 < A > —f%(0). E como f?(0) > 0, entao —f2(0) < 0.

Temos também que — f2(0) < —1/2,

Como ja vimos, < 0, portanto, — >0

2n? + 1 1

<
4n + 2 2
om?+1 1

>
4dn + 2 2
An® —4n >0

n>1.

—f2(0) < —1/2

=

=
=

Portanto, — f2(0) < —1/2, para todo n > 2.

Basta estudarmos o sinal de —4\* +8\(n+ 1) +4n*+ 5. Determinaremos o intervalo
onde —4\% + 8\(n + 1) + 4n? + 5 é positiva.

Observe que 0_ < 0, para todon e 6_ < —1/2

V82 +8n+9 = Vdn2+4n2 +8n+4n—4n+9
= /(@dn2+12n+9) +4n(n —1)
= (2n+3)2+4n(n—1) > 2n + 3.

Assim:

V8?2 +8n+9 < —-2n—3
2n+2—vV&n2+8n+9 < -1

M+2—/8n2+8n+9 - 1

2
04 € crescente para n > 2, pois
2+4n
8 (n)=1+ > 0. 4.52
" (n) e (4.52)

Portanto, ¢', (2) < &', (n), para todo n > 2 e ¢ (2) = 23/2.
Podemos concluir que D, (A) > 0, com A\ € (—1/2,23/2).
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Sejam A, B,,C,, e D,, dados por (4.46)), (4.47)), (4.48)) e (4.49), respectivamente.

Vamos definir,
Qu(2A) 1= Au(N) (2 = (dn/gn))* + Bu(A\) (2 = (dn/gn))* + Ca(N) (2 = (dn/gn)) + Da(X). (4.53)

Pela Regra de Sinais de Descartes, @, (z; A) possui dois zeros reais no intervalo ((d,/gn(\)), +00))
ou nenhum zero neste intervalo, pois Q,(z; A) tem duas mudancas de sinais se A € (—1/2,23/2).

Se tomarmos z = (d,,/g,) com X € (—1/2,23/2), temos que Q,((d,/g,); \) = D, > 0.

Derivando @, (z; A) em relacao a z, temos:
Qn(2A) = 340 (N)(z = (dn/gn))* + 2Ba(N)(2 = (dn/gn)) + Ca(N). (4.54)

E @) (z; \) possui um zero maior que (d,/g,(\)) pois ha uma mudanca de sinal.

Por outro lado,

@n((dn/gn(N) + fu(A); A)

> 0
Qr((dn/gn(N) + fu(A);A) < 0.

Verificaremos que, de fato, (4.55) é positiva para algum intervalo.

Qul(duf9aN) + (N = 200+ m)f2 = 20I) 212 g gy

3+ 8n + 4n3 + 6 + 12n\ + 12n2) Id,/gn) —4N+8A(n+1)+4n*+5

g2
2(1+ 2n) Jn=fn d\ 2
dy/n —AN2 + 8\ (n+1)+4n®>+5
:fn{< )f _fn ( /g) 5 2(n+)‘)2+ ( 9 ) :|
_3+8n+4n3+6)\+12n)\+12n2)\
2(1+42n) '

Como f,(A) > 0 entdo para Q,((dn/gn(N)) + fn(A); A) ser maior que zero é necessario que

—4AN* 4+ 8\(n+ 1) +4n* +5
2
3+ 8n +4n3 4+ 6 + 12n\ + 12n2)
a 2(1+ 2n)

(d /gn>

2\ +n)f2 - fn__2< + )%+

>0. (4.57)
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Basta determinar o intervalo que (4.57)) é maior que zero:

A(dn/gn) |1 5  —AN+8A\(n+1)+4n*+5
3+ 8n +4n3 + 6 + 12n\ + 12n2) 2n? + 1
—2 -2
2(1 + 2n) A+mA =200+ )
Idn/gn) [—4N* +8A(n+ 1) +4n? + 6 — 4(n + \)?
— Jn >
d\ 2
34 8n 4 4n3 + 6 + 12n\ + 1202\ — 2(A +n)(2n% + 1) — 4(1 + 2n)(A + n)A
2(1 4+ 2n)
iy Odn/gn) [ —8N2 +8\+6 - 1/3(2n+1) + 4\ + 8n\ — 8nA? — 4)\?
" d\ 2 2 2n+1
(d,/gn) ) 1/3@2n+1)+4\2n+1) —4X\*(2n + 1)
g DI [y 4 -
In = an NrEs) =g on+1
dn/gn 1
g Ao (e gy g) s Hs e an—a2).
d\ 2
Assim,

(dn/gn) 1
o 73
d, 1

I3

d, > 5

para A € (—1/2,3/2],n > 1.
Determinaremos o intervalo que (4.56)) ¢ menor que zero.

Q(dfan) + FaN)N) = 61+ ) g2 — 2200/ 0] (1—2(n+>\)2)

d\ 2
3+ 8n 4+ 4n® + 6\ + 2n\ + 12n\?
2+ 4n ’

Temos que Q!,((d,/gn(N)) + fu(A); A) < 0, se e somente se,

dn/gn) (1 4n3 4 6\ + 2n\ + 12n )\
( /g)(__2(n+)\)2>_3+8n+ n’ 46X 4 2nA + 12n < 0.(458)

dA 2 2+4n
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Determinaremos as condigoes para que (4.58)) seja valida.

A(d,/g,) (1 3+ 8n +4n® 4+ 6 + 2n\ + 12n)\?
2 _ ZAnrgns o2 2
6(A+n)f:—2f, N 5 2(n+ ) < >+ in
A(d,/g,) (1 ) 34+ 8n +4n? 4+ 6 + 2n\ + 12n)\?
—of, —mdn) (29
b = \g 7)< 2+ 4n
— 6(A+n)f?
a(d,/g,) (1 N 3+ 8n +4n3 + 6 + 2n\ + 12n)\?
—of, —omdn) (29
b= g2t A < 2+ 4n
1 + 2n?
— 6(A A
A+mn) < T 2+4n )
9(dn/gn) 2 3 2
— AN\ +n)(2+4n) —6(A+n)(1+ 2n2)}
ou seja,
I(dn/gn) 5 5 3+ 2n — 8n3 — 24n\? — 12)\2 — 24n2\
—f, I yp? — 8p\ — 4
fn ) ( n® —8nA —4\*) < >+ in
A(dn/gn) 3+ 2n — 8n3 — 24n\? — 12\ — 24n?\
Jo ) <
dA (24 4n)(—1 + 4n? + 8nA + 4)?)
d,, £o< —3 — 2n + 8n2 4+ 24n)% 4+ 1202 + 24n3)\
faor (2 +4n)(—1 + 4n? + 8n\ + 4)2)
4, = f —3 —2n + 8n3 + 24n\? + 12)\% + 24n2)
" " (244n)(—1+44n% + 8n\ + 4)?)
i > 33— 2n+48n3 + 24n)? + 120 + 24n2\
" 2 (14 2n)(—1+ 4n? + 8n\ + 4)?)
Definindo
—3-2 34 24n)% + 12)2% + 24n2 )\
() = 3 —2n+ 8n° + 24n\° + + 24n 7 (4.59)
(14 2n)(—1+ 4n% + 8nA + 4)2)
temos
3
dn > = p(A). (4.60)

A fungao p()) definida acima é uma fungao crescente para A > —1/2. De fato:

Para mostrarmos que p(\) é crescente para A > —1/2, mostraremos que p'(A) > 0 para
A>—1/2.
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1
(1+2n)(—1 + 4n2 + 8n\ + 4)12)2
— [=3 4 8n® + 240\ + 12)% 4 n(242% — 2)](1 + 2n)(8n + 8\)}

P\ = {(24n> 424\ +48An) (1+2n)(—1+4n>+8nA+41?)

1
= T (T T e T ) {(24n* + 24\ + 48 \n) (=1 + 4n® + 8n\ + 4)\?)

— [=3+8n% + 24n? )\ + 1207 + n(24X\* — 2)](8n + 8)\)}

1
= T on) (T dn? s g angp (SIS ) (=1 dn® 4 Snd 4N

— (=3n+8n* +24n> X + 12X\%n — 2n2 4 24n? A% — 3N + 8n® X\ + 2402 A% 4+ 120° — 2n )\ 4 24n\%)]}

8n(—n + 4n® + 16n*X\ + 12nA% + 12n) + 120% — 4\ + 3)
(14 2n)(—1+4n2 + 8nA + 4)\?)?
8n[nA(12X — 4) + A(12X — 4) + 3(n + 1) + 4n?*(1 + n) + 16nA (1 + n) — 4n(1 + n)]
(14 2n)(—1+ 4n% + 8nA + 4)2)?

8n(n + 1)[A(12X — 4) + 3 + 4n? 4+ 16nA — 4n)|

(14 2n)(—1+ 4n% + 8nA + 4)2)?
8n(n + 1)[12X% + 4\ (4n — 1) + (3 + 4n? — 4n)]

(14 2n)(—1+4n2 + 8n\ + 4)?)?

Observe que p'(\) = 0, se e somente se, 12)\* + 4\(4n — 1) + (3 + 4n? — 4n) = 0. Assim,

—4(4n — 1) + v/64n% + 64n — 128

1222 +4X(4An — 1)+ (3 +4n®> —4n) =0 = \ =

24
\ = (1—4n)x£2vn?+n—2
= : .
Temos que
1 —4n) £ 2v/n? -2
. ( n) G notn = —1/2 quando n = 2;
(1—4n)+2vn2+n—-2 , . . <
° 5 é uma fungao decrescente. Derivando em relacao a n, temos:
d ((1—4n)*2vn?*+n—-2\ 1 4 2n+1
dn 6 6 Vn24n—2)

Analisando o sinal da derivada acima:
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(_4 2n+1 ) _ 0
vn2+n—-2/)

2n+1

_ TSy
vn2+n-—2

12
M - 16
n?+n-—2

—12n2 —12n+33 = 0.

1+2v3
Temos que n = \/_ Assim a derivada serd decrescente para n > 2.
Podemos concluir que a fungao p(\) é crescente para A > —1/2.
Logo,
3 r3
b = {55 e cuzam).
Tomamos

d, = sup{%,% (A);/\E(—1/2,3/2]}

n2+1  3\**1
— 9 2) 2
p<3/)(1+2n+2) 2

C342n (430 +2\1
1+2n \ 1+2n

5
Assim as desigualdades (4.55)) e (4.56|) sao satisfeitas para

34+2n /n2+3n+2\"%1
d”:1+2n< 1+2n ) 2
com A € (1/2,3/2].
Como
Qn(dn/gn(A);A) = Dn(A) >0
Qn((d/gn(N) + fu(A);A) > 0
QL ((dn/gn(N) + fa(A); ) < 0,

entao o polindmio (4.53)) nao possui zeros no intervalo (d,/gn(N), (dy/gn(N)) + fu(N)).

Concluimos assim que

GAéz)\; A) .0
Prova de 3
Para mostrar que B

g—f(% A) >0,
basta mostrar que % > 0, pois f%()\) > 0.
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Derivando A, (x; \) em relagao a z, temos
oA (z;N)  (n+N)?(—2x) N (2/2)(1 — 22)% — (=2 + XA+ 1/2 + 2%/4)(—4x)(1 — 2?)

Ox (1—a2)? (1—a22)*
20(1 — 2?)2(n + A2 + (2/2)(1 — 2?)* + 4x(—=N* + A+ 1/2 + 2?2 /4)(1 — 2?)
(1 —a?)!
(1 —2?)(n+ A)? +z(1 — 2?) + 8x(— A2 + A+ 1/2 + 2%/4)
2(1 — 22)3
(1 —2?)(dz(n 4+ N)? + ) + (—8zA? + 8z + 4x + 22°)
2(1 — 22)3
—23[4(n 4+ N2 + 1] + z[4(n + N\)? + 1] — 8xA? + 8z + 4x + 22°
2(1 — 22)3
—23[4(n 4+ \)? — 1] + z[4(n + \)? — 8)\? + 8\ + 5]
2(1 — 22)3
—z{x?[4(n + N)? — 1] — [4(n + \)? — 8\? + 8\ + 5]}
2(1 —22)3
—z{z?[4(n + N)? — 1] — [4(n® + 2n\ + 2?) — 8\? + 8A + 5[}
2(1 — 22)3
—z{z?[4(n + N\)? — 1] — [4n? 4+ 8n) + 42\ — 8\? + 8\ + 5]}
2(1 — 22)3
—z{z*[4(n + N\)? — 1] — 4n? — 8nA + 4\ — 8\ — 5}
2(1 — 22)3 '

0An(x; N)
ox
para x € (0, 1), pois,

> 0, se e somente se, 2[4(n + A\)? — 1] —4n? — 8nA +4X? —8A -5 <0

Temos que

m <0, Vx € (O,l)

e [4(n+ \)? —1] > 0. De fato.
Comon>2ele€(—1/2,3/2),
1 3
R
SAS 2

-2 <40 <6
3 <

dn —2 <4dn+4X <4n+6
dn—3<4dn+4X—-1<4n+5
4n+A)—1>4n—-3>0.

R

e Analisando o sinal de z?[4(n+ \)? — 1] —4n? — 8n\ +4\* — 8\ — 5 com relagio a n, temos:

\/5+4n2+8n)\—4)\2
T =+

Adn+A)?2 -1
4n? A —4)\?
Como z € (0,1), entdo z = \/5 +4(T; if; 3 >1<+= Xe(-1/2,3/2]. De fato:

\/5+4n2+8n)\—4>\2 y
dn+A1)?2 -1 -
54 4n? 4+ 8n\ — 4\* >

8N+ 8\ +6 >
—AN? 44N +3 >

4n+A)? -1
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Analisando o sinal da inequacao acima, temos:

—4+8 1 3
A= 3 :>)\1——§e)\2—§.

Portanto, z2[4(n + A\)? — 1] — 4n? — 8n\ + 4)\* — 8\ — 5 < 0 para A € (—1/2,3/2).

dA,(x; A
% > 0, para A € (—1/2,3/2).
T

Portanto, A, (z;A) é crescente para x € (0, 1).

Concluimos, assim, que

Prova de 4
Seja
2n? + 1
A) =4[ A 4.61
com A € (—1/2,3/2].
Derivando f,, com relacao a A, temos:
-1
1 2n? +1
/ — —
f”(A)_2 )\+4n+2 >0
Prova de 5
Sejam f, = e (dn/gn(N)) definidos no Teorema
Se derivarmos f,,(A) 4+ (d,/gn(N)) em relacdo a A, temos:
A(fuN) + (dn/ga(N)) 1 (34 2m)(n+2) n2 + 3n+2\"?
d\ B mZ+1  [Adn+2)+ (14 2n?)? 1+2n '
24/ A+
dn + 2
(4.62)
Queremos determinar condicdes para que d(fn() +d()\dn/ 4n(M) seja igual a zero. Assim,
desenvolveremos a equagao (4.62)).
d(fa(N) + (dn/gn(N) V2 +4n 23+ 2n)(n” +2n +2)%7
dA 2/ AAn +2) + (2n2 +1)  2A(4n+2) + (14 2n2)2v2n +1

AV (n+2)2n + 1)[A(4n + 2) + (1 + 2n?)*% — 4(3 4 2n)(n® + 2n + 2)3/2 (463
B 2]AA4n +2) + (1 + 2n2)2v/2n + 1 Lo

Temos que

d(fn(A) + (dn/ @ (M)
d\

=0 & Vin +2v2n + 1A 4n+2)+(1+2n)/2—4(3+2n) (n*+2n+2)%/? = 0.



66

Analisaremos a equacao a direita:

Van +2v/2n + 1A (4n + 2) + (1 + 2n?)]32 — 4(3 4+ 2n)(n? + 2n +2)*2 =0
(4n+2)(2n + 1)[A4n +2) + (1 + 2n?)]* = 16(3 + 2n)?(n? + 2n + 2)3
2(2n 4+ 1)2[A(4n + 2) + (1 + 2n2)]® = 16(3 + 2n)2(n? + 2n + 2)3

(2n + 1)?[8A*(2n + 1) + 12203 (2n + 1)%(1 + 2n?) + 6A(2n + 1)(1 + 2n?)* + (1 + 2n?)3] =
8(3 + 2n)%(n? + 2n + 2)3

8N3(2n +1)° + 12X2(2n + 1)*(1 + 2n2) + 6A(2n + 1)3(1 + 2n?)2 + (1 + 2n?)3(1 + 2n)? =
= 8(3 + 2n)%(n? 4+ 2n + 2)3. (4.64)

Dividindo (4.64) por (1 — 2n)°, temos

A3 1192 (1+2n?) 1932 (1+2n?%) (1+2n%)  (1+2n%)°%  8(3+ 2n)*(n*+2n+2)°
* (2n+1) * (2n+1) * (2n+1)2  (1+2n)3 (14 2n)5
1+ 2n?) (1+2n%)?  (1+2n?)3
8A? 4+ 1202 — 1202 +6A —6A +1—1 12)\2(—
(83" + - LD+ Y oy T e T Ay
~ 8(3+2n)*(n® +2n+2)°
(14 2n)°
1+ 2n?) (1+2n%)2  (1+2n?)3
20+ 1) + (=122 = 6A — 1 12)\2<— A
(2A+ 17+ ( A =D+ 2N T Y T T T an)
_ 8(3+2n)*(n® +2n +2)°
(14 2n)5
1+2n% — (1 +2n)] (1+2n?)*—(2n+1)>  (1+42n2)% —(1+2n)?
2\ +1)? 12)\3[ 6\
(A+1)7+ 14 2n * (2n +1)2 (1+2n)3
~ 8(342n)*(n® +2n +2)°
(1+2n)5

2n% — 2n n )\4714 —4n n 8nb — 8n3 + 12n* — 6n% — 6n
14 2n (2n + 1)2 (1+2n)3
8(3 4 2n)2%(n? + 2n + 2)3
(1+2n)° '

(X + 1) +12)°

, temos

3(2n? — 2n)) 3(2n? — 2n)

Somand btraind a0 aci 4\
omando e subtraindo a equagao acima por ( 1+2n 14+ 2n
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2n? — 2n 4nt —4n  8nS — 8n3 + 12n* — 6n* — 6n 3(2n* — 2n)
20 +1)° +12X° AN ————
A+ I S O G e T (11 2n) - < 1+ 2n )
) 3(2n* — 2n) 3(2n® —2n)  3(2n* —2n)  8(3+42n)*(n® +2n +2)°
1+2n 1+2n 1+2n (14 2n)5

n®*—n 12n* — 12n — 6(2n? — 2n)(1 + 2n))

20 +1)° AN + 4N+ 1) + 2
(2A+ )+6<1+2n)< TAATD+ ( (1+2n)?
8n —8&n® +12n* —6n® —6n  3(2n* —2n)  8(3+2n)*(n® + 2n + 2)*

(1+2n)3 1+2n (14 2n)>
n®—n 12(n* + n? — 2n?) 8nS — 8n?® + 12n* — 6n? — 6n
20+ 1)° +6 2+ 1)% + 2
(A+1)7°+ (1+2n)( U ( (1+2n)? ) (1+2n)3
~3(2n% =2n)  8(3+2n)*(n* +2n +2)°
1+2n (14 2n)5 '

12(n* + n? — 2n3)
(1 +2n)

Somando e subtraindo , a equagao acima, temos

n?—n 12(n* 4+ n* — 2n3)) 8nS — 8n® + 12n* — 6n? — 6n

2A+1)° 20+ 1)% + 2
(22 +1) +6(1+2n)( U ( 1+ 2n)? 1+ 2n)°
32n* —2n)  12(n* +n*—2n°) 12(n*+n®—2n°)  8(3+ 2n)*(n®+2n +2)°

1+ 2n (1+2n)? (1+2n)? (1+2n)>

2 _ 12 4 2_2 3 6 _ 3 12 4 _ 2 _
(2A+1)*+6 (n n) (2>\+1)2+( (n” " —2n )) (2,\+1)+8" sn” - 12n” — 6n” = Gn

1+2n (1+2n)? (1+2n)3
3(2n* —2n)  12(n* +n*—2n%)  8(3+2n)*(n*+2n+2)°
1+2n (1+ 2n)2 B (1+2n)5

2 12(n* + n? — 2n3) 8n’® — 24n° + 24n* — 8n?
A+ 1) +6( ——— ) (2\+ 1)? 2\ + 1
(2A+1)7+ (1+2n>( 1) +( (1 +2n)? >( O+ (1 +2n)°

_ 8(3+2n)*(n® +2n+2)°
(1+2n)5

n?—n 12(n* +n? — 2n3) n® —3n’ + 3nt — n3)

T 2n) (A1/2)2+2 ( 1 on) ) (A 1/2)+8 < 17 2n)
8(3 4 2n)%(n? + 2n + 2)3
(14 2n)°

8(A+1/2)3+64 (

s () 0o (g ) 0+ 20+ (i)
B (3+2n)%(n* +2n+2)3 _

0.
(14 2n)°
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Tomando,
aj(n) = 1;
az(n) = 3<1+2n> ;
_ Gt =n)?
az(n) = m,
(n) — (n*=n)®>  (3+2n)*(n* +2n+2)°
W= A 2n)e (1+ 2n) '

Observando que aq,ao € a3 sa0 termos positivos. Assim para que
a1 (n) (A +1/2)3 + ag(n) (A + 1/2)* + as(n) (A + 1/2) + ay(n) = 0, (4.65)
temos que ay(n) < 0.

De fato ay(n) < 0:

?11 +_QZ§3 e 2”21(—7: Qj;)in ) <0« (n* —n)*(1+2n)? < (3+2n)*(n* +2n +2)%.

Simplificando, temos:
—44n" — 152n5 — 393n° — 691n" — 817n3 — 644n® — 312n — 72 < 0, Vn.

Portanto, pela Regra de Sinal de Descartes, temos que tem uma mudanca de sinal,
isto é, possui apenas um zero real maior que —1/2. Basta mostrarmos agora que no
intervalo (3/2,9/2), (4.65) muda de sinal.

Fazendo A = 3/2 em (4.63), temos:

(a1(n)(3/241/2)% + az(n)(3/2 4+ 1/2)* + a3(n)(3/2 + 1/2) + as(n)) _
(2[3/2(4n + 2) + (1 + 2n2)]2v/2n + 1)
8(n+1)*(n +2)3
(2n+1)°/(2n+1)(3(4n+ 1) + (1 + 2n?)?

Fazendo A\ = 9/2 em (4.63)), temos

(e1(n)(9/2 4+ 1/2)° + aa(n)(9/2 + 1/2)* + a5(n)(9/2 + 1/2) + au(n)) _
(2[9/2(4n +2) + (1 + 2n2)]2V/2n + 1)
64n” + 892n° + 4326n° + 8097n* + 7356n° + 3432n2 + 7551 + 53 50
(2n+1)°y/(2n+ 1)(9(4n + 1) + (1 + 2n?)?

Como %(fn()\) + (d/gn(N\)) muda de sinal em (3/2,9/2) e (4.65) possui somente um zero

maior que —1/2; entao podemos concluir quef, () + (d,/g,(\))possui apenas um ponto critico
em (3/2,9/2) e decrescente em (—1/2,3/2).

Portanto, as hipoteses do Corolario sao satisfeitas.
Assim concluimos que 0s zeros 2, = Tpifu(A) + dn/gn(X) sdo decrescentes para A €

(—1/2,3/2].
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