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Santos, K. A. Teoria da Média Para FEquagoes Diferenciais Ordindrias e Algumas Aplicacoes em
Mecanica Classica. 2016. 77p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Resumo

O principal objetivo desta dissertacao é estabelecer resultados basicos da Teoria da Média
para Equacoes Diferenciais Ordinérias e aplica-los em alguns problemas de Mecanica Classica.
Estudaremos dois problemas de mecanica. O primeiro versa sobre existéncia e estabilidade de
solucoes periddicas no péndulo com dissipagao. O segundo consiste em estudar a existéncia de
solugoes periddicas do problema lunar de Hill regularizado proveniente da Mecanica Celeste.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Ordinarias, Método da Média e estabilidade.
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Santos, K. A. Averaging Theory For Ordinary Differential Equations And Some Applications
in Classical Mechanics. 2016. 77 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Abstract

The main objective of this dissertation is to establish the basic results of the Averaging Theory
for Ordinary Differential Equations and used them in some problems of Classical Mechanics.
Two mechanical problems are given here. The first one is about the existence and stability of
periodic solutions in the mathematical pendulum with dissipation. The second one is about
the existence of periodic solutions of regularized Hill lunar problem with comes from Celestial
Mechanics.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Method of Average and estability.
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Introducao

Este trabalho é composto por 4 capitulos e tem como objetivo estudar certos sistemas de
Equagoes Diferenciais Ordinarias (E. D. O.) por meio da Teoria da Média. Esta teoria teve
surgimento por volta do século XVIII e foi validada por Fatou em 1928. Desde entao tem
sido estudada por outros nomes como Krylov, Bogoliubov, Mitropolsky, dentre outros e tem
contemplado problemas de Fisica, Mateméatica e Engenharia.

No primeiro capitulo abordaremos conceitos e resultados fundamentais de Anélise e E. D. O.
que sustentarao o desenvolvimento dos demais capitulos. Aqui as referéncias utilizadas foram:
(21, (3], [4], [5], [6], [7], [9], [12], [13] e [16].

O segundo capitulo ird abordar a Teoria da Média. Em um primeiro momento é feito
uma abordagem histérica sobre a mesma e, em seguida, apresentamos o resultado da féormula
generalizada da variacao dos parametros que nos sera til ao reescrever determinados sistema de
E.D.O.. Na se¢ao seguinte, introduzimos alguns conceitos e exemplificamos o uso dos mesmos
bem como o uso dos resultados da secao anterior. A ultima secao deste capitulo aborda os trés
resultados que formalizam a Teoria da Média, a saber, o Teorema da Média que nos mostra
que é mais simples estudar um dado sistema por meio do sistema médio, ja que suas solugoes
sao proximas; o Teorema de Existéncia de Orbitas Periédicas que ird garantir a existéncia de
orbitas periddicas para um dado sistema por meio de algumas informacoes do sistema médio
e, por fim, o Teorema de Estabilidade de Orbitas Periddicas que, como o proéprio nome diz,
ird permitir estudar a estabilidade de um dado sistema também via a estabilidade do sistema
médio. As referéncias usadas neste capitulo foram: [1], [14], [15], [13] e [4].

Por fim, os capitulos 3 e 4 trazem duas aplicacoes baseadas respectivamente nos artigos
[10] e [8] em que alguns célculos foram realizados pelo software gratuito e de cédigo aberto:
Mazima, a Computer Algebra System.

Karine de Almeida Santos
Uberlandia-MG, 05 de janeiro de 2015.



Capitulo 1

Teoria Preliminar

Neste capitulo veremos conceitos e resultados preliminares para o desenvolvimento da teoria
subsequente.

1.1 Topicos preliminares de Analise

Definicao 1.1 Dizemos que uma funcao f : R x X — R", onde X C R", é T-periddica se
existe T'> 0 tal que f(t+T,x) = f(t,x) para todot € R e x € X.

Definicao 1.2 Uma funcao f : (a — tg,a + tg) x X — R", onde a € uma constante positiva
ex € X C R", € Lipschitziana com respeito a sequnda varidvel se existe L > 0 tal que
|[f(t,z) — f(t,y)|< Lz — y| para todos z,y € X et € (a—ty,a+tp).

Definigcao 1.3 Sejam z,y € R". O segmento de reta de extremos x e y € o conjunto

[z,y] = {(1 —t)x + ty;t € [0,1]}.

C C R" é convexo quando contém qualquer segmento de reta cujos extremos pertencem a C.
Isto é,
xz,y € C =[x,y CC.

Definicao 1.4 Seja L(R™,R") = {T : R™ — R™; T ¢ um operador linear}. Sobre esse espago,
definimos a norma
[l LR™,R") = R, ||T|= sup [T(z)]n,

|2|m <1

onde |-|m e ||n denotam, respectivamente, as normas euclidianas de R™ e R".

Lema 1.1 Sejam A, B € L(R",R") e x € R", temos:
(1) [[A@)I< [|All|2ls
(it) |AB[< Al BI;

(iii) [|A"[|< [IA[F; ¥k € N.

Os item (i) pode ser visto em (2) pédgina 92 de [5] bem como os itens (ii) e (i17) em (7)
pégina 98 de [5].



CAPITULO 1. TEORIA PRELIMINAR 1.1. TOPICOS PRELIMINARES DE ANALISE

Teorema 1.1 (Fdrmula de Taylor com Resto Integral) Seja U C R™ aberto, f : U — R" de
classe C**! e [a,a +v] C U. Entdo

Flat) = F@) 4 £1(0) -0+ 1@ 0+ 4 10 a) o)
onde
o = 5w = 2 (S @ ent) = 5 [a- s ) o a

Sua demonstragao pode ser vista em [6], pagina 262.

Observacao 1.1 Ao longo do texto denotaremos os coeficientes da Formula de Taylor por

fila) = ,—‘f(i)(a), onde i € um inteiro nao-negativo.
!

Teorema 1.2 (Desigualdade do Valor Médio) Seja U C R™ aberto, f: U — R" continua em
la,a +v] C U e diferencidvel em todos os pontos do segmento (a,a + v). Se ||f'(x)||< M para
todo x € (a,a+v), entao |f(a+v) — f(a)|n< M|v|m.

Corolario 1.1 Seja U C R™ aberto e convexo. Se f: U — R"™ € diferencidvel e || f'(z)||< M
para todo x € U, entao f é Lipschitziana e | f(z) — f(y)|n< M|z — y|m para todos z,y € U.

As demonstragoes do Teorema 1.2 e seu Coroldrio 1.1 podem ser consultadas em [6], pagina
264.

Definicao 1.5 Seja U C R™ aberto. Uma funcao f : U — R" ¢ localmente Lipschitziana
se para cada ponto a de U, existe uma vizinhanga V de a em U tal que a restrigio f|y é
Lipschitziana em V.

Proposicdo 1.1 Seja U C R™ aberto e f : U — R" de classe C', entdo f € localmente
Lipschitziana.

A demonstracao deste resultado pode ser consultada na pagina 163 de [4].

Proposicao 1.2 (Derivagdo sob o Sinal de Integral) Seja U C R"™ aberto e f : U X [a,b] = R
uma fungdo com as sequintes propriedades:

(1) para todo x € U, a funcao t — f(t,x) € integrdvel em t € [a,b];

0

8f (x,t) existe para cada (z,t) € U X [a,b] e a funcao
L

U x [a,b] = R assim definida, € continua.

(i1) a i-ésima derivada parcial

al‘i :

b
Entao a funcao ¢ : U — R, dada por p(x) = / f(t,x)dt possui a i-ésima derivada parcial em
cada ponto x € U, como sendo ‘

&p( ) = ba_f
c%ix n a 8332

(t,z)dt.

O préximo resultado serd utilizado na demonstracao do Lema 3.1.

Coroldrio 1.2 Se f : [a,b] x U — R € continua e possui n derivadas parciais continuas

b
gf a,b] x U = R, entao ¢ : U — R definida por ¢(z) :/ f(t,x)dt é de classe C*.
ZT; a




CAPITULO 1. TEORIA PRELIMINAR 1.1. TOPICOS PRELIMINARES DE ANALISE

As demonstragoes dos dois resultados acima podem ser consultadas em [6], paginas 143 e
144 respectivamente.

Teorema 1.3 (Teorema da Fungdo Inversa) Seja A C R™ um aberto, f : A — R" de classe

0
C"eae A Sedet (a—f(a)> #+ 0, entao existe uma vizinhanca U de a tal que a restricao f
x

¢ um difeomorfismo de classe C" sobre f(U) =V CR" aberto.

U

Teorema 1.4 (Teorema da Fung¢do Implicita) Seja U C R x R" aberto, f : U — R" uma
0
fungao de classe C", (r > 1). Se (a,b) € U € tal que f(a,b) = c e det (a—f(a, b)) # 0, entdao
Yy

existem abertos V. C R¥ contendo a e Z C R™ tais que f~'(c)N(V x Z) € o grifico de uma
fungdo g 1V — Z, isto €, para cada x € V eziste um unico y = g(x) € Z tal que f(x,y) =c e,
consequentemente, g(a) = b. Além disso, g € de classe C" tal que: para cada x € V', tem-se

9@ = [Leg@] o [Z gt

As demonstragoes dos dois resultados acima podem ser consultadas, respectivamente, em
9], pdgina 69 e [6], pagina 164.

Defini¢ao 1.6 Dizemos que um espago métrico (M,d) é completo se toda sequéncia de Cauchy
em M converge para um elemento de M.

Observagao 1.2 O espaco (L(R",R™),d) € completo com a métrica d induzida pela norma
|-, em que
d: LR",R™) x LR",R™) — R

O préximo resultado serd utilizado no Teorema 2.2 para obtengao do inverso de (I + cA).

Proposicao 1.3 Sejam A € L(R",R") e e > 0 tal que €||Al|= ¢ < 1. Entio (I + cA) ¢
1mversivel e seu inverso € dado por

(I+ecA) ' =T—cA+2A%+ -+ (=1)"A" + ...

Demonstracgao:

o0
Considere a série E (—=1)*(cA)* e a sequéncia formada pela soma parcial de seus termos

k=0
n

Sy = Z(—l)k(sA)k. Mostremos que:
k=0

(1) (Sn)pey é uma sequéncia de de Cauchy em L(R", R").
(ii) lim S, =S = (I —eA)™.
(i) De fato,

5 = Sull= | S04 - S-0¥ear|



CAPITULO 1. TEORIA PRELIMINAR 1.1. TOPICOS PRELIMINARES DE ANALISE

(i)

e, sem perda de generalidade, suponhamos m > n. Dali,

S Sil=|| 30 DA £ D I-DHEAdIE 3 AP Y &

k=n-+1 k=n+1 k=n-+1 k=n+1

n
Como E ¢ é uma série geométrica de razao lc|< 1 segue que é convergente e, portanto,

k=1
temos

Ve >0, d3ng € N; m,n >nyg = Z & <e.
k=n+1

Dessa forma,
m
1Sm = Sull< ) F <
k=n+1

Logo, dado € > 0, existe ng € N tal que [|S,,, — S,||< € sempre que m,n > ny. Portanto,
(Sp)ee, é de Cauchy. Agora, do fato de (S,)52; ser de Cauchy em L(R"™ R") e este ser

n=1
completo, segue que (S,)n>, é convergente em L(R" R"), isto é, existe S € L(R",R") tal
que lim S, = S.

Sabemos que

(I+cA)S = (I+¢eA) li_>m Sn = li_>m (I +cA)S,
= lim (I +cA)(I —cA+2A% — - 4 (=1)"(cA)")

= lim (I + (—1)"(cA)™),

n—oo

Como
0 < |I+ (=1)"(A)" = I|l= [(=1)"(eA)" < [[e A" < ™

Tomando o limite, segue que

0 < lim [leA]|"™< ¢ lim ¢" < 0.
n—oo n—oo

Assim, lim (I + (¢A)"™) = I. E, portanto, (I +cA)S = I. Analogamente, verifica-se
n—oo

que S(I +¢cA) = I. Dessa forma, concluimos que S = limS,, = [ — A 4+ e?A* — ... +

(—1)"(eA)" 4 --- é o inverso de (I + (cA)).



CAPITULO 1. TEORIA PRELIMINAR 1.1. TOPICOS PRELIMINARES DE ANALISE

1.1.1 Estabilidade de operadores lineares hiperbdlicos

Iremos agora trabalhar alguns conceitos para demonstrarmos os dois ultimos resultados
desta secdo. Ambos serao de grande importancia para obtermos conclustes a respeito da
estabilidade de solucoes periédicas no Teorema 2.4.

Definigao 1.7 Seja S : C™ — C™ um operador linear em C™.

(i) Dizemos que A € C é um autovalor de S se existe x nao nulo em C™ tal que S x = Ax.

(i1) O auto-espago de S associado a X é o subespago de C™ dado por V(\,S) ={x € C™; S x =
Ax}. Aos elementos de V (A, S) damos o nome de autovetores de S associado a .

Definicao 1.8 Seja A € L(R™,R™), A € C é autovalor de A se 0o mesmo € raiz do polinémio
caracteristico p(\) = det(A — \I).

Definicao 1.9 Um operador linear T : R" — R" ¢ hiperbdlico se todos seus autovalores
possuem parte real nao nula.

Sejam z = (21,...,2m), W = (w1, ..., wy) € C™ e X € C. Sabemos que C™ munido com as
operacgoes

(+):C"xC" — C™

(z,w) = z4w=(z1+wy,. ..,2;m+ W)

J:CxC" — C™
()
(Nz) = Az=(Az1,...,A\zp)

¢ um espaco vetorial sobre C. Definimos em C™ o produto interno

(Ve:C"xC" — C

m

(z,w) — (z,w) :sz’

i=1
bem como a norma
|'|]c:C™" — C
z = |zl=(z,2)
Observagao 1.3 Dado z € C™ existem unicos u,v € R™ tal que z = u + vi.

Definicao 1.10 Seja A € L(R™,R™). A complexificagiao de A, A®: C™ — C™, ¢ definida
por
A (u+iv) = Au + iAv,

onde u,v € R™.
Definigao 1.11 Seja S : C™ — C™. A norma de S € dada por

I-llc=sup{|S(2)]; z € C™ e |z[c< 1}.



CAPITULO 1. TEORIA PRELIMINAR 1.1. TOPICOS PRELIMINARES DE ANALISE

Lema 1.2 Seja A € (L(R™,R™), ||-||), entdo ||A%||c= ||A]|.
Demonstracgao:

Por definicio, ||A%|c= sup |A®2|. Seja z € C™ tal que z = u + iv, onde u,v € R™, temos

zeC
|z |<1

|2|2= |ul?,+|v]2,< 1. Seja z € C™ tal que |z|c< 1, entdo

AT ()= [A%(u + i) = (A%(u+iv), A%(u +iv))c

(A% + 1A%, A% 4 iA%) e

= (A%, A%)¢ + (1A%, ACu)¢ + (A%u, i A%) ¢ + (1A%, iA%) ¢
(ACu, A% + (1A%, A% ¢ + 1Ay, ACu)c 4 (1A%, iA%0) ¢

= (A%, A%u)¢ + (A%, A%) ¢

| Aulz, +]Avl,

ANl A AP o< AN (ulfm+ o) = [AIP|zle< [A].

IN

Dessa forma,
| A% (u+ iv) e < || A,

ou seja, ||A|| é uma cota superior para {|A%z|c;2z € C™ e |z|c< 1} e como sup [A%z|c é a

zeC™
|z]c<1
menor delas, segue que
IA%]lc< [|A]- (1.1)
Por outro lado,
1A% )lc= sup [A%(u+iv)|c> sup|A%(u)|= sup|A(u)|= ||A]. (1.2)

Jutiv|c=1 Ju|=1 Ju|=1

Assim, por (1.1) e (1.2), temos ||A%||c= || Al|.

[
Lema 1.3 Seja A € (L(R™,R™),||||), A € autovalor de A se, e somente se, A é autovalor de
A"
Demonstragao:

Mostremos que A e A% possuem os mesmos polindémios caracteristicos. Para isto vejamos
que toda base de R™ sobre C é base de C™ sobre C. De fato, seja B = {vy,...,v,,} uma base de
R™, como B possui m elementos e dimc(C™) = m se mostrarmos que B gera C™, entao B serd
base para C™. Seja z € C™, pela Observagao 1.3, existem tnicos a,b € R"™ tais que z = a + tb

m

e como cada a,b € R™, entao existem «; e [3; reais, com 7 = 1,...,m tais que a = E o; v; e
i=1

b= Zﬁz v;. Logo, z = Z o; v+ Zﬁl v; = Z a; +15;)v;, ou seja, B gera C™ e, portanto,

B é base de C™. -

Considere agora B a base canonica do R™. Pelo que vimos acima, B também é base de C™.
Assim, sendo [A]z e [A%]p as representacoes matriciais dos operadores A e A® escritos na base
B, segue que [A]z = [A%]5. Portanto, seus polindmios caracteristicos sio iguais.
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Lema 1.4 Seja (A,),~, uma sequéncia em L(R™,R™) tal que A, — A em (L(R™,R™),-[]).
Entio AL — A% em (L(C™,C™),||Ic).

Demonstragao:
Por hipétese, A, — A, ou seja, lim ||A, — A||= 0. Agora,
n—o0

(AS — A9 (u +iv) = ASu +iv) — A%(u + iv)
= A,u+iAv — Au—iAv
= (A, —Au+i(A, — A
= (A, — A%u+w). (1.3)

Dessa forma, por (1.3) e pelo Lema 1.2, temos
147 = A%lle= [I(An — A)¥[le= [|4n — A] (1.4)

Assim,
lim [|AS — A%||c= lim ||A, — A||= 0.
n— oo n—oo

Logo, A® — AT,
|

Observacgao 1.4 Ao considerarmos em R™ a base canonica, podemos identificar os elementos
de L(R™ R™) com matrizes m x m cujo espago € denotado por M,,(R) e, dado um operador
A € L(R™ R™), representamos os elementos da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz
associada a A por A;j.

Lema 1.5 A fungdo det : R" x ... x R" = R” — R € de classe C™.
Sua demonstragao pode ser consultada em [6], pagina 253.

Teorema 1.5 Seja (A,),-, uma sequéncia em (L(R™,R™), ||-||) tal que A,, — A. Entao eziste
uma subsequéncia (ng)y, tal que, se Ay, 1,..., Apym SG0 raizes de gp(\) = det(A] — A,,),
incluindo suas multiplicidades, entao

(1) Mnjloersd =1,...,m € limitada;
(11) existe subsequéncia de (N, j)re; que converge para Aj, j =1,...,m;

(1it) N\; € raiz de g(\) = det(A] — A).

Além disso, todas as raizes de g(\) sao dadas exatamente por \;, j=1,...,m.
Demonstracgao:

Sejam A 1,...,An., autovalores de AS € Upi,-..,Unm Seus respectivos autovetores com
n>1e|v, lc=1paratodo j=1,...,m.
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(i) Note que:

(AS0n4, Vngde = AngUngs Vng)e = Ay Unjs Ung)e = An, [Unj16= Anyj

e, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:
Anile= (AR vng, vn ) < | AT Iclvn 2= 1A% lle= 1| Aall, (1.5)

onde a ultima igualdade decorre do Lema 1.2.

Por hipétese, A, — Aem (L(R™ R™), ||-||), logo (A,),; é limitada. Assim, existe M > 0
tal que ||A,||< M e, portanto,

Anjlc< || A< M, paratodon>1ej=1,...,m. (1.6)

(i) Seja ¢ = (An1y---y Aum) € C™. De (1.6) decorre que g, € B[0, M] C C™ para todo

n > 1. Assim, (g,);>, é limitada no compacto B[0, M] e, pelo Teorema de Bolzano-

Weierstrass, segue que (g, ), admite subsequéncia (g, )se; convergente. Pela compaci-
dade de B[0, M], concluimos que ¢,, — ¢ = (A1,...,A\) tal que ¢ € B[]0, M] e
kh_)rgo Angj=Ajcomj=1...,m. (1.7)
(iii) Seja gr(A) = det(A] — Agk) o polinomio caracteristico de Agk. Como A, ; é autovalor de
Agk, entao o mesmo € raiz de gy, ou seja,
0= gr(An,) = det(N,, ;1 — Afk),
entao

L o c
0= kli)rl;)gk()\nk’j) = ]}1_{20 det( A, ;1 — Ay)- (1.8)

Pelo Lema 1.5 e por (1.7) em (1.8) temos

mm@muMMJ—Ag»:da@ﬂ—A%:gQﬂ. (1.9
—00
Assim, \q, ..., A\, sao autovalores de A€ e, pelo Lema 1.3, concluimos que os mesmos sio
autovalores de A.

|

Observagao 1.5 No teorema anterior, as multiplicidades dos autovalores de g, nao sao man-
tidas em g. Considere por exemplo

0
1
0

_= O O

1
_ 10
a 0 i1
k
1
Note que lim A, = I, gi(A\) = (A = 1)?(A =1 — E) e g(\) = (A —=1)%. O autovalor A = 1
n—oo

tem multiplicidade 2 em gi e, no entanto, o mesmo tem multiplicidade 3 em g.
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Teorema 1.6 Seja A € L(R™,R™) um operador hiperbolico. FEntao ezxiste 6 > 0 tal que
qualquer C' € B(A,0) = {B € L(R™,R™);||A — B||< 0} tem todos os autovalores com partes
reais nao nulas.

Demonstracgao:

Suponhamos, por absurdo, que o teorema nao seja valido. Entao para cada n € N existe
1 1

0, = —talque C, € B | A, —) e C,, tem um autovalor com parte real nula. Sejam A, 1,..., Ay m
n n

todos os autovalores de C,, onde A, ; ¢ tal que Re(\,;) = 0 para algum i = 1,...,m. Pelo item

(ii) do Teorema 1.5, existe uma subsequéncia (ny),_, € A;, 7 = 1,...,m, tal que klim Anpi = Aj.
—00

Pelo item (%ii) do Teorema 1.5, A\; é autovalor de A, ou seja, como Re(\,;) = 0 segue que
Re()\;) = 0. Isto é A possui um autovalor com parte real nula, o que contradiz a hipétese.

Portanto, existe & > 0 tal que se C' € B(A, ) entao todos os autovalores de C' tem parte
real nao nula.

Teorema 1.7 Seja A € L(R™,R™) um operador hiperbdlico tal que A possua a autovalores com
parte real negativa e b = m — a autovalores com parte real positiva, incluindo suas possiveis
multiplicidades. Entao existe 6 > 0 tal que se C € B(A,0) C L(R™ R™) entio C possui
a autovalores com parte real negativa e b autovalores com parte real positiva, incluindo suas
multiplicidades.

Demonstragao:

Pelo Teorema 1.6, existe § > 0 tal que C' € B(A,d) entao todos os autovalores de C' tem
1 1

parte real nao nula. Suponha que para todo n € N tal que — < ¢, exista C,, € B | A, —) tal
n n

que o numero de autovalores de C,, com parte real negativa seja a,, € o numero de autovalores
com parte real positiva seja b, com (a,,b,) # (a,b) para todo n € N. Sendo C,, hiperbdlico,
segue do Teorema 1.6 que a, + b, = m.

Temos
(an,by) € {1,...,m} x{1,...,m} e lim|C, — Al=0. (1.10)
n—oo

Assim, pelo Teorema 1.5, existe C),, subsequéncia de C,, tal que C,,, — Aese Ay 15+, Anym

sao autovalores de C,, , entao
kh_)rgo )\nk,j = >\j> (111)
onde A; ¢ autovalor de A para todo j = 1,...,m incluindo suas multiplicidades. Como
{1,...,m} x {1,...,m} é compacto, ao passarmos a subsequéncia (a,,,by,) de (an,b,), po-

. ! / .
demos assumir a,, =a’ eb,, =10 tais que

a+b=m (1.12)

(V) # (a,b). (1.13)

Reordenemos os autovalores de C,,, de tal modo que os primeiros ¢’ autovalores tenham
parte real negativa e os demais b’ autovalores sejam aqueles cuja parte real é positiva. Assim,
de (1.11), segue que

lim Re(\,, ;) = Re(\;), Vj=1,...,m. (1.14)

k—o0

10
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Dessa forma, como Re(\,, ;) < 0 para todos j = 1,...,d’ segue que de (1.14) que Re(\;) < 0
para todos j = 1,...,ad’. Portanto,

d < a. (1.15)

Da mesma forma, se j = a’ + 1,...,m, entdo Re(\,, ;) > 0 e, portanto, Re()\;) > 0 para
todos j =a' +1,...,m. Logo,

¥ <b. (1.16)

E, por (1.16) em (1.12), segue que
b=m-d <m-—-—a=b&d>a.

Mas, por (1.15) e este dltimo, resulta que a’ = a.
Analogamente, por (1.15) em (1.12) temos

d=m-b<m-b=asb>bh.

Mas por (1.16) e este tltimo temos b’ = b. Desse modo, (a’,b') = (a,b) o que contradiz o fato
de (an,b,) # (a,b) para todo n € N.

Teorema 1.8 Seja M >0 e A € L(R™,R™) um operador hiperbdlico tal que A tem exatamente
a autovalores com parte real negativa e b = m —a autovalores com parte real positiva, contando
suas multiplicidades. Entao eziste gy tal que a matriz I, + (A + eB) tem a autovalores com
norma menor que 1 e b autovalores com parte real com norma maior que 1 para todo 0 < € < gq
e ||Bl|l< M, contando suas multiplicidades.

Demonstragao:

Note que I +e(A+¢eB) = [+e(A+0(g)), pois || B||< M. Seja C = A+0(eg) e g9 > 0 tal que
le|< €0, entao pelo Teorema 1.7, existe § > 0 tal que C' € B(A,J) e C possui a autovalores com
parte real negativa e b autovalores com parte real positiva. Considere v.1,...,%a,Veat1---Veb
seus respectivos autovetores tais que |v. ;|= 1, para todos j = 1,...,m. Assim,

c, _
C™ Ve j = Ac jVe

onde

{ Re(A\.j) <0, sej=1,...,a (1.17)

Re(M.;) >0,sej=a+1,....,b"
Escreva A.; = . j +if. j, onde a. j, B ; € R para todos j = 1,...,m. Segue de (1.17) que

a.; <0,se7=1,...,a
{a57j>0, sej=a+1,....,b "~ (1.18)
Dessa forma, temos
(I —+ €CC)U87J‘ =1 Ve j + €CCUEJ = Ve,j + 5)\37]'1)3,]' = (1 + €A87j)va7j- (119)

Portanto, os autovalores de (I +cC®) sdo 1 +¢e).;, onde j =1,...,m.
Mostremos que:

(i) Sej=1,...,a, entdo |1 + e j|c< 1;

11
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(i)

Sej=a+1,...,m, entdo |1 + el [c> 1.
Primeiramente, como A, ; = o ; + 9. ;, temos

[L4+erjlc = [1+e(ae; +ib:;)|=[(1+eaz;) +ieb:
= /(L eaz,)? + (eBoy)°. (1.20)

E, também pelo Lema 1.2, temos
ICE[I2= [IC]1*= |4+ O(e)|IP< [|All+|leBlI< M, (1.21)

onde ||B||< M.

Se j € {1,...,a}, entdo a.; < 0. Note que de (1.20), temos

[1+edjlo=1+2ea.;+e%a2;+ 82, = 1+ (200 +€|A4]7). (1.22)

Sejam Aq,..., A, os autovalores de C, tais que:

Re()j) <0, se j=1,...,a
Re(Aj) >0, se j=a+1,...,m.

Entao
e—0t
Logo,
lim Re(\.;) = Re(};), j=1,...,m.
e—07+
Seja
max{Re(\1),...,Re(A\,)} = L <0. (1.24)

L L
Dessa forma, 3 > \j para todo j = 1,...,a. Assim, dado —3 > 0, existe ; > 0 tal que,

se 0 < e < ¢g; entao

IRe(\.;) — Re()\,)|< —g ~ Re(A.,) < Re(M;) — g <I- g - g
onde esta ultima desigualdade decorre de (1.24).
Além disso, temos
Ael= ey lBlvele= e jve le= [CTve 2 ICT IR Ive s 2= ICEIIR< M', (1.25)

onde esta ultima desigualdade decorre de (1.21).

Assim, considerando € = min{gl,.,,’gm _2M/}’ obtemos que se 0 < ¢ < Z entao
L
Qe j = Re()\&]) < 5 e
L L L
2005+ elhe 'S 25 H BN RS LHEM S L -5 = 5 <0,

onde a segunda desigualdade ocorre devido a (1.25). Portanto, segue de (1.22) e deste

12



CAPITULO 1. TEORIA PRELIMINAR 1.1. TOPICOS PRELIMINARES DE ANALISE

ultimo fato visto acima que

L
11+ edle=1+¢e(2a; +elh;l3) <1 +eg <1, 0<e<E.

(i) Como j € {a+1,...,m} segue que a.; > 0 e (1+a.;)* > 1. Além disso, 52, > 0 o que
por (1.20) implica em |1 4+ A, j|c> 1 para todos j =a+1,...,m.

13
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1.1.2 Teorema da Funcao Implicita Global: um caso elementar

O resultado principal desta secdo é uma pequena modificacdo do caso mais simples do
principal teorema de [16]. Mas antes, vejamos o
0
Lema 1.6 Seja U C R"™ aberto e f : U x (a,b) — R tal que f € de classe C* e a—f(x,y) # 0
Y
para todo (z,y) € U x (a,b). Se existe g : U — (a,b) tal que f(x,g(x)) = 0 para todo x € U,
entdo g ¢ de classe C".

Demonstracgao:

0
Seja zp € U tal que f(zo,9(xp)) =0e a—f(aio,g(xo)) # 0. Entao pelo Teorema 1.4, existe
)

Uy CcUeZ CUx(a,b) C R"™ tais que zp € U; e (19,g(79)) € Z e uma tnica funcio
¢ : Uy — (a,b) de classe C" tal que @(z¢) = g(x0) e f(z,¢(x)) = 0, para todo z € U;. Como
por hipétese f(z,g(x)) = 0 para todo x € U, e Uy C U, segue que f(z,g(x)) = 0 para todo
x € Uy. Assim, pelo Teorema de Valor Médio, existe 7 € [g(x), p(z)] tal que

0= f(z,p(x) = flz,9(x)) = %(w,y)w(w) — g(x))-

0
Além disso, a—f(x,y) # 0, entdo ¢(x) = g(z) para todo € U;. Como ¢ é C' e ¢ = g para
Y

todo x € U; entdo, em particular, g é C' em g e como xzy é arbitrario em U segue que g é C*
em U.

Teorema 1.9 Seja Q C R"™ um aberto e f : Q x (a,b) — R de classe C* tal que

(i) §—§<x,y> £0,¥(z,y) € Q x (a,b);

(11) liminf f(z,y) <0, Vo € Q;
y—at
(11i) limsup f(z,y) > 0, Vo € Q;
y—b—
entdo existe g : 0 — (a,b) de classe C* tal que f(x,g(z)) = 0 para todo x € Q.
Demonstracgao:
Seja x € Q, segue de (ii) e (iii) que existem y1, y2 € (a,b) tais que f(x,y1) < 0e f(x,y2) > 0.
Por (i) e pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe z € [y, yo] tal que f(z,2) = 0.

Mostremos que z é inico. De fato, suponhamos que exista zZ # z € [y1, yo] tal que f(x,Z) =
0. Pelo Teorema do Valor Médio, temos

0
0= f(a.)~ 1.3 = L@ -73) (1.26)
Y
0F o o y o
Como a—(:v, Z) # 0, entdo z —zZ = 0 = z = Z que é uma contradi¢do. Logo z é inico. Assim,
)

para cada x € €, existe um tnico z = g(x) € (a,b) tal que f(x,g(x)) = 0 e pelo Lema 1.6,
segue que g é de classe C.

14
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1.2 Topicos preliminares de Equacoes Diferenciais Or-
dinarias

Os dois resultados que apresentaremos a seguir sao de grande importancia, suas demons-
tragoes podem ser consultadas em [15] nas paginas 4 e 5 respectivamente.

Teorema 1.10 (Ezisténcia e Unicidade de Solugoes) Sejam U C R™ aberto, I, = {t € R;
|t —to |<b} comb>0ef:I,xU — R". Considere o problema de valor inicial

T = f(t,x), x(to) = xo (1.27)
ondex e DCU, D={xeR" |z —x0|<a} sendoa>0. Se f é tal que:
(i) f € continua em I, X D;
(ii) f € Lipschitziana com rela¢ao a x;
entdo o problema de valor inicial admite unica solucao em I,, onde o = min <b, %) e M =
sup | f (¢, z)].
IbXD

Teorema 1.11 (Desigualdade de Gronwall) Sejam ¢, o, B fungdes reais continuas tais que
pB(t) >0 e

¢m3aw+Aﬁ@amw

Entao .
o) <alt)+ [ Blals)e s
0
Considere o sistema de equagoes
T = A(t)x, (1.28)
onde A(t) € M,,(R) é continua.

Definicao 1.12 Dizemos que () = (pi;(t)),;, de ordem n e com i,j = 1,...,n, € uma
matriz solugao de (1.28) se ¢ = A(t)p(t), onde esta ultima se trata de uma igualdade entre

matrizes.
Neste caso, cada coluna ¢; : R — R" ¢é soluc@o de (1.28) em R com ¢ € {1,2,...,n}.
Lema 1.7 Os vetores ;(t), j = 1,...,n, sdo linearmente independentes se, e somente se,

det ;(t) # 0 para todo t € R.
Referéncia: [3], pagina 80.

Observagao 1.6 Em particular, se para algum ty € R, @;(to), 7 = 1,...,n sdo linearmente
independentes, entdo ¢;(t) sao linearmente independentes para todo j =1,....,n et € R.

Definigao 1.13 Dizemos que ¢(t) € M,,(R) ¢ uma matriz fundamental de (1.28) se o(t) €
matriz solucgdo, isto €, o = A(t)p(t) e, ainda, det p(ty) # 0 para algum ty € R.

Observacao 1.7 Pelo Lema 1.7 e a Observacao 1.6, temos que toda matriz fundamental é
wversivel.
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Defini¢do 1.14 A matriz fundamental o(t) tal que o(ty) = I damos o nome de matriz prin-
cipal.

O resultado seguinte pode ser encontrado em [3], pagina 93.

Proposigao 1.4 Seja X (t) a matriz solugio de X = AX. Se det X(0) # 0, entio e =
X(t)X7H0). Além disso, (e)™t = e,

A

A matriz e é matriz principal de X = AX em t, = 0.

Teorema 1.12 (Floguet) Seja
T = A(t), (1.29)

onde A(t) € continua e T-periddica. Toda matriz fundamental X (t) de (1.29) pode ser escrita
na forma
X(t) = P(t)e?,

onde P(t) € T-periodica e B € uma matriz constante.

Os dois resultados a seguir, podem ser consultados [13], pagina 144.

Proposicao 1.5 Para toda matriz solugao X (t) de (1.28), existe uma matriz constante e nao
singular C' tal que X (t+7T) = X (t)C. A esta matriz damos o nome de matriz monodromia.

Proposicao 1.6 Sejam Xi(t) e Xao(t) solugoes de (1.28) e Cy, Cy suas respectivas matrizes

monodromia. FEntao C7 e Cy sdo conjugadas. Isto €, existe uma matriz nao singular P tal que
Cl - Pilcgp.

Este tltimo resultado nos diz que os autovalores da matriz fundamental da solugao de (1.28)
Serao sempre 0s mesmos quaisquer que seja a matriz solugao de (1.28).

Proposicao 1.7 Seja X (t) matriz fundamental de (1.28). Entdo a matriz monodromia de X (t)
éC =Pt

Demonstracgao:

Pela Proposigao 1.5, existe C' matriz monodromia de X (¢), tal que X (t+7) = X (¢)C. Pelo
Teorema 1.12, existem P(t) T-periédica e B matriz constante tal que X (t) = P(t)eP!. Assim,

X(t+T)=Pt+T)ePD o X(T) = P(T)ePT. (1.30)
Além disso, I = X(0) = P(0) I = P(0) e como P(t) é T-periddica, temos: P(T) = P(0) = I.

Assim, por (1.30), segue que X(T) = e”” e como C ¢é matriz monodromia de X (t), entdo

X(T)=X(0+T)=X(0)C=1C =C. Portanto, C = X(T) = I PT = £P7.
|

Definicao 1.15 Aos autovalores de multiplicidade k da matriz monodromia, C', damos o nome
de nameros caracteristicos ou multiplicadores caracteristicos de multiplicidade k de
(1.28).
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Definicao 1.16 Seja U C R™ aberto, f: R x U — R™ e

i = f(t,x), (1.31)

onde f € T-periddica em t e p(t) € uma solu¢ao T-periddica em t de (1.31). A linearizagao
de (1.31) € dada por

y=A(t)y,
of

onde A(t) = 9z
x

(t,p(t)) € T-periddica em t.

Note que, como f é T-periédica em ¢ entao A(t) também é.

De fato, por hipétese, f(t +T,z) = f(t,z). Entao, %(t +T,x) = %(t, x). Assim, %(i, x) é
T-periddica. Agora,
of of of
A T)=— T T)) = = 7)) = -~ — A1),
(t+T) = S04 Tt + 7)) = S0t 4 1)) = St 00)) = A)
Sendo que a pentltima igualdade decorre do fato de ¢ ser T-peridédica em t.
Seja U C R™ aberto e f : U — R™ de classe C', tal que
i = f(z), 2(0)=y. (1.32)

Definigao 1.17 Dizemos que 1(y) € o intervalo maximo de solugoes de (1.32) contendo y
se, dada qualquer solugdo x : J — R"™ de (1.32), temos J C I(y).

Assim, para cada y € U, existe um unica solugao ®(¢) tal que ®(0) = y definida no intervalo
maximal /(y) C R. Considere entao o seguinte conjunto 2 C R x U assim definido

Q={(t,y) eRxU;tel(y}

Defini¢ao 1.18 A aplicagio ® : Q@ — U, ®(t,y) = x(t) é denominada fluxo de (1.32) e
algumas vezes denotaremos ®(t,y) por ®.(y).

Teorema 1.13 () é um aberto em R x U e a aplicagcao ® : Q@ — U € continua.
A demonstragao deste teorema pode ser consultada em [4], Teorema 2, pagina 175.

O teorema a seguir nos fornece uma propriedade que sera utilizada mais adiante e pode ser
consultado em [2], pagina 152.

Teorema 1.14 Seja U C R" aberto, f : U — R™ de classe C' ¢ ® : Q — R" ¢ o fluzo de
& = f(x). Entao
(I><t, @(s,x)) =®O(t+s,x)

para todos s,t € R e x € U tais que s,t + s € I(x).

Teorema 1.15 Seja U C R" aberto, f: R x U — R" de classe C" onde r > 1. Entao o fluxo
¢ : Q — R" da equagao diferencial & = f(x) também é de classe C".

Sua demonstragao pode ser consultada no Teorema 2, pagina 302 de [4].
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Observagao 1.8 Seja 2 = {(t,y) € Rx U;t € I(y)}, onde U C R" aberto, I(y) C R € o
intervalo mazimal e seja f : Q — R"™. Toda equagdo nao autonoma (que depende de t):

= f(t,z), x(0)=y (1.33)

pode ser escrita como uma equagdo autonoma (que nao depende de t)
Z=F(2)=(1{(2)), (1.34)
onde Z(t) = (s(t),z(t)). De fato, basta fazer s(t) =t, dai
Z'(t) = (L,a'(t)) = (1, f(£,%(1))) (1.35)

e defina
F R 5 R F(Z)=(1, f(2)).

Sendo assim, (1.34) € um sistema auténomo. Ponha Z(0) = (u,y) € R x R. O fluzo de (1.34)
¢ dado por
T(t,Z) = (Tu(t), To(t, 2)),

T
onde T1(t) =t +u e Yy € tal que %(t, Z) = f(Y1(t), Yolt, Z)). Além disso, pelo Teorema
1.15, seque que Y(t,Z) ¢ de classe C*, isto é, T(t) e Yo(t, Z) também o sdo.

Agora vejamos que o fluxo de (1.33) é dado por:

U(t,y) =Ta(t,(0,9)). (1.36)

De fato,

(i) Note que
U(0,y) = (T2(0,(0,9))) = y-

(ii) E também,

T t0) = 2 (0, (0,)) = 1 (1. Tolt, (0,9) = F(1.W(1,9)).

Além disso, considere y = (y1,...,Yn) €

T,: RxR"™ — R»

(t,(w,y) —  (TL(E (wy0)), T2(E, (), - . TR, (1, yn))) (1.37)
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Assim, temos

oY oY
_1<t7 (U, y)) _1(t> (U, y))
oY ou dy
(1 () =
-y Moty T2200, ()
au b 7y ay ) 7y
1 0 0
AL AL A
oYy oYy oYy
t(u,y t,(u,y i (u,y
au( (u,y)) ayl( (u,y)) 8yn( (u,y)) e
Assim,

det < > ZE) (t, (u,y))) = det <88—§2(t, (u, y))> .

Note que Y (0, (u,y)) = (u,y), entdo 5

| —det T —det 2% (0, (u,y)) | = det @(O,W,y)) .
O(u,y) dy

Portanto,
oY,
det <8_y(0’ (U,y))) #0

para t adequadamente pequeno. Dessa forma, seque pelo Teorema 7?7 que, para todo y € R",
existe um intervalo I, tal que 0 € I, e para cada t € I, a aplicagao

y— U(t,y)

€ inversivel.

Observacao 1.9 Vejamos que o Teorema 1.14 nao é vdlido para sistemas nao auténomos.
Consideremos o sequinte problema de valor inicial

T =tz
{x(O) - (1.38)

+2
Note que V¥ (t,z9) = e2xg € o fluro de (1.38), pois

2

U'(t, 20) =t e 7o = tU(t, )

\11(07 170) = Zy.
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No entanto, tomando so =1, to =2 e xg = 1, temos

4
2

Uty + s0,20) = U(1+2,1) = U(3,1) = 3 £ 3 = (L, e3) = U(1, (2, 1)) = U(to, ¥(s0, z0)).

A seguir introduziremos duas importantes definigoes que nos conduzirao ao conceito de
estabilidade. Para tal, utilizaremos a notagao ¢(t,to, zo) para indicar a solugao de (1.31) que
passa pelas condigoes iniciais (tg, o).

Definigao 1.19 Uma solugao ¢(t,ty, zo) de (1.31) é Liapunov estavel se as sequintes condi¢oes
sao satisfeitas:

(i) existe p > 0 tal que a solugao p(t,tg, 1) estd definida para todo t > to, sempre que
|z — x0|< p.

(i1) para todo e > 0, existe § > 0 tal que § < p e |p(t,tg, x1) — (L, to, zo)|< € para todo t > to,
sempre que |x1 — xo|< 6.

Definicao 1.20 A solugdo p(t,ty, xo) de (1.31) a qual € Liapunov estdvel € assintoticamente
estavel se existe 0 > 0 tal que o < p e |p(t, to, z1) — @(t,to,x0)|— 0 quando t — oo, sempre
que |ry — xo|< 0.

Teorema 1.16 Sejam U C R", f: R x U — R T-periddica na variavel t e o(t,tg, o) solugao
T-periddica de (1.31).

(i) Se todos os nimeros caracteristicos da linearizagao de (1.31) possuem valor absoluto me-
nor que 1, entao a solugcao p(t,ty,xo) € assintoticamente estdvel.

(i1) Se algum dos nimeros caracteristicos da linearizagdo de (1.31) possui valor absoluto maior
que 1, entao a solugao ¢(t,ty, zg) € instdvel.

Demonstragoes: (i) ver [13], pagina 264 e (ii) ver [1], pdgina 281, Teorema 7.6.

Definicdo 1.21 Seja U C R™ aberto e f : U — R" de classe C*. Considere o sequinte sistema

i = f(x) (1.39)

Uma integral primeira do sistema anterior é uma funcio F : U — R de classe C* tal que
F(xz(t)) € constante, onde x(t) € uma solugcdo qualquer de (1.39).
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1.2.1 Um teorema de reducao

O teorema a seguir nos fornece informacoes de um sistema de n + 1 equagoes por meio de
um sistema de n equacoes.

Teorema 1.17 Sejam  C R™ aberto, f: R x Q x (=Zg,80) = R™, g : Rx Q x (—&p,59) = R
ambas de classe C", r > 1 e 2m-periddicas na primeira varidvel. Suponha que yo(s,€) seja uma
solucao 2mw-periodica de

o Ef(s,y(s,€),€)
y'(s,e) = T+ 2905, 005.6).2) (1.40)

Entao existem 1 € (0,8) e T : (—e1,61) — R de classe C" tais que
(1) T(0) = 2m;
(ii) O sistema
.Q? = Ef(e(t,€)7y(t7€),€) (141>
0 = 1+¢eg(0(t,e),y(te),e)
tem solugdo (zo(t,€),00(t,€)) tal que xo(t +T'(c),e) = xo(t, ) e Oo(t +T(c),e) = Oy(t,c) + 2.
Demonstragao:
Consideremos f e g restritas a R x Q X [gg, 0] onde 0 < g9 < 5. Vamos provar que:

(i) (s,e) — g(s,y(s),e) ¢é limitada,;

Seja s € R, ¢ € [—£¢,€0] € Yo(s,e) uma solu¢ao 2m-periddica de (1.40) na varidvel s e
como g ¢ 2r—periddica na variavel s, temos

{9(37 yO(Sa 8)7 5); s € Ra SIS [_807 50]} = {g(ga yO(Sa 6)7 5)33 € [07 27]-]7 SRS [_507 50]}‘
Agora, como [0, 27| x {yo(5,€)} X [—¢¢,€0] é compacto, g € C", em particular continua,
segue do Teorema de Weierstrass que ¢ ¢ limitada, digamos por M, para todo s € R e
e € [—&o, &)

1
(i) existe g1 > 0 tal que 1+ €g(s,yo(s,¢),e) > 5 para todo s € Ree € (—e1,61);

1
Tome €, > 0 tal que € < ¢1 < ——. Pelo item anterior, segue que

2M
1
—eg(s,y0(s,€),€) < lellg(s,yo(s,€),e)|< el M < 3
1
A _5g(say0(8a6)75) < _5
1
& cqls.mlse)e) >~
1
< 1 +€g(say0(375)78) > §a

para todo € € (—¢ey,¢€1).

du

u, yO(“? 8)5 8) .

(iii) Seja I CRe h: I X (—e1,e1) = R, h(s,¢) :/0 1+ e
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Para cada € € (—¢1,¢1), seja he : R — R, h.(s) = h. Mostremos que h. é um difeomor-
fismo. De fato, como

b 1
-  14eg(s,yo(s,€),€)

40, (1.42)

temos h.(s) > 0, isto é, h. é mondtona crescente e, portanto, injetora.

Além disso, pelo item (i) e (i), temos

1
5 < 1+eg(u,yo(u,e),e) <1+ M &
1 1

< < 2. 1.43
S VAR e e e (1.43)

Se s > 0, segue de (1.43) que

/S du < ) du </82d = he(s) > i
u (s )
o 1+M Jy 1+eg(u,yo(u,e),e)  Jo 1+ M

Portanto,

: S T _ : _
Sginoo he(s) > SEIJPOO Y +o00 = 811&100 h.(s) = 4o0. (1.44)

Agora, se s < 0, segue de (1.43) que

/0 du _ /0 du @
s 1+M s 1+Eguy0u5

5 du
_/0 1+ M ° _/ @/ 1+ M~ ha(s)'

lim h.(s) < lim =—o00 = lim h.(s) = —oc. (1.45)

§——00 s—w—o0 1+ M §—>—00

Assim,

Dessa forma, dado z € R por (1.45), existe s; € R tal que h.(s1) < z e por (1.44), existe
sy € R tal que z < h.(s2). Isto é,

he(s1) < z < h.(s2).

Entao pelo Teorema do Valor Intermedidrio, segue que existe ¢ € (s1, $2) tal que h.(c) = 2.
Portanto, h. é sobrejetora.

Assim, h. admite inversa h_'(s) e

() (helo) = 75 (1.46)

Além disso, note que tanto h. quanto sua inversa sio de classe C! pois g assim o é.

Defina

ro(tie) = yo(hs'(1),€) (L47)

De (1.46), segue que
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Oo(h(t,€)) = (h ") (he(1)) = (1.48)

Por (1.42) em (1.48), temos:
O(he(t) = 1+2g(tyo(t,2).<)

& O (h(h0),2) = 1+2g(h'(0), 00k (8),2), ).

Assim,
O(t,e) =1+ ¢g (Qo(t,e),xo(t, 5),5). (1.49)

E por (1.47), temos
zo(t.e) = wolho'(t).€)(h")' (t)

SOt 02e) s

1+ 29! (1), o(h (1), 2). <)

_ 6f<90(t75)=x0(t’6)76> ) (1 +8g(90(t75)>x0(t’5>’5))'

1+ 89(90(t7 5)7 $0(t7 6)7 €

Assim,

ah(t,e) = 5f<00(t,5),x0(t,5), 5> (1.50)

E também por (1.47), temos

wo(he(t), &) = yo (1 (he(t).2)) = wolt, ).

Portanto,
20(h=(0),€) = yo(0, ). (1.51)

Por hipétese, yo(t,€) é 2m-periddica, entao
T (hg(t + 27r),5> = yo(t + 2m,e) = yo(t, €).

Portanto,
%o (ha(%),e) = yo(27, €) = 10(0, ). (1.52)

De (1.51) e (1.52), segue que
T <h€(27r), 5) = x0(0, £). (1.53)
Agora considere

2m du
T(e) = he(2m) = /0 14 eg(u,yo(u,€), )
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Temos
T(0) = 27.

Pelo Corolério 1.2, segue que T é de classe C" e por (1.53), segue que

20(T(e),€) = 70(0, ). (1.54)
Do mesmo modo,
Oo(t,) = hT\(t) = 90<h5(t),5> - h;1<h€(t),5) — 1. (1.55)
Tomando ¢ = 27 em (1.55), temos
Oo(2m,€) = 00<h5(27r), 5) = 0p(T(e), ) = 2r. (1.56)

Agora tomando t = 0 em (1.55), temos

0o(0, ) = Qo(hE(O),e> — 0y(T(0),¢) = 0. (1.57)

Considere
ult,e) = (xo(t +T(e),€), 0o(t + T(e), 5)) - <u1(t, &), us(t, 5)) (1.58)
v(t,e) = <x0(t,5),90(t,8) + 27T) = (vl(t,a),vg(t,g)). (1.59)

Mostremos que u(t, ) e v(t, ) sio solucdes de (1.40). De fato,
U (L) = <u’1(t,5),u'2(t,s)> - <x{)(t+T(s),s),0{)(t+T(5),5)>.
Por (1.49) e (1.50), temos
Wt e) = <5f<00(t +T(e),€), xo(t + T(e), ), 5), 1+ 69(00(25 +T(e),€), xo(t + T(e), ), e))
= (e (ualt, v), wn(t,2),2),1 + 2g(ualt, v), w (1), 2) ). (1.60)

Do mesmo modo,
V(te) = (v;(t,g),vg<t,g)) — (xg(t,g),eg(t,a)).
Por (1.49) e (1.50), temos
V'(te) = <€f («90(15, ), xo(t, €), 6), 1+eg (QO(t, e),xo(t, €), 5))
E pela periodicidade de f e g na primeira variavel, segue que
V(o) = (=f (Golt) + 2 3o(t, ), ), 1+ 2g(Bolt, ) + 2m, mo(t 2), 2 )

- <€f(v2(t, e),v1(t,€), ), 1 + eg(va(t, €), va(t, €), 5)). (1.61)

Além disso,

u(0,€) = (xO(T(g),g),GO(T(g),g))
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e por (1.54) e (1.56), temos:
u(0,¢) = <ZL‘0(0,€),27T>.

E também como

v(0,¢) = (:co(O,&t),Go(O,g) + 27?),
segue de (1.57) que
v(0,¢) = (330(0,5),0 + 27r) = (wo(O,e),27r>.
Assim,

u(0,¢) = <a:0(0,5),27r> =v(0,¢).

Portanto, tanto u(t,e) quanto v(t,e) sao solugdes de (1.40) passando pela mesma condigao
inicial. Dessa forma, pela unicidade das solugoes, por (1.58) e (1.59), segue que:

ui(t,e) = xo(t +T(€),e) = zo(t,e) = vi(t, €)

ug(t,e) = Oo(t +T(e),e) = Oo(t, ) + 21 = vq(t, €).
Logo, u(t,e) = v(t,e)

Observacao 1.10 Caso tenhamos

f(s,y(s,¢),€)

y(s) = a+eg(s,y(s,e)e)

onde a #0 e
l:' = €f(9(t,€),y(t,€),6)
0 = a+eg(0(t,e),y(te),e)

o resultado anterior também ¢ wvdlido.
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Capitulo 2

Teoria da Média

2.1 Notas historicas

Este capitulo engloba os principais resultados da Teoria da Média. Para se ter uma ideia
dessa teoria, Newton, em meados do século XVII, propos o problema de N-corpos que consiste
em obter equagoes de movimento que possam descrever as trajetérias dos planetas no sistema
solar. Um fato curioso é que ele mesmo resolveu o problema para 2-corpos o que levou a
constatacao da teoria de trajetérias elipticas descrita por Kepler.

Naquela ocasiao, o estudo das equagoes eram tomados de forma isolada entre dois corpos:
o Sol e o outro corpo em questao. Posteriormente, percebeu-se que pequenos desvios de érbitas
ocorriam devido, por exemplo, a presenca dos outros corpos celestes bem como quanto ao
meio ao qual se encontram. Devido a percepcao dessa influéncia, o proximo passo seria obter
solugoes considerando os demais corpos em questao, a comegar pelo problema de 3-corpos e
isso era e ainda ¢é algo complicado. Varios cientistas propuseram uma formulagao para tal
problema, muitas vezes envolvendo formas engenhosas com grandes calculos numéricos, algo
extremamente complicado e geralmente sem o devido éxito.

Eis que no século XVIII, surge a teoria de perturbacao onde cientistas buscavam formas de
relacionar a teoria da gravitacao de Newton com movimento de planetas e satélites. Clairaut
entao dé os primeiros passos rumo ao que conhecemos hoje pelo Método da Média e, posteri-
ormente, Lagrange e Laplace nos fornecem uma forma aprimorada e mais clara deste método
que permite estudar, dentre varios outros, o problema de 3-corpos. Para isso, Lagrange propos
que uma perturbagao fosse feita na equacao do problema de 2-corpos.

Grosso modo, este método consiste em aplicar o Método da Variacao de Parametros para
escrever uma dada equacao na forma que denominaremos candnica ou padrao. Dessa forma,
obtemos um sistema mais simples que o primeiro, no entanto, a obtencao de solugao pode ser
tao dificil quanto antes. A fim de simplificar este ultimo sistema aplicamos o Método da Média
cuja ideia tem por base a expansao de Fourier que permite expressar uma funcao em termos
de senos e cossenos, e estas devido sua periodicidade, irao eliminar varios termos durante o
calculo de integracao dos coeficientes de Fourier o que torna mais simples nosso sistema de
equagoes. Apds o século XIX, esse método foi validado por Fatou, tem sido estudado e pode
ser encontrado em artigos de varios pesquisadores como Krylov, Bogoliubov, Mitropolsky, etc.
Para obtencao mais detalhada de tais fatos, o leitor podera consultar [15], pag 136, 137 e [14],
pag 337.
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2.2 Foérmula Generalizada da Variacao de Parametros

Para aplicarmos a Teoria da Média é necessario que o sistema esteja escrito em sua forma
candnica, no entanto, nem sempre isso ocorre. O teorema a seguir nos fornece uma forma de
fazer isto.

Defini¢ao 2.1 Seja U C R”, f : [0,400) x U X (—&9,80) — R™ onde f € Lipschitziana
com relagdo a sequnda varidvel. Diremos que o sistema & = f(t,x,€) se encontra na forma
canoOnica ou padrao sempre que

f(t,x,e) =cF(t,x,¢) (2.1)

onde F : [0, +00) x U — R"™ € de classe C* ou simplesmente f(t,x,0) = 0.

Teorema 2.1 Sejam U C R" aberto, f : R xU - R" e g: R x U X (—¢&p,&0) = R" fungoes
de classe C'. Se U(t,y) € fluzo de (1.33) e y(t) = ¥, ' (x(t)), entdo

&= f(t,z)+eg(t,z,e) (2.2)

é escrita como
y=ceq*(t,y,e), (2.3)

”(ums)]_ g6, UL,y (1)), ).

onde g* (ta Y, 5) = [%

Demonstragao:

De posse da Observacio 1.8, vimos que W, (z(t)) é inversivel e, por hipdtese, y(t) = U, (z(t)).
Dali,
z(t) = Wy(y(t)) = W(t, y(t))-
Derivando esta ultima, obtemos

7 (0) = D 1, y(e) + 2ty 0) 1),

Substituindo em (2.2), temos

ov ov

5 G y(0) + 5 y(0)y'(8) = F(8, W y(2))) +eg(t, Ut y(2))). ). (2.4)

v
Agora, do fato de ¥ ser fluxo de (1.33), segue que ov t, W (t,y)) = f(t,¥(t,y(t))). Dessa

025(

forma, segue de (2.4) que

g_i(t’ y()y (t) = eg(t, U(t, y (1)), e).

Vimos também pela Observagao 1.8 que 8_<t’ y(t)) é inversivel. Portanto,
x
y(t) =eg"(t,y, ),
. oW -
onde g (t7y>€) = %(t,y(t%{f) g(t7\1j(t7y(t))7€>
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O resultado anterior é uma adaptagao do argumento usado em [11], pdgina 9.

Corolario 2.1 Considere o sistema
T =A(t)r +eg(t, ), (2.5)

onde A(t) € M,,(R) € continua e g(t,x) € uma fun¢do diferencidvel nas varidveist e x. Se o(t)
¢ matriz principal do sistema @ = A(t)x e y(t) = [o(t)] *x(t), entdo

g = ele()] " g(t, o(t)y). (2.6)
Demonstragao:

Note que este é um caso particular da equagao (2.2), em que f(t,z) = A(t)x. Tomemos o
fluxo ®(t,y) = ¢(t)y de (2.5), onde y é um vetor n x 1. Entao pelo Teorema 2.1, temos

g =elp®)] gt 0 (t)y). (2.7)
Note que, se A(t) = A matriz constante, entao (2.7) reescreve-se como

g =ce Mgt eMy).

2.2.1 Exemplos

Considere o seguinte sistema
t+z=cf(x, ). (2.8)

Agora reescreva (2.8) como segue

(y) :Qﬁ(y) “(f(a?,w). (2.9)

A

No caso € = 0, considere o seguinte problema de valor inicial

T =1y
j——a
x(0) = ro cos g (2.10)
y(0) = —rgsen 1y,
onde ry # 0.
Sendo assim, os autovalores de A sao A\ = i e Ay = —i. O autovetor associado a A\; é

v; = (—1,1). Dessa forma a solugao

S() = €Mty = (cos(t) + i sen (1)) < o ) - < e ) +¢< e )

Assim, uma matriz fundamental X (¢) é dada tomando os vetores colunas de S(t), isto é,

X(t) = ( sent —cost )

cost sent
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Note que det X(0) = —1 # 0 e sua inversa é

Xl(t):( sent cost).

—cost sent

Assim, pela Proposicao 1.4 temos

A — X(HX1(0) = ( sent _COSt) ( B é) _ < cost sent ) (2.11)

cost sent —sent cost
Logo, a solugao geral de (2.8) é
x(t) cost sent a acost + bsent
_ - . (2.12)
y(t) —sent cost b —asent + bcost
Agora, pelas condicoes iniciais, segue que

a=2z(0)=rgcosyyy e b=1y(0)=—rysenty.

Portanto, substituindo os valores de a e b em (2.12), temos

( x(t) ) _ ( T COS g cOSt — 1o sen g sen t ) _ ( 1o cos(t + o) ) ' (2.13)

—T( COS g sent — rosen g cost —rosen (t + 1)

Assim, o fluxo de (2.10) em termos de coordenadas polares é

it o) = (o) (214)

—rsen (t + 1)
) _or (t+ ) (t+ )
[ cos(t+ —rsen (t +
A(r, ) (t, (r,¢)) = ( —sen (t +1v) —rcos(t+ 1) ) ’ (2.15)
0P - B cos(t + v) —sen (t + 1) -
[W(t’ (r w))} - ( _sen (iJF ) _COS(tr—i— ¥) ) : (2.16)

Dessa forma, aplicando o Teorema 2.1 em (2.9), temos

P\ cos(t + 1) —sen (t + ) 0 )17
(§)=c( Smicro et ) (crtraot o —rsentie gy ) 219

r
ou seja,

r = —esen(t+¢)f(rcos(t+ 1), —rsen (t + 1))

. cos(t + 2.18

b = = o costt ), —rsen (it 40) 219

Neste caso, também poderiamos ter usado o Corolario 2.1.
Exemplo 2.1 Considere a equag¢ao
i+x=e(—i+2?). (2.19)

Neste caso, f(x,2) = 2 — &. Para efeito de cdlculos iremos considerar v no lugar de r(t)
bem como ¢ em vez de ¥ (t). Note que
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f(reos(t+), —rsen(t+v)) = [r?cos®(t + 1) — (—rsen(t+1))]
= [r?cos®(t + 1) 4+ rsen (t +1))] .

Por (2.18), seque que

r= —€sen (t+ ) [r* cos*(t + ) + rsen (t + v))]
Y = — cos(t + 1) [7"2 cos?(t + 1) 4 rsen (¢ + w))}

Ou ainda,
= —¢ [rsen®(t + ) — r’sen (t + v) cos®(t + )]
{ )= —¢ [rcos®(t +1p) — sen (t + ) cos(t + )]

Note que este ultimo se encontra na forma canonica.
Os dois exemplos a seguir ilustram a aplicagao da técnica descrita pelo Corolario 2.1.
Exemplo 2.2 Considere novamente a equacao
i+ x=e(—i+2?).

Queremos escrever o sistema acima na forma canonica. Para isso, a reescrevamos da
sequinte forma:

{ =y . (2.20)

J=c(-y+a®)—z

(- DC)() e

Note que este sistema estd conforme & = Ax+eg(t, z,y) cuja matriz fundamental do sistema
nao perturbado (¢ =0) é dada por

sent —cost
o(t) = (

Isto €,

cost sent

Como foi visto no exemplo anterior,
At cost  sent
€ =
—sent cost,
(

67
At < cost —sent
€ —_=
sent cost,
Assim, tomando o fluzo do sistema ndo perturbado de (2.20), ®(t) = eY(t), onde
D4 (t) v (t)
O(t) = Y(t) = ,
0=(a ) < vo-(
temos

)= (s ()
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Ou seja,
Oy (t) = yi(t) cost + ya(t) sent (2.22)
Oy (t) = —y1(t) sent + yo(t) cost '
Entao, pelo Coroldrio 2.1, temos
Y = e Mg(t,eMY (1)), (2.23)
onde g(t, ™'Y (t)) = g(t, ®1(t), P2(1)) = (0, —Da(t) + VF(1)).
Isto €, o sistema escrito explicitamente em sua forma canonica €é:
U = —€ Sent[yl (t)sent — yo(t) cost + (y1(t) cost + yo(t) sen t)Z}
Yo = € cost[yl (t)sent — ya(t) cost + (y1(t) cost + yo(t) sen t)2]
Exemplo 2.3 Considere a equagao
i+ wir =eg(t,x,¢), w> 0. (2.24)

A expressao (2.24) pode ser reescrita em forma de sistema como seque

{jf" _ Y (2.25)

Y —w’zr +eg(t,z,y)’

(5)= (2 0) (5) = (aon )
y —? 0 )\ y glt,z,y) )
A matriz fundamental de © = Az, onde A = ( _2}2 é ) , € dada por

coswt sen wt
p(t) = ( ) :

—wsent wcoswt

ou equivalentemente,

A matriz principal e € obtida pela Proposicio 1.4, ou seja,

y sen wt
_ CcCosw
et =p(t)p ' (0) = ( w ) ;

—wsenwt coswt

sen wt
_ At coswt —
(& = w .
wsenwt  coswt

Tome o fluzo ®(t) = e'Y(t), onde
( @, (1) ) _( coser 2 ( n(®) )
®s(t) _wsenwt  coswl w(t) )

y2(t) senwt

sua inversa €

Isto €,

Dy (t) = y1(t) coswt +
w .
Oy (t) = —wy1 () sen wt + yo(t) cos wt
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Pelo Corolario 2.1 temos _
Y = ceMg(t, MY (1)),

onde g(t,e™) = g(t,®,(t), Py(t)). Ou mais explicitamente, obtemos o seguinte sistema na
forma canonica:

{m:—fi”gwﬁwﬁw»_
Uo = ewcoswt g(t, Py(t), Po(t))
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2.3 Principais resultados

Os trés resultados que compoem esta se¢ao formam a estrutura basica da Teoria da Média
para E.D.O.. O primeiro teorema nos mostra que é consistente estudar o sistema inicial via
sistema médio ja que as solugoes de ambos se aproximam. Dito isso, faz sentido entao estudar
existéncia de orbitas periddicas e estabilidade do sistema inicial por meio do sistema médio
e com isso obter informacgoes do sistema inicial como veremos no segundo e terceiro teorema
deste capitulo. As versoes aqui apresentadas podem ser consultadas na segao 11.8 de [15].

Definigao 2.2 Seja f : R x D — R", onde D = {x € R"; |z —xo|< a} CR", a >0, f €
continua e T-periodica na primeira varidvel. A média de f € dada por

1 /7
PO =7 [ rewi (2.26)
0
onde a varidvel y € mantida constante durante o cdlculo da integracao.

Definicao 2.3 A equacao
g=cf"(y), y(0) =10 (2.27)

¢ denominada equagao da média ou sistema médio.

Defini¢ao 2.4 Seja f: I x R" X (—eg,e9) = R™ continua com relagao at €  CR ex € D C
R™. Dizemos que:

(i) f(t,x,e) = O(e), se existe uma constante k (que independe det, x e <) tal que | f(t,z,e)|<
ke, para todo (t,x,e) € I x D x (0,&p].

1
(ii) f(t,x,e) = O(e) na escala de tempo —, se existem ki, ks > 0 que independem de e, tais

k
que | f(t,z,e)|< kie, para todo t € [O, —2}, re€Del<e<e.
3

2.3.1 Teorema da Média: solucoes aproximadas no caso perioédico

Seja U C R™ aberto, f:Rx U - R"e g: R x U x (0,60] — R. Consideremos o problema
de valor inicial
i =cf(t,x) +2g(t,x, ), x(0) = . (2.28)

Teorema 2.2 Considere o problema de valor inicial (2.28) e (2.27) onde z,y,xo € D = {z €
R”; |z — xo|< a}, t > 0 e cujas solugoes sao x(t,e) e y(t,e) respectivamente. Suponhamos que:

0
(i) as fungoes f, g e —f estao definidas, sao continuas e limitadas por uma constante M
(independente de €) em [0,00) x D;

(ii) g € Lipschitiziana em relagdo a x;

(i4i) f é T-periddica em t com média f°(x), onde T é constante e independe de e.

1
Entao, x(t,e) — y(t,e) = O(e) na escala de tempo —.
£
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Demonstracgao:

0 0
Por hipotese, D é aberto, f é diferenciavel e 8_f é tal que Ha—fH < M. Pelo Corolario 1.1,
x x

segue que f é Lipschitziana. Definamos u : R x D — R" como sendo

u(t, x) :/0 (f(s,x) — fo(x)) ds

As seguintes afirmagoes sobre u sdo verdadeiras:

(i) u(t,x) e a—u sdo T-periddicas;
T

(ii) sup |u(t,z)|= sup\u(t z)| e sup
0<t<T 0<t<T

t:v ’—Su )—
I telg Ox

oz

ou
(ili) wu(t,z) e = sdo limitadas.

ox

(i) Mostremos que u é T-periddica, isto é, u(t,z) = u(t + T, z),T,t > 0. De fato,
t+T
u(t+T,x) = / (f(s,.:t) — fo(x)) ds
0
t t+T
= [ Utso = Pa)dss [ (o) - ) ds
0 vor t
= u(t,7) +/t (f(s,z) = f(x)) ds

t+T
Para isso, vejamos que / (f(s, x) — fo(x)) ds = 0. Note que
t

/tHT (f(s,ﬂc) — fo(x)) ds = /tHT f(s,x)ds — /tHT £O(z)ds
= /tHT f(s,2)ds — f(x)T. (2.29)

Por (2.26), f°(z / f(s,x)ds. Segue de (2.29), que

/tt+T (f(s,2) — fx)) ds = /t+T f(s,z)ds — /Tf(ij)ds
(/fods+/ f(s,z)d ) (/fsmder/fsg; )

4T T
= f(s,x)ds—/o f(s,z)ds = f(s,x)ds —/O f(s+ T, x)ds

T T
t+T t+T
[ s [ plsads
T T
Portanto, u é T-periddica para todo (¢,z) € [0,00) X D.
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ou
Note que — também é T-perioddica, pois como

Ox
ult+T,z) = u(t,z), z€ D, tel0 00),

entao

0

5 au(t,ar:), re D, tel0,00).

U
x(t+T x) = e

(ii) Primeiramente, note que R = U [T, (n+ 1)T]. Seja t € R, entao existe n; € Z tal que
t e [nT, (ny + 1)T7, isto é, "
T <t<(n+10)T'enT<t<mT+T<0<t—-mT<T&t—nTecl0,T].
Assim, do fato de u(t, z) ser T-periddica, segue que u(t, x) = u(t—n,T, x) para algum n; €

Z. Dai, {u(t,z);t € R} = {u(t,z);t =t —n, € [0,T]}, isto ¢, Sup]u(t z)|= sup |u(t,x)].
t€(0,T
De modo andlogo, concluimos que sup )—(t, :L‘)‘ = sup ‘—(t x)‘
0<t<T Ox ter | 0T

(iii) Dado t > 0, pelo item anterior, existe ¢ € [0, 7] tal que

uta) =) = | (F(s,2) = £°))ds = / ' (s.x)ds - / ' Pw)ds

Usando a desigualdade triangular, temos

’/Otf(s,m)ds’qL‘/otfo(x)ds‘ S/Ot‘f(s,x)’ds—l—/ot’fo(;p)‘ds'

Como f é limitada por M, segue que

u@ z)| < /Mds+‘f0 ]/ds—MH(—/ F(s,2)dsli

< Mt+T/ ‘f(sa:)ds—Mt—i- /Mds
0

-1 _
= Mt+TTMt§2MT.

Assim,
lu(t, z)|= |u(t,z)|< 2MT.

ou _
Vejamos que — ¢é limitada. Seja t > 0, pelo item anterior, existe t € [0, 7] tal que

ox

u(t,z) =u(t,z) = /Ot (f(s,m) — fo(a:))ds

_ /Ot {f(s,x)—%/jf(s,a:)dt} ds.

Derivando ambos os membros desta tltima igualdade com relagao a x, usando a Proposicao 1.2
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e aplicando norma, temos

52

H/Ot(% (s,azz)als—l/T2 (s,x)dsH
(5o 7 [ 150 s

< Mt+MT < MT+ MT =2MT.

Considere a seguinte aplicacao H : [0,4+00) X D X [0,&1] = R", H(t,z,e) = z + eu(t, 2),
para a qual

OH

ou
az(tza)—l+€@ (t, z)

Pelo item acima, —u(t, Z)H < 2MT paratodot >0ez € D.

I3

0z
1

Tome 0 < & < ST Assim, 5”6—3(15,2))’ < 1 e pela Proposigao 1.3, temos H(t,z,¢e) =

8 OH
I+ €5 —(t, 2) inversivel, ou seja, det (8—(15, 2,5)) # O paratodot € [0,00), 2 € De0 < e < g.
2 2

Fixados t,e, defina H,. : D — R" por Hy.(z) = H(t,e,z). Dessa forma, det (H;_(x0)) # 0,
pelo Teorema da Funcgao Inversa 1.3, existe uma vizinhanca U de zy contida em D tal que a

restricao H;.| aplica U injetivamente sobre um aberto V' de R" e sua inversa é de classe c*.
U
t)), dai
(x(t)), da
z(t) = z(t) +eult, 2(t)) (2.30)
ou ou
_— Ui s 2.31
T Z+€6t(t z)+eaz(t,z)z (2.31)

Seja x(t) uma solucdo de (2.28), defina z(t) = H, !

t,e

Aplicando essa mudanca em (2.28), temos

i=cf(t,z+eult,2) +eg(t, 2 + eult, 2),€). (2.32)

Por (2.30) e (2.32), segue que

00, 2) e
z 58t , 2 Eaz

& {] + 5%@, z)} zZ+ 5%(75, 2) = ef(t,z+eu(t,2))+e*glt,z +eult,z),e). (2.33)

t,2)2 = ef(t,z+eu(t,2)) +e2g(t,z +cult, 2),e)

Por hipétese, f é C* e, pelo modo que estd definida, f°(z) também é C*. Assim,

ou 0
SH62) = 1(t,2) — £°62).

Substituindo esta tltima em (2.33), obtemos
[I + 5%(2&, z)} i o= ef(t,z+eu(t, 2)) +e%g(t,z +cu(t,2),e) — ¢ [f(t, z) — fo(z)}
= ef°2) +ef(t,z+eu(t,2)) —ef(t,z) +%g(t, z +eult, 2),¢). (2.34)
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Desse modo, temos

[I + €%(t, z)} =¢ef2) + R(t, 2,¢), (2.35)

onde
R(t,z,6) = ef(t,z +eul(t, 2)) —ef(t,2) + 2g(t, z + cu(t, 2),€).

Pela Proposicao 1.3, temos

<I+6%(t,z))l = [I — 5%(t,z) + &2 (%(t,z))2 + .-

Logo, por (2.35), segue que

. [Haa 0 z)]_l [e/%(2) + R(t, 2,¢)]

5
_ [1 g(t z)+62<%(t,z))2+

Além disso, verifiquemos as duas seguintes equagoes

[ef°(2) + R(t, 2,€)] - (2.36)

i) i(_nksk (%(zﬁ,z))k - gak = 0(e?

k=2

Mostremos que E ay € absolutamente ocnvergente. De fato, note primeiro que
k=2

Z|ak|— Z (2.)

o0
Vimos que 5H ( (t,2) > H < 1. Logo, g |ax| ¢ uma série geométrica de razao menor que

1 e, portanto, convergente. Como toda série absolutamente convergente é convergente,
o0

segue que E ay ¢ convergente e, portanto, limitada. Dessa forma, ponha
k=2

S (R) ==t (L)

k=2 k=2
o0 ou k
onde —1)keh=2 t,z é limitada e assim cumpre a definicdo de ser O(£?).
0z
z
k=2

(ii) R(t,z,¢e) = O(e?).
Primeiramente, vimos que f é Lipschitiziana com relacao a segunda variavel, considere
L > 0 a constante de Lipschitz, logo
|f(t,z +eult,z)) — f(t,2)|< Lz +eu(t, z) — z|< 2MT Le,
onde esta ultima desigualdade decorre do fato de que u(t, z) é limitada por 2MT.

37



CAPITULO 2. TEORIA DA MEDIA 2.3. PRINCIPAIS RESULTADOS

Agora,
|R(t, z,6)] = l|ef(t,z+eult,z)) —ef(t, 2) +eg(t, 2 + eult, 2),¢)|
< elf(tz+ult,2) — f(t,2)|+€|g(t, 2 +eult, 2), )|
< 2LMe* +&*M
= £C

onde C =2LM + M >0,t>0ez€ D.

Assim, reescrevemos (2.36), como segue

z= [I — 5%(1&,2) + ;(—1)’“(@’“ (%(t,z)) ] [ef°(2) + R(t, 2,¢€)] .

k=2

Usando os itens (7) e (i) acima, temos
: Ou 2 0
2 o= |I-— sa(t, 2)+ 0| [ef’(z) + R(t, z,¢)]

= ef%z2) + R(t,z,e) — SQ@Q, 2)f(2) + O(e?)

0z
0 2 Ou 0 2
= ef'(2) — e (t.2)f(2) + O(). (2.37)
2 Ou 0 ~ 4 2 . .
Observe que o termo 8—(15, 2) f7(z) da equagao (2.37) é O(e”), podemos entendé-la da maneira
que segue &
i =ef%2) +2R*(t, 2, ¢), (2.38)
onde
|R*(t,z,e)|< K, t e R, z€ D. (2.39)

Vamos mostrar que a solugao y(t) de (2.27) é uma aproximagao para a solugao z(t) de (2.38).
Isto é, z(t) — y(t) = O(e).

-
Para isto, considere a substitui¢do 7 = et = t = — em (2.38), isto é,
€

e (o (D) e (S (D)) 210

1
E ainda, faca ¢(7) = =z <Z> cuja derivada é ¢'(1) = =2 <Z>, isto é, 2/ <Z> = e¢'(7).
£ £

£ £
Substituindo em (2.40), temos

P(r) = F'(e(r) + 2R (Lop(n)e) , (0) = o

Portanto,
o) =zt [ 1)+ (2pls)e) ds (2.41)
0
Aplicando a mesma mudanca t = g em (2.27), faca Y(1) =y (g) e veja que sua derivada
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1
é(r) = gy' (g), isto é, ¢/ (g) = e¢)(7). Substituindo em (2.27), temos

U(r) = (7)), ¥(0) = =o.

Sua solucdo geral é dada por
T) =0 + /OT O (s))ds. (2.42)
Além disso, f° é Lipschitziana, pois
) - PN = |3 [ a5 [ v
= |5 [ [stt.o0 = ste.oona|

< 7 |1t = rular

Do fato de f ser Lipschitiziana, segue que existe L > 0 tal que

[F(t,0(5)) = f(t,9(s))|< Llp(s) = ¥ (s))],

1 [ 2ot - v
= oot —vie|y [

= Ljpls) = v(s))|

dai temos

[F2((s)) = £2(2(s))]

IN

Agora, de (2.41) e (2.42) segue que
(1) = (1) = <a:o+/ (% +€R* (s),g) ds)

e )

_ / P + R (2 0(5),€) = FW(s))ds

< [ >>|ds+s/T

E do fato de f° ser Lipschitziana e usando (2.39) em (2.43) segue que

R (g,go(s),s> ‘ds. (2.43)

o() —o(7)| < /OTLISD(S)—¢(S)|d8+6KT=€KT+/OTL|90(S)—¢(8)Id8- (2.44)

Seja h(1) = |p(s) — ¥(s)|, desse modo, reescrevemos (2.44) como segue

h(t) <eKt+ /T Lh(s)ds.

0
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Observe que a(7) = eK7 e (1) = L sao fungoes reais continuas onde f(7) > 0, V7 € R.

Assim, pela desigualdade de Gronwall, Teorema 1.11, temos:

h(t) < a(T)+/075(s)a(s)ef;5(r)drds

IN

eKT+ / LeK sels Lir s
0

= 5K7+/ L€KS€(T_8)LdS:€KT+€K/ Lse* e (s
0 0

= eKt+ €K€LT/ Lse™™ds = e KT + e Kel™ [—Te_LT S
0
eK el eK ;.
= €KT—€KT—T+€KT:T(€ —1>
Mas, h(1) = |¢(7) — ¥(7)], daf
K
() = ()< == (¢ =1), 0<e<e
K K
Agora, suponha 0 < 7 < k < 1. Assim, 0 < % (eLT — 1) < % (eLkl —
K
onde ky = f(elk1 — 1) e (2.45) fica

(1) = (1) < ko, 0<7 <Ky,
ou ainda,
p(te) —p(te)] < koe, 0 <te <k

Além disso, p(te) = z(t) e ¥ (te) = y(t). Portanto, por (2.46), segue que

k
12(t) — y(t)|< kae, 0<t< ?1

1
Isto ¢, z(t,e) — y(t,e) = O(e) na escala de tempo —.
5

—LT

L

L1
L

(2.45)

1) = koe > O,

(2.46)

Para concluirmos o resultado do teorema, precisamos mostrar que z(t,e) — y(t,e) = O(¢).

De fato,

‘:L‘(t, g) - y(tv 5)’ ‘I(t, 6) - Z<t7 6) + Z<t7 8) - y(t> €)|
|2(t,e) — 2(t,€)[+|2(t, €) — y(t, )]
leu(t, z(t))|+kee < 2MTe + koe

€(2MT—|— kg) = CE,

IN A

k
para0<t§—100m0<5§€OeC:2MT+k2.
€
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2.3.1.1 Exemplos

Os proximos exemplos ilustram a aplicacao dos dois tltimos resultados em que <:1:(t), y(t))

sempre ird representar a solucao do sistema inicial.

Exemplo 2.4 Considere a equagao

i+ x=¢e(—1+2?), (2.47)
para a qual consideramos f(x,t) = —i + 2°.
Pela mudanca de varidveis vista no Exemplo 2.1, obtemos o sistema em sua forma canonica
r= —€f1 (7”, ¢)
Y= —efolry)
onde
filrg) = r(t)sen®(t + (1)) +77(t) sen (t + (1)) cos®(t + (1))
= r(t)sen (t +1(t)) [sen (¢t + ¥ (t)) + r(t) cos*(t + ¥(t))]
e

fa(r, ) = sen(t +h(t)) cos(t +b(t)) +r(t) cos(t +(t))
= cos(t+(t)) [sen (t + ¥ (t)) + r(t) cos®(t + ¥(t))] -

Note que (fi(r,), fo(r,10)) satisfaz as hipdteses do Teorema 2.2, isto é, é 2m-periddica e tem
suas deriwadas parciais definidas e continuas. Além disso, considerando r limitada, temos que
(f1(r,1), fa(r ) também serd e sua média € dada por

2m+
1 ¥ )

f?(rv¢>:f?(r) = o rsen2s + r? sen s cos® sds
s
P

1 27+ 27+ 1
= — / rsen 2sds + / r? sen s cos® sds | = =r.
2 \Jy " 2

Enquanto que

2w
Rv0) = 580) = o [ sen (o wcoslt +0) + rcos’(e + v)de 0.
0

Como o sistema médio ¢ dado por y = ef°(y), y(0) = zo, temos

1
Ta = —aff(ra) - _€§Ta7 Ta = T<0)

&a = —5f20(7’a) = 07 %(t) = WO)

(2 ) - ()

Dessa forma, como as hipoteses do Teorema 2.2 foram satisfeitas, seque que

( 17/;((?) ) - ( zz((?) ) = O(e) na escala de tempo %

, (2.48)

cuja solucao é
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Isto €, existem ky, ke > 0 tais que

k
<r(t),¢(t))‘ <k ete [0, ?2} . Queremos mostrar que

x(t) za(t) ) .
( y(t) ) B ( Ya(t) ) = O(e) na escala de tempo -
Como x(t) = r(t) cos(t +1(t)), entdo x4(t) = rq(t) cos(t + 1, (t)) e:

2(t) —a(t)] = |r(t) cos(t +(t)) — ra(t) cos(t + a(t))|
= |r(t)cos(t + () — ra(t) cos(t + (1)) 4+ rq(t) cos(t + 1¥(t)) — ra(t) cos(t + 1, (t))|
< eos(t + o (6)] [(r(t) = ra(t)) |+ ]ra(t)] [cos(t + 1b(t)) — cos(t + a(t))], (2.49)

onde t € [0, @] )
€

Considere ¢ limitada. Pelo fato da funcao cosseno ser lipschitziana, seque que existe L > 0

tal que |cos(t + 1(t)) — cos(t + ¥, (t))|< L(t) — va(t)|. Além disso, r(t) —rq.(t) =0(c) ery €

k
limitada, digamos por M, para t € |0, —2} . Dessa forma, por (2.49) seque que
€
[#(t) = za(t)] < kre+ ML[Y() = a(t)]-
1
Agora, como |(t) — 1a(t)|= O(e) na escala de tempo —, seque que
£
|z(t) — x4(t)|< ke + M Lkie = (ky + kiML)e = Ke,
ko 1
onde t € |0, —=|. Logo, x(t) — z,(t) = O(g) na escala de tempo —.
€ €

Analogamente, como y(t) = —r(t)sen (t +1(t)), entdo y,(t) = —r.(t) sen (t +14(t)) e seque

pelo mesmo raciocinio empregado acima que y(t) — y,(t) = O(€) na escala de tempo —.
£

Exemplo 2.5 Considere a equagao
P4z =cf(x,1).

Usando a mudanca de varidveis vista no Exemplo 2.1, obtemos o sistema em sua forma
canonica

r= —esen(t+¢)f(rcos(t+ 1), —rsen (t + 1))

U = —;f(rcos(t + 1), —rsen (t + 1))

As respectivas médias fi(r,¢) e fao(r,1) das funcoes do lado direito da igualdade de cada
uma das equacoes acima Sao

2

R = 120) = 5= [ sen(t+0)fros(t +0), = sen i+ v))as
1 2T+
= o sen sf(rcoss, —rsen s)ds
P
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e, do fato de f ser 2mw-periddica em t, seque que

1 2w
(r) = o / sensf(rcoss, —rsens)ds.
T

Além disso, também temos

Rr) = ) = = / " cos(t + ) f(r cos(t + 1), —rsen (¢ + ))dt

21 1 24
/ / cos(s) f(rcos(s),—rsen(s))ds
e, novamente pelo fato de f ser 2m-periodica temos

1

f(r) = 27T/ﬂcos(zs)f(rcos(s),—7"sen(s))0l3.

Isto ¢, temos o sequinte sistema médio

To =

‘_5f?(ra)v Ta(o)
. g :
¢a _r_f20<w)7 %(0) = w(o)
a
Vejamos o exemplo acima em um caso mais concreto, para isto, considere a equacao de Van
Der Pol:

i+a=e(l—a%i.

Seja f(x,2) = (1 —x°)& e tome a mudanga de varidveis (2.22), de forma a obter
= —esen (t+v)f(rcos(t + 1), —rsen(t + 1))
= —;f(rcos(th@D),—Tsen(t—i—@/))) ,
1sto €,
i= —esen(t+v) [1—r?cos’(t+)(—rsen(t +v))]
) = —§ [1 =72 cos®(t + ) (—rsen (t +1))] |
ou ainda,
7= —ersen?(t+ ) —erisen?(t + 1) cos(t + )
. : (2.50)
Y = esen(t+)cos(t+ 1) —er’sen (t + ) cos®(t + v)
cujas médias sao dadas por

1 2m+p
) = fr) = 2/ rsen?s — r2sen ?s cos® sds =
T

1 1 1
g—§T3:§€T <1—1T2)

) = f(r) =

43



CAPITULO 2. TEORIA DA MEDIA 2.3. PRINCIPAIS RESULTADOS

Desse modo, temos o sistema médio

o = 1200 = gera (1= 322) @) =0

cujas solugoes sao

ra(t) = —— e a(t) = 1(0).
[1+ 1r2(0) (et — 1)]

=

Como (f1(r 1), fa(r,0)) estd sob as condigoes do Teorema 2.2, temos

(ZL((?)) - (;((’?)) ~ 0(e) na escala de tempo .

Por um argumento andlogo ao usado no exemplo anterior, seque que

( z(t) ) B ( Tq(1) ) = O(¢) na escala de tempo é

Ya(t)

Exemplo 2.6 Considere a equagao de Mathieu

T+ x = —2xccos2t
z(0) = x9, #(0) =0,

()= (5 o) (0) v ()

Note que este sistema é o mesmo visto no Exemplo 2.3 tomando w = 1, g(t,z,e) = —2x cos 2t
e a mudanca de varidveis, temos

reescrita como seque

U1 = 2esent(y;cost + yasent)cos2t, y1(0) = xg
Yo = —2ecost(y; cost + yasent)cos2t, y2(0)=0"

Considerando o sistema médio

{ Y1 = 6f12(y1a, Y2a),  Y1a(0) = Zo (2.51)
toa = f3 (Y1a:Y2a),  Y2a(0) =0
onde
Foas v2a) = f2(ya) = 5 2sent cos 2t(y14 cOSt + You sen t)dt = _§y2a
0
F2Wia o) = o y1a) = 57 | —2costeos (g cost + yausen )l = —5ua,
0
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por (2.51) temos

1
Y1a = —5592(1, yla(()) = To
1 Y
Y2a _5§y1aa Y24(0) =0
cuja solucao € dada por
1 1 1

( Y1a ) _| 7 0 ’ . (2.52)

Y2a

Assim, pelo Teorema 2.2, seque que

(30)= (20 ot o

Por um argumento andlogo ao utilizado no FExemplo 2.4, seque que

( (t) ) _ ( Y1a(t) > = O(e)na escala de tempo 1

y(1) Yoa(t) €
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2.3.2 Teorema da Existéncia de Orbitas Periédicas

Vejamos um resultado que serd utilizado na demonstracao do préximo teorema.

Proposicao 2.1 Seja U C R™ aberto e f : R x U — R", f é T-periddica em t e de classe C*.
Considere a equacao

i = f(t, ). (2.53)

Entao, x(t) é uma solucao T-periodica de (2.53) se, e somente se, x(0) = x(T).

Demonstragao:

[=] Como z(t) é uma solugdo T-periddica de (2.53), entdo z(t) = x(t + T') para todo ¢, em
particular para t = 0, temos z(0) = z(7T).

[<] Por hipétese, z'(t) = f(t,z(t)), entao
dt+T)=ft+T,z(t+T)) = f(t,z(t+T)), (2.54)

pois, f é T-periddica com relagao a t. Defina y(t) = x(t + T'). Note que y(0) = z(T) e, por
hip6tese, segue que x(T) = 2(0). Assim, por (2.54), temos y'(t) = f(¢,y(t)). Dessa forma, y(t)
é solugao de (2.53), pois a satisfaz e passa por y(0) = x(0). Sendo z(t) também uma solucao de
(2.53), segue pela unicidade de solugoes, que z(t) = y(t) = z(t + 1), ou seja, x(t) = z(t +T).
Logo, z(t) é T-periddica.

[ |
No teorema a seguir considere f de classe C* e g de classe C*.

Teorema 2.3 Sejam U C R" aberto, f :RxU - R" eg: R x U x[0,e9] = R™. Considere a
equacao

i =cf(t,x) +eg(t,z,¢). (2.55)
of o? 0
Suponhamos que f,g, a—f, 3_]; € 8_9 sao definidas, continuas e limitadas por M. Além disso,
r Ox x
suponha f e g T-periddicas com respeito a varidvel t (T independe de €). Se p é um ponto

0 0
critico da equacio da média, isto ¢, f°(p) = 0, e se det (ai(p)) # 0, entao existe uma
Y

solugdo ¢(t,e) T-periddica de (2.55) e hI% o(t,e) =p.
e—
Demonstracgao:

Assim como foi feito no Teorema 2.2, vamos aplicar a mesma mudanga de varidveis x(t) =
z(t) + eu(t, 2(t)) de modo a obter

i =ef%2) + 2R*(t,2,¢), onde R*(t,z,e) < K,t € R,z € U. (2.56)

Seja ®(t,z,¢) o fluxo de 2.56, pelo Teorema (1.15) sabemos que ®(t,z,¢) é de classe C".
Pela Férmula de Taylor com resto integral, temos:

O(t,z,6) = Do(t, z) + Py (¢, 2) + r1(t, 2, €), (2.57)
onde,
! *P
ri(t, z,e) = / (1-— s)@(s, z,s6) - e2ds = T (t, 2, €).
0
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Substituindo (2.57) em (2.56), temos

OL(t,2) + @ (t,2) + T (t, 2,¢) =
ef(®o(t, 2) + Pi(t, 2)e +°T1(t, 2,€)) + 2 R*(t, By (t, 2) + Py (L, 2)e + T4 (t, 2,€),¢).  (2.58)

Agora, como |R*(t, z,€)|< K, entdo e*R* (t, Dot 2) +e®(t, 2) + 1 (t, 2, €), €> = 0(e?).
Assim, por (2.58), segue que

Y (t,2) + @ (t,2) + T (t, z,¢) = e f* <<I>0(t, 2) +e®(t, 2) + 271 (1, z,a)) +0(?).  (2.59)

Considere a Férmula de Taylor para f* (@0(15, 2) +e®(t, 2) + 71 (1, 2, 5)) em ¢ = 0, isto ¢,

f0<CI>0(t, 2) 4 e®y(t, 2) + 2L, 2, g)) = FO(®y(t, 2)) + O(£2).
Assim, por (2.59) temos

OU(t,2) +e®(t,2) +F|(t,z,e) = ef’(Do(t,2)) + O(?)
= ef%(Py(t, 2)) +£2S(t, z,€), (2.60)

onde |S(t, z,€)|< c.

Por hipétese, 0 < e < ¢, fagamos € = 0 em (2.60). Desse modo,
Oy(t,2) =0 (2.61)
e podemos reescrever (2.60) como segue
e®(t,2) + 7, (t, 2,6) = ef*(Po(t, 2)) +£2S(t, 2, ¢).
Agora suponha ¢ # 0 e simplifiquemos a equacao acima por &, isto é,
O (t,2) + e (t, z,6) = fUPo(t,2)) +eS(t, 2,€).

Fazendo € — 07, temos
D (t, 2) = fO(Do(t, 2)).

Agora pela propriedade de fluxo sabemos que

®(0,2,¢) = z. (2.62)
Fazendo t = 0 em (2.57), temos
z=®(0,2,¢) = Dy(0,2) +®1(0, 2) + %7, (0, 2, €). (2.63)
Fazendo € = 0 em (2.57), obtemos
D0, z,6) = Pyt 2) (2.64)
Por este ultimo e (2.62), segue que
Dy(t, z) = 2. (2.65)
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Assim, por (2.63), segue que
(0, 2,6) = 2 +e®,(0,2) +°71(0, z,¢) = 2.

Dai,
e®,(0,2) + *71(0, z,€) = 0.

Simplificando esta tltima por € # 0 e fazendo ¢ — 07, obtemos
d(t,2z) = 0. (2.66)

Por (2.61), (2.65) e (2.3.2), (2.66), temos

(86372 o
€ (¢, 2) = fO(Do(t, 2))
{ e (2.68)

A solucao de (2.67) é ®g(t, z) = z. Substituindo em (2.68), reescrevemos

{ Oyt 2) = ()
$,(0,2)=0 ’

cuja solucio é @, (t, z) = tf°(2).
Assim, por (2.57), temos

O(t, z,e) = 2z + et fO(2) + °F1(t, 2, €),

onde 0 < t < T. Queremos mostrar que ®(¢,z,¢) é solucao T-periddica de (2.56), isto é,
precisamos que o fluxo atenda a condi¢ao da Proposicao 2.1, ou seja,

®(0,z,6) = D(T,z2,¢)
&2z = 24T 2) + (T, 2,¢)
S0 = eTf%%2) + it 2,¢).

Suponhamos ¢ # 0, dai, Tf%(z) 4 7, (t, z,€) = 0. Agora, definamos
H(e,z) = Tf%2) +eri(t, z,€).

Note que H é de classe C*, pois é soma de funcdes de classe C* e, ainda, H (0, p) = 0, pois por
hipétese f°(p) = 0. Além disso,

OH B of° or,

%(5,2) —TE(Z)—{—E%(t,Z,g) (§

oOH B af°

9, 02 =T ().

OH o (O » of° i
Observe que det < 5 (0,p)> = T" det ( o (p)> e, por hipétese, det (_82 (p) ] # 0, entao
det (%—H(O,p)) # 0. Sendo assim, H esta sob as condig¢oes do Teorema da Funcao Implicita
z
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1.4, isto é, existe um aberto V' C R contendo 0, um aberto Z C U contendo (0, p) e uma tnica
funcdo g : V — R" de classe C" tal que (g, g(¢)) € Z e H(e, g(g)) = 0.

Agora, do fato de H(g, g(¢)) = 0, temos
H{(e, g(€)) = 0 & ®(0,9(¢), €) = BT, g(¢), ).

Isto é, a condicao da Proposicao 2.1 é atendida sendo, portanto, ®(t, g(¢), €) solugao T-periédica

de

i =cf%2)+ R (1, 2,¢)
{ 2(0) = g(e) : (2.69)
Além disso, temos
lim ®(t, g(e),e) = ®(¢, ¢9(0),0) = O(¢,p,0) = p. (2.70)

e—0

Agora, como haviamos tomado a mudanca de varidveis x(t) = z(t) + eu(t, z(t)) e ® é solucao
de (2.69), temos

x(t,g(e),e) = ®(t, g(e),e) + eult, ®(t, g(e),€)) (2.71)

e tomando o limite, obtemos

limo(t,g(e),2) = lim |t (), ) + cult, @t g(2), )
= li_%q)(t,g(s),e)+£i_r>%5u(t,(1>(t,g(5),5)). (2.72)

Pelo fato de w ser limitada, por (2.70) e (2.72), segue que

limz(t, g(¢),e) = p. (2.73)

e—0

Note ainda que por (2.71), z(t,g(¢),e) é T-periddica ja que ® e u o sdo. Assim, z(t,g(e),¢) é
uma soluc¢ao T-periddica de (2.55) que satisfaz (2.73).
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2.3.3 Teorema da Estabilidade de Orbitas Periédicas

Teorema 2.4 Considere a equagao (2.55) e suponha que as hipdteses do Teorema 2.3 sejam
validas.

0
(i) Se todos os autovalores de a—(p) tém parte real negativa, entao a solugdo periddica ¢(t, )

de (2.55) € assintoticamente estdvel para € suficientemente pequeno.

0
(ii) Se um dos autovalores de a—(p) tem parte real positiva, entao a solug¢ao periddica ¢(t,€)
Y

de (2.55) € instdvel.

Demonstracgao:

(i) Conforme o Teorema 2.3, sabemos que existe uma solu¢do ¢(t,e) T-periédica. A fim
de provar que ¢(t,¢) ¢é assintoticamente estével faremos uso de dois teoremas que foram
enunciados anteriormente, a saber, Teoremas 1.7 e 1.8.

Pela Definigao 1.16, vimos que a linearizagao para (2.55) é dada por
j = Alt,e)y. (274)

onde
dg

Alt,e) = 5g—£(t, o(t,e)) + 82%(25, o(t,e),¢)

0
Ay
parte real menores que zero. Mostremos que todos os nimeros caracteristicos de (2.74)
tem norma menor que um.

Seja ®(t,y,¢) o fluxo de (2.74). Como A(t,e) é de classe C', pelo Teorema 1.15 segue
que ®(t,y,¢) também é de classe C* e pela Férmula de Taylor em ¢ = 0, temos

a qual vimos ser T-periédica em t. Por hipotese, (p) com todos autovalores possui

D(t,y,e) = Bo(t,y) +ePi(t,y) + 2 R(t,y, ), (2.75)

onde |R(t,y,e)|[< M com t € [0,T],y € B CR", B compacto e € € [0, .

Seja M (t,e) a matriz principal de (2.74). Pela Proposi¢ao 1.5, existe uma matriz nao
singular D tal que M(t + T,e) = M(t,e)D, cujos niimeros caracteristicos de (2.74) sao
os autovalores de D. Note que

M(T,e) = M(0,e)=1-D =D,

isto é, os autovalores de D sao os de M (T, ¢). Dessa forma, vamos obter M (T, ¢). Con-

sideremos para cada j € {1,...,n}, o problema de valor inicial
y=Alt,e)y
, 2.76
Lo (270
onde {ej,es,...,e,} é base candnica de R". Vamos obter a matriz principal M (¢,¢) de

(2.76) utilizando (2.75), isto é, vamos calcular ®(¢, e;, ). Denotemos

®(t,eje) = Do(t,e;) +edi(t,ej) +*R(t, ej,¢)
= Do(t) +ePi(t) + O(e?). (2.77)
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Como ®(t,e;,¢) é o fluxo de (2.76), entdo o mesmo o satisfaz. Isto é,

B (1) + £ (1) + O'(2) = A(t,€) [®o(t) + Py (1) + O(?)] (2.78)

r(t,y,e)|< ¢, t € [0,T], y € Bee € [0,e). Sendo assim, O'(e?) = '(t,y,e) = O(e?).
Para reduzir notagao, vamos denotar O(e?) por O(g?).

Agora, por (2.78) e pelo comentario feito acima, temos

Dy(t) +e®)(t) + O(%) = A(t,e) [Po(t) + eP1(t) + O(e%)]

- ¢ {%(t b(t,e)) + g%(t, o(t,e), 5)} [@o(t) + @1 (t) + O(?)]

~ %(t,qﬁ(t,o» +0(5)} [Bo(t) + c@1(t) + O], (2.79)

0
onde na ultima igualdade foi usada a Formula de Taylor em € = 0 para o termo —f(t, o(t,e))+

oz
5%(15, o(t,e),e). Pelo Teorema 2.3, vimos que lir% ®(t,€) = p. Assim, reescrevemos (2.79)
como sendo
/ / 2 8f )
_of )
= 5%(75,?)@0(15) + O(e7). (2.80)

Por hipétese, € € [0, g9]. Fagamos ¢ = 0 em (2.80), dai temos

() =0 (2.81)

e por (2.80), temos
of

e®\(t) +O() = S

(t.p)Do(t) + O(c?).

Suponhamos ¢ # 0, dessa forma, temos

B(1) + 0(2) = 52 (1,5)20(0) + O(c).
Fazendo € — 01 segue que
/ of
Py(t) = 5 () Po(t). (2.82)

E ainda,
D(t,ej,e) = Do(t) + ey (t) + O(?).

Pela propriedade de fluxo, ®(0, e;,¢) = e;, dai temos

®(0,ej,e) = Po(0) +e®1(0) + O(e?)
Sej = Dy(0) +eP,(0) + O(e?).

'A principio O'(?) e O(e?) sdo utilizadas apenas para distinguir uma da outra, no entanto, possuem o
mesmo sentido da notagdo O(e).
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Tomando € = 0, obtemos

Assim,
€; = €j + 5@1(0) + O(€2> -~ 6(1)1(0) + 0(62) =0
& e®(0) +*P(t,y,e) =0,
onde |P(t,y,e)|< k e suponha e # 0. Dai segue que
®,(0) +eP(t,y,e) = 0.
Fazendo € — 07, temos
0,(0) =0 (2.84)
Por (2.81) e (2.83), (2.82) ¢ (2.84) temos os seguintes sistemas
Po(t) =0
2.85
{ @0(0) =€ ( )
e of
!/
{ (1) = 5-(t.p) - Do(t) (2.86)
)
Resolvendo (2.85), obtemos
t
0
onde a tltima igualdade se deve a condicao inicial de (2.85).
Substituindo a solugao obtida do sistema (2.85) em (2.86), temos
of
/
{ ®y(t) = 5-(t.p)ej (2.88)
®,(0)

cuja solucao ¢é dada por

t ta ta
/Oq)/l(s)ds— 0 @—i(t,p)fjds@@l(t)—@@)/o Lt p) - esds.

ox

Pela condigao inicial, ®1(0) = 0, segue que

taf
@1@) = ; a—x(t,p> ’ede.

Por fim, obtemos a equacao que descreve (2.77), isto é,

O(t,ej,e) =e;+¢ {/t %(s,p)ds} ce; + Oj(sz).
0

(2.89)
E que, portanto, descreve a matriz principal M (t,¢)

M(t,e) = [ ®(t,e1,e) P(t, e2,¢) ®(t,en,¢) |- (2.90)
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(i)

Mas,

0 a 80 Ta
/fsxds@—x@):ffo O (s, phds e T (p) = /08—£<s,p>ds,

assim, por (2.90), segue que

o 0
M(t,e)=1+¢ (Ta—( )+ O(a)) : (2.91)
x
0
Por hipotese, todos autovalores de a—(p) tem parte real negativa, entao pelo Teorema
x

90
1.7, existe e1 > O tal que 0 < € < ¢ e Ta—(p) + O(e) também possui todos seus
x
autovalores com parte real negativa. Além disso, pelo Teorema 1.8, segue que D tem
todos seus autovalores com norma menor que 1. Isto é, os nimeros caracteristicos do
sistema linearizado (2.76) possuem norma menor que 1. Dessa forma, estamos sob as
hipéteses do Teorema 1.16, onde (i) nos garante que ¢(t,e) é uma solu¢ao periédica
assintoticamente estavel.
0
Por hipotese, um autovalor de a—(p) tem parte real positiva, entao pelo Teorema 1.7,
x
0
existe e > 0talque 0 < e < ey e Ta—(p) +O(e) também possui um autovalor com parte
x
real positiva. Agora, pelo Teorema 1.8, segue que D tem um autovalor com norma maior
que 1. Pelo item (%) do Teorema 1.16 concluimos que ¢(t, <) é uma solucao instavel.
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Capitulo 3

Aplicacao da Teoria da Média ao
Péndulo Amortecido

Nosso intuito sera estudar a equacao do movimento do péndulo por meio do Método da
Média. Baseamos este estudo no artigo [10]. O péndulo consiste de uma massa m pendurada
por um fio de comprimento [ fixado em um ponto O como ilustra a figura abaixo. A figura
também exibe a decomposicao das forgas que compoe o sistema.

Q

P

Uma motivagao para tal estudo é o relégio de péndulo. Este dispositivo foi estudado por
Galilei e sua invencao foi patenteada por Huygens por volta de 1656. O principio de seu funcio-
namento é baseado na transformagao de energia potencial gravitacional (no caso de relégios de
péndulo com mecanismo de peso) ou energia potencial elastica (no caso de relégios de péndulos
com mecanismo de mola) em energia cinética. No entanto, em ambos os casos, é necessario
que de tempo em tempo os pesos sejam elevados (no primeiro caso) ou que seja dado corda (no
segundo caso) para que o relogio funcione continuamente, ou seja, este processo nao é vidavel por
depender da for¢ca humana periodicamente. Posteriormente, a forca humana foi substituida por
baterias que mantém o sistema funcionando o que o tornou mais comodo. Todavia, a bateria
¢é consumida pelas forcas dissipativas do sistema, sem elas o relégio de péndulo funcionaria
incessantemente baseando-se apenas na conservacao da energia, ou seja, o relégio de péndulo
seria ideal: teria um periodo T" constante e oscilaria eternamente com este periodo. Além disso,
as forcas dissipativas também causam desgastes das pecas fazendo com que ao passar dos anos
o relégio se torne menos preciso, causando atrasos.
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CAPITULO 3. APLICACAO DA TEORIA DA MEDIA AO PENDULO AMORTECIDO

Entao como obter um relégio de péndulo que se aproxime do ideal? Para responder a
esta pergunta, vamos considerar o sistema perturbado da equacao do movimento do péndulo
e, impondo determinadas condigoes, obteremos solu¢oes para o mesmo de forma que esta se
aproxime da solugao periédica (caso do péndulo ideal: em que nao hé forgas dissipativas).

De agora em diante, estaremos interessados em estudar o movimento do péndulo.

Se soltarmos o péndulo com determinada amplitude 6, ele ird oscilar até atingir o repouso
(0 = 0). Isso ocorre devido as forcas dissipativas que nao permitem que o péndulo oscile inde-
finidamente. Devido a esses fatores, seu movimento é denominado oscilacao amortecida.

Observando a figura e aplicando a segunda Lei de Newton, temos: F, — P, = ma, onde «
é a aceleragao angular dada por a = 16 e F;, € a for¢a amortecedora a qual estamos supondo
ser proporcional a velocidade angular 6 e cujo sinal negativo decorre do fato de que a forga
dissipativa sempre se opoe ao sentido da velocidade.
Assim,

F,— P, =ml0 < —kf —mgsent = ml < 0 = ——ZG — %sen&,
m

ou ainda,

0 = —asen 6 — b, (3.1)

onde a,b > 0 e b é um coeficiente de amortecimento pequeno.
Note que a equacao acima pode ser escrita em forma de sistema fazendo z = 6 e y = 6, isto

{ =y (3.2)

é,
Yy = —asenz — by

Vamos estudar o comportamento deste sistema. Para comecar, note que (0,0) é ponto de
equilibrio de (3.2) e, portanto, o sistema linearizado é dado por

= Az, (3.3)
onde z € R?, f : R? — R? dada por f(z,y) = (y, —asenx — by) e

af (0 1
A=oa-( 0 1),

—b—Vb? —4a N = —b+b? —4a o
N 2

Os autovalores de A sao dados pelas raizes A\ = 5 e Ay

polindmio caracteristico p(A) = det(A — AI) = A* + b\ + a. Analisemos o comportamento da
solugao de (3.3) préximo ao ponto de equilibrio (0,0) avaliando o sinal dos autovalores de A
em dois casos como veremos a seguir:

1° Caso: A >0 < b* > 4a. A desigualdade b* > b* — 4a é sempre valida, pois a > 0. Logo,
b > Vb? — 4a, isto é, ambos autovalores A\; e Ay sdo negativos e, neste caso, (0,0) é nd
atrator.

2° Caso: A < 0 < b? < 4a. Neste caso ambos autovalores A\; e Ay sd0 nimeros complexos

cuja parte real —3 é sempre negativa ja que b > 0. Portanto, (0,0) é um foco atrator.

Observacgao 3.1 Se b = 0, entdo ambos autovalores A1 e Ay sdo numeros complexos ima-
gindrios puros. Dessa forma, (0,0) € chamado centro.
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CAPITULO 3. APLICACAO DA TEORIA DA MEDIA AO PENDULO AMORTECIDO

Este estudo do sistema linearizado da equacao movimento do péndulo diz que em condigoes
de soltura préoximas a origem, o péndulo tende a origem, ou seja, ao repouso.

Nosso objetivo sera estudar o sistema de forma que a solugao seja periddica nao estacionaria
na origem. Para isso, considere a equagao perturbada

0 = —asenf —bd +cf(t,0,0) +<2g(t,6,0) (3.4)
onde f, g : R* — R satisfazem as seguintes condicoes:
(i) f e g sdo de classe C%;
(ii) f e g sdo 2m-periddicas em 6;
(i) f e g sdo T-periddicas em t;
(iv) f(t,0,0) = 0.

Quando o par de fungoes (f,g) satisfizer todos os itens acima, diremos que este cumpre as
condigoes basicas. Iremos introduzir uma mudanga de varidveis em (3.4) e em seguida apli-
caremos a Teoria da Média.

Considere a seguinte mudanca de variaveis

0 = eg. (3.5)

Esta é a condicao de angulo pequeno. Introduzimos também a condicao de dissipacao pequena
dada por

b = ¢eb. (3.6)
Usando (3.5) e (3.6) em (3.4), obtemos

sen (e¢)
€

(% = —a - B€¢ + f(ta 5¢7 €¢) + €g<t7 €¢> €¢) (37)

O Lema a seguir permite reescrever a equagao (3.7) de modo a facilitar nosso estudo sobre
a mesma.

Lema 3.1 Existe uma fun¢ao r(t, ¢, b, g) T-periddica, de classe C" tal que (3.7) € escrito como

$=—ap+e [go(t) + [i(t)p + (fot) = D)o| +r(t, 6, 9, €), (3.8)
onde go(t) = g(¢,0,0), fi(t) = %(t,0,0) e fo(t) = %(t,0,0).

Demonstragao:
Defina h : R — R, h(s) = F(t, ¢, $, s),

F(ta ¢> éa 8) = —(IC(S, ¢) - Z_)S¢ + f(t? 8¢7 S¢) + S.g(ta 8¢7 3¢)7 (39)

onde
sen (s¢)

<<s,¢>={—s o se 570
o, se s=0
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CAPITULO 3. APLICACAO DA TEORIA DA MEDIA AO PENDULO AMORTECIDO

¢é de classe C'™°, pois pela Formula de Taylor em torno de 0, escrevemos

(s ¢) (s¢)° o (s9)* !
Portanto, temos
2¢3 4¢5 . S2n¢2n+1
C(s,0) =0 — i S .+ (=1 m—i— (3.11)

de classe C*°. Agora, pela Formula de Taylor com resto integral para h em s = 0, temos

: : 9 . 1 o2 .
F(t,¢,¢,e) = F(t,0,$,0) + Ea—f(t,qﬁ,gb,()) + 52/0 (1 —u) 9 ];( t, ¢, b, ue)du. (3.12)

Das hipoteses, obtemos

F(t,¢,6,0) = —a¢ + f(t,0,0) = —a¢ (3.13)
o que nos fornece
Gelt:0.603) = —0(5.0) =Bt | 5L{t50.50) + L (0.50.50) 0+ G 0,30.50) ]
0(t50.50) +5 | G010:56.56) + G(0.50.50) 0+ 520.50.50) 8]
Assim,
OF N T of
G060 = o | L0000+ 50.0.08] +ge.0.0
= fi(t) + (f2(t) — D) &+ go(t). (3.14)
Por fim,
82 2 8 . .
T (.:0,6.5) = —a05(5,0)+ g [1(1.56,50) s glt,50,50)] . (315

Logo, por (3.13), (3.14) e (3.15), temos

Fleti0.0) = = aoe [0+ () =B) o+ mlt)] +¢* | 1w —a(Zs.0)

+ % [f(t, s¢,50) + s g(t, s¢, 5¢>]

s:us}du. (3.16)

} du.

Note ainda que r é T-periddica em t, pois o integrando assim o é. Além disso, o integrando
satisfaz as hipéteses do Corolario 1.2. Portanto,  é de classe C'.

0,69 = [ 0= w0 (5506.00) + 25 [1t0.5) + s gt 50.50)] |
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CAPITULO 3. APLICACAO DA TEORIA DA MEDIA AO PENDULO AMORTECIDO

Vamos assumir que a seguinte condicao é valida

_ 2pm
=

onde p € N,p > 1. Esta é denominada condicao de ressonancia.

T

Teorema 3.1 Considere o sistema (3.4), onde o par (f, g) satisfaz as condi¢oes bdsicas. Sejam

2pm
T= il e M uma matriz 2 X 2, cujas entradas sao

Va

M, = —gl_)—i— %/OT sen v/at (_cos\/aatfl(t) + sen \/Eth(t)> dt,

e = 1 SRV con Vatfy () — Vacos Vatfy(t)) di.

a

1

My = f/o cosv/at (—cosvat fi(t) + Vasenvafa(t)) dt e

My, = %l_)jt % /T cos v/ at (— Ser\l/_\a/atfl(t) — \/acos \/Eth(t)) dt.
0

Se det M # 0, entdo (3.4) admite uma solugdo 0(t,e) T-periddica tal que

lim (9(0,6),9(0,@) — (0,0).

e—0

Demonstragao:

Pelo Lema 3.1, estudar (3.4) equivale a estudar (3.8). Para isto, vamos escrever o sistema

(3.8) em sua forma canoénica. Fazendo x = ¢ e y = ¢ em (3.8), obtemos

&Jl (o )&Q+< sot) 0 1 (1) B )*( 00, )

/ TV
X A X F(t,X) R(t,X,€)

Note que o sistema estd escrito na forma

X = AX +¢[F(t,X) +eR(t, X, e)].- (3.17)

G(t,X,e)

Vamos obter a solucao do sistema nao perturbado, isto é, de X = AX. Os autovalores de
A sao A\, = Vai e \y = —/ai. O autovetor associado a A\; é u; = (—i,+/a). A solucao é dada
por

L oat ) =i\ sen+/at ) — cosat
X(t) = eMuy = ( cos\/Et—i—zsen\/&t)( \/5>_( \/Ecos\/ﬁ>+l( Vasenvat )
Logo, uma matriz fundamental Z(t) é dada tomando os vetores colunas da matriz X (t), isto é,
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20-( ol i)

Note que det Z(0) = 1 # 0. Entao pela Proposi¢ao 1.4, a matriz principal

1
At 1 sen \/Et — COS \/515 0 —
e =2Zt)Z2(0) = ( Jacosat +/asen~/at > ( , \{)E )

sen /at
( cos v/at Ja ) (3.18)

a
Vasen+/at cos+/at

Pelo Corolario 2.1, o sistema (3.17) é escrito na forma canonica

Y = e MG(t, ey, ¢),

onde Y (t) = ( n(t) ) , ou ainda,
(1)
Y = e [F(t,e"Y (1) + eR(t,eMY (t),¢)]

= ce ME(t, MY (t) + 2 MR(t, MY (1), €). (3.19)

Das propriedades de F' e G segue que (3.19) é T-periédica. Temos que
sen \/at
@(t) _ eAtY(t) o ( 2183 ) _ COS \/at \/a ( ylgg )
2 —Vasen+/at cos+/at Y2
sen y/at
_ ( cosv/at yy (t) + 7 yo(t) ) (3.20)

—Vasen Vat yi(t) + cos vat y»(t)

e também que

sen \/at
_ At - cos \/at — 0 _
o ( Jasenvat  coss/at ) (o0 + Ao+ () =Pt )
sen \/at 7
B ( - [90(t) + FL )DL (2) + (folt) —_b)%(t)] ‘ (3.21)
cosv/at[go(t) + f1(t)P1(t) + (fa(t) — b)Po(t)]

Substituindo ®(t) e $5(t) de (3.20) em (3.21), obtemos
e ME(t, ®1(1), P2(t)) = D(t) + E(t)Y (1),

onde
_ seny/at
Vva
cos v/atgo(t)

9o(t)
D(#) =
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CAPITULO 3. APLICACAO DA TEORIA DA MEDIA AO PENDULO AMORTECIDO

seny/at [ cos /m seny/atr  sen,/at
| Vatht) =7 R £
+Vasenvat(fo(t) =B)| = cosv/at(fa(t) =)

cos \/at [ cosvafi(t) cos v/at [ Ser\l/_\/_t fi(t)

—Vasenvat(f(t) =) cosVat(fult) )

Sendo assim, temos que o sistema médio é da forma

. 1 (T
7 =¢eF°(Z) = e / e MEP(t, Z)dt = (MZ — V), (3.22)
0

onde M é dada por

&
]
3

Mll =

- ( — cosVafi(t) + VasenVat(fo(t) — 5)>dt

)
3
N

B
S~
4
g
R

[
|
N | S0
+

(\W]
55
S—

5

sen v/at (—COS\/\_C{at fi(t) + sen \/Etfg(t)> dt

v
]
3

M12 =

5%
S~
N

Va seny/at sen +/at
Va <_ va

sen /at
a

Fi(t) = cos v/at(fo(t) — 5)) it

( — sen+/atf(t) — acos \/Etfg(t)> dt

)
3
N

I
B
S~
o

My = " cosvat (cosvat fi(t) — Vasenat(f>(t) — b)) dt

)
3
N

B
S~
s

v
S
3

cosv/at (cosvat f1(t) — v/asen/at f>(t)) dt

I

55

S~
5

v
I3
3

cos v/at ( Ser\l/_\a/&t f1(t) + cosat(fo(t) — 5)) dt

V)
3
3

=

[
B
S—
g

2pm

Y cos Vat ( ser\l/_ft fi(t) + cos \/Etfg(t)) dt

o
N

I
N | S
_l_

B
S—

i _2£/f sen\/_t

1) .
| E cz(2)

\S

e OF°
Como F°(Z) = T/ e MF(t,Z)dt = MZ — V, entao 8_Z(Z) = M para todo Z € R?.
0

Seja p o ponto de equilibrio de (3.22), isto é, F°(p) = 0 se, e somente se, Mp — V = 0.
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FO
Por hip6tese, det M # 0, entdo p = M 'V e det <%—Z(p)) = det M # 0. Dessa forma, pelo

Teorema 2.3 existe uma solucao Y (¢, ) de (3.19) que é T-periddica e lin(l) Y(t,e) = p.
e—

Assim, ®(t,e) = eMY (¢, ) é também T-periddica e

lim ®(0,¢) = ll_I)I(l) Y (0,¢) = p.

e—0
Além disso, X (t,e) = ®(t,¢) é solugao de (3.17) onde X (0,¢) = (2(0,¢),y(0,¢)) e como

lim ®(0,¢) = p,

e—0
entao

lim(z(0,¢),y(0,¢)) = p.

e—0
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Como haviamos tomado a mudanga de varidveis 0(t,e) = e¢(t,€) para escrever (3.8), dessa
forma, (6(0,¢),0(0,¢)) = e(z(0,¢),y(0,¢)) é T-periddica e

lim(A(0, ), 0(0,¢)) = lime(z(0,&),y(0,¢)) = 0-p = (0,0).

e—0 e—0

Para estudar a estabilidade da solugao (¢, <), vejamos o seguinte corolério.

Corolario 3.1 Considere (3.4), onde o par (f,g) satisfaz as condi¢oes bdsicas. Além disso,

of B _ of _ _ R
80(t 0,0) = fi(t) = C1 e ﬁ(t,0,0) = fo(t) = Cy com (C1,C2) # (0,0).

Entao existe uma solugao T-periodica 0(t,c) de (3.4) tal que hm(Q(O £),6(0,¢)) = (0,0).

suponhamos que

Demonstragao:

Por hipétese, fi(t) = Cy e fo(t) = Cs. Logo,

B \/_ _ cosyat b
My, = -5 2]'7 sen\/at NG Cy + sen/atCy | dt = =Cs 3

l\DI»—t

N t 1
My = va sen /a (—sen/atCy — vacosatCs) dt = —2—C’1,
0 a a

2pm

2pm

My = i fcos\/_t(cos\/_tC’l \/Esen\/atC’g)dt:%CI e

_ Va _
b a [ sen y/at 1 b
Moy = §+2]%r i COS\/_t( \/\_/_Cl+cos\/_t02> 502—5
Portanto,
1 - 1
s (Ca—b —-Ch 1 2
M = 2( ) 1 2a :detM:Z((Cg—b) C>
a

50 (D)
Agora, por hipétese, (Cy,Cy) # (0,b), ou seja, det M # 0. Como p = (0,0) é ponto de
equilibrio de (3.4) e det M = det (%—FO(O,O)) # 0 segue pelo Teorema 3.1 que existe uma
solugdo 0(t,e) T-periddica de (3.4), tal que hm(Q(O £),6(0,¢)) = (0,0). Observe também que

os autovalores de M sao dados por

p) = A2 (CQ—b))\+1[(Cg—b) Cﬂ:o

er = &b, G

2 2a
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Cy—b _
Note que Re()\) = % Dessa forma, se Co — b < 0, pelo item (i) do Teorema 2.4,

segue que 6(t,¢) é assintoticamente estavel. E, caso contrério, se Cy — b > 0, segue pelo item
(i1) do Teorema 2.4 que 6(t,e) é instavel.

Exemplo 3.1 Para ilustrar um pouco mais a teoria, considere novamente a equagao (3.4),

colocando a =1, b =¢, f(t,0,0) =0 e g(t,0,0) = sent. Como a—g(t,0,0) = a—‘g(t,0,0) =0,
1- - —

seque que C1, = Cy = 0 e det M = _ZbZ # 0, pois b =¢cb eb = ¢, ou seja, b = 1. Logo,

1
det M = 1 # 0 e, pelo Coroldrio 3.1, seque que (3.4) admite solugcdo T-periddica 0(t,e) tal
que lim 6(t,e) = 0.
e—0

63



Capitulo 4

Aplicacao da Teoria da Média ao
Problema Lunar de Hill Regularizado

Neste capitulo veremos uma aplicagao do Método da Média para caso especifico do problema
de 3-corpos em que Hill foi o principal contribuinte. Para este caso, se estuda o movimento da
Lua considerando a agao exercida pela Terra e pelo Sol. Este estudo foi baseado no artigo [8].

Definicao 4.1 Um sistema Hamiltoniano € aquele que possui 2n equacoes diferenciais or-
dindrias da forma

. OH
(4.1)
. OH
onde H(t,q,p) é chamado de Hamiltoniano e é uma funcao diferencidvel no aberto W C
R x R® x R". Além disso, p = (p1,---,pn) € ¢ = (qu,-..,q,) Tepresentam respectivamente:
posicao e momento e sao chamadas varidveis conjugadas.
De forma geral podemos representar um sistema Hamiltoniano como sendo
2= JVH(2), (4.2)
onde,
0H
821
I
z:(q>,J:<O )eVH: : (4.3)
P —I 0 oOH
az?n

sendo 0 a matriz nula e I a matriz identidade, ambas de ordem n.
O resultado a seguir nos diz que H ¢é sempre constante ao longo de cada solugao de seu
sistema Hamiltoniano.

Proposicao 4.1 Seja W C RxR" xR" ¢ H : W — R o Hamiltoniano de (4.1). Entdo H ¢
constante ao longo de cada solugao de (4.1).

Demonstragao:
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Mostremos que a derivada de H é nula qualquer que seja t € R. De fato,

3_H((t) (t))_a_H-+3_H-_5_Ha_H+5_H OH
g WP =5 4T 5 P T 5 e T ap

Assim, H é constante para todo t € R, o que nos permite escrever H(q(t), p(t)) = H(q(0),p(0)),
ja que H(q(0),p(0)) é uma constante.

Estamos interessados em estudar o seguinte Hamiltoniano que aparece no estudo do pro-
blema de 3-corpos em Mecanica Celeste.

1 1 1
Hpa(21, 20, 3, 24) = =(22 + 22) 4+ 023 — 104 — ————= — 2> + —22. 4.5
Hll(l 2 3 4) 2(3 4) 243 144 \/m 1 22 ( )
O sistema Hamiltoniano é dado por
T3 + Tg
Iy
T4 — 1
Tg
_ x
) - Ty — ! 3 + 214 (4 6)
3 (#] + 23)*
: x
T4 —T3 — 2 -

(2 + 22)?

Agora consideremos a seguinte mudancga de varidaveis em (4.5)

(2)-010)
()=20 () s

onde (x1, z5) e (x3, x4) representam posi¢ao e momento respectivamente e r = /22 + y2. Assim,

4w + 293 + 2y2>

22 + y2
z
—du + 2%z + 223

y 24y’
W 2uyt + (—=8y° + 4w? + 4u? — 2) z + duy?2? — 12123 + 2uzt + 427

(12 +22)°
U

(—4w? — 4u? + 2) y + 2wy — 4y" + 4wy?2? + (1293 + 2w) z* + 8y2°

(2 + 22)°
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Por céalculo direto verifica-se que o sistema acima provém do seguinte Hamiltoniano
2(wy +uz) (22 —y?)  4dyz(wz —uy) = 2u®+ 2w? 1
22 1 2 22 4 2 22 4 g2 22 4 g2
— (z2 _ y2)2 + 2y2z2'

H(z,y,w,u) =

Lema 4.1 Seja U C R™ aberto, f : U — R™ de classe C*, 7 : R — R um difeomorfismo de
classe Ct e o sequinte sistema

2(t) = (1)), (4.10)
Entao y(s) = x(771(s)) € solugdo de

y'(s) = mf(y(s)) (4.11)

T

Demonstracao:

Por hipétese, 7 é um difeomorfismo, portanto, admite inversa 7-'. Seja s = 7(t), entdo
t = 77'(s) e faga essa substituicao em (4.10), isto &,

2/ (17(s)) = f(a(r7(s))). (4.12)

Agora,
-1 =s=7(r71s)) (771 (s5) = T_l/s:;
T(r(8) =s =7 ()T ) (s) =1 (1) (s) ) (4.13)
Por hipétese, y(s) = (77 *(s)). Mostremos que y(s) é solucao de (4.11). De fato,
y'(s) = 2/(r7(s))77 (s)-
Substituindo (4.12) e (4.13) na equagdo acima, temos
(s) = —— z(77 (s
V(o) = gy el )
Como y(s) = z(77*(s)), obtemos
/ _ 1 S
V() = iy 00s)
|

Vamos considerar o sistema (4.9) sob a forma Z'(t) = f(Z(t)), onde Z = (z,y,w, u). Seja
I C R aberto. Vejamos que

¢ 2du
7:1 =R, 7(t) :/0 —ZQ(U) T

¢ um difeomorfismo. De fato, 7 é diferenciavel, pois é integral de uma funcao diferenciavel.

. 2 o
Além disso, como 7'(t) = —————— # 0, segue que 7 ¢ mondtona e admite inversa em

22(u) + y?(u)
J =7(I) com
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1 2(t) + 32 (t
para todo y = 7(t) € J. E como (77')'(y) = 0 == () ;Ly (®) é diferenciavel, temos que 7
T

é difeomorfismo. Assim, pelo Lema 4.1, temos

75 = f29) (Z ) (4.14)

Isto é,

ISIE

- 2 — Yz -2
7 y
= | uy* + (—4y° +2w? + 2u® — 1)z + uy*z? — 6y*z° +uzt +2z7 |, (4.15)
@ 52 _|_y2
(2w? + 2w — 1) 7 — wy* + 277 — 2wy’ — (67° + W)zt — 470
u 47

onde Z(s) = 2(17(s)), ¥(s) = y(77'(5)), W(s) = w(r~'(s)) e u(s) = u(r~'(s)).
Em nosso caso, perceba que as equagoes 3 e 4 do sistema acima ainda possuem singularidades
em z =y = 0. Devido a isto, consideremos o seguinte Hamiltoniano

. 2% + 92 1
H('Zvyawuu): 4y (H(Z7y7w7u)+p0)+1
v -3yt =3yt 420 (wy —uz) (YP 427 po (¥ + 27
= + +
4 2 1
2 2
T Zw . (4.16)

Fazendo % = c em (4.16), temos

Yo —3ytz? — 3yt + 28 (wy—w2) (P +2Y)  c(yP+2?) w4+ w?
- 4 - 2 T T

H*(z,y,w,u) =

Observe que o sistema Hamiltoniano determinado por H* nao possui singularidades, entao
dizemos que este sistema esta regularizado.

Agora, tomemos a seguinte mudanca de varidveis na equacao acima

z = 201/41;1, Y= 201/41:2, w = 263/431:3 eu= 201/4354.
Assim, temos
H*(x1, 19,23, 14) = 2 (:EZ — dmwiwy — Axdzy + o)+ dadas 4 4adrows — 81
4+ 24ax) + 24z s + 22 — 828 + x%) c2 (4.17)
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e tomemos o Hamiltoniano:

Hyeg(x1, 29, 3, 24) = 4Cig/zH"‘(acl,902,353,:164)
= xf + x% ;— x§ * xi + 2(4:)@%352953 + 495%:53 — 41’?354 — 495135%1’4)
- 4(3:? — 3wl — 32t + xg) (4.18)
e seu sistema Hamiltoniano
T T3 + 219 (ZE% + m%)
Io Ty — 271 (x% + ng)
= . (4.19)
T3 —4xq (rox3 — T174) + 2 (93% + :Eg) x4+ 4 (Gx? — 122322 — 6x1x§) —
Ty —4@y (223 — myxa) — 2 (27 + 23) 25 + 4 (—6aiws — 120735 + 623) — 25
Teorema 4.1 O sistema (4.19) possui duas drbitas T'(e) periddicas.
Demonstracgao:
Aplique seguinte mudanga de varidveis no sistema (4.19)
r1 =VeXi, 1o = VeXsy, 13 =1cX3 e x4 = VX (4.20)
Dessa forma, obtemos
X5+ 26 X5(X7 + X3)
X X1 —2eXo(X7 + X3)
X, — X1 +2e (X5X4 + 3X7 Xy — 2X1 X5X5)
= , (4.21)
X, +24° X, (- X5 — 2X7X5 + X7)
X, — X5 — 26 (—2X1 XXy + 3X7 X5 + X7 X;3)
—24X5e* (— X5 +2X7 X5 + X7)
cujo Hamiltoniano é
H(X,, Xy, X5, Xy4) = %(Xf + X5 4+ X3+ X3Z) — 2e(XF + X3) (X1 Xy — XoX3)
— 4(XE+ XD (X) —4XEXI + X9). (4.22)
Agora tome a seguinte mudanca de varidveis em (4.21)
X; =rcosl, Xo=pcos(d+a), Xs=rsenf e Xy = psen(0+ a), (4.23)
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onde r >0 e p > 0. Assim obtemos
r(t) = 5{2p [pQ cos a cos®(f + a) + % cos 9(3 cos f cos o — 2 cos(f + a))]
—24er cosfsend <,04 cos® (0 + o) + 2r%p? cos* (0 + a) cos® § — r* cos? 0) }
: 2
0(t) = —1+¢ [_p <p2 cos?(0 + a) sen a + 3r? cos? O sen 04>
r

—24¢ cos? 0 <p4 cos?(0 + ) + 2p*r? cos? O cos? (0 + o) — r* cos* 9)]

pt) = 5[ — 2pr <3p cos® (0 + ) cosa — 2pcos O cos(f + a) + 7% cos®  cos oz)
(4.24)
+24epcos (0 + a) sen (6 4 ) (p* cos* (0 + ) — 2p*r? cos® O cos® (6 + a)
4 4
—r® cos 9)]
) B 2sen a 42 2 2 2 - 2 4 2
a(t) = 5{ " [ p cos® (0 + a) + 3p°r (cos (0 + o) — cos 9) + % cos 9]

+24¢ [((:052 0 + cos*(6 + a)) <p4 cos*(0 + o) — r* cos* 0)

+ <2p2r2 cos? 0 cos* (0 + a)) <cos2 0 — cos?(0 + a))] }

Como a mudanga de variaveis aplicada anteriormente nao é canonica, entao perdemos a estru-
tura do Hamiltoniano. No entanto, ainda é possivel considerar

Hiy(r,0,p,a) = H(rcos,pcos(d + ), rsend, psen (6 + «)),

j&d que H; é uma integral primeira de (4.24) como foi definido anteriormente (ver Defini¢ao
1.21). Assim,

1
Hi(r,p,a,0,¢)= 5(7’2 +p?) —erpsen ar? cos 20 +1° + p* cos 2(a+0) + p?) — 4 (r* cos® 6 (4.25)

+ p? cos? (o + 0)) (r* cos* @ — 4r?p? cos? O cos? (o 4 0) + p* cos* (o + 0)).

Considere (4.24) reescrito como segue
r(t) = efi(r,p,a,6,¢)
pt) = efalr,p,a,b,¢)
(4.26)
Oé(t) = €f3(7°, P>a>9>5)
0(t) = —1+eg(r,p,a,0,¢).
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Note que (4.26) estd na forma (1.40) do Teorema 1.17. Assim, consideremos

Efl(ra paaaeae)

) —1+eg(r,p,a.0,¢)
. 5f2(7“,p,a,6’,6)

0) = 4.2
p(6) —1+4¢eg(r,p,a,0,¢) (4.27)
Oé(&) — €f3(rap7aa07€)

—1+eg(r,p,a,0,¢)
1

Como

—1 + 59(7‘, P, Q, 67 5)

forma

Assim,

—1 — eg(r,p,a,0,¢) + O(e?), reescrevemos (4.27) da seguinte

70) = cfi(F,p, @ 0,e) (—1—eg(F,p,a,0,e) + O(?))
pl) = ch(pab,e) (~1—eg(r,p,ab,e)+0(?)) .
ald) = efs(F,p.a,0,e) (-1 —eg(F.p, @, b,e) + O(?))

7(0) = —<cfi(F,p,a,0,¢)+ O(?)

p(0) = —cfo(F,p,@,0,¢) + O(e%)

a(0) = —efs(F,p,a,b,e)+ O(?)

Logo, (4.27) reescreve-se como

7(0)

ol
~

<
=

Agora defina

—5{2ﬁ [EQ cosacos? (0 + @) + 7 cos 6’(3 cos @ cos@ — 2 cos(6 + 6))}
—24¢e7 cos O sen 6 <ﬁ4 cos 0 + @ + 27p° cos* (0 + @) cos” O — 7 cos? 9) }
+0(e?)

—€ [ - 2ﬁ<3ﬁ cos?(0 + @ cos @ — 2p cos O cos( + @) + 72 cos? O cos a)
+24¢p cos(6 + @) sen (6 + @) (p* cos* (0 + @) — 2p°7 cos® O cos* (0 + @) (4.28)
—7* cos® 9)] + 0(e?)

o

+24¢ [( cos® 0 + cos* (0 + a)) <ﬁ4 cos*(0 + @) — 7 cos* 0)

2sena
por

[ — p'cos*(0 + @) + 3pr? ( cos’(0 + @) — 00529> + 74 cos® 9]

+ <2ﬁ2F2 cos? 0 cos* (0 + 6)) <0082 0 — cos*(0 + @))] } +O(e?).

@ : (ro,r1) X (po, p1) X R X R x (—&9,€0) = R, por:
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1
90(?7ﬁ>a>9>5) = Hl(F7p7a>9>€) —h= §(F2 +ﬁ2) - EF(F7p7a>9>€)a

1 9h
ondeO<r0<T1:\/2h,0<,00<p1:\/2h+1,0<50§max{m,16—M}e

F(7,p,@,0,¢) = 7 psena(7 cos 20 + 7 + p* cos 2(a + 0) + p°)
— 4e (FQ cos® 0 + p* cos® (@ + 9)) (F4 cos* 0 — 47%p? cos® f cos®(a + 0)
+ pteost(a+ 0))
Vamos aplicar o Teorema 1.9. Note que

(a) F élimitada, digamos por M > 0, pois € € (—&g,&0), 1 € (10,71), p € (po, p1) € F depende
de seno e cosseno que sao limitadas.

(b) Note que:

1

v

1
§(F2 +p2) - h‘ - ’EF(f,ﬁ,a,e,E)‘

1
T
1
> §(T8+ﬁ2)—h—€0M.
Dai,
. o . L oo
hmsup‘go(r,p,a,g,g) > limsup |=(rg +p°) —h
p=py p—py 2
1
> (g +p) —h—eM
1
2 ép%—h—EQM

Tomando p; = V2h + 1, temos

1
limsup |p(F, p, @, 0,¢)| > 3 eoM >0,

p—py
de 0 < gg < —
onde —.
n o > oM
(¢) Por outro lado,
o 1 _9 | 9 o
(7@, 0,0) = |50 +7) —h—eF(r5.a,0,9)

1
< ‘5(# +p%) — h) + ‘eF(Eﬁ,a,Q,a)’

< Z(rf+7°) —h+eM.
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Dai,
1
liminf|p(F, 5, @, 0,¢)| < liminf |=(r] +7%) — h| + oM
=y Py 12
1
= 5(7"% +p3) — h+ eoM.
V2h 1 /3h
Tomando 11 = —— e py = =4/ —, temos
2 2V 2
h
11m1nf|g0(F p,a,0,e)|< _oh +e9M <0,
p%po 16
9h
d < —
onde 0 < gy 60
0 OF
(d) Além disso, a—g(i p,a@,0,e)=p— €F( ,p,a, 0. ¢) # 0, pois
or _ _ _ — =2 2 | 2 —2 —
a—ﬁ(r,p,a, 9,6)‘ = ‘ — sen@er (7 + p° + 7 cos 20 + p* cos 2(0 + @))

—  senaerp(2p + 2pcos2(0 + @) — 8€*pcos* (0 + @) (F4 cos* 0

— 47°p% cos® O cos? (0 + @) + p* cos* (0 + E)) 4¢? (r cos? 0

+ pcos’(6 + @)) <4ﬁ3 cos* (0 + @) — 87%p cos®  cos? (0 + @)) + ﬁ‘.
Agora, como p € (pg, p1), € € (—€0,€0) € seno e cosseno sao limitadas, segue que

oF —
dK > 0; ’a—p(ﬁﬁ,a,ﬁ,s)’ < K.

Assim,

Portanto,

52

Dos itens (a) a (d), estamos sob as hipéteses do Teorema 1.9 que nos garante que existe
p:(ro,m1) X R X R X (—&9,€0) = (0, p1),

de classe C! tal que
o(F, p(T,@,0,¢),a,0,e) =0. (4.29)

Além disso, note que ¢ é 2w-periddica na variavel 6 pois cosseno é 2w-periddica, isto é,
o(T, p(F, @, 0 4+ 2m,¢),0 + 21, @, ¢) = (T, p(F, @, 0,¢),0,@,¢). (4.30)
Como ¢ tnico p(7, @, 0, ) € (po, p1) tal que ocorre (4.29) e (4.30), segue que
p(T,@,0 + 27, ¢) = p(T, @, 0, ¢), (4.31)
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ou seja, p é 2m-periddica na variavel 6 e, pela Férmula de Taylor em torno de e = 0, temos
pF,a,0,e) = po(T, @, 0,0)+epi(T,@,6,0) + O(). (4.32)

E ainda pelo Teorema da Funcao Implicita 1.4, temos

_ [ O¢

-1
PO PONN dp o
,01(7”,04,9,0) m(oap(raaaeao))} {a_i(oap(rac%e?o))

1 —
= —W |:—? 2h — 7_"2 sen o (2h ‘I’ 0032(9 + a) (2h — Fz) + FQ COS 29):| + 0(82)
—-T

= 2hrsenacos2(a + 0) + 2hTsen@ + 7° sen @ cos 20 — 7 sen @ cos 2( 4+ @) + O(&?).
Logo, substituindo p1(7, @, #,0) em (4.32), temos
p(T,@,0,e) = 2h — 7% + 5<2hfsenacos 2(a + 0) + 2hTsen @ + 7 sen @ cos 20

— 7senacos2(f + a)) +0(e?). (4.33)
E por fim, substituindo p em (4.28), obtemos
70) = eV T+ Qh(( — 6cosacos®d + 4cos(f + @) cos § + 2 cos* (0 + @) cos@)?2
—4h cos*(0 + @) cos a) + O(?)

V=7 +2h
0) = #( — 8senah? cos®(0 + @) + (20 sen ah cos® (6 + @)
7> — 2hT

ol

—12senah - cos® 9)?2 + (8 sen @ cos” § — 8sena cos® (6 + a))#) + O(e?).
(4.34)

Note que o sistema acima esta sob a forma canonica e seu sistema médio é dado por

y=cfy), (4.35)

onde y = (7, @) e considerando fY(y), f5(y) como sendo lado direito das respectivas equacoes
do sistema (4.34) sem o termo O(g?), temos

) —2cosahV/2h — 72

1

1 2m
0 = — e
I ) = 27r/0 () 40 4hsena(h — 7%) ' (4.36)

TV2h — 72

Onde os pontos de equilibrio de (4.35) sao obtidos como segue

_92 —
~2h/(2h = 7*) cos@ =0 2h — 72 =0 ou cos@ = 0

4senah(h —77%)
V2h — 72

Como?,h>0,F7é\/2hsegueque§::l:geF:\/E Sejam p; = (\/ﬁ,g) epy = <\/_,—g>

=0 h—7>=0ou sen@ =0
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Note que
2hT cos @ oh _m
—_— sen @ —r
Noe
T, @) = :
8sen ah? V2h — 7% (4 cos@hT? — 4 cos wh?)
V2h — 72 (7* — 2h7?) 70— 2h7

0 2h2 0 _9ns
Jfp) = ( ) e Jf(p2) = ( )
—8vVh 0 8vVh 0

det JfO(py) = Jf°(p2) = 16R* # 0.

Além disso,

Logo, pelo Teorema 2.3, segue que existem solugdes (71(0, €),a1(0,¢)) e (72(0, ), az(0,¢)) de
(4.34) 2m-periddicas tais que lir% (71(0,¢),@1(0,¢)) = py e lin% (72(0,¢),a3(0,€)) = pa. Defina:
E— e—
p(0,¢) = p(F(0,¢),a@(0,¢),0,¢).
Note que, pela 2r-periodicidade de p, 7(6,¢) e @(6, €) na variavel 0, temos

p(0+2m,e) = p(F(0 + 2w, e), a0 + 2m,¢),0 + 2m,e) = p(7(0,¢), a(b,¢),0,e) = p(b,¢),

ou seja, p(6, €) também é 2m-periddica. Portanto, (71(0,¢),a1(0,¢),p(0,¢)) e (72(0,€),az(0, €), p(0,€))

sao solugoes 2m-periddicas de (4.28). Assim, pelo Teorema 1.17, segue que (4.24) admite solugdes
(1(t,2), p(t, ), 0, €),0(1,)) © (ra(t,€), plt, €), 0n(t, €), (1, <)) tais que

r(t+T(e),e) = ri(te) rolt+T(e),e) = it e)
plt+T(e),e) = p(te) plt+T(e),e) = plte)
ar(t+T(e),e) = alte) as(t+T(e),e) = aalt,e)
O(t+T(e),e) = 0O(te)+ 2m. O(t+T(e),e) = 0O(t,e)+ 2m.

Substituindo em (4.23), temos

X{(t+T(e),e) =ri(t+T(c),e)cos(B(t+T(e),e))
=r1(t,e) cos(0(t,e) + 2)
=ri(t,e) cos(0(t,¢e))
= X[(t,e)

Xo(t+T(e),e) =pt+T(),e)cos(0(t +T(),e) +ar(t+T(e),¢))
= p(t,e)cos(O(t,e) + 27 + ay(t,€))
= p(t,e)cos(O(t,e) + ai(t,€))
= X, (t,¢)

X3(t+T(e),e) =ri(t+T(e),e)sen(0(t+T(e)¢e))
=ri(t,e)sen (0(t,e) + 27)
=ri(t,e)sen (0(t,¢))
= X;(t,¢)
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t ce)sen(0(t +T(e),e) +ar(t+T(e),¢e))
t,e)sen (0(t,e) +2m + ay(t, €))
t (0(t,€) + n(t,€))

Assim, a solugao (Xll(t,g),X%(t,s),Xg(t,a),Xi(t,s)) de (4.19) é T'(e)-periédica. Analo-
gamente, obtemos as mesmas relagdes descritas acima tomando r5(t,€) e as(t,e) no lugar de

r1(t,e) e ai(t,e), respectivamente. Isto é, obtemos uma segunda 6rbita (Xf(t, €), X5 (t,¢e),

X2(t, 5),Xf(t,5)> para (4.19) que, assim como a primeira, também serd T'(¢)-periédica. Pelo

21

d

Teorema 1.17, vimos T'(g) = / 4 = —2m, ou seja, tomando a
0 —1—|—5g(u yo(u, e ,5)

Férmula de Taylor em € = 0, segue que T'(¢) = =27+ O(e). Note que tanto T'(¢) quanto —7'(¢)
representam o mesmo periodo para <Xf(t, g), Xa(t,e), Xi(t,e), Xi(t, 5)), i=1,2.

1)
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