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Resumo

Nesse trabalho apresentamos o cédlculo do segundo peso de Hamming de codigos de Reed-Muller
generalizados na maioria dos casos (v. Teorema 4.6). Nossa referéncia principal serd [13],
embora tenhamos utilizado também resultados de [3] e [5]. No primeiro capitulo descrevemos
os corpos finitos e mostramos como podem ser construidos. No capitulo 2 apresentamos os
conceitos basicos da teoria de codigos. Nele, definimos o que sao os cédigos corretores de erros,
a métrica de Hamming, os parametros de um cédigo, a equivaléncia de cédigos através da nocao
de isometria, bem como uma breve apresentacao dos codigos de Reed-Muller generalizados e
seus parametros. No capitulo 3 sao apresentados alguns resultados da teoria de Bases de
Grobner e a definigao dos Codigos Cartesianos Afins, que sao uma generalizacao dos codigos de
Reed-Muller generalizados. Usamos ferramentas da teoria de bases de Grobner para determinar
a dimensao e distancia minima de Cédigos Cartesianos Afins. Para finalizar nosso trabalho, no
capitulo 4 determinamos o segundo peso de Hamming do Cédigo de Reed-Muller generalizado
na maioria dos casos.

Palavras-chave: Coédigos de Reed-Muller generalizados, Distancia Minima, Segundo peso de
Hamming, Codigos Cartesianos Afins.
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AVILA, D. M. The second Hamming weight of generalized Reed-Muller Code. 2016. 53 p. M.
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Abstract

In this work we present the determination of the second Hamming weight of generalized Reed-
Muller codes in most cases (see Teorema 4.6). Our main reference is [13], although we have
also used results from [3] and [5]. In the first chapter we describe finite fields e we show how
they can be constructed. In chapter 2 we present the basics of coding theory. We define what
are error correcting codes, the Hamming metric, the parameters of a code, the equivalence of
codes through the concept of isometry, and we briefly present generalized Reed-Muller codes
and their parameters. In chapter 3 we present some results from Grobner bases theory and
the defintion of Affine Cartesian codes, which generalize the generalized Reed-Muller codes. we
use tools from Grobner bases theory to determine the dimension and the minimum distance of
Affine Cartesian codes. We finish our work in chapter 4, with the determination of the second
Hamming weight for generalized Reed-Muller codes in most cases.

Key-words: Generalized Reed-Muller codes, minimum distance, second Hamming weight, affine
cartesian codes.
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Introducao

Os codigos corretores de erros estao presentes em nosso cotidiano, sempre que fazemos uso
de informagoes digitalizadas, tais como assistir a um programa de televisao, falar ao telefone,
assistir um filme ou navegar pela internet.

Os parametros principais de um cédigo sao o comprimento, a dimensao e a distancia minima.
No entanto, para analisar a performance de um codigo é necessario estudar os pesos de Ham-
ming de ordem mais alta.

Em 1965, a nave espacial Mariner j transmitiu 22 fotos em preto e branco de Marte, onde
cada foto foi decomposta em 200 x 200 elementos de imagem, e a cada elemento de imagem foi
atribuido um dos 64 tons de cinza previamente escolhidos. Esses 64 tons de cinza foram codifi-
cados como elementos de {0, 1}%(c6digo fonte). Em 1972, a nave espacial Mariner 9 transmitiu
novas imagens de Marte. Desta vez cada imagem foi decomposta em 700 x 832 elementos,
obtendo uma resolugao maior. O cédigo da fonte foi mantido, mas desta vez foi possivel re-
codificar o c6digo através de uma aplicagao injetora ¢ de {0,1}° em {0,1}*?, de modo que o
cédigo de canal resultante fosse capaz de detectar e corrigir até sete erros. O sinal recebido era
corrigido e decodificado utilizando-se a transformacao ¢~!, achando-se o elementos de {0, 1}°
e, em seguida o tom de cinza a ele correspondente. Este codigo é um membro particular de
uma familia de c6digos chamados de Codigos de Reed-Muller.

Os cédigos de Reed-Muller sao uma familia de codigos corretores de erros usados em comu-
nicagao. Esse nome é devido a Irving S. Reed e David E. Muller. Muller descobriu os c6digos,
e Reed foi o primeiro a propor a légica de decodificacao desses cédigos.

Nesse trabalho apresentamos o cédlculo do segundo peso de Hamming de codigos de Reed-Muller
na maioria dos casos (v. Teorema 4.6). Nossa referéncia principal sera [13], embora tenhamos
utilizado também resultados de [3] e [5].

No primeiro capitulo descrevemos os corpos finitos e mostramos como podem ser construidos.
No capitulo 2 apresentamos os conceitos basicos da teoria de cddigos. Nele, definimos o que
sao os codigos corretores de erros, a métrica de Hamming, os parametros de um cédigo, a
equivaléncia de cédigos através da nocao de isometria, bem como uma breve apresentagao dos
codigos de Reed-Muller e seus parametros. No capitulo 3 sao apresentados alguns resultados
da teoria de Bases de Grébner e a definigao dos Cédigos Cartesianos Afins, que s@o uma gene-
ralizagao dos cédigos de Reed-Muller. Usamos ferramentas da teoria de bases de Grobner para
determinar a dimensao e distancia minima de Cdédigos Cartesianos Afins. Para finalizar nosso
trabalho, no capitulo 4 determinamos o segundo peso de Hamming do Cédigo de Reed-Muller
generalizado na maioria dos casos.



Capitulo 1

Corpos Finitos

Iniciaremos este capitulo estudando as propriedades dos corpos finitos, culminando com a des-
cricao completa desses corpos.

1.1 A caracteristica de um corpo

Sejam A e B dois anéis. Uma funcao f : A — B serd chamada homomorfismo se, para
todos os elementos a e b em A, vale que

(i) fla+b) = f(a)+ f(b),
(ii) fa-b) = f(a)- f(b),
(iii) f(1) = 1.

Proposicao 1.1 Seja f : A — B um homomorfismo entre anéis A e B e sejam a,b € A.
Temos que

1) f(0) =0.

i) f(=a) = —f(a).
i) fla—b) = f(a) - F(b)

iv) Se a € A é invertivel, entao f(a) € invertivel e f(a™') = f(a)™t.

v) Se f € bijetora, entdo a funcdo [, inversa de f, é um homomorfismo.
vi) Se A e B sao corpos, entio f € injetora e f(A) é um subcorpo de B.

Demonstracgao:

(i) Note que f(0) = f(040) = f(0)+£(0), logo, cancelando f(0) nos extremos das igualdades
acima, obtemos que 0 = f(0).

(ii) Note que 0 = f(0) = f(a+ (—a)) = f(a) + f(—a). Somando —f(a) aos extremos da
igualdade acima, obtemos que —f(a) = f(—a).

(iii) Segue imediatamente de (ii), notando que a — b = a + (—b).

(iv) Se a ¢ invertivel, temos que f(a)™! = f(a™'), pois



(v) Se f é um homomorfismo bijetor, segue que f~!(1) = 1, pois f(1) = 1, por definicao.
Sejam ¢, d € B, a= f~'(c) e b= f~'(d), temos que

[He+d) = (fla) + ) = [ (flatd) =a+b=f"(c)+ [ (d) e
e d)=f(fla)- f(b)) = fH(fla-b) =a-b=f""(c) f(d).

(vi) Suponhamos que A e B sejam corpos. Se f(a) = f(b), por (iii), segue que f(a —b) =
f(a) — f(b) =0. Se a # b, entdao a — b seria invertivel. Por (iv), f(a — b) seria invertivel,
e portanto, nao nulo; o que seria um absurdo. Consequentemente, a = b e, portanto, f é
injetora.

Para provar que f(A) é um subcorpo de B, temos que mostrar apenas que, se «, 3 € f(A)

com 3 # 0, entao a—f € f(A) e % € f(A). Suponhamos entao que a = f(a) e § = f(b),

a—f=fla

temos que

)= f(b) = fla—0) € f(A), e
fla

E:(_b):f(a b™ ) f(A).

~—~—

O

Definicao 1.2 Um homomorfismo bijetor de corpos serd chamado de isomorfismo. Dois
corpos serao ditos tsomorfos se existir um isomorfismo entre eles.

Seja K um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto
={neN; nl=0} cN:={0,1,2,---}.

Pelo fato de K ser finito, temos que existem dois inteiros n; < ng tais que n;1 = nsyl. Logo,
(ng —ng)1 =0 com ny —ny > 0 e, portanto, Ax \ {0} # 0.

Definicao 1.3 Define-se a caracteristica de um corpo finito K, como sendo o inteiro positivo
car(K) = min{Ag \ {0}} = min{n € N\ {0}; n1l = 0}.

Se um corpo F' é um subcorpo de um corpo K, entao car(K) = car(F), pois Ap = Ag. Temos
também que K ¢é um espaco vetorial sobre F.

Proposicao 1.4 Seja K um corpo finito, entdo car(K) é um nimero primo.

Demonstragao: Seja m = car(K) e suponhamos que m nao seja primo. Logo, m = my - mo,
onde m; e my sao inteiros maiores que 1 e menores do que m. Logo

0=ml=(my-mg)l =my(mal) = (my1) - (Mal).

Como K é um dominio, temos que m;1 = 0 ou myl = 0, o que contradiz a minimalidade de
m. O

Proposicao 1.5 Seja K um corpo finito com car(K) = p. Se para m € Z e a € K tem-se
ma = 0, entao m é um multiplo de p ou a = 0.



Demonstracao: Suponhamos que ma = 0, logo, (m1)-a = 0. E como K é um corpo, temos
que ml = 0 ou a = 0. Basta agora mostrar que, se ml = 0, entao m ¢ um multiplo de p.
De fato, suponhamos que m1 = 0. Pelo algoritmo da divisao, temos que m = Ap + r, onde
0 <r < p. Logo,

O=ml=Mp+r)l=Apl)+rl=X0+7rl=rl,

e como p é o menor inteiro positivo tal que pl = 0, segue que » = 0. Portanto, m é mltiplo de
p. O

Teorema 1.6 Seja K um corpo finito com car(K) = p, onde p é um nimero primo. Entao,
K contém um subcorpo isomorfo a Z, (que ainda denotaremos por Z,). Em particular, K tem
p" elementos para algum niumero natural n.

Demonstracao: Considere a aplicacao

v: 2, — K
n] — nl

Primeiramente, é preciso mostrar que essa fungao estd bem definida. De fato, se [n] = [m],
onde m e n sao dois inteiros, entao existe um inteiro A tal que n = m + Ap. Logo,

nl=(m+Ap)l =ml+ (Ap)l =ml+ A(pl) =ml+ A0 =ml+0=ml,

Agora, é imediato verificar que ¢ é um homomorfismo. Logo, pela Proposi¢ao 1.1(vi), temos
que ¢(Z,) é um subcorpo de K, isomorfo a Z,.

Temos, portanto, que K é um espaco vetorial sobre Z,; e como K ¢ finito, segue que tem
dimensao finita sobre Z,. Seja a1, - ,q, uma base de K sobre Z,. Entao, todo elemento de
K se escreve de modo tnico na forma

At + - A,

com 08 \; € Zy, i = 1,--- ,n. Contando esses elementos, segue que |K| = p". O

1.2 Poténcias da Caracteristica

As poténcias da caracteristica de um corpo finito possuem propriedades importantes que serao
aqui apresentadas.

Proposicao 1.7 Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja ¢ = p", para algum inteiro
positivo r. Se a,b € K, temos que

(a£0)?=a? £ b
Demonstracgao: Pelo Binomio de Newton, temos que
(ax£b)P =a’ £ (?)ap_lb%— R (:l:l)l(]:> P4 4 b
Como p é primo temos que p | (ZZ.’), 1=1,---,p—1elogo
(a £b)P = aP £ b
Agora a prova segue por inducao observando que

p

(@b = ((a + b)p’*)



Observacao 1.8 Segue por indugdo, da proposicao acima, que, Se ai,--- ,a, SaGo elementos de
um corpo finito K, de caracteristica p, e se q é uma poténcia de p, entao

(a1 +ag+--+ay)?=al+al+-- +al.
Verificamos também, facilmente que, se P(X) =ao+ a1 X + -+ + a, X" € K[X], entao
PX)=af +a]X"+ - 4+ al X™.

Corolario 1.9 Seja K um corpo finito de caracteristica p. Se q = p” para algum inteiro positivo
r, entao a aplicagcao f, é um isomorfismo de corpos, onde

fo: K — K
r — z7°

Demonstracgao: Temos claramente que

fulab) = (ab)" = a¥" = f,(a)£,(0)

e pela proposicao acima,
fola+0) = (a+0)" = a® +b" = fy(a) + f4(b)-

Como f,(1) = 1, segue que f, ¢ um homomorfismo. Pela Proposi¢ao 1.1(vi), f, ¢ injetora e,
como K ¢ finito, segue que f, ¢ bijetora; logo, ¢ um isomorfismo. a

Corolario 1.10 Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e ¢ uma poténcia inteira de p. O
conjunto K = {a € F; a? — a =0} € um subcorpo de F.

~ - a
Demonstracgao: Temos apenas que mostrar que, se o, 3 € K, onde  # 0, entdo o — f e —

B

estao em K, e isto segue imediatamente da Proposicao 1.7. a

Proposigao 1.11 Sejam K um corpo finito de caracteristica p e P(X) € K[X] Temos que
P'(X) =0 se, e somente se, existe um polinomio Q(X) € K[X] tal que P(X) = Q(X)P.

Demonstragao: Se P(X) =ag+ a1 X + -+ @, X' + -+ + a, X" é tal que P'(X) = 0, segue
que ta; = 0 para todo ¢ = 1,--- ,n. Consequentemente, pela Proposicao 1.5, temos que ter 7
multiplo de p sempre que a; # 0, ou seja,

P(X) = ap+ a, X* + agy X + - - - .

Escolhendo b; € K tal que 0¥ = a;p, 0 que é possivel pelo Coroldrio 1.9 acima, para ¢ = p, o
resultado segue pondo Q(X) = by + 0y X + by X2 + - - -.

A reciproca é imediata uma vez que

Proposicao 1.12 Seja K um corpo finito de caracteristica p e seja ¢ = p", para algum inteiro
positivo r. O polinomio F(X) = X% — X nao possui fatores irredutiveis miltiplos em K|[X].



Demonstragao: Suponha que F(X) = g(X)?G(X), com grau de g(X) positivo. Temos entao
que F'(X) = 29(X)G(X) + g(X)?’G'(X) e logo g(X) | F'(X). Observe, no entanto, que
F'(X) = —1, logo nao existe um tal fator g(X). O

Lema 1.13 Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo o € K*, onde K* = K \ {0},

temos que
a?t=1.

Demonstracao: Seja a € K* e considere a aplicagao
Yo: K — K~
a — aa

E imediato verificar que @, ¢ bijetora. Se K* = {ay,---,a,-1}, temos entdo que

{aab e 7Oéaq71} == {ala e 7aq71}7

e portanto,
aaq - aaq_l =a--- aq_17
e consequentemente,

ad bt =1.

Segue imediato do lema acima o seguinte resultado:

Corolario 1.14 Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo o € K e para todo i € N,
temos que a4 = o

Corolario 1.15 Seja K um corpo finito de caracteristica p com q elementos. Seja F uma
extensao de K. Entao os elementos de K sao os elementos de F' que sao raizes de X9 —X =0,
enquanto que os elementos do subcorpo Z, de F' sao as raizes do polinomio XP — X = 0.

Demonstracao: Pelo Corolédrio 1.14, temos que os elementos de K sao raizes do polinomio
X% — X. Mas esse polinomio, tendo grau ¢, tem no maximo q raizes, logo, as suas raizes sao
todos os elementos de K. A segunda assercao segue do mesmo modo, considerando Z, no lugar
de K. a

Seja K um corpo finito e seja o € K*. Sabemos do Lema 1.13 que
{n e N\ {0}; " =1} #0.
Definigao 1.16 A ordem de a € K* € o inteiro positivo
ord(a) = min{n € N\ {0}; " =1}.

Proposicao 1.17 Seja K um corpo finito com q elementos e seja o € K*. Se para algum
inteiro positivo m temos que o™ =1, entao ord(«) | m. Em particular, ord(«) | (¢ —1).

Demonstracao: Pelo algoritmo da divisao, m = (ord(«))s + r, para alguns inteiros s > 0 e 7,
com 0 <r < ord(«). Portanto,

SOérzl'Oér,

o que , pela minimalidade de ord(«a), implica que r = 0; logo, ord(«) | m.

Para finalizar, pelo Lema 1.13, temos que a? ! = 1. Logo, pelo que acabamos de provar,
ord(a) | (¢ —1). O



Proposicao 1.18 Seja K um corpo finito. Sejam « e [ elementos do corpo K tais que
mdc(ord(a),ord(f)) = 1. Entdo ord(af) = ord(a)ord(S).

Demonstragao: Sejam m = ord(a) e n = ord(f). Temos entao que
Por outro lado, se (af3)" = 1, entao
1 = ((a5>t)m — atmﬁtm — 1ﬁtm — ﬁtm, e

1= ((O[ﬂ)t)n — atn/Btn — Oétnl — Oétn.

Logo, pela Proposi¢ao 1.17, temos que n | tm e m | tn. Como mdec(m,n) = 1, segue que m | t
e n | t. Novamente usando o fato de que mdc(m,n) = 1, segue que mn | t, o que prova que
mn = min{t > 0; (af)’ = 1}; concluindo assim que ord(af) = mn. O

Proposicao 1.19 Seja K um corpo finito e sejam o« € K* e i € N\ {0}. Suponhamos que
ord(a) = m, entdo
ord(a') = m

~ mdc(m, i)’

Demonstragao: Seja t = ord(a’), logo, t é o menor inteiro positivo tal que

Ou seja, t é o menor inteiro positivo tal que m | it; dito de outra forma, it é o menor multiplo
simultaneamente de m e de i. Logo, it = mmc(m, i), ou seja,

_ mmc(m, 1) m

i ~ mde(m, i)

1.3 Polinémios Irredutiveis

O resultado central desta secao é o Teorema 1.23, que nos assegurara a existéncia de polinomios
irredutiveis de qualquer grau com coeficientes num corpo finito arbitrario.

Proposicao 1.20 Seja K um corpo finito com q elementos e seja f(X) um polindmio maénico
irredutivel em K[X]|, de grau d. Considere o corpo F = K[X|/(f(X)). Temos que

i) 1,[X],[X?,- -, [X91] formam uma base de F sobre K.
i) [X]" = [X] em F.
ii) f(X) divide X' — X em K[X].
w) Os elementos [X],[X]9,---,[X]9"" de F sio distintos e sio raizes de f(X).
Demonstracgao:
(i) E uma consequéncia da divisao euclidiana em K |[X].

(ii) Note que F é um corpo finito com ¢? elementos, logo, pelo Corolério 1.14 do Lema 1.13,
temos que [X]¢" = [X].



(iii) Isso segue imediatamente de (ii).

(iv) Considere o polindomio

Temos de (ii) que

g(V?) = (Y = [X))(Y? = [X]) --- (Y = [X]*

d

= (V7 = [X]7) (0 = [XJ) - (V7 (X

d—1

= (O = X = [X]) e (v X

Assim, g(Y?) = (g(Y))? e portanto se g(Y) = by + b0 Y + -+ +bg_1 Y41+ Y4 temos que
b = b; para todo ¢ = 0,--- ,d — 1. Sendo assim, do Corolario 1.15 do Lema 1.13, segue
que g(Y) € K[Y].

Como f(Y),g(Y) € K[Y] possuem uma raiz comum numa extensao F' de K, segue que o
seu mdc em F[Y] é ndo constante e pertence a K[Y]. Como f(Y') é irredutivel e monico,
ele coincide com o mde de f(Y') e g(Y), logo, f(Y) divide g(Y'). Como f(Y) e g(Y) s@o
polindomios monicos de mesmo grau, eles devem ser iguais.

Agora sabemos de (iii) que g(Y')(= f(Y)) divide Y — Y, que, pela Proposicao 1.12, nio
tem fatores multiplos em nenhuma extensio F de K, logo as raizes [X], [X]?, -, [X]7"
de g(Y) sao duas a duas distintas, provando assim (iv).

O
Note que com a proposigao acima fica provado que, se [X]| € K[X]/(f(X)) com f(X) € K[X]
irredutivel de grau d, entao

d = min{j € N\ {0}; [X]* = [X]}.
No que se segue vamos usar que mde(X7" — X, X7" — X) = X4""™ _ X (veja [10, pag. 46]).

Proposicao 1.21 Seja K um corpo finito com q elementos e seja n um inteiro positivo. Em
K[X] temos que:

X" - X =[] GuX),
dl

onde Gq4(X) € o produto de todos os polinémios monicos irredutiveis de grau d em K[X], e o
produto na formula acima é efetuado sobre todos os inteiros positivos d que dividem n.

Demonstragao: Seja f(X) € K[X]um polinomio monico irredutivel de grau d. Como X7 —X
nao possui fatores miltiplos (veja Proposicao 1.12), basta provar a seguinte assercao:

f(X) divide X7 — X <= d divide n.

Suponhamos inicialmente que f(X) | (X9 — X), daf segue (Proposigao 1.20(iii)), que f(X)
divide mde(X?" — X, X9 — X); logo, da observacao acima, vem que f(X) | (X9 — X), onde
e = mdc(n,d) < d. Sendo assim, [X]9 = [X], o que pela Proposigao 1.20(iv) s6 é possivel se
e > d. Segue, entao, que d = e = mdc(n,d), e portanto, d | n.

Reciprocamente, se d divide n, segue novamente da observacéo acima que (X9 —X) | (X" —X).
Como f(X) | (X% — X) (Proposicao 1.20(iii)), segue que f(X) | (X" — X). O



Corolario 1.22 Seja I(n) o nimero de polindmios monicos irredutiveis de grau n em K[X],
onde K € um corpo finito com q elementos. Temos que

= _dI(d)
din

Demonstracao: Compare os graus dos polindmios em ambos os lados da igualdade da pro-
posicao acima. O

Teorema 1.23 Seja K um corpo finito qualquer. Para cada inteiro positivo n, existe pelo
menos um polinomio irredutivel de grau n em K[X].

Demonstracao: Para n = 1 o resultado é 6bvio, pois o polinomio X é irredutivel.

Suponhamos agoran > 1. Sejam 1 =d; < --- < ds < n, com s > 1, os divisores de n. Pondo
q = |K| e usando duas vezes o corolario acima, temos que

= _dI(d) Zdl(d ) +nl(n <Z > dI(d) | +nl(n) =

din 1=1 =1 d|d;
S ds ) qd5+1 . 1
= qui +nl(n) < qu +nl(n) = 1 +nl(n) < ¢=* 4 nl(n).
i=1 =0

Portanto,
nl(n) > q"* — q**

Como d; divide n e dy < n, temos que n = Ad; com A > 1. Logo, dy = % < % e g1 < g2t
Consequentemente,

nl(n)>q"—q2™ =q¢" (1—¢q 2™),

o que acarreta I(n) > 0. 0

1.4 Classificacao dos Corpos Finitos

Nesta secao finalmente classificaremos todos os corpos finitos. Mais precisamente, dado um
nimero primo positivo p, daremos uma receita, pelo menos tedrica, para construir todos os
corpos finitos de caracteristica p.

Teorema 1.24 (Ezisténcia de Corpos Finitos) Para todos os nimeros inteiros positivos p en,
com p primo, existe um corpo com p" elementos.

Demonstragao: Para todo primo positivo p e todo inteiro positivo n, existe, pelo Teorema
1.23, um polinémio irredutivel f(X) € Z,[X]| de grau n; logo, o corpo K = Z,[X]/(f(X)) ¢é
um dos corpos procurados, pois tem p™ elementos. O

Teorema 1.25 (Unicidade dos Corpos Finitos) Dois corpos finitos com o mesmo nimero de
elementos sao isomorfos.
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Demonstracao: Seja L um corpo finito com p" elementos, logo, a caracteristica de L é p e ele
contém um corpo isomorfo a Z, (veja Teorema 1.6). Logo, L ¢ um espago vetorial sobre Z, de
dimensao n.

Como L é um corpo finito com p™ elementos, temos, pelo Corolario 1.15 do Lema 1.13, que a
equacao XP" — X tem todas as suas raizes em L e todos os elementos de L sao as raizes desse
polinémio.

Seja f(X) € Z,[X] um polinémio moénico irredutivel de grau n, cuja existéncia estd garantida
pelo Teorema 1.23. Pela Proposi¢ao 1.20(iii), sabemos que f(X) divide X?" — X em Z,[X],
logo, existe 8 em L tal que f(8) = 0. Os elementos 1,3, 3% ---,3" ! de L sao linearmente
independentes sobre Z,, pois, caso contrario, existiria um polinémio nao nulo r(X) € Z,[X] de
grau menor do que o grau de f(X) tal que r(f) = 0. Entao teriamos que mdc(f(X),r(X)) # 1;
e como f(X) é irredutivel, terfamos f(X) | 7(X), o que é impossivel, pois gr(r(X)) < n. Logo,
tais elementos formam uma base de L sobre Z,. Sabemos também, pela Proposigao 1.20(i),

que 1, [ X, [XT]?, -+, [X]*! é um base de Z,[X]/(f(X)) sobre Z,.

Definindo
@ Zp| X1/(f(X)) — L

[0+ + an 1 XY — ag+ -+ an_1 S0
temos que ¢ esta bem definida, pois, se
[ao + -+ + @ XY = [bo + -+ + by X7,
entdo, para algum g(X) € Z,[X], temos que
(a0 + -+ an 1 X" — (b + -+ by XY = f(X)g(X).

Portanto,
(@044 an1f"™") = (bo+ -+ b1 f"Y) = f(B)g(B) = 0,
0 que prova que
ag+ -+ a1 f7 T =bo 4 A by

Além disso, p é claramente sobrejetora e é aditiva, isto é,

p(utv) = p(u) +¢v), Yu,v € Z,[X]/(f(2)).

Para mostrarmos que ¢ é um isomorfismo, basta provarmos que é multiplicativa, isto €,

p(uv) = p(u)p(v), Yu,v € Z,[X]/(f(X)),

ja que p([1]) = 1 e todo homomorfismo de corpos é injetor. Sejam u = [u(X)] e v = [v(X)],
em Z,[X]/(f(X)), onde u(X) e v(X) sao polinémios em Z,[X]. Pelo algoritmo da divisao de
polinomios, escrevemos

w(X)v(X) = f(X)q(X) +r(X),
onde r(X) é zero ou é um polinémio de grau menor ou igual a n — 1. Logo, temos que
[u(X)v(X)] = [r(X)] e u(B)v(B8) = r(B),
provando assim que
O

Se ¢ é uma poténcia de um ntimero primo p, denotaremos doravante por F, o tnico corpo (a
menos de isomorfismo) com ¢ elementos.
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1.5 Elementos Primitivos
Definicao 1.26 Um elemento o de um corpo finito F, é chamado de elemento primitivo se
* 2 -2
Fq_{la&aaa"'aaq }7
ou seja, se ord(a) = q— 1.

Explicitaremos, a seguir, uma propriedade fundamental dos corpos finitos que permite simpli-
ficar a operacao de multiplicagao, sendo, por isso, utilizada em computacao.

Teorema 1.27 Todo corpo finito possui elementos primitivos.

Demonstracao: Suponhamos que K tenha ¢ elementos. Sabemos pelo Lema 1.13 que 297! = 1
para todo x € K*. Logo, todos os elementos de K* tem ordem < g — 1.

Queremos provar que K* possui um elementos de ordem ¢ — 1. Seja a € K* um elemento de
ordem maxima m, queremos, portanto, mostrar que m = q — 1.

Vamos inicialmente provar que se b € K*, entdo ord(b) divide ord(a) = m. Escrevamos
ord(b) = ds, onde d = mdc(ord(b), m). Segue que mdc(s,m) = 1. Queremos entdo provar que
s = 1. De fato, se s > 1, terfamos pela Proposicao 1.19, que ord(b?) = s > 1 e, portanto, pela
Proposicao 1.18, que

ord(ab?) = ms > m,

contradizendo a maximalidade de m = ord(a).
Segue, entao, que todo elemento de K* satisfaz a equagao
X" —-1=0,
e portanto, ¢ — 1 = |K*| < m.
Como m < ¢ — 1, pois todos os elementos de K* tem ordem < g — 1, segue que

m = ord(a) =q— 1.

O Teorema acima significa que existe um elemento a € [} tal que

« (.0 1 q—2
F, ={a",a",---,a""}.
E claro que a?~! = 1, e portanto, nesta representacao, a operacao de multiplicacao fica extre-
mamente simplificada. Mais precisamente,

i

oo = a[lﬂ]?

onde [i + j] representa o resto da divisao de i + j por g — 1.
Em compensacao, nesta representacao a operacao de adicao se torna mais complicada e, para

efetud-la, usam-se certas tabelas chamadas de tabelas logaritmicas de Zech, que passamos a
descrever.
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Se n < m, temos que
a"+am=a"(1+a™").

Entdo, se soubéssemos para cada r determinar o inteiro z(r) tal que 14 " = o*"), terfamos
que

a” +a™m=a"- az(m—n)'

Portanto, para efetuar a adigao em F,, escolhemos um elemento primitivo a de Fy e utilizamos
uma tabela previamente preparada, chamada de tabela de Zech, que nos fornece os valores de
z(r)paral <r <q-—2.

Em [10], podemos encontrar alguns exemplos de como determinar a tabela de Zech para alguns
corpos, utilizando do método de tentativa e erro para determinar um elemento primitivo para
0 corpo em questao.

Se K é um corpo com muitos elementos, pode ser dificil encontrar um elemento primitivo por
tentativa e erro. Por tal razao, a seguir, descrevemos um algoritmo devido a Gauss, bastante
eficiente para a determinagao de elementos primitivos em um corpo K.

Seja K um corpo com q elementos. O algoritmo permitira construir uma sequéncia de elementos
aq, -+, a, em K* tais que, para todo i = 1,--+ ,n — 1, tenha-se ord(«;) divide ord(a;y1), e

ord(aq) < ord(ag) < --- < ord(ay,) =¢q— 1.

O Algoritmo de Gauss

(1) Sejai =1 e seja a; um elemento qualquer de K*.
Ponha t; = ord(ay).

(2) Set;=gq— 1, pare. Temos que «; é o elemento primitivo.

(3) Caso contrério, escolha um elemento 8 em K* que nao seja uma poténcia de «;.
Seja s = ord(3). Se s = q — 1, ponha a; 1 = ( e pare.

(4) Caso contrario, determine ¢ divisor de t; e r divisor de s tais que mde(t,r) =1 e

by
tr = mmc(t;,s) (> t;). Ponha a;41 = o' B7; t;p1 = tr. V4 para (2).

O algoritmo fornece um elemento de ordem g — 1, desde que se justifique devidamente o passo
(4). Tal justificativa pode ser encontrada em [10].



Capitulo 2

Cdédigos Corretores de Erros

Os cédigos corretores de erros estao presentes em nosso cotidiano, sempre que fazemos uso
de informagoes digitalizadas, tais como assistir a um programa de televisao, falar ao telefone,
assistir um filme ou navegar pela internet.

Segundo [10], um cédigo corretor de erros é, em esséncia, um modo organizado de acrescentar
algum dado adicional a cada informagao que se queira transmitir ou armazenar, que permita,
ao recuperar a informacao, detectar e corrigir erros.

2.1 Meétrica de Hamming

O ponto de partida para a construcao de um codigo corretor de erros é um conjunto finito A
chamado de alfabeto. O nimero de elementos de A sera denotado por ¢, ou seja, #A = ¢

Definicao 2.1 Um cddigo corretor de erros C' é um subconjunto proprio qualquer de A™, para
algum numero natural n. Os elementos de A™ sao chamados de palavras.

A fim de tornar precisa a nogao intuitiva de proximidade entre palavras, apresentamos a seguir
um modo de medir a distancia entre palavras em A”.

Definicao 2.2 Dados dois elementos x = (x1, T, -+ ,x,) €y = (Y1,Y2, -+ ,Yn) de A", chama-
se distancia de Hamming de x a y ao numero de coordenadas em que estes elementos
diferem; isto é:

d(z,y) = {i | 2 # yi, 1 < i <n}.

Observacao 2.3 A Distincia de Hamming é uma métrica em A™ (uma verificacio dessa
afirmagdao ndao é dificil e pode ser encontrada em [10]). Por isso a distancia de Hamming
entre elementos de A™ € também chamada de Métrica de Hamming.

Dados um elemento a € A™ e um numero real ¢ > 0, definimos o disco e a esfera de centro
em a e raio ¢t como sendo, respectivamente, os conjuntos

D(a,t) = {z € A" ; d(w,a) <},
S(a,t) ={zx € A" ; d(x,a) = t}.
Esses conjuntos sao finitos e o proximo lema nos oferecerd as suas cardinalidades.
Lema 2.4 Para todo a € A™ e todo niumero natural r > 0, temos que
T n .
DGl =3 (1)1
i=0

13
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Demonstracao: Escolhendo ¢ coordenadas dentre as n possiveis temos que o ntmero de
palavras que diferem de a, exatamente nessas i posigoes, é de (¢ — 1), logo

sta.il= (1) a-1)"

Agora o resultado segue observando que S(a,i) N S(a,j) =0 sei # j, e que

US@wzp@w

Note que a cardinalidade de D(a,r) depende apenas de n, g e .

Definigao 2.5 Seja C' um codigo. A distancia minima de C é o nimero
d=min{d(x,y) | z,y € C e x # y}.

Dado um cédigo C' com distancia minima d, seja

[

onde [t] representa a parte inteira de um nimero real t.

Lema 2.6 Seja C um cddigo com distancia minima d. Se ¢ e ¢ sao palavras distintas de C,
entao

D(c,b) N D(c,b) = 0.

Demonstracao: De fato, se x pertence a D(c,b) N D(c,b), temos d(z,c) < be d(z,c) < b,
e, portanto
d(c,d) <d(c,x) +d(z,d) <2b<d—1,

absurdo, pois d(c, ¢') > d. O

A importancia da distancia minima d de um cédigo sera revelada a seguir.

Teorema 2.7 Seja C' um codigo com distancia minima d. Entao C pode corrigir até b = [%]
erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstracao: Se na transmissao de uma palavra ¢ do cédigo sao introduzidos ¢ erros com
t < b, resultando na palavra r, entdo d(r,c) =t < b; enquanto que, pelo Lema 2.6, a distancia
de r a qualquer outra palavra do cédigo é maior do que b. Isso determina ¢ univocamente a
partir de 7.

Por outro lado, dada uma palavra do cdédigo, podemos nela introduzir até d — 1 erros sem
encontrar outra palavra do cédigo, e assim, a deteccao do erro sera possivel. a

Note que, em virtude do Teorema 2.7, um cddigo terd maior capacidade de correcao de erros
Y ?

quanto maior for sua distancia minima. Portanto, é fundamental, para a Teoria dos Cddigos,

poder calcular d ou pelo menos determinar uma cota inferior para ele.

Definicao 2.8 Seja C' C A™ um codigo com distancia minima d e seja b = [%} O codigo C
serd dito perfeito se

U D(c,b) = A,

ceC
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Um cédigo C sobre um alfabeto A possui trés parametros fundamentais [n, M, d], que sdo, res-
pectivamente, o seu comprimento ( o nimero n correspondente ao espago ambiente A™ onde C
se encontra), o seu nimero de elementos e a sua distancia minima.

J& vimos que a importancia da distancia minima reside na sua relacao com a capacidade de
correcao de erros do cédigo. A dimensao de um cédigo é definida como log, (M), e a importancia
da dimensao de um cédigo é que ela é uma medida da quantidade de informacao que o cédigo
pode processar. A importancia do comprimento n do cédigo é que quanto mais longo o cédigo
é, mais energia deve-se gastar para transmitir cada palavra. O parametros relativos log, (M)/n
e d/n sdo os principais conceitos que aparecem na anélise de um cddigo, tendo também um
papel importante quando se deseja comparar cddigos distintos. O codigo ideal deve ter uma
dimensao grande, uma distancia minima grande e um comprimento curto, mas esses requeri-
mentos nao podem ser atendidos todos ao mesmo tempo. De fato, uma relagao basica entre
esses parametros é a chamada Desigualdade de Singleton que afirma que log, (M)+d < n+1.

Mais informagoes sobre essa interdependéncia entre os parametros de um codigo pode ser en-
contrada em [10].

2.2 Equivaléncia de Cédigos

Sempre que se define uma classe de objetos matematicos, como por exemplo a classe dos
cédigos de comprimento n sobre um alfabeto A, define-se também a nocao de equivaléncia
entre esses objetos. A nocao de equivaléncia de codigos repousa sobre o conceito de isometria
que definiremos abaixo.

Definigao 2.9 Sejam A um alfabeto e n um nimero natural. Diremos que uma funcao F' :
A" — A" € uma tsometria de A" se ela preserva distancias de Hamming. Em simbolos,

d(F(z), F(y)) = d(z,y); Va,y € A™.
Proposicao 2.10 Toda isometria de A™ é uma bijecao de A™.

Demonstracao: Seja F': A" — A" uma isometria. Suponha que para z,y € A" tenhamos
F(z) = F(y). Logo, d(z,y) = d(F(x), F(y)) = 0, o que implica que x = y. Assim, provamos
que F' é injetora, e como toda aplicacao injetora de um conjunto finito nele préprio é sobrejetora,
temos que F' é uma bijecao. O

Proposicao 2.11

(1) A fungdo identidade de A™ € uma isometria.

(2) Se F é uma isometria de A", entao F~1 € uma isometria de A™.

(8) Se F' e G sao isometrias de A", entao F o G € uma isometria de A™.
Demonstragao:

(1) é imediato.

(2) Se F é uma isometria, pela Proposicao 2.10, existe a funcao inversa F'~! de F. Como F
é uma isometria, segue que

d(F (), F~(y)) = d(F(F~(2)), F(F~(y))) = d(z,y),

o que prova que F~! é uma isometria.
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(3) Sejam x,y € A", usando o fato que F' e GG sao isometrias, obtemos que

d(F(G(x)), F(G(y))) = d(G(x), G(y)) = d(z,y),
o que prova que F o G é uma isometria.

O

Definigcao 2.12 Dados dois cédigos C e C' em A", diremos que C' € equivalente a C se existir
uma isometria F' de A" tal que F(C) = C".

Segue da Proposicao 2.11 que a equivaléncia de cédigos é uma relacao de equivaléncia. Além
disso, decorre imediatamente da definicao que dois coédigos equivalentes tém os mesmos parametros.

Damos, a seguir, exemplos de duas familias importantes de isometrias.

Exemplo 2.13 Se f : A — A ¢ uma bijecao, e i € um numero inteiro tal que 1 < i < n, a
aplicacgao

T} : A" — A"
(a17..‘ 7a/n) H (a17..‘ 7f(ai)"" 70’77/)
€ uma sometria.
Exemplo 2.14 Se w é uma bije¢ao do conjunto {1,--- ,n} nele préprio, também chamada de
permutacgdo de {1,--- . n}, a aplicagio permutagao de coordenadas
T, : A" — A"
(@, -+ ,an) V= (A1), "+, Gr(n))

€ uma isometria.

Na sequéncia, enunciaremos o teorema principal desta se¢ao, o qual serd consequéncia dos dois
lemas seguintes.

Lema 2.15 Dada uma isometria F' de A™ com n > 2, e dados elementos ay,--- ,a,_1 € A,
existem a\,--- ;al,_, € A, uma bijecio f, : A — A e uma permuta¢io o de {1,--- n} tais
que

(TO' OF)(ah” ' 7an—17x) = (a’,h” ' 7a;—17fn<x)>7 Vo € A

Demonstracao: Se ¢ = 1, entdao A™ = {(a,--- ,a)} e F(a,--- ,a) = (a,--- ,a), portanto, o
resultado segue trivialmente.

Considere, agora, ¢ > 2. Sejam a,, b, € A tais que a,, # b, e ponhamos
u = (ala U 7an717an) €V = (ala U 7an717bn)-

Temos, entao, que
d(F(u), F(v)) = d(u,v) = 1.

Logo, F(u) e F(v) diferem apenas em uma componente. Escolhendo convenientemente a per-
mutacao o de {1,--- ,n} - que depende em principio de u e de v - podemos supor que

(TG o F)(u) = (alb"' ?a;z—lva/)

n

(To 0 F)(v) = (ay, -+, ay,_y,by)

» Yn—17Yn
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com a,, # b;.

Se ¢ = 2, o lema estd provado, pois, nesse caso, a bijecao f, procurada ¢ definida por a,, — a,
e b, — 0.

Se ¢ > 2, ponhamos
w = (ala e 7an—17x>7

e como T, o F' é uma isometria (veja Proposigao 2.11(iii)), temos, para = # a,, que
d((T, o F)(w), (T, o F)(u)) = d(w,u) = 1.

Existe um tnico y € A tal que
(To 0 F)(w) = (a1, @1, Y, Gy, 5 0y)

com y # a;. Vamos agora mostrar que ¢ = n, ou seja, que o na depende nem de u nem de v.
De fato, se © = b, terfamos w = v e, consequentemente, (1, o F)(w) = (a}, -+ ,a,-1,b,) €
1 =mn. Sex # b, et <n, terlamos

1= d(v,w) = d((Ta © F)(U)’ (TJ o F)(w)) =2,

com a tltima igualdade valendo, pois y # a; e a), # b),. Isso seria absurdo, logo i = n.

Consequentemente
(To 0 F)(w) = (ay -+ a5 4,9),

» m—1>

e portanto, estda bem definida uma funcao f, : A — A tal que

(TUOF)(ah'" ’an—hx) = (a,h"' ,a%_l,fn(l’)).

Como (T, o F') é bijetora (veja Proposigao 2.10), segue que f, é injetora, e como A é finito,
temos que f,, é bijetora. O

Lema 2.16 Seja dada uma isometria G de A" e sejam ay,--- ,an_1,a},--- ,a,_, elementos
fizos de A. Suponhamos que exista um bijecio f: A — A tal que

Glay, -+ ,an_1,2) = (a}, - ,a, 4, f(x)), Vo € A.
Entao, existe uma isometria H de A"~ tal que
G(xy, sy 1, xn) = (H(z1, -+, 2p1), f(T0)), Y(T1,-+ ,2,) € A™.
Demonstragao: Seja (by, -+ ,b, 1) € A"! tal que
(bh ... ;bn—l) 7& (ab .. >an—1)>
e seja a, € A. Ponhamos
u="(ay, - ,a,) ev="_(by,  ,bp_1,an).

Temos, por hipdtese, que
G(u) = (a/b T 7a;L—17 f(an))

Agora escrevamos

G(U) = (Clv"' vcn)'
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Vamos, inicialmente, provar que ¢, = f(a,). De fato, suponhamos por absurdo que ¢, # f(a,).
Como f é uma bijecao, existe b, € A com b, # a, tal que ¢, = f(b,). Considere

w = (aIJ et 7an—17bn);

logo,
G(w) = (af, - ,a,_q, f(bn)).
Seja r = d(u,v). Logo
d((ay, -+ ,an_1), (b1, ,by1)) = d(u,v) = (2.1)

Por outro lado,

d((ay, -+ ,al,_1),(c1, + ycn1)) = d(G(u), G)) — 1 =d(u,v) — 1 =r—1. (2.2)

3 Qpy
Como a,, # b, temos de (2.1) que
d(w,v) =d((a, -+ ,an_1), (b1, - ,bp_1))+1=1r+1. (2.3)
Por outro lado, de (2.2), temos que
d(G(w),G()) =d((a}, -+ ,a,_),(c1,-++ ,cp1)) =7 — 1. (2.4)

Mas como G é uma isometria, (2.3) e (2.4) geram uma contradi¢do, consequentemente, ¢, =

f(an)-

Provamos entao que, dado (xy,--- ,z,) € A" qualquer, existe (y1,-- ,yn_1) € A" ! tal que
G(.Tl, e 7‘7;71) - (yh 5 Yn—1, f(.Tn)),

logo, y1,- -+ ,Yyn_1 sao univocamente determinados por xq,--- ,x,; e, para provar a existéncia

da funcao H, é preciso mostrar que yi,- - ,y,—1 dependem de z1,--- ,x,_1 e nao de x,,. Para

isso, consideremos z, € A tal que z, # x,, e suponhamos que

G(ZEl, o wrn—laZn) - (yb o 7y;717f(zn))7

todavia

d(G($1a 7l'n_1,l'n),G(9§'1,"' axn—lazn)) -
d((l’l, e 7wn—17xn)7 (xla e 71;71—172:7’&)) = 17

e como f(x,) # f(zn), temos
y;:yla VZZL 777’_17

o que prova que estd bem definida uma funcao H : A"~! — A"~! tal que

G(ﬂ?l, o ,fﬂn) = (H(xh T wxnfl)af(xn))'

Agora s6 falta provar que H é uma isometria. Sejam (x1,--- ,z,_1) e (2},--- 2/ _,) em A"}
e seja z, € A, logo, temos
d((zy, -2l ), (@, ) = d((@, - 2y, @), (B0, T, @) =
= d(G(), - @, m0), GTr, o T, ) =
= d((H (), 2 0), f(@n), (H (1, 2nn), fan)) =
= d(H (), @, y), H(zy, o 2na)),

provando assim que H é uma isometria. O
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Teorema 2.17 Seja F' : A" — A" uma isometria, entdo existem uma permutacdo m de
{1,---,n} e bijecoes f; de A, i=1,--- n, tais que

F=T,0Tjo0---0T}.

Demonstracao: A demonstracao sera feita por inducao sobre n. Se n = 1, o resultado segue
trivialmente. Suponhamos n > 1 e que o resultado vale para n — 1. Sejam ay,--- ,a,_1 € A.
Pelo Lema 2.15, existem a) --- ,a,,_; € A, uma bijegao f, : A — A e uma permutacao o de
{1,--- ,n} tais que

(Ty 0o F)(ay, - ,an_1,2) = (ay, -+ ,a,_q, fa(2)), Vo € A,
Pelo Lema 2.16, existe uma isometria H de A"~! tal que
(TO' o F)(ajla e 7$n) = (H($1, e 7xn71)7 fn(x» (25)

Pela hipdtese de indugao, temos que existe uma permutacao 7" de 1,---,n — 1 e bijegoes
fi, -+, fae1 de A tais que

H = (Tw) o (Ty,) 0o (Th 7)) (2.6)

onde
(TT/)/ AL Ant
(xh e 7xn71) — (SL',T_/(I)’ PN ’xT,(n_1)>
e,parat=1,---,n—1,
(T})/ A — Al
(:Ula"' 7In_1) |_> (ml’... 7fi(xi)7”' ’xn_l).
Definimos a permutagao 7 de {1,--- ,n} como segue:
(3 <1<n-—
T(i)z{ 7'(i) se 1_2_n 1
n se 1=n

e ponhamos
T : A" — A"
(1'1,“' 7$n) — (x‘r(l)a"' axT(n))
Para:=1,--- ,n, ponhamos
T}i:A” — A"
(xlv"' 7xn> — (xla"' 7f7,(x1)7 73:11)-
Segue de (2.5) e (2.6) que
TaoF:TToTj}lo---oT};.

Usando o fato de que T, ' = T,-1 e que T, 0 T,y = Tpopr, € pondo 7 = 0!

o7, temos que
_ 1
F=T,0T; 00T},

o que prova o resultado. a

Corolério 2.18 Sejam C e C' dois cddigos em A™. Temos que C e C' sao equivalentes se, e
somente se, existem uma permutacdo m de {1,--- .n} e bijecoes fi, -, fn de A tais que

C' = {(fr) @)y s fat) (@) 5 (1,7, 20) € O}
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Dai decorre o resultado que enunciaremos a seguir, e que usualmente é apresentado em textos
sobre codigos como defini¢ao de coédigos equivalentes.

Dois cédigos de comprimento n sobre um alfabeto A, cujos elementos serdao chamados de letras,
sao equivalentes se, e somente se, um deles pode ser obtido do outro mediante uma sequéncia
de operagoes do tipo:

1. Substituicao das letras numa dada posicao fixa em todas as palavras do cédigo por meio
de uma bijecao de A.

2. Permutacao das posicoes das letras em todas as palavras do cédigo, mediante uma per-
mutacao fixa de {1,2,--- ,n}.

2.3 Cdbdigos Lineares

A classe de codigos mais utilizada na pratica é a chamada classe dos codigos lineares.

Denotaremos por K um corpo finito com ¢ elementos tomado como alfabeto. Temos, portanto,
para cada nimero natural n, um K-espaco vetorial K" de dimensao n.

Definigcao 2.19 Um cddigo C C K" serd chamado de cédigo linear se for um subespago
vetorial de K™.

Todo cédigo linear é por definicao um espaco vetorial de dimensao finita. Seja k a dimensao
do cédigo C' e seja vy, vs,--- , v, uma de suas bases, portanto, todo elemento de C' se escreve
de modo tnico na forma

)\11}1 + )\2?]2 +---+ )\kvk,

onde os \;,i = 1--- ,k, sao elementos de K. Segue dai que

Ol = ¢".
Definigao 2.20 Dado © = (z1,--- ,z,) € K", define-se o peso de x como sendo o nimero
mteiro

w(z) = |{i; x; # 0}].

Em outras palavras, temos que w(x) = d(x,0), onde d representa a métrica de Hamming.

Definigao 2.21 O peso de um cddigo linear C' é o inteiro
w(C) :=min{w(x); = € C\ {0}}.
Proposicao 2.22 Seja C C K™ um codigo com distancia minima d. Temos que
(i) Ve,y € K", d(z,y) = w(x — y).
(1) d =w(C).

Demonstracao: O item (i) segue imediatamente das definigdes de métrica da Hamming e da
de peso de um cédigo. O item (ii) decorre do fato que, para todo par de elementos z,y em C
com x #y, tem-se z=x —y € C\ {0} e d(z,y) = w(z). O
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Em virtude da Proposicao 2.22(ii), a distancia minima de um cédigo linear C' serd também
chamada de peso do cédigo C'. Em &lgebra linear, nao é incomum se descrever subespagos
vetoriais C' de um espago vetorial K™ como imagem ou nicleo de uma transformagao linear.
Observemos como se obtém a representacao de C' como uma tal imagem. Escolha uma base
vy, -+, v, de C' e considere a aplicacao linear

T : K* — K"
x:(xl,-~,:ck) — SL’1U1+"‘—|—SL’]€U]€'
Temos que T' é uma transformacao linear injetora, tal que a imagem de 7' é C', ou em simbolos,

Im(T)=C.

Portanto, dar um cédigo C' C K™ de dimensao k é equivalente a dar uma transformacao linear
injetora
T:K"— K"

e definir C' = Im(T). Essa é a forma paramétrica do subespago C, pois os elementos de C'
sao parametrizados pelos elementos z de K* através de T', o que torna ficil gerar todos os
elementos de C'. Note que nessa representacao €, porém, dificil decidir se um dado elementos v
de K™ pertence ou nao a C', pois, para tal, é necessario resolver o sistema de n equacoes nas k
incognitas xq, - - - , xx abaixo

T1U1 + TV + -+ - + TRV = V.

Essa resolucao, em geral, representa um custo computacional muito elevado.

Vejamos agora, como descrever um codigo C' como nicleo de uma transformacao linear. Tome
um subespaco C’ de K™ complementar de C', isto é,

Cpl =K",
e considere a aplicagao linear

H: CaC — Knk
udbv +—> v

cujo nucleo é precisamente C'. Computacionalmente é muito mais simples determinar se um
certo elementos v € K™ pertence ou nao a C'; para isto, basta verificar se H(v) é ou nao o vetor
nulo de K™%, 0 que tem custo bem pequeno.

Definigao 2.23 Seja K um corpo finito. Dois cédigos lineares C' e C' sdo linearmente

equivalentes se existir uma isometria dada por uma transformacao linear T : K™ — K™ tal
que T(C) = C".

Dos Exemplos 2.13 e 2.14 e do Teorema 2.17, segue que dois cédigos lineares C' e C" em K"
sdo linearmentes equivalentes se, e somente se, existem uma permutacao 7w de {1,--- ,n} e
elementos ¢y, -, ¢, de K\ {0} tais que

C/ = {(Clxﬂ’(l)7' o JCH‘/EW(H)); ('Th' e wrn) € C}

Dai decorre o resultado a seguir, que usualmente é utilizado em textos sobre codigos como
definicao de cédigos lineares equivalentes.

Dois coédigos lineares sao linearmente equivalentes se, e somente se, cada um deles pode ser
obtido do outro mediante uma sequéncia de operagoes do tipo:
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1. Multiplicacao dos elementos numa dada posicao fixa por um escalar nao nulo em todas
as palavras.

2. Permutacao das posicoes das letras em todas as palavras do cédigo, mediante uma per-
mutacao fixa de {1,2,--- ,n}.

2.4 (Cobdigos de Reed-Muller

Os Codigos de Reed-Muller (ou RM) sdo uma das familias mais antigas e melhor compreendidas
de codigos. Os c6digos de Reed-Muller foram originalmente definidos sobre o corpo bindrio [11]
[12], e posteriormente a definigdo foi estendida para corpos com ¢ elementos, sendo entao
conhecido como cédigo de Reed-Muller generalizado.

Definicao 2.24 Seja F, um corpo finito com q elementos e n > 1 inteiro. Seja d inteiro tal

que 1 <d <n(qg—1). O cédigo de Reed-Muller generalizado de ordem d € o sequinte subespago

do espaco ]ngn) :

RMy(d,n) ={(f(2))eery | f € Fo[Xy, -+, Xp] e deg(f) < d}.
O cédigo RM,(d,n) tem os seguintes parametros:

3 R n
1. comprimento m = ¢",

2. dimensao M = Z?:o Z;‘:O(_l)j (n) (t—jq+n—1>

J t—jq
3. distancia minima W, = (¢ — ¢)¢" %!, onde k e £ sdo respectivamente o quociente e o

resto na divisao euclidiana de d por (¢ — 1), ousejad =k(qg—1)+le0<{<q—1.

No préximo capitulo, utilizando conceitos da teoria de bases de Grobner, vamos definir uma
classe de codigos que tem como subclasse os cdédigos de Reed-Muller generalizados.



Capitulo 3

Bases de Grobner e a Pegada de um
Ideal

3.1 Monomios e Ordens Monomiais

Definigao 3.1 Um monomio em Xy,---, X, € um produto da forma X7 -...- X2, onde todos
0s expoentes sao inteiros nao negativos. Vamos utilizar a notacao multi-indice para monomios.
Escreveremos X = X{' - ...« X%, onde a = (q,...,,) € N". O grau desse mondmio € a
soma |a| = a1 + ... + ay,.

Seja K um corpo, vamos denotar por M o conjunto de todos os monomios em K[X] :=
K[Xy, ..., X,

Um polinémio f em K[X] ¢ uma combinagao linear de monémios com coeficientes em K. Dessa
forma podemos escrever

f= ZaaXa, a, € K.

que é uma soma de um nimero finito de n-uplas « = (a4, ..., @, ). Chamamos a, de coeficiente
do monomio X®. Se a, # 0, entdao a,X* é um termo de f. O grau total de f, denotado por
deg(f), é o maximo |a| tal que a, # 0.

Definicao 3.2

(i) Sejam fi, ..., fs polinomios em K. Definimos o ideal gerado por fi,..., fs como sendo o
conjunto

(fl,...,fs):{Zh,-fi : hl,...,hseK[X]}.
i=1

Observe que esse conjunto € de fato um ideal de K[X].

(i) Chamamos um ideal I de K[X] de finitamente gerado se existem fi, ..., fs € K[X] tais
que I = (f1, ..., fs), e dizemos que {fi, ..., fs} € uma base para I.

Defini¢ao 3.3 Uma ordem monomial < em M C K[X] € qualquer rela¢ao em N™ satisfazendo:
(i) = € uma ordem total em M;
(i) se X* =< X% em M e X7 € M, entio X®- X7 = XP. X7;

(i1) todo subconjunto nao vazio de M possui elemento minimo em relagdo a <.

23
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Vejamos dois exemplos de ordens monomiais:

Exemplo 3.4

(i) A ordem lexicogrdfica (com X, = ... X X1) € definida por X =<jes XP sea=f ou se a
primeira entrada diferente de zero da esquerda para a direita de B — « for positiva. Assim,
nds temos por exemplo que X3°0 <., X7 e XZX <., X7 X5,

(ii) A ordem lexicogrdfica graduada (com X, =< ... < X1) é definida por X* < XP se a =
ou Yl o <D0 By, oused r o=y i B entao X <o XP, onde <o € a ordem
lexicogrdfica, definida anteriormente.

Temos por exemplo que X7 X% < X1 X3X3, pois o grau do primeiro é menor que o grau
do sequndo, e X1 X, X35 2 X1 X3X3, pois embora eles possuam o mesmo grau, temos que
X1 X0 X2 <ee X1 X2 X3,

Definicao 3.5 Seja f =>"1", a;x* € K[X] um polinémio nao nulo, onde a; € K, a; # 0 para
todoi=1,---,m, e seja = uma ordem monomial definida em M. Entao:

i) O Multigrau de f (com respeito a <) € dado por mdeg(f) = max{a; € N* : i =
1,--- ,m};

i) O Monémio Lider de f (com respeito a <) é Im(f) := Xmdes(f);
ii) O Coeficiente Lider de f (com respeito a =) € lc(f) := Qmdeg(s)s
w) O Termo Lider de [ (com respeito a <) € lt(f) := Qmgeg ) X ™).

Assim, por exemplo, se (X1, X, X3) = 4X3 X3 + 5X, X8 + 2 € R[X, X5, X3] e nés conside-
ramos o conjunto dos mondmios com a ordem lexicografica, entao temos que Im(f) = X3 X, e

It(f) = 4X3 X3, por outro lado, se considerarmos a ordem lexicogréafica graduada, teremos que
Im(f) =X, X5 elt(f) =5X,X35.

Um importante procedimento na teoria de bases de Grobner é a divisao de um polinomio por
uma lista de polindomio nao nulos.

Definicao 3.6 Dividir f € K[X] por {g1,--- . a} C K[X]\ {0}, com respeito a uma ordem
monomial =X, significa encontrar quocientes qi,--- ,q; e um resto r em K[X] tais que f =
G + -+ qge + 1, e também r = 0 ou nenhum mondémio que aparece em r é multiplo de
Im(g;), para todo i € {1,--- |t}.

Na literatura sobre Bases de Grébner o leitor poderd encontrar uma descrigao do algoritmo
usado para determinar os quocientes e o resto, bem como uma prova de que o algoritmo ter-
mina, de fato, depois de um nimero finito de passos. Aqui nés apenas descrevemos o algoritmo
e mostramos como ele funciona em dois exemplos.

A ideia bésica do algoritmo é a mesma do caso de uma variavel: queremos cancelar o termo
lider de f (com respeito a <) pela multiplicacao de algum g; por um apropriado monoémio e
subtrair. A novidade aqui é que as vezes o termo lider de um “polindémio intermedidrio” nao é
um miltiplo de nenhum Im(gy),--- ,Im(g;), entdo devemos mové-lo para o resto para continuar
com a divisao.

Exemplo 3.7 Primeiramente vamos dividir f = XY? +1 por gt = XY +1 e g, =Y + 1,
usando a ordem lexicogrdfica com Y =< X. Listando os divisores de g1 e go na chave e 0s
quocientes q e qo abairo da chave, temos o sequinte esquema:
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XY?2+1| XY +1
q1 -
g2 :

Os termos lideres sao lt(g;) = XY e lt(g2) = Y, e ambos dividem o lt(f) = XY?. Entao
dividindo f por g1, temos que dividir XY? por XY, assim, basta multiplicar g, por'Y e depois
subtrair g1 de f obtendo:

XY2+1| XY +1
—Y+1|q:Y
gz :

ou seja
XY?2+1=Y(XY +1)+0(Y +1)+ (=Y +1).

Agora repetimos o mesmo processo para —Y + 1. Desta fez devemos dividir por g pois lt(g1) =
XY nao divide o lt(=Y +1) = =Y. Dai

XY?4+1| XY +1

v
—Y+1|q::Y
2|1 qy:—1

Notando que o lt(g1) e o lt(ge) nao dividem 2, o resto € igual a r = 2 e acabamos. Desse modo
escrevemos f = XY? 4+ 1 da forma:

XY?+1=Y(XY + 1)+ (=1)(Y +1) +2.

Exemplo 3.8 Neste exemplo, encontraremos uma inesperada sutileza que pode ocorrer quando
trabalhamos com polinémios de mais de uma varidvel. Vamos dividir f = X?Y + XY?+Y por
g1 =XY —1egy=Y2—1. Como no exemplo anterior, usaremos a ordenacdo lexicogrdfica,
comY =< X. As duas primeiras etapas do algoritmo sequem abaizo (notando que quando 0s
dois termos lideres dividem f, usamos o primeiro):

XY + XY?4+Y | XY —1
Y2 -1

g :X+Y
gz :

XY’ + X +Y?
X+Y?+Y

ou seja
XY+ XY 4+Y = ( X+ V)XY - D) +0(Y2 - 1)+ (X +Y2+Y).
Note que nenhum dos dois lt(g) = XY e lt(go) = Y? dividem o [t(X +Y?+Y) = X. Entre-

tanto, X + Y2 +Y nao € o resto, pois lt(gs) divide Y?. Deste modo, se nds movermos X para
o resto podemos continuar dividindo.

Para implementar essa ideia, criaremos uma coluna para o resto r, a esquerda dos dividendos,
onde colocaremos os termos pertencentes ao resto.

Além disso, chamaremos os polinomios debaizo do dividendo, de dividendo intermedidrio, e
continuaremos diwidindo até que ele se anule.



26

r XY + XY?+Y | XY -1
Y2 -1
XY?2 4+ X+Y? | q: X+Y
X +— X+Y2+Y |¢q:1
Y24+Y
Y +1 — Y+1
r=X+Y+1 0

Assim, o resto € X +Y + 1, e obtemos
XY 4+ XY 4 Y?=(X4Y) (XY =D +1- (Y2 - 1)+ (X +Y +1).

Note que o resto € uma soma de monomios, na qual nenhum dos monomios € divisivel pelos
termos lideres de g, e gs.

E importante observar que no algoritmo da divisao temos que, se o resto r € diferente de zero,
entdo o monomio lider de r € menor ou igqual ao monomio lider de f.

Além disso, olhando atentamente para o algoritmo observamos que estamos levando em conta a
ordem em que os divisores gy, -+ ,g; SGo escritos e podemos perquntar se uma mudang¢a nesta
ordem ird produzir uma mudanca nos quocientes e no resto. A resposta a esta pergunta € sim,
e pode-se verificar que a aplicacdo do procedimento acima para dividir X2Y + XY +24+Y?2 por
{Y? —1,XY — 1} (nesta ordem) nos dd que

XY+ XY24 Y2 =(X+1)- (Y2— 1)+ X - (XY = 1)+ (2X + 1).

3.2 Bases de Grobner

O conceito de bases de Grobner apareceu pela primeira vez na tese de doutorado do matematico
austriaco Bruno Buchberger, publicada em 1965. Seu orientador, Wolfgang Grébner, propos o
seguinte problema para sua tese: dado um ideal I C K[X], encontrar uma base para K[X]/I
como um K-espago vetorial.

Quando estamos trabalhando com um anel de polindmios em uma tinica variavel a resposta é
conhecida: [ é gerado por um certo polinomio de grau d(no caso em que I #0) e {1+ 1, X +
I,--+, X% + I} forma uma base para K[X]/I.

Agora, quando estamos trabalhando com um anel de mais de uma varidvel a situagao muda
radicalmente. Pelo Teorema da Base de Hilbert, nés sabemos que I é gerado por um nimero
finito de polindmios, mas I nao é necessariamente um ideal principal; mais ainda o anel quoci-
ente K[X]/I pode ser um K-espago vetorial de dimensao infinita.

A ideia de Buchberger para solucionar o problema acima foi fixar uma ordem monomial em
M e determinar um conjunto especial de geradores para I cuja propriedade principal é que as
classes dos monomios que nao sao multiplos de nenhum dos monomios lideres dos polinomios
que estao nessa base especial, formam uma base para K[X]/I como K-espaco vetorial. Em
1976 Buchberger decidiu chamar essa base especial para I de Base de Grobner em virtude da
influéncia das ideias de seu orientador em seu trabalho de tese.

Definicao 3.9 Seja I C K[X] um ideal nio nulo e seja M com a ordem monomial <. Um
conjunto {g1,--+ ,9s} C I € uma Base de Grébner para I (com respeito a <) se para todo
fel, f#0, temos que lm(f) é um miltiplo de Im(g;) para algum i € {1,--- ,s}.
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Exemplo 3.10 Seja I = (XY —1,Y? — 1) C R[X, Y] e considere a ordem lexicogrdfica (com
Y =< X) definida no conjunto dos monémios de R[X,Y]. Entio V(XY —1) — X(Y? —1) =
~Y+Xelelm(X-Y)=X nao é um miltiplo de Im(XY —1) = XY oulm(Y?—1) =Y?,
assim {XY — 1,Y? — 1} ndo é uma Base de Grobner para I.

Assumimos a partir de agora que M é dotado com alguma ordem monomial fixa e que I # (0).
O seguinte resultado mostra que uma Base de Grobner para I é de fato uma base para I, no
sentido de ser um conjunto de geradores, e que podemos utilizar isso para decidir se um dado
polinomio esta em I.

Lema 3.11 Seja {g1, - ,9s} C I uma Base de Grébner para I, entio f € I se, e somente se,
o resto da divisao de f por {q1, -+ ,gs} € zero. Consequentemente I = (g1,--+ ,gs)-
Demonstracao: A “volta”dessa afirmacao é trivial. Por outro lado para f € I seja

f = > ,qg + s adivisao de f por {g1,---,gs}. Entao, como r = f —>7 qg € I,
devemos ter r = 0, caso contrario r seria um polindomio nao nulo cujo monémio lider nao é um
multiplo de Im(g;) para algum i = 1,--- | s, contradizendo o fato que {g1,--- ,gs} é uma base
de Grobner para I. Isso mostra que I C (g1, - ,¢gs) e consequentemente I = (g1, ,gs). O

Uma importante propriedade das Bases de Grobner é a seguinte.

Proposicao 3.12 Seja {g1,--- ,g9s} C I uma Base de Grébner para I. Na divisao de f € K[X]
por{g1, -+ ,9gs} o resto é sempre o mesmo, independentemente da ordem que escolhemos para
g1, ,gs no algoritmo da divisao.

Demonstragao: Assuma que f = ¢ g1+ +¢sgs+7 = q11+- - - +¢.gs+7', onde ¢;, ¢; € K[X]
para todo i =1,--- s, r,r’" € K[X]| e nao aparecendo em r ou 7’ um multiplo de Im(g;) para
todoi =1,---,s. Der—1" =57 (¢ —q)g € I devemos ter r — ' = 0 caso contrario
r —r’ seria um polindémio nao nulo cujo monoémio lider ndo é um miltiplo do Im(g;) para algum
i=1,---,s, contradizendo o fato de que {g;,--- ,gs} é uma Base de Grébner para I. O

Os resultados acima listam algumas propriedades agradaveis de Bases de Groébner, mas até
agora nao estd claro se todo ideal I C K[X] admite tal base. Esta parte é a principal con-
tribuicao de Buchberger em sua tese. L&, ele apresenta um algoritmo, o qual parte de uma
base finita dada para I, e acrescenta novos elementos, se necessario, até o ponto em que a
base aumentada seja uma Base de Grobner. A seguir, um conceito chave no Algoritmo de
Buchberger.

Definigao 3.13 Sejam f,g € K[X] — {0}, com It(f) = aX® e lt(g) = bXP, com a =
(ala"' 70571)76 - (617"' 7571) € N". Seja ainda Yi = max{ahﬂi}ﬂ pCLT’CL’i - 17 €
Y= (71, ") € N". O S-polinémio de f e g é definido por:

XV« X8
S(fg)=——f-——9

Observe que It((1/a) X7~ f) = X7 = It((1/b)X"~#g). Buchberger provou que {g1,--- ,gs} C I
¢ uma Base de Grobner para [ se, e somente se, o resto da divisao de S(g;, g;) por {g1,--- ,gs}
é zero para todos distintos 4, j = {1,--- ,s}. Ele também provou que o seguinte procedimento
pode ser usado em um algoritmo que produz uma Base de Grébner para I = (g, - , gs) em um
nimero finito de passos: assuma que para algum par de distintos inteiros ¢, j € {1,--- , s} oresto
R; ; da divisao de S(gi, g;) por {g1,- -, gs} é diferente de zero. Defina g5 := R; ; e considere o
conjunto {gy,- -, gs, gs11}. Claramente I = (g1, -+ , gs, gs+1) POis gs11 € I. Se para algum par
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de inteiros ¢,5 € {1,--- ,s+ 1} o resto R; ; da divisao de S(gi, g;) por {g1,- - , gs+1} ¢ diferente
de zero entao defina g,15 := R; ; e considere o conjunto {gi,- - - , gs41, gs+2}. Buchberger provou
que depois de um numero finito de passos, os restos nas divisoes serao sempre iguais a zero e
assim esse processo produzird um conjunto {gi,-- - , g} que é uma Base de Grobner para I.

Exemplo 3.14 Vimos no exemplo 3.10 que {XY —1,Y%—1} ndo é uma Base de Grobner para
I=(XY~-1,Y?-1) C R[X, Y] com respeito a ordem lexicogrifica onde Y < X. Vamos aplicar
o Algoritmo de Buchberger a fim encontrar uma Base de Grobner para I. Seja gg = XY — 1
e go = Y%~ 1, entio S(g1,92) = Yg1 — Xgo = X =Y e o resto da divisio de S(g1,g2) por
{XY —1,Y?> -1, X — Y} € zero. Pode-se também facilmente verificar que o resto da divisao
de S(g1,93) = Y? —1 € S(ga,93) = Y® —z por {XY — 1,Y? — 1, X — Y} € zero, entio
{XY —-1,Y?—1,X — Y} é uma Base de Gribner para I (com respeito a <).

Introduziremos agora o conceito que resolveu o problema da tese de Buchberger.

Definigao 3.15 Seja I C K[X] um ideal. A pegada de I (com respeito a uma ordem monomial
em M fizada) € o conjunto:

A(I)={M e M : M nao é monémio lider de nenhum polinomio em I}.

A pegada de um ideal I tem uma correlacdo com uma Base de Grébner para I (sendo ambos
definidos em relagao & mesma ordem monomial em M) .

Proposicao 3.16 Seja I C K[X]| um ideal e seja {g1,--+ ,9gs} uma Base de Grébner para 1.
Entao, um mondmio M esta em A(I) se, e somente se, M nao € mailtiplo de lm(g;), para todo
1=1,---,s.

Demonstracao: A “ida”é trivial pela defini¢ao de A(I). Por outro lado, da defini¢ao de Base
de Grébner sabemos que se M nao é multiplo de Im(g;) para todo i =1,--- ;s entdao M nao é
o monomio lider de nenhum polinomio em /. O

A prova acima é muito simples e utiliza a definigdo de A(/) em uma dire¢ao e a definigao de
base de Grobner na outra. Isso sugere que os conceitos de Base de Grobner e Pegada podem
ser equivalentes, e de fato sao. Tendo definido o que é uma Base Grobner para um ideal [
podemos definir a pegada de I usando a afirmacao da proposicao acima. Por outro lado, pode-
mos comecar com a definicao 3.15 e entao definir uma Base de Grébner para I como sendo um

conjunto {gi,---,gs} C I tal que o conjunto dos monémios que sdo multiplos de im(g;) para
algum i € {1,--- s} é exatamente M \ A(I). Em seguida, pode-se provar que tal conjunto
{g1,- -+ ,gs} de fato existe e satisfaz a condigao da Definigao 3.9.

No exemplo a seguir mostramos como usar o resultado acima para obter uma representacao
grafica da pegada de um ideal.

Exemplo 3.17 Seja I = (X3 - X, Y3 -V, XY - Y) C R[X,Y], e tome M com ordem lexi-
cogrdfica, onde Y < X. Nao é dificil de checar que {X3 — X, Y3 —Y, XY — Y} é uma Base de
Grobner para I. Temos que Im(X? — X) = X3, Im(Y® —Y) =Y3 e Im(X?Y —Y) = X?Y,
e aplicamos a proposi¢ao acima para determinar A(I). E fdcil "ver”a pegada de I na figura
abaizo, onde representamos o monoémio XY pelo par de inteiros nio negativos (a, 3).
Observe que as bolinhas “fechadas”representam os monomios lideres da Base de Grobner para
I, e as bolinhas ”abertas”representam os monomios da pegada de 1.
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Figura 3.1: Representacao grafica da pegada de um ideal

De fato, os pontos (3,0), (0,3) e (2,1) correspondem aos monémios lideres da Base de Grobner
e assim fica facil determinar os monomios que sao multiplos de cada um desses monomios

lideres (assim determinando o conjunto dos mondomios que sao monomios lideres de polinomios
em I). Desse conjunto e do resultado acima temos que A(I) = {1, X, X2 Y, XY, Y? XY?}.

Agora apresentamos a solucao para o problema tese de Buchberger, que serd muito 1util na
préxima secao.

Teorema 3.18 Seja I C K[X]. Entao
B:={M+1|MeA()}
¢ uma base para K[ X]/I como um K-espago vetorial.

Demonstracao: Seja G uma Base de Brobner para I com respeito a mesma ordem monomial
usada para determinar A(I), e seja f € K[X]. Dividindo f por G temos que o resto é da
forma r = 22:1 a;M; onde a; € K[X] e M; € A(I) para todo i = 1,--- ,t. Uma vez que
f+ 1 =r+1 temos que B gera K[X]|/I como uma K-espago vetorial. Agora assuma que
S bi(M; 4+ 1) =0+ 1 onde b; € K[X] para todo i = 1,--- ,£. Entdao S.t_, b;M; € I e assim

- - ¢ .
devemos ter b; = 0 para todo ¢ = 1,--- , ¢, caso contrario » ,_, b;M; poderia ser um elemento
nao nulo de I cujo monomio lider nao é um monomio lider de um polinémio em /. Isso mostra
que B é um conjunto linearmente independente sobre K. a

Exemplo 3.19 Continuando com o que foi feito no exemplo 3.17, do resultado acima temos
que R[X,Y]/I é um R-espaco vetorial de dimensao 7 e {1+ I, X +I,X*+ 1Y + [, XY +
IY? + 1, XY?+ I} é uma base para esse espago vetorial.

Seja I C K[X] um ideal e seja o conjunto {fi,---, f;} uma base para I. Denotaremos por
A(lm(f1), - ,Im(f;)) o conjunto:

A(lm(fy), -, im(f)) :={M € M | M nao é multiplo de Im(f;),¥i € {1,--- ,t}}.

Observagao 3.20 Observe que A(I) C A(Im(f1), - ,Im(f;)). Na verdade, pela proposi¢ao
3.16 temos que A(I) = A(lm(f1),--- ,Im(f)) se, e somente se, {f1, -+, fi} € uma Base de

Grobner para I.
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Definigao 3.21 Sejam f,g € K[X]| — {0}. Se mdeg(f) = a e mdeg(g) = B, entio seja
v = (7, ,7) onde v; = max(ay, ;) para todo i = 1,--- ,n. Chamamos X7 de minimo
maltiplo comum de Im(f) e lm(g), e escrevemos X7 = mmc(Im(f),im(g)).

Anunciamos a seguir um teorema importante que sera necessario no préximo capitulo.
Teorema 3.22 Dado um conjunto finito G C K[X]| suponha que tenhamos f,g € G tais que

mmc(lm(f),im(g)) = lm(f) - Im(g).

Isso significa que os monomios lideres de f e g sdo relativamente primos. Entdo o resto da
divisao de S(f,g) por G é zero.

Demonstracao: Para simplificar, assumimos que f e g foram multiplicadas por constantes
apropriadas para termos lc(f) = le(g) = 1. Escreva f = Im(f) +p, g = Im(g) + ¢. Entao,
como mme(Im(f),Ilm(g)) = Im(f) - lm(g), temos

S(f,g) = Im(g)-f—Im(f)-g

= (g—a) f-(f-p g
= g9 f-af-fg9+tp-yg (3.1)
=pg-qf
Afirmamos que
mdeg(S(f, 9)) = max(mdeg(p - ), mdeg(q - f))- (3.2)

Note que (3.1) e (3.2) implicam que o resto da divisdao de S(f,g) por G é zero, desde que
f,g € G. Para provar (3.2) observe que no ultimo polinémio de (3.1), os monoémios lideres de
p-geq- f sao distintos e, por isso, nao é possivel canceld-los. Pois se os monomios lideres
fossem os mesmos, teriamos

Im(p) - lm(g) = lm(q) - Im(f).

No entanto, isso é impossivel se Im(f) e Im(g) sdo primos relativos: da tultima equagao, Im(g)
teria que dividir Im(q), o que é absurdo pois Im(q) < Im(g). O

3.3 Coddigos Cartesianos Afins e seus Parametros

Comecamos apresentando um conceito chave na geometria algébrica, que da uma iteracao entre
algebra e geometria.

Definigao 3.23 Seja I C K[X]| um ideal. A Variedade Afim associada ao ideal I € o
conjunto:
V(]):{(al,--~,an)€K"]f(al,---,an):(),erl}.

E f4cil ver que se I = (g1, ,g¢) entdo (ay, -+ ,a,) € V(I) se, e somente se, g;(ay,-+ ,gn) =0,
paratodoi=1,--- .

Dado V' = V(I) podemos nos perguntar sobre o conjunto de todos os polinémios que se anulam
em V. E facil ver que esse conjunto é um ideal de K[X] que contém I, e é chamado de Ideal das
Variedades de V e denotado por Z(V). Um famoso teorema de Hilbert afirma se K é algebri-
camente fechado entdo Z(V(I)) = VI, onde VI := {f € K[X] | f™ € I para algum m € N}
¢é o ideal chamado de Radical de I.
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Uma variedade V(I) pode ter infinitos pontos (tome por exemplo I = (z — 3*) C R[X,Y]) ou
um niimero finito de pontos (tome por exemplo I = (X? —1,Y?—1) C R(X,Y)). Para provar
uma importante relagao entre variedades de I e a pegada de I quando A(I) é finito precisamos
do seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.24 Seja I C K[X]| um ideal e seja Py,--- , P, pontos distintos de V (I). Entao, existem
polinémios py, - - -, pr € K[X] tais que p;(P;) = 6;; para todo i,j € {1,--- ,r}.

Demonstracao: Seja P, = (a;1, - ,a;,) € K" onde i = 1,--+ | r, vamos mostrar como obter
p1 satisfazendo o lema. Como todos os pontos sdo distintos, para i € {2,--- ,r} existe j; €
{1,---,n} tal que a1, # a;j,- Seja h; = (X, — a;5,)/(a1j, — aij,), entdo hy(P) =1 e hi(P;) =0
para todo ¢ = 2,---,r. Tomando p; = [[i_, h; temos pi (P = 1) e p1(P;) = 0 para todo
1 =2,---,r. Da mesma forma obtemos ps, -+ ,p, como no lema. O

Proposicao 3.25 Seja I C K[X]| um ideal tal que A(I) é um conjunto finito. Entao V(I)
também € um conjunto finito e #V (1) < #A(I).

Demonstragao: Sejam Py, - -, P. elementos distintos de V' (I), vamos encontrar um conjunto
linearmente independente em K[X]/I e que tenha r elementos. Isso provard a proposi¢ao pois
como nds vimos #A([) é a dimensao de K[X]/I como K-espago vetorial. Pelo lema acima,
sabemos que existem py,---,p, em K[X] tais que p;(P;) = ¢;; para todo i,j € {1,---,7}.
Assuma que Y., a;(p; +4) = 0+ I onde ay,---,a, € K, entdo Y., a;p; € I sempre que
oy aipi(Pj) = 0, isto é, a; = 0 para todo j € {1,---,r}. Assim {py + I,---,p, + I} é um
conjunto linearmente independente em K[X]/I, completando a prova. O

Na verdade pode-se provar um resultado mais refinado (veja [1], Thm. 8.32). Recorde que um
ideal I é chamado de ideal radical se I = /1.

Teorema 3.26 Seja I C K[X] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito e seja L uma
extensao algebricamente fechada de K. Entao Vi(I) := {(ay,--- ,a,) € L™ | f(ay, -+ ,a,) =
0,Yf €I} éum conjunto finito e #V(I) < #A(I). Mais ainda, se K é um corpo perfeito e I
¢ um ideal radical entao #V(I) = #A(I).

Em 1998, Fitzgerald e Lax propuseram a seguinte construcao de codigos lineares. Seja I =
(g1, ,9t) CF[X]esejal, = (g -, g1, X{—X1, -+, X3—X,,). Recorde que [Ter,(X—a) =
X?— X entao V(I) =V(I,;). A partir de agora vamos sempre considerar a ordem lexicogréfica
graduada em M C F,[X]. Temos que #(A(1,)) < #(A(Im(g1),--- ,Im(g:), X7, -+, X9) < ¢"
entdo da proposicao 3.25 temos que #(V (1)) < #(A(L,)). Seja V(I,) = {P, -+, Py} e seja
¢ 0 homomorfismo

¢ FX]/1, — F7
f+I, — (f(P), -, f(Pn))

Proposicao 3.27 O homomorfismo ¢ € um isomorfismo de F-espagos vetoriais.

(3.3)

Demonstracgao: E claro que ¢ é uma transformacao linear. Como X! — X; € I, para todo
i =1,---,n temos que I, é um ideal radical (v. [1, Prop. 8.14]), e também para qualquer
extensao L algebricamente fechada de F, temos que Vi(I;) = Vg, (/,), assim de 3.18 e 3.26
temos que dim(F,[X]/1,) = #(A(I,)) = m. Do lema 3.24 sabemos que existem polinémios
p1,c - Pm € Fo[X] tais que p;(P;) = d;; para todo i, j € {1,--- ,m}, assim ¢(p; + 1,) = e;. Isso
prova que ¢ é sobrejetivo e consequentemente um isomorfismo. O

O seguinte conceito foi introduzido por Fitzgerald e Lax em [9].
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Definicao 3.28 Seja L C F,[X]/1, um F, subespa¢o vetorial de F [X]/I,. A imagem p(L) =
C(L) é chamada de cédigo de variedade afim associado a L.

Em [9] os autores provam que todo cdédigo F,-linear é igual a C(L) para n, I e L conveniente-
mente escolhidos.

Vamos definir a seguir um tipo de cédigo que tem como caso particular os coédigos de Reed-
Muller.

Sejam Ay, - -, A, conjuntos nao vazios de Fy e seja X := Ay x---x A,. Seja fi = [[ e, (Xi—¢)

para todo i € {1,--- ,n} eseja I := (f1, -, fn), claramente V(I) = X. Como acima monta-

mos I, = (fi,-, fu, X{ — X,--+, X2 — X,,) e observe que neste caso [, = I por que f; é um

fator de X! — X;, para todoi=1,--- ,n.

Considere, para todos inteiros d > 0, o F, subespaco vetorial de F,[X]/I dado por
Ly:={p+1|p=0oudeg(p) <d}

onde deg(p) é o grau total de um polinomio p € F,[X].

Defini¢ao 3.29 O cédigo cartesiano afim C(d) é a imagem o(Lg).

Observe que quando tomamos A; = F, para todo ¢ = 1,--- ,n obtemos os cédigos de Reed-

Muller generalizados.
Vamos determinar a dimensao e a distancia minima para esses codigos usando técnicas en-
volvendo a teoria apresentada até aqui. Seja d; := #(A;) para todo i = 1,---,n, entao

#V(I)=dy----- d,, e este é o comprimento de C'(d), para todo d > 0.

Lema 3.30 O conjunto {f1, -, fn} € uma Base de Grébner para I.

Demonstragao: Claramente Im(f;) = Xfi para todo i =1,--- ,n, de modo que

A(l) Cc{XP* - X | 0<ay <dy, Vi=1,--- n}.
De#(V(I))=dy----d, < #(A()) < dy-----d, temos em particular que #(A(I)) = dy-- - --d,,.
Isto mostra que B := {fi,---, fu} é uma Base de Grobner para I, pois de outro modo a partir
do algoritmo de Buchberger teriamos que adicionar a B ¢ um polinomio cujo mondémio lider
nao é multiplo de X% para todo i = 1,--- ,n, mas isso implicaria #(A(I)) < dy - --- - d,, uma
contradicao. O

Lema 3.31 O ideal de X € 1.

Demonstracao: Claramente I C Z(X) entao A(I(X)) C A(I). Pela proposigao 3.25 e o
lema acima temos que dy. - - - .d,, = #(V(Z(X))) < #(A(Z(X))) < #(A)) = dy.- - - .d, entdo
#A(Z(X)) =dy. - .dy. Como {f1, - .fu} CZ(X), pelo lema anterior temos que {f1, -, fu}
¢ uma base (de Grobner) para Z(X) e entao Z(X) = I. O

Agora queremos calcular a dimensao de C'(d). Como ¢ é um isomorfismo e C(d) = ¢(Ly) temos
que dim(C(d)) = dim(Lg4). Seja

A(D)<a = {M € A(1) | deg(M) < d}.
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Proposicao 3.32 O conjunto {M +1 | M € A(I)<q} € uma base de L.

Demonstracao: Do teorema 3.18 sabemos que {M + I | M € A(I)<4} é um conjunto li-
nearmente independente, e claramente estd contido em Ly. Seja f € F [X], f # 0 tal que
deg(f) < d. Seja r o resto da divisdo de f por {fi,---, fu}. Do algoritmo da divisao, o fato
de {f1, -+, fu} ser uma Base de Grdbner para I e da proposi¢ao 3.16 temos que r é uma com-
bina¢ao linear de monémios em A(I)<4, 0 que termina a prova. O

Como consequéncia do resultado acima nés temos o seguinte resultado.

Lema 3.33 A dimensao de C(d) é dim(C(d)) = #(A(I)<aq), em particular dim(C(d)) =
di.- -+ dy € dpin(C(d)) =1, para todo d > 377 (d; — 1).

Demonstracao: A primeira afirmacao é uma consequéncia da proposicao acima e do fato de
¢ ser um isomorfismo. Para a segunda e terceira, observe que desde que {f1,- -, f,} seja uma
Base de Grobner para I, temos:

Al)={X™. ... X |0<a,<d—1,¥i=1,--,n}.

Assim, A(I)<q = A(I) sempre que d > """ (d; — 1). O resultado segue do fato de #(A(1)) =
dy.--- .dy e do fato de o(L(d)) = Fi- . O

Teorema 3.34 A dimensao de C(d) para 0 < d <" (d; — 1) € dada por:

o= ("5 S5 ey B (R

1< << <n

(ntd—di—-—d,
b Cap (TR

onde (Z) =0seb<0.

Demonstracao: De acordo com o resultado anterior a dimensao de C'(d) ¢ igual a cardinalidade
de A(I)<q, isto é, do nimero de mon6mios em A(I) da forma X{*.--- X% com >  o; < d.
Seja
h(t) = (1+t+-+t" N (Tt

é facil ver que o coeficiente de t¢ em h(t) é igual ao nimero de monomios em A(I) que tem
grau e, para todo e € {0,---,> " (d; — 1)}. Assim, uma forma de obter o que queremos
¢ calculando os coeficientes de t°,¢,--- ,t? e depois resumi-los. Uma maneira mais rapida é
observar que existe uma bije¢ao entre os conjuntos A(/)<q e

Oy = {X5°. X7 - X € Fy[Xo, X, -+, Xa] | com Y I qo;=de
OSO&ZSdZ—l, VZ:L,??/}

dado por B : A(I)<g — 04 onde B(M) = X¢M(X,/Xo, -+, Xn/Xo) e 871 : Oy —
A(I)<4 dado por 371(N) = N(1,Xy,---, X,). Agora considere

Ht) =1+t +2+-- A4t +-Ft2 Y s (At 4 4t
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entdo o coeficiente de t? é a cardinalidade de [J;. Para calcular este coeficiente notamos que
podemos pensar em H (t) como uma fungao real de uma varidvel ¢ definida em uma vizinhanga

adequada de 0, |T| < 1. Como 1 + ¢+ >+ .- = ﬁ entao

Assim, H(t) = (1/(1=)"") [[;Z, (1 —t%). Usando que 1/(1 )"+ =372 (”}Lj)tj temos que
H(t) = (Z (”;Tj>tj) .

1-— Z i + Z tirtdiy et (_1)j Z tdi1+"'+di]- 4y (—1)"tdi1+"'+din
i=1

1<41<12<n 1<i; <--<5<n

A expressao para a dim(C(d)) na demonstracao do teorema é o coeficiente de t* em H(t) cal-
culado usando o produto acima. O

Para encontrar a distancia minima de C(d), para 0 < d < """  (d; — 1), precisamos do seguinte
resultado auxiliar.

Lema 3.35 Sejam os inteiros 0 < dy < --- <d, ed <> (d; —1). Seja m(o,--- ) :=
[T, (di — a;), onde 0 < o; < d; € um inteiro para todo i =1,--- ,n. Entdo

n

min{m(a, -+ ) | o1+ an <d} = (dpr — ) []

i=k+42

onde k e { sio unicamente definidas por s = S\1_ (d; — 1) 4+ € com 0 < € < dpy — 1. Aqui, se
k+1=mn nds entendemos que H?:k:+2 d;, e se s < dy — 1 entao usamos k=0 e { =d.
Demonstracao: Observe que o minimo deve ser alcangado quando Y ., a; = d, ¢ o lema
afirma que é atingido na n-upla (d;—1,--- ,dp—1,£,0,--- ,0). Assim seja o« = (g, -+ , ;) com
Yor,a; =deassumaque o;; < d;; —1paraalgumi; € {1,---,k}. Seexistir iy € {k+1,--- ,n}
tal que oy, > 0 e oy, + oy, < d;; — 1 entdo denotando por o/ a n-upla obtida de « substituindo
Qy, Por oy, + v, € a;, por 0 temos que:

n n

m(a) —m(a) = [[(di—a) = [ (d—ca)(di, — (i, + a,))(di, — 0) =

=1 i=1;i7#11,i2

= | | (di — aq) [(diy — gy ) (dsy — i) — (diy — iy — Q) dsy] =
i=L5iti i
= I I (di — o) [diy di, — diy iy — diyoui, + 0y — diy diy + diy o, + diya,] =
i=Lsitin in
= (v, + (diy — diy )iy - | | (di — ;) >0

1=1;i#11,12
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entdo m(a) > m(a/). Se existir io € {k+1,--- ,n} tal que oy, > 0 e o, + ay, > d;; — 1 entdo
denotando por o’ a n-upla obtida de a substituindo «;, por d;; —1 e oy, por a;, — (d;; —1— ;)
temos que

n n

m(a) —m(a”) = [[(di— i) = [ (di—ai)di, = (diy — 1))(di, — (i, (di, — 1 — a,))) =

i=1 i=15i41 g

= [ (- a)l(di —ai)di, — a,) = (diy — v, + iy, =1 — )] =
i=1;17#11,i2
= [ (- ai)ldidi, — diyes, — diyvi, + i, 0, — diy + iy — diy + 14 0] =
i=15ii iz
= H (di — aq) [diy (diy =1 = ) = (diy = 1 — i) — iy (diy — 1 — )] =
i=15iin iz
=(dy —1—a)(di, —1—0z,)- J] (di—a)>0
1=13izi1 i
entao m(a) > m(a”). Isso prova que, se m atinge seu minimo em « entao temos que o; = d; — 1
para todo¢=1,--- , k e também que g, = ¢. a

Vamos denotar por p;(d) o valor do minimo determinado no Lema acima. O préximo resultado
mostra que a distancia minima de C(d) é exatamente 1 (d).

Teorema 3.36 Seja 0 < d < Y " ,(d; —1). Entao a distancia minima de C(d) € (dgy1 —
O) [Ty odi onde k e € sao unicamente definidos por d = Zle(di —1)4+0 com0 <l <dp1—1.
Como no resultado acima se k + 1 = n, entendemos que H?:k+2 d; =1, e se s <dy—1, entao

definimos k =0 e { = d.

Demonstracao: Seja F' € Ly e seja Jp = (F, f1,---, fn). Entdo o nimero de zeros na palavra
©(F +1I) éigual a #(V(Jr)) de modo que o peso é w(o(F + 1)) =[], di — #(V(Jr)). Da
proposicao 3.25 temos que #(V(Jr)) < #(A(Jp)). Seja M = X{* - --- - X% 0 monoémio

lider de F, da observacao 3.20 temos que A(Jp) € A(M, X% ... X&) entdao #(A(Jp)) <
Il di =TI, (di — ;). Assim, w(p(F + 1)) > [[-,(di — o) e do lema anterior temos
W(p(F+1)) > (dps1—0) [ [;-ys0 di- Para ver que este limite é realmente atingido nds escrevemos
A ={a;, - ,aidi} parai=1,---,n e seja

G(Xh T 7Xn> = (H I:I(Xz - 0%-)) H(Xk+1 - ak+1j)7

i=1 j=1 j=1

entdo deg(G) = d, G tem [[} ,d; — (dppr — O) I}, 0di zeros em A; x --- x A, entao

w(p(G+ 1)) = (drpr — O TIZp o dic O

Observe que, se nos Teoremas 3.34 e 3.36 fazemos d; = --- = d,, = ¢ obtemos as férmulas
escritas no final do Capitulo 2.



Capitulo 4

O Segundo Peso Minimo

4.1 Resultados Iniciais

Nesta secao queremos encontrar o segundo valor minimo da funcao m, definida no Lema 3.35,
e restrita as n-uplas cujas entradas somam no maximo d, no caso em que d; = ---=d, =q e
para isso vamos precisar da seguinte definicao.

Definigao 4.1 Dizemos que a = (aq,--- , ) € N* é uma n-upla normalizada sempre que
tiwermos oy > ... > Q.

Seja d um inteiro nao negativo e escreva d = k(¢ — 1) + ¢, com 0 < ¢ < ¢ — 1 como no Lema
3.35.

Lema 4.2 A n-upla normalizada o, com ay+---+a, < de0 < a; < q paratodoi =1,--- ,n,
tal que m(a) € minimo, isto é, m(a) = (q — £)g" %=1 é da forma

a:((]—l,"',(]—1,&0,"',0),

onde £ aparece na entrada k + 1.

Demonstracao: Comegamos introduzindo algumas notagoes. Seja 7,5 € {1,---,n} com
i # j. Aplicar M (i, j) na n-upla a obtendo a n-upla o significa fazer o = a; + a;, oy =0
e ay = ay para todo ¢ € {1,--- ,n} \ {i,7}, assim, para aplicar M;(7,j) em « devemos ter

a; + a; < g —1, e assim temos que

m(a) —m(a') = [[(a—a:) = [J(a - al) =

i=1 i=1

n

= (g —a)lg—a)) = (a— (@ +a))a—0) [ (4—an=

=104,
n

= (¢ — qo; — qoi + iy — ¢ + qai + qayy) H (¢ — ) =
(=104

n

= () [[ (4= )

L=10Fi,5

36
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Da mesma forma, definimos que aplicar Ms(7, j) em « obtendo o significa fazer o = ¢ — 1,
of =a;—(q—1—a;) e aj =ag para todo £ € {1,--- ,n} \ {i,j}, assim, para aplicar M(i, j)
devemos ter a; +a; > ¢ — 1, e temos que

m(a) = m(a") = [J(a— @) = [Jta =) =

n

=((g—a)lg—a)) = (g—(g—D)g— (o — (g—1 =) [ (¢- )=
0=10#i.j

n

= (¢* — qo; — qoi + iy — g+ o — g+ 1+ ) H (q—ar) =

(=1 ,0i,j
= (qg—a; -1 —ailg—a; =) =(g—a; = 1)) [[ (@—a)=
0=1,0ij
—(g—ai—Dg—a;=1) ] (¢—a0).
(=105
Suponha que @ = (ay,+ -+ ,a,) é uma n-upla normalizada tal que a; = ¢ — 1 para todo i €
{1,--- ,k} e a # a. Isto significa que ap; < £ e para algum ¢t > k + 1 temos 1 < ay < ¢,

também temos a1 > 0 pois a é normalizado. Aplicando M;(k + 1,t) em « obtemos

n

m(a) — m(a') = (apr10y) H (g — ay) >0,

(=1;04k+1,t
logo, temos m(a) > m(a’).
Suponha agora que a = (o, -+, ) é uma n-upla normalizada tal que 0 < a; < ¢ — 1 para
algum ¢ € {1,--- ,k}. Entao para algum ¢ > k + 1 temos «; > 0 (observe que «; # 0 pois «

é normalizado). Se «; + oy < ¢ — 1 entao aplicando M;(i,t) em « obtemos uma n-upla o’ tal
que m(a) > m(a’).

Se a; +ay > q— 1 entdo aplicando Ms(i,t) em v obtemos uma n-upla o tal que m(a) > m(a”)
(observe que como « é normalizado ndo podemos ter ay = ¢ — 1 pois a; < g — 1).
(I

Agora procuramos o segundo valor minimo da funcao m restrita as n-uplas cujas entradas
somam no maximo d. Quando dizemos que aplicamos N (i,f) em uma n-upla « e obtemos

a n-upla o' significa que estamos fazendo o = o; — 1, oy = oy + 1 e a; = «; para todo
j € A{1l,---,n}\ {i,t}, e aplicar L(i) em uma n-upla a obtendo a n-upla o significa fazer
af = a; —1,eaj = a; paratodo j € {1,---,n} \ {i}. No que se segue, queremos aplicar essas

operagoes para a n-upla a nos casos onde obtemos uma n-upla com entradas diferentes de zero
e menores que ¢, pois entdo podemos aplicar a fun¢do m e comparar o resultado com m(a).
Dividimos essa analise em cinco casos.

CasoI. Sejai € {1,--- ,k} et € {k+2,--- ,n} (observe que esse caso acontece apenas quando
k <n —2). Aplicando N(i,t) em a obtemos uma n-upla a’, e

m(a/)—m(a):Hq—a Hq—a
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=la=@=2)a—0—D" " =g 0)¢" "1 =
=(q—0¢""?2(¢—1) — ¢
=(q—2)(q—0)¢" " ?>0.

Caso II. Seja agora i € {1,---,k} e seja @' uma n-upla obtida aplicando N(i,k + 1) em a.
Entao

m(a’) —m(a) = [(¢— (¢ —2))(q— (L +1)g" ] —[(g— )" ] =
=" 20g—0—1)— (¢ 0)] =
(q—0—2)g" !

e assim temos m(a') —m(a) > 0 sempre que ¢ < g — 2.

Caso III. Sejat € {k+2,--- ,n}, assuma ¢ > 0 e seja a’ a n-upla obtida aplicando N(k + 1,t)
em a (observe que esse caso s6 acoontece se k < n — 2). Assim temos que

m(a) —m(a) = [(g— (¢ = D)g =g ] = [(g = O)g" "] =

=¢"" gL+ D(g—1) —gqlg - 0] =
=" —q—lg+l+qg—1— + g =
= ({—1)g" "
consequentemente m(a’) —m(a) > 0 sempre que ¢ > 1.

Caso IV. Assuma que ¢ > 0 e seja a” a n-upla obtida aplicando L(k 4+ 1) em a. Assim temos
que

m(a") —m(a) = (g — (L= 1)¢" =g = Og" "] =
=" g+ 1—q+ ) =

_ n—k-1
=q .

Caso V. Sejai € {1,--- ,k} e aplique L(i) em a obtendo a”. Temos
m(a") —m(a) = (¢ — (¢ —2))(a = O¢" = [(¢ = Og" "] =

=(q—0g¢""".

Mostramos a seguir que o segundo valor minimo de m é alcancado em uma das n-uplas a’ e a”
que aparecem nos casos estudados acima. Na realidade, podemos nos concentrar nas n-uplas
que aparecem nos casos I-IV, pois nos casos I e V nao temos nenhuma condicao sobre ¢ e temos
que

(@=0g""*" > (g=2)(g—0Og" "
de modo que a menor diferenca aparece no caso 1.
Lema 4.3 O sequndo valor minimo de m(«), onde > . oy < d e 0 < o; < ¢ para todo

i € {1,--+,n}, ocorre quando « € igual a uma das n-uplas @’ ou a” obtidas nos casos I-IV
acima.
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Demonstracao: Seja « uma n-upla normalizada com >  a; < d, 0 < a; < ¢ para todo
i€ {l,---,n} e distinta de a, a’ e a” obtidos no casos I-IV acima, para todo j € {1,--- ,k}.

Suponha que existam iy, iy tais que 0 < o, < ¢—1,0 < o, < g—1e oy < ;. Seja o’ obtido
de o tomando aj, = a;; — 1, o, = oy, + 1 e o = oy para todo t € {1,--- ,n} \ {i1,72}. Como
« ¢é diferente de a’ temos que o é diferente de a. Temos

n

m(a) —m(a) = (g = @)@ =) = (¢ =, + g~ = 1)) [ (4-a) =

s=1,87£11,i2

n

= (g, — aj, + 1) H (g—as) >0

s=1,5#11,i2

de modo que m(a) > m(a’) > m(a), consequentemente m(«) ndo pode ser o segundo valor
minimo da funcao m.

Suponha agora que para algum indice 71, temos 0 < a;;, < ¢ — 1 e para todos os outros temos
a; = 0 ou ay = ¢ — 1. Uma vez que o é normalizada e diferente de a, a’ e a” devemos ter
Sor, a; < d—2. Entao existe uma n-upla o/ com 0 < o; < o) < g—1paratodoi € {1,--- ,n}
ey ab=14+>" 0 <d—1. Temos m(a) > m(«/) > m(a), entdo m(a) nao pode ser o
segundo valor minimo da func¢ao m.

Finalmente, suponha que para todos os indices tenhamos oy = 0 ou oy = ¢ — 1. Entao, como
no pardgrafo anterior, temos y . ; o; < d — 2 e assim o resultado segue. O

Determinaremos agora o segundo valor minimo de m restrito as n-uplas «, onde 0 < «; < ¢
para todo ¢ € {1,--- ,n} e Y ' | a; < d, e para fazer isso resumimos os resultados dos casos
[-IV acima de uma maneira que serd 1util no que se segue. Recorde, do Lema 3.35, que o valor
minimo p;(d) para m quando restrito a tais n-uplas é p(d) = (¢ — £)g"*1.

No caso I temos que existem n-uplas « tais que

m(a) = (¢—0¢" "+ (g-2)(g - )" =

q—2

— -0 (14122 — @ (14722 > i)

No caso II temos que existem n-uplas § tais que

m(B) = (q—0)¢" "+ (qg—t—2)¢g" 1 =

= (q— 0"t (1 - q;l#) = m(d) (1 + %) > 1u(d)

desde que ¢ < q — 2.

No caso III temos que existem n-uplas v tais que

m(y) = (= 0¢" "+ (L -1)¢" " =

=(¢—0g" " (1 + (j__—ll)q> = (d) - (1 + (E_—1q> > iy (d)
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desde que ¢ > 1.

No caso IV temos que existem n-uplas § tais que
m(0) = (q—0¢" "+ ¢ =

= (g—0g" " (1+-—;L—> —-uﬂd)-(l%——j;—) > p11(d)

q—1¢ q—1
desde que ¢ # 0.

Seja po(d) o segundo valor minimo de m quando restrito as n-uplas «, onde 0 < a7 < ¢ para
todoie {l,---,n}ed " o <d.

Teorema 4.4 O valor de us(d) é como se seque:
Caso 0 <k <n-—2.

a) Se { > 2, temos

pald) = ) (1+

b) Sel =1 eq >3 entdo

ald) = () (14 1) = s g >

1
pa(d) = pi(d) - (1 + §> =8-3""2scq=3, ¢

c) Se { =0 entdio
q_2 n—k—1
pr2(d) = pa(d) - 1+_E_ =2-q (q—1).
Casok=n—1.

d) Se ¢ =0 entdo
= . 1=2\ _ 5. (g_
uﬂ@—ﬁuw)<1+ . )—2 (¢—1).

e) Sel <l <n-—2 entao

q—1

@ = (@) (14 L) =2 =1~

Demonstracao: Antes de comecar, notamos que os valores de m encontrados nos casos I e
I acima, sao uma funcao crescente de q.

Suponha 0 < k <n — 2.

a) Se 1 < ¢ < g — 2 entao devemos considerar os valores encontrados em todos os casos I-IV e
comparando-os chegamos que

(-1 1 q—£+1) 1
— -1 T ) - <
(q—1)q q—ﬁ( q qg—10~
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—(—-2 2 2 -2
e :1——51——:—q .
q—1 q—1¢ q q
Se { = g — 2 entao nao temos que considerar o caso II. Como acima nds temos
(-1 ¢-—3 1 1
= < .
(¢—=0g 2¢ q—C 2

b) No caso em que ¢ = 1 se ¢ > 3 temos que considerar os casos I, IT e IV e de

1 Sq—€—2:1_i§1_g:g
q—1/ q—1Y q— q q

9

temos que a afirmacao segue.

Agora, no caso em que £ = 1 e ¢ = 3 temos que considerar apenas os casos I e IV, e o valor
minimo acontece no caso I, pois nesse caso

q—2

e a afirmacao segue.

¢) Se £ = 0 temos que comparar os valores nos casos I e II, e nesse caso temos que
q—0—2 q—2
qg—1 q

e a afirmacao segue.

No caso em que kK = n — 1 fazemos uma andlise andloga a de acima, comparando os casos II e
IV. O

Observe que para alguma n-upla « tal que 0 < «; < ¢ para todo ¢ € {1,--- ,n} existe um
elemento no cédigo de Reed-Muller RM,(d,n) com peso m(«). De fato, paratodoi € {1,--- ,n}
seja B; C IF, um conjunto com «; elementos e seja

fa(X> = H H(XZ _a)'

1=1 a€B;
Entao o peso da palavra (fa<x))z€[pg é w(pa(fa)) = {P € Fy|f(P) # 0} = 1=, (¢ — ).

No que se segue denotaremos o segundo peso de Hamming de um cédigo de Reed-Muller
RM,(d,n) por W5(d). Escolhendo « tal que m(a) = ps(d) concluimos, da observacao acima,
que Wa(d) < ps(d).

4.2 O Segundo Peso de Hamming de RM,(d,n)

Apresentamos a seguir o teorema que nos fornece o resultado principal desse trabalho, mas antes
enunciamos o seguinte lema, cuja demonstracao pode ser encontrada no apéndice da referéncia

[13].

Lema 4.5 Sejam q, n e { inteiros tais que ¢ > 3, n >3, ¢ <d < (n—1)(¢ —1). Denotamos
por k el o quociente e resto da divisao de d por q—1, isto é, d = k(qg—1)+¢ com 0 <b < qg—1.
Denotamos por V' o conjunto das sequéncias finitas de inteiros o = (o, -+ , ), de compri-
mento n tais que
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(1) parai=1,--- ,n temos 0 < a; < ¢ — 1;
(2) i, <Konde K=d+1sel=0eK=d+q—{sel>0;
(3) sea; =ag=--=qp=q—1, entdo apy <.

Vamos definir v = max{ag1,(}.

Entao, temos que
glelg{ﬂ(q—ai) —(q- ]I (q—ai)} =y

onde

q—2)¢" " lsel=0
B "R sel=1, k<n-—2

e )2 sel =1 k=n—2

)

" " ?se2<k<qg—1

(
(-1
(¢—2
(b—1
O resultado a seguir dé o valor exato para o segundo peso de Hamming de RM,(d, n) nos casos
em que ¢ # 1 e fornece limitagoes para tal peso no caso em que ¢ = 1.

Teorema 4.6 Paran>3,g>3eq—1<d<(n—1)(¢—1) temos os sequintes valores para
o sequndo peso de Hamming W5(d) do cédigo de Reed-Muller generalizado RM,(d,n):

(1) se 1 <k<n-—1el=0 entdio
Wa(d) = pa(d) = 24"~ (g = 1);
(2) sel<k<n—1el=1 entio
(a) se k <n —2 entao

¢ = T = P < W (d) < ¢ = pa(d);

(b) se k =mn —2 entdo
¢ =2 < Wa(d) < ¢* = pa(d);
(8) sel<k<n—1e2</{<q—1 entio

Wa(d) = pa(d) = ¢" " 2(g = 1) (¢ — £+ 1),

Demonstracao: Seja F(X;, Xs, -+, X,,) um polindémio de grau d. Como {X{— X3, -, X1—
X,} é uma base de Grobner para o ideal I gerado por esse conjunto (v. Lema 3.30) da
Proposicao 3.32 vem que podemos assumir que os monomios que aparecem em F' estao em
A(I)<q. Seja lm(F) = X{" X532 -+ XU seu monomio lider. Suponhamos que as varidveis X;
sao numeradas de tal maneira que u; > us > - -+ > u,. Considere o ideal

J=(F,X{— X1, , X7—X,).

Usando a pegada de J temos que

n

#A(J) <q" — H(q — ;) < o0.

=1

Como A(J) é um conjunto finito temos pela Proposi¢ao 3.25 que V() também é um conjunto
finito e além disso, temos que #V (J) < #A(J).
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Seja ¢ 0 homomorfismo definido em (3.3) no capitulo anterior. Temos
wle(F + 1)) = ¢" = V(F),

e observe que V(F) = V(F, X{ — X3, , X2 — X,,) = V(J). Temos ainda que J é um ideal
radical (v. [1, Lemma 8.13]) logo #V (J) = #A(J) (v. Teorema 3.26).

"= #V(J)=q" —#AJ) > ¢" — (q” —I1- ui)> = [[(¢—w) = m(u).

=1 =1

Pelo Lema 4.2, temos que se u # (¢ — 1,--+- ,¢ — 1,£,0,--- ,0) entdo m(u) > us(d). Assim,
para obter uma palavra u tal que m(u) < ps(d) temos que ter v = (¢—1,--- ,¢—1,£,0,---,0)
e também que {F, X] — X;,--- , X? — X,,} ndo seja uma Base de Grobner, pois caso seja, a
desigualdade acima é uma igualdade e temos m(u) = u1(d). Observe no entanto que o conjunto
{X{=Xy,--, X! X, } é uma Base de Grobner, pois mdc(Im(X{ — X;), Im(X] - X;)) = 1 para
todod,j € {1,--- ,n}, i # j (Ver Teorema 3.22). Nesse caso, para algum ¢ € {1, -+, k+ 1}(ou
ie{l,---,k}sel=0)devemos ter que S(F, X! — X;) dividido por {F, X{— X3, -+ , X1—X,,}
nao deixa resto zero. Seja R esse resto, e seja M = Im(R), onde M = X" --- X2. Temos que

S(F, X! = X;) = X{ " F - ( 11 X?l’) (X = X0),

=15

e do algoritmo da divisdo temos que gr(R) < gr(S(F, X! — X;)). Logo, se i € {1,--- ,k} temos
> aj<d+1lesei=k+1 (coml>0)entdo ) 7 a; <d+q—{ Em ambos os casos te-
mos que 0 < a; < ¢g—1,Vj =1,--- ,nemais ainda, Im(F) = D G -X;j_lXﬁH nao divide M.

Agora, temos que
Re (F, X! —-Xy, -, X1 -X,)=J

logo
J = (F7R7Xi1_X17"' 7Xq

n

- X,).

Ja vimos que
wle(F+ 1)) =q" = #V(J) = ¢" — #A(J)

eseja A={X"...XP Vi=1,--- n}. J4vimos que

AJ)C{XP o XB | 0<Bi<q—1,Yi=1,--,n, X... X ¢
X ... X% ndo dividem X' ... XPn} =
— (XD XPl0<B<q—1,Vi=1,---,n}—
{MeA| X" Xn[MYU{M € A[ X7 --- X" | MU

(MeA| X" X"|MeX - XM}

Entao
AN <q"—{M e A XJ" - XM} — [{M € AJXT" - X | MY+

{M e A X" XM e X7 - XJm [ MY,

logo
wlp(F+1g) > {M € A | Xi" - X0r[M}[+

{M e AIXT" - XJn M| = [{M € A [ X" - Xon M e X - X0 [ M.



44

Sejam

Ay ={MecA| X" - XM}

Ay 1= {M € AXT - X0 | M),

Agi= {M € A| X" X |M e X ... XM,
entao
(Al = (¢ = 0)g" "
|Ag| = H(C] — );
i=1
43| = (¢ —7) ] (64— ), onde v := max{t, a1},
k42
Logo
we(F) = (= 0¢ "+ ]Jla—) = (a— [] (a— ).
i=1 j=k+2

Seja V' como no enunciado do Lema 4.5. Tomando

uzgleig{l_[(q—ai)—(q—v) 11 (q—ai)}

=1 i=k+2

temos pelo Lema 4.5 que o resultado segue. O

Observe que para ¢ = 1 apresentamos apenas uma cota superior e inferior para o segundo peso
de Hamming do cédigo de Reed-Muller. Em sua tese de doutorado (v. [8]) Erickson prova que
se n6s sabemos o segundo peso de RM,(d,2), entao ndés sabemos o segundo peso para todos os
codigos de Reed-Muller generalizados. A partir de uma conjectura sobre blocking sets, Erickson
conjectura que o segundo peso de RM,(d,2) é (¢ — d)q + d — 1. Essa conjectura foi provada
por Bruen (v. [2]). Na referéncia [7] sdo apresentados os valores exatos do segundo peso de
Hamming para esse caso.
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