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sertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho estudamos os aspectos geométricos de grupos de Lie, do ponto de vista da
geometria Riemanniana, por meio de estruturas geométricas invariantes associadas. Nos
apresentamos algumas propriedades de curvaturas com métricas invariante a esquerda e
aquelas bi-invariantes em grupos de Lie. Apresentamos também um tratamento das algebras
de Lie unimodulares, incluindo o caso tridimensional. A maioria dos resultados estudados
foram retirados do artigo de John Milnor: Clurvatures of Left Invariant Metrics on Lie

Groups.

Palavras-chave: Geometria diferencial, Grupos de Lie, Algebras de Lie, Métricas Invariantes.
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Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we study the geometric aspects of Lie groups from the view point of the
Riemannian geometry, by means of invariant geometric structures associated. We present
some properties on curvatures of metrics left invariants and bi-invariant one on Lie groups.
We also present a treatment of the Lie algebras unimodular, including the tridimensional
case. Most of the results studied are from the article of John Milnor: Curvatures of Left

Invariant Metrics on Lie Groups.

Keywords: Differential Geometry, Lie Groups, Lie algebras, Metrics Invariant.
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Introducao

Os grupos de Lie representam o maior avango na teoria das simetrias de objetos e estrutu-
ras matemadticas, o que faz dos mesmos uma ferramenta essencial no estudo de diversas areas
da matematica como por exemplo: simetrias de equacoes diferenciais, analise harmonica,
sistemas dinamicos, entre outros, e da fisica tedrica, mais especificamente, na mecanica
quantica.

Os grupos de Lie sao objetos nao lineares que sao estudados por meio de métodos do
calculo diferencial e integral. Outro fato interessante no estudo dos grupos de Lie é que
sao objetos com caracteristicas algébricas e geométricas por ser uma combinacao da estru-
tura algébrica de grupo com a estrutura de variedade diferenciavel. O estudo dos aspectos
geométricos de um grupo de Lie se da em especial pelas caracteristicas de sua algebra de Lie
que ¢é o espago vetorial dos campos invariantes a esquerda ou a direita munido do produto
dado pelo colchete de campo de vetores podendo ser identificada com o espaco tangente no
elemento neutro do grupo . Dessa forma podemos estudar objetos nao lineares, relativos
ao grupo de Lie, através do estudo de objetos lineares relacionados com sua dlgebra de Lie.
Segundo San Martin [9], uma vez tendo a algebra de Lie de um grupo de Lie a ideia toda
consiste em transferir propriedades da algebra de Lie a propriedades do grupo de Lie. Esse
processo de transferéncia é muito bem sucedido, o que permite descrever os grupos de Lie.

Os aspectos geométricos dos grupos de Lie surgem quando os tratamos como variedade
diferenciavel. Isso nos permite definir um espago tangente em cada ponto do grupo e a
partir dai termos a nocao de vetores tangentes e de campo de vetores. Ao trabalharmos
com campos de vetores que sao invariantes por translagao a esquerda ou a direita, podemos
determinar um campo definido num espacgo tangente em qualquer ponto do grupo de Lie,
através de um campo de vetores definido no espaco tangente do elemento neutro do grupo.
Ainda sobre os aspectos geométricos podemos munir um grupo de Lie com uma métrica
Riemanniana, o que o torna uma variedade Riemanniana. A partir dai temos uma geometria
Riemanniana que nos permite definir a nogao de derivacao de campo de vetores, como no
caso das conexoes e definir curvaturas.

Neste trabalho faremos um estudo das estruturas geométricas invariantes associadas aos
grupos de Lie. No primeiro capitulo estudaremos as variedades diferenciaveis, bem como
funcoes diferenciaveis definidas na variedade e funcoes diferenciaveis entre variedades, além

da nogao de diferencial que continua sendo uma aplicagao linear entre espacos tangentes.



Estudaremos também métricas Riemannianas, a conexao afim e sua compatibilidade com a
métrica Riemanniana, os conceitos de tensor curvatura, curvatura seccional, curvatura de
Ricci e curvatura escalar num ponto da variedade Riemanniana.

No capitulo 2 deste trabalho, introduziremos o estudo dos grupos de Lie e suas algebras
de Lie. Trataremos de alguns exemplos de grupos de matrizes como SL(n,R), SO(n), O(n),
U(n), SU(n), Sp(n) e usaremos o teorema de Cartan que garante que um subgrupo fechado
H de um grupo de Lie G é um subgrupo de Lie de GG, no sentido de ter uma estrutura
de grupo e ser uma subvariedade de . Ainda neste capitulo, estudaremos a aplicacao
exponencial que estabelece a relagao entre a dlgebra e o grupo de Lie. Sua construgao se da
pela associacao de cada elemento da algebra de Lie associada a um subgrupo do grupo de
Lie. Mais ainda, esta aplicacao estabelece o vinculo entre o colchete na algebra de Lie e o
produto no grupo de Lie.

Por fim, no capitulo 3 estudaremos as curvaturas de métricas invariantes em grupos de
Lie. Os resultados neste capitulo, foram em sua maioria retirados do artigo de Milnor [7].
Dessa forma, veremos resultados que classificam determinados grupos por meio do sinal da
curvatura seccional, de Ricci e escalar. Um exemplo é a classificacao dos grupos de Lie que
para toda métrica invariante a esquerda possuem curvaturas seccionais constantes negativas,
resultado fornecido pelo teorema 3.14. Ainda apresentamos uma classificagao das algebras
de Lie tridimensionais, mostrando que a algebra de Lie é unimodular se, e somente se, existe

uma base { £y, Ey, F3} e numeros reais Aj, Ay, A3 tais que
[E2, E3] = M Eny, [E37 El] = Ay Fo, [E17E2] = AsEs.

E no caso do grupo compacto SU(2) e do grupo solivel E(2) apresentamos as possiveis
assinaturas da forma quadratica de Ricci.

Na secao 3.5.1, apresentamos um estudo sobre grupos de Lie conexos com métricas bi-
invariantes. E neste caso apresentamos uma formula para a conexao Riemanniana, para o
tensor curvatura e para X e Y ortonormais vimos que a curvatura seccional k(o) do grupo
de Lie G segundo o plano gerado por X e Y é dada por k(o) = }L”[X’ Y]||?, concluindo
que a curvatura seccional em um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante é nao
negativa e é zero se o plano o é gerado por vetores X,Y tais que [X,Y] = 0. Também
descrevemos a curvatura de Ricci, através da forma de Killing, que é uma forma bilinear,
simétrica, nao-degenerada e negativa definida se o grupo de Lie for compacto e semi-simples.
Na dltima secao deste capitulo, citamos alguns problemas em aberto sobre a classificacao
dos grupos de Lie em relacao ao estudo do sinal da curvatura de Ricci e escalar com base

em pesquisas realizadas no Mathscinet, Zentralblatt e Google.

Renato Tolentino de Sene
Uberlandia-MG, 27 de Margo de 2015.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo estudaremos as variedades diferenciaveis, as fungoes diferencidveis entre
variedades diferenciaveis, a nocao de vetor tangente, espaco tangente num ponto da varie-
dade diferencialvel e campos de vetores em uma variedade diferencidvel. Ainda faremos um
estudo sobre alguns elementos da geometria Riemanniana como métrica, conexao Rieman-
niana e curvatura seccional, de Ricci e escalar que serao os pré requisitos necessarios para

este texto. As principais referéncias sio Manfredo [3] e Arvanitoyeorgos [1].

1.1 Variedades diferenciaveis

A nogao de superficie diferenciavel estudada em geometria diferencial ainda que adequada
para muitos propdsitos, possui dois incovenientes. O primeiro é de carater estético, pois
nao se pode pensar na superficie em si mesma, sem fazer referéncia ao espago euclidiano
que a contém. O segundo inconveniente é de ordem pratica, pois existem na natureza
objetos importantes, semelhantes a superficies, que nao se apresentam contidos num espaco
euclidiano.

A grosso modo, uma variedade diferencidvel é como uma superficie, s6 que nao precisa
estar contida em um espaco euclidiano.

A nogao de variedade diferenciavel é necessaria para estender os métodos do célculo

diferencial a espagos mais gerais do que o R".

Definicao 1.1. Uma variedade diferencidavel de dimensao n € um espaco topologico M
de Hausdorff com uma colegcao de pares (Uy, ¢o) onde U, € um subconjunto aberto de M

denominado carta e ¢,: U, —> R"™ tal que:

(a) Cada ¢, € um homeomorfismo de U, em um subconjunto aberto V, do R™,
(b) U,Usa =M,

(¢c) Para cada par o, B as fungées de transi¢ao ¢pog = ¢pody': ¢oo(UaNUs) — ¢5(UsNUp)
sao diferencidaveis, no sentido de funcgoes diferencidveis entre subconjuntos do R™.

Neste caso as cartas (Uy, ¢o) € (Ug, ¢5) sao compativeis

3



(d) A familia {(Uy, ¢a)} € mdzima em relagao as condigoes anteriores e constitui uma

estrutura diferencidvel em M.

O par (Uy, ¢o) com p € ¢o(U,) também é chamado uma parametriza¢ao ou sistema de

coordenadas de M em p. A imagem ¢,(U,) é entdo chamada vizinhan¢a coordenada em p.

Exemplo 1.1. O espago euclidiano R" é uma variedade n-dimensional.
De fato, basta tomar U = R" e ¢: U — R", tal que ¢(z) = x, ou seja, ¢ é a funcio
identidade.

Exemplo 1.2. A esfera S" = {x € R*"™ ; |z| = 1} ¢ uma variedade diferencidvel n-
dimensional.

Seja x € 8", onde x = (1,x9, -+ ,Zny1). B definimos os seguintes sistemas de coorde-
nadas:
Sejam Uy = {zx € S" : xpy1 > -1} eU_={x € S": x,11 <1} abertos em S, e defini-
mos as aplicagoes ¢, : U, — R"™ tal que ¢, () = e 1+f:7;+1> ep_: U.— R"
tal que (b,(q;) = <1_ii+17 R 1_§Z+1>'

As aplicacoes ¢, e ¢_ sao chamadas projecoes estereograficas de S™ em R"™™! relativas

ao polo norte e ao pélo sul, respectivamente.
i) E claro que U, U u_=5m,

ii) O conjunto Uy N U_ = {(z1,++ ,xpt1) € ™ a1 € (—1,1)} é aberto, pois pode
ser escrito como a interse¢ao da esfera S™ com o conjunto aberto {(0,0,---,0,2t—1);
t € (=1,1)} de R™. Para ver que ¢, (U, N U_)e ¢_(Uy N U-) sdo abertos do
R"™ basta ver que as aplicacoes ¢, e ¢_ quando consideredas sobre suas imagens sao
homeomorfismos.
De fato, é claro que ¢, e ¢_ sao continuas, pois suas fungoes coordenadas sao fungoes

continuas. Se definirmos & : R" — U, pondo & (y) = z onde y = (y1,--+ ,Yn),

r = (2/,xpy1) sendo 2’ = (21, -+ ,z,) € R", 2/ = 2%y e Tpil = W—_l Ou seja,
lyl> +1 yl> +1
2y 2yn  lyP—1
é—l(yla"'ayn>:<—17"'7 - ) )
lyl> +1 >+ 17 [yl> +1

Temos que, & é continua e ainda, pode-se ver que & (¢ (x)) = x e ¢4 (&(y)) = y.
Isso prova que a aplicacao ¢, ¢ um homeomorfismo e de forma andloga concluimos
que a aplicagdo ¢_ é um homeomorfirmo. Portanto, os conjuntos ¢, (U, N U_) e
¢_(Uy N U-) sao abertos do R™.

Tomemos agora, a aplicagio ¢_ o ¢ ': ¢, (U, NU_) — ¢_ (U NU_). Seja 2’ =



2z 2z j2'[? — 1
1 - et S .
(0067 oe ) = 0 (o T T
B 1 2wy 22,
P IN\I =2’ Tl =)

Portanto, concluimos que a aplicagao ¢_ o gb;l é diferenciavel, pois as funcoes coorde-
nadas sao diferenciaveis. Portanto, {(Us, ¢4 ), (U-,¢_)} é uma estrutura diferencidvel

em S™.

Exemplo 1.3. O espago projetivo P"(R) ou RP™ é o conjunto das retas de R"*! que passam
pela origem 0 € R"™!. Mais precisamente P"(R) é o espaco quociente de R"™! \ {0} pela
relagdo de equivaléncia (xq,- -+, Zn11) ~ (Az1, -+, Azpyq) com A € R\ {0} onde cada classe
de equivaléncia é uma reta que passa pela origem.

Cada classe de equivaléncia é um ponto em P"(R) denotado por [z1, -+, Zp11].

Mais precisamente,

P(R) = (R"“—{O})/ ~ = (@, Tnet) R (21, mgn) ~ (A1, ATngr)
com A € R —{0}}.

Definimos o subconjunto
Ui - {[Ila T 7In+1] € Pn(R)7 X ?é 0}7

o qual é o conjunto de todas as retas que passam pela origem e nao pertencem ao hiperplano

z; = 0, e as cartas ¢;: U; — R” tal que @iz, -, Tppa] = (%, T ,xz—l“)
Assim, o espago projetivo é coberto pelas cartas (Uy, ¢1), -+, (Upi1, na1)-

Vejamos que {(U;, ¢;)} é uma estrutura diferenciavel em P"(R).

i) E claro que
n+1

U UZ - Pn(R>7

ii) Para cada par i,j tomemos U; e U; com U; N U; # 0 e vejamos que ¢;(U; NU;) e
¢;(U; N U;) sao abertos em R™. Seja

Up=A{lz1, s xppl; 2 #0} e Uy =A{[21, - 201y 77 # 0},
onde, U; NU; = {[x1,- -, Tpt1]; @i, x5 # 0} e considerando i < j, definimos:

(bii U@ﬂUj — R"

x Ti—1 Ti41l Z4 Tn41
[ajla"'71"’n+1]% (_1’.., i i e _J’"_>

x; Yoxy 7 omy




¢j: UlﬂUJ — R

1 Z; Tj—1 Tj4+1 Tnt1l
[a’;l’...7xn+1]|—> (x_j7...7x_;-7”'7 xj7 xj7”.’ :1:]->'
Tomemos a projegao na j-ésima coordenada 7;: R — R, tal que 7;(y1,- -+ ,yn) = yj,
. x1 __ Ti—1 _ Ti41 _ T __ Tn41
Ondeyl_x_Z.’”';yi—l_ x,L’yi"'l_ xi7...7yj_$_i,..-’/yn_x—icomyj#o.

Dessa forma, ¢;(U; N U;) = {(y1,--- ,yn) € R*: y; # 0} = 7Tj_1 ((—00,0) U (0,+00)) é
a imagem inversa de um aberto de R. Como a projecao na j-ésima coordenada é uma
aplicacao continua, concluimos que ¢;(U; N U;) é um aberto do R™.

_ oz oz _ Tj—1 T4 o
Da mesma forma, fazendo y; = £, - - - Yi= oY —;—j,yjﬂ— ij s Yy =

= com y; = 3t # 0, temos que ¢;(Us NU;) = {(y1, -+, yn) € R" : g # 0} de forma
que ¢;(U; NU;) = 7, ' ((—00,0) U (0, 4+00)) que é a imagem inversa de um aberto de

R por uma aplicacao continua, portanto um aberto do R".

Agora consideremos a aplicacao ¢;: U; N U; — R”, tal que ¢;([z1,- -+, 2p41] =
(Y1, -+ s yn), onde y; = 2L, - -+ |y, = 2= entao ¢; ' R" — U; N Uj é definida por

_ T Ti-1 Tit1 Z;j Tn+1
gbil(yh"'ayi—layi-f-la”'7yj7"'7yn): T . 7171_7"'a_]7"'7 =
Assim,

(65(d7 ) s+ o) = &5 (d5 (w1, L yn))

= ¢j([x1, -, z])

o (56’1 Z; Tj1 Tj41 l’n)

= (=, 2. e e )
Ly Lj Ty Ty Lj

Cada coordenada define uma aplicagao diferenciavel C: R — R tal que C'(xy) = Tk

Lj
ondek=1,---,2,---,j—1,7+1,--- ,n, concluimos que a aplicacao ¢; o ¢t ¢i(UiN
U;) — ¢;((U; N Uj)) é diferenciavel.

Exemplo 1.4. Qualquer aberto U de uma variedade diferenciavel M é em si uma variedade
diferenciavel. Os subconjuntos abertos dos sistemas de coordenadas de U sao as intersegoes

de U com os subconjuntos abertos dos sistemas de coordenadas de M.

Seja {(Uq, ¢o)} uma estrutura diferencidavel em M, assim temos: M = J, U, e como
U C M podemos dizer que U = |J (U NU,). E ainda, para cada par «, 3, ¢o(U, N Up) e
¢p(Uy N Up) sao abertos no R™, logo, gba{U(Ua NU;z) e qzﬁﬁ‘U(Ua N Up) também sao abertos
no R".

A aplicagao ¢5 o ¢ ' ¢o(UsNUs) — ¢5((Us NUp)) é diferencidvel, logo, ¢ o ¢ ' :
qba}U(Ua NUz) — gb/g‘U(Ua NUg) também é diferenciavel, portanto {(U NU,, gba|U)}é uma

estrutura diferencidvel em U.



Exemplo 1.5. Sejam M e N variedades diferenciaveis de dimensao m e n respectivamente,

entao o produto cartesiano M x N é uma variedade de dimensao m + n.

Definicao 1.2. Seja M e N duas variedades diferenciaveis e ¢ uma aplicacao tal que
p: M — N. Entao ¢ ¢é diferenciavel se dada duas cartas ¢: U C M — V C R™ e
(E: UcC N — V CR", aaplicacio 50 pog Tl p(UN @‘1([7)) — V é diferenciavel.

Um difeomorfismo ¢: M — N é uma funcgao diferencidvel com inversa ¢~ também
diferenciavel.

A definicao de aplicagoes diferencidveis independe da escolha das parametrizacoes.

De fato, sejam ¢1: Uy C M — V3 C R™ e 51 : (71 CN— ‘71 C R"™ outras cartas de
M e N respectivamente, com (U; NU) € U N UL.
Sabemos que ¢ o o ¢! : o((U1NU)N e 1 (U N Uy)) — o(UNU,) é diferencidvel. Seja
@owﬁaammmwﬁwm&g—+@wuuQe&o&%&&ma)—+&@mﬁg

as funcgoes de transicao entre as cartas ¢ e ¢1, ¢ e ¢1, logo sao diferencidveis. Assim,

dropodit =diod o(popod)ogpod;! é uma composicio de funcoes diferencidveis.

Definicao 1.3. Seja M uma variedade de dimensao n, p um ponto da variedade M e seja
F(M) o anel das fungoes reais de classe (C*) definidas em M. Um vetor tangente a M em

p ¢ uma funcao com valores reais v: F(M) — R que satisfaz:

(a) Dados a,b € Re f,g € F(M) entao v(af + bg) = av(f) + bu(g), ou seja ¢é linear.

(b) (Regra de Leibniz) v(fg) = v(f)g + fv(g)

Em cada ponto p € M denotamos por T,M o conjunto formado por todos os vetores
tangentes de M em p. Podemos munir 7, M com as operagoes de soma e multiplica¢ao por

escalar:
+: T,MxT,M — T,M
(v, w) — v+ w,

RxT,M — T,M

(a,w) — a-w = aw.

E assim, temos que o conjunto 7, M ¢ um espaco vetorial de dimensao igual a dimensao

de M, denominado espaco tangente a M em p. Vamos construir uma base para T,M:

Considere TTM = Up T, M uniao disjunta dos espacos tangentes em cada ponto de M.
Um ponto em T'M consiste no par (p,v) onde p € M e v € TpM. Pode-se mostrar que tal
T M é uma variedade diferenciavel de dimensao 2n, chamada de fibrado tangente de M,
(ver [3]).

TM ={(p,v);p€e M eveT,M}.

Este é um espaco natural para trabalhar quando estivermos tratando com questoes que

envolvem posicao e velocidade.



Uma curva em uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao diferenciavel ac: I — M
onde I é um intervalo de R. O vetor velocidade de o em ¢ é o vetor ' (t) € To@yM definido
por:

/

a(t): F—R
df

fr g =Lroa)

Essa definicao é motivada pela nocao de derivada direcional em célculo avancado. Seja ¢ :
UC M — V C R" uma carta de M tal que dado p € M, ¢(p) = (x1,--+ ,x,) € V C R™

Seja v : I — M, dada por ¢(a(t)) = (z1(t), -+, z,(t)), entdo:
I OECICARE:

Agora dado v = o' (0) € T,M, pelo que vimos acima o' (0) = > x;(O)a—, 0 que mostra
i=1 L

P ,%} gera T,M. Por outro lado, se a'(0) = 0 entdo z;(0) = 0

para ¢ = 1,--- ,n. Dal, segue que esses vetores sao L.I. e portanto formam uma base de

df
. = E(xl(t), T ,:)jn(t))

o(0). = S (foa)

t= t=0

que os vetores {

T,M, em particular, a dimensao de T,M é n.

Definicao 1.4. Seja ¢: M — N uma funcao diferencidavel. Em cada ponto p € M, a

diferencial ¢ é a funcao

dgop: TpM — Tw(p)N
vi— doy(v): F(N)— R

g — dpy(v)(g) =v(goyp)
Yo e T,M e ge F(N).

Para cada ponto p € M a diferencial dy, é uma aplicacao linear entre os espagos tan-
gentes. De fato, dados a € R, v,w € T,M, para todo g € F(N), temos: dy,(av + w)(g) =

(av+w)(gop) = av(gop) +w(gop) = a.dpy(v)(g) +dpy(w)(g) = (a-dpp(v) +dipy(w))(g).
Logo, concluimos que dg,(av + w) = a.dp,(v) + dp,(w).

Proposicao 1.1. Seja ¢: M — N uma aplicagao diferencidvel entre duas variedades
diferencidaveis e sejap € M ev € T,M. Tomemos uma curva diferencidvel ac: I — M

com a(0) =p e o' (0) =v. Entdo a diferencial de p em p é dada por

dep(v) = (o)

t=0

E mais ainda, a expressao acima nao depende da escolha de .

Demonstragio. Considere 3: I — N uma curva diferencidvel com B(0) = 0 e 8(0) =

d(sooa)

dp,(a'(0)). Como = ¢ o a, segue que 5 (0) = 7

t=0
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d(sooa)

Portanto, dp,(v) = o

t=0
Vejamos que 3 (0) independe da escolha de a:

Sejam ¢;': Uy € R® — M e ¢;': Uy € R™ — N sistemas de coordenadas em p e

¢(p) respectivamente. Sabemos que ¢ é diferencidvel se ¢y 0 @ 0 7' U € R — R™ ¢

diferencidvel em ¢y (p). Seja ¢ = (z1,--- ,x,) € Uy e (Y1, ,Ym) € Uz entdo
(d2000¢7")(q) = (1(q), - ,Ym(q)). Exprimindo o na parametrizacio ¢;* temos (¢; o
a)(t) = ¢1(aft)) = (21(t), -+ ,2,(t)) e exprimindo ¢ o a = 3 na parametrizacio ¢, ' temos

que ¢ 0B =0 (poa)=(py0pod;)o(p0a)queé uma aplicacio diferencidvel de I

em R™, e portanto,

(20 (poa))(t) = (($20p0d")o0(dr00a)(t))
= (20900 )(@(t), ,2a(t))
= (@), wn(t), - yn(a(t), -+, 2a(l))).

Logo, para todo g € F(N), temos:

/ d

a(goﬁ)

t=0

d

= gl () m ), (), ()

- $Em(),3)

i=1 j=1

- [0 3),3) -1

1=1

/ 0 "
Assim, concluimos que a expressao de 4 (0) na base { ((9_) } de Ty, N associada
yj i—1

a parametrizagao ¢, é dada por:

ﬂ'(0)=<' ayl’ Zai' )

Isso mostra que /3 (0) ndo depende da escolha de a. |

Definigao 1.5. Um campo de vetores X de uma variedade diferenciavel M ¢é uma aplicagao
X: M — TM que a cada ponto p € M associa um vetor tangente X (p) ou X, de T,M,

onde

Xp: F(M) —R

fr—= X(f) = (X])(p)-



Se X é um campo de vetores em M e f € F(M) entdao denotamos por (X f) o valor real
da func¢ao em M dado por (X f)(p) = X,(f) para todo p € M. O campo X ¢ diferenciavel se
a funcdo X f acima é diferenciavel, para todo f € F(M). Denotamos por X (M) o conjunto
de todos os campos vetoriais diferenciaveis de uma variedade diferenciavel. A funcao acima
pode ser vista como a aplicacao X : F(M) — F(M) definida por (X f)(p) = X,(f). Esta

aplicagao tem as propriedades de uma derivacao, ou seja, sao satisfeitas:
1) X(af +bg) =aX(f)+0X(g) coma,beRe f,g € F(M);

i) X(fg)=X(f)g+ fX(g9) (Regra de Leibniz).

Reciprocamente, qualquer derivagdo D em F(M) vem a ser um campo de vetores di-
ferencidveis. De fato, para cada ponto p € M define X,: F(M) — R, tal que X,(f) =
D(f)(p). Essa interpretagao de campo de vetor como derivacao leva a uma importante

operacao em campos vetoriais.

Seja X, Y € X(M). Definimos:
X,Y] = XY - VX.
Esta é uma fungao de F(M) em F(M) em que a cada f associa X(Y f) — Y (X f), ou seja:

(X,Y]: F(M)— F(M)
fo— [X.Y)(f): M— R
p — (X YI()p) =X Y](f)

onde [X, Y](f) = (XY = YX)(f) = X(V f) = V(X ).
Dai temos que [X,Y](f)(p) é uma derivacdo em F(M) e portanto um campo vetorial em
M chamado colchete de X e Y.

Como visto acima, o colchete atribui a cada p € M o vetor tangente [X,Y], tal que
(X, Y],(f) = X,(Yf) = Y,(Xf). Além disso, o colchete tem as seguintes propriedades:

(a) [X,Y]= -]V, X] (antissimétrica) ,
(b) [aX +0bY,Z] =a[X,Z]+ b)Y, Z] e [X,aY +bZ] = a[X, Y] +b[X, Z] (R-bilinearidade) ,
(¢) [X,[Y,Z]| +[Y,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0 (identidade de Jacobi) .

O conjunto X' (M) com a operagao [-,:]: X(M)x X (M) — X (M) dos campos de vetores
é uma algebra de Lie real. Em geral, uma algebra de Lie real (ou complexa) é um espago
vetorial real(ou complexo) V' com uma operagao colchete [-,-]: V x V — V que possui as
propriedades (a), (b) e (c¢) acima.

O préximo resultado é uma versao do teorema da existéncia e unicidade de equagoes

diferenciais.
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Proposicao 1.2. Seja X um campo vetorial diferenciavel em uma variedade diferencidvel

M ep e M. Entao existe uma vizinhanca aberta U de p, um intervalo I que contém a

origem 0 e uma aplicagao diferencidvel ¢ : I x U — M, tal que a curva og: I — M
0

definida por o, (t) = ¢(t,q) com q € U € a unica curva que satisfaz E(b(t’Q) = Xo,0) €

ay(0) = q.

Uma curva com esta propriedade é chamada curva integral do campo vetorial X. Se
t é constante a seguinte proposicao garante que a associacdo ¢ — «,(t) define a funcao
¢¢ : U — M na vizinhanca de U de p. Esta funcao é um fluxo local de X com as seguintes

propriedades:
(a) ¢o é a aplicagao identidade de U;
(b) @50 ¢t = grys Vs, t € Uj;
(c) Cada fluxo é um difeomorfismo com ¢; ' = ¢_,;.

Observacao 1.1. O colchete do campo de vetores pode ser interpretado como uma derivagao

de Y em relacao ao campo X, ou ao longo dos fluxos de X.

Proposicao 1.3. Sejam X,Y campos vetoriais diferenciaveis em uma variedade M, p € M

e ¢ um fluzo local de X na vizinhanca U de p, entao:

1
(X, Y] = lim [V, = do (Vo).

A proposicao acima é encontrada em [1]. Ela expressa em certo sentido, para cada p em
M, a taxa de variacao de Y em direcao a X, ou seja, ao longo da curva integral do campo

vetorial X passando por p.

Definicao 1.6. Sejam M e N variedades diferenciaveis de dimensao m e n, respectivamente.
Uma aplicacao diferencidvel p: M — N é uma imersao se dpy,: T,M — T, N ¢é injetiva
para todo p € M. Se, além disto, ¢ é um homeomorfismo sobre ¢(M) C N, onde ¢(M)
tem a topologia induzida por N, diz-se que ¢ é um mergulho. Se M C N e a inclusao

1: M — N é um mergulho, diz-se que, M é uma subvariedade de N.

Exemplo 1.6. A curva a: R — R? definida por a(t) = (¢3 — 4t,t?> — 4) é uma imersio que

possui auto-interse¢ao no ponto (0, 0), portanto o ndo é um mergulho.

Exemplo 1.7. Uma superficie regular S C R? é uma subvariedade de R3, pois a inclusao

i: S C R® é um mergulho. Ver em [3], pag. 13.
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1.2 Meétricas Riemannianas

Nesta secao veremos uma maneira de obter em cada ponto da variedade, o comprimento

de vetores tangentes que variam diferenciavelmente em cada ponto.

Definicao 1.7. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto de M um produto interno g, = (-,-), (ou seja,
uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaco tangente T, M, que varia diferen-
ciavelmente no seguinte sentido: Para cada par de campos de vetores diferenciaveis X, Y

numa vizinhanca de p, a aplicagdo p — (X, Y,), € diferenciavel.
Uma variedade diferencidvel M com uma métrica Riemanniana g é chamada uma vari-
edade Riemanniana e a denotamos por (M, g).

a n
Seja {Gx} uma base de T,M e sejam v, w € T,M com

i=1

Entao g,(v,w) =Y g;j(p)v'w’, onde
1,]

0

Y
p 8ZL’j

9i5(p) = g (% ) :

Observacao 1.2. Se estendermos os vetores v e w para seus correspondentes campos de
vetores V e W, entao g,(V, W) = (V, W), é uma fungao real diferenciavel em M.

E usual deixar de indicar o indice p em (,), sempre que nao houver possibilidade de
confusao. A métrica Riemanniana g é uma matriz quadrada de ordem n x n, a qual é C*
se cada fungao g¢;; das entradas de g forem C*°. E ainda, tais fungoes g;; sao chamadas

expressao da métrica Riemanniana num sistema de coordenadas de M.

Exemplo 1.8. Seja M = R" e tomemos como sistema de coordenadas a aplicacao iden-

0
tidade. Dessa forma, e é identificado com F; = (0,---,1,---,0). Considere a métrica
T
. L sei=j e
definida por g(E;, E;) = §;; = 0 e O espaco R™ com esta métrica é chamado
, sei# ]

espago euclidiano.

Vamos ver agora quando duas variedades Riemannianas sao ”consideredas”as mesmas,

ou seja, definiremos uma relacao de equivaléncia entre as variedades Riemannianas.

Definicao 1.8. Sejam M, N variedades Riemannianas. Uma isometria é um difeomorfismo

f: M — N que preserva as métricas, no seguinte sentido

(u, v)p = ((df)p(w), (df)p(v)) f»y  Paratodo pe M; u,v e T,M. (1.1)
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Duas variedades Riemannianas sao isométricas se houver uma isometria entre elas.

Definicao 1.9. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicacao diferencidvel
f: M — N é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanca U C M de p

tal que f: U — f(U) é um difeomorfismo satisfazendo 1.1.

Exemplo 1.9. (Subvariedades imersas) Seja f: M — N uma imersao (isto é, uma
aplicacao diferencidvel com df, injetora para todo p em M). Se N possui uma métrica

Riemanniana ¢’, entao f induz uma métrica Riemanniana g em M definida por

9p(u,v) = Gy ((df )p(w), (df )p(v))-

Esta métrica em M é chamada métrica induzida por f, e f é uma imersao isométrica.
L -1 _ o2 2 _
Por exemplo, a métrica da esfera S"~!' = {(xy, 29, -+ ,2,) € R* : 27+ --- + 2., = 1}

induzida pela métrica do espaco Euclidiano R” é chamada de métrica canonica em S™!.
Proposigao 1.4. Toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana.

Demonstragao. Ver [3], pag. 47. [ |

1.3 Conexao

A nocao de derivada para campos de vetores serd muito util mais adiante para que
nogoes como curvatura por exemplo, fiquem mais claras. Seja X'(M) o conjunto de todos
os campos de vetores diferencidveis (C*°) na variedade diferencidavel M e F(M) o anel das

fungoes reais de classe (C*°) definidas em M.

Definigao 1.10. Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é uma aplicagao
V:X(M)x X(M) — X(M),
denotada por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) VixigvZ = [VxZ +gVyZ,
(i) Vx(Y +2)=VxY +VxZ,
(iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y (Regra de Leibniz), onde f,g € F(M).

Nosso interesse em conexoes afins reside no fato que a escolha de uma métrica Rieman-
niana em uma variedade M determina univocamente uma certa conexao afim de M, como
veremos no proximo teorema. Assim, podemos derivar campos de vetores em M. Alguns

autores o consideram o "milagre”da geometria Riemanniana.
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Teorema 1.3. (Teorema de Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma

unica conexao afim V em M satisfazendo as condigoes:

a)
X(Y,Z) = (VxV, Z) + (V,VxZ)  X,Y,Z € X(M); (1.2)

b)
VxY = VyX =[X,Y] paratodo X,Y € X(M). (1.3)
Demonstracao. Veja [3], pag. 61. [ |

Definicao 1.11. A conexao do teorema anterior é chamada conexao de Levi-Civita ou

conexao Riemanniana.

Corolario 1.4. Dados X,Y,Z € X (M) a conexdo Riemanniana € caracterizada pela formula
de Koszul

2AVXY,Z) = X(Y,Z)+Y(X,Z)— Z(X,Y)
X, Y], 2) + (2, X],Y) + (X,[Z,Y]). (1.4)

Demonstracao. Pelo teorema de Levi-Civita sabemos que existe uma tunica conexao V tal

que
X(Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,Vx2), (1.5)
Y(X,Z) = (VyX,Z)+ (X,VyZ2), (1.6)
Z(X,Y) = (VzX,Y)+ (X, VY. (1.7)

Somando 1.5 e 1.6 e subtraindo 1.7, teremos, usando a simetria de V, que

XY, Z)+Y(X,2) = Z(X)Y) = (VxY,Z)+(Y,VxZ)+ (VyX,Z)+ (X, VyZ)
—(VzX)Y) — (X, Vz5Y)
= (VxY, Z)+ (Vy X, Z)+ (Y,VxZ — VzX)
+ (X, VyZ — VYY)
= (VY. Z) + (WX, Z) + (Y, [X, Z]) + (X, [Y, Z])
= (VY. Z) = (VxY, Z) + (VxY, Z) + (Vv X, Z)
+ (Y [X, Z]) + (X, [Y, Z])
= 2AVxY, Z) + (Y, X], Z) + (Y, [X, Z]) + (X, [\, Z])
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Portanto,

2AVXY,Z) = X(Y,Z)+Y(X,Z)— Z(X,Y)
+(X,Y],Z2) +([Z, X],Y)+ (X, [Z,Y]).

Um campo de vetores ao longo de uma curva o : I — M é uma aplicagao diferencidvel
que atribui a cada t € I um vetor tangente V' (t) € Ty M. Dizer que V' é C*° significa que

para qualquer funcao diferenciavel f em M, a fungao t — V(¢)f é uma fun¢do C*>° em I.

Proposicao 1.5. Seja M uma variedade Riemanniana com a conexao Riemanniana V, e

a uma curva em M. Entao existe um unico operador que associa um campo de vetores V.

ao longo da curva o a um outro campo de vetores V'(t) = 0 longo de a tal que:

D(aV +bW) DV DWW

i) pn =a— +0b o (a,b € R)
_D(fV) df DV
ZZ) gt —EV—Ff%fEf(M)
. , : , . . DV
ii) Se 'V € induzido pelo campo vetorial Y € X(M), isto €, V(t) = Yy entdo e
Va/(t)Y
o, d DV DW
Demonstragao. Ver [3], Prop. 2.2. [ |

O vetor V'(t) é chamado a derivada covariante de V' ao longo da curva o ou derivada

covariante induzida. Em especial, o caso em que v 0, o campo de vetores V' ao longo

da curva « é dito ser paralelo.

1.4 Curvatura

Nesta secao apresentaremos de forma objetiva algumas defini¢oes e resultados sobre
curvatura com base em [1] e [3]. A curvatura pode ser vista como uma ferramenta da

geometria diferencial que mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana.

Definicao 1.12. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia
que associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicacao R(X,Y): X(M) — X (M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+VixyZ, ZeX(M)

onde V é a conexao Riemanniana de M.
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Proposicao 1.6. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes pro-
priedades:

(1) R € bilinear em X (M) x X(M), isto

\S‘U\

R(le —I—ng,Yi) = .fR(Xbi/l)_‘—gR(X%}/l)
R(X1, fY1+gYs) = fR(X1, Y1)+ gR(X1,Y5),

f7g€f<M)7 X17X27§/17Y2 € X(M)

(i) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y): X(M) — X(M) ¢

linear, 1isto €,
RX,)Y)(Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X, Y)W
RIX,Y)fZ = fR(X,Y)Z,
feFM), ZWeX(M).
Demonstragao. Ver [3], Prop. 2.2. [ |

Podemos escrever, por conveniéncia, (R(X,Y)Z, W) = (X,Y, Z,W). Vejamos a seguir

algumas propriedades importantes da curvatura.
Proposigao 1.7. Sejam X,Y,Z,W € X(M). Entdo
i) RIX,Y)=—-R(Y,X),
i) (X,Y,Z,W)=—-(X,Y,W,Z),
i) (X,Y,Z,W)=(Z,W,X,Y),

i) RX,)Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (Primeira Identidade de Bianchi).

Demonstragao. Ver [3], Prop. 2.5. [ |

Defini¢ao 1.13. Um tensor de ordem r (covariante) é uma aplicagao
T: X(M)x---xX(M)— C®°(M) r-linear, onde C*°(M) é o conjunto das fun¢oes em M
com valores reais que sao C'*°, tal que

T(X1,-, fXi, -, X)) = fT( Xy, , X)) VX, € X(M)e feC®(M).

A idéia de tensor é uma generalizacao natural da idéia de campo de vetores, e analoga-

mente aos campos de vetores, os tensores podem ser derivados covariantemente.
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Exemplo 1.10. O tensor curvatura de uma variedade Riemanniana M,
R:X(M)x X(M)x X(M)x X(M) — F(M),

é definido por R(X,Y, Z, W) = (R(X,Y)Z, W), XY, Z W € X(M) E um tensor de

ordem 4, ou ainda, um 4-tensor.

Dado um espago vetorial W com produto interno (-, -), indicaremos por |U A V| a ex-

pressao

VIURIVE = (U, V)2,

que representa a area do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores
UveWw.

Proposicao 1.8. Seja M uma variedade Riemanniana e o C T,M um subespago bidimen-
stonal do espago tangente T,M e sejam U,V € o dois vetores linearmente independentes.
Entao

(R(U, VU, V)

nao depende da escolha dos vetores U,V € 0.
Demonstragao. Veja [3], Prop. 3.1. [ |

Definicao 1.14. Dado um ponto p de uma variedade Riemanniana M e um subespago
bidimensional ¢ C T,M o ntumero real k(U,V) = k(o), onde {U,V} é uma base qualquer

de o, é chamado curvatura seccional de o em p.

Como vimos, a curvatura seccional é definida a partir do tensor curvatura. Reciproca-
mente, o proximo resultado afirma que o tensor curvatura pode ser determinado a partir da

curvatura seccional.

Teorema 1.5. O tensor curvatura em um ponto € unicamente determinado pela curvatura

seccional de todos os subespacos bidimensionais o do espago tangente T,M em p.
Demonstragao. Veja [3], Lema 3.3. [

Uma variedade Riemanniana tem curvatura seccional constante se k(p) é constante para
todo plano o e todo ponto p € M. Se a curvatura seccional é zero em cada ponto, entao a
variedade Riemanniana é dita flat. O espaco euclidiano R™ é um exemplo.

E fécil ver que se {U, V'} é uma base ortonormal do subespago bidimensional o do espago

tangente 1),/ , entao a curvatura seccional é dada por

k(U,V) = (R(U,V)U,V). (1.8)
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Defini¢ao 1.15. Seja M uma variedade Riemanniana e p € M. Se {F1, E5,--- , E,} é uma
base ortonormal do espaco tangente 7,M em cada ponto p, entao a curvatura de Ricci €

dada por

KX Y) = SR, BY. By,

i=1
Este ¢ um tensor de ordem 2 tal que:

XY) = SR E)Y, By

i=1
n

= > (R(Y.E)X,E;) =r(Y,X),

i=1

isto é, r é simétrico. Tomando X unitdrio tal que o conjunto {X, Fy,--- | F,} é uma base

ortonormal do espago tangente, em cada ponto p € M, obtemos a curvatura de Ricci:

n

r(X)=r(X,X) =) (R(X,E)X,E;) = Z k(X,E;).

=2

n

Seja F(X) = > R(E;, X)E;. Pelas propriedades do tensor curvatura, temos:
i=2

<?<X>7 E1> = <i R(Em X)Ei7 Ez>

=2

n

= Z(R(EnX)Ez‘, E;)

1=2
n

= > (R(E;, E)E;, X)

1=2

= <X7 ZH:R(EZ,EZ)EZ>

1=2

= (X,7(E)),

ou seja, a transformacao 7, chamada transformagao de Ricci, é auto-adjunta. Seus
autovalores sao chamados as curvaturas principais de Ricci. Esta relacionada com a

(forma quadratica) curvatura de Ricci por:
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= Z<R(E2‘7X)Ei7X>

i=2
= <Zn: R(Ei,X)EZ-,X>
=2
= (F(X), X).
Se escolhermos uma base ortonormal {Fy,--- | F,} de autovetores, note que a forma

quadratica 7(X) = (7(X), X) pode ser diagonalizada e

r(G B+ 6 E) = (7 (&El +o 6B, G B + -+ & Ey)
<?(E1) E1>§1 4+ (F(E), B

= 7(

=1

Em particular, se \; é autovalor associado ao autovetor F;, como
r(E;) = (Fr(Ey), E;) = (\Ey, E;) = \;, os numeros r(FE;) podem ser identificados com as
curvaturas principais de Ricci e a cole¢ao de sinais {sgn(r(E1)), - ,sgn(r(E,))} pode ser

identificada com a assinatura da forma quadratica r.

Defini¢ao 1.16. Seja {E4, - - , E,} uma base ortonormal de vetores tangentes a variedade

Riemanniana num ponto, o niimero real
= () + - +7(Ey),

¢ chamada curvatura escalar no ponto.

Vejamos que podemos obter a curvatura escalar p através da curvatura seccional k

determinada nos elementos da base ortonormal. A curvatura escalar num ponto p de M é
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o numero real dado por

i=1

= Zn:zn:k(E“Ej) com i#j

i=1 j=1

= 2) k(E;, E)).

1<J

Alternativamente, p pode ser escrito como n(n — 1) vezes a média de todas as curvaturas

seccionais no ponto dado.
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Capitulo 2
Grupos de Lie e suas Algebras de Lie

Neste capitulo, introduziremos os conceitos de grupo de Lie e sua algebra de Lie. A
algebra de Lie associada a um grupo de Lie é definida como o espaco dos campos de vetores
invariantes (a esquerda ou direita) munido de um produto dado pelo colchete de Lie de
campo de vetores. O principal elo de ligacao entre a algebra de Lie e o grupo de Lie corres-
pondente é dada pela aplicacao exponencial, e veremos adiante que ela é um difeomorfismo
local. As principais referéncias para este capitulo sdo San Martin [8] e [9], Arvanitoyeorgos
[1] e Knapp [5].

2.1 Grupos de Lie

Definicao 2.1. Um grupo de Lie G' é uma variedade diferenciavel com estrutura de grupo

1

tais que as operagoes G x G — G, (v,y) —> zy e G — G, © — x~' sdo aplicagoes

diferenciaveis.

Observacgao 2.1. Pode-se definir grupos de Lie como:
Um grupo de Lie é um grupo cujo conjunto subjacente tem uma estrutura de variedade

diferenciavel de tal forma que a aplicacao produto
p:(g,h) € G X G+ gh € G,

é diferenciavel.

A razao disto é que se p: G x G — G é diferenciavel entao a aplicacao inversa

i: g € G+ g~! € G estd bem definida e é diferenciavel pelo teorema da funcao implicita
(veja [9], pag. 92).

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 2.1. Os conjuntos R", C", H" sao grupos de Lie com a adi¢ao de vetores.

Sejam x,y € R", denotados por x = (z1, -+ ,2,) ey = (Y1, -+ ,Yn). A adicdo em R" é a

aplicacao +: R" x R" — R™ definida por (z,y) —> x4+ y = (21, ,2) + (Y1, ,Yn) =
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(1 4+ Y1, Tn + yn). E facil ver que (R™,+) é um grupo.
Como as entradas da aplicacao + sao polinomios lineares, concluimos que esta aplicacao é

diferenciavel. Portanto, R™ é um grupo de Lie com a operacao de adigao usual.

Exemplo 2.2. Os conjuntos R — {0}, C — {0}, H — {0} sao grupos de Lie com a operagao

de multiplicacao.

Aqui, dados q1,q2 € H — {0} com q; = t; +ixy + jyr + kz1 e qo = ta + iz + jyo + K2y,

definimos a multiplicagdo em H — {0} da seguinte forma:

Gt1q2 = (t1 +izy + jyr + kz1)(te + ixg + Jyo + k2o)
= (tita — 1120 — Y1y — 2122) + (122 + Loy + Y122 — 2120
+(t1yz + yite + 2120 — 2129)J + (tr22 + taz1 + 212 — Y122) k.

Exemplo 2.3. A esfera unitdria S' é um grupo de Lie.

De fato, sabemos que S' é uma variedade diferencidvel. Consideremos S' C C—{0} com
a multiplicagao induzida de C — {0}. Dessa forma S! pode ser identificado com o conjunto

{r+yieC : 2?4+ y* =1}. Vejamos que S' é um grupo de Lie.
i) Dados x1 + iy;, x2 + iy, € S, ou seja, 22 + 92 = 23 +y2 = 1.
Assim, (21 + iy1) (22 + iy2) = (2122 — y1y2) + (2291 + 2192)i, € tal que

(2122 — 1192)” + (Toy1 + T192) = 2725 — 20130y192 + Y1Y5 + T3Y; + 21201y + TTY5
= (@i +yd) (a5 +u3) =1

ii) Dado = +iy € S, seja a+ b o inverso de z + iy em S', entdo com um cdlculo simples

obtemos a = x e b = —y, de forma que a® + b*> = 1, ou seja, a +ib € S'.

iii) Agora considere as operagoes:

f: Stx8t— st g: St— St

e
(21, 22) — 21.22, 2 — 271
com z; = Ty + 1y, 20 = Xo+ 1Yz € z = x + 1y onde o produto é o definido no corpo dos
complexos. Temos que: f(z1, 20) = f(x1+iy, xa+iys) = X100 —Yoy1 + (T2l +21Y2) =
(x1y2 — Y2uy1, T2yh + x1Yy2) € g(2) = (x, —y). Isso mostra que f e g sdo diferencidveis,

pois suas coordenadas siao funcoes diferencidveis. Portanto S* é um grupo de Lie.

Exemplo 2.4. O produto cartesiano G x H de dois grupos de Lie ¢ um grupo de Lie com a

estrutura da variedade produto e multiplicagao definida por: (g1, hq)(g2, he) = (9192, h1h2).
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Exemplo 2.5. Em particular, o n-toro 7" = S! x - -+ x S'(n vezes) é um grupo de Lie de

dimensao n.

Exemplo 2.6. O grupo linear geral GL(n,R) = {A € M,,x,(R) : detA # 0} é um grupo de
Lie.

De fato, podemos associar a cada matriz A = (a;;)nxn UM ponto (a1, -+, @i, -+ 5 n1s - 5 Qo)
com n? coordenadas, ou seja, um ponto no espaco euclidiano R™. Podemos definir o iso-

morfismo de espacos vetoriais:

P M, (R) — R™
a1 a2 ... QAip
21 A22 ... Q9p
A= . . . — SO(A) = (a117a12,'“ y Qipy © o 7ann>-
Ap1 Ap2 ... Qpn
nxn

Mais ainda do ponto de vista topolédgico, ¢ é continua e tem inversa continua, ou seja, ¢
é um homeomorfismo. Portanto o espaco das matrizes é uma variedade diferenciavel, cuja
estrutura diferenciavel é dada pela estrutura do espago euclidiano.
Podemos dizer também que M, (R) tem a topologia induzida por R".

Considere a aplicacao determinante:

det : M,(R) — R
A — det(A),

a qual ¢ diferencidvel em M, (R), por ser um polinémio com n varidveis. Assim, temos que
GL,(R)={A € M,(R) : det(A) # 0} =det™* (R\ {0}), onde R\ {0} é um subconjunto
aberto de R. Como det é continua, conclui-se que GL,(R) é um subconjunto aberto de
M,(R).

Para mostrar que GL(n,R) é um grupo de Lie, basta ver que:

(i) GL(n,R) é um grupo com a operagao de multiplica¢do usual de matrizes.
De fato, dados A, B € GL(n,R) temos que det(A - B) = detA.detB # 0. Portanto,
A- B € GL(n,R). E ainda, qualquer que seja A € GL(n,R), existe A=t € M, (R) tal

que det(A™1) = Toid # 0. Logo, A~' € GL(n,R).
e

(ii) As operagoes (A, B) — A- B e A+ A~! sdo diferencidveis:
De fato, o produto em G L(n,R) é o produto usual de matrizes. Sejam A = (a;;)nxn, B =
(bij)nxn € GL(n,R) entdo C' = A+ B = (¢;j)nxn ¢ dado por ¢;; = > ;_, aiby; que ¢

um polinomio de grau 2 nas variaveis a;;, b;;. Portanto, a aplicacao ¢ diferencidvel.

Definigao 2.2. (a) Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G é um subgrupo e uma

subvariedade imersa de G.
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(b) Um subgrupo fechado de um grupo de Lie G é um subgrupo e um subconjunto fechado
de G.

Teorema 2.2. (Teorema de Cartan) Se H é um subgrupo fechado de um grupo de Lie
G entao H € uma subvariedade de G e consequentemente um subgrupo de Lie de G. Em

particular, tal subgrupo possui a topologia induzida de G.
Demonstracao. Ver [9], Teo. 6.15. [ |

Exemplo 2.7. O grupo linear especial SL(n,R) = {A € GL(n,R) : detA = 1} é um
subgrupo de Lie de GL(n,R).

Vejamos que é um subconjunto fechado de GL(n,R). De fato, SL(n,R) = det~'({1}),
portanto é a imagem inversa de um subconjunto fechado de R por uma aplicagao continua.

Portanto, pelo teorema 2.2, SL(n,R) é um subgrupo de Lie do grupo linear geral.

Exemplo 2.8. O grupo ortogonal O(n) = {A € GL(n,R) : A' = A~'} com a operagao

usual de multiplicacao de matrizes, é um subgrupo de Lie de GL(n,R).

(a) Vejamos que O(n) é um subgrupo de GL(n,R):
(i) Dados A, B € O(n) entao (A - B)! = (AB)! = B'A' = B7'A™! = (AB)™! =
(A-B)7 ! logo A- B € O(n),
(ii) Seja A € O(n) entdao (A™!)! = (A = A= (A1) ou seja, A~! € O(n),

(b) O(n) é um subconjunto fechado de GL(n,R):

De fato, defina a fungao
f: GL(n,R) — M, (R)
A — AAY,
Note que f esta bem definida. Considere A = (a;;)nxn € & projegao na coordenada ij,

7. M,(R) — R, tal que m(A) = a;;. Dessa forma, temos que A" = (a;j;)nxn €

n
= E Qi A E 7Tzk 7lec .
k=1 nxn nxn

Isso prova que f é continua, pois cada coordenada é soma de fungoes continuas em R.

Como f({I}) ={A€GLnR) : f(4)€ {I}
={AeGL(n,R) : f(A) =1}
—{A€GL(n,R) : AA' =1}

— O(n),

segue que O(n) é fechado em GL(n,R) pois é a imagem inversa de um fechado em M, (R)

e f é continua. Pelo teorema 2.2, O(n) é um subgrupo de Lie do grupo linear geral.
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Observacao 2.3. De modo andlogo ao exemplo 2.8, pode-se verificar que GL(n,C) e

G L(n,H), munidos do produto usual de matrizes, sdo grupo de Lie.

Exemplo 2.9. O grupo unitério U(n) = {A € GL(n,C) : AA' = I} é um subgrupo de
Lie de GL(n,C).

(a) Vejamos que U(n) é um subgrupo de GL(n,C):

(i) Se A,B € U(n) entao AA' = BB' = I. Assim, (AB)(AB)! = (AB)(AB)! =
ABB!'A* = AA* = I. Portanto, AB € U(n).
(ii) Seja A € U(n), entdo A~' = A, Assim, (A~1)(A-1)! = (A)(A-1) = (A-TA) =

(A-1A) = I' = I, concluindo que A™' € U(n).

(b) U(n) é um subgrupo fechado de GL(n,C):

De fato, consideremos a funcao

f: GL(n,C) — M, (C)
A — AA

E claro que f estd bem definida. Seja A = (a;; + ib;j)nxn € GL(n,C), dai deter-
minamos AA — (> oni(ainaje + birbji + i(bigajr — bjgair)), ., Assim, temos que as
funcoes coordenadas de f sao continuas, logo f é continua. Agora, f~1({I}) = {A €
GL(n,C) : f(A) € {I}} = {A € GL(n,C) : AA =1} = U(n). Entdo, U(n) ¢ a
imagem inversa de um conjunto fechado, onde a fungao f é continua. Pelo Teorema
2.2, U(n) é um subgrupo de Lie de GL(n,C).

Exemplo 2.10. Considere o grupo simplético Sp(n) = {A € GL(n,H) : AA! = I}.

Aqui, dado um quatérnio ¢ = t + ix + jy + kz, seu conjugado pode ser escrito como
qg=t—1ix —jy—kz.

As vezes, é mais conveniente usar a definicao equivalente:

Sp(n) ={AcU(2n) : A'J=JA '},

J _ On><n _[nxn '
[nxn Onxn

Vejamos que Sp(n) é um subgrupo de U(2n):

onde

(i) Dados A, B € Sp(n) entao A'J = JA™' e B'J = JB™'. Dessa forma: (AB)'J =
B'A'J = B'JA™' = JB7'A™! = J(AB)™!. Portanto, AB € Sp(n).
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(ii) Seja A € Sp(n)entao A'J = JA™! donde J = A'JA. Assim, (A71)!J = (A7) AL JA =
(AAHYJA = JA, portanto, (A1) JA™ = JAA™ = J, ou seja, A=t € Sp(n). Isso
conclui que Sp(n) é um subgrupo de U(2n).

Considere a aplicacao

¢: U(2n) — My, (R)
A — AJA.

Tal aplicacao é continua e Sp(n) = ¢~ *({J}), que é a imagem inversa de um fechado em

M, (R) por uma aplica¢do continua, portanto um conjunto fechado.
Exemplo 2.11. O grupo SO(n) = {A € O(n) : detA =1} é um subgrupo de GL(n,R).

O grupo SO(n) pode ser escrito da seguinte forma:

SO(n) = {A€O(n) : detA=1}
= {AeGL(n,R) : AA"=1T e detA=1}
= {AeGL(n,R) : AA'=T1}n{A € GL(n,R); detA=1}
= O(n)NSL(n,R).

Portanto, SO(n) é um subgrupo fechado de GL(n,R), pois é a interse¢ao de dois subgrupos
fechados em GL(n,R). Pelo teorema 2.2, segue que SO(n) é um subgrupo de Lie.

Exemplo 2.12. Considere o grupo especial unitario SU(n) = {A € U(n) : detA = 1}.

Procedendo da mesma forma do exemplo anterior, temos:

SU(n)= {AeU(n) : detA=1}
= {Ae€GL(n,C) : AA =1 e detA = 1}
= {A€GL(n,C) : AA =1} n{A€GL(n,R) : detA=1}
= U(n)NSL(n,C).

Portanto, SU(n) é a intersegao de dois subgrupos fechados de GL(n,C). Pelo teorema 2.2,

¢ um subgrupo de Lie.

Os grupos de Lie O(n), U(n) e Sp(n) também sao definidos como grupos lineares de
isometria de R™, C" e H", respectivamente, da seguinte forma:

Indicaremos por K os corpos R, C ou H. Vamos definir um produto interno (-, -) em K"
por:

Seja x = (1, -+ ,x,) ey = (Y1,--.,Yn) tal que

<xay> - xlyl ot xnyn‘
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Agora, seja O(n,R) = {A € M,(R) : (zA,yA) = (z,y) Vz,y € R"} o grupo das isometrias
de R™. Vejamos que O(n,R) = O(n):

Seja A = (aij)nxn € O(n), ou seja, I = AA". Assim, 0;; = Y ajpa;x. Podemos escrever:
k=1

n
o aiga; =1, sei=j,
k=1

n
Yoagaj, =0, sei#j.
k=1

Representando x e y como vetores em M, = R", temos:

ayy ... Qip ai;y ... Qip
(zA, yA) =<(:61~~:cn) o s ) | >

Ap1 ... Qpp Ap1 ... QApp

= ((z1011 + -+ Tpap1, -+, T101, + - F TpGpn),

(ylall + -+ YnQni, 5, Y101n +---+ ynann)>
= (1011 + + Tn@m) (Y1011 + -+ Yol +
e (xlaln +- 4+ mnann)(ylaln + e+ ynann)

= Z (Iiyj Z aikajk>
k=1

ij=1

=21y + -+ TpYn = <I7y>

Dessa forma, A € O(n) se, e somente se, A € O(n,R). Logo, O(n) = O(n,R). De
forma andloga, mostra-se que U(n) e Sp(n) sao grupos lineares de isometrias de C" e H",
respectivamente.

Vejamos alguns isomorfismos entre grupos de Lie conhecidos e certos grupos de Lie

matriciais:
Proposicio 2.1. Seja S" = {z € R™! : |jz|| = 1}, entdo:
(a) SO(1) = SU(1) = {e},
(b) O(1) = S,
(c) SO(2)=U(1) =S,
(d) SU2) = S°.

Demonstragao. Os itens (a) e (b) sao triviais.
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b
(¢) Temos que SO(2) = {A € O(2) : detA = 1}. Considere A = < ¢ y ) tal que
c

detA =1, ou seja, ad — bc = 1. Temos também que AA! = I, dessa forma:

a b a ¢\ 10
c d bd) \o1)°
Dai temos:
a2+ =1 (I)
ac+bd =0 (II)

ad —bec =1 (III)

A+ =1 (IV)
Multiplicando (III) por ¢, teremos acd — bc* = ¢ (V). Substituindo (IV) e (II)
em (V), temos: —bd?> —b(1 — d?) = c = —bd* — b+ bd*> = c = c = —b.

Substituindo (V) em (II) temos: ac = —bd = a(—b) = —bd = a = d.

—b
Portando, SO(2) = { ( ¢

) : a,bGRtalquea2+b2:1}.
b a

t

E ainda, U(1) = {4 € GL(1,C) : AA =1} = {(a+bi) : a®>+b* = 1} pode ser
identificado com {z € C : |z| = 1}.

Dessa forma, definimos a aplicacao:

6 U(1) — SO(2)
(a+bi)l—>(z _CZZ).

E claro que ¢ estd bem definida. Considere a operacao de multiplicacao usual de

matrizes com entradas complexas. Dadas (a + bi), (¢ + di) € U(1) temos:
ac —bd —bc—ad
bc+ad  ac—bd

o((a+bi)(c+di)) = ¢((ac — bd + (bc + ad)i)) =

a —b c —d . |
( b a) ( d c) = ¢((a+ bi))p((c + di)).

Logo ¢ é um homomorfismo de grupos.

E facil ver que ¢ é injetora e sobrejetora, e concluimos que ¢ é um isomorfismo, ou
seja, U(1) =2 SO(2).
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Consideremos agora a aplicacao:

¢ :50(2) — St
a —b .
— a + bi.

E claro que 5 estd bem definida, pois, a®>+b? = 1. E facil ver que (E é um homomorfismo

bijetor, portanto um isomorfismo de grupos, ou seja, SO(2) = S.

Fazendo a composicao 5 o ¢, temos um isomorfismo entre U(1) e S', isso prova que
U(l) 2 SO(2) = St

Temos que SU(2) = {A € U(2) : detA = 1}. Fazendo alguns cédlculos obtemos:

2 1

Seja q =t +ix + jy + kz € H. Identificamos ¢ € H com o ponto (t,z,y,z) € R ou o
ponto (vi,ve) € C?, onde vy =t +ix e vy = y+ iz tal que vy, vy € C. Assim podemos

definir a aplicacao:
(b H— Mg(@)

U1 U2
q— _ )
—U2 U1

A aplicacao ¢ esta bem definida e é facil ver que é bijetora.
Considerando a norma em H induzida pelo produto escalar canénico de R*, ou seja,
dado g € H:

lall = (g, )% = (* +a* + 47 + 7).

Dessa forma, podemos identificar S* com o conjunto {¢ € H : ||¢|| = 1}.

Definindo a aplicagao:
© 83— SU(2)

V1 U2
qr— L .
—V2 U1

onde vy =t+ix e vy =y + 12, v1, vg € C.
A aplicagao ¢ estd bem definida, pois, det(¢(q)) = t*+x?+y>+2% = |[t+iz+jy+kz|| =
1.

Logo, ¢(q) € SU(2). O conjunto {g € H : ||q|| = 1} identificado com S® é um grupo
nao abeliano com a operagao de multiplicacao de quatérnios. Pode-se mostrar que ¢
¢ um homomorfismo de grupos, e ainda, ¢ é bijetora, por ser a restricao de ¢ sobre

S3. Dai, concluimos que ¢ é um isomorfismo de grupos.
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2.2 O espaco tangente a um grupo de Lie: Algebras
de Lie

Grupos de Lie sao objetos nao lineares e seu estudo requer um grande esforgo. Por outro
lado um dos mais simples objetos algébricos é o espago vetorial. Nessa secao, veremos a
possibilidade de associar a cada ponto do grupo de Lie G um espago vetorial, e este serd o
espago tangente do grupo de Lie num ponto. Com o uso de certos difeomorfismos no grupo
de Lie (translagao a direita ou a esquerda) veremos que para estudar os espagos tangentes de
um grupo de Lie em qualquer ponto, basta analisar apenas o espaco tangente no elemento

identidade e do grupo.

Definicao 2.3. Uma dlgebra de Lie consiste de um espago vetorial VV munido de um produto

(colchete) [-,-]: V x V. — V que satisfaz as propriedades:
1. O colchete [-, ] é bilinear, isto é, linear em cada uma das varidveis,
2. Antissimétrica, isto é, [X,Y] = —[Y, X], para XY € V|

3. Identidade de Jacobi: para X,Y,Z € V|

[X7 [Y, Z]] + [Y7 [Z7XH + [Zv [X7 YH = 0.

Exemplo 2.13. O espago das matrizes quadradas M, (R) é uma &dlgebra de Lie se estabe-
lecermos [A, B] = AB — BA, com A, B € M,,(R) e AB a multiplicagdo usual de matrizes.
Basta verificar as propriedades do colchete. Dados o, f € R e A, B,C € M,,(R), temos:

(i) Antissimétrica: [A, B] = AB— BA = —(BA — AB) = —[B, A,
(ii) Bilinearidade:
@A+ BB,C| = (aA+pB)C —C(aA+ BB)
= «aAC + BC — aCA - BCB

— a(AC — CA) + B(BC — CB)
— a[A,C)+ BB, C]
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[A,aB+ 8C| = A(aB+ pC)— (aB+ BC)A
= aAB+ pAC —aBA - (CA
= o(AB — BA) + (AC — CA)

= al4, B]+ B[A,C].
(iii) Identidade de Jacobi:
[A,[B,C]] = [A,BC—-CB]=A(BC—-CB)—-(BC—-CB)A
= ABC — ACB—- BCA+ CBA,
B,[C,A]] = [B,CA—AC]=B(CA—-AC)—-(CA—- AC)B
= BCA—- BAC - CAB+ ACB,
[C,[A,B]] = [C,AB— BA|=C(AB— BA)—- (AB— BA)C

= (CAB - CBA - ABC + BAC.

Portanto, [A, [B,C]] + [B, [C, A]] + [C, [A, B]] = 0.

O espacgo tangente em um ponto nao é apenas um espago vetorial, mas como veremos é
isomorfo ao que definiremos como algebra de Lie de um grupo de Lie. Este é um dos objetos
mais importantes para o estudo dos grupos de Lie e sua geometria.

Seja GG um grupo de Lie e a € G. Definimos as aplicacoes:

L, G—G R,: G—G
g+ La(g) = ag, g+ Ra(g) = ga,

onde a aplicacao L, é chamada translacao a esquerda e R, ¢é a translacao a direita. Vejamos
que L, e R, sao aplicagoes diferenciaveis. De fato:

Seja p: G x G — G o produto em G, portanto uma aplicacao diferenciavel, entao L, =
p‘{a}xG e R, = p‘GX{a}. Logo sao diferenciaveis.

Dada L;': G — G, temos que L ' (ag) = g = a='(ag) = Lo-1(ag). Assim, L;' = L,-1.
De forma andloga, R;! = R,-1 e, portanto, sdo aplicagoes diferencidveis. Dai, concluimos
que a translacao a direita R, e a translacao a esquerda L, sao difeomorfismos. Com isto, as
aplicacoes dLgy—1: TyG — T.G e dRy—: T,G — T.G sao aplicacoes lineares bijetoras, ou

seja, sao isomorfismo entre espagos vetoriais.

Defini¢ao 2.4. (a) Um campo X de vetores tangentes a um grupo de Lie G é uma

aplicacao que a cada ponto g € G corresponde um vetor X, € T,G.

(b) Um campo X de vetores tangentes a um grupo de Lie G é invariante a esquerda
quando X o L, = dL,(X) para todo a € G, mais explicitamente, X, = (dL,),(X,),
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para todo a, g € G.
Analogamente, X ¢é invariante a direita, se para todo g € G, (X o R,), = Xy =
(dRa)g(X,).

Observacao 2.4. Um campo invariante a esquerda X fica completamente determinado
quando se conhece X.. De fato, fixe a € G entdo X, = X, = (dLy)e(Xe). Assim (dL,).
leva um vetor X, € T,G em um vetor X, € T,G com a € G.

Denotaremos por g o espago vetorial dos campos invariantes a esquerda.

Vejamos que g é fechado em relagao a operacao colchete de campo de vetores. De fato,

dados X,Y € g, a,p € G e f uma fungao diferencidvel em G, temos:

(dLa)e([X, Y]e(f)) = (dLa)e(Xe(Y f) = Ye(X [)),
= (dLa)e(X)(Y'f) = (dLa)e(Ye) (X f),
= Xa(Y[) = Ya(X ),
= [X, Y]a(f)
Dessa forma, temos que (g, [, ]) é uma algebra de Lie de G. A dimensao desta algebra de

Lie ¢ igual a dimensao de G por causa do resultado seguinte:

Proposicao 2.2. A aplicagio a: g — T.G tal que a(X) = Xe, onde T.G indica o espago
tangente a G no ponto e, € um isomorfismo entre espacos vetoriais. Se X € g entao X €

diferencidvel.
Demonstragcao. Vejamos que « ¢ linear e bijetora.
(i) « é linear;
Sejam X, Y € ge A € K entao:
aA(X4+XY) = (X+AY). = (X+AY)(e) = X(e)+ Y (e) = X+ Y, = a(X)+Aa(Y).
(ii) « é injetora;
De fato, sejam X,Y € g com a(X) = a(Y), temos que X, = Y,. Dado g € G entao:
Xy = Xge = (dLy)c(X.) = (dLy)c(Ye) = Y,e =Y}, para todo g € G, portanto X =Y.
(iii) « é sobrejetora.

Tome W € T.G. Queremos mostrar que existe X € g tal que a(X) = W, ou seja,
Xe = W. Seja (dLg)e: T.G — TG tal que (dLg)e(Xe) = Xiye) = Xae = X
Portanto, basta definir um campo X em G por X, = (dL,).(W). Vejamos que X € g
e que a(X) =W:

Seja a € G, logo, para todo g € G,

Xag = (dLag)e(W) = (dLa © dLg)e(W) = (dLa)g(dLg)e(W) = (dLa)g<Xg)a
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Portanto, X € g. E ainda, a(X) = X, = (dL¢)(W) = Id(W) = W.
Assim, concluimos que « é um isomorfismo entre espagos vetoriais.

Dados Z € T.G, denotaremos por XZ o tinico campo invariante a esquerda tal que
XZ = 7. Através deste isomorfismo definimos o colchete de lie no espaco tangente T,G por:
Para U,V € gentao U = XV e V = XY logo [U,V] = [XV, XV] = [XY, XV].. Note que

assim o isomorfismo entre g e T,G torna-se um isomorfismo entre algebras de Lie.

Exemplo 2.14. A &lgebra de Lie do grupo linear geral GL(n,R) é a dlgebra (M,,(R), [-, -]).

O grupo GL(n,R) herda sua estrutura de variedade como uma subvariedade aberta
de M, (R). Assim, da proposigao (2.2) obtemos os isomorfismos canénicos entre espagos

vetoriais:
(A algebra de Lie de GL(n,R)) =2 T.(GL(n,R)) = T, (M, (R)) = M,(R),

onde e = Id,x, (matriz identidade). O primeiro isomorfismo é obtido do fato de que g e
T.G sao isomorfos. O segundo é obtido pela identificacao entre subvariedade aberta de uma
variedade diferenciavel. Por fim, o terceiro isomorfismo é dado pela identificagdo canonica

entre espacos vetoriais.

Exemplo 2.15. Considere as aplicagdes L,: M, (R) — M, (R) e R,: M, (R) — M, (R),
com a € M, (R), as translagoes a esquerda e a direita no espago vetorial das matrizes. As
translagoes L, e R, sao transformagoes lineares. De fato, dados A € R e g1,¢92 € M, (R)

temos:
La(g1 + Ag2) = a(g1 + Ag2) = agr + Aags = La(g1) + ALa(g2),

Ro(g91 + Ag2) = (91 + Ag2)a = gra + Agaa = Ra(g1) + ARa(g2).

Portanto, as aplicagoes L, e R, sao diferenciaveis e (dL,)x = L, e (dR,)x = R,, para todo
X € M,(R).

Vamos descrever os campos invariantes em GL(n,R).
Seja X: GL(n,R) — M, (R) e g € GL(n,R) um campo invariante a esquerda, entao:
Xy = Xge = (dLy)e(Xe) = Ly(X.) = gX., onde e é a matriz identidade. Assim, podemos
dizer que, para todo g € GL(n,R) e A € T.(GL(n,R)), temos que:



No caso das matrizes de ordem 1, teremos que L, = R,,.

2.2.1 Algebras Nilpotentes e algebras soltuveis
Para uso posterior, vamos definir algebras de Lie nilpotentes e soltveis.
Definicao 2.5. Seja g uma algebra de Lie e h um subespago vetorial de g, entao:
(a) b é chamado uma subdlgebra de Lie de g, se [X,Y] € b, para todo X,Y € b.
(b) b é chamado um ideal em g, se [A, X| € h, para todo X € he A € g.
Defini¢ao 2.6. Uma dlgebra de Lie g € abeliana se, [X,Y] =0 para todo X, Y em g.

Sejam g uma algebra de Lie, a e b subconjuntos de g. Usaremos a notacao [a, b| para

indicar o subespaco gerado por
{[A,B] ; A€a,B € b}

Define-se, por inducao, os seguintes subespacos de g:

g(k) — [g(k_1)7g(k_1)]_

Nao é dificil ver que esses subespagos sao ideais de g (veja [8], pag. 39). Essa sequéncia de
ideais é conhecida por série derivada de g e suas componentes sao as algebras derivadas

de g. Tal sequéncia é decrescente, isto é,

Definicao 2.7. Uma algebra de Lie ¢é solivel se alguma de suas algebras derivadas se anula,
isto é,

g(ko) —0
para algum ky > 1 (e, portanto, g*¥) = 0 para todo k > k).

Exemplo 2.16. g é abeliana se, e somente se, g’ = 0.

Exemplo 2.17. As algebras de matrizes triangulares superiores

nxn

sao soluveis.
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A série central descendente da algebra de Lie g é definida, por indugao, como:

1

=g
g =lg,9

k

g .

9,9
Como produto de ideais é ideal, segue da definicao que g* é um ideal para k > 1. Daf que

gt = [g,g"] C g* e a série central descendente é, de fato, descendente:

k

g=gDo¢’D>...D¢g"D....

Definicao 2.8. Uma &lgebra de Lie é nilpotente se sua série central descendente se anula
em algum momento, isto é,
g* =0

para algum ko > 1 (e, portanto, g* = 0 para todo k > k).

0 ... x
Exemplo 2.18. A algebra de Lie g = ool ¢ nilpotente.
0 ... 0

nxn

Defini¢ao 2.9. Dizemos que um grupo de Lie G é soluvel (respectivamente nilpotente) se

sua algebra de Lie é solivel (respectivamente nilpotente).

2.3 Subgrupos a 1l-parametro e a aplicacao exponen-
cial

Nesta secao vamos estudar a descri¢ao infinitesimal de um grupo de Lie G, a qual consiste
no conjunto dos subgrupos a l-parametro de G. O matematico Sophus Lie (1842 — 1899)

chamou esta descricao de grupo infinitesimal.

Definicao 2.10. Um subgrupo a 1-parametro de um grupo de Lie G é um homomorfismo
C>®, ¢: (R,+) — G.

Note que ¢: R — G é a curva em G tal que ¢(0) = e, ¢(t + s) = ¢(t)P(s) e ¢(—t) =
o(t)~"

De fato, pela definicdo de homomorfismo é claro que ¢(t + s) = ¢(t)é(s) para todo
t,s € R. Em particular, ¢(0) = ¢(0 + 0) = ¢(0)¢(0), logo ¢(0) = e. E ainda, e = ¢(0) =
Ot —t) = @t + (—t)) = ¢p(t)p(—t), ou seja, ¢p(—t) = ¢(t)~!, para todo ¢ € R.

Exemplo 2.19. A aplicacao ¢: (R,4+) — (R\{0}, -), definida por ¢(¢) = €' é um subgrupo

a l-parametro do grupo de Lie multiplicativo (R, ), com o produto usual.
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Exemplo 2.20. A aplicagdo ¢: R — S = U(1) definida por ¢(t) = e é um subgrupo a

1-parametro de S*.

De fato, dados t,s € R,
¢(t + 8) _ 6i(t-‘rs) _ eit+is _ eiteis _ ¢(t)¢(8)

Portanto, ¢ ¢ um homomorfismo de grupos.

Exemplo 2.21. A aplica¢ao ¢: R — GL(3,R) definida por

cos(t) sen(t) 0
o(t) = | —sen(t) cos(t) 0
0 0 ¢

¢ um subgrupo a l-parametro do grupo de Lie GL(3,R).
De fato, dados t, s € R,

cos(t+s) sen(t+s) 0
pt+s) = —sen(t+s) cos(t+s) 0
0 0 elts

cos(t) cos(s) — sen(t)sen(s)  sen(s)cos(t) + sen(t)cos(s)

= —sen(t) cos(s) — sen(s)cos(t) cos(t)cos(s) — sen(t)sen(s)

0 0 e'e’
cos(t) sen(t) 0O cos(s) sen(s) O
= —sen(t) cos(t) 0 —sen(s) cos(s) 0
0 0 el 0 0 e’

= ¢(t)o(s),

portanto, a aplicacao ¢ é um homomorfismo de grupos. Além disso, é claro que ¢ é C'™,

pois cada entrada de ¢ sao funcoes C'°.

t t
Exemplo 2.22. A aplicacao ¢: R — SO(2) dada por ¢(t) = cos(t)  sen(?) é um
—sen(t) cos(t)

subgrupo a 1-parametro de SO(2).
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De fato, dados t, s € R,

cos(t +s) sen(t+s)

o+s) = )

—sen(t+s) cos(t+s)

_ cos(t) cos(s) — sen(t)sen(s)  sen(s)cos(t) + sen(t)cos(s) )

—sen(t) cos(s) — sen(s)cos(t) cos(t)cos(s) — sen(t)sen(s)
_ cos(t)  sen(t) ) < cos(s)  sen(s) )
—sen(t) cos(t) —sen(s) cos(s)

= o(t)o(s),

logo a aplicagao ¢ é um homomorfismo de grupos.

E claro que tal aplicacao é C'°°, pois suas entradas sao fungoes C™.

Teorema 2.5. A aplicagio ¢ — doo(1) define uma correspondéncia um-a-um entre os

subgrupos a 1-parametro de G e o espaco T.G.

Demonstragio. Seja 'V € T,G e X, = (dLy)c(V') o campo de vetores invariantes & esquerda
correspondente. Precisamos obter um homomorfismo, C'*°, ¢ : R — (. Pela proposicao
1.2, ¢: I — G é a tinica curva integral de XV tal que ¢(0) = e e d¢; = X¢‘>/(t)- Esta curva é
um homomorfismo, pois se fixarmos s € I tal que s+t € [ para todo t € I, entao as curvas
t— o(t+s) et — @(t)p(s) satisfazem a equacao anterior e leva 0 em ¢(s). Pela unicidade

de solucoes obtemos que

Ot +s) = o(t)o(s) (t,s€l).

t n
Agora, para estender ¢ para todo R, definimos ¢y (t) = ¢ (—) para n suficientemente
n

grande, e este € o homomorfismo desejado. De fato,

e < o5 (2]
_ (¢ (%) ¢ (%)) 9 (%) 6(2)" = ovt)ov(s).

A aplicacdo V' +— ¢y é ainversa de ¢ — deg(1), portanto, ¢ — dey(1) é uma correspondéncia

um-a-um entre os subgrupos a 1-parametro de G e o espago T,G. |

Usando a identificagdo do espaco tangente T.G com o conjunto de todos os campos

invariantes a esquerda g de G' obtém-se o seguinte resultado:

Corolario 2.6. Para cada X € g, existe um unico subgrupo a 1-parametro ¢px: R — G
tal que ¢’y (0) = X,.

Demonstracao. Segue da proposicao 2.2 e do teorema 2.5. |
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Definigao 2.11. A aplicagao exponencial exp: g — G é definida por exp(X) = ¢x (1),

onde ¢x ¢é o unico subgrupo a 1-parametro de X.

Conforme [9], pdg. 102, a aplica¢do exponencial exp: g — G é o objeto central usado
para transferir ao grupo de Lie GG propriedades de sua algebra de Lie g. A idéia basica de
sua construcao é que por definicao os elementos de g sao EDO’s em G, ou seja, campos
invariantes, que possuem fluxos, os quais sao formados por difeomorfismos locais de G. Os
elementos formadores desses fluxos se identificam naturalmente a elementos de G, permi-

tindo construir a partir de X um subgrupo de G parametrizado por t € R.

Agora, precisamos de uma relagao entre ¢x e ¢,x com s € R.
Considere a aplicacao h(t) = ¢x(st), onde h é um subgrupo a l-pardmetro com h'(t) =
s’y (st), ou seja, h'(0) = s¢'y(0) = sX..

Por outro lado, pelo coroldrio 2.6, ¢, (0) = sX. Portanto, ¢x(st) = ¢sx(t).

Corolério 2.7. A curva v(t) = exp(tX) € o unico homomorfismo em G com v'(0) = X.
Sendo ¢x um homomorfismo, seque que exp(s + )X = exp(sX)exp(tX) e (exp(tX))™! =
exp(—tX).

Demonstra¢ao. A exponencial exp: g — G definida por exp(tX) = ¢ x (1) é tal que ¢y x (1)
é o unico subgrupo a l-parametro determinado por X, logo v(t) = exp(tX) com X € g, é

o0 tnico homomorfismo em G. Sendo ¢x um homomorfismo, temos:
exp(s + )X = Psrix (1) = ox (s +1) = dx(5)ox (1) = dsx (1)¢rx (1) = exp(s X )exp(tX),
e ainda,
exp(—tX) = ¢_yx(1) = dx (1) = ox(t) " = drx (1) 7" = exp(tX) ",

Agora vejamos que v (0) = X. Vamos calcular a diferencial (dexp),: g — g da aplicacio

exponencial na origem o € g. Tome a curva a(t) = tX em g com a(0) =oe o/ (0) = X € g,

entao:
(desp)o(X) = Fexpoa)| = Tep(tx))| = Toxn)] =ok(0)=x.
t=0 t=0 t=0
Portanto, v/(0) = (dexp)o(X) = X. [ |

Na demonstragao anterior vimos que (dexp), = Id, onde Id é a aplicagao identidade,

logo pelo Teorema da Funcao Inversa vale o seguinte resultado:

Proposicao 2.3. FExiste uma vizinhanca V' de o € g que € difeomorfa a uma vizinhang¢a U
da identidade e € G, tal que U = exp(V).

Observagao 2.8. A vizinhanga U é chamada de vizinhanga normal.
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A préxima observacao sera 1til para apresentarmos alguns exemplos.

Observagao 2.9. Se ¢(t) é um subgrupo a 1-parametro de GG, entdo podemos expressar as

derivadas da seguinte forma:

St = lim ~ (6t +h) — (t))

= lim —(&(h) =€) 6(t)
_ (thnO %(¢(h) — e)) (1)
= Ap(t),

1
onde A = hlimo E(qb(h) — ¢). Portanto, ¢'(t) = Ap(t).
—
Este limite existe porque o grupo GG é uma variedade diferenciavel e as fungoes coordenadas

sao funcoes diferenciaveis.

Exemplo 2.23. Seja A € M,(R), veremos que a curva ¢(t) = ¢*4 é bem definida. Ela é a

unica solucao do sistema
¢'(t) = Ag(t)
¢(0) = Id

A matriz A serd chamada de gerador infinitesimal do subgrupo ¢(t).

Por exemplo, considere

cos(t)  sen(t)

o) = ( —sen(t) cos(t) ) € 50(2)

Assim,

v [ —sen(t)  cos(t) _( 01 cos(t)  sen(t)
= ( —cos(t) —sen(t) ) ( —-10 > ( —sen(t) cos(t) ) |

Neste caso o gerador infinitesimal de

0

éamatrizA:( .

) no sentido que ¢(t) = 4. Aqui ' representa a exponencial
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de matrizes, a qual veremos a seguir.

Definigao 2.12. Seja A uma matriz n X n (real ou complexa), definimos:

°° Ak A2 A3
i = o4
kzk A+

Proposigao 2.4. Para toda matriz A (complexa) de ordem n, a exponencial e é dada por

uma série convergente. Além disso,
(i) eXe¥ = eXTY se X e Y comutam;
it) eX é nao singular;
g
(iii) t — e € uma curva diferencidvel em GL(n,C) que € igual a Id quando t = 0;
(iv) Kl (e"¥) = Xet¥;
dt '
(v) det(eX) = e"™X);

(vi) X w eX é uma aplicagio C™ no espago das matrizes de ordem n em si mesmo.

Demonstragao. Defina a norma || - || em M,(R) por ||A| = max |Al;, onde |A|; é a soma dos

valores da i-ésima linha de A. Entao, pode-se verificar que ||AB|| < [|A]|[|B|| e ||A + BJ| <
|All + || B]|. Assim,

1] HAH3 N _ Al

_|_ J—

lell < 1+ [|All +
k=0

Logo, a série é absolutamente convergente, portanto convergente. Para (i) temos

r=0 s=0 7,8
o N o) N
Xky Nk 1 N
— —_ s Xknyk
>Y i owx (1)
N=0 k=0 N=0 k=0

Para vermos (4i) basta usar o item (i) fazendo Y = — X, entdo obtemos eXe ¥ = eX+(=X) =
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_ -1 : AT N
e’ =1, logo, e = (eX) ", daf concluimos que e¥ é nao-singular. Para (iii) e (iv) temos

d oy dx= 1 N oa=d 1 N
i) = Gl =g [N! (tX)
N=0 N=0
_ - N N—-1~vyN - 1 N-1 tX
= th X XZ(N— )l(tX) = Xe
N=1 N=1

Em (v), se X é uma matriz triangular superior, entdao eX também é triangular superior. E

ainda, det(eX) depende unicamente das entradas da diagonal de e*, que depende unicamente

das entradas da diagonal de X. Neste caso, det(eX) = e/m¥)

1

. Uma matriz complexa geral

¢ da forma ¢gX g, onde X é uma matriz triangular superior, e entao temos

det(egxg_l) = det(geXg™!) = det(eX) = ") = gtrigXg-1),

Por fim em (vi), temos que a aplicacio X —— e~ ¢ definida pela soma de uma série onde

cada termo é uma funcao C*>. Portanto, a aplicacao é C'°. ]

Exemplo 2.24. Como vimos no exemplo 2.14 a algebra de Lie do grupo linear geral
GL(n,R) é o espaco M,,(R). Neste caso os termos da aplicagdo exponencial coincidem
com a aplicacao exponencial de matrizes.

A aplicacdo ¢: R — GL(n,R) dada por ¢(t) = €4 é um subgrupo a 1-parametro em
GL(n,R), ou seja, ¢ ¢ um homomorfismo tal que ¢(0) = Id e

d > tk:Ak: > tk_lAk °° tk—lAk—lA o0 tk:Ak:
() = — — | = - = — = A —— = Ag(t).
) dt (Z k! ) Z(k—l)! Z (k—1)! k! o(t)
k=0 k=1 k=1 k=0

Logo, ¢'(0) = Ap(0) = A. Dessa forma, a aplicagao exponencial exp: M, (R) — GL(n,R)
é dada por expA = e = ¢4(1), onde ¢4 é o tinico subgrupo a l-parametro associado ao

campo A.

O proximo resultado serd 1util para determinar o colchete das algebras de Lie de certos

grupos de Lie. Tal resultado é encontrado em [1].

Lema 2.10. Para quaisquer dois campos de vetores X, Y na variedade M com seus fluros
correspondentes oy e By sobre o ponto p € M que estao prorimos de um ponto fixo o € M,

o colchete é dado por
[in} ]0 = lim ’7,(t)7
t—0

onde (1) = B_ 4 (Oé_\/i (B\/E (O‘\/E(O))))'

Exemplo 2.25. Vamos mostrar que o colchete em M, (R) é dado por [A, B] = AB — BA.
Sejam X4 e XP campos invariantes & esquerda correspondentes as matrizes A, B € M, (R),
entao [A, B] = [ X4, X,
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Sejam oy e fB; os fluxos associados aos campos A e B, onde o, 3: U x I — GL(n,R)
com U aberto em GL(n,R) e I C R. Assim a curva integral do campo X“ em um ponto
g € GL(n,R) é dada por a(g,t) = a4(g) = gexp(tA). Analogamente, a curva integral para
o campo XZ num ponto g é dada por 3;(g) = gexp(tB). Tomando como ponto fixo em

GL(n,R) a matriz identidade Id, podemos escrever a curva 7 da seguinte forma:
A(t) = exp(VEA)exp(VEiB)exp(—ViA)exp(—ViB),

que também pode ser expressa por:

y(t) = eViAgVIB Vi, —ViB,

Dai, temos que:

7'(t) = e\/ZA—A e\/ZBe_*/ZAe_\/EBqLe\/ZAe‘/ZB B e_\/EAe_‘/ZB—i—e\/ZAe‘/EBe_\/ZA (— A )6_\/%3

2V/1 2/ 2/1

+ eViAeVIB—VIA—ViB (—i) .
2Vt

2

Usando a exponencial de matrizes eX = I + X + o + -+, podemos escrever v'(t) da
seguinte maneira: '

A B
/ _ \/ZA 7\/{14 7\/23 \/EA \/ZB _ 7\/%3
V() = e i (I+\/ZB+SB(t))e eV et <[ \/EA+SA(t))e

+ VA (I +VtB + SB(t)> e~ ViA (—%) e ViB

B
VtA _/tB . —VtB [
+ eVte (] VA + SA(t)> e ( —2\/%) )

oo (_ k 00 k
onde S4(t) = 1?:32 % e Sp(t) = 1;::2 <\/Z'B>
AB  BA BA AB

2 2 2+2

= AB — BA = [A, B] = [X4, XB],,.

o
Logo, lim 7/(t) =

Exemplo 2.26. A dlgebra de Lie do grupo ortogonal O(n) é o espago

o(n) = {A € M,(R) : At = —A}

das matrizes reais antissimétricas. Por isso, dimO(n) = In(n — 1). Vamos provar que

T74(O(n)) = o(n).
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Seja 7y(s) uma curva em O(n) tal que v(0) = Id. Entao

Y(s)(v(s))" = Id.

Derivando esta equagao obtemos:

como v(0) = Id, em s = 0, temos:

7'(0) + (+/(0))" = 0.

Logo, T14 (O(n)) C o(n).
Por outro lado, se A € o(n), a curva y(s) = e satisfaz v(0) = Id e v/(0) = A. Além

disso, pela proposicao 2.4, temos:

(7(5))t _ (esA)t _ <Z %) _ (812:) _ esAt _ 65(714) — (esA)—l _ (7(8))71,

entao y(s) € O(n) e o(n) C T74(O(n)). Portanto, T4 (O(n)) = o(n).

Exemplo 2.27. A algebra de Lie do grupo unitério U(n) é o espago
u(n) ={4e€M,(C) : A =-A}

das matrizes hermitianas complexas. As entradas da diagonal sao todas imaginarios puros
e dimc U(n) = n?. Vamos provar que Trq(U(n)) = u(n).
Seja v(s) uma curva em U(n) tal que v(0) = Id. Entao,

Y(s)(v(s))" = Id.

Derivando ambos os membros da equacao, obtemos:

7 (5)(7(5))" +(s)(7'(5))" = 0,

como, (0) = Id, em s = 0, temos:

7'(0) + (+/(0))" = 0.

Logo, T1a(U(n)) C u(n).
Por outro lado, se A € u(n), a curva v(s) = e*4 satisfaz v(0) = Id e v/(0) = A. Além
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disso, usando a proposicao 2.4, temos:

N = (sA)k F = sA —t —1
AR = @) = (Z( ;4,)) D I GO RGO

k=0
entdao y(s) € U(n) e u(n) C Tra(U(n)).
Exemplo 2.28. A dlgebra de Lie do grupo unitério especial SU(n) é o conjunto

su(n) = {4 € M,,(C); A" = —A e tr(A) = 0}

. E ainda, dim SU(n) = n? — 1. Basta ver que A € su(n) se, e somente se, e € SU(n).

Se A € su(n) entao,

(esA)t _ eszt _ es(fA) _ (esA)_l )

E ainda,
d€t<€SA) _ etr(sA) _ estr(A) _ esO _ 17

portanto, e’4 € SU(n).
Por outro lado, se e** € SU(n) entdo,

e <65_A>t = Id
<€SA>t _ (esA)—l

—t
esA — ¢

Como a aplicacao exponencial é difeomorfismo numa vizinhanga do 0, segue que A'=-A
E ainda,
esO -1 = det(eSA) _ etr(sA) _ estr(A)7

logo, tr(A) = 0 e, portanto, A € su(n).

Exemplo 2.29. A algebra de Lie do grupo linear especial SL(n,R) é o conjunto
sl(n) = {A € M,(R);tr(A) = 0}

e sua dimensdo é n? — 1. Vejamos que A € sl(n) se, e somente se, e € SL(n,R).
Se A € sl(n) entao tr(A) = 0. Assim,

det(eSA) _ etr(sA) _ 6str(A) _ 6sO =1,

logo, €4 € SL(n,R).
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Por outro lado, se e¥4 € SL(n,R) entdo,

esO -1 = det(eSA) _ etr(sA) _ estr(A)'
Da proposicao 2.3, a aplicagao exponencial ¢ um difeomorfismo numa vizinhanca de 0,
portanto, tr(A) = 0, ou seja, A € sl(n).

Exemplo 2.30. A dlgebra de Lie do grupo ortogonal especial SO(n) é a mesma algebra
de Lie de O(n), isto ¢, so(n) = o(n) e portanto a dimensdo de SO(n) é in(n — 1). Vamos
provar que T74(SO(n)) = o(n).

Seja 7(s) uma curva de SO(n) tal que v(0) = Id. Entao,

Y(s)(v(s))" = Id.

Derivando ambos os membros da equagao acima:

¥ (s)(7(s)" +7(s)(7'(s))" = 0.

Como 7(0) = Id, em s = 0, temos:

logo, T74(SO(n)) C o(n).

Por outro lado, se A € o(n), a curva v(s) = €% satisfaz v(0) = Id e v/(0) = A. Além

disso,
((5))' = () = 4 = D = () = (3(s)

E ainda,
det((s)) = det((ESA) — ptr(sA) _ gstr(A) _ 50 _ 1

Entao v(s) € SO(n) e o(n) C Tr4(SO(n)). Portanto, o(n) = T14(SO(n)), ou seja,
so(n) = o(n).

Exemplo 2.31. A algebra de Lie do grupo simplético Sp(n) é o conjunto

t

sp(n) = {A € M,(H); A" = —A}.
Vejamos que A € sp(n) se, e somente se, e € Sp(n).

Se A € sp(n), entao,
(G‘G_A)t _ esA _ es(—A) _ <6SA)_1,

portanto, e € Sp(n). Por outro lado, se ¥4 € Sp(n) entdo (es4)! = (e34)7L, ou seja,
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sA"

s = es(=4)

. Pelo fato da aplicacao exponencial ser um difeomorfismo numa vizinhanga da

origem, segue que A=A Portanto, A € sp(n).

No que diz respeito a topologia dos grupos temos que SO(n), O(n), SU(n), U(n) e Sp(n)
sao compactos (sao subconjuntos fechados e limitados do grupo linear geral). Os grupos
SO(n), U(n), SU(n), e Sp(n) sdo conexos. A condigao de ortogonalidade para O(n) implica
que se A € O(n) entdo det(A) = £1, ou seja, O(n) tem duas componentes conexas, onde
uma delas é SO(n) (veja [1], pag. 19).

Exemplo 2.32. (Grupo de Heisenberg) O grupo de Heisenberg, que denotaremos por H é

descrito por todas as matrizes de ordem 3 da forma

b
c
1

o O =
O~ 2

onde a,b,c € R. Seja h a algebra de Lie do grupo de Heisenberg, entao tome v € hh e uma

curva v: I — H tal que

1 a(s) b(s
ys)=10 1 «¢(s) |,
0 0 1
~v(0) = Id e v/(0) = v. Assim,
0 d(s) V(s) 0 z) y
Y =0 0 ) e YO =|00 z],
0 O 0 0 0 0

(Y
z ;ox,y,z € R
0

¢ a algebra de Lie do grupo de Heisenberg, que é conhecido como o conjunto das matrizes

triangulares superiores.
Teorema 2.11. (Teorema de Lie)

(1) Para cada dlgebra de Lie g existe um grupo de Lie G (nao necessariamente inico)

cuja dlgebra de Lie associada € g.

(2) Seja G um grupo de Lie com a dlgebra de Lie g. Se H é um subgrupo de G com dlgebra
de Lie by, entao b é uma subdlgebra de Lie de g. Por outro lado, para cada subdlgebra
de Lie by de g, existe um unico subgrupo de Lie conexo H de G que tem  como dlgebra

de Lie. Além disso, os subgrupos normais de G correspondem aos ideais em g.
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(3) Sejam Gy e Gy grupos de Lie com suas correspondentes dlgebras de Lie g1 e ga. Se
g1 = g2 (isomorfismo de dlgebras de Lie), entao Gy e Gy sao localmente isomorfos.

Se os grupos de Lie G e Go sao simplesmente conexos, entao Gy € isomorfo a Go.

Demonstragao. Ver em [1], Teo. 1.14. [ |

2.4 Uma introducao a Teoria da Representacao

H& varios motivos para olhar para representacoes. Por exemplo, uma representacao é
muito 1util para a compreensao do grupo e seus possiveis invariantes. Um outro importante
conceito a ser desenvolvido serd o de representacao adjunta de um grupo de Lie que, a grosso

modo, é uma medida da nao-comutatividade do grupo.

Definigao 2.13. Uma representagao (dimensao finita) de um grupo de Lie G em um espago
vetorial V' de dimensao finita ¢ um homomorfismo ¢: G — Aut(V'), onde Aut(V') é o espago
dos automorfismos de V.

A dimensao da representacao é a dimensao do espaco vetorial V.

Denotemos por (G, V') a representacao de G em V' ou simplesmente por V.

A aplicacao ¢ é necessariamente continua.

Definigao 2.14. Se (G, V') é uma representagdo de G e g € G, v € V ent@o definimos uma
a¢ao de G em V como sendo a aplicagdo ®: G x V — V tal que ®(g,v) = ¢(g)(v).

Vamos denotar ®(g,v) simplesmente por g - v.
Dessa forma, obtemos e-v = v, ou seja, ®(e,v) = v e, dados ¢1, g2 € G, entao g;-(g2-v) =
(9192 - v), ou ainda, ®(g1, P(g2,v)) = ®(g192,v).

Observacao 2.12. Se V' é um espago vetorial real (complexo ou quaternionico) e se, para
todo g em G, as aplicagoes definidas por ®: v € V — ®(g,v) € V s@o lineares, a corres-

pondente representacao é chamada real (complexa ou quaternionica).

Defini¢ao 2.15. Seja (G, V') uma representagao. Um subespaco U de V' é chamado invari-

ante ou G-invariante se g - U C U, para todo g € G.

Observagao 2.13. Toda representagao (G,V) tem sempre pelo menos dois subespagcos

invariantes, que sao {0} e V.

Definicao 2.16. Uma representacao é chamada irredutivel se os tinicos subespacos inva-

riantes sao {0} e V.

Definicao 2.17. Duas representagoes ¢1: G — Aut(Vy) e ¢o: G — Aut(V3) sdo equi-
valentes (¢ = ¢,) se os espagos vetoriais V; e V5 sdo G-isomorfos, isto é, existe um

isomorfismo linear A: V; — V5 tal que

A(¢1(9)(v)) = da(9)(A(v)),  VgelG e veW

47



Mais precisamente,

v 29y,
AJ JA
#2(g)

o diagrama acima é comutativo.

Definigao 2.18. Sejam (G, V) e (G, W) duas representagdes. A aplicagao linear f: V —
W é dita G-equivariante se f(g-v) =g- f(v), paratodo g€ Gev € V.

Lema 2.14. (Lema de Schur - 1% versao) Sejam V' e W duas representacoes irredutiveis de

G, e f:V — W uma aplicacio G-equivariante, entao f € invertivel ou f = 0.

Demonstrag¢ao. Considere os subespagos Ker(f) e Im(f) de V e W, respectivamente. Ve-
jamos que sao invariantes. De fato, se (G,V) e (G, W) sdo representagoes, entao dado
g-veEg-Ker(f), tem-se f(g-v) =g- f(v) =0, portanto, g - v € Ker(f), para qualquer
g € G. Da mesma forma, se tomarmos g-w € g-Im(f), entao existe v € V tal que f(v) = w.
Assim, g-w=g- f(v) = f(g-v). Isso conclui que g -w € Im(f).

Pela irredutibilidade de (G,V') e (G, W) as tnicas possibilidades para Ker(f) e Im(f) sao
{0} e V, ou {0} e W, respectivamente. Assim, se Ker(f)= {0} e Im(f) =W, temos que f
¢ injetora e sobrejetora, portanto invertivel. Por outro lado, se Ker(f) =V e Im(f) = {0}

entao terfamos que, para todo v € V', ocorreria f(v) = 0, ou seja, f = 0. |

Lema 2.15. (Lema de Schur - 2% versao) Se V' é uma representagao compleza irredutivel e

f € Hom(V,V) uma aplicacio G-equivariante, entio f = cld, para algum ¢ em C.

Demonstracao. Como C é um corpo algebricamente fechado, f possui um valor proprio,
digamos ¢ € C. Entao a aplicagdo f — cld é tal que para todo v em V e g em G, (f —
cld)(g-v) = f(g-v) —clg-v) =g~ f(v) —cg(v) = g-(f —cld)(v). Logo, f —cld é
G-equivariante. Como V' é irredutivel, pela primeira versao do Lema de Schur, f —cld =0
ou f — cld é invertivel. Se f — cId é invertivel entao Ker(f — cId) = {0}, ou seja, nao
existe um vetor nao nulo u de forma que (f — cId)(u) = 0, ou ainda, f nao possui vetor
proprio, consequentemente nao possui valor préprio, temos ai uma contradi¢ao, portanto,

concluimos que f — Id = 0, ou ainda, f = cld, para algum ¢ € C. [ |

Corolario 2.16. Se G ¢ um grupo de Lie abeliano entdo qualquer representag¢ao complexa

irredutivel € unidimensional.

Demonstrag¢ao. Considere ¢: G — Aut(V') uma representacao complexa e irredutivel qual-
quer. Como G é abeliano, podemos mostrar que a aplicagao ¢(g): V' — V é G-equivariante.
De fato, dado g1 € G temos: ¢(g)(g1-v) =g (g1-v)=(9-g1) - v=(g1-9) v = 019(g)(v).
Pela segunda versao do Lema de Schur, ¢(g) = c¢(g)/d para algum escalar complexo c¢(g).

Como g é um elemento arbitrério de G, I'm(¢) C C*Id, portanto qualquer subespago de V'
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¢ G-equivariante, de fato, dado g-v € g-V, g-v = ¢(g)(v) = c(g9)Id(v) = c(g)(v), logo
g-v € V. Assim, qualquer subespago de V ou é {0} ou é V. E,

Im(¢) = {o(9)(v): geGeveV}
= {c(g)ld(v): g€ G, veVec(g) € C}
= {clg)v: g€ G, veVec(g) eC}
= [v].

Como Im(¢) é um subespago G-invariante e (G, V') é irredutivel, segue que Im(¢) =V, ou
seja, V = [v]. Portanto, dimcV = 1. [

Teorema 2.17. Qualquer representacao de dimensdao finita de um grupo compacto € uma

soma direta de representacoes irredutiveis.

Demonstracao. Veja em [1], Teo. 2.6. [

A Representacao Adjunta

Um automorfismo de grupos de Lie é uma aplicacao ¢: G — G tal que ¢ é um dife-
omorfismo e um isomorfismo de grupos. Entao a aplicacao C,: G — G que associa cada
g de G em xgr~! com x € G fixo, é um homomorfismo, e ainda C, = R,1 o L, é um

difeomorfismo, e portanto C), é chamado automorfismo interno de G.

Definicao 2.19. A representacao adjunta de um grupo de Lie G é um homomorfismo
Ad: G — Aut(g), definida por Ad(g) = (dCy)..

Pelo fato de C,, = C,, 0 O, é facil ver que Ad(xy) = Ad(z) o Ad(y).
Tomando a derivada da representacao adjunta de G obtemos a representagao adjunta

da algebra de Lie g associada.

Definigao 2.20. A representacao adjunta da algebra de Lie g associada ao grupo de Lie G
é o homomorfismo ad: g — End(g) definida por ad(X) = (d Ad).(X), onde End(g) é o

espaco dos endomorfismos de g.

O seguinte resultado é um teorema importante que nos permite determinar a repre-

sentagao adjunta de uma algebra de Lie g de um grupo de Lie G.

Teorema 2.18. A representacdao adjunta de g satisfaz ad(X)(Y) = [X, Y], para todo X,Y €
g.

Demonstra¢do. Por definicdo Ad(g)(Y) = (dCy)e(Y) = (d(Ry-10Ly))e(Y) = (dRy-1)g(dLy)c(Ye) =
(dRy-1)4(Yy), paratodo g € GeY € g. Considere a; = exp(tX) o fluxo de X € g. Como X

¢ invariante por translacao a esquerda, L, o oy = o 0 L, para todo a € GG e assim obtemos

ai(a) = ar(La(e)) = La(au(e)) = aas(e) = Ra,e)(a)
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por conseguinte doy = dR,, (). Pela proposigao 1.3 calculemos

X,¥Y] = lim (Y — doy(Y))

t—0 t

1
= —lim —(dRat(e) (Y) - Y)

t—0 t

~ im %(Ad(at_l(e))(y) ~Y)

t—0

~ lim %(Ad(at(e))(Y) _y)

t—0

= (d Ad)(X)(Y)

= ad(X)(Y).

Este teorema indica que a operacao colchete em g mede o quanto G deixa de ser comu-
tativo. Com efeito, se G é abeliano entdo Cy = Id e consequentemente Ad(g) = Id para
todo g € G.

Se a algebra de Lie g associada a um grupo de Lie G é abeliana, segue do teorema
anterior, que ad(X)(Y) = 0 para todo X,Y € g.

A préxima proposicao relaciona a representacao adjunta de um grupo de Lie G com a

representacao adjunta da algebra de Lie g associada ao grupo de Lie G.

Proposicao 2.5. O diagrama abaixo é comutativo:

g _ad, End(g)

expl lexp

G 2% Aut(g),
isto €, Ad o exp = expoad.
Demonstrag¢ao. Veja em [4], Prop. 3.10. [ |

Para o caso de um grupo de matrizes, a representacao adjunta tem uma simples ex-

pressao, como veremos na proposicao abaixo:

Proposigao 2.6. Se G é um grupo de matrizes entao Ad(g)X = gX g~ para todo g € G e

X € g, com o produto sendo a multiplicacao de matrizes.
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Demonstragao. Sejat — exp(tX) o subgrupo a 1-parametro de X. Neste caso a exponencial

coincide com a exponencial de matrizes, logo

Ad(g)X = (dCy)c(X)

= L0, (exp(tX))

t=0

= %g(exp(tX )g !

t=0

gL

[ |
Observagao 2.19. Seja Z(G) = {g € G : gh = hg, Vh e G} e Z(g) = {X € g

[X,Y] =0, VY € g} sao denotados centros de G e g respectivamente.

2.4.1 Forma de Killing

Sabemos que para uma representacao (G,V) de um grupo de Lie compacto G, existe
um produto interno G-invariante em V. Em particular, isso acontece para a representacao
adjunta de (G, g), onde g é a algebra de Lie associada ao grupo de Lie G. Vamos introduzir

um produto interno explicito em g.

Definigao 2.21. A forma de Killing de uma &algebra de Lie g é a aplicacao B: g x g — R
dada por B(X,Y) = tr(ad(X) o ad(Y)).

A seguinte proposicao nos apresenta algumas propriedades da forma de Killing B.
Proposicao 2.7. A forma de Killing tem as sequintes propriedades:
(a) Ela é uma forma bilinear simétrica em g;

(b) Se g € a dlgebra de Lie de G, entio B é Ad-invariante, isto €,
B(X,Y) = B(Ad(g)(X),Ad(g)(Y)) para todo g € G e X,Y € g,

(¢) Cadaad(Z) é antissimétrica com relagao a B, isto €, B(ad(Z)(X),Y) = —B(X,ad(Z)(Y))
ou B([Z> X]7Y> = (Xa [Za Y])
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Demonstragao. (a) Dados o € R, X7, X5, Y € g, entao

B(aX; + X5,Y) = tr(ad(aX; + X3)oad(Y))
((ad(Xy) + ad(Xs)) o ad(Y))
(

(

= tr

I
—

r(aad(X,)(ad(Y)) + ad(X2)(ad(Y'))

= tr(aad(X;) oad(Y)) + tr(ad(X3) o ad(Y'))
= atr(ad(X;) o ad(Y)) + tr(ad(Xs3) o ad(Y))
= O./B(Xl Y) (XQ Y)

(b) Se o: g — g é um automorfismo de g, isto ¢, um isomorfismo linear com o([.X,Y]) =
[0(X),0(Y)], entao, o(ad(X)(Y)) = ad(o(X))(c(Y)). Como Y é arbitrario, segue que

ogoad(X) =ad(c(X))oo,
ou ainda,
cgoad(X)oo ' =ad(c(X)).

Tome o = Ad(g) com g € G, e temos:

B(Ad(g)(X), Ad(g)(Y)) = tr(ad(Ad(g)(X)) o ad(Ad(g)(Y)))
= tr(Ad(g) o ad(X) o Ad~'(g) 0 Ad(g) 0 ad(Y) o Ad"'(g))
(Ad(g) o ad(X)circad(Y) o Ad~'(g))
= tr(ad(X)oad(Y))
— B(X,Y).

= tr

A peniltima igualdade segue do fato que as matrizes de Ad(g) o (ad(X) o ad(Y)) o

Ad(g) e ad(X) o ad(Y) sao semelhantes portanto tem o mesmo trago.

(¢) Vejamos agora que cada ad(Z) é antissimétrica com relagao a B, isto é,
B(ad(Z)(X),Y) = —=B(X,ad(Z)(Y)).
Pela identidade de Jacobi, obtemos:
12, [X, [Y, W] + (X [[Y, W, Z]] + [[Y, W], [Z, X]] = O,

12, [X, [V, W = [X, 12, [V, W+ (12, XD, [Y, WL
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Assim,

ad(Z) (ad(X) (ad(Y)(W))) = ad(ad(2)(X)) (ad(Y)(W)) + ad(X) (ad(Y') (ad(Z)(W)))
+ ad(X) (ad (ad(Z)(Y)) (W) ,

ou ainda,

ad(Z)oad(X)oadY) = ad(ad(Z)(X))oad(Y)+ ad(X)oad(ad(Z)(Y))
+ ad(X)oad(Y)oad(Z),

Dai temos,
ad(ad(Z)(X)) cad(Y) = —ad(X) o ad(ad(Z)(Y)).

Determinando o traco em ambos os lados da identidade acima, temos
tr(ad(ad(Z)(X)) o ad(Y)) = —tr(ad(X) o ad(ad(Z)(Y))),

e portanto,

B(ad(2)(X),Y) = —B(X,ad(Z)(Y)).

Exemplo 2.33. Vamos calcular a forma de Killing do grupo de Lie SU(2).
Sua algebra de Lie é dada por

Dados X,Y € su(2) entao:
ul + 21 vl t+ wi
X = ) e v= ),
-y 42zt —ul —t+wi —vi
onde u,y, z,v,t,w € R. Portanto,

tr(XY) = —uwv+ (y+ 20)(—t +wi) + (—y + 2i)(t + wi) — wv
= —2uv — 2yt — 2zw.

Considere a seguinte base da algebra de Lie su(2):
v 0 0 1 0 2
B = By — By — .
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Entao,
0 0
ad(El) = 0 0 -2 y (ld(EQ) = 0
0 -2

o O O

2 0
0 y ad(Eg) = 2
0 0

Escrevendo X = uF +yFs + zE3 e Y = vE) + tEy + wE3 temos:

ad(X) = u(ad(Ey)) +y(ad(Es)) + z(ad(Es))

00 O 0O 0 2 0 -2 0
= ul 00 =2 |+y 0O 00 (|+2z] 2 0 0
0 0 -2 00 0O 0 O
0 -2z 2
= 2z 0 —2u
-2y 2u 0
Da mesma forma temos:
0 2w 2t
adY)=1 2w 0 —20
-2t  2v 0

Sabemos que a forma de Killing é determinada por B(X,Y') = tr(ad(X)ad(Y)), entao:

B(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y))
= —dzw — 4yt — dzw — 4uv — 4yt — 4uv
= —8uv — 8yt — 8zw
= 4(—2uv — 2yt — 2zw)
= 4tr(XY).
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Capitulo 3

Curvaturas de métricas invariantes a

esquerda em grupos de Lie

3.1 Meétricas invariantes a esquerda em grupos de Lie

Neste capitulo, vamos ver que a geometria de um grupo de Lie GG, munido de uma métrica
invariante a esquerda, esta diretamente relacionada a sua algebra de Lie g. Na verdade, cada
métrica Riemanniana invariante a esquerda em G pode ser determinada por um produto
interno no espaco tangente T.G isomorfo a algebra de Lie g.

Os resultados deste capitulo foram retirados do artigo de Milnor [7].

Definicao 3.1. Uma métrica Riemanniana em um grupo de Lie G é invariante a esquerda se
(u,v)p = ((dLqy)pu, (dLq)pv) L, (), Para todo a,p € G e u,v € T,G. Ou seja, se a translagao

a esquerda L,: G — G for uma isometria, para todo a € G.

Similarmente, uma métrica Riemanniana ¢ invariante a direita se cada translacao a
direita R,: G — G é uma isometria. Uma vez que o espaco tangente em cada ponto pode
ser transladado para o espaco tangente no elemento identidade do grupo, a relagao acima

pode ser escrita simplesmente por (u,v) = (dL,(u),dL,(v)).

Proposicao 3.1. Existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das métricas in-

variantes a esquerda em um grupo de Lie G e o conjunto de produtos escalares na dlgebra

de Lie g de G.

Demonstra¢ao. Sejam (-, -) uma métrica invariante a esquerda em G e X,Y € g. A funcao
(X,Y): G — R é constante em G. De fato, como X e Y s@o campos de vetores invariantes

a esquerda, temos que para todo a € G,
(X,Y)(a) = (X, Y)q = (Xo, Ya) = ((dLa)e(Xe), (dLa)e(Ye)) = (Xe, Ye) = (X, Y)e.

Dessa forma, a métrica (-,-) define um produto escalar em g. Reciprocamente, dado um
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produto escalar (-,-). em g, podemos definir uma métrica invariante a esquerda em G por:
<Ua V>a = <(dLa—1)a(U)> (dLa‘l)a(V»Ev

comae G, UV eT,G.
[ |

Definicao 3.2. Uma métrica em G que é invariante a esquerda e invariante a direita por

translacoes é chamada métrica bi-invariante em G.

Proposicao 3.2. Existe uma correspondéncia um-a-um entre as métricas bi-invariantes
em G e os produtos escalares Ad-invariantes em g, isto é, (Ad(g)X, Ad(g)Y) = (X,Y) para

todo g € G, X,Y € g. E ainda, a ultima condigao € equivalente a sequinte rela¢ao

((X,Y], 2) = (X, [V, Z]).

Demonstra¢ao. Da demonstracao do Teorema 2.18, obtemos que Ad(g)X = (dR,-1),X para

todo a € G, X € g. Usando uma métrica invariante a direita, temos:
(Ad(g) X, Ad(9)Y) = ((dRz-1)a X, (dRs-1).Y) = (X,Y).

Para mostrar a préxima relagao, considere exp(tY’) o fluxo de Y, entao:

)

= % (Ad(exp(—tY))X, Z)

(X,[V,2)) = <X,ad(Y)(Z)>:<X, %Ad(exp(tY))Z

_ % (X, Ad(exp(tY)) Z)

t=0 t=0

- <%Ad(exp(—tY))X

) Z> = —(ad(Y)(X), Z)

= (v, X],2) = ([X,Y], 2).

Observacao 3.1. Dizer que o produto escalar (-,-) em g é Ad-invariante é equivalente a
dizer que a aplicacao linear Ad(g) é ortogonal em relagao a (-, -), ou ainda, a aplicacao Ad(g)

é uma isometria.

Exemplo 3.1. Considere o grupo de Lie SU(n). Defina (-,-): su(n) x su(n) — R por
(X,Y) = —tr(ad(X) o ad(Y)). Como vimos na Proposi¢ao 2.7 e proposi¢ao 3.2 (-,-) é uma

forma bilinear simétrica, nao degenerada e bi-invariante.
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Observagao 3.2. E sabido que se G é um grupo de Lie compacto e semissimples (por
exemplo SO(n), SU(n), Sp(n)) entdo a negativa da forma de Killing —B(-, -) é uma métrica

Riemanniana bi-invariante (veja [1], Prop. 3.12).

Seja G um grupo de Lie n-dimensional e g a algebra de Lie associada. Escolhendo
uma base {E, By, -+, E,} do espago vetorial g pode-se verificar que h& uma e somente
uma métrica Riemanniana em G de modo que estes campos de vetores {Ey, -+ , E,} sejam
ortogonais em todos os pontos. Mais precisamente, dada qualquer matriz simétrica positiva
definida (f3;;)nxn de nimeros reais, pela demonstracao da proposicao 3.2 existe uma métrica
Riemanniana tal que o produto escalar (E;, E;) seja uma fungao constante. Ainda mais, esta
construgao fornece uma métrica Riemanniana em G que é invariante a esquerda. Assim,
cada grupo de Lie n-dimensional possui uma familia g(n + 1)-dimensional de métricas

invariantes a esquerda.

Proposicao 3.3. Um grupo de Lie G munido de wma métrica invariante a esquerda é uma

variedade Riemanniana completa.

Demonstracao. Note que fixando uma métrica invariante a esquerda em G, o grupo de Lie
G se torna uma variedade Riemanniana homogénea. Isto é, dados a, b em G a isometria
Ly, leva a em b.

Agora, seja € > 0 tal que a bola fechada Ble, €] de centro na identidade e raio € seja
compacta. Entdo como Bla,e] = L,(Ble,€]) segue que qualquer bola fechada Bla, €], de
centro em a e raio €, ¢ compacta.

Assim dada uma sequéncia de Cauchy (z,,) C G, existe ng tal que z,, € Bla, €| para todo
n > ng e para algum a € G. Como a bola fechada Bla, €] é compacta, segue-se que ela é

completa, conforme [6], Cor. 4.4. Portanto, G é uma variedade Riemanniana completa. W

3.2 Curvatura seccional de grupos de Lie

Nesta secao vamos descrever a curvatura seccional de grupos de Lie munidos de métricas
invariante a esquerda, seguindo [7]. Vamos também ver que a curvatura seccional estd
intimamente relacionada as caracteristicas algébricas da algebra de Lie associada.

Seja (G, (-,+)) um grupo de Lie com uma métrica invariante & esquerda e com uma

conexao Riemanniana V. Lembre-se, dados X, Y, Z em g, a conexao V satisfaz:
VxY - VyX = [X,Y],

e que a identidade
<VXY, Z> + <Y, VXZ> =0,

¢é satisfeita, pois vimos na demonstracao da Proposicao 3.1 que, dados X, Y campos de

vetores em g tal que a métrica em G seja invariante a esquerda, entao a fungao que associa
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cada ponto g de G em (X,Y’) de R é constante. Assim, a férmula de Koszul (Corolério 1.4),

pode ser escrita da seguinte forma:
1

Observacao 3.3. Se X e Y sao campos de vetores invariantes a esquerda em (G, entao
VxY também é um campo de vetores invariante a esquerda em G.

De fato, seja Z um campo de vetores invariante a esquerda e sejam a, g € G. Temos:

<(VXY)ag - (dLa)g(vXY)ga Zag> <(VXY)aga Zag> - <<dLa)g(vXY)g7 Zag>
<(VXY)agv Zag) - <<VXY)97 (dLa—1>ag(Zag>>

= <(VXY)ag= Zag> - <(VXY)97 Zg>
0

Y

onde a segunda igualdade segue do fato da métrica ser invariante e de (dLa);1 = (dLs-1)qg;
a terceira igualdade vem do fato de Z ser invariante a esquerda, para a ultima igualdade

basta aplicar a férmula de Koszul (3.1). Portanto,
(VxY)ag = (dLa)y(VxY),,
em particular,
(VxY)a = (dLa)e(VxY)e.

Agora, seja {F1,- -, E,} uma base ortonormal (com relagao a (-,-)) da dlgebra de Lie
g de G. Entao [E;, E;| = > oujEy, onde oy, = ([E;, E;], Ex). As constantes a;j, sao
k

chamadas constantes de estrutura da algebra de Lie g. E facil ver que qualquer colchete
[U, V], com U,V € g, pode ser determinado conhecendo as constantes ;. Além disso,
como [E;, Ej| = —[Ej;, E;], segue-se que qjr = — i

A conexao Riemanniana na base {E,--- , E,} é dada por:
1
(Vi Ej, Bi) = S (B, B], Ex) — (([Ej, Ex], Ei) + ([Ew, Ei], Ej))-

Em termos das constantes de estrutura, temos:

1
(Vi Ej, Ey) = 5(%‘;%: — ki + i), (3.2)
donde .
Vg Ej = B} Z(aijk — Qi + Qpij) By (3.3)
k

Proposicao 3.4. Com as constantes de estrutura oujr a curvatura seccional k(Ey, Ey) €
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dada pela formula
1 1
k(B Ey) = Z 5041%(—041% + o1 + Qa2) — Z(al% — Qo + uiz) (Qaog
k

+ Qor1 — Qg12) — Q1122 | -

Demonstragao. Seja {Fi, Ex} uma base ortonormal de campo de vetores invariantes a es-

querda em G entao
k(Ey, Ey) = (R(Ey, Ey) By, Ey) = (Vg g E1 — Vi, VE,EL + Vg, VE B, Ey),

]{Z(El, EQ) = <V[E1,E2]E1, EQ) — <VEIVE2E1, E2> + <VE2VE1E1, E2>. (34)

Para determinar a curvatura seccional em termos das constantes de estrutura usaremos

as formulas (3.2) e (3.3), em cada caso a seguir:
(1) Vg, e B = Vs ame 1 = Y a1 Vi, Ei;
2 k

(ii) De (i) obtemos:

(Vig, g Br, B2y = <Z@12kkaE1,E2>
k

= Z 0612k<VEk FEy, Ez)
k

1
= 5 E aor(Qg12 — ok + Qop1),
k

1
(ili) Vg, By = 3 > (a1 — g + agor) By;
k

(iv) De (iii) obtemos:

1
(Ve, VB, E) = <VE‘1 (5 Z(Oézlk — Qg2 + akm)Ek) 7E2>

k

1
= 3 Z(Omk — a2 + 21 ) (Vg Bk, E)
%

1
=2 Z(Oémk — Qg + o1 ) (kg — Qgar + Q)
k

1
= 1 Z(Oémk — Q12 + Qpr) (Qrig — Qopr + Quag),
k
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1

(v) Vg, E, = 3 > (onik — gt + agnn) Ex = Y agnt B,
% %

(vi) De (v) obtemos:

<VE2VE1E1>E2> = <VE2 (ZaknEk) >E2>
%
= ZakH(vE?Eka Ey) = ZOéku(—OékQQ)
i

k
= —E Qp11022,
k

Portanto, substituindo (ii), (iv) e (vi) em (3.4), concluimos que:

1 1
k(Ei, E,) = Z {5041%(—041% + op1 + Q1) — Z(al% — Qo + uiz) (Qaog
k

+ Qop1 — Qg12) — Q1122 | -

Vimos que a curvatura seccional pode ser calculada completamente conhecendo as cons-
tantes de estruturas da algebra de Lie juntamente com sua métrica. Além disso, a curvatura
depende continuamente das constantes de estrutura «;j; e se anula quando elas se anulam.

A seguir, veremos uma importante aplicacao desta proposi¢cao. Dado um grupo de Lie

G com uma métrica invariante a esquerda e U um vetor da édlgebra de Lie g associada:

Lema 3.4. Se ad(U) € uma transformagao linear antissimétrica, entao k(U,V) > 0 para

todo V € g, onde vale a igualdade se, e sd se, U € ortogonal a imagem [V, g].

Demonstragao. Por hipdtese, temos que ad(U) é uma transformagcao linear antissimétrica,
ou seja: (ad(U)(V), W) = (V,ad(U)"(W)) = —(V, ad(U)(W)).
Como ad(U)(V) = [U, V], segue que:
<[U7 V]7 W> = _<V7 [Ua W]> = _<[U7 W]a V>

Tomando a base ortonormal {Ej,- -, E,} de g, a identidade acima pode ser escrita em

termos das constantes de estrutura o;p:
([ Ej), By) = —([E3, Ex], Ej),

ou ainda, a;j; = —auk;. Considerando, sem perda de generalidade, que U e V' sao ortogo-

nais, ou seja U = E; e V = FE5, pela proposicao 3.4, temos:
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1 1
kU, V) =>] [§a12k(_a12k + ok + Qgiz) — Z(Oém; — Qop1 + Qp12) (a2
2

+ook — Qi) — 0%110%22}

1 1
=) {5(06%1)(—041% + Qo + Qo) — Z(@le + aiox — k) (Qar
k

+ag12 — Qi) — ak11a22k1

1 1
= z [—Oézmoémd - _042k1a2k1:|
w12 4

- i;(amf > 0.
A soma é zero, se, e somente se, ag,; = 0, ou seja, ([V, Ex],U) = ([Eq, Ex|, E1) = agg =
0. Isto é, k(U,V) = 0 se, e somente se, U for ortogonal a [V, Ex], para qualquer Ej € g.
Logo, k(U,V) = 0 se, e somente se, U é ortogonal a imagem [V g.
|

Corolario 3.5. Se U pertence ao centro da dlgebra de Lie g, entdo para qualquer métrica

invariante a esquerda a desigualdade k(U, V') > 0 € satisfeita, para todo V € g.

Demonstracao. Se U € Z(g) = {X € g : [X,Y] =0, VY € g}, entdo temos que
ad(U)(V) = [U,V] = 0 para todo V' € g, ou seja, ad(U) = 0. Como a transformacao nula
¢é certamente antissimétrica, pelo Lema anterior, concluimos que para qualquer métrica
invariante a esquerda k(U, V') > 0. [

Exemplo 3.2. Se G é um grupo de Lie abeliano, entao G nao admite métrica invariante a

esquerda com curvatura seccional negativa.

De fato, seja g a dlgebra de Lie abeliana de G entao dado U € g, temos que ad(U) = 0.
Portanto é antissimétrica, logo pelo Lema 3.4 segue que k(U,V) > 0, para todo V € g.
Em particular, qualquer algebra de Lie de dimensao 1 nao possui métricas invariantes a

esquerda com curvatura seccional estritamente negativa.

aq 0 ... 0
Exemplo 3.3. A algebra de Lie g = oo ca; € Kji=1,...,n p das ma-
0 0 ... a,

trizes diagonais é uma algebra de Lie abeliana e pelo exemplo anterior nao possui métricas

invariantes a esquerda com curvatura seccional estritamente negativa.

Observacgao 3.6. Pela aplicagao exponencial, temos que:

Dado A € g entao o grupo de Lie G tal que g é a algebra de Lie das matrizes diagonais
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associada é dado por

G = oo a; € Koe=1,....n
0 0 ... e

Considerando o corpo dos complexos onde a; = 7B} teremos que

eBr o ... 0
G = o .. 1 |3BjeRj=1,...,n
0 0 ... e

que é isomorfo a S1 x St x .- x S = T". Dessa forma, concluimos que o n-toro é um grupo
de Lie que nao possui métricas invariantes a esquerda com curvatura seccional estritamente

negativa.

Proposicao 3.5. Uma métrica em um grupo de Lie G conezxo é bi-invariante se, e somente

se, ad(X) € antissimétrica, para todo X em g.
Demonstracao. Se g € G é suficientemente proximo da identidade do grupo de Lie GG, entao

podemos considerar g = exp(X) para X préximo do zero na élgebra de Lie associada.

Da Proposicao 2.5, segue a identidade:
Ad(g) = Ad(exp(X)) = &),
Temos que Ad(g) é ortogonal se e somente se
Ad(g)™" = Ad(g)".

Assim, temos:
(6ad(X))_1 _ (ead(X))t

Y

ou Seja,
i t
ad(X) ad(X) '

Esta condigdo ¢é satisfeita se, e somente se, —ad(X) = ad(X)'!. Portanto, ad(X) é
antissimétrica. Uma vez que um grupo de Lie conexo é gerado por qualquer vizinhanca da

identidade, e que o produto de transformagoes ortogonais é ortogonal, segue o resultado. W

O proximo resultado classifica os grupos de Lie conexos que admitem tal métrica. Sua
demonstracao nao sera feita aqui por envolver conceitos que estao além dos objetivos deste

trabalho, mas pode ser encontrada em [7], Lema 7.5.
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Lema 3.7. Um grupo de Lie conexo admite uma métrica bi-invariante se, e somente se, é

isomorfo ao produto cartesiano de um grupo compacto e um grupo comutativo.

Corolario 3.8. Todo grupo Lie compacto admite uma métrica bi-invariante tal que toda

curvatura seccional satisfaz k > 0.

Demonstracao. Seja G um grupo de Lie compacto com métrica bi-invariante. Logo, pela
Proposicao 3.5, a transformagao linear ad(U) é antissimétrica, para todo U € g. Dai segue
pelo Lema 3.4 que k(U,V) > 0, para todo U,V € g. [ |

O caso em que a curvatura seccional é estritamente positiva é bastante restrito, de
acordo com o proximo teorema cuja demostracao envolve conceitos nao desenvolvidos neste
trabalho.

Teorema 3.9. (Teorema de Wallach) O grupo de Lie SU(2) € o unico grupo de Lie sim-
plesmente conexo que admite uma métrica invariante a esquerda com curvatura seccional

estritamente positiva.

As variedades Riemannianas mais faceis de entender sao aquelas que sao ”flats"no
sentido de que a curvatura seccional k£ é identicamente nula.
Pelo Teorema de Hadamard (veja [3], Teo. 3.1) uma variedade Riemanniana completa e

simplesmente conexa M é flat se, e somente se, é difeomorfa a R™, n = dim M.

Exemplo 3.4. Seja G um grupo de Lie cuja algebra de Lie associada g é comutativa. Pela

Proposicao 3.4 segue que k = 0, ou seja, G é uma variedade flat.

O préximo exemplo foi retirado de Vinicius [11], e se trata de um grupo de Lie flat que

nao é comutativo.

Exemplo 3.5. Consideremos R? = {(x,y,1) € R*}. O grupo F(2) é dado por:

cos(t) sen(t) =z
E(2) = —sen(t) cos(t) y |: t,r,yeR,
0 0 1

com o produto usual de matrizes.

Se ¢(2) é a algebra de Lie de E(2) entao e(2) = Tr4(E(2)). Para encontra-la, considere
v € Tra(E(2) e a: (—¢€) — E(2) tal que a(0) = Id e o (0) = v. Dessa forma, temos que:

cos(t(s)) sen(t(s)) x(s)

als) = | —sen(i(s)) cos(t(s)) y(s) |,
0 0 1
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onde t(0) =0, (0) = 0 e y(0) = 0. Entao:

/ —t'(s)sen(t(s)) t(s)cos(t(s)) '(s)
a(s)=| —t'(s)cos(t(s)) —t(s)sen(t(s)) ¥ (s)
0 0 0

Dai temos que:
0 t(0) 2'(0)
v=a(0)=| —(©0) 0 y(0)
0 0 0

Fazendo t' (0) = a, 2’ (0) = x e ¥ (0) = y podemos escrever a algebra de Lie ¢(2) do grupo
E(2) da seguinte forma:

0 a x
e(2) = —a 0 y|:azx,yelR
0 00
Considere a seguinte base para e(2):
0 00 0 01 0
E1: 00 1 ,E2: OOO 6E3: —1 0
0 00 0 00 0

Assim, podemos calcular [Ey, Ey| = 0, [Es, B3] = Ey e [Es, Ey| = E,. Logo, ¢(2) nao é
uma algebra de Lie comutativa.

Considere a métrica (,): ¢(2) x ¢(2) — R definida por:

0 a =z 0 b u
< —a 0 y|,| —b 0 v >:ab+xu+yv.
0O 0 0 0 0 0

Pode-se ver que (-, -) é uma métrica em e(2) invariante a esquerda.

Vamos obter as constantes de estrutura a;j, da dlgebra de Lie ¢(2):

Q123 = <[E1, Ez], E3) =0,

uza = ([Eh, B3], EBy) = —(Ey, By) = —1,
Q231 = <[E2,E3],E1> = <E1,E1> =1,
azor = (B3, By, B1) = —(Ey, By = —1,
Q213 = <[E2, El], E3> =0,

Q312 = <[E3,E1],E2> = <E2=E2> =1

Portanto, pela Proposicao 3.4 e usando a antissimetria do colchete, obtemos:
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KB Bo) = 5(0)(1+1) — 1(-1+ D)1 —1) =0,
K(Er, Ey) = %(—1)(1 - }l(—1 F1)(-1—1)=0.

k(Ez, Es) = %(1)(—1 +1) - 3(1 —)(1+1)=0.

Isso mostra que E(2) é flat.
O proximo resultado classifica os grupos de Lie flat, sua demonstragao pode ser encon-
trada em [7].

Teorema 3.10. Um grupo de Lie com métrica invariante a esquerda € flat se, e somente
se, a algebra de Lie associada decompoe-se em uma soma direta ortogonal b @ u onde b
¢ uma subdlgebra comutativa, u é um ideal comutativo e a transformagdo linear ad(B) é

antissimétrica para todo B € b.

Exemplo 3.6. Vamos verificar o teorema acima para o grupo de Lie E(2), pois como vimos

no exemplo (3.5), £(2) é um grupo com métrica invariante a esquerda flat.

Considere
0 0 u 0
u= 0 0 v cu,v eER e b= -b 0 0 :beR
0 0O 0

E fécil ver que u é um ideal comutativo e b é uma subdlgebra comutativa de ¢(2). Mais
ainda b Nu = () e dado

0 a =z
—a 0 y | €e(2)
0 00
temos que
0 0 a 0 0 =z
—a y | =1 —a +1 0 0 y
0 0 0 0 0 0 0
onde
0 0 0 =z
—a 0 €b e 00y |€u
0 00 0 0 0

Dai concluimos que ¢(2) = b @ u. Considere a base do exemplo anterior {Ey, By, E5} da
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dlgebra de Lie ¢(2) e B € b entao a matriz

é antissimétrica.

Observagao 3.11. Conforme [7], os grupos de Lie que admitem métricas invariantes a
esquerda com curvatura seccional estritamente negativa foram classificados por Heintze e

aqueles grupos com k < 0 sao classificados por Azencott e Wilson.

Curvatura seccional de grupos de Lie unimodulares

Lembre-se que cada elemento do grupo g € G determina um automorfismo interno
Cy: G — G do grupo G definido por C,(h) = ghg™!, Vh € G. O automorfismo induzido
na algebra de Lie é chamado Ad(g), dado por:

Ad: G — Aut(g)
g — Ad(g) = (dCy)e.

Definicao 3.3. O grupo de Lie G é unimodular se, e somente se, a transformagao linear
Ad(g) tem determinante +1 para todo g € G. (Isto é equivalente a dizer que a medida
de Haar invariante a esquerda de G é também invariante a direita. Neste trabalho nao

trataremos da medida de Haar.)

Lema 3.12. Um grupo de Lie conero G ¢ unimodular se, e somente se a transformag¢ao

linear ad(X) tem traco zero para todo X na dlgebra de Lie g associada.

Demonstracao. Da Proposicao 2.5, temos a identidade:

Ad(exp(X)) = X para todo X €g.

Agora, se G é unimodular temos que |detAd(g)| = 1 para todo g € G. Assim temos que
1 = detAd(exp(X)) = det %) = tr(adX),

Portanto, tr(ad(X)) = 0. Reciprocamente, se tr(ad(X)) = 0, temos que detAd(g) = 1, para
todo g € I'm(exp). Usando o Teorema da Funcao Inversa, pode-se mostrar que existe uma
vizinhanga da identidade de G contida na imagem Im(exp) de exp. Da conexidade segue
que G ¢é gerado por qualquer vizinhanga da identidade. Portanto, |det(Ad(g))| = 1 para

todo g € G, ou seja, G é unimodular. [ |
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Seja g uma &algebra de Lie arbitraria. Usando a identidade de Jacobi temos
ad([X,Y]) = ad(X)ocad(Y) — ad(Y) o ad(X). (3.5)

Vemos que ad[X, Y] tem trago zero.

Uma aplicagdo X —— tr(ad(X)) de uma &dlgebra de Lie comutativa g no conjunto dos
nimeros reais ¢ um homomorfismo de algebras de Lie. Em particular, u = {X € g
tr(ad(X)) = 0} é o nucleo do homomorfismo acima e é um ideal contendo o comutador
[g,9]. Chamamos u de niicleo unimodular de g. E facil ver que u é unimodular, de fato:
Seja U € u, entdo tr(ad(U)) = 0, ou seja, @) = 1. Assim, det Ad(exp(U)) = e™@dl) =
1, logo, |detAd(exp(U))| = 1.

Para um exemplo, basta tomar um grupo de Lie G' cuja uma algebra de Lie g associada
seja nilpotente, entao ad(X) é nilpotente, e portanto tem trago zero. Pelo Lema anterior,
segue que G é unimodular.

O proximo resultado afirma que toda métrica invariante a esquerda em um grupo de Lie
unimodular, deve ter alguma curvatura seccional positiva a menos que G seja flat como no

Teorema 3.10.

Teorema 3.13. (Azencott-Wilson) Se um grupo de Lie conexo tem todas as métricas inva-
riantes a esquerda com curvatura seccional, k < 0, entao este é solivel. Se G € unimodular,

entdo qualquer métrica com k < 0 deve ser flat (k=0).

Demonstragao. Ver [7]. [

Exemplo Especial

Seja g uma algebra de Lie com uma métrica (-, -) invariante a esquerda. Suponha que a
algebra de lie g contém um ideal u de codimensao 1, isto é, existe vy € g tal que g = u® (vy).

Escolhendo um vetor unitario B ortogonal a u, seja
L:u—u

a transformagao linear ad(B) restrita a u, isto é, L(U) = ad(B)(U) = [B, U], onde U € u.

Seja L* a transformagao linear adjunta, ou seja, (L(X),Y) = (X, L*(Y)), com X,Y €ue
1

seja S = §(L + L*) a parte autoadjunta de L. De fato, dados U,V € u entao

(S(U),V) = GL+L)U),V)

1
3
| 1, .



Além disso, podemos pensar no ideal u como uma algebra de Lie com uma métrica
particular induzida de g. Seja V a conexao para esta métrica em u e usaremos V para a

conexao Riemanniana da algebra de Lie g. Nestas condigoes temos a seguinte proposicao:
Proposicao 3.6. O operador derivada Vg satisfaz

1
VBBZO (& VBUZQ(L—L*)(U),

para cada U € u. Da mesma forma, o operador Vi satisfaz
VuB=-SU) e VyV =VyV +(S(U),V)B,

para cada U,V € u.

Demonstragdo. Seja U € ue B € ut. Como u ¢ ideal de g temos que [V, U] € u, para todo
VegelUeuw

(i) Vamos calcular as componentes de VB na diregao de B e na diregao de U:

(VsB.B) = S (1B B, B) ~ (B, Bl B) + (1B, B}, B)) =0,

<vBBv U> = %(([BvB]v U> - <[B7 U]7B> + <[U’ B]7B>) =0.
Portanto, Vg = 0.

(ii) Tomando W € u arbitrario, calculemos as componentes de VU na dire¢ao de B e na
direcao de W,

(VU, B) = %(([B»U],B> —(lU, B, B) +([B, B],U)) = 0,

(VaUW) = S((IB.ULW) — (U.W).B) + (W, BL.U))
_ %(<[B,U],W>—<[B7W],U>)
_ %((L(U),W> —(L*(U), W)

= LU L), W),

1
Portanto, VU = §(L — L*)(U).

(iii) Ainda com W € u qualquer, vamos calcular as componentes de VB na diregao de B
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e na direcao de W:

<VUBJ%:=%GKLBLB>—<E%BLU>+QBJHJ%)=O,

(VuBW) = (U, BLW) ~ ((B,W].U) + (W, U], B))
= =(~{[B,U],W) —([B,W],U))
_ —%((L(U),W> +(L*(U), W) = —={(L+ L") (U), W)
= (=S(U), W)

Portanto, VyB = —=S(U).

(iv) Por fim, para U,V € u, calculemos as componentes de ViV na direcao de B e de W:

—_

<VUV7 B> = _(<[U7 V]’B> - <[V> B]>U> + <[B’U]>V>)
(B, V].U) +([B,U],V))
(LH(U), V) + (L(U),V))

(L+L7)U),V)
S(U), V),

NN R R I V)

—~

(VoV, W) = S(U.VLW) = (V. W],0) + (W, 0], V) = (o V. W).

Assim, concluimos que ViV = ViV + (S(U), V)(B).
|

Teorema 3.14. Suponha que a dlgebra de lie g tenha a propriedade de que o colchete [X,Y]
¢ uma combinagao linear de X e Y. Considere dimgg > 2, com [X,Y] =1(X)Y — (V)X
onde | € uma aplicacdao linear bem definida de g no conjunto dos niumeros reais. FEscolhendo

qualquer métrica em g, as curvaturas seccionais sao constantes.
_ 2
k(X,Y) = =l

No caso, nao comutativo (I # 0), para qualquer métrica, o grupo de Lie cuja dlgebra de Lie

€ g possui curvatura seccional constante negativa.
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Demonstragao. Para cada elemento X e Y na dlgebra de Lie g, suponhamos que [X,Y] é
uma combinagao linear de X e Y. Fixando X, note que ad(X) induz uma aplica¢ao linear
ad(X): g/RX — g/RX definida por ad(X)(Y) = (X,Y)Y mod RX,ondel: gxg — R
é bilinear.
Vejamos que [(X,Y') depende unicamente de X:

Dado o € R com « # 0, temos:

ad(X)(aY) =1(X,aY)aY = al(X,aY)Y.
Por outro lado,

ad(X)(aY) =[X,aY] =ao[X,Y] =al(X,Y)Y.

Portanto, [(X,aY) = (X,Y), para todo a # 0.
Tomando uma sequéncia (ay,)nen tal que a,, — 0, temos que [(X,Y) = lim {(X,Y) =
n—oo
lim (X, a,Y) = [(X,0) := I(X).
n—oo

Dai temos que [X,Y] =1(X)Y mod RX.
Analogamente, fixando Y e considerando ad(Y): g/RY — g/RY dada por ad(Y)(X) =
I(X,Y)X mod RY, temos que [(X,Y) depende apenas de Y, logo

Y, X] = ()X mod RY.

Assim,
[X,Y] = —[V, X] = —I(Y)X mod RY.

Se X e Y sao linearmente independentes, dos calculos acima temos que
(X, Y] =1(X)Y —(V)X.

Se X e Y sao linearmente dependentes, a identidade acima ¢é evidentenmente satisfeita. O

caso comutativo, ou seja, em que [ = 0 nao é interessante, por isso vamos supor [ # 0.

Denotemos por u o nticleo do funcional linear [, entao vejamos que u é um ideal comu-

tativo de codimensao 1. De fato, seja V € g e U € u entao
VU] =1(V)U-I(U)V =1(V)U € u.

Logo u é um ideal.
E claro que u é comutativo, ou seja, dados U’,U"” € u, temos que [U',U"] = 0. Se
dimgg = n, como dimgIm(l) = dimgR = 1, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, segue

que dimg Ker(l) = dimgu = n — 1, ou seja, u tem codimensao 1.
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Escolhendo um vetor unitdrio B ortogonal a u, com [(B) = A (A pode ser identificado
com a norma ||l|| do funcional linear ) podemos escrever g = u @ (B), onde u é um ideal
comutativo de codimensao 1. Dessa forma, estamos nas hipdteses da proposicao 3.6. Logo
a aplicagao L(U) = [B, U] é dada por:

L(U)=[B, U =l(B)U-1(U)B=1(B)U=\U.
Neste caso, L é autoadjunta, pois dados U,V € u,
(LU),V) = (AU, V) = (U, AV) = (U, L(V)).

Entao, seguindo a Proposicao 3.6, neste caso S = L. Dai temos que:
Ve=0eVy =0.

Logo, VoV = (S(U),V)B = (L(U),V)B = (\U,V)B = AU,V)B ¢ VyB = —L(U) =
—A\U. Dado Z € g, podemos escrever Z = alU + ¢B, com U € u, ||l7|| =1lea,c€R. Dessa
forma,

(Z,U) = (aU + ¢B,U) = a(U,U) + ¢(B,U) = a,

(Z,B) = (aU + ¢B, B) = a(U, B) + ¢(B, B) = c.

Portanto, Z = (Z,U)U + (Z, B)B. Entao:
ViZ =Vy((Z,0)U + (Z,B)B)
= (Z,U)V;U + (Z,B)V;B
= (Z,U\NU,U)B + (Z, B)(—\U)

=\({(Z,U)B — (Z, B)U).

Tome U € u nao nulo e considere UJ = H—ZH entao
_ UNp _ U
Vg = <<Z’ o) B = (Z, B) HUH>

VuZ =\{(Z,U)B - (Z, BYU).

Agora podemos determinar uma férmula para R(X,Y), onde X,Y € g. Dados X, Y, Z € g,

considere os seguintes casos:
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(CASO1)Se X, YeueZecg:

R(X,Y)Z =VyVxZ—-VxVyZ+VixyZ
— Vy(AB(X, Z) — AX (B, Z)) = Vx(AB(Y, Z) — \Y (B, Z))
— MX, Z)VyB — MB, Z)Vy X — MY, Z)Vx B + A(B, Z)VxY
= MX, Z)(=AY) = XY, Z)(=AX) + M(B, Z)(VxY — Vy X)
— \2Y, Z)X — (X, Z)Y + \(B, Z)[X, Y]

= (Y, Z2)X — (X, 2)Y).
(CASO 2) Se X = BeY € u temos

R(B,Y)Z =VyVpZ—-VpVyZ+VipyZ
=0—-0+ Vypy_v)BZ
=VwZ
=\VyZ
= NAB(Y,Z) - Y (B, 7))
= N(X({Y,Z) - Y(X,Z)).

Os demais casos seguem por bilinearidade.

Usando este resultado na definicao da curvatura seccional, para X e Y unitarios, obte-

o E(X,Y) =(R(X,Y)X,Y)

— (R(X{Y,X) — Y(X,X)),Y)
=AY, X)(X,Y) = M(X, X)(Y,Y)
— N((X,Y)? — (X, X)(V.Y)).
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Se X e Y sao ortonormais segue que k(X,Y) = —\? = —||[||>. Portanto, para toda métrica
em g, a curvatura seccional é uma constante. No caso ndo comutativo (I # 0), toda métrica

em g possui curvatura seccional constante estritamente negativa. |

3.3 Curvatura de Ricci de um grupo de Lie

A curvatura de Ricci de uma variedade Riemanniana M"™ em um ponto p € M segundo
a direcao X € T, M pode ser interpretada como a média das curvaturas seccionais segundo

planos tangentes contendo X, no seguinte sentido:

Tome X unitdrio e {X, Ey, - -- , E,} uma base ortonormal de T,,M.
r(X) = Zk(X; L) = Z(R(Xa E)X, E;)
i=2 =2

onde k é a funcao de curvatura seccional. Da férmula acima, vemos que r(X) pode ser

calculado pelo trago da transformacao linear Y — R(X,Y)X.

Observagao 3.15. A curvatura de Ricci r(X) pode ser calculada tomando-se (n — 1) vezes
a média das curvaturas seccionais de todos os subespacos bi-dimensionais do plano tangente

contendo X, veja [3]

Como vimos na segao 1.4, a transformagao de Ricci 7 dada por 7(X) = > R(E;, X)E; é

i=2

auto adjunta e esta associada com a curvatura de Ricci pela forma quadratica
r(X) = (r(X), X). Vimos também que escolhendo uma base ortonormal {E,--- , E,} de

autovetores, a forma quadratica pode ser diagonalizada e

r(& B+ -+ 6,E,) = Zr(Ez)ff
i=1

O préximo resultado fornece um critério para obtermos uma dire¢ao nao negativa da

curvatura de Ricci.

Lema 3.16. Se a transformagao ad(U) € antissimétrica, entao r(U) > 0, onde a igualdade
ocorre se, e sd se, U for ortogonal ao ideal comutador [g,g]. Em particular, se a métrica

em g € bi-invariante entao a curvatura de Ricci é sempre nao negativa

Demonstragao. Pelo Lema 3.4 se ad(U) é antissimétrica entao k(U, V') > 0 para todo V € g
em particular para uma base ortonormal {U,--- , E,}. Portanto r(U) = > k(U, E;) > 0.
=2

Ainda pelo Lema 3.4, tinhamos k£ = 0 se, e somente se, U é ortogonallzl [E;,g] com i =
1,--+,n. Como {U,--- , E,} é base de g temos que U é ortogonal a [V, g] qualquer que seja
V' € g por causa da linearidade no primeiro termo, ou seja, U é ortogonal a [g, g]. A tultima
parte do enunciado segue do fato que a métrica (-,-) em g é bi-invariante se, e somente se,

ad(U) é antisimétrica, para todo U € g.
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Exemplo 3.7. Se U pertence ao centro de g entao é claro que ad(U) é antissimétrica e

portanto r(U) > 0 para toda métrica invariante a esquerda de g.

O préximo resultado classifica os grupos de Lie conexos que admitem métricas invariantes
a esquerda com curvatura de Ricci estritamente positiva. Sua demonstragao nao sera dada
aqui pois ela envolve conceitos e resultados que nao estao no foco deste trabalho, para uma

demonstragao veja [7].

Teorema 3.17. Um grupo de Lie conexo admile métrica invariante a esquerda com to-
das as curvaturas de Ricci estritamente positivas se, e somente se, € compacto com grupo

fundamental finito.

Variedades diferencidveis com curvatura de Ricci constante sao frequentemente chama-

das de Variedades Einstein.

Vejamos um critério para obtencao de uma direcao com curvatura de Ricci nao positiva.

Lema 3.18. Se B ¢ ortogonal ao ideal comutador [g,g] entdo r(B) < 0, onde a igualdade

ocorre se, e somente se ad(B) € antissimétrica.

Demonstragao. Por hipdtese temos que B € g é um vetor unitario ortogonal ao ideal comu-
tador [g, g, isto é, [g, g] ndo tem componentes em (B). Denotando por u o complemento
ortogonal de (B) temos que [g,g] C u. Como, g = u @ (B), vejamos que u é um ideal de
codimensao 1.

Sejam V' € g e U € uentao [V,U] € [g,g] C u, portanto u é um ideal de g. Que u tem
codimensao 1 segue direto do fato de g ser a soma direta de u com um espago de dimensao
1.

Assim estamos nas hip6teses da Proposigao 3.6. Calculemos a curvatura de Ricci r(B):
T(B) = k(B7 Ul) +e 4+ k(Bu Un—1)7

onde {Uy,---,U,_1} é qualquer base ortonormal de u. Vamos trabalhar com uma base
{U;} ortonormal de autovetores do operador autoadjunto S, dado por VyB = —S(U), na
Proposicao 3.6, ou seja, S(U;) = \;U;.

Para cada vetor unitario em u a curvatura seccional pode ser calculada

k(B,U) =(R(B,U)B,U)
<VBUB U) = (VpVyB,U) + (VyVB,U)
= (Ve B, U) = (Vp(=5(U)),U)
= (-

1
S(L(U )) U) + (L = L)(5()). U).
Agora, tomando U; como sendo autovetor de S temos que
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1 1,
- <§L(UZ)7UZ> <§L (Uz>’Uz>
= 1LU U, U, 1LU
—<§ (Ui), Us) + ¢ iy (U2))

_ 332 12
— )2,
Assim, 7(B) = =\ — X\y? — - — \,_1? = —t1(S?). Portanto, r(B) < 0 e, a igualdade
ocorre se, e somente se, S = 0, ou seja, L = —L*, ou ainda, ad(B) = L é antissimétrica. W

Observacao 3.19. Nao é verdade que k(B,U) < 0, para todo U € u. Pode acontecer que
para uma escolha particular de U (U nao autovetor de S), se tenha k(B,U) > 0. Conforme
[7], isto acontece, por exemplo, no grupo de Heisenberg, como veremos no exemplo (3.8)

adiante.

Lema 3.20. Seja V' um espaco vetorial n-dimensional, munido de um produto interno

(.-). Se L:' V. — V € uma transformagao linear nao nula e nilpotente, entao L ndo é

75



antissimétrica.

Demonstragao. De fato, seja (k + 1) o indice de nilpoténcia da transformagao L, entdo
podemos tomar X € V tal que LX # 0 e LFX # 0. Se L for antissimétrica, entdo

(L*X,X) = (LF(IFX), X)
= —(L*X, LFX)

= —[|[Z*X]* # 0.

Assim, L**X # 0, portanto, L ndo seria nilpotente, o que contradiz a hipétese. Logo,

concluimos que L nao pode ser antissimétrica. |

Teorema 3.21. Suponha que a dlgebra de Lie g é nilpotente mas nao comutativa. Entao
para qualquer métrica invariante a esquerda existe uma dire¢ao de curvatura de Ricci estri-

tamente negativa e uma direcao de curvatura de Ricci estritamente positiva.

Demonstracao. Seja g a algebra de Lie de G. Como g é nilpotente, a série central descen-

dente se anula, ou seja, gf¢ = 0, para algum ko > 1. Ainda temos que

go¢’=[g.9/ D¢’ =[g.[g. 0] D .

k=1 segue que U € [g, g™~ 2] C [g,g]. Isso mostra que

Escolhendo um vetor unitario U € g
U nao ¢é ortogonal a [g, g], logo do Lema 3.20 segue que r(U) > 0, pois neste caso ad(U) é
antissimétrica, ja que ad(U) = 0.

Por outro lado, note que o espago vetorial g ndo pode ser gerado por [g,g] + Z onde Z
é o centro de g. De fato, suponha que g = [g,g] + Z, entao [g,g] = [g,[9,90] + Z] =
lg,[g,0]] + [9,Z] = [g,[g,9]], isto é, g = g3. Isso significa que a série central descentente
estabilizaria, o que é uma contradigao.

Logo, existe um vetor unitario V' ortogonal a [g,g] que nao pertence a Z. Considere
ad(V') = L, uma aplicagao linear nao nula de [g, g] em [g, g, tal que L(X) = ad(V)(X) =
[V, X] com L(X) # 0. Como L é nilpotente, pelo Lema 3.20, temos que L nao é antis-
simétrica. Assim, temos que V é ortogonal a [g, g] e que ad(V') nao é antissimétrica, logo

do Lema 3.18 segue que (V') < 0. [

Teorema 3.22. Se a dlgebra de Lie g associada ao grupo de Lie G contém vetores line-
armente independentes X,Y, Z tais que [X,Y] = Z entdo existe uma métrica invariante a
esquerda tal que r(X) <0 er(Z) > 0.

Demonstra¢ao. Dados X, Y e z = [X, Y], formemos uma base ortonormal de g, { By, By, - -+ , B, }
onde B; = X, By =Y e B3 = Z. Dado um numero real ¢ > 0 qualquer, consideremos uma
base auxiliar {E}, - - , E,} definida por ) = €¢B;, Ey = €By e E; = ¢2B;, com i > 3. Defina
a métrica invariante a esquerda que torna a base auxiliar uma base ortonormal. Seja g. a

algebra de Lie obtida de g com essa métrica particular e com essa base particular.
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Denotemos por a;j;, as constantes de estrutura de g e por 35, as constantes de estrutura de

ge. Dai podemos observar que:
123 = <[B17-BQ];B3> - <[X)Y]7Z> = <Z7 Z> = 17
213 = <[BQaBl]aB3> = <[Y7X]7Z> = <_Z7 Z> =—-L
Por outro lado, [E, Fs] = [¢By, €By] = €*[By, By) = ¢2Bs = Es e
Braz = ([E1, Eo, E3) = (B3, B3) =1

Po13 = ([Fa, F1|, E3) = (—E3, E3) = —1.

As demais constantes de estrutura dependem de €, ou seja:
) (BB = 3 Al 023
i) [E, By = [@B,, @B, = ¢'[B,, B,] = ¢! ki Qi By = ki vy By
—1 =1
De (i) e (ii), temos que B, = €2ay i, para k < 3 e que 6li_r)nO Bijr = 0.

Dai obtemos uma algebra de Lie limite gy com métrica e uma base definidas. E ainda o

colchete é dado por

(B, By) = —[Ey, Ey] = By
com [E;, E;] = 0 nos demais casos. Portanto, [g., g = (E3). Calculando explicitamente
r(E1) e r(Es3) temos:
1 1

k(EhEQ) = 5(%23)(—@123)—1(04123)(04123)

k(Ey, E3) = —2(0@31)(—04231)

1
47
k(El,EJ) - 0, j > 3

3 1
Portanto, r(E;) = —2t1="3%
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Calculando r(Es):

1
k(E3>E1> = —1(04213)(—&213)
_ 1
1
k(E?nEQ) = —Z(—a213)(a213)
_ 1
= 7

k(Eg,Ej) - O, j>3

Portanto, r(Fs) = 1 + 1 = 1.
Isso garante o enunciado para g..

Como as curvaturas de Ricci variam continuamente em relacao a €, segue que
lim 7(Fy) <0< lim r(E;3).
e—0 e—0
Logo, para todo € suficientemente préximo de zero vale que r(E;) < 0 < r(Es). [ |

A seguir vamos apresentar uma condi¢ao suficiente para um grupo de Lie G ser unimo-

dular, em termo da curvatura de Ricci. Defina o conjunto
u={Xeg : tr(ad(X)) =0},

temos que u é um ideal contendo o comutador [g, g|.

De fato, sejam X € ueY € g, entao tr(ad[X,Y]) = tr(ad(X) o ad(Y)) — tr(ad(Y) o
ad(X)) = 0. Portanto, [X,Y] € u.

E claro que [g,9] C u pois, para todo U,V € g, segue que tr(ad([U, V])) = 0, portanto,
U, V] € u.

Dizemos que u é o kernel unimodular de g.

Lema 3.23. Se o grupo de Lie G conexo tem uma métrica invariante a esquerda com todas

as curvaturas de Ricci nao negativas, entao G é unimodular.

Demonstracao. Suponha que G nao seja unimodular. Escolhendo um vetor B ortonormal

ao kernel unimodular u, terfamos que tr(ad(B)) # 0. Como [g,g] C u, tem-se que B ¢é
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ortogonal a [g, g]. Da demonstragao do Lema 3.18 temos que
r(B) = —tr(ad(B))* # 0

Dai, pelo mesmo Lema, concluimos que r(B) < 0, que contradiz a hipétese. Portanto, G é

unimodular. [ ]

3.4 Curvatura Escalar de um grupo de Lie

Seja M uma variedade Riemanniana, considere a base ortonormal {Ey, - - - , E,,} do espaco

T,M. Vimos na segao 1.4 que o nimero:

p=r(Er)+-+r(E) =2 k(E;,E)
i<j
é chamado de curvatura escalar no ponto p.
Agora, sejam G um grupo de Lie com uma métrica invariante a esquerda e g sua algebra
de Lie. Suponha que a édlgebra de Lie g contém um ideal u de codimensao 1 que contém o

comutador [g, g]. Seja B € ul e considere a aplicagao L: u — u, dada por L = ad(B), e
sua parte auto-adjunta S = §(L + L*).

Lema 3.24. Com as notagoes anteriores, a curvatura escalar p(g) associada com a métrica

da dalgebra de Lie g € 1gual a

pla) = p(u) — tr(S?) — (tr(S))*

Demonstracao. Dados U, V' € u vetores ortonormais, temos que a curvatura seccional é dada

por

kU, V) = (R(U,V)U,V)
— (VunU, V) — (VuVyU, V) + (Vv VU, V). (3.6)

Como a conexao Riemanniana em u é denotada por V, definimos a curvatura seccional

em u por

kU V) = (VNuwvU, V) — (Vo VyU V) + (Vy ViU, V).
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Dessa forma, usando a proposicao 3.6, temos que:

k(U V) = U, V) = (Vo Vv U, V) +(Vy ViU, V)
U+ (S([U,V]),U)B,V) = (Vu(VvU + (S(V),U)B),V)

HVv(VuU + (S(U),U)B),V)

= (VU V) +(S([U,V]),UNB,V) = (VuVyU, V) = (S(V),U)(VyB, V)
Vv VU, V) +(S(U),U)(VyB,V)

= (VU V) = (Vo VyU + (S(U),VyU)B,V) = (S(V),U)(=S(U), V)
(Vv VyU + (S(V),VyU)B, V) +(S(U), U)(=S(V), V)

= (VU V) = (Vo VyU, V) = (S(U), VyU)(B,V) — (S(U), V){S(U), V)
HVy VU, V) +(S(V),VoU)B, V) = (S(U),U)(S(V),V)

(
= (VunU = VuVyU + VyVyU, V) = (S(U),V)* = (S(U), U(S(V), V)
= KU, V)= (S(U),V)* = (S(U),U)(S(V), V).

Escolhendo uma base ortonormal formada por autovetores de S, isto é, S(U;) = \U;,

obtemos

kU, U;) = kU, U;) — (S(U3), Uj)* — (S(U), U)(S(U;), Uj)
= k(U Uj) = XU, Uj)* = XA (Ui, U (U5, Uy)
k(U;, U;) = NiXj,  parai#j

Da Proposi¢ao 3.6 também temos que k(B,U;) = —\? com B € ut. De fato,

k(B,U;) = (Vu B, U)— (VeVy,B,U;) +(Vu,VeB,U)
(=SB, Ui]), Us) = (VB(=5(l7)), Ui)
(=S(L(U:)), Us) + (VB(AU;), Us)

= )‘l<vBUZ>U> <L(Uz)>S<Uz)>
A

= Z<%(L L*)(Ui), Us) — (L(U;), \iUs)

— %(L(Ui), U;) — %(L (Us), Us) — N L(U;), Us)
= —)\1<L(U2)7Ul)

= —\?
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Assim, a curvatura de Ricci na direcao de U; é dada por
r(U:) = ) KU, U)
J
= > (k(U;,U:) = Aj\)

J

= 7(U;) — Mtr(S).

Para obtermos a curvatura escalar basta somarmos a identidade acima sobre 7 e acres-

centar 7(B) = —tr(S?) calculada na demonstracio do Lema 3.18

plg) = D _(F(U) = A\itr(S)) +r(B)

Lema 3.25. Toda dlgebra de Lie g soluvel, possui um ideal de codimensao 1.

Demonstracao. Digamos que dim g = n.

Suponha que dim[g,g] = k (kK < n, pois ¢ # g). Seja {Ei, - -, E;} uma base de ¢’
Completando esta base, podemos considerar uma base {Ey, -, Eg, Exi1,--- , E,} de g.
Seja h o subespago de g gerado pela base {Ey,- -+, Ex, Ex.1,- -+, Fy_1}. Entao é claro que
g = [g,0] C hedimh=n—1. Daisegue que b é ideal de g, pois dado X € geY € h
temos que [X,Y] € [g,g] C . Portanto h é um ideal de codimensao 1. [ |

Teorema 3.26. Se o grupo de Lie é soluvel, entao cada métrica invariante a esquerda em

G € flat ou entao tem curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstracao. Se g é uma algebra de Lie solivel n-dimensional, usaremos indugao sobre n
para provar que p(g) < 0. Se n = 1, pelo Teorema 3.10 segue que o grupo de Lie G é flat.
Seja u um ideal de g de codimensao 1. Assumiremos, por hipétese de inducao, que

p(u) < 0. Mais ainda u é solivel e
p(g) = p(u) = tr(S?) — (tr(S))* < —tr(S?) = (tr(S))* < 0,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, S =0 e p(u) = 0.
Vamos mostrar que p(g) =0« R=0:
Se S = 0 entdo as férmulas da Proposicao 3.6 implicam em ViV = Vi V. Para quaisquer
U,V € u, segue imediatamente que R(U, V)W = R(U, V)W com W € u.
[ |
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Corolario 3.27. Se G ¢ soluvel e unimodular entao toda métrica invariante a esquerda

sobre G € flat, ou possui curvaturas seccionais positivas e negativas.

Demonstracao. Se G é unimodular e a métrica sobre GG nao ¢é flat entao pelo Teorema 3.13
existe uma métrica com curvatura seccional positiva. Por outro lado sendo G soluvel, se a
métrica sobre GG nao é flat, entao, pelo Teorema 3.26, cada métrica invariante a esquerda

tem curvatura escalar negativa e consequentemente, tem curvatura seccional negativa. W

Teorema 3.28. Se a dlgebra de Lie de G € nao comutativa, entao G possui uma métrica

mvariante a esquerda com curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstra¢ao. Suponha que existam vetores linearmente independentes X, Y, Z na algebra
de Lie g tais que [X,Y] = Z. Da demonstracao do Teorema 3.22 podemos escolher uma
base {Bi, -+, B,} de modo que B; = X, By =Y e By = Z e para € > 0 real podemos
escolher uma métrica invariante a esquerda tal que os vetores {Bf,--- , B} formam uma
base ortonormal, onde B = €B;, BS = By, B§ = ¢2Bs, Bf = €2B; para todo i > 3.

Denote g, esta algebra com a métrica e a base dadas acima. Afirmamos que quando €
tende a zero, g. tende a uma algebra de Lie gy bem definida, nilpotente, mas nao comutativa.

De fato, verifiquemos como se comportam as constantes de estruturas «j;, da algebra
ge, em relacao as constantes «;j; da dlgebra de Lie g quando € — 0. Como foi feito na
demonstracao do teorema 3.22. Para qualquer € > 0, temos ajy; = 1 = —ag,3.

Por outro lado, as demais constantes tenderao a zero quando ¢ — 0, por exemplo, para
j>3

n
[B.B] = ) af;B
k=1

n
_ € € €
= a1j232+§ ok By,
k=3
n
€ E 2
k=3

n
3 3
= €198y + E € o By,
k=3

n
Como [B1°, Bj] = 3 af;. B} segue que af;, = € s € afj;, = €ayjy, para todo k > 3.
k=1

Considerando Oz?jk as constantes de estrutura da algebra de Lie gy e a base {B?,--- , B%} de

go, teremos que oy, = 0 exceto nos casos afyy = 1 € a3 = —1.
Dai segue que [go, go] tem dimensao 1 e, portanto, é comutativo, logo, [[go, 8o, go] = 0.
Fazendo o célculo explicito das curvaturas seccionais, usando a Proposicao 3.4, temos:
1 1 3
k(BY, BYy) = _5(04(1)23)2 - Z(a?23)2 T
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1
k(Bg, Bg) = _1(04(1)23)(_04(1)23) =

I I

1
k(B?, B?(,]) = _Z(agm)(_agm) =

k(BY,BJ) = 0 nos demais casos.

Assim, p(go) = 2%/{;(B?, BY) =2 <—Z + i + i) = —% <0.

Por continuidade, segue que p(g.) < 0 para todo e suficientemente préximo de zero onde
a métrica estd bem definida.
Por outro lado, se nao existir X,Y € g tais que X, Y e [X,Y] sejam linearmente inde-
pendentes entao g é isomorfa a dlgebra do exemplo especial 3.14, e portanto para qualquer
escolha da métrica, possui curvatura escalar estritamente negativa.

Resta ainda saber em quais condi¢coes um grupo de Lie admite métrica invariante a
esquerda de curvatura escalar estritamente positiva. O teorema a seguir nos da uma condicao

suficiente para esse fato.

Teorema 3.29. (Wallach) Seja G um grupo de Lie conexo. Se o recobrimento universal
de G nao € homeomorfo ao espaco euclidiano (ou equivalentemente se G possui um sub-
grupo compacto nao comutativo) entao a dlgebra de Lie associada a G admite uma métrica

mvariante a esquerda com curvatura escalar estritamente positiva.

Demonstracao. Veja [7]. [ |

3.5 O Caso tridimensional

A fim de estudar algebras de Lie tridimensionais, iremos usar a operacao produto
vetorial. Se U e V sao elementos de um espaco tridimensional, o qual é munido com
uma métrica positiva definida e com uma orientacao pré-definida, o produto vetorial U x V'
¢ bem definido. Este produto é bilinear e simétrico como funcao de U e V. O vetor
U x V é ortogonal a U e V simultaneamente, e tem comprimento igual a raiz quadrada do
determinante (U, U)(V, V) — (U, V)2

A orientacao é determinada pela exigéncia de que U, U e U x V sao orientados de forma
positiva, sempre que U e V forem linearmente independentes.

Seja G um grupo de Lie conexo tridimensional com métrica invariante a esquerda. Es-
colha uma orientagao para a algebra de Lie de G de modo que o produto vetorial esteja

definido.

Proposicao 3.7. A operacdao colchete na dlgebra de Lie estd relacionada com o produto

vetorial pela formula

U, V] =L({U x V),
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onde L é uma aplicagao linear definida em g. O grupo de Lie G é unimodular se, e somente

se, a aplicacao L € auto-adjunta.

Demonstracao. Seja g uma algebra de Lie tridimensional com uma métrica positiva definida

e orientacao fixada. Escolhendo uma base ortonormal orientada {Fy, Fs, F3}, definimos o

operador linear L: g — g por L(FE,) = [Es, E3|, L(Ey) = [Es, Ey| e L(E3) = [Ey, Es.

Assim a identidade L(E; x E;) = [E;, E;] é verdadeira para todos os elementos da base e,

consequentemente, L(U x V') = [U, V] para todo U e V em g. Escrevendo L(E;) = ) w; Ej,
j

onde «;; sao entradas da matrizes de L na base escolhida, podemos calcular o traco de
ad(E;) com i =1,2,3.

tr(ad(Ey)) = (ad(E1)(E1), E1) + (ad(Ey)(Es), Es) + (ad(Ey)(Es), Es)
= ([Ey, B1l, Bv) + ([E1, By, Bo) + (B4, B3], B3)

= (L(E3), E) + (—L(Ey), E3)

= <Z O!ngj,E2> + <—ZO{2J’E]',E3>
J J

NE

(a3 (Ej, Eo) — agj(Ej, E3))

<.
Il

= (32 — (023

tr(ad(Eg)) = <ad(E2>(E1)7 E1> + <6Ld(E2)(E2)7 E2> + <CLd(E2)<E3)7 E3>
= (B2, E1], En) + (B2, Enl, E2) + ([Ea, B3, E3)

= <_L(E3)7 E1> + <L(E1>7E3>

= <ZOé3jEj,E1> -+ <Za1JEJ’E3>
j J

J

]

(—asi(Ej, Er) + au(Ej, E3))
1

<.
Il

= —ag1 + aq3;
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tr(ad(Es)) = (ad(Es)(FE1), E1) + (ad(Es)(Es), Es) + (ad(E3)(Es), Es)
= ([Bs, B, B) + ([E3, B, Eo) + ([E3, B3], E3)

= <L(E2), E1> + <—L(E1), E2>

= <Za2jEj7E1> + <-ZC¥UE]',E2>
J J

(a9 (Ej, Er) — anj(Ej, Es))

]

1

<.
I

= Q1 — (2.

Assim, G é unimodular, se e somente se, tr(ad(X)) = 0, para todo X em g, ou seja, se e s6

se, a;; = Qj;, ou seja, L é auto-adjunta. |

Agora analisaremos o caso unimodular. Vimos que um grupo de Lie G é unimodular se,
e s6 se, o operador linear L é auto-adjunto. Agora, se L é auto-adjunto, entao existe uma
base ortonormal {F1, Fy, E3} de autovetores, ou seja, L(E;) = \;E;. Substituindo E; por
— F se necessario, podemos supor que a base é orientada de forma positiva. A operacgao

colchete na &dlgebra de Lie unimodular tridimensional é dada por

[El, Eg} = L(El X EQ) = L(Eg) = )\3E3;
[EQ,E?J = L(E2 X E3) = L(El) = /\1E1;

[Eg,El} = L(Eg X El) = L(Eg) = )\QEQ.

Os autovalores Ai, A2, A3, a menos de ordem, dependem de uma escolha da orientacao.
Se invertermos a orientacao da algebra de Lie g, a operagao colchete muda de sinal.
Para descrevermos as propriedades de curvatura de uma métrica da algebra de Lie, sera

conveniente definirmos os numeros:

1
MzZE()\1+)\2+>\3)_>\7, 221,2,3

Teorema 3.30. A base {E1, Ey, E3} ortonormal escolhida diagonaliza a forma quadrdtica
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de Ricci, onde as curvaturas de Ricci principais sao dadas por
r(E1) = 2pap3

r(E2) = 2p1p3

T’(Eg) = 2#1[1,2.

Demonstracao. Seja {E, Eo, E3} uma base ortonormal em g tal que [Es, E3] = A\ Ej,
1

[Eg,El] = )\2E2 € [El,EQ] = >\3E3. Da seguinte férmula <VX}/, Z> = §<<[X,Y],Z> —

(Y, Z],X) + ([Z, X],Y)) obtemos:

(Vg By, B3) = %(([EhEz]aE?») — ([Ey, B3], 1) + ([E3, EA, Ea))

— %((L(Eg), Es) — (L(Ev), Ex) + (L(E»), E»)

1
= 5(/\3 — A1+ o)
= HU1;

(Ve B3, Es) = %(([E17E3]aE2> — ([E3, Ea], Ev) + ([Ea, E1], E3))
= %((—L(E2)7E2> — (= L(E1), Bv) + (—L(E3), E3)
1
= 5(—/\2 + A1 — A3)
= —H;

(Vg By, Ey) = %(<[E17E1]7Ej>_<[E1?Ej]7E1>+<[Ej7E1]7E1>)
= —([E1, Ej], Ev)
— 0, Vj=123

(Vg By, B3) = %(([E%El]aE?») — ([E1, B3], Es) + ([E3, Es], E1))
= %((‘L(E3)>E3> — (=L(Ey), E2) + (=L(E), Ev)
_ %(—Ag F o= A)
= TH2;
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(Vg B3, By) = %(([E%E?)LEQ — ([E3, Erl, Ea) + ([Eh, Ex], E3))

= %((L(EI), Ey) = (L(E2), E2) + (L(E3), Es)

1
— 5()\1 - )\2 + )\3)

= U2;

(Vi Br, Ej) = %(([E2,E1],Ej>—([El,Ej],E2>+<[Ej,E2],E1>)
= ([E1, Ej], By)

= 0, Vj=1,2,3.

De forma analoga obtemos,

1
(Ve By, Ey) = 5()\2 — A3+ Ap)
= U3

(Vi Es, Ey) = 5(—/\1 + A3 — Ag)

= —H3;

(Ve,E1,E;) = 0, Vj=1,2,3

Assim temos,

VE1E1 =0, VE1E2 = 1 Fs, VE1E3 = — o,
Ve, B = —psls, Vi, FEy =0, Vg, E3 = ok,
Ve, B = psbs, Vi, By = —usky, Vi, E3 = 0.

3

Seja V =Y a;E;, teremos

i=1

VElV = OélvElEl + OénglEQ + O(nglEg
= o b3 — azn By

= i (agFEs — aszks).
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Por outro lado,

By xV = mE x (1B + agEy + azbs)
= by x By + p By X aoFy + pn By X as B
= o (B X By) 4 moa(Ey x Ey) + mos(Ey x Es)
= pagks — piazkbs
= (B3 — azky).

Dai concluimos que
VgV =uk XV,

para todo V' na algebra de Lie g. De forma anéloga, obtemos

Ve,V = pky XV,
VE3V = ,u3E3 x V.

Em geral podemos escrever

Por exemplo, Vg, = p1 X é uma transformagao linear autoadjunta definida por
E1 — VElEl = 07 E2 — VEIEQ = /,LlE3, E3 — vElEg = —/,LlEQ.

Pela identidade de Jacobi, temos

o By X (Ey x Ey)+ Ey x (Ey X Ey) + Ey x (Ey X Ey) = FEy; x (—FE3)+ E1 X E3 =0,

o ) X (Ey X Ey)+ Ey X (Ey X Ey) + Ey x (Ey X Ey) = Ey X (—FE3) + Ey X E3 =0,

o [y X (EyX E3)+ Ey X (E3x Ey)+ E3 X (B X Ey) = Ey X Ey+ FEy X Ey+ E3 x E3 = 0.
Por linearidade, podemos concluir que

E1><(EQXV>+E2X(VXE1)+VX(E1XE2):0,

ou ainda,

(E1><E2>XV = E1X(E2XV)+E2X(VXE1)
= E1X(E2XV)—E2X<E1XV).

Agora obteremos o tensor curvatura,
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R(E, Ey) = Vie,e) — VE,VE, + VE,VE
= Ve — Vi (tels X ) + Vi, (1 By X -)
=V, — 1By X (uaFs X ) + poFy X (u1 By X +)
= N3(pzbis X +) — papip(Ey X (Ey X +)) + pgpua (By x (Ey X +))
= Aspz(E3 X -) — papa((Er x Ez) x )
= Aspg(Es x ) — ppio(Es X -)
= (Aspz — papa) (B3 X -),

R(EQaEl) == _R(ElaEQ)
= (—Aspz + papio) (E5 X +),

R(Ey, E3) =Vig g — Ve Ve + VEVE
=V_xum — Vi (sl X ) + Vi (B X )
= —\oVg, — i FE X (u3F3 X -) + psEs X (u By X -)
= —Ap(pals X ) = paps(Ey % (B3 x ) + pgp (B3 X (Ey X +))
= —Xopia(Es X ) — paps((Er x E3) % )
= —Xopig(Ha X -) — pyps(—Ea x -)
= (=Aapz + papis) (B X ),

R(Es, Ey) = —R(Ey, E3)
= (Aape — papis)(Ey X -),

R(Es, E3) = VigsE) — VE,VE; + VE,VE,
= Vg — Ve (usEs X -) + Vi, (uaEy X )
= MVg, — p2FEy X (u3FE3 X +) + uzEs X (puaFy X -)
= M (i FEr X ) — pops(Es x (B3 X ) 4 pgpo(Es x (Ey X -)
= A (Er X ) = paps((Ez X Es) X -)
= A (Ey X ) — popz(Ey X -)
= (Arpir — popz) (B X -),

R(Eda EQ) = _R(E27 ES)
= (=M1 + popz) (Ey X ).

Portanto, temos

R(Ey, E2)Ey = (Aspz — papie) (B3 X Ey)
= (Aspz — p1pi2) B,
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R(Ey, Ey)Ey = (Asps — papio) (B3 X Ey)
= (Asp3 — ppiz)(—E1)
= (=33 + pape) B,

R(Ey, Es)Es

I
o

R(Es, E1)Ey = (Aapg — paps)(Ea X )
= (—Aopto + paps) Es,

R(E3, E1)E,

Il
o

R(E3, E\)Es = (Xopta — paps)(Ey % Ej)
= (Aapta — papiz) B,

R(E27E3)E1 — 07

R(E2, E3)E2 = ()\1M1 - M2N3)(E1 X EQ)
- ()\1M1 - M2M3)E3,

R(Es, E3)Es = (A1 — pops)(Er X Es)
= (=i + pops) Eo.

Sabe-se que a forma quadrética de Ricci é dada por
3

P(X) =) R(E, X)E;

i=1
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Dai obtemos,

F(E) =

R(Ey, E))Ey + R(Esy, Ey)Ey + R(Es, Eq)E3
(Aspz — papio) Eo + 0 + (A — piopis) B
(Aspiz — pafpio + Ay — piops) Eo

(Asptz + Arpn — pa(pen + p13)) B

1

5 As(A1+ X2 = A3) + A (= A1 + A2+ A3) — Ae(A — Ao + A3)] B,

1

5 (/\1)\3 4+ A3 — Azhg — M AL+ A A F A A3 — A A+ Ay — )\2)\3) FEs
1

3 (2A1A3 — A3As — A AL + Aoho) By

ZﬂlugEQ.

Analogamente, obtemos

T(Er) = 2uapsEn, T(Es) = 2 po Es.

Assim, temos que Ey, F,, e FE3 sao autovetores da transformacao de Ricci 7, cujos

autovalores sao 23, 201143 € 2411 fio, Tespectivamente. |

Em particular, temos uma féormula para a curvatura escalar

p = T(E))+7(Fy) +r(Es)
= 2(pops + papz 4 pipt2).

Usando a descri¢ao da curvatura de Ricci, podemos calcular a curvatura seccional. Po-

demos tomar uma base {U, V, W} de g, ortonormal e orientada , onde U x V =W e

Além disso,

r(U) = KUU)+kUV)+ kU W)
r(V) = k(V,U)+k(V,V)+k(V,W)

r(W) = k(W,U)+ k(W,V) + k(W,W).
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Dai, obtemos a relacao

k(U V) =

I
NIV
|
<
—~
3

—r(U x V).

Corolério 3.31. No caso unimodular de dimensao 3, o determinante r(Ey)r(E2)r(E3) da
forma quadrdtica de Ricci € sempre ndo negativo. Se este determinante € zero, entdao pelo

menos duas das curvaturas devem ser nulas.

Demonstra¢ao. Do Teorema 3.30 temos que 7(FE1) = 2uaps, r(Ee) = 2113 € r(Es) = 21 ia.

Assim, o determinante da forma quadratica de Ricci é dado por

r(EB)r(E)r(Es) = (2uaps)(2paps) (2pipe)

= Buiuzuz >0

A igualdade ocorre se 1 = 0, us = 0 ou ug = 0. Supondo, sem perda de generalidade,
que puy = 0, entao r(E;) = r(E3) = 0, ou seja, pelo menos duas das curvaturas devem ser

nula. |

Suponha que alteremos a métrica mantendo a operagao colchete fixada. Se escolher-
mos uma nova métrica tal que a base {naFE,{aEs, {nFEs} seja ortonormal, entdao as novas

constantes de estruturas sao

[7704E17 fOéEz] = 770425[E1, Ez]
= na’i;E;
- 052)\377§E3’

[EaEs, EnEs] = &an|Es, Es]
= 520477)\1E1
= 52)\10477E17

[577E377]04E1] = 57]204[E3,E1]
= 7]2/\2§O[E2.

Assim as novas constantes de estruturas sao £2X;, 72Xy e o?)\3. Dessa forma, podemos

multiplicar A1, Ao, A3 por constantes positivas sem alterar a dlgebra de Lie subjacente.

Exemplo 3.8. Considere o grupo de Heisenberg, o qual é constituido pelas matrizes da
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forma
*

o O =

*
1 x
0 1

Sua algebra de Lie g é formada pelas matrizes triangulares superiores, da forma

o O O
S O *
(el S *

Como g é nilpotente, segue-se que ad(X) é nilpotente, para todo X € g, e portanto tem
trago zero. Dai pelo Lema 3.12, concluimos que o grupo de Heisenberg é unimodular.

Agora considere a seguinte base de g:

0 01 000 0 00
Ey=100 0], E,=101 0], Es=10 01
000 000 000

Entao:
[Ey, Ey] =0, [Es, B3]l =FE), |[Es Ei]=0.

Assim, a menos de um miltiplo escalar, concluimos que as constantes de estrutura Ay, Ay e

A3 sao 1, 0, 0, respectivamente. Entao:

1 1
H1 = 5)\1 — A = —5)\1
1
M2 = 5/\1
1
pz = 5)\1-
Logo, pelo Teorema 3.30, segue-se que:
/\2
r(Er) = 2pops = 31
)\2
r(E) = 2upz = —?1
)\2
T(Eg) = 2#1”2 = —?1

Assim a curvatura escalar é dada por:
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Além disso, |p| = |r(E1)| = |r(E2)| = |r(Es)|.

Assim provamos o seguinte resultado:

Corolario 3.32. Para qualquer métrica invariante a esquerda no grupo de Heisenberg, a
forma quadrdtica tem assinatura (+, -, -) € a curvatura escalar p € estritamente negativa.

Além disso, as curvaturas principais de Ricci, satisfazem

r(Ex)| = [r(E2)| = |r(Es)| = |pl.

cos(t) sen(t) x
Exemplo 3.9. Considere o grupo de Lie E(2) = sen(t) cos(t) y |; t,z,y€R
0 0 1

dos movimentos rigidos do plano. A dlgebra de Lie ¢(2) de F(2) é dada por

a x
e(2) = —a 0 y|;az,yeR
0 0

Entao:

Dai temos que:

0 0
adE)=10 0 -1 |, adB)=1]0 0
00

1 0
0 ) ad(E3> = 1
0 0 0

Como a representacao adjunta de ¢(2) é uma transformacao linear, segue que tr(ad(X)) =0
para todo X € ¢(2). Portanto, pelo Lema 3.12, o grupo de Lie F(2) é unimodular. Assim,
a menos de um multiplo escalar, podemos dizer que as constantes de estrutura A, Ay e A3

sao 1, 1, 0, respectivamente. Entao:

1 1 1
p1 = 5(—/\1 +A2), o= 5(/\1 —A2), 3= 5(/\1 + A2).
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Logo, pelo Teorema 3.30, temos:

1
r(Ey) = 2u2u3 = 5@? —A3),

1
r(Ey) = 2pps = 5()\3 — ),

1
T(ES) = 2uips = —5()\1 - >\2)2>

Se A2 > A3 entao r(E;) > 0, r(Ey) < 0 e r(E3) < 0. Por outro lado, pode ocorrer de
A2 > A\? e neste caso teremos 7(E;) < 0, 7(E3) > 0 e r(E3) < 0. Portanto, em todos os

casos a assinatura da curvatura de Ricci é (+, -, -). E ainda,
1 2
A igualdade vale se, e somente se \; = \y. Assim temos:

pr = g =0,
logo, r(E1) = r(Es) = p = 0. As curvaturas seccionais dadas por k(U, V) = g— r(UxV)=

0, portanto, F(2) sera flat. Assim, provamos o seguinte resultado:

Corolario 3.33. O grupo de Lie E(2) admite uma métrica invariante a esquerda flat. Para
toda métrica invariante a esquerda nao flat a curvatura de Ricci possui assinatura (+, -, -)

e a curvatura escalar € estritamente negativa.

3.6 Curvaturas de métricas bi-invariantes

Sabemos que uma métrica Riemanniana no grupo de Lie G é bi-invariante se ¢ invariante

tanto a esquerda quanto a direita.

Definigao 3.4. Uma métrica no grupo de Lie G é bi-invariante se a representacao adjunta
da élgebra de Lie associada g é antissimétrica, ou seja, se ad(X) é antissimétrica, para X

em g.

Vamos calcular a conexao Riemanniana para um grupo de Lie G com métrica bi-

invariante. Pela férmula 3.10s

(VxY,2) = S((ad(X)(Y), Z) — (ad(Y)(Z), X) + (ad(Z)(X),Y))

[N =

= 5({ad(X)(Y),Z) — (ad(Y)(Z), X) = (X, ad(Z)(Y)))

DN

= ~((ad(X)(Y), Z) = (ad(Y)(Z), X) + (X, ad(Y)(2)))

N — DO

= 5 ({ad(X)(Y), 2)).
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1
Portanto, VxY = éad(X)(Y), para todo X,Y € g. Assim o tensor curvatura R(X,Y),
com X,Y € g, é dado por:

(RX,Y)Z,W) = (Vg Z, W) — (VxVyZ, W)+ (VyVxZ, W)

_ %(@d([X’ Y)(Z), W) — <vx (%adW)(Z)) ,W>

4 <vy (%ad(X)(Z)) ,W>

1

= (X, Y)(2), W) — Jad(X) (ad(Y)(2)), V)

+ 3 (ad(Y) (ad(X)(Z)) , W)
<1 1 1
= Ead([X, YN(Z) - Zad(X)(ad(Y))(Z) + Zad(Y)(ad(X))(Z), W> :

1 1 1
Portanto, R(X,Y) = §ad([X, Y]) — L—lad(X)ad(Y) + Zad(Y)ad(X).
Usando a identidade de Jacobi dada em (3.5):
ad([X,Y]) = ad(X)ad(Y) — ad(Y)ad(X),
a férmula do tensor curvatura acima se reduz:
1
R(X,Y) = Z—lad([X, Y]).

Agora, vamos calcular a fungao curvatura seccional k. Sejam X e Y ortonormais, entao:

assim,

KX,Y) = (R(X,Y)X,Y)
1
_ <Zad<[X,Y]>(X)7Y>

_ —i<ad(X)([X,Y]),Y>
_ }qu,n,adwyw
_ Z11<[X,Y],[)<’,Y]>

1
= —||[X, Y]
XY
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Da férmula, acima concluimos que k(X,Y) > 0, cuja igualdade ocorre se, e somente se,

[X,Y] = 0. Como vimos na se¢ao 3.3, a curvatura de Ricci r(X) pode ser obtida pelo trago

da transformacao linear

Y — R(X,Y)X.

Sabe-se, veja [1] ou [5], que se G é um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo e compacto,
entdo a forma de Killing, dada por B(X,Y) = tr(ad(X) o ad(Y’)) é bilinear, simétrica

e negativa definida. Assim, —B(-,-) define uma métrica em G. Agora vamos calcular a

curvatura de Ricci de um grupo de Lie munido desta métrica.
Considere a negativa da forma de Killing —B(X,Y) = —tr(ad(X)oad(Y)),com X, Y € g

e uma base ortonormal {Ey,--- , E,} de g. Entao,

B(X,Y)

n

n

> (ad(X)(ad(Y)(E,)). Ei)

i=1
n

i=1

Assim, B(X, X) =Y ([X, [X, E], E;).

i=1

Por outro lado, seja a aplicagao linear

@Y:

g — 9
Y — R(X,Y)X.

Logo, a curvatura de Ricci 7(X) é dada pelo traco da ¢, ou seja

r(X)

n

> (R(X,E)X,E)

1
——B(X, X).
4(7 )

Definigao 3.5. Uma variedade Riemanniana (M,g) é chamada variedade FEinstein se a

curvatura de Ricci satisfaz a equacao r(X) = cg(X, X) para qualquer constante c.

métrica g é chamada métrica Einstein.
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Observacao 3.34. Do caso acima, podemos concluir que se G é um grupo de Lie conexo

ou simplesmente conexo, compacto e semissimples entao
1
T(X) = _ZB<X7X)7

ou seja, a negativa da forma de Killing é uma métrica Einstein em G.

3.7 Problemas em aberto

Os problemas abaixo, com exce¢ao do ultimo, sao retirados do artigo [7]. Constatamos
que os seguintes problemas ainda nao foram resolvidos, com base em uma busca realizada
no Mathscinet, Zentralblatt e Google.

e Caracterizar os grupos de Lie conexos que admitem métricas invariantes a esquerda

com todas as curvaturas de Ricci nao negativas.

e Outro fato interessante é saber quais grupos de Lie admitem métricas invariantes a

esquerda com curvatura de Ricci nao positivas.

e Saber quais grupos admitem métricas invariantes a esquerda com curvatura de Ricci
identicamente nula, ou curvatura de Ricci estritamente negativa (constante ou nao

constante).

e Saber em quais condi¢oes um grupo de Lie admite métrica invariante a esquerda com

curvatura escalar estritamente positiva.

e (Caracterizar os grupos de Lie que admitem métricas invariante a esquerda Einstein.
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