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2015

i



RENATO TOLENTINO DE SENE

Curvaturas de métricas invariantes em
grupos de Lie

Dissertação apresentada ao Programa de Pós-
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LINHA DE PESQUISA: Geometria Diferencial.

PÓS-GRADUAÇÃO EM MATEMÁTICA: Nı́vel Mestrado.
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sertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Neste trabalho estudamos os aspectos geométricos de grupos de Lie, do ponto de vista da

geometria Riemanniana, por meio de estruturas geométricas invariantes associadas. Nós

apresentamos algumas propriedades de curvaturas com métricas invariante a esquerda e

aquelas bi-invariantes em grupos de Lie. Apresentamos também um tratamento das álgebras

de Lie unimodulares, incluindo o caso tridimensional. A maioria dos resultados estudados

foram retirados do artigo de John Milnor: Curvatures of Left Invariant Metrics on Lie

Groups.

Palavras-chave: Geometria diferencial, Grupos de Lie, Álgebras de Lie, Métricas Invariantes.
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Sene, Renato T. Curvatures of invariant metrics on Lie groups. 2015. 108 p. M. Sc.

Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

In this work we study the geometric aspects of Lie groups from the view point of the

Riemannian geometry, by means of invariant geometric structures associated. We present

some properties on curvatures of metrics left invariants and bi-invariant one on Lie groups.

We also present a treatment of the Lie algebras unimodular, including the tridimensional

case. Most of the results studied are from the article of John Milnor: Curvatures of Left

Invariant Metrics on Lie Groups.

Keywords : Differential Geometry, Lie Groups, Lie algebras, Metrics Invariant.
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Introdução

Os grupos de Lie representam o maior avanço na teoria das simetrias de objetos e estrutu-

ras matemáticas, o que faz dos mesmos uma ferramenta essencial no estudo de diversas áreas

da matemática como por exemplo: simetrias de equações diferenciais, análise harmônica,

sistemas dinâmicos, entre outros, e da f́ısica teórica, mais especificamente, na mecânica

quântica.

Os grupos de Lie são objetos não lineares que são estudados por meio de métodos do

cálculo diferencial e integral. Outro fato interessante no estudo dos grupos de Lie é que

são objetos com caracteŕısticas algébricas e geométricas por ser uma combinação da estru-

tura algébrica de grupo com a estrutura de variedade diferenciável. O estudo dos aspectos

geométricos de um grupo de Lie se dá em especial pelas caracteŕısticas de sua álgebra de Lie

que é o espaço vetorial dos campos invariantes à esquerda ou à direita munido do produto

dado pelo colchete de campo de vetores podendo ser identificada com o espaço tangente no

elemento neutro do grupo . Dessa forma podemos estudar objetos não lineares, relativos

ao grupo de Lie, através do estudo de objetos lineares relacionados com sua álgebra de Lie.

Segundo San Martin [9], uma vez tendo a álgebra de Lie de um grupo de Lie a ideia toda

consiste em transferir propriedades da álgebra de Lie a propriedades do grupo de Lie. Esse

processo de transferência é muito bem sucedido, o que permite descrever os grupos de Lie.

Os aspectos geométricos dos grupos de Lie surgem quando os tratamos como variedade

diferenciável. Isso nos permite definir um espaço tangente em cada ponto do grupo e a

partir dáı termos a noção de vetores tangentes e de campo de vetores. Ao trabalharmos

com campos de vetores que são invariantes por translação à esquerda ou à direita, podemos

determinar um campo definido num espaço tangente em qualquer ponto do grupo de Lie,

através de um campo de vetores definido no espaço tangente do elemento neutro do grupo.

Ainda sobre os aspectos geométricos podemos munir um grupo de Lie com uma métrica

Riemanniana, o que o torna uma variedade Riemanniana. A partir dáı temos uma geometria

Riemanniana que nos permite definir a noção de derivação de campo de vetores, como no

caso das conexões e definir curvaturas.

Neste trabalho faremos um estudo das estruturas geométricas invariantes associadas aos

grupos de Lie. No primeiro caṕıtulo estudaremos as variedades diferenciáveis, bem como

funções diferenciáveis definidas na variedade e funções diferenciáveis entre variedades, além

da noção de diferencial que continua sendo uma aplicação linear entre espaços tangentes.
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Estudaremos também métricas Riemannianas, a conexão afim e sua compatibilidade com a

métrica Riemanniana, os conceitos de tensor curvatura, curvatura seccional, curvatura de

Ricci e curvatura escalar num ponto da variedade Riemanniana.

No caṕıtulo 2 deste trabalho, introduziremos o estudo dos grupos de Lie e suas álgebras

de Lie. Trataremos de alguns exemplos de grupos de matrizes como SL(n,R), SO(n), O(n),

U(n), SU(n), Sp(n) e usaremos o teorema de Cartan que garante que um subgrupo fechado

H de um grupo de Lie G é um subgrupo de Lie de G, no sentido de ter uma estrutura

de grupo e ser uma subvariedade de G. Ainda neste caṕıtulo, estudaremos a aplicação

exponencial que estabelece a relação entre a álgebra e o grupo de Lie. Sua construção se dá

pela associação de cada elemento da álgebra de Lie associada a um subgrupo do grupo de

Lie. Mais ainda, esta aplicação estabelece o v́ınculo entre o colchete na álgebra de Lie e o

produto no grupo de Lie.

Por fim, no caṕıtulo 3 estudaremos as curvaturas de métricas invariantes em grupos de

Lie. Os resultados neste caṕıtulo, foram em sua maioria retirados do artigo de Milnor [7].

Dessa forma, veremos resultados que classificam determinados grupos por meio do sinal da

curvatura seccional, de Ricci e escalar. Um exemplo é a classificação dos grupos de Lie que

para toda métrica invariante à esquerda possuem curvaturas seccionais constantes negativas,

resultado fornecido pelo teorema 3.14. Ainda apresentamos uma classificação das álgebras

de Lie tridimensionais, mostrando que a álgebra de Lie é unimodular se, e somente se, existe

uma base {E1, E2, E3} e números reais λ1, λ2, λ3 tais que

[E2, E3] = λ1E1, [E3, E1] = λ2E2, [E1, E2] = λ3E3.

E no caso do grupo compacto SU(2) e do grupo solúvel E(2) apresentamos as posśıveis

assinaturas da forma quadrática de Ricci.

Na seção 3.5.1, apresentamos um estudo sobre grupos de Lie conexos com métricas bi-

invariantes. E neste caso apresentamos uma fórmula para a conexão Riemanniana, para o

tensor curvatura e para X e Y ortonormais vimos que a curvatura seccional k(σ) do grupo

de Lie G segundo o plano gerado por X e Y é dada por k(σ) =
1

4
‖[X, Y ]‖2, concluindo

que a curvatura seccional em um grupo de Lie munido de uma métrica bi-invariante é não

negativa e é zero se o plano σ é gerado por vetores X, Y tais que [X, Y ] = 0. Também

descrevemos a curvatura de Ricci, através da forma de Killing, que é uma forma bilinear,

simétrica, não-degenerada e negativa definida se o grupo de Lie for compacto e semi-simples.

Na última seção deste caṕıtulo, citamos alguns problemas em aberto sobre a classificação

dos grupos de Lie em relação ao estudo do sinal da curvatura de Ricci e escalar com base

em pesquisas realizadas no Mathscinet, Zentralblatt e Google.

Renato Tolentino de Sene

Uberlândia-MG, 27 de Março de 2015.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo estudaremos as variedades diferenciáveis, as funções diferenciáveis entre

variedades diferenciáveis, a noção de vetor tangente, espaço tangente num ponto da varie-

dade diferenciálvel e campos de vetores em uma variedade diferenciável. Ainda faremos um

estudo sobre alguns elementos da geometria Riemanniana como métrica, conexão Rieman-

niana e curvatura seccional, de Ricci e escalar que serão os pré requisitos necessários para

este texto. As principais referências são Manfredo [3] e Arvanitoyeorgos [1].

1.1 Variedades diferenciáveis

A noção de superf́ıcie diferenciável estudada em geometria diferencial ainda que adequada

para muitos propósitos, possui dois incovenientes. O primeiro é de caráter estético, pois

não se pode pensar na superf́ıcie em si mesma, sem fazer referência ao espaço euclidiano

que a contém. O segundo inconveniente é de ordem prática, pois existem na natureza

objetos importantes, semelhantes a superf́ıcies, que não se apresentam contidos num espaço

euclidiano.

A grosso modo, uma variedade diferenciável é como uma superf́ıcie, só que não precisa

estar contida em um espaço euclidiano.

A noção de variedade diferenciável é necessária para estender os métodos do cálculo

diferencial a espaços mais gerais do que o Rn.

Definição 1.1. Uma variedade diferenciável de dimensão n é um espaço topológico M

de Hausdorff com uma coleção de pares (Uα, φα) onde Uα é um subconjunto aberto de M

denominado carta e φα : Uα −→ Rn tal que:

(a) Cada φα é um homeomorfismo de Uα em um subconjunto aberto Vα do Rn,

(b)
⋃
α Uα = M ,

(c) Para cada par α, β as funções de transição φαβ = φβ◦φ−1α : φα(Uα∩Uβ) −→ φβ(Uα∩Uβ)

são diferenciáveis, no sentido de funções diferenciáveis entre subconjuntos do Rn.

Neste caso as cartas (Uα, φα) e (Uβ, φβ) são compat́ıveis
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(d) A famı́lia {(Uα, φα)} é máxima em relação às condições anteriores e constitui uma

estrutura diferenciável em M .

O par (Uα, φα) com p ∈ φα(Uα) também é chamado uma parametrização ou sistema de

coordenadas de M em p. A imagem φα(Uα) é então chamada vizinhança coordenada em p.

Exemplo 1.1. O espaço euclidiano Rn é uma variedade n-dimensional.

De fato, basta tomar U = Rn e φ : U −→ Rn, tal que φ(x) = x, ou seja, φ é a função

identidade.

Exemplo 1.2. A esfera Sn = {x ∈ Rn+1 ; |x| = 1} é uma variedade diferenciável n-

dimensional.

Seja x ∈ Sn, onde x = (x1, x2, · · · , xn+1). E definimos os seguintes sistemas de coorde-

nadas:

Sejam U+ = {x ∈ Sn : xn+1 > −1} e U− = {x ∈ Sn : xn+1 < 1} abertos em Sn, e defini-

mos as aplicações φ+ : U+ −→ Rn tal que φ+(x) =
(

x1
1+xn+1

, · · · , xn
1+xn+1

)
e φ− : U− −→ Rn

tal que φ−(x) =
(

x1
1−xn+1

, · · · , xn
1−xn+1

)
.

As aplicações φ+ e φ− são chamadas projeções estereográficas de Sn em Rn+1 relativas

ao pólo norte e ao pólo sul, respectivamente.

i) É claro que U+ ∪ U− = Sn,

ii) O conjunto U+ ∩ U− = {(x1, · · · , xn+1) ∈ Sn; xn+1 ∈ (−1, 1)} é aberto, pois pode

ser escrito como a interseção da esfera Sn com o conjunto aberto {(0, 0, · · · , 0, 2t−1);

t ∈ (−1, 1)} de Rn. Para ver que φ+(U+ ∩ U−) e φ−(U+ ∩ U−) são abertos do

Rn basta ver que as aplicações φ+ e φ− quando consideredas sobre suas imagens são

homeomorfismos.

De fato, é claro que φ+ e φ− são cont́ınuas, pois suas funções coordenadas são funções

cont́ınuas. Se definirmos ξ1 : Rn → U+ pondo ξ1(y) = x onde y = (y1, · · · , yn),

x = (x′, xn+1) sendo x′ = (x1, · · · , xn) ∈ Rn, x′ =
2y

|y|2 + 1
e xn+1 =

|y|2 − 1

|y|2 + 1
. Ou seja,

ξ1(y1, · · · , yn) =

(
2y1
|y|2 + 1

, · · · , 2yn
|y|2 + 1

,
|y|2 − 1

|y|2 + 1

)
.

Temos que, ξ1 é cont́ınua e ainda, pode-se ver que ξ1(φ+(x)) = x e φ+(ξ1(y)) = y.

Isso prova que a aplicação φ+ é um homeomorfismo e de forma análoga conclúımos

que a aplicação φ− é um homeomorfirmo. Portanto, os conjuntos φ+(U+ ∩ U−) e

φ−(U+ ∩ U−) são abertos do Rn.

Tomemos agora, a aplicação φ− ◦ φ−1+ : φ+ (U+ ∩ U−) −→ φ− (U+ ∩ U−). Seja x′ =
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(x1, · · · , xn) então

(φ− ◦ φ−1+ )(x1, · · · , xn) = φ−

(
2x1
|x′|2 + 1

, · · · , 2xn
|x′|2 + 1

,
|x′|2 − 1

|x′|2 + 1

)

=
1

|x′|2 + 1

(
2x1

1− xn+1

, · · · , 2xn
1− xn+1

)
.

Portanto, conclúımos que a aplicação φ− ◦ φ−1+ é diferenciável, pois as funções coorde-

nadas são diferenciáveis. Portanto, {(U+, φ+), (U−, φ−)} é uma estrutura diferenciável

em Sn.

Exemplo 1.3. O espaço projetivo P n(R) ou RP n é o conjunto das retas de Rn+1 que passam

pela origem 0 ∈ Rn+1. Mais precisamente P n(R) é o espaço quociente de Rn+1 \ {0} pela

relação de equivalência (x1, · · · , xn+1) ∼ (λx1, · · · , λxn+1) com λ ∈ R\{0} onde cada classe

de equivalência é uma reta que passa pela origem.

Cada classe de equivalência é um ponto em P n(R) denotado por [x1, · · · , xn+1].

Mais precisamente,

P n(R) = (Rn+1−{0})/ ∼ := {(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1; (x1, · · · , xn+1) ∼ (λx1, · · · , λxn+1)

com λ ∈ R− {0}}.
Definimos o subconjunto

Ui = {[x1, · · · , xn+1] ∈ P n(R); xi 6= 0},

o qual é o conjunto de todas as retas que passam pela origem e não pertencem ao hiperplano

xi = 0, e as cartas φi : Ui −→ Rn tal que φi[x1, · · · , xn+1] =
(
x1
xi
, · · · , xi−1

xi
, xi+1

xi
, · · · , xn+1

xi

)
.

Assim, o espaço projetivo é coberto pelas cartas (U1, φ1), · · · , (Un+1, φn+1).

Vejamos que {(Ui, φi)} é uma estrutura diferenciável em P n(R).

i) É claro que
n+1⋃
i=1

Ui = P n(R),

ii) Para cada par i,j tomemos Ui e Uj com Ui ∩ Uj 6= ∅ e vejamos que φi(Ui ∩ Uj) e

φj(Ui ∩ Uj) são abertos em Rn. Seja

Ui = {[x1, · · · , xn+1]; xi 6= 0} e Uj = {[x1, · · · , xn+1]; xj 6= 0},

onde, Ui ∩ Uj = {[x1, · · · , xn+1]; xi, xj 6= 0} e considerando i < j, definimos:

φi : Ui ∩ Uj −→ Rn

[x1, · · · , xn+1] 7−→
(
x1
xi
, · · · , xi−1

xi
, xi+1

xi
, · · · , xj

xi
, · · · , xn+1

xi

)
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e
φj : Ui ∩ Uj −→ Rn

[x1, · · · , xn+1] 7−→
(
x1
xj
, · · · , xi

xj
, · · · , xj−1

xj
,
xj+1

xj
, · · · , xn+1

xj

)
.

Tomemos a projeção na j-ésima coordenada πj : Rn −→ R, tal que πj(y1, · · · , yn) = yj,

onde y1 = x1
xi
, · · · , yi−1 = xi−1

xi
, yi+1 = xi+1

xi
, · · · , yj =

xj
xi
, · · · , yn = xn+1

xi
com yj 6= 0.

Dessa forma, φi(Ui ∩ Uj) = {(y1, · · · , yn) ∈ Rn : yj 6= 0} = π−1j ((−∞, 0) ∪ (0,+∞)) é

a imagem inversa de um aberto de R. Como a projeção na j-ésima coordenada é uma

aplicação cont́ınua, concluimos que φi(Ui ∩ Uj) é um aberto do Rn.

Da mesma forma, fazendo y1 = x1
xj
, · · · , yi = xi

xj
, · · · , yj−1 =

xj−1

xj
, yj+1 =

xj+1

xj
, · · · , yn =

xn+1

xj
com yi = xi

xj
6= 0, temos que φj(Ui ∩ Uj) = {(y1, · · · , yn) ∈ Rn : yi 6= 0} de forma

que φj(Ui ∩ Uj) = π−1i ((−∞, 0) ∪ (0,+∞)) que é a imagem inversa de um aberto de

R por uma aplicação cont́ınua, portanto um aberto do Rn.

Agora consideremos a aplicação φi : Ui ∩ Uj −→ Rn, tal que φi([x1, · · · , xn+1] =

(y1, · · · , yn), onde y1 = x1
xi
, · · · , yn = xn

xi
, então φ−1i : Rn −→ Ui ∩ Uj é definida por

φ−1i (y1, · · · , yi−1, yi+1, · · · , yj, · · · , yn) =

[
x1
xi
, · · · , xi−1

xi
, 1,

xi+1

xi
, · · · , xj

xi
, · · · , xn+1

xi

]
.

Assim,

(
φj(φ

−1
i )
)
(y1, · · · , yn) = φj

(
φ−1i (y1, · · · , yn)

)
= φj

(
[x1, · · · , xn]

)
=

(
x1
xj
, · · · , xi

xj
, · · · , xj−1

xj
,
xj+1

xj
, · · · , xn

xj

)
.

Cada coordenada define uma aplicação diferenciável C : R −→ R tal que C(xk) =
xk
xj

onde k = 1, · · · , i, · · · , j−1, j+1, · · · , n, conclúımos que a aplicação φj ◦ φ−1i : φi(Ui∩
Uj) −→ φj((Ui ∩ Uj)) é diferenciável.

Exemplo 1.4. Qualquer aberto U de uma variedade diferenciável M é em si uma variedade

diferenciável. Os subconjuntos abertos dos sistemas de coordenadas de U são as interseções

de U com os subconjuntos abertos dos sistemas de coordenadas de M .

Seja {(Uα, φα)} uma estrutura diferenciável em M , assim temos: M =
⋃
α Uα e como

U ⊂ M podemos dizer que U =
⋃
α(U ∩ Uα). E ainda, para cada par α, β, φα(Uα ∩ Uβ) e

φβ(Uα ∩ Uβ) são abertos no Rn, logo, φα
∣∣
U

(Uα ∩ Uβ) e φβ
∣∣
U

(Uα ∩ Uβ) também são abertos

no Rn.

A aplicação φβ ◦ φ−1α : φα(Uα ∩Uβ) −→ φβ((Uα ∩Uβ)) é diferenciável, logo, φβ ◦ φ−1α :

φα
∣∣
U

(Uα ∩Uβ) −→ φβ
∣∣
U

(Uα ∩Uβ) também é diferenciável, portanto {(U ∩Uα, φα
∣∣
U

)}é uma

estrutura diferenciável em U .
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Exemplo 1.5. Sejam M e N variedades diferenciáveis de dimensão m e n respectivamente,

então o produto cartesiano M ×N é uma variedade de dimensão m+ n.

Definição 1.2. Seja M e N duas variedades diferenciáveis e ϕ uma aplicação tal que

ϕ : M −→ N . Então ϕ é diferenciável se dada duas cartas φ : U ⊂ M −→ V ⊂ Rm e

φ̃ : Ũ ⊂ N −→ Ṽ ⊂ Rn, a aplicação φ̃ ◦ ϕ ◦ φ−1 : φ(U ∩ ϕ−1(Ũ)) −→ Ṽ é diferenciável.

Um difeomorfismo ϕ : M −→ N é uma função diferenciável com inversa ϕ−1 também

diferenciável.

A definição de aplicações diferenciáveis independe da escolha das parametrizações.

De fato, sejam φ1 : U1 ⊂ M −→ V1 ⊂ Rm e φ̃1 : Ũ1 ⊂ N −→ Ṽ1 ⊂ Rn outras cartas de

M e N respectivamente, com ϕ(U1 ∩ U) ⊂ Ũ ∩ Ũ1.

Sabemos que φ̃ ◦ ϕ ◦ φ−1 : φ
(
(U1 ∩ U) ∩ ϕ−1(Ũ ∩ U1)

)
−→ φ̃(Ũ ∩ Ũ1) é diferenciável. Seja

φ1 ◦ φ−1 : (U1 ∩ U) ∩ ϕ−1(Ũ ∩ Ũ1) −→ φ1(U1 ∩ U) e φ̃1 ◦ φ̃−1 : φ̃(Ũ ∩ Ũ1) −→ φ̃1(Ũ ∩ Ũ1)

as funções de transição entre as cartas φ e φ1, φ̃ e φ̃1, logo são diferenciáveis. Assim,

φ̃1 ◦ ϕ ◦ φ−11 = φ̃1 ◦ φ̃−1 ◦ (φ̃ ◦ ϕ ◦ φ−1) ◦ φ ◦ φ−11 é uma composição de funções diferenciáveis.

Definição 1.3. Seja M uma variedade de dimensão n, p um ponto da variedade M e seja

F(M) o anel das funções reais de classe (C∞) definidas em M . Um vetor tangente a M em

p é uma função com valores reais v : F(M) −→ R que satisfaz:

(a) Dados a, b ∈ R e f, g ∈ F(M) então v(af + bg) = av(f) + bv(g), ou seja é linear.

(b) (Regra de Leibniz) v(fg) = v(f)g + fv(g)

Em cada ponto p ∈ M denotamos por TpM o conjunto formado por todos os vetores

tangentes de M em p. Podemos munir TpM com as operações de soma e multiplicação por

escalar:
+: TpM × TpM −→ TpM

(v, w) 7−→ v + w,

· : R× TpM −→ TpM

(a, w) 7−→ a · w = aw.

E assim, temos que o conjunto TpM é um espaço vetorial de dimensão igual à dimensão

de M , denominado espaço tangente à M em p. Vamos construir uma base para TpM :

Considere TM =
⋃
p TpM união disjunta dos espaços tangentes em cada ponto de M .

Um ponto em TM consiste no par (p, v) onde p ∈ M e v ∈ TPM . Pode-se mostrar que tal

TM é uma variedade diferenciável de dimensão 2n, chamada de fibrado tangente de M ,

(ver [3]).

TM = {(p, v); p ∈M e v ∈ TpM}.

Este é um espaço natural para trabalhar quando estivermos tratando com questões que

envolvem posição e velocidade.
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Uma curva em uma variedade diferenciável M é uma aplicação diferenciável α : I −→M

onde I é um intervalo de R. O vetor velocidade de α em t é o vetor α
′
(t) ∈ Tα(t)M definido

por:

α
′
(t) : F −→ R

f 7−→ α
′
(t).f =

df

dt
(f ◦ α).

Essa definição é motivada pela noção de derivada direcional em cálculo avançado. Seja φ :

U ⊂ M −→ V ⊂ Rn uma carta de M tal que dado p ∈ M , φ(p) = (x1, · · · , xn) ∈ V ⊂ Rn.

Seja α : I −→M , dada por φ(α(t)) = (x1(t), · · · , xn(t)), então:

α
′
(0).f =

d

dt
(f◦α)

∣∣∣∣
t=0

=
df

dt
(x1(t), · · · , xn(t))

∣∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

x
′
i(0)

∂f

∂xi

∣∣∣∣
t=0

=

(
n∑
i=1

x
′
i(0)

(
∂

∂xi

)
0

)
.f .

Agora dado v = α
′
(0) ∈ TpM , pelo que vimos acima α

′
(0) =

n∑
i=1

x
′
i(0)

∂

∂xi
, o que mostra

que os vetores

{
∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn

}
gera TpM . Por outro lado, se α

′
(0) = 0 então x

′
i(0) = 0

para i = 1, · · · , n. Dáı, segue que esses vetores são L.I. e portanto formam uma base de

TpM , em particular, a dimensão de TpM é n.

Definição 1.4. Seja ϕ : M −→ N uma função diferenciável. Em cada ponto p ∈ M , a

diferencial ϕ é a função

dϕp : TpM −→ Tϕ(p)N

v 7−→ dϕp(v) : F(N) −→ R
g 7−→ dϕp(v)(g) = v(g ◦ ϕ)

∀v ∈ TpM e g ∈ F(N).

Para cada ponto p ∈ M a diferencial dϕp é uma aplicação linear entre os espaços tan-

gentes. De fato, dados a ∈ R, v, w ∈ TpM , para todo g ∈ F(N), temos: dϕp(av + w)(g) =

(av+w)(g ◦ϕ) = av(g ◦ϕ) +w(g ◦ϕ) = a.dϕp(v)(g) + dϕp(w)(g) = (a.dϕp(v) + dϕp(w))(g).

Logo, conclúımos que dϕp(av + w) = a.dϕp(v) + dϕp(w).

Proposição 1.1. Seja ϕ : M −→ N uma aplicação diferenciável entre duas variedades

diferenciáveis e seja p ∈ M e v ∈ TpM . Tomemos uma curva diferenciável α : I −→ M

com α(0) = p e α
′
(0) = v. Então a diferencial de ϕ em p é dada por

dϕp(v) =
d

dt
(ϕ ◦ α)

∣∣∣∣
t=0

.

E mais ainda, a expressão acima não depende da escolha de α.

Demonstração. Considere β : I −→ N uma curva diferenciável com β(0) = 0 e β
′
(0) =

dϕp(α
′
(0)). Como β = ϕ ◦ α, segue que β

′
(0) =

d

dt
(ϕ ◦ α)

∣∣∣∣
t=0

.
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Portanto, dϕp(v) =
d

dt
(ϕ ◦ α)

∣∣∣∣
t=0

.

Vejamos que β
′
(0) independe da escolha de α:

Sejam φ−11 : U1 ⊂ Rn −→ M e φ−12 : U2 ⊂ Rm −→ N sistemas de coordenadas em p e

ϕ(p) respectivamente. Sabemos que ϕ é diferenciável se φ2 ◦ ϕ ◦ φ−11 : U1 ⊂ Rn −→ Rm é

diferenciável em φ1(p). Seja q = (x1, · · · , xn) ∈ U1 e (y1, · · · , ym) ∈ U2 então

(φ2 ◦ ϕ ◦ φ−11 )(q) = (y1(q), · · · , ym(q)). Exprimindo α na parametrização φ−11 temos (φ1 ◦
α)(t) = φ1(α(t)) = (x1(t), · · · , xn(t)) e exprimindo ϕ ◦ α = β na parametrização φ−12 temos

que φ2 ◦ β = φ2 ◦ (ϕ ◦ α) = (φ2 ◦ ϕ ◦ φ−11 ) ◦ (φ1 ◦ α) que é uma aplicação diferenciável de I

em Rm, e portanto,

(φ2 ◦ (ϕ ◦ α))(t) = ((φ2 ◦ ϕ ◦ φ−11 ) ◦ (φ1 ◦ α)(t))

= (φ2 ◦ ϕ ◦ φ−11 )(x1(t), · · · , xn(t))

= (y1(x1(t), · · · , xn(t)), · · · , yn(x1(t), · · · , xn(t))).

Logo, para todo g ∈ F(N), temos:

β
′
(0)g =

d

dt
(g ◦ β)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
g(y1(x1(t), · · · , xn(t)), · · · , yn(x1(t), · · · , xn(t)))

∣∣∣∣
t=0

=
n∑
i=1

m∑
j=1

x
′

i(0)

(
∂yj
∂xi

)
0

(
∂g

∂yj

)
0

=

[
n∑
i=1

x
′

i(0)

(
∂yj
∂xi

)
0

(
∂g

∂yj

)
0

]
g,∀j = 1, · · · ,m.

Assim, concluimos que a expressão de β
′
(0) na base

{(
∂

∂yj

)
0

}m
j=1

de Tϕ(p)N associada

à parametrização φ2 é dada por:

β
′
(0) =

(
n∑
i=1

∂y1
∂xi

x
′

i(0), · · · ,
n∑
i=1

∂ym
∂xi

x
′

i(0)

)
.

Isso mostra que β
′
(0) não depende da escolha de α. �

Definição 1.5. Um campo de vetores X de uma variedade diferenciável M é uma aplicação

X : M −→ TM que a cada ponto p ∈ M associa um vetor tangente X(p) ou Xp de TpM ,

onde
Xp : F(M) −→ R

f 7−→ Xp(f) = (Xf)(p).

9



Se X é um campo de vetores em M e f ∈ F(M) então denotamos por (Xf) o valor real

da função em M dado por (Xf)(p) = Xp(f) para todo p ∈M . O campo X é diferenciável se

a função Xf acima é diferenciável, para todo f ∈ F(M). Denotamos por X (M) o conjunto

de todos os campos vetoriais diferenciáveis de uma variedade diferenciável. A função acima

pode ser vista como a aplicação X : F(M) −→ F(M) definida por (Xf)(p) = Xp(f). Esta

aplicação tem as propriedades de uma derivação, ou seja, são satisfeitas:

i) X(af + bg) = aX(f) + bX(g) com a, b ∈ R e f, g ∈ F(M);

ii) X(fg) = X(f)g + fX(g) (Regra de Leibniz).

Reciprocamente, qualquer derivação D em F(M) vem a ser um campo de vetores di-

ferenciáveis. De fato, para cada ponto p ∈ M define Xp : F(M) −→ R, tal que Xp(f) =

D(f)(p). Essa interpretação de campo de vetor como derivação leva a uma importante

operação em campos vetoriais.

Seja X, Y ∈ X (M). Definimos:

[X, Y ] = XY − Y X.

Esta é uma função de F(M) em F(M) em que a cada f associa X(Y f)− Y (Xf), ou seja:

[X, Y ] : F(M) −→ F(M)

f 7−→ [X, Y ](f) : M −→ R
p 7−→ [X, Y ](f)(p) = [X, Y ]p(f)

onde [X, Y ](f) = (XY − Y X)(f) = X(Y f)− Y (Xf).

Dáı temos que [X, Y ](f)(p) é uma derivação em F(M) e portanto um campo vetorial em

M chamado colchete de X e Y .

Como visto acima, o colchete atribui a cada p ∈ M o vetor tangente [X, Y ]p tal que

[X, Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf). Além disso, o colchete tem as seguintes propriedades:

(a) [X, Y ] = −[Y,X] (antissimétrica) ,

(b) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z] e [X, aY + bZ] = a[X, Y ] + b[X,Z] (R-bilinearidade) ,

(c) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (identidade de Jacobi) .

O conjunto X (M) com a operação [·, ·] : X (M)×X (M) −→ X (M) dos campos de vetores

é uma álgebra de Lie real. Em geral, uma álgebra de Lie real (ou complexa) é um espaço

vetorial real(ou complexo) V com uma operação colchete [·, ·] : V × V −→ V que possui as

propriedades (a), (b) e (c) acima.

O próximo resultado é uma versão do teorema da existência e unicidade de equações

diferenciais.
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Proposição 1.2. Seja X um campo vetorial diferenciável em uma variedade diferenciável

M e p ∈ M . Então existe uma vizinhança aberta U de p, um intervalo I que contém a

origem 0 e uma aplicação diferenciável φ : I × U −→ M , tal que a curva αq : I −→ M

definida por αq(t) = φ(t, q) com q ∈ U é a única curva que satisfaz
∂

∂t
φ(t, q) = Xαq(t) e

αq(0) = q.

Uma curva com esta propriedade é chamada curva integral do campo vetorial X. Se

t é constante a seguinte proposição garante que a associação q 7−→ αq(t) define a função

φt : U −→M na vizinhança de U de p. Esta função é um fluxo local de X com as seguintes

propriedades:

(a) φ0 é a aplicação identidade de U ;

(b) φs ◦ φt = φt+s ∀s, t ∈ U ;

(c) Cada fluxo é um difeomorfismo com φ−1t = φ−t.

Observação 1.1. O colchete do campo de vetores pode ser interpretado como uma derivação

de Y em relação ao campo X, ou ao longo dos fluxos de X.

Proposição 1.3. Sejam X, Y campos vetoriais diferenciáveis em uma variedade M , p ∈M
e φt um fluxo local de X na vizinhança U de p, então:

[X, Y ]p = lim
t→0

1

t
[Yp − dφ−t(Yφt(p))].

A proposição acima é encontrada em [1]. Ela expressa em certo sentido, para cada p em

M , a taxa de variação de Y em direção a X, ou seja, ao longo da curva integral do campo

vetorial X passando por p.

Definição 1.6. Sejam M e N variedades diferenciáveis de dimensão m e n, respectivamente.

Uma aplicação diferenciável ϕ : M −→ N é uma imersão se dϕp : TpM −→ Tϕ(p)N é injetiva

para todo p ∈ M . Se, além disto, ϕ é um homeomorfismo sobre ϕ(M) ⊂ N , onde ϕ(M)

tem a topologia induzida por N , diz-se que ϕ é um mergulho. Se M ⊂ N e a inclusão

i : M −→ N é um mergulho, diz-se que, M é uma subvariedade de N .

Exemplo 1.6. A curva α : R −→ R2 definida por α(t) = (t3− 4t, t2− 4) é uma imersão que

possui auto-interseção no ponto (0, 0), portanto α não é um mergulho.

Exemplo 1.7. Uma superf́ıcie regular S ⊂ R3 é uma subvariedade de R3, pois a inclusão

i : S ⊂ R3 é um mergulho. Ver em [3], pág. 13.
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1.2 Métricas Riemannianas

Nesta seção veremos uma maneira de obter em cada ponto da variedade, o comprimento

de vetores tangentes que variam diferenciavelmente em cada ponto.

Definição 1.7. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que associa a cada ponto de M um produto interno gp = 〈·, ·〉p (ou seja,

uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espaço tangente TpM , que varia diferen-

ciavelmente no seguinte sentido: Para cada par de campos de vetores diferenciáveis X, Y

numa vizinhança de p, a aplicação p 7−→ 〈Xp, Yp〉p é diferenciável.

Uma variedade diferenciável M com uma métrica Riemanniana g é chamada uma vari-

edade Riemanniana e a denotamos por (M, g).

Seja

{
∂

∂xi

}n
i=1

uma base de TpM e sejam v, w ∈ TpM com

v =
n∑
i=1

ui
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

, w =
n∑
i=1

wi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

.

Então gp(v, w) =
∑
i,j

gij(p)v
iwj, onde

gij(p) = g

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
.

Observação 1.2. Se estendermos os vetores v e w para seus correspondentes campos de

vetores V e W , então gp(V,W ) = 〈V,W 〉p é uma função real diferenciável em M .

É usual deixar de indicar o ı́ndice p em 〈, 〉p sempre que não houver possibilidade de

confusão. A métrica Riemanniana g é uma matriz quadrada de ordem n× n, a qual é C∞

se cada função gij das entradas de g forem C∞. E ainda, tais funções gij são chamadas

expressão da métrica Riemanniana num sistema de coordenadas de M .

Exemplo 1.8. Seja M = Rn e tomemos como sistema de coordenadas a aplicação iden-

tidade. Dessa forma,
∂

∂xi
é identificado com Ei = (0, · · · , 1, · · · , 0). Considere a métrica

definida por g(Ei, Ej) = δij =

{
1, se i = j

0, se i 6= j
. O espaço Rn com esta métrica é chamado

espaço euclidiano.

Vamos ver agora quando duas variedades Riemannianas são ”consideredas”as mesmas,

ou seja, definiremos uma relação de equivalência entre as variedades Riemannianas.

Definição 1.8. Sejam M,N variedades Riemannianas. Uma isometria é um difeomorfismo

f : M −→ N que preserva as métricas, no seguinte sentido

〈u, v〉p = 〈(df)p(u), (df)p(v)〉f(p) para todo p ∈M ; u, v ∈ TpM. (1.1)
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Duas variedades Riemannianas são isométricas se houver uma isometria entre elas.

Definição 1.9. Sejam M e N variedades Riemannianas. Uma aplicação diferenciável

f : M −→ N é uma isometria local em p ∈ M se existe uma vizinhança U ⊂ M de p

tal que f : U −→ f(U) é um difeomorfismo satisfazendo 1.1.

Exemplo 1.9. (Subvariedades imersas) Seja f : M −→ N uma imersão (isto é, uma

aplicação diferenciável com dfp injetora para todo p em M). Se N possui uma métrica

Riemanniana g′, então f induz uma métrica Riemanniana g em M definida por

gp(u, v) = g′f(p)((df)p(u), (df)p(v)).

Esta métrica em M é chamada métrica induzida por f , e f é uma imersão isométrica.

Por exemplo, a métrica da esfera Sn−1 = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : x21 + · · · + x2n = 1}
induzida pela métrica do espaço Euclidiano Rn é chamada de métrica canônica em Sn−1.

Proposição 1.4. Toda variedade diferenciável admite uma métrica Riemanniana.

Demonstração. Ver [3], pág. 47. �

1.3 Conexão

A noção de derivada para campos de vetores será muito útil mais adiante para que

noções como curvatura por exemplo, fiquem mais claras. Seja X (M) o conjunto de todos

os campos de vetores diferenciáveis (C∞) na variedade diferenciável M e F(M) o anel das

funções reais de classe (C∞) definidas em M .

Definição 1.10. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X (M)×X (M) −→ X (M),

denotada por (X, Y ) 7−→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y (Regra de Leibniz), onde f, g ∈ F(M).

Nosso interesse em conexões afins reside no fato que a escolha de uma métrica Rieman-

niana em uma variedade M determina univocamente uma certa conexão afim de M , como

veremos no próximo teorema. Assim, podemos derivar campos de vetores em M . Alguns

autores o consideram o ”milagre”da geometria Riemanniana.
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Teorema 1.3. (Teorema de Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M , existe uma

única conexão afim ∇ em M satisfazendo as condições:

a)

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 X, Y, Z ∈ X (M); (1.2)

b)

∇XY −∇YX = [X, Y ] para todo X, Y ∈ X (M). (1.3)

Demonstração. Veja [3], pág. 61. �

Definição 1.11. A conexão do teorema anterior é chamada conexão de Levi-Civita ou

conexão Riemanniana.

Corolário 1.4. Dados X, Y, Z ∈ X (M) a conexão Riemanniana é caracterizada pela fórmula

de Koszul

2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈X,Z〉 − Z〈X, Y 〉

+〈[X, Y ], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉. (1.4)

Demonstração. Pelo teorema de Levi-Civita sabemos que existe uma única conexão ∇ tal

que

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, (1.5)

Y 〈X,Z〉 = 〈∇YX,Z〉+ 〈X,∇YZ〉, (1.6)

Z〈X, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉. (1.7)

Somando 1.5 e 1.6 e subtraindo 1.7, teremos, usando a simetria de ∇, que

X〈Y, Z〉+ Y 〈X,Z〉 − Z〈X, Y 〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉+ 〈∇YX,Z〉+ 〈X,∇YZ〉

− 〈∇ZX, Y 〉 − 〈X,∇ZY 〉

= 〈∇XY, Z〉+ 〈∇YX,Z〉+ 〈Y,∇XZ −∇ZX〉

+ 〈X,∇YZ −∇ZY 〉

= 〈∇XY, Z〉+ 〈∇YX,Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉+ 〈X, [Y, Z]〉

= 〈∇XY, Z〉 − 〈∇XY, Z〉+ 〈∇XY, Z〉+ 〈∇YX,Z〉

+ 〈Y, [X,Z]〉+ 〈X, [Y, Z]〉

= 2〈∇XY, Z〉+ 〈[Y,X], Z〉+ 〈Y, [X,Z]〉+ 〈X, [Y, Z]〉
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Portanto,

2〈∇XY, Z〉 = X〈Y, Z〉+ Y 〈X,Z〉 − Z〈X, Y 〉

+〈[X, Y ], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉+ 〈X, [Z, Y ]〉.

�

Um campo de vetores ao longo de uma curva α : I −→M é uma aplicação diferenciável

que atribui a cada t ∈ I um vetor tangente V (t) ∈ Tα(t)M . Dizer que V é C∞ significa que

para qualquer função diferenciável f em M , a função t 7−→ V (t)f é uma função C∞ em I.

Proposição 1.5. Seja M uma variedade Riemanniana com a conexão Riemanniana ∇, e

α uma curva em M . Então existe um único operador que associa um campo de vetores V

ao longo da curva α a um outro campo de vetores V ′(t) =
DV

dt
ao longo de α tal que:

i)
D(aV + bW )

dt
= a

DV

dt
+ b

DW

dt
(a, b ∈ R)

ii)
D(fV )

dt
=
df

dt
V + f

DV

dt
f ∈ F(M)

iii) Se V é induzido pelo campo vetorial Y ∈ X (M), isto é, V (t) = Yα(t) então
DV

dt
=

∇α′(t)Y

iv)
d

dt
〈V,W 〉 = 〈DV

dt
,W 〉+ 〈V, DW

dt
〉.

Demonstração. Ver [3], Prop. 2.2. �

O vetor V ′(t) é chamado a derivada covariante de V ao longo da curva α ou derivada

covariante induzida. Em especial, o caso em que
DV

dt
= 0, o campo de vetores V ao longo

da curva α é dito ser paralelo.

1.4 Curvatura

Nesta seção apresentaremos de forma objetiva algumas definições e resultados sobre

curvatura com base em [1] e [3]. A curvatura pode ser vista como uma ferramenta da

geometria diferencial que mede o quanto uma variedade Riemanniana deixa de ser euclidiana.

Definição 1.12. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondência

que associa a cada par X, Y ∈ X (M) uma aplicação R(X, Y ) : X (M) −→ X (M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, Z ∈ X (M)

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .
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Proposição 1.6. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das seguintes pro-

priedades:

(i) R é bilinear em X (M)×X (M), isto é,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1)

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

f, g ∈ F(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X (M).

(ii) Para todo par X, Y ∈ X (M), o operador curvatura R(X, Y ) : X (M) −→ X (M) é

linear, isto é,

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W

R(X, Y )fZ = fR(X, Y )Z,

f ∈ F(M), Z,W ∈ X (M).

Demonstração. Ver [3], Prop. 2.2. �

Podemos escrever, por conveniência, 〈R(X, Y )Z,W 〉 = (X, Y, Z,W ). Vejamos a seguir

algumas propriedades importantes da curvatura.

Proposição 1.7. Sejam X, Y, Z,W ∈ X (M). Então

i) R(X, Y ) = −R(Y,X),

ii) (X, Y, Z,W ) = −(X, Y,W,Z),

iii) (X, Y, Z,W ) = (Z,W,X, Y ),

iv) R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (Primeira Identidade de Bianchi).

Demonstração. Ver [3], Prop. 2.5. �

Definição 1.13. Um tensor de ordem r (covariante) é uma aplicação

T : X (M)× · · ·×X (M) −→ C∞(M) r-linear, onde C∞(M) é o conjunto das funções em M

com valores reais que são C∞, tal que

T (X1, · · · , fXi, · · · , Xr) = fT (X1, · · · , Xr) ∀Xi ∈ X (M) e f ∈ C∞(M).

A idéia de tensor é uma generalização natural da idéia de campo de vetores, e analoga-

mente aos campos de vetores, os tensores podem ser derivados covariantemente.
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Exemplo 1.10. O tensor curvatura de uma variedade Riemanniana M ,

R : X (M)×X (M)×X (M)×X (M) −→ F(M),

é definido por R(X, Y, Z,W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉, X, Y, Z,W ∈ X (M) É um tensor de

ordem 4, ou ainda, um 4-tensor.

Dado um espaço vetorial W com produto interno 〈·, ·〉, indicaremos por |U ∧ V | a ex-

pressão √
|U |2|V |2 − 〈U, V 〉2,

que representa a área do paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores

U, V ∈ W .

Proposição 1.8. Seja M uma variedade Riemanniana e σ ⊂ TpM um subespaço bidimen-

sional do espaço tangente TpM e sejam U, V ∈ σ dois vetores linearmente independentes.

Então

k(U, V ) =
〈R(U, V )U, V 〉
|U ∧ V |2

,

não depende da escolha dos vetores U, V ∈ σ.

Demonstração. Veja [3], Prop. 3.1. �

Definição 1.14. Dado um ponto p de uma variedade Riemanniana M e um subespaço

bidimensional σ ⊂ TpM o número real k(U, V ) = k(σ), onde {U, V } é uma base qualquer

de σ, é chamado curvatura seccional de σ em p.

Como vimos, a curvatura seccional é definida a partir do tensor curvatura. Reciproca-

mente, o próximo resultado afirma que o tensor curvatura pode ser determinado a partir da

curvatura seccional.

Teorema 1.5. O tensor curvatura em um ponto é unicamente determinado pela curvatura

seccional de todos os subespaços bidimensionais σ do espaço tangente TpM em p.

Demonstração. Veja [3], Lema 3.3. �

Uma variedade Riemanniana tem curvatura seccional constante se k(p) é constante para

todo plano σ e todo ponto p ∈ M . Se a curvatura seccional é zero em cada ponto, então a

variedade Riemanniana é dita flat. O espaço euclidiano Rn é um exemplo.

É fácil ver que se {U, V } é uma base ortonormal do subespaço bidimensional σ do espaço

tangente TpM , então a curvatura seccional é dada por

k(U, V ) = 〈R(U, V )U, V 〉. (1.8)
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Definição 1.15. Seja M uma variedade Riemanniana e p ∈M . Se {E1, E2, · · · , En} é uma

base ortonormal do espaço tangente TpM em cada ponto p, então a curvatura de Ricci é

dada por

r(X, Y ) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)Y,Ei〉.

Este é um tensor de ordem 2 tal que:

r(X, Y ) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)Y,Ei〉

=
n∑
i=1

〈R(Y,Ei)X,Ei〉 = r(Y,X),

isto é, r é simétrico. Tomando X unitário tal que o conjunto {X,E2, · · · , En} é uma base

ortonormal do espaço tangente, em cada ponto p ∈M , obtemos a curvatura de Ricci:

r(X) = r(X,X) =
n∑
i=2

〈R(X,Ei)X,Ei〉 =
n∑
i=2

k(X,Ei).

Seja r̂(X) =
n∑
i=2

R(Ei, X)Ei. Pelas propriedades do tensor curvatura, temos:

〈r̂(X), Ei〉 =

〈
n∑
i=2

R(Ei, X)Ei, Ei

〉

=
n∑
i=2

〈R(Ei, X)Ei, Ei〉

=
n∑
i=2

〈R(Ei, Ei)Ei, X〉

=

〈
X,

n∑
i=2

R(Ei, Ei)Ei

〉

= 〈X, r̂(Ei)〉,

ou seja, a transformação r̂, chamada transformação de Ricci, é auto-adjunta. Seus

autovalores são chamados as curvaturas principais de Ricci. Está relacionada com a

(forma quadrática) curvatura de Ricci por:
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r(X) =
n∑
i=2

〈R(X,Ei)X,Ei〉

=
n∑
i=2

〈R(Ei, X)Ei, X〉

=

〈
n∑
i=2

R(Ei, X)Ei, X

〉

= 〈r̂(X), X〉.

Se escolhermos uma base ortonormal {E1, · · · , En} de autovetores, note que a forma

quadrática r(X) = 〈r̂(X), X〉 pode ser diagonalizada e

r(ξ1E1 + · · ·+ ξnEn) = 〈r̂(ξ1E1 + · · ·+ ξnEn), ξ1E1 + · · ·+ ξnEn〉

= 〈ξ1r̂(E1) + · · ·+ ξnr̂(En), ξ1E1 + · · ·+ ξnEn〉

= 〈r̂(E1), E1〉ξ21 + · · ·+ 〈r̂(En), En〉ξ2n

=
n∑
i=1

r(Ei)ξ
2
i

Em particular, se λi é autovalor associado ao autovetor Ei, como

r(Ei) = 〈r̂(Ei), Ei〉 = 〈λiEi, Ei〉 = λi, os números r(Ei) podem ser identificados com as

curvaturas principais de Ricci e a coleção de sinais {sgn(r(E1)), · · · , sgn(r(En))} pode ser

identificada com a assinatura da forma quadrática r.

Definição 1.16. Seja {E1, · · · , En} uma base ortonormal de vetores tangentes à variedade

Riemanniana num ponto, o número real

ρ = r(E1) + · · ·+ r(En),

é chamada curvatura escalar no ponto.

Vejamos que podemos obter a curvatura escalar ρ através da curvatura seccional k

determinada nos elementos da base ortonormal. A curvatura escalar num ponto p de M é
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o número real dado por

ρ =
n∑
i=1

〈r̂(Ei), Ei〉

=
n∑
i=1

r(Ei)

=
n∑
i=1

n∑
j=1

k(Ei, Ej) com i 6= j

= 2
∑
i<j

k(Ei, Ej).

Alternativamente, ρ pode ser escrito como n(n−1) vezes a média de todas as curvaturas

seccionais no ponto dado.
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Caṕıtulo 2

Grupos de Lie e suas Álgebras de Lie

Neste caṕıtulo, introduziremos os conceitos de grupo de Lie e sua álgebra de Lie. A

álgebra de Lie associada à um grupo de Lie é definida como o espaço dos campos de vetores

invariantes (à esquerda ou direita) munido de um produto dado pelo colchete de Lie de

campo de vetores. O principal elo de ligação entre a álgebra de Lie e o grupo de Lie corres-

pondente é dada pela aplicação exponencial, e veremos adiante que ela é um difeomorfismo

local. As principais referências para este caṕıtulo são San Martin [8] e [9], Arvanitoyeorgos

[1] e Knapp [5].

2.1 Grupos de Lie

Definição 2.1. Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciável com estrutura de grupo

tais que as operações G × G −→ G, (x, y) 7−→ xy e G −→ G, x 7−→ x−1 são aplicações

diferenciáveis.

Observação 2.1. Pode-se definir grupos de Lie como:

Um grupo de Lie é um grupo cujo conjunto subjacente tem uma estrutura de variedade

diferenciável de tal forma que a aplicação produto

p : (g, h) ∈ G×G 7−→ gh ∈ G,

é diferenciável.

A razão disto é que se p : G×G −→ G é diferenciável então a aplicação inversa

i : g ∈ G 7−→ g−1 ∈ G está bem definida e é diferenciável pelo teorema da função impĺıcita

(veja [9], pág. 92).

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.1. Os conjuntos Rn, Cn, Hn são grupos de Lie com a adição de vetores.

Sejam x, y ∈ Rn, denotados por x = (x1, · · · , xn) e y = (y1, · · · , yn). A adição em Rn é a

aplicação +: Rn × Rn −→ Rn definida por (x, y) 7−→ x+ y = (x1, · · · , xn) + (y1, · · · , yn) =
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(x1 + y1, · · · , xn + yn). É fácil ver que (Rn,+) é um grupo.

Como as entradas da aplicação + são polinômios lineares, conclúımos que esta aplicação é

diferenciável. Portanto, Rn é um grupo de Lie com a operação de adição usual.

Exemplo 2.2. Os conjuntos R− {0}, C− {0}, H− {0} são grupos de Lie com a operação

de multiplicação.

Aqui, dados q1, q2 ∈ H− {0} com q1 = t1 + ix1 + jy1 + kz1 e q2 = t2 + ix2 + jy2 + kz2,

definimos a multiplicação em H− {0} da seguinte forma:

q1q2 = (t1 + ix1 + jy1 + kz1)(t2 + ix2 + jy2 + kz2)

= (t1t2 − x1x2 − y1y2 − z1z2) + (t1x2 + t2x1 + y1z2 − z1y2)i

+(t1y2 + y1t2 + z1x2 − x1z2)j + (t1z2 + t2z1 + x1y2 − y1x2)k.

Exemplo 2.3. A esfera unitária S1 é um grupo de Lie.

De fato, sabemos que S1 é uma variedade diferenciável. Consideremos S1 ⊂ C−{0} com

a multiplicação induzida de C− {0}. Dessa forma S1 pode ser identificado com o conjunto

{x+ yi ∈ C : x2 + y2 = 1}. Vejamos que S1 é um grupo de Lie.

i) Dados x1 + iy1, x2 + iy2 ∈ S1, ou seja, x21 + y21 = x22 + y22 = 1.

Assim, (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + (x2y1 + x1y2)i, é tal que

(x1x2 − y1y2)2 + (x2y1 + x1y2)
2 = x21x

2
2 − 2x1x2y1y2 + y21y

2
2 + x22y

2
1 + 2x1x2y1y2 + x21y

2
2

= (x21 + y21)(x22 + y22) = 1.

ii) Dado x+ iy ∈ S1, seja a+ ib o inverso de x+ iy em S1, então com um cálculo simples

obtemos a = x e b = −y, de forma que a2 + b2 = 1, ou seja, a+ ib ∈ S1.

iii) Agora considere as operações:

f : S1 × S1 −→ S1

(z1, z2) 7−→ z1.z2,
e
g : S1 −→ S1

z 7−→ z−1.

com z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 e z = x+ iy onde o produto é o definido no corpo dos

complexos. Temos que: f(z1, z2) = f(x1+iy1, x2+iy2) = x1x2−y2y1+i(x2y1+x1y2) =

(x1y2 − y2y1, x2y1 + x1y2) e g(z) = (x,−y). Isso mostra que f e g são diferenciáveis,

pois suas coordenadas são funções diferenciáveis. Portanto S1 é um grupo de Lie.

Exemplo 2.4. O produto cartesiano G×H de dois grupos de Lie é um grupo de Lie com a

estrutura da variedade produto e multiplicação definida por: (g1, h1)(g2, h2) = (g1g2, h1h2).
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Exemplo 2.5. Em particular, o n-toro T n = S1 × · · · × S1(n vezes) é um grupo de Lie de

dimensão n.

Exemplo 2.6. O grupo linear geral GL(n,R) = {A ∈Mn×n(R) : detA 6= 0} é um grupo de

Lie.

De fato, podemos associar a cada matrizA = (aij)n×n um ponto (a11, · · · , a1n, · · · , an1, · · · , ann)

com n2 coordenadas, ou seja, um ponto no espaço euclidiano Rn2
. Podemos definir o iso-

morfismo de espaços vetoriais:

ϕ : Mn(R) −→ Rn2

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an1 an2 . . . ann


n×n

7−→ ϕ(A) = (a11, a12, · · · , a1n, · · · , ann).

Mais ainda do ponto de vista topológico, ϕ é cont́ınua e tem inversa cont́ınua, ou seja, ϕ

é um homeomorfismo. Portanto o espaço das matrizes é uma variedade diferenciável, cuja

estrutura diferenciável é dada pela estrutura do espaço euclidiano.

Podemos dizer também que Mn(R) tem a topologia induzida por Rn2
.

Considere a aplicação determinante:

det : Mn(R) −→ R
A 7−→ det(A),

a qual é diferenciável em Mn(R), por ser um polinômio com n variáveis. Assim, temos que

GLn(R) = {A ∈Mn(R) : det(A) 6= 0} = det−1 (R \ {0}), onde R \ {0} é um subconjunto

aberto de R. Como det é cont́ınua, conclui-se que GLn(R) é um subconjunto aberto de

Mn(R).

Para mostrar que GL(n,R) é um grupo de Lie, basta ver que:

(i) GL(n,R) é um grupo com a operação de multiplicação usual de matrizes.

De fato, dados A,B ∈ GL(n,R) temos que det(A · B) = detA.detB 6= 0. Portanto,

A · B ∈ GL(n,R). E ainda, qualquer que seja A ∈ GL(n,R), existe A−1 ∈Mn(R) tal

que det(A−1) =
1

detA
6= 0. Logo, A−1 ∈ GL(n,R).

(ii) As operações (A,B) 7−→ A ·B e A 7−→ A−1 são diferenciáveis:

De fato, o produto emGL(n,R) é o produto usual de matrizes. SejamA = (aij)n×n, B =

(bij)n×n ∈ GL(n,R) então C = A · B = (cij)n×n é dado por cij =
∑n

k=1 aikbkj que é

um polinômio de grau 2 nas variáveis aij, bij. Portanto, a aplicação é diferenciável.

Definição 2.2. (a) Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G é um subgrupo e uma

subvariedade imersa de G.
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(b) Um subgrupo fechado de um grupo de Lie G é um subgrupo e um subconjunto fechado

de G.

Teorema 2.2. (Teorema de Cartan) Se H é um subgrupo fechado de um grupo de Lie

G então H é uma subvariedade de G e consequentemente um subgrupo de Lie de G. Em

particular, tal subgrupo possui a topologia induzida de G.

Demonstração. Ver [9], Teo. 6.15. �

Exemplo 2.7. O grupo linear especial SL(n,R) = {A ∈ GL(n,R) : detA = 1} é um

subgrupo de Lie de GL(n,R).

Vejamos que é um subconjunto fechado de GL(n,R). De fato, SL(n,R) = det−1({1}),
portanto é a imagem inversa de um subconjunto fechado de R por uma aplicação cont́ınua.

Portanto, pelo teorema 2.2, SL(n,R) é um subgrupo de Lie do grupo linear geral.

Exemplo 2.8. O grupo ortogonal O(n) = {A ∈ GL(n,R) : At = A−1} com a operação

usual de multiplicação de matrizes, é um subgrupo de Lie de GL(n,R).

(a) Vejamos que O(n) é um subgrupo de GL(n,R):

(i) Dados A,B ∈ O(n) então (A · B)t = (AB)t = BtAt = B−1A−1 = (AB)−1 =

(A ·B)−1, logo A ·B ∈ O(n),

(ii) Seja A ∈ O(n) então (A−1)t = (At)t = A = (A−1)−1, ou seja, A−1 ∈ O(n),

(b) O(n) é um subconjunto fechado de GL(n,R):

De fato, defina a função

f : GL(n,R) −→Mn(R)

A 7−→ AAt,

Note que f está bem definida. Considere A = (aij)n×n e a projeção na coordenada ij,

πij : Mn(R) −→ R, tal que π(A) = aij. Dessa forma, temos que At = (aji)n×n e

AAt =

(
n∑
k=1

aikakj

)
n×n

=

(
n∑
k=1

πik(A)πjk(A)

)
n×n

.

Isso prova que f é cont́ınua, pois cada coordenada é soma de funções cont́ınuas em R.

Como f−1({I}) = {A ∈ GL(n,R) : f(A) ∈ {I}}
= {A ∈ GL(n,R) : f(A) = I}
= {A ∈ GL(n,R) : AAt = I}
= O(n),

segue que O(n) é fechado em GL(n,R) pois é a imagem inversa de um fechado em Mn(R)

e f é cont́ınua. Pelo teorema 2.2, O(n) é um subgrupo de Lie do grupo linear geral.
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Observação 2.3. De modo análogo ao exemplo 2.8, pode-se verificar que GL(n,C) e

GL(n,H), munidos do produto usual de matrizes, são grupo de Lie.

Exemplo 2.9. O grupo unitário U(n) = {A ∈ GL(n,C) : AĀt = I} é um subgrupo de

Lie de GL(n,C).

(a) Vejamos que U(n) é um subgrupo de GL(n,C):

(i) Se A,B ∈ U(n) então AĀt = BB̄t = I. Assim, (AB)(AB)t = (AB)(ĀB̄)t =

ABB̄tĀt = AĀt = I. Portanto, AB ∈ U(n).

(ii) Seja A ∈ U(n), então A−1 = Āt. Assim, (A−1)(A−1)t = (Ā)t(A−1)t = (A−1Ā)t =

(A−1A)t = I t = I, concluindo que A−1 ∈ U(n).

(b) U(n) é um subgrupo fechado de GL(n,C):

De fato, consideremos a função

f : GL(n,C) −→Mn(C)

A 7−→ AĀt,

É claro que f está bem definida. Seja A = (aij + ibij)n×n ∈ GL(n,C), dáı deter-

minamos AA
t

= (
∑n

k=1(aikajk + bikbjk + i(bikajk − bjkaik))n×n. Assim, temos que as

funções coordenadas de f são cont́ınuas, logo f é cont́ınua. Agora, f−1({I}) = {A ∈
GL(n,C) : f(A) ∈ {I}} = {A ∈ GL(n,C) : AA

t
= I} = U(n). Então, U(n) é a

imagem inversa de um conjunto fechado, onde a funçao f é cont́ınua. Pelo Teorema

2.2, U(n) é um subgrupo de Lie de GL(n,C).

Exemplo 2.10. Considere o grupo simplético Sp(n) = {A ∈ GL(n,H) : AĀt = I}.

Aqui, dado um quatérnio q = t + ix + jy + kz, seu conjugado pode ser escrito como

q = t− ix− jy − kz.
Às vezes, é mais conveniente usar a definição equivalente:

Sp(n) = {A ∈ U(2n) : AtJ = JA−1},

onde

J =

(
0n×n −In×n
In×n 0n×n

)
.

Vejamos que Sp(n) é um subgrupo de U(2n):

(i) Dados A,B ∈ Sp(n) então AtJ = JA−1 e BtJ = JB−1. Dessa forma: (AB)tJ =

BtAtJ = BtJA−1 = JB−1A−1 = J(AB)−1. Portanto, AB ∈ Sp(n).
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(ii) SejaA ∈ Sp(n) entãoAtJ = JA−1 donde J = AtJA. Assim, (A−1)tJ = (A−1)tAtJA =

(AA−1)tJA = JA, portanto, (A−1)tJA−1 = JAA−1 = J , ou seja, A−1 ∈ Sp(n). Isso

conclui que Sp(n) é um subgrupo de U(2n).

Considere a aplicação

φ : U(2n) −→ M2n(R)

A 7−→ AtJA.

Tal aplicação é cont́ınua e Sp(n) = φ−1({J}), que é a imagem inversa de um fechado em

M2n(R) por uma aplicação cont́ınua, portanto um conjunto fechado.

Exemplo 2.11. O grupo SO(n) = {A ∈ O(n) : detA = 1} é um subgrupo de GL(n,R).

O grupo SO(n) pode ser escrito da seguinte forma:

SO(n) = {A ∈ O(n) : detA = 1}
= {A ∈ GL(n,R) : AAt = I e detA = 1}
= {A ∈ GL(n,R) : AAt = I} ∩ {A ∈ GL(n,R) ; detA = 1}
= O(n) ∩ SL(n,R).

Portanto, SO(n) é um subgrupo fechado de GL(n,R), pois é a interseção de dois subgrupos

fechados em GL(n,R). Pelo teorema 2.2, segue que SO(n) é um subgrupo de Lie.

Exemplo 2.12. Considere o grupo especial unitário SU(n) = {A ∈ U(n) : detA = 1}.

Procedendo da mesma forma do exemplo anterior, temos:

SU(n) = {A ∈ U(n) : detA = 1}
= {A ∈ GL(n,C) : AA

t
= I e detA = 1}

= {A ∈ GL(n,C) : AA
t

= I} ∩ {A ∈ GL(n,R) : detA = 1}
= U(n) ∩ SL(n,C).

Portanto, SU(n) é a interseção de dois subgrupos fechados de GL(n,C). Pelo teorema 2.2,

é um subgrupo de Lie.

Os grupos de Lie O(n), U(n) e Sp(n) também são definidos como grupos lineares de

isometria de Rn, Cn e Hn, respectivamente, da seguinte forma:

Indicaremos por K os corpos R, C ou H. Vamos definir um produto interno 〈·, ·〉 em Kn

por:

Seja x = (x1, · · · , xn) e y = (y1, . . . , yn) tal que

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn.
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Agora, seja O(n,R) = {A ∈Mn(R) : 〈xA, yA〉 = 〈x, y〉 ∀x, y ∈ Rn} o grupo das isometrias

de Rn. Vejamos que O(n,R) = O(n):

Seja A = (aij)n×n ∈ O(n), ou seja, I = AAt. Assim, δij =
n∑
k=1

aikajk. Podemos escrever:

n∑
k=1

aikajk = 1, se i = j,

n∑
k=1

aikajk = 0, se i 6= j.

Representando x e y como vetores em M1×n ∼= Rn, temos:

〈xA, yA〉 =

〈
(x1 · · ·xn)


a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann

 , (y1 · · · yn)


a11 . . . a1n
...

. . .
...

an1 . . . ann


〉

= 〈(x1a11 + · · ·+ xnan1, · · · , x1a1n + · · ·+ xnann),

(y1a11 + · · ·+ ynan1, · · · , y1a1n + · · ·+ ynann)〉

= (x1a11 + · · ·+ xnan1)(y1a11 + · · ·+ ynan1)+

· · ·+ (x1a1n + · · ·+ xnann)(y1a1n + · · ·+ ynann)

=
n∑

i,j=1

(
xiyj

n∑
k=1

aikajk

)

= x1y1 + · · ·+ xnyn = 〈x, y〉.

Dessa forma, A ∈ O(n) se, e somente se, A ∈ O(n,R). Logo, O(n) = O(n,R). De

forma análoga, mostra-se que U(n) e Sp(n) são grupos lineares de isometrias de Cn e Hn,

respectivamente.

Vejamos alguns isomorfismos entre grupos de Lie conhecidos e certos grupos de Lie

matriciais:

Proposição 2.1. Seja Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1}, então:

(a) SO(1) ∼= SU(1) ∼= {e},

(b) O(1) ∼= S0,

(c) SO(2) ∼= U(1) ∼= S1,

(d) SU(2) ∼= S3.

Demonstração. Os itens (a) e (b) são triviais.
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(c) Temos que SO(2) = {A ∈ O(2) : detA = 1}. Considere A =

(
a b

c d

)
tal que

detA = 1, ou seja, ad− bc = 1. Temos também que AAt = I, dessa forma:(
a b

c d

)(
a c

b d

)
=

(
1 0

0 1

)
.

Dáı temos:
a2 + b2 = 1 (I)

ac+ bd = 0 (II)

ad− bc = 1 (III)

c2 + d2 = 1 (IV)

Multiplicando (III) por c, teremos acd − bc2 = c (V). Substituindo (IV) e (II)

em (V), temos: −bd2 − b(1− d2) = c⇒ −bd2 − b+ bd2 = c⇒ c = −b.

Substituindo (V) em (II) temos: ac = −bd⇒ a(−b) = −bd⇒ a = d.

Portando, SO(2) =

{(
a −b
b a

)
: a, b ∈ R tal que a2 + b2 = 1

}
.

E ainda, U(1) = {A ∈ GL(1,C) : AA
t

= I} = {(a + bi) : a2 + b2 = 1} pode ser

identificado com {z ∈ C : |z| = 1}.

Dessa forma, definimos a aplicação:

φ : U(1) −→ SO(2)

(a+ bi) 7−→

(
a −b
b a

)
.

É claro que φ está bem definida. Considere a operação de multiplicação usual de

matrizes com entradas complexas. Dadas (a+ bi), (c+ di) ∈ U(1) temos:

φ((a+ bi)(c+ di)) = φ((ac− bd+ (bc+ ad)i)) =

(
ac− bd −bc− ad
bc+ ad ac− bd

)
=(

a −b
b a

)(
c −d
d c

)
= φ((a+ bi))φ((c+ di)).

Logo φ é um homomorfismo de grupos.

É fácil ver que φ é injetora e sobrejetora, e conclúımos que φ é um isomorfismo, ou

seja, U(1) ∼= SO(2).
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Consideremos agora a aplicação:

φ̃ : SO(2) −→ S1(
a −b
b a

)
7−→ a+ bi.

É claro que φ̃ está bem definida, pois, a2+b2 = 1. É fácil ver que φ̃ é um homomorfismo

bijetor, portanto um isomorfismo de grupos, ou seja, SO(2) ∼= S1.

Fazendo a composição φ̃ ◦ φ, temos um isomorfismo entre U(1) e S1, isso prova que

U(1) ∼= SO(2) ∼= S1.

(d) Temos que SU(2) = {A ∈ U(2) : detA = 1}. Fazendo alguns cálculos obtemos:

SU(2) =

{(
z1 z2

−z2 z1

)
; z1, z2 ∈ C e |z1|2 + |z2|2 = 1

}
.

Seja q = t+ ix+ jy + kz ∈ H. Identificamos q ∈ H com o ponto (t, x, y, z) ∈ R4, ou o

ponto (v1, v2) ∈ C2, onde v1 = t+ ix e v2 = y+ iz tal que v1, v2 ∈ C. Assim podemos

definir a aplicação:

φ : H −→M2(C)

q 7−→

(
v1 v2

−v2 v1

)
,

A aplicação φ está bem definida e é fácil ver que é bijetora.

Considerando a norma em H induzida pelo produto escalar canônico de R4, ou seja,

dado q ∈ H:

‖q‖ = 〈q, q〉
1
2 = (t2 + x2 + y2 + z2)

1
2 .

Dessa forma, podemos identificar S3 com o conjunto {q ∈ H : ‖q‖ = 1}.

Definindo a aplicação:

ϕ : S3 −→ SU(2)

q 7−→

(
v1 v2

−v2 v1

)
.

onde v1 = t+ ix e v2 = y + iz, v1, v2 ∈ C.

A aplicação ϕ está bem definida, pois, det(ϕ(q)) = t2+x2+y2+z2 = ‖t+ix+jy+kz‖ =

1.

Logo, ϕ(q) ∈ SU(2). O conjunto {q ∈ H : ‖q‖ = 1} identificado com S3 é um grupo

não abeliano com a operação de multiplicação de quatérnios. Pode-se mostrar que ϕ

é um homomorfismo de grupos, e ainda, ϕ é bijetora, por ser a restrição de φ sobre

S3. Dáı, conclúımos que ϕ é um isomorfismo de grupos.
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2.2 O espaço tangente a um grupo de Lie: Álgebras

de Lie

Grupos de Lie são objetos não lineares e seu estudo requer um grande esforço. Por outro

lado um dos mais simples objetos algébricos é o espaço vetorial. Nessa seção, veremos a

possibilidade de associar a cada ponto do grupo de Lie G um espaço vetorial, e este será o

espaço tangente do grupo de Lie num ponto. Com o uso de certos difeomorfismos no grupo

de Lie (translação à direita ou à esquerda) veremos que para estudar os espaços tangentes de

um grupo de Lie em qualquer ponto, basta analisar apenas o espaço tangente no elemento

identidade e do grupo.

Definição 2.3. Uma álgebra de Lie consiste de um espaço vetorial V munido de um produto

(colchete) [·, ·] : V × V −→ V que satisfaz as propriedades:

1. O colchete [·, ·] é bilinear, isto é, linear em cada uma das variáveis,

2. Antissimétrica, isto é, [X, Y ] = −[Y,X], para X, Y ∈ V ,

3. Identidade de Jacobi: para X, Y, Z ∈ V ,

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.

Exemplo 2.13. O espaço das matrizes quadradas Mn(R) é uma álgebra de Lie se estabe-

lecermos [A,B] = AB −BA, com A,B ∈Mn(R) e AB a multiplicação usual de matrizes.

Basta verificar as propriedades do colchete. Dados α, β ∈ R e A,B,C ∈Mn(R), temos:

(i) Antissimétrica: [A,B] = AB −BA = −(BA− AB) = −[B,A],

(ii) Bilinearidade:

[αA+ βB,C] = (αA+ βB)C − C(αA+ βB)

= αAC + βBC − αCA− βCB

= α(AC − CA) + β(BC − CB)

= α[A,C] + β[B,C]

30



e

[A,αB + βC] = A(αB + βC)− (αB + βC)A

= αAB + βAC − αBA− βCA

= α(AB −BA) + β(AC − CA)

= α[A,B] + β[A,C].

(iii) Identidade de Jacobi:

[A, [B,C]] = [A,BC − CB] = A(BC − CB)− (BC − CB)A

= ABC − ACB −BCA+ CBA,

[B, [C,A]] = [B,CA− AC] = B(CA− AC)− (CA− AC)B

= BCA−BAC − CAB + ACB,

[C, [A,B]] = [C,AB −BA] = C(AB −BA)− (AB −BA)C

= CAB − CBA− ABC +BAC.

Portanto, [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0.

O espaço tangente em um ponto não é apenas um espaço vetorial, mas como veremos é

isomorfo ao que definiremos como álgebra de Lie de um grupo de Lie. Este é um dos objetos

mais importantes para o estudo dos grupos de Lie e sua geometria.

Seja G um grupo de Lie e a ∈ G. Definimos as aplicações:

La : G −→ G

g 7−→ La(g) = ag,
e

Ra : G −→ G

g 7−→ Ra(g) = ga,

onde a aplicação La é chamada translação à esquerda e Ra é a translação à direita. Vejamos

que La e Ra são aplicações diferenciáveis. De fato:

Seja p : G × G −→ G o produto em G, portanto uma aplicação diferenciável, então La =

p
∣∣
{a}×G e Ra = p

∣∣
G×{a}. Logo são diferenciáveis.

Dada L−1a : G −→ G, temos que L−1a (ag) = g = a−1(ag) = La−1(ag). Assim, L−1a = La−1 .

De forma análoga, R−1a = Ra−1 e, portanto, são aplicações diferenciáveis. Dáı, conclúımos

que a translação à direita Ra e a translação à esquerda La são difeomorfismos. Com isto, as

aplicações dLg−1 : TgG −→ TeG e dRg−1 : TgG −→ TeG são aplicações lineares bijetoras, ou

seja, são isomorfismo entre espaços vetoriais.

Definição 2.4. (a) Um campo X de vetores tangentes a um grupo de Lie G é uma

aplicação que a cada ponto g ∈ G corresponde um vetor Xg ∈ TgG.

(b) Um campo X de vetores tangentes a um grupo de Lie G é invariante à esquerda

quando X ◦ La = dLa(X) para todo a ∈ G, mais explicitamente, Xag = (dLa)g(Xg),
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para todo a, g ∈ G.

Analogamente, X é invariante à direita, se para todo g ∈ G, (X ◦ Ra)g = Xga =

(dRa)g(Xg).

Observação 2.4. Um campo invariante à esquerda X fica completamente determinado

quando se conhece Xe. De fato, fixe a ∈ G então Xa = Xae = (dLa)e(Xe). Assim (dLa)e

leva um vetor Xe ∈ TeG em um vetor Xa ∈ TaG com a ∈ G.

Denotaremos por g o espaço vetorial dos campos invariantes à esquerda.

Vejamos que g é fechado em relação à operação colchete de campo de vetores. De fato,

dados X, Y ∈ g, a, p ∈ G e f uma função diferenciável em G, temos:

(dLa)e([X, Y ]e(f)) = (dLa)e(Xe(Y f)− Ye(Xf)),

= (dLa)e(Xe)(Y f)− (dLa)e(Ye)(Xf),

= Xa(Y f)− Ya(Xf),

= [X, Y ]a(f)

Dessa forma, temos que (g, [·, ·]) é uma álgebra de Lie de G. A dimensão desta álgebra de

Lie é igual à dimensão de G por causa do resultado seguinte:

Proposição 2.2. A aplicação α : g −→ TeG tal que α(X) = Xe, onde TeG indica o espaço

tangente a G no ponto e, é um isomorfismo entre espaços vetoriais. Se X ∈ g então X é

diferenciável.

Demonstração. Vejamos que α é linear e bijetora.

(i) α é linear;

Sejam X, Y ∈ g e λ ∈ K então:

α(X+λY ) = (X+λY )e = (X+λY )(e) = X(e)+λY (e) = Xe+λYe = α(X)+λα(Y ).

(ii) α é injetora;

De fato, sejam X, Y ∈ g com α(X) = α(Y ), temos que Xe = Ye. Dado g ∈ G então:

Xg = Xge = (dLg)e(Xe) = (dLg)e(Ye) = Yge = Yg, para todo g ∈ G, portanto X = Y .

(iii) α é sobrejetora.

Tome W ∈ TeG. Queremos mostrar que existe X ∈ g tal que α(X) = W , ou seja,

Xe = W . Seja (dLa)e : TeG −→ TLa(e)G tal que (dLa)e(Xe) = XLa(e) = Xae = Xa.

Portanto, basta definir um campo X em G por Xa = (dLa)e(W ). Vejamos que X ∈ g

e que α(X) = W :

Seja a ∈ G, logo, para todo g ∈ G,

Xag = (dLag)e(W ) = (dLa ◦ dLg)e(W ) = (dLa)g(dLg)e(W ) = (dLa)g(Xg),
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Portanto, X ∈ g. E ainda, α(X) = Xe = (dLe)e(W ) = Id(W ) = W .

Assim, concluimos que α é um isomorfismo entre espaços vetoriais.

�

Dados Z ∈ TeG, denotaremos por XZ o único campo invariante à esquerda tal que

XZ
e = Z. Através deste isomorfismo definimos o colchete de lie no espaço tangente TeG por:

Para U, V ∈ g então U = XU
e e V = XV

e , logo [U, V ] = [XU
e , X

V
e ] = [XU , XV ]e. Note que

assim o isomorfismo entre g e TeG torna-se um isomorfismo entre álgebras de Lie.

Exemplo 2.14. A álgebra de Lie do grupo linear geral GL(n,R) é a álgebra (Mn(R), [·, ·]).

O grupo GL(n,R) herda sua estrutura de variedade como uma subvariedade aberta

de Mn(R). Assim, da proposição (2.2) obtemos os isomorfismos canônicos entre espaços

vetoriais:

(A álgebra de Lie de GL(n,R)) ∼= Te(GL(n,R)) ∼= Te(Mn(R)) ∼= Mn(R),

onde e = Idn×n (matriz identidade). O primeiro isomorfismo é obtido do fato de que g e

TeG são isomorfos. O segundo é obtido pela identificação entre subvariedade aberta de uma

variedade diferenciável. Por fim, o terceiro isomorfismo é dado pela identificação canônica

entre espaços vetoriais.

Exemplo 2.15. Considere as aplicações La : Mn(R) −→ Mn(R) e Ra : Mn(R) −→ Mn(R),

com a ∈ Mn(R), as translações à esquerda e à direita no espaço vetorial das matrizes. As

translações La e Ra são transformações lineares. De fato, dados λ ∈ R e g1, g2 ∈ Mn(R)

temos:

La(g1 + λg2) = a(g1 + λg2) = ag1 + λag2 = La(g1) + λLa(g2),

e

Ra(g1 + λg2) = (g1 + λg2)a = g1a+ λg2a = Ra(g1) + λRa(g2).

Portanto, as aplicações La e Ra são diferenciáveis e (dLa)X = La e (dRa)X = Ra, para todo

X ∈Mn(R).

Vamos descrever os campos invariantes em GL(n,R).

Seja X : GL(n,R) −→Mn(R) e g ∈ GL(n,R) um campo invariante à esquerda, então:

Xg = Xge = (dLg)e(Xe) = Lg(Xe) = gXe, onde e é a matriz identidade. Assim, podemos

dizer que, para todo g ∈ GL(n,R) e A ∈ Te(GL(n,R)), temos que:

Xg = gA.

Analogamente, os campos invariantes à direita são da forma:

Xg = Ag.
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No caso das matrizes de ordem 1, teremos que La = Ra.

2.2.1 Álgebras Nilpotentes e álgebras solúveis

Para uso posterior, vamos definir álgebras de Lie nilpotentes e solúveis.

Definição 2.5. Seja g uma álgebra de Lie e h um subespaço vetorial de g, então:

(a) h é chamado uma subálgebra de Lie de g, se [X, Y ] ∈ h, para todo X, Y ∈ h.

(b) h é chamado um ideal em g, se [A,X] ∈ h, para todo X ∈ h e A ∈ g.

Definição 2.6. Uma álgebra de Lie g é abeliana se, [X, Y ] = 0 para todo X, Y em g.

Sejam g uma álgebra de Lie, a e b subconjuntos de g. Usaremos a notação [a, b] para

indicar o subespaço gerado por

{[A,B] ; A ∈ a, B ∈ b}.

Define-se, por indução, os seguintes subespaços de g:

g(0) = g

g′ = [g, g]
...

g(k) = [g(k−1), g(k−1)].

Não é dif́ıcil ver que esses subespaços são ideais de g (veja [8], pág. 39). Essa sequência de

ideais é conhecida por série derivada de g e suas componentes são as álgebras derivadas

de g. Tal sequência é decrescente, isto é,

g(k+1) ⊂ g(k).

Definição 2.7. Uma álgebra de Lie é solúvel se alguma de suas álgebras derivadas se anula,

isto é,

g(k0) = 0

para algum k0 ≥ 1 (e, portanto, g(k) = 0 para todo k ≥ k0).

Exemplo 2.16. g é abeliana se, e somente se, g′ = 0.

Exemplo 2.17. As álgebras de matrizes triangulares superiores

g =



∗ . . . ∗

. . .
...

∗


n×n


são solúveis.
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A série central descendente da álgebra de Lie g é definida, por indução, como:

g1 = g

g2 = [g, g]
...

gk = [g, gk−1].

Como produto de ideais é ideal, segue da definição que gk é um ideal para k ≥ 1. Dáı que

gk+1 = [g, gk] ⊂ gk e a série central descendente é, de fato, descendente:

g1 = g ⊃ g2 ⊃ . . . ⊃ gk ⊃ . . . .

Definição 2.8. Uma álgebra de Lie é nilpotente se sua série central descendente se anula

em algum momento, isto é,

gk0 = 0

para algum k0 ≥ 1 (e, portanto, gk = 0 para todo k ≥ k0).

Exemplo 2.18. A álgebra de Lie g =




0 . . . ∗
...

. . .
...

0 . . . 0


n×n

 é nilpotente.

Definição 2.9. Dizemos que um grupo de Lie G é solúvel (respectivamente nilpotente) se

sua álgebra de Lie é solúvel (respectivamente nilpotente).

2.3 Subgrupos a 1-parâmetro e a aplicação exponen-

cial

Nesta seção vamos estudar a descrição infinitesimal de um grupo de Lie G, a qual consiste

no conjunto dos subgrupos a 1-parâmetro de G. O matemático Sophus Lie (1842 − 1899)

chamou esta descrição de grupo infinitesimal.

Definição 2.10. Um subgrupo a 1-parâmetro de um grupo de Lie G é um homomorfismo

C∞, φ : (R,+) −→ G.

Note que φ : R −→ G é a curva em G tal que φ(0) = e, φ(t + s) = φ(t)φ(s) e φ(−t) =

φ(t)−1.

De fato, pela definição de homomorfismo é claro que φ(t + s) = φ(t)φ(s) para todo

t, s ∈ R. Em particular, φ(0) = φ(0 + 0) = φ(0)φ(0), logo φ(0) = e. E ainda, e = φ(0) =

φ(t− t) = φ(t+ (−t)) = φ(t)φ(−t), ou seja, φ(−t) = φ(t)−1, para todo t ∈ R.

Exemplo 2.19. A aplicação φ : (R,+) −→ (R\{0}, ·), definida por φ(t) = et é um subgrupo

a 1-parâmetro do grupo de Lie multiplicativo (R, ·), com o produto usual.
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Exemplo 2.20. A aplicação φ : R −→ S1 ∼= U(1) definida por φ(t) = eit é um subgrupo a

1-parâmetro de S1.

De fato, dados t, s ∈ R,

φ(t+ s) = ei(t+s) = eit+is = eiteis = φ(t)φ(s).

Portanto, φ é um homomorfismo de grupos.

Exemplo 2.21. A aplicação φ : R −→ GL(3,R) definida por

φ(t) =

 cos(t) sen(t) 0

−sen(t) cos(t) 0

0 0 et


é um subgrupo a 1-parâmetro do grupo de Lie GL(3,R).

De fato, dados t, s ∈ R,

φ(t+ s) =

 cos(t+ s) sen(t + s) 0

−sen(t + s) cos(t+ s) 0

0 0 et+s



=

 cos(t) cos(s)− sen(t)sen(s) sen(s) cos(t) + sen(t) cos(s) 0

−sen(t) cos(s)− sen(s) cos(t) cos(t) cos(s)− sen(t)sen(s) 0

0 0 etes



=

 cos(t) sen(t) 0

−sen(t) cos(t) 0

0 0 et


 cos(s) sen(s) 0

−sen(s) cos(s) 0

0 0 es


= φ(t)φ(s),

portanto, a aplicação φ é um homomorfismo de grupos. Além disso, é claro que φ é C∞,

pois cada entrada de φ são funções C∞.

Exemplo 2.22. A aplicação φ : R −→ SO(2) dada por φ(t) =

(
cos(t) sen(t)

−sen(t) cos(t)

)
é um

subgrupo a 1-parâmetro de SO(2).
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De fato, dados t, s ∈ R,

φ(t+ s) =

(
cos(t+ s) sen(t + s)

−sen(t + s) cos(t+ s)

)

=

(
cos(t) cos(s)− sen(t)sen(s) sen(s) cos(t) + sen(t) cos(s)

−sen(t) cos(s)− sen(s) cos(t) cos(t) cos(s)− sen(t)sen(s)

)

=

(
cos(t) sen(t)

−sen(t) cos(t)

)(
cos(s) sen(s)

−sen(s) cos(s)

)

= φ(t)φ(s),

logo a aplicação φ é um homomorfismo de grupos.

É claro que tal aplicação é C∞, pois suas entradas são funções C∞.

Teorema 2.5. A aplicação φ 7−→ dφ0(1) define uma correspondência um-a-um entre os

subgrupos a 1-parâmetro de G e o espaço TeG.

Demonstração. Seja V ∈ TeG e XV
g = (dLg)e(V ) o campo de vetores invariantes à esquerda

correspondente. Precisamos obter um homomorfismo, C∞, φV : R −→ G. Pela proposição

1.2, φ : I −→ G é a única curva integral de XV tal que φ(0) = e e dφt = XV
φ(t). Esta curva é

um homomorfismo, pois se fixarmos s ∈ I tal que s+ t ∈ I para todo t ∈ I, então as curvas

t 7→ φ(t+ s) e t 7→ φ(t)φ(s) satisfazem a equação anterior e leva 0 em φ(s). Pela unicidade

de soluções obtemos que

φ(t+ s) = φ(t)φ(s) (t, s ∈ I).

Agora, para estender φ para todo R, definimos φV (t) = φ

(
t

n

)n
para n suficientemente

grande, e este é o homomorfismo desejado. De fato,

φV (t+ s) = φ

(
t+ s

n

)n
=

(
φ

(
t

n
+
s

n

))n
=

(
φ

(
t

n

)
φ
( s
n

))n
= φ

(
t

n

)n
φ
( s
n

)n
= φV (t)φV (s).

A aplicação V 7→ φV é a inversa de φ 7→ dφ0(1), portanto, φ 7→ dφ0(1) é uma correspondência

um-a-um entre os subgrupos a 1-parâmetro de G e o espaço TeG. �

Usando a identificação do espaço tangente TeG com o conjunto de todos os campos

invariantes à esquerda g de G obtém-se o seguinte resultado:

Corolário 2.6. Para cada X ∈ g, existe um único subgrupo a 1-parâmetro φX : R −→ G

tal que φ′X(0) = Xe.

Demonstração. Segue da proposição 2.2 e do teorema 2.5. �
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Definição 2.11. A aplicação exponencial exp : g −→ G é definida por exp(X) = φX(1),

onde φX é o único subgrupo a 1-parâmetro de X.

Conforme [9], pág. 102, a aplicação exponencial exp : g −→ G é o objeto central usado

para transferir ao grupo de Lie G propriedades de sua álgebra de Lie g. A idéia básica de

sua construção é que por definição os elementos de g são EDO’s em G, ou seja, campos

invariantes, que possuem fluxos, os quais são formados por difeomorfismos locais de G. Os

elementos formadores desses fluxos se identificam naturalmente a elementos de G, permi-

tindo construir a partir de X um subgrupo de G parametrizado por t ∈ R.

Agora, precisamos de uma relação entre φX e φsX com s ∈ R.

Considere a aplicação h(t) = φX(st), onde h é um subgrupo a 1-parâmetro com h′(t) =

sφ′X(st), ou seja, h′(0) = sφ′X(0) = sXe.

Por outro lado, pelo corolário 2.6, φ′sX(0) = sX. Portanto, φX(st) = φsX(t).

Corolário 2.7. A curva γ(t) = exp(tX) é o único homomorfismo em G com γ′(0) = X.

Sendo φX um homomorfismo, segue que exp(s + t)X = exp(sX)exp(tX) e (exp(tX))−1 =

exp(−tX).

Demonstração. A exponencial exp: g −→ G definida por exp(tX) = φtX(1) é tal que φtX(1)

é o único subgrupo a 1-parâmetro determinado por X, logo γ(t) = exp(tX) com X ∈ g, é

o único homomorfismo em G. Sendo φX um homomorfismo, temos:

exp(s+ t)X = φ(s+t)X(1) = φX(s+ t) = φX(s)φX(t) = φsX(1)φtX(1) = exp(sX)exp(tX),

e ainda,

exp(−tX) = φ−tX(1) = φX(−t) = φX(t)−1 = φtX(1)−1 = exp(tX)−1.

Agora vejamos que γ
′
(0) = X. Vamos calcular a diferencial (dexp)o : g −→ g da aplicação

exponencial na origem o ∈ g. Tome a curva α(t) = tX em g com α(0) = o e α′(0) = X ∈ g,

então:

(dexp)o(X) =
d

dt
(exp ◦ α)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(exp(tX))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
φX(t)

∣∣∣∣
t=0

= φ′X(0) = X.

Portanto, γ′(0) = (dexp)0(X) = X. �

Na demonstração anterior vimos que (dexp)o = Id, onde Id é a aplicação identidade,

logo pelo Teorema da Função Inversa vale o seguinte resultado:

Proposição 2.3. Existe uma vizinhança V de o ∈ g que é difeomorfa a uma vizinhança U

da identidade e ∈ G, tal que U = exp(V ).

Observação 2.8. A vizinhança U é chamada de vizinhança normal.
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A próxima observação será útil para apresentarmos alguns exemplos.

Observação 2.9. Se φ(t) é um subgrupo a 1-parâmetro de G, então podemos expressar as

derivadas da seguinte forma:

φ′(t) = lim
h−→0

1

h
(φ(t+ h)− φ(t))

= lim
h−→0

1

h
(φ(t)φ(h)− φ(t))

= lim
h−→0

1

h
(φ(h)− e)φ(t)

=

(
lim
h−→0

1

h
(φ(h)− e)

)
φ(t)

= Aφ(t),

onde A = lim
h−→0

1

h
(φ(h)− e). Portanto, φ′(t) = Aφ(t).

Este limite existe porque o grupo G é uma variedade diferenciável e as funções coordenadas

são funções diferenciáveis.

Exemplo 2.23. Seja A ∈ Mn(R), veremos que a curva φ(t) = etA é bem definida. Ela é a

única solução do sistema φ′(t) = Aφ(t)

φ(0) = Id
.

A matriz A será chamada de gerador infinitesimal do subgrupo φ(t).

Por exemplo, considere

φ(t) =

(
cos(t) sen(t)

−sen(t) cos(t)

)
∈ SO(2).

Assim,

φ′(t) =

(
−sen(t) cos(t)

−cos(t) −sen(t)

)
=

(
0 1

−1 0

)(
cos(t) sen(t)

−sen(t) cos(t)

)
.

Neste caso o gerador infinitesimal de

φ(t) =

(
cos(t) sen(t)

−sen(t) cos(t)

)
,

é a matriz A =

(
0 1

−1 0

)
no sentido que φ(t) = etA. Aqui etA representa a exponencial
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de matrizes, a qual veremos a seguir.

Definição 2.12. Seja A uma matriz n× n (real ou complexa), definimos:

eA :=
∞∑
k=0

Ak

k!
= I + A+

A2

2!
+
A3

3!
+ · · · .

Proposição 2.4. Para toda matriz A (complexa) de ordem n, a exponencial eA é dada por

uma série convergente. Além disso,

(i) eXeY = eX+Y se X e Y comutam;

(ii) eX é não singular;

(iii) t 7→ etX é uma curva diferenciável em GL(n,C) que é igual a Id quando t = 0;

(iv)
d

dt

(
etX
)

= XetX ;

(v) det(eX) = etr(X);

(vi) X 7→ eX é uma aplicação C∞ no espaço das matrizes de ordem n em si mesmo.

Demonstração. Defina a norma ‖ ·‖ em Mn(R) por ‖A‖ = max
0≤i≤n

|A|i, onde |A|i é a soma dos

valores da i-ésima linha de A. Então, pode-se verificar que ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ e ‖A + B‖ ≤
‖A‖+ ‖B‖. Assim,

‖eA‖ ≤ 1 + ‖A‖+
‖A‖2

2!
+
‖A‖3

3!
+ · · · =

∞∑
k=0

‖A‖k

k!
= e‖A‖

Logo, a série é absolutamente convergente, portanto convergente. Para (i) temos

eXeY =

(
∞∑
r=0

1

r!
Xr

)(
∞∑
s=0

1

s!
Y s

)
=
∑
r,s

1

r!s!
XrY s

=
∞∑
N=0

N∑
k=0

XkY N−k

k!(N − k)!
=

∞∑
N=0

1

N !

N∑
k=0

(
N

k

)
XkY N−k

=
∞∑
N=0

1

N !
(X + Y )N = eX+Y .

Para vermos (ii) basta usar o item (i) fazendo Y = −X, então obtemos eXe−X = eX+(−X) =
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e0 = 1, logo, e−X =
(
eX
)−1

, dáı concluimos que eX é não-singular. Para (iii) e (iv) temos

d

dt

(
etX
)

=
d

dt

∞∑
N=0

1

N !
(tX)N =

∞∑
N=0

d

dt

[
1

N !
(tX)N

]

=
∞∑
N=1

N

N !
tN−1XN = X

∞∑
N=1

1

(N − 1)!
(tX)N−1 = XetX .

Em (v), se X é uma matriz triangular superior, então eX também é triangular superior. E

ainda, det(eX) depende unicamente das entradas da diagonal de eX , que depende unicamente

das entradas da diagonal de X. Neste caso, det(eX) = etr(X). Uma matriz complexa geral

é da forma gXg−1, onde X é uma matriz triangular superior, e então temos

det(egXg
−1

) = det(geXg−1) = det(eX) = etr(X) = etr(gXg−1).

Por fim em (vi), temos que a aplicação X 7−→ eX é definida pela soma de uma série onde

cada termo é uma função C∞. Portanto, a aplicação é C∞. �

Exemplo 2.24. Como vimos no exemplo 2.14 a álgebra de Lie do grupo linear geral

GL(n,R) é o espaço Mn(R). Neste caso os termos da aplicação exponencial coincidem

com a aplicação exponencial de matrizes.

A aplicação φ : R −→ GL(n,R) dada por φ(t) = etA é um subgrupo a 1-parâmetro em

GL(n,R), ou seja, φ é um homomorfismo tal que φ(0) = Id e

φ′(t) =
d

dt

(
∞∑
k=0

tkAk

k!

)
=
∞∑
k=1

tk−1Ak

(k − 1)!
=
∞∑
k=1

tk−1Ak−1A

(k − 1)!
= A

∞∑
k=0

tkAk

k!
= Aφ(t).

Logo, φ′(0) = Aφ(0) = A. Dessa forma, a aplicação exponencial exp: Mn(R) −→ GL(n,R)

é dada por expA = eA = φA(1), onde φA é o único subgrupo a 1-parâmetro associado ao

campo A.

O próximo resultado será útil para determinar o colchete das álgebras de Lie de certos

grupos de Lie. Tal resultado é encontrado em [1].

Lema 2.10. Para quaisquer dois campos de vetores X, Y na variedade M com seus fluxos

correspondentes αt e βt sobre o ponto p ∈ M que estão próximos de um ponto fixo o ∈ M ,

o colchete é dado por

[X, Y ]o = lim
t−→0

γ′(t),

onde γ(t) = β−
√
t

(
α−
√
t

(
β√t

(
α√t(o)

)))
.

Exemplo 2.25. Vamos mostrar que o colchete em Mn(R) é dado por [A,B] = AB − BA.

Sejam XA e XB, campos invariantes à esquerda correspondentes às matrizes A,B ∈Mn(R),

então [A,B] = [XA, XB]Id.
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Sejam αt e βt os fluxos associados aos campos A e B, onde α, β : U × I −→ GL(n,R)

com U aberto em GL(n,R) e I ⊂ R. Assim a curva integral do campo XA em um ponto

g ∈ GL(n,R) é dada por α(g, t) = αt(g) = gexp(tA). Analogamente, a curva integral para

o campo XB num ponto g é dada por βt(g) = gexp(tB). Tomando como ponto fixo em

GL(n,R) a matriz identidade Id, podemos escrever a curva γ da seguinte forma:

γ(t) = exp(
√
tA)exp(

√
tB)exp(−

√
tA)exp(−

√
tB),

que também pode ser expressa por:

γ(t) = e
√
tAe
√
tBe−

√
tAe−

√
tB.

Dáı, temos que:

γ′(t) = e
√
tA A

2
√
t
e
√
tBe−

√
tAe−

√
tB + e

√
tAe
√
tB B

2
√
t
e−
√
tAe−

√
tB + e

√
tAe
√
tBe−

√
tA

(
− A

2
√
t

)
e−
√
tB

+ e
√
tAe
√
tBe−

√
tAe−

√
tB

(
− B

2
√
t

)
.

Usando a exponencial de matrizes eX = I + X +
X2

2!
+ · · · , podemos escrever γ′(t) da

seguinte maneira:

γ′(t) = e
√
tA A

2
√
t

(
I +
√
tB + SB(t)

)
e−
√
tAe−

√
tB + e

√
tAe
√
tB B

2
√
t

(
I −
√
tA+ SA(t)

)
e−
√
tB

+ e
√
tA
(
I +
√
tB + SB(t)

)
e−
√
tA

(
− A

2
√
t

)
e−
√
tB

+ e
√
tAe
√
tB
(
I −
√
tA+ SA(t)

)
e−
√
tB

(
− B

2
√
t

)
,

onde SA(t) =
∞∑
k=2

(−
√
tA)k

k!
e SB(t) =

∞∑
k=2

(
√
tB)k

k!
.

Logo, lim
t−→0

γ′(t) =
AB

2
− BA

2
− BA

2
+
AB

2
= AB −BA = [A,B] = [XA, XB]Id.

Exemplo 2.26. A álgebra de Lie do grupo ortogonal O(n) é o espaço

o(n) = {A ∈Mn(R) : At = −A}

das matrizes reais antissimétricas. Por isso, dimO(n) = 1
2
n(n − 1). Vamos provar que

TId (O(n)) = o(n).
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Seja γ(s) uma curva em O(n) tal que γ(0) = Id. Então

γ(s)(γ(s))t = Id.

Derivando esta equação obtemos:

γ′(s)(γ(s))t + γ(s)(γ′(s))t = 0,

como γ(0) = Id, em s = 0, temos:

γ′(0) + (γ′(0))t = 0.

Logo, TId (O(n)) ⊂ o(n).

Por outro lado, se A ∈ o(n), a curva γ(s) = esA satisfaz γ(0) = Id e γ′(0) = A. Além

disso, pela proposição 2.4, temos:

(γ(s))t = (esA)t =

(
∞∑
k=0

(sA)k

k!

)t

=
∞∑
k=0

(sAt)k

k!
= esA

t

= es(−A) =
(
esA
)−1

= (γ(s))−1,

então γ(s) ∈ O(n) e o(n) ⊂ TId (O(n)). Portanto, TId (O(n)) = o(n).

Exemplo 2.27. A álgebra de Lie do grupo unitário U(n) é o espaço

u(n) = {A ∈Mn(C) : A
t

= −A}

das matrizes hermitianas complexas. As entradas da diagonal são todas imaginários puros

e dimC U(n) = n2. Vamos provar que TId(U(n)) = u(n).

Seja γ(s) uma curva em U(n) tal que γ(0) = Id. Então,

γ(s)(γ(s))t = Id.

Derivando ambos os membros da equação, obtemos:

γ′(s)(γ(s))t + γ(s)(γ′(s))t = 0,

como, γ(0) = Id, em s = 0, temos:

γ′(0) + (γ′(0))t = 0.

Logo, TId(U(n)) ⊂ u(n).

Por outro lado, se A ∈ u(n), a curva γ(s) = esA satisfaz γ(0) = Id e γ′(0) = A. Além

43



disso, usando a proposição 2.4, temos:

(γ(s))t = (esA)t =

(
∞∑
k=0

(sA)k

k!

)t

=
∞∑
k=0

(sA
t
)k

k!
= esA

t

= es(−A) =
(
esA
)−1

= (γ(s))−1,

então γ(s) ∈ U(n) e u(n) ⊂ TId(U(n)).

Exemplo 2.28. A álgebra de Lie do grupo unitário especial SU(n) é o conjunto

su(n) = {A ∈Mn(C);A
t

= −A e tr(A) = 0}

. E ainda, dimSU(n) = n2 − 1. Basta ver que A ∈ su(n) se, e somente se, esA ∈ SU(n).

Se A ∈ su(n) então, (
esA
)t

= esA
t

= es(−A) =
(
esA
)−1

.

E ainda,

det(esA) = etr(sA) = estr(A) = es0 = 1,

portanto, esA ∈ SU(n).

Por outro lado, se esA ∈ SU(n) então,

esA
(
esA
)t

= Id(
esA
)t

=
(
esA
)−1

esA
t

= es(−A).

Como a aplicação exponencial é difeomorfismo numa vizinhança do 0, segue que A
t

= −A.

E ainda,

es0 = 1 = det(esA) = etr(sA) = estr(A),

logo, tr(A) = 0 e, portanto, A ∈ su(n).

Exemplo 2.29. A álgebra de Lie do grupo linear especial SL(n,R) é o conjunto

sl(n) = {A ∈Mn(R); tr(A) = 0}

e sua dimensão é n2 − 1. Vejamos que A ∈ sl(n) se, e somente se, esA ∈ SL(n,R).

Se A ∈ sl(n) então tr(A) = 0. Assim,

det(esA) = etr(sA) = estr(A) = es0 = 1,

logo, esA ∈ SL(n,R).
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Por outro lado, se esA ∈ SL(n,R) então,

es0 = 1 = det(esA) = etr(sA) = estr(A).

Da proposição 2.3, a aplicação exponencial é um difeomorfismo numa vizinhança de 0,

portanto, tr(A) = 0, ou seja, A ∈ sl(n).

Exemplo 2.30. A álgebra de Lie do grupo ortogonal especial SO(n) é a mesma álgebra

de Lie de O(n), isto é, so(n) = o(n) e portanto a dimensão de SO(n) é 1
2
n(n − 1). Vamos

provar que TId(SO(n)) = o(n).

Seja γ(s) uma curva de SO(n) tal que γ(0) = Id. Então,

γ(s)(γ(s))t = Id.

Derivando ambos os membros da equação acima:

γ′(s)(γ(s))t + γ(s)(γ′(s))t = 0.

Como γ(0) = Id, em s = 0, temos:

γ′(0) + (γ′(0))t = 0,

logo, TId(SO(n)) ⊂ o(n).

Por outro lado, se A ∈ o(n), a curva γ(s) = esA satisfaz γ(0) = Id e γ′(0) = A. Além

disso,

(γ(s))t = (esA)t = esA
t

= es(−A) = (esA)−1 = (γ(s))−1.

E ainda,

det(γ(s)) = det(esA) = etr(sA) = estr(A) = es0 = 1.

Então γ(s) ∈ SO(n) e o(n) ⊂ TId(SO(n)). Portanto, o(n) = TId(SO(n)), ou seja,

so(n) = o(n).

Exemplo 2.31. A álgebra de Lie do grupo simplético Sp(n) é o conjunto

sp(n) = {A ∈Mn(H);A
t

= −A}.

Vejamos que A ∈ sp(n) se, e somente se, esA ∈ Sp(n).

Se A ∈ sp(n), então,

(esA)t = esA
t

= es(−A) = (esA)−1,

portanto, esA ∈ Sp(n). Por outro lado, se esA ∈ Sp(n) então (esA)t = (esA)−1, ou seja,
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esA
t

= es(−A). Pelo fato da aplicação exponencial ser um difeomorfismo numa vizinhança da

origem, segue que A
t

= −A. Portanto, A ∈ sp(n).

No que diz respeito à topologia dos grupos temos que SO(n), O(n), SU(n), U(n) e Sp(n)

são compactos (são subconjuntos fechados e limitados do grupo linear geral). Os grupos

SO(n), U(n), SU(n), e Sp(n) são conexos. A condição de ortogonalidade para O(n) implica

que se A ∈ O(n) então det(A) = ±1, ou seja, O(n) tem duas componentes conexas, onde

uma delas é SO(n) (veja [1], pág. 19).

Exemplo 2.32. (Grupo de Heisenberg) O grupo de Heisenberg, que denotaremos por H é

descrito por todas as matrizes de ordem 3 da forma 1 a b

0 1 c

0 0 1


onde a, b, c ∈ R. Seja h a álgebra de Lie do grupo de Heisenberg, então tome v ∈ h e uma

curva γ : I −→ H tal que

γ(s) =

 1 a(s) b(s)

0 1 c(s)

0 0 1

 ,

γ(0) = Id e γ′(0) = v. Assim,

γ
′
(s) =

 0 a′(s) b′(s)

0 0 c′(s)

0 0 0

 e γ
′
(0) =

 0 x) y

0 0 z

0 0 0

 ,

com x = a′(0), y = b′(0) e z = c′(0). Logo,

h =


 0 x y

0 0 z

0 0 0

 ; x, y, z ∈ R


é a álgebra de Lie do grupo de Heisenberg, que é conhecido como o conjunto das matrizes

triangulares superiores.

Teorema 2.11. (Teorema de Lie)

(1) Para cada álgebra de Lie g existe um grupo de Lie G (não necessariamente único)

cuja álgebra de Lie associada é g.

(2) Seja G um grupo de Lie com a álgebra de Lie g. Se H é um subgrupo de G com álgebra

de Lie h, então h é uma subálgebra de Lie de g. Por outro lado, para cada subálgebra

de Lie h de g, existe um único subgrupo de Lie conexo H de G que tem h como álgebra

de Lie. Além disso, os subgrupos normais de G correspondem aos ideais em g.
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(3) Sejam G1 e G2 grupos de Lie com suas correspondentes álgebras de Lie g1 e g2. Se

g1 ∼= g2 (isomorfismo de álgebras de Lie), então G1 e G2 são localmente isomorfos.

Se os grupos de Lie G1 e G2 são simplesmente conexos, então G1 é isomorfo a G2.

Demonstração. Ver em [1], Teo. 1.14. �

2.4 Uma introdução à Teoria da Representação

Há vários motivos para olhar para representações. Por exemplo, uma representação é

muito útil para a compreensão do grupo e seus posśıveis invariantes. Um outro importante

conceito a ser desenvolvido será o de representação adjunta de um grupo de Lie que, a grosso

modo, é uma medida da não-comutatividade do grupo.

Definição 2.13. Uma representação (dimensão finita) de um grupo de Lie G em um espaço

vetorial V de dimensão finita é um homomorfismo φ : G −→ Aut(V ), onde Aut(V ) é o espaço

dos automorfismos de V .

A dimensão da representação é a dimensão do espaço vetorial V .

Denotemos por (G, V ) a representação de G em V ou simplesmente por V .

A aplicação φ é necessariamente cont́ınua.

Definição 2.14. Se (G, V ) é uma representação de G e g ∈ G, v ∈ V então definimos uma

ação de G em V como sendo a aplicação Φ: G× V −→ V tal que Φ(g, v) = φ(g)(v).

Vamos denotar Φ(g, v) simplesmente por g · v.

Dessa forma, obtemos e·v = v, ou seja, Φ(e, v) = v e, dados g1, g2 ∈ G, então g1 ·(g2 ·v) =

(g1g2 · v), ou ainda, Φ(g1,Φ(g2, v)) = Φ(g1g2, v).

Observação 2.12. Se V é um espaço vetorial real (complexo ou quaterniônico) e se, para

todo g em G, as aplicações definidas por Φ: v ∈ V 7−→ Φ(g, v) ∈ V são lineares, a corres-

pondente representação é chamada real (complexa ou quaterniônica).

Definição 2.15. Seja (G, V ) uma representação. Um subespaço U de V é chamado invari-

ante ou G-invariante se g · U ⊂ U , para todo g ∈ G.

Observação 2.13. Toda representação (G, V ) tem sempre pelo menos dois subespaços

invariantes, que são {0} e V .

Definição 2.16. Uma representação é chamada irredut́ıvel se os únicos subespaços inva-

riantes são {0} e V .

Definição 2.17. Duas representações φ1 : G −→ Aut(V1) e φ2 : G −→ Aut(V2) são equi-

valentes (φ1
∼= φ2) se os espaços vetoriais V1 e V2 são G-isomorfos, isto é, existe um

isomorfismo linear A : V1 −→ V2 tal que

A(φ1(g)(v)) = φ2(g)(A(v)), ∀ g ∈ G e v ∈ V1
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Mais precisamente,

V1
φ1(g)−→ V1

A

y yA
V2

φ2(g)−→ V2

o diagrama acima é comutativo.

Definição 2.18. Sejam (G, V ) e (G,W ) duas representações. A aplicação linear f : V −→
W é dita G-equivariante se f(g · v) = g · f(v), para todo g ∈ G e v ∈ V .

Lema 2.14. (Lema de Schur - 1a versão) Sejam V e W duas representações irredut́ıveis de

G, e f : V −→ W uma aplicação G-equivariante, então f é invert́ıvel ou f ≡ 0.

Demonstração. Considere os subespaços Ker(f) e Im(f) de V e W , respectivamente. Ve-

jamos que são invariantes. De fato, se (G, V ) e (G,W ) são representações, então dado

g · v ∈ g ·Ker(f), tem-se f(g · v) = g · f(v) = 0, portanto, g · v ∈ Ker(f), para qualquer

g ∈ G. Da mesma forma, se tomarmos g ·w ∈ g ·Im(f), então existe v ∈ V tal que f(v) = w.

Assim, g · w = g · f(v) = f(g · v). Isso conclui que g · w ∈ Im(f).

Pela irredutibilidade de (G, V ) e (G,W ) as únicas possibilidades para Ker(f) e Im(f) são

{0} e V , ou {0} e W , respectivamente. Assim, se Ker(f) = {0} e Im(f) = W , temos que f

é injetora e sobrejetora, portanto invert́ıvel. Por outro lado, se Ker(f) = V e Im(f) = {0}
então teŕıamos que, para todo v ∈ V , ocorreria f(v) = 0, ou seja, f ≡ 0. �

Lema 2.15. (Lema de Schur - 2a versão) Se V é uma representação complexa irredut́ıvel e

f ∈ Hom(V, V ) uma aplicação G-equivariante, então f = cId, para algum c em C.

Demonstração. Como C é um corpo algebricamente fechado, f possui um valor próprio,

digamos c ∈ C. Então a aplicação f − cId é tal que para todo v em V e g em G, (f −
cId)(g · v) = f(g · v) − c(g · v) = g · f(v) − cg(v) = g · (f − cId)(v). Logo, f − cId é

G-equivariante. Como V é irredut́ıvel, pela primeira versão do Lema de Schur, f − cId = 0

ou f − cId é invert́ıvel. Se f − cId é invert́ıvel então Ker(f − cId) = {0}, ou seja, não

existe um vetor não nulo u de forma que (f − cId)(u) = 0, ou ainda, f não possui vetor

próprio, consequentemente não possui valor próprio, temos áı uma contradição, portanto,

conclúımos que f − Id = 0, ou ainda, f = cId, para algum c ∈ C. �

Corolário 2.16. Se G é um grupo de Lie abeliano então qualquer representação complexa

irredut́ıvel é unidimensional.

Demonstração. Considere φ : G −→ Aut(V ) uma representação complexa e irredut́ıvel qual-

quer. ComoG é abeliano, podemos mostrar que a aplicação φ(g) : V −→ V éG-equivariante.

De fato, dado g1 ∈ G temos: φ(g)(g1 · v) = g · (g1 · v) = (g · g1) · v = (g1 · g) · v = g1φ(g)(v).

Pela segunda versão do Lema de Schur, φ(g) = c(g)Id para algum escalar complexo c(g).

Como g é um elemento arbitrário de G, Im(φ) ⊂ C∗Id, portanto qualquer subespaço de V
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é G-equivariante, de fato, dado g · v ∈ g · V , g · v = φ(g)(v) = c(g)Id(v) = c(g)(v), logo

g · v ∈ V . Assim, qualquer subespaço de V ou é {0} ou é V . E,

Im(φ) = {φ(g)(v) : g ∈ G e v ∈ V }

= {c(g)Id(v) : g ∈ G, v ∈ V e c(g) ∈ C∗}

= {c(g)v : g ∈ G, v ∈ V e c(g) ∈ C∗}

= [v].

Como Im(φ) é um subespaço G-invariante e (G, V ) é irredut́ıvel, segue que Im(φ) = V , ou

seja, V = [v]. Portanto, dimCV = 1. �

Teorema 2.17. Qualquer representação de dimensão finita de um grupo compacto é uma

soma direta de representações irredut́ıveis.

Demonstração. Veja em [1], Teo. 2.6. �

A Representação Adjunta

Um automorfismo de grupos de Lie é uma aplicação φ : G −→ G tal que φ é um dife-

omorfismo e um isomorfismo de grupos. Então a aplicação Cx : G −→ G que associa cada

g de G em xgx−1 com x ∈ G fixo, é um homomorfismo, e ainda Cx = Rx−1 ◦ Lx é um

difeomorfismo, e portanto Cx é chamado automorfismo interno de G.

Definição 2.19. A representação adjunta de um grupo de Lie G é um homomorfismo

Ad : G −→ Aut(g), definida por Ad(g) = (dCg)e.

Pelo fato de Cxy = Cx ◦ Cy, é fácil ver que Ad(xy) = Ad(x) ◦ Ad(y).

Tomando a derivada da representação adjunta de G obtemos a representação adjunta

da álgebra de Lie g associada.

Definição 2.20. A representação adjunta da álgebra de Lie g associada ao grupo de Lie G

é o homomorfismo ad : g −→ End(g) definida por ad(X) = (d Ad)e(X), onde End(g) é o

espaço dos endomorfismos de g.

O seguinte resultado é um teorema importante que nos permite determinar a repre-

sentação adjunta de uma álgebra de Lie g de um grupo de Lie G.

Teorema 2.18. A representação adjunta de g satisfaz ad(X)(Y ) = [X, Y ], para todo X, Y ∈
g.

Demonstração. Por definiçãoAd(g)(Y ) = (dCg)e(Y ) = (d(Rg−1◦Lg))e(Y ) = (dRg−1)g(dLg)e(Ye) =

(dRg−1)g(Yg), para todo g ∈ G e Y ∈ g. Considere αt = exp(tX) o fluxo de X ∈ g. Como X

é invariante por translação à esquerda, La ◦ αt = αt ◦ La, para todo a ∈ G e assim obtemos

αt(a) = αt(La(e)) = La(αt(e)) = aαt(e) = Rαt(e)(a)
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por conseguinte dαt = dRαt(e). Pela proposição 1.3 calculemos

[X, Y ] = lim
t→0

1

t
(Y − dαt(Y ))

= − lim
t→0

1

t
(dRαt(e)(Y )− Y )

= − lim
t→0

1

t
(Ad(α−1t (e))(Y )− Y )

= lim
t→0

1

t
(Ad(αt(e))(Y )− Y )

= (d Ad)e(X)(Y )

= ad(X)(Y ).

�

Este teorema indica que a operação colchete em g mede o quanto G deixa de ser comu-

tativo. Com efeito, se G é abeliano então Cg = Id e consequentemente Ad(g) = Id para

todo g ∈ G.

Se a álgebra de Lie g associada a um grupo de Lie G é abeliana, segue do teorema

anterior, que ad(X)(Y ) = 0 para todo X, Y ∈ g.

A próxima proposição relaciona a representação adjunta de um grupo de Lie G com a

representação adjunta da álgebra de Lie g associada ao grupo de Lie G.

Proposição 2.5. O diagrama abaixo é comutativo:

g
ad−→ End(g)

exp

y yexp
G

Ad−→ Aut(g),

isto é, Ad ◦ exp = exp ◦ ad.

Demonstração. Veja em [4], Prop. 3.10. �

Para o caso de um grupo de matrizes, a representação adjunta tem uma simples ex-

pressão, como veremos na proposição abaixo:

Proposição 2.6. Se G é um grupo de matrizes então Ad(g)X = gXg−1 para todo g ∈ G e

X ∈ g, com o produto sendo a multiplicação de matrizes.
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Demonstração. Seja t 7→ exp(tX) o subgrupo a 1-parâmetro de X. Neste caso a exponencial

coincide com a exponencial de matrizes, logo

Ad(g)X = (dCg)e(X)

=
d

dt
Cg(exp(tX))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
g(exp(tX))g−1

∣∣∣∣
t=0

= g
d

dt
(exp(tX))

∣∣∣∣
t=0

g−1

= gXg−1.

�

Observação 2.19. Seja Z(G) = {g ∈ G : gh = hg, ∀ h ∈ G} e Z(g) = {X ∈ g :

[X, Y ] = 0, ∀ Y ∈ g} são denotados centros de G e g respectivamente.

2.4.1 Forma de Killing

Sabemos que para uma representação (G, V ) de um grupo de Lie compacto G, existe

um produto interno G-invariante em V . Em particular, isso acontece para a representação

adjunta de (G, g), onde g é a álgebra de Lie associada ao grupo de Lie G. Vamos introduzir

um produto interno expĺıcito em g.

Definição 2.21. A forma de Killing de uma álgebra de Lie g é a aplicação B : g× g→ R
dada por B(X, Y ) = tr(ad(X) ◦ ad(Y )).

A seguinte proposição nos apresenta algumas propriedades da forma de Killing B.

Proposição 2.7. A forma de Killing tem as seguintes propriedades:

(a) Ela é uma forma bilinear simétrica em g;

(b) Se g é a álgebra de Lie de G, então B é Ad-invariante, isto é,

B(X, Y ) = B(Ad(g)(X), Ad(g)(Y )) para todo g ∈ G e X, Y ∈ g;

(c) Cada ad(Z) é antissimétrica com relação a B, isto é, B(ad(Z)(X), Y ) = −B(X, ad(Z)(Y ))

ou B([Z,X], Y ) = −B(X, [Z, Y ]).
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Demonstração. (a) Dados α ∈ R, X1, X2, Y ∈ g, então

B(αX1 +X2, Y ) = tr(ad(αX1 +X2) ◦ ad(Y ))

= tr((αad(X1) + ad(X2)) ◦ ad(Y ))

= tr(αad(X1)(ad(Y )) + ad(X2)(ad(Y ))

= tr(αad(X1) ◦ ad(Y )) + tr(ad(X2) ◦ ad(Y ))

= αtr(ad(X1) ◦ ad(Y )) + tr(ad(X2) ◦ ad(Y ))

= αB(X1, Y ) +B(X2, Y ).

(b) Se σ : g→ g é um automorfismo de g, isto é, um isomorfismo linear com σ([X, Y ]) =

[σ(X), σ(Y )], então, σ(ad(X)(Y )) = ad(σ(X))(σ(Y )). Como Y é arbitrário, segue que

σ ◦ ad(X) = ad(σ(X)) ◦ σ,

ou ainda,

σ ◦ ad(X) ◦ σ−1 = ad(σ(X)).

Tome σ = Ad(g) com g ∈ G, e temos:

B(Ad(g)(X), Ad(g)(Y )) = tr (ad(Ad(g)(X)) ◦ ad(Ad(g)(Y )))

= tr
(
Ad(g) ◦ ad(X) ◦ Ad−1(g) ◦ Ad(g) ◦ ad(Y ) ◦ Ad−1(g)

)
= tr

(
Ad(g) ◦ ad(X)circad(Y ) ◦ Ad−1(g)

)
= tr (ad(X) ◦ ad(Y ))

= B(X, Y ).

A penúltima igualdade segue do fato que as matrizes de Ad(g) ◦ (ad(X) ◦ ad(Y )) ◦
Ad−1(g) e ad(X) ◦ ad(Y ) são semelhantes portanto tem o mesmo traço.

(c) Vejamos agora que cada ad(Z) é antissimétrica com relação a B, isto é,

B(ad(Z)(X), Y ) = −B(X, ad(Z)(Y )).

Pela identidade de Jacobi, obtemos:

[Z, [X, [Y,W ]]] + [X, [[Y,W ], Z]] + [[Y,W ], [Z,X]] = 0,

ou,

[Z, [X, [Y,W ]]] = [X, [Z, [Y,W ]]] + [[Z,X], [Y,W ]].
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Assim,

ad(Z) (ad(X) (ad(Y )(W ))) = ad (ad(Z)(X)) (ad(Y )(W )) + ad(X) (ad(Y ) (ad(Z)(W )))

+ ad(X) (ad (ad(Z)(Y )) (W )) ,

ou ainda,

ad(Z) ◦ ad(X) ◦ ad(Y ) = ad (ad(Z)(X)) ◦ ad(Y ) + ad(X) ◦ ad (ad(Z)(Y ))

+ ad(X) ◦ ad(Y ) ◦ ad(Z),

Dáı temos,

ad(ad(Z)(X)) ◦ ad(Y ) = −ad(X) ◦ ad(ad(Z)(Y )).

Determinando o traço em ambos os lados da identidade acima, temos

tr
(
ad(ad(Z)(X)) ◦ ad(Y )

)
= −tr

(
ad(X) ◦ ad(ad(Z)(Y ))

)
,

e portanto,

B
(
ad(Z)(X), Y

)
= −B

(
X, ad(Z)(Y )

)
.

�

Exemplo 2.33. Vamos calcular a forma de Killing do grupo de Lie SU(2).

Sua álgebra de Lie é dada por

su(2) =

{(
ai b+ ci

−b+ ci −ai

)
; a, b, c ∈ R

}
.

Dados X, Y ∈ su(2) então:

X =

(
ui y + zi

−y + zi −ui

)
e Y =

(
vi t+ wi

−t+ wi −vi

)
,

onde u, y, z, v, t, w ∈ R. Portanto,

tr(XY ) = −uv + (y + zi)(−t+ wi) + (−y + zi)(t+ wi)− uv

= −2uv − 2yt− 2zw.

Considere a seguinte base da álgebra de Lie su(2):

E1 =

(
i 0

0 −i

)
, E2 =

(
0 1

−1 0

)
, E3 =

(
0 i

i 0

)
.
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Então,

ad(E1) =

 0 0 0

0 0 −2

0 2 0

 , ad(E2) =

 0 0 2

0 0 0

−2 0 0

 , ad(E3) =

 0 −2 0

2 0 0

0 0 0

 .

Escrevendo X = uE1 + yE2 + zE3 e Y = vE1 + tE2 + wE3 temos:

ad(X) = u(ad(E1)) + y(ad(E2)) + z(ad(E3))

= u

 0 0 0

0 0 −2

0 2 0

+ y

 0 0 2

0 0 0

−2 0 0

+ z

 0 −2 0

2 0 0

0 0 0



=

 0 −2z 2y

2z 0 −2u

−2y 2u 0

 .

Da mesma forma temos:

ad(Y ) =

 0 −2w 2t

2w 0 −2v

−2t 2v 0

 .

Sabemos que a forma de Killing é determinada por B(X, Y ) = tr(ad(X)ad(Y )), então:

B(X, Y ) = tr(ad(X)ad(Y ))

= −4zw − 4yt− 4zw − 4uv − 4yt− 4uv

= −8uv − 8yt− 8zw

= 4(−2uv − 2yt− 2zw)

= 4tr(XY ).
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Caṕıtulo 3

Curvaturas de métricas invariantes à

esquerda em grupos de Lie

3.1 Métricas invariantes à esquerda em grupos de Lie

Neste caṕıtulo, vamos ver que a geometria de um grupo de Lie G, munido de uma métrica

invariante à esquerda, está diretamente relacionada à sua álgebra de Lie g. Na verdade, cada

métrica Riemanniana invariante à esquerda em G pode ser determinada por um produto

interno no espaço tangente TeG isomorfo à álgebra de Lie g.

Os resultados deste caṕıtulo foram retirados do artigo de Milnor [7].

Definição 3.1. Uma métrica Riemanniana em um grupo de Lie G é invariante à esquerda se

〈u, v〉p = 〈(dLa)pu, (dLa)pv〉La(p), para todo a, p ∈ G e u, v ∈ TpG. Ou seja, se a translação

à esquerda La : G −→ G for uma isometria, para todo a ∈ G.

Similarmente, uma métrica Riemanniana é invariante à direita se cada translação à

direita Ra : G −→ G é uma isometria. Uma vez que o espaço tangente em cada ponto pode

ser transladado para o espaço tangente no elemento identidade do grupo, a relação acima

pode ser escrita simplesmente por 〈u, v〉 = 〈dLa(u), dLa(v)〉.

Proposição 3.1. Existe uma correspondência biuńıvoca entre o conjunto das métricas in-

variantes à esquerda em um grupo de Lie G e o conjunto de produtos escalares na álgebra

de Lie g de G.

Demonstração. Sejam 〈·, ·〉 uma métrica invariante à esquerda em G e X, Y ∈ g. A função

〈X, Y 〉 : G −→ R é constante em G. De fato, como X e Y são campos de vetores invariantes

à esquerda, temos que para todo a ∈ G,

〈X, Y 〉(a) = 〈X, Y 〉a = 〈Xa, Ya〉 = 〈(dLa)e(Xe), (dLa)e(Ye)〉 = 〈Xe, Ye〉 = 〈X, Y 〉e.

Dessa forma, a métrica 〈·, ·〉 define um produto escalar em g. Reciprocamente, dado um
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produto escalar 〈·, ·〉e em g, podemos definir uma métrica invariante à esquerda em G por:

〈U, V 〉a = 〈(dLa−1)a(U), (dLa−1)a(V )〉e,

com a ∈ G, U, V ∈ TaG.

�

Definição 3.2. Uma métrica em G que é invariante à esquerda e invariante à direita por

translações é chamada métrica bi-invariante em G.

Proposição 3.2. Existe uma correspondência um-a-um entre as métricas bi-invariantes

em G e os produtos escalares Ad-invariantes em g, isto é, 〈Ad(g)X,Ad(g)Y 〉 = 〈X, Y 〉 para

todo g ∈ G, X, Y ∈ g. E ainda, a última condição é equivalente à seguinte relação

〈[X, Y ], Z〉 = 〈X, [Y, Z]〉.

Demonstração. Da demonstração do Teorema 2.18, obtemos que Ad(g)X = (dRa−1)aX para

todo a ∈ G, X ∈ g. Usando uma métrica invariante à direita, temos:

〈Ad(g)X,Ad(g)Y 〉 = 〈(dRa−1)aX, (dRa−1)aY 〉 = 〈X, Y 〉.

Para mostrar a próxima relação, considere exp(tY ) o fluxo de Y , então:

〈X, [Y, Z]〉 = 〈X, ad(Y )(Z)〉 =

〈
X,

d

dt
Ad(exp(tY ))Z

∣∣∣∣
t=0

〉

=
d

dt
〈X,Ad(exp(tY ))Z〉

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
〈Ad(exp(−tY ))X,Z〉

∣∣∣∣
t=0

=

〈
d

dt
Ad(exp(−tY ))X

∣∣∣∣
t=0

, Z

〉
= −〈ad(Y )(X), Z〉

= −〈[Y,X], Z〉 = 〈[X, Y ], Z〉.

�

Observação 3.1. Dizer que o produto escalar 〈·, ·〉 em g é Ad-invariante é equivalente a

dizer que a aplicação linear Ad(g) é ortogonal em relação à 〈·, ·〉, ou ainda, a aplicação Ad(g)

é uma isometria.

Exemplo 3.1. Considere o grupo de Lie SU(n). Defina 〈·, ·〉 : su(n) × su(n) −→ R por

〈X, Y 〉 = −tr(ad(X) ◦ ad(Y )). Como vimos na Proposição 2.7 e proposição 3.2 〈·, ·〉 é uma

forma bilinear simétrica, não degenerada e bi-invariante.
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Observação 3.2. É sabido que se G é um grupo de Lie compacto e semissimples (por

exemplo SO(n), SU(n), Sp(n)) então a negativa da forma de Killing −B(·, ·) é uma métrica

Riemanniana bi-invariante (veja [1], Prop. 3.12).

Seja G um grupo de Lie n-dimensional e g a álgebra de Lie associada. Escolhendo

uma base {E1, E2, · · · , En} do espaço vetorial g pode-se verificar que há uma e somente

uma métrica Riemanniana em G de modo que estes campos de vetores {E1, · · · , En} sejam

ortogonais em todos os pontos. Mais precisamente, dada qualquer matriz simétrica positiva

definida (βij)n×n de números reais, pela demonstração da proposição 3.2 existe uma métrica

Riemanniana tal que o produto escalar 〈Ei, Ej〉 seja uma função constante. Ainda mais, esta

construção fornece uma métrica Riemanniana em G que é invariante à esquerda. Assim,

cada grupo de Lie n-dimensional possui uma famı́lia
n

2
(n + 1)-dimensional de métricas

invariantes à esquerda.

Proposição 3.3. Um grupo de Lie G munido de uma métrica invariante à esquerda é uma

variedade Riemanniana completa.

Demonstração. Note que fixando uma métrica invariante à esquerda em G, o grupo de Lie

G se torna uma variedade Riemanniana homogênea. Isto é, dados a, b em G a isometria

Lba−1 leva a em b.

Agora, seja ε > 0 tal que a bola fechada B[e, ε] de centro na identidade e raio ε seja

compacta. Então como B[a, ε] = La(B[e, ε]) segue que qualquer bola fechada B[a, ε], de

centro em a e raio ε, é compacta.

Assim dada uma sequência de Cauchy (xn) ⊂ G, existe n0 tal que xn ∈ B[a, ε] para todo

n ≥ n0 e para algum a ∈ G. Como a bola fechada B[a, ε] é compacta, segue-se que ela é

completa, conforme [6], Cor. 4.4. Portanto, G é uma variedade Riemanniana completa. �

3.2 Curvatura seccional de grupos de Lie

Nesta seção vamos descrever a curvatura seccional de grupos de Lie munidos de métricas

invariante à esquerda, seguindo [7]. Vamos também ver que a curvatura seccional está

intimamente relacionada às caracteŕısticas algébricas da álgebra de Lie associada.

Seja (G, 〈·, ·〉) um grupo de Lie com uma métrica invariante à esquerda e com uma

conexão Riemanniana ∇. Lembre-se, dados X, Y , Z em g, a conexão ∇ satisfaz:

∇XY −∇YX = [X, Y ],

e que a identidade

〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 = 0,

é satisfeita, pois vimos na demonstração da Proposição 3.1 que, dados X, Y campos de

vetores em g tal que a métrica em G seja invariante à esquerda, então a função que associa
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cada ponto g de G em 〈X, Y 〉 de R é constante. Assim, a fórmula de Koszul (Corolário 1.4),

pode ser escrita da seguinte forma:

〈∇XY, Z〉 =
1

2
(〈[X, Y ], Z〉 − 〈[Y, Z], X〉+ 〈[Z,X], Y 〉). (3.1)

Observação 3.3. Se X e Y são campos de vetores invariantes à esquerda em G, então

∇XY também é um campo de vetores invariante à esquerda em G.

De fato, seja Z um campo de vetores invariante à esquerda e sejam a, g ∈ G. Temos:

〈(∇XY )ag − (dLa)g(∇XY )g, Zag〉 = 〈(∇XY )ag, Zag〉 − 〈(dLa)g(∇XY )g, Zag〉

= 〈(∇XY )ag, Zag〉 − 〈(∇XY )g, (dLa−1)ag(Zag)〉

= 〈(∇XY )ag, Zag〉 − 〈(∇XY )g, Zg〉

= 0,

onde a segunda igualdade segue do fato da métrica ser invariante e de (dLa)
−1
g = (dLa−1)ag;

a terceira igualdade vem do fato de Z ser invariante à esquerda, para a última igualdade

basta aplicar a fórmula de Koszul (3.1). Portanto,

(∇XY )ag = (dLa)g(∇XY )g,

em particular,

(∇XY )a = (dLa)e(∇XY )e.

Agora, seja {E1, · · · , En} uma base ortonormal (com relação a 〈·, ·〉) da álgebra de Lie

g de G. Então [Ei, Ej] =
∑
k

αijkEk, onde αijk = 〈[Ei, Ej], Ek〉. As constantes αijk são

chamadas constantes de estrutura da álgebra de Lie g. É fácil ver que qualquer colchete

[U, V ], com U, V ∈ g, pode ser determinado conhecendo as constantes αijk. Além disso,

como [Ei, Ej] = −[Ej, Ei], segue-se que αijk = −αjik.
A conexão Riemanniana na base {E1, · · · , En} é dada por:

〈∇Ei
Ej, Ek〉 =

1

2
(〈[Ei, Ej], Ek〉 − 〈[Ej, Ek], Ei〉+ 〈[Ek, Ei], Ej〉).

Em termos das constantes de estrutura, temos:

〈∇Ei
Ej, Ek〉 =

1

2
(αijk − αjki + αkij), (3.2)

donde

∇Ei
Ej =

1

2

∑
k

(αijk − αjki + αkij)Ek. (3.3)

Proposição 3.4. Com as constantes de estrutura αijk a curvatura seccional k(E1, E2) é
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dada pela fórmula

k(E1, E2) =
∑
k

[
1

2
α12k(−α12k + α2k1 + αk12)−

1

4
(α12k − α2k1 + αk12)(α12k

+ α2k1 − αk12)− αk11αk22
]
.

Demonstração. Seja {E1, E2} uma base ortonormal de campo de vetores invariantes à es-

querda em G então

k(E1, E2) = 〈R(E1, E2)E1, E2〉 = 〈∇[E1,E2]E1 −∇E1∇E2E1 +∇E2∇E1E1, E2〉,

k(E1, E2) = 〈∇[E1,E2]E1, E2〉 − 〈∇E1∇E2E1, E2〉+ 〈∇E2∇E1E1, E2〉. (3.4)

Para determinar a curvatura seccional em termos das constantes de estrutura usaremos

as fórmulas (3.2) e (3.3), em cada caso a seguir:

(i) ∇[E1,E2]E1 = ∇∑
k
α12kEk

E1 =
∑
k

α12k∇Ek
E1;

(ii) De (i) obtemos:

〈
∇[E1,E2]E1, E2

〉
=

〈∑
k

α12k∇Ek
E1, E2

〉
=

∑
k

α12k〈∇Ek
E1, E2〉

=
1

2

∑
k

α12k(αk12 − α12k + α2k1),

(iii) ∇E2E1 =
1

2

∑
k

(α21k − α1k2 + αk21)Ek;

(iv) De (iii) obtemos:

〈∇E1∇E2E1, E2〉 =

〈
∇E1

(
1

2

∑
k

(α21k − α1k2 + αk21)Ek

)
, E2

〉
=

1

2

∑
k

(α21k − α1k2 + αk21)〈∇E1Ek, E2〉

=
1

4

∑
k

(α21k − α1k2 + αk21)(α1k2 − αk21 + α21k)

=
1

4

∑
k

(α12k − αk12 + α2k1)(αk12 − α2k1 + α12k),
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(v) ∇E1E1 =
1

2

∑
k

(α11k − α1k1 + αk11)Ek =
∑
k

αk11Ek,

(vi) De (v) obtemos:

〈∇E2∇E1E1, E2〉 =

〈
∇E2

(∑
k

αk11Ek

)
, E2

〉
=

∑
k

αk11〈∇E2Ek, E2〉 =
∑
k

αk11(−αk22)

= −
∑
k

αk11αk22,

Portanto, substituindo (ii), (iv) e (vi) em (3.4), conclúımos que:

k(E1, E2) =
∑
k

[
1

2
α12k(−α12k + α2k1 + αk12)−

1

4
(α12k − α2k1 + αk12)(α12k

+ α2k1 − αk12)− αk11αk22
]
.

�

Vimos que a curvatura seccional pode ser calculada completamente conhecendo as cons-

tantes de estruturas da álgebra de Lie juntamente com sua métrica. Além disso, a curvatura

depende continuamente das constantes de estrutura αijk e se anula quando elas se anulam.

A seguir, veremos uma importante aplicação desta proposição. Dado um grupo de Lie

G com uma métrica invariante à esquerda e U um vetor da álgebra de Lie g associada:

Lema 3.4. Se ad(U) é uma transformação linear antissimétrica, então k(U, V ) ≥ 0 para

todo V ∈ g, onde vale a igualdade se, e só se, U é ortogonal à imagem [V, g].

Demonstração. Por hipótese, temos que ad(U) é uma transformação linear antissimétrica,

ou seja: 〈ad(U)(V ),W 〉 = 〈V, ad(U)∗(W )〉 = −〈V, ad(U)(W )〉.
Como ad(U)(V ) = [U, V ], segue que:

〈[U, V ],W 〉 = −〈V, [U,W ]〉 = −〈[U,W ], V 〉

Tomando a base ortonormal {E1, · · · , En} de g, a identidade acima pode ser escrita em

termos das constantes de estrutura αijk:

〈[Ei, Ej], Ek〉 = −〈[Ei, Ek], Ej〉,

ou ainda, αijk = −αikj. Considerando, sem perda de generalidade, que U e V são ortogo-

nais, ou seja U = E1 e V = E2, pela proposição 3.4, temos:
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k(U, V ) =
∑
k

[
1

2
α12k(−α12k + α2k1 + αk12)−

1

4
(α12k − α2k1 + αk12)(α12k

+α2k1 − αk12)− αk11αk22
]

=
∑
k

[
1

2
(α2k1)(−α12k + α12k + α2k1)−

1

4
(α2k1 + α12k − α12k)(α2k1

+αk12 − αk12)− αk11α22k

]

=
∑
k

[
1

2
α2k1α2k1 −

1

4
α2k1α2k1

]

=
1

4

∑
k

(α2k1)
2 ≥ 0.

A soma é zero, se, e somente se, α2k1 = 0, ou seja, 〈[V,Ek], U〉 = 〈[E2, Ek], E1〉 = α2k1 =

0. Isto é, k(U, V ) = 0 se, e somente se, U for ortogonal a [V,Ek], para qualquer Ek ∈ g.

Logo, k(U, V ) = 0 se, e somente se, U é ortogonal à imagem [V, g].

�

Corolário 3.5. Se U pertence ao centro da álgebra de Lie g, então para qualquer métrica

invariante à esquerda a desigualdade k(U, V ) ≥ 0 é satisfeita, para todo V ∈ g.

Demonstração. Se U ∈ Z(g) = {X ∈ g : [X, Y ] = 0, ∀ Y ∈ g}, então temos que

ad(U)(V ) = [U, V ] = 0 para todo V ∈ g, ou seja, ad(U) ≡ 0. Como a transformação nula

é certamente antissimétrica, pelo Lema anterior, conclúımos que para qualquer métrica

invariante à esquerda k(U, V ) ≥ 0. �

Exemplo 3.2. Se G é um grupo de Lie abeliano, então G não admite métrica invariante à

esquerda com curvatura seccional negativa.

De fato, seja g a álgebra de Lie abeliana de G então dado U ∈ g, temos que ad(U) ≡ 0.

Portanto é antissimétrica, logo pelo Lema 3.4 segue que k(U, V ) ≥ 0, para todo V ∈ g.

Em particular, qualquer álgebra de Lie de dimensão 1 não possui métricas invariantes à

esquerda com curvatura seccional estritamente negativa.

Exemplo 3.3. A álgebra de Lie g =




a1 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . an

 ; ai ∈ K, i = 1, . . . , n

 das ma-

trizes diagonais é uma álgebra de Lie abeliana e pelo exemplo anterior não possui métricas

invariantes à esquerda com curvatura seccional estritamente negativa.

Observação 3.6. Pela aplicação exponencial, temos que:

Dado A ∈ g então o grupo de Lie G tal que g é a álgebra de Lie das matrizes diagonais
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associada é dado por

G =




ea1 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ean

 ; ai ∈ K, i = 1, . . . , n

 .

Considerando o corpo dos complexos onde aj = iBj teremos que

G =




eiB1 0 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . eibn

 ;Bj ∈ R, j = 1, . . . , n

 .

que é isomorfo a S1×S1×· · ·×S1 = T n. Dessa forma, conclúımos que o n-toro é um grupo

de Lie que não possui métricas invariantes à esquerda com curvatura seccional estritamente

negativa.

Proposição 3.5. Uma métrica em um grupo de Lie G conexo é bi-invariante se, e somente

se, ad(X) é antissimétrica, para todo X em g.

Demonstração. Se g ∈ G é suficientemente próximo da identidade do grupo de Lie G, então

podemos considerar g = exp(X) para X próximo do zero na álgebra de Lie associada.

Da Proposição 2.5, segue a identidade:

Ad(g) = Ad(exp(X)) = ead(X).

Temos que Ad(g) é ortogonal se e somente se

Ad(g)−1 = Ad(g)t.

Assim, temos: (
ead(X)

)−1
=
(
ead(X)

)t
,

ou seja,

e−ad(X) = ead(X)t .

Esta condição é satisfeita se, e somente se, −ad(X) = ad(X)t. Portanto, ad(X) é

antissimétrica. Uma vez que um grupo de Lie conexo é gerado por qualquer vizinhança da

identidade, e que o produto de transformações ortogonais é ortogonal, segue o resultado. �

O próximo resultado classifica os grupos de Lie conexos que admitem tal métrica. Sua

demonstração não será feita aqui por envolver conceitos que estão além dos objetivos deste

trabalho, mas pode ser encontrada em [7], Lema 7.5.
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Lema 3.7. Um grupo de Lie conexo admite uma métrica bi-invariante se, e somente se, é

isomorfo ao produto cartesiano de um grupo compacto e um grupo comutativo.

Corolário 3.8. Todo grupo Lie compacto admite uma métrica bi-invariante tal que toda

curvatura seccional satisfaz k ≥ 0.

Demonstração. Seja G um grupo de Lie compacto com métrica bi-invariante. Logo, pela

Proposição 3.5, a transformação linear ad(U) é antissimétrica, para todo U ∈ g. Dáı segue

pelo Lema 3.4 que k(U, V ) ≥ 0, para todo U, V ∈ g. �

O caso em que a curvatura seccional é estritamente positiva é bastante restrito, de

acordo com o próximo teorema cuja demostração envolve conceitos não desenvolvidos neste

trabalho.

Teorema 3.9. (Teorema de Wallach) O grupo de Lie SU(2) é o único grupo de Lie sim-

plesmente conexo que admite uma métrica invariante à esquerda com curvatura seccional

estritamente positiva.

As variedades Riemannianas mais fáceis de entender são aquelas que são ”flats”no

sentido de que a curvatura seccional k é identicamente nula.

Pelo Teorema de Hadamard (veja [3], Teo. 3.1) uma variedade Riemanniana completa e

simplesmente conexa M é flat se, e somente se, é difeomorfa a Rn, n = dimM .

Exemplo 3.4. Seja G um grupo de Lie cuja álgebra de Lie associada g é comutativa. Pela

Proposição 3.4 segue que k ≡ 0, ou seja, G é uma variedade flat.

O próximo exemplo foi retirado de Vińıcius [11], e se trata de um grupo de Lie flat que

não é comutativo.

Exemplo 3.5. Consideremos R2 = {(x, y, 1) ∈ R3}. O grupo E(2) é dado por:

E(2) =


 cos(t) sen(t) x

−sen(t) cos(t) y

0 0 1

 : t, x, y ∈ R

 ,

com o produto usual de matrizes.

Se e(2) é a álgebra de Lie de E(2) então e(2) ∼= TId(E(2)). Para encontrá-la, considere

v ∈ TId(E(2)) e α : (−ε, ε) −→ E(2) tal que α(0) = Id e α
′
(0) = v. Dessa forma, temos que:

α(s) =

 cos(t(s)) sen(t(s)) x(s)

−sen(t(s)) cos(t(s)) y(s)

0 0 1

 ,
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onde t(0) = 0, x(0) = 0 e y(0) = 0. Então:

α
′
(s) =

 −t
′
(s)sen(t(s)) t

′
(s)cos(t(s)) x

′
(s)

−t′(s)cos(t(s)) −t′(s)sen(t(s)) y
′
(s)

0 0 0

 .
Dáı temos que:

v = α
′
(0) =

 0 t
′
(0) x

′
(0)

−t′(0) 0 y
′
(0)

0 0 0

 .
Fazendo t

′
(0) = a, x

′
(0) = x e y

′
(0) = y podemos escrever a álgebra de Lie e(2) do grupo

E(2) da seguinte forma:

e(2) =


 0 a x

−a 0 y

0 0 0

 : a, x, y ∈ R

 .

Considere a seguinte base para e(2):

E1 =

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

, E2 =

 0 0 1

0 0 0

0 0 0

 e E3 =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0

.

Assim, podemos calcular [E1, E2] = 0, [E2, E3] = E1 e [E3, E1] = E2. Logo, e(2) não é

uma álgebra de Lie comutativa.

Considere a métrica 〈, 〉 : e(2)× e(2) −→ R definida por:

〈 0 a x

−a 0 y

0 0 0

 ,
 0 b u

−b 0 v

0 0 0

〉 = ab+ xu+ yv.

Pode-se ver que 〈·, ·〉 é uma métrica em e(2) invariante à esquerda.

Vamos obter as constantes de estrutura αijk da álgebra de Lie e(2):

α123 = 〈[E1, E2], E3〉 = 0,

α132 = 〈[E1, E3], E2〉 = −〈E2, E2〉 = −1,

α231 = 〈[E2, E3], E1〉 = 〈E1, E1〉 = 1,

α321 = 〈[E3, E2], E1〉 = −〈E1, E1〉 = −1,

α213 = 〈[E2, E1], E3〉 = 0,

α312 = 〈[E3, E1], E2〉 = 〈E2, E2〉 = 1.

Portanto, pela Proposição 3.4 e usando a antissimetria do colchete, obtemos:
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k(E1, E2) =
1

2
(0)(1 + 1)− 1

4
(−1 + 1)(1− 1) = 0.

k(E1, E3) =
1

2
(−1)(1− 1)− 1

4
(−1 + 1)(−1− 1) = 0.

k(E2, E3) =
1

2
(1)(−1 + 1)− 1

4
(1− 1)(1 + 1) = 0.

Isso mostra que E(2) é flat.

O próximo resultado classifica os grupos de Lie flat, sua demonstração pode ser encon-

trada em [7].

Teorema 3.10. Um grupo de Lie com métrica invariante à esquerda é flat se, e somente

se, a álgebra de Lie associada decompõe-se em uma soma direta ortogonal b ⊕ u onde b

é uma subálgebra comutativa, u é um ideal comutativo e a transformação linear ad(B) é

antissimétrica para todo B ∈ b.

Exemplo 3.6. Vamos verificar o teorema acima para o grupo de Lie E(2), pois como vimos

no exemplo (3.5), E(2) é um grupo com métrica invariante à esquerda flat.

Considere

u =


 0 0 u

0 0 v

0 0 0

 : u, v ∈ R

 e b =


 0 b 0

−b 0 0

0 0 0

 : b ∈ R

 .

É fácil ver que u é um ideal comutativo e b é uma subálgebra comutativa de e(2). Mais

ainda b ∩ u = ∅ e dado  0 a x

−a 0 y

0 0 0

 ∈ e(2)

temos que  0 a x

−a 0 y

0 0 0

 =

 0 a 0

−a 0 0

0 0 0

+

 0 0 x

0 0 y

0 0 0


onde  0 a 0

−a 0 0

0 0 0

 ∈ b e

 0 0 x

0 0 y

0 0 0

 ∈ u.

Dáı conclúımos que e(2) = b ⊕ u. Considere a base do exemplo anterior {E1, E2, E3} da
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álgebra de Lie e(2) e B ∈ b então a matriz

ad(B) =

 0 −b 0

b 0 0

0 0 0


é antissimétrica.

Observação 3.11. Conforme [7], os grupos de Lie que admitem métricas invariantes à

esquerda com curvatura seccional estritamente negativa foram classificados por Heintze e

aqueles grupos com k ≤ 0 são classificados por Azencott e Wilson.

Curvatura seccional de grupos de Lie unimodulares

Lembre-se que cada elemento do grupo g ∈ G determina um automorfismo interno

Cg : G −→ G do grupo G definido por Cg(h) = ghg−1, ∀h ∈ G. O automorfismo induzido

na álgebra de Lie é chamado Ad(g), dado por:

Ad : G −→ Aut(g)

g 7−→ Ad(g) = (dCg)e.

Definição 3.3. O grupo de Lie G é unimodular se, e somente se, a transformação linear

Ad(g) tem determinante ±1 para todo g ∈ G. (Isto é equivalente a dizer que a medida

de Haar invariante à esquerda de G é também invariante à direita. Neste trabalho não

trataremos da medida de Haar.)

Lema 3.12. Um grupo de Lie conexo G é unimodular se, e somente se a transformação

linear ad(X) tem traço zero para todo X na álgebra de Lie g associada.

Demonstração. Da Proposição 2.5, temos a identidade:

Ad(exp(X)) = ead(X) para todo X ∈ g.

Agora, se G é unimodular temos que |detAd(g)| = 1 para todo g ∈ G. Assim temos que

1 = detAd(exp(X)) = det ead(X) = etr(adX).

Portanto, tr(ad(X)) = 0. Reciprocamente, se tr(ad(X)) = 0, temos que detAd(g) = 1, para

todo g ∈ Im(exp). Usando o Teorema da Função Inversa, pode-se mostrar que existe uma

vizinhança da identidade de G contida na imagem Im(exp) de exp. Da conexidade segue

que G é gerado por qualquer vizinhança da identidade. Portanto, |det(Ad(g))| = 1 para

todo g ∈ G, ou seja, G é unimodular. �
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Seja g uma álgebra de Lie arbitrária. Usando a identidade de Jacobi temos

ad([X, Y ]) = ad(X) ◦ ad(Y )− ad(Y ) ◦ ad(X). (3.5)

Vemos que ad[X, Y ] tem traço zero.

Uma aplicação X 7−→ tr(ad(X)) de uma álgebra de Lie comutativa g no conjunto dos

números reais é um homomorfismo de álgebras de Lie. Em particular, u = {X ∈ g :

tr(ad(X)) = 0} é o núcleo do homomorfismo acima e é um ideal contendo o comutador

[g, g]. Chamamos u de núcleo unimodular de g. É fácil ver que u é unimodular, de fato:

Seja U ∈ u, então tr(ad(U)) = 0, ou seja, etr(ad(U)) = 1. Assim, detAd(exp(U)) = etr(ad(U)) =

1, logo, |detAd(exp(U))| = 1.

Para um exemplo, basta tomar um grupo de Lie G cuja uma álgebra de Lie g associada

seja nilpotente, então ad(X) é nilpotente, e portanto tem traço zero. Pelo Lema anterior,

segue que G é unimodular.

O próximo resultado afirma que toda métrica invariante à esquerda em um grupo de Lie

unimodular, deve ter alguma curvatura seccional positiva a menos que G seja flat como no

Teorema 3.10.

Teorema 3.13. (Azencott-Wilson) Se um grupo de Lie conexo tem todas as métricas inva-

riantes à esquerda com curvatura seccional, k ≤ 0, então este é solúvel. Se G é unimodular,

então qualquer métrica com k ≤ 0 deve ser flat (k ≡ 0).

Demonstração. Ver [7]. �

Exemplo Especial

Seja g uma álgebra de Lie com uma métrica 〈·, ·〉 invariante à esquerda. Suponha que a

álgebra de lie g contém um ideal u de codimensão 1, isto é, existe v0 ∈ g tal que g = u⊕〈v0〉.
Escolhendo um vetor unitário B ortogonal a u, seja

L : u −→ u

a transformação linear ad(B) restrita a u, isto é, L(U) = ad(B)(U) = [B,U ], onde U ∈ u.

Seja L∗ a transformação linear adjunta, ou seja, 〈L(X), Y 〉 = 〈X,L∗(Y )〉, com X, Y ∈ u e

seja S =
1

2
(L+ L∗) a parte autoadjunta de L. De fato, dados U, V ∈ u então

〈S(U), V 〉 = 〈1
2

(L+ L∗)(U), V 〉

=
1

2
〈L(U), V 〉+

1

2
〈L∗(U), V 〉

=
1

2
〈U,L∗(V )〉+

1

2
〈U,L(V )〉

= 〈U, 1

2
(L(V ) + L∗(V ))〉 = 〈U, S(V )〉.
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Além disso, podemos pensar no ideal u como uma álgebra de Lie com uma métrica

particular induzida de g. Seja ∇ a conexão para esta métrica em u e usaremos ∇ para a

conexão Riemanniana da álgebra de Lie g. Nestas condições temos a seguinte proposição:

Proposição 3.6. O operador derivada ∇B satisfaz

∇BB = 0 e ∇BU =
1

2
(L− L∗)(U),

para cada U ∈ u. Da mesma forma, o operador ∇U satisfaz

∇UB = −S(U) e ∇UV = ∇UV + 〈S(U), V 〉B,

para cada U, V ∈ u.

Demonstração. Seja U ∈ u e B ∈ u⊥. Como u é ideal de g temos que [V, U ] ∈ u, para todo

V ∈ g e U ∈ u.

(i) Vamos calcular as componentes de ∇BB na direção de B e na direção de U :

〈∇BB,B〉 =
1

2
(〈[B,B], B〉 − 〈[B,B], B〉+ 〈[B,B], B〉) = 0,

e

〈∇BB,U〉 =
1

2
(〈[B,B], U〉 − 〈[B,U ], B〉+ 〈[U,B], B〉) = 0.

Portanto, ∇B ≡ 0.

(ii) Tomando W ∈ u arbitrário, calculemos as componentes de ∇BU na direção de B e na

direção de W ,

〈∇BU,B〉 =
1

2
(〈[B,U ], B〉 − 〈[U,B], B〉+ 〈[B,B], U〉) = 0,

e

〈∇BU,W 〉 =
1

2
(〈[B,U ],W 〉 − 〈[U,W ], B〉+ 〈[W,B], U〉)

=
1

2
(〈[B,U ],W 〉 − 〈[B,W ], U〉)

=
1

2
(〈L(U),W 〉 − 〈L∗(U),W 〉)

=
1

2
〈(L− L∗)(U),W 〉.

Portanto, ∇BU =
1

2
(L− L∗)(U).

(iii) Ainda com W ∈ u qualquer, vamos calcular as componentes de ∇UB na direção de B
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e na direção de W :

〈∇UB,B〉 =
1

2
(〈[U,B], B〉 − 〈[B,B], U〉+ 〈[B,U ], B〉) = 0,

e

〈∇UB,W 〉 =
1

2
(〈[U,B],W 〉 − 〈[B,W ], U〉+ 〈[W,U ], B〉)

=
1

2
(−〈[B,U ],W 〉 − 〈[B,W ], U〉)

= −1

2
(〈L(U),W 〉+ 〈L∗(U),W 〉) = −1

2
〈(L+ L∗)(U),W 〉

= 〈−S(U),W 〉.

Portanto, ∇UB = −S(U).

(iv) Por fim, para U, V ∈ u, calculemos as componentes de ∇UV na direção de B e de W :

〈∇UV,B〉 =
1

2
(〈[U, V ], B〉 − 〈[V,B], U〉+ 〈[B,U ], V 〉)

=
1

2
(〈[B, V ], U〉+ 〈[B,U ], V 〉)

=
1

2
(〈L∗(U), V 〉+ 〈L(U), V 〉)

=
1

2
〈(L+ L∗)(U), V 〉

= 〈S(U), V 〉,

e

〈∇UV,W 〉 =
1

2
(〈[U, V ],W 〉 − 〈[V,W ], U〉+ 〈[W,U ], V 〉) = 〈∇UV,W 〉.

Assim, concluimos que ∇UV = ∇UV + 〈S(U), V 〉(B).

�

Teorema 3.14. Suponha que a álgebra de lie g tenha a propriedade de que o colchete [X, Y ]

é uma combinação linear de X e Y . Considere dimRg ≥ 2, com [X, Y ] = l(X)Y − l(Y )X

onde l é uma aplicação linear bem definida de g no conjunto dos números reais. Escolhendo

qualquer métrica em g, as curvaturas seccionais são constantes.

k(X, Y ) = −‖l‖2.

No caso, não comutativo (l 6= 0), para qualquer métrica, o grupo de Lie cuja álgebra de Lie

é g possui curvatura seccional constante negativa.
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Demonstração. Para cada elemento X e Y na álgebra de Lie g, suponhamos que [X, Y ] é

uma combinação linear de X e Y . Fixando X, note que ad(X) induz uma aplicação linear

ad(X) : g/RX −→ g/RX definida por ad(X)(Y ) ≡ l(X, Y )Y mod RX, onde l : g×g −→ R
é bilinear.

Vejamos que l(X, Y ) depende unicamente de X:

Dado α ∈ R com α 6= 0, temos:

ad(X)(αY ) = l(X,αY )αY = αl(X,αY )Y.

Por outro lado,

ad(X)(αY ) = [X,αY ] = α[X, Y ] = αl(X, Y )Y.

Portanto, l(X,αY ) = l(X, Y ), para todo α 6= 0.

Tomando uma sequência (αn)n∈N tal que αn −→ 0, temos que l(X, Y ) = lim
n→∞

l(X, Y ) =

lim
n→∞

l(X,αnY ) = l(X, 0) := l(X).

Dáı temos que [X, Y ] ≡ l(X)Y mod RX.

Analogamente, fixando Y e considerando ad(Y ) : g/RY −→ g/RY dada por ad(Y )(X) ≡
l(X, Y )X mod RY , temos que l(X, Y ) depende apenas de Y , logo

[Y,X] ≡ l(Y )X mod RY.

Assim,

[X, Y ] = −[Y,X] ≡ −l(Y )X mod RY.

Se X e Y são linearmente independentes, dos cálculos acima temos que

[X, Y ] = l(X)Y − l(Y )X.

Se X e Y são linearmente dependentes, a identidade acima é evidentenmente satisfeita. O

caso comutativo, ou seja, em que l = 0 não é interessante, por isso vamos supor l 6= 0.

Denotemos por u o núcleo do funcional linear l, então vejamos que u é um ideal comu-

tativo de codimensão 1. De fato, seja V ∈ g e U ∈ u então

[V, U ] = l(V )U − l(U)V = l(V )U ∈ u.

Logo u é um ideal.

É claro que u é comutativo, ou seja, dados U ′, U ′′ ∈ u, temos que [U ′, U ′′] = 0. Se

dimRg = n, como dimRIm(l) = dimRR = 1, pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, segue

que dimRKer(l) = dimRu = n− 1, ou seja, u tem codimensão 1.
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Escolhendo um vetor unitário B ortogonal a u, com l(B) = λ (λ pode ser identificado

com a norma ‖l‖ do funcional linear l) podemos escrever g = u ⊕ 〈B〉, onde u é um ideal

comutativo de codimensão 1. Dessa forma, estamos nas hipóteses da proposição 3.6. Logo

a aplicação L(U) = [B,U ] é dada por:

L(U) = [B,U ] = l(B)U − l(U)B = l(B)U = λU.

Neste caso, L é autoadjunta, pois dados U, V ∈ u,

〈L(U), V 〉 = 〈λU, V 〉 = 〈U, λV 〉 = 〈U,L(V )〉.

Então, seguindo a Proposição 3.6, neste caso S = L. Dáı temos que:

∇B ≡ 0 e ∇U = 0.

Logo, ∇UV = 〈S(U), V 〉B = 〈L(U), V 〉B = 〈λU, V 〉B = λ〈U, V 〉B e ∇UB = −L(U) =

−λU . Dado Z ∈ g, podemos escrever Z = aŨ + cB, com Ũ ∈ u, ‖Ũ‖ = 1 e a, c ∈ R. Dessa

forma,

〈Z, Ũ〉 = 〈aŨ + cB, Ũ〉 = a〈Ũ , Ũ〉+ c〈B, Ũ〉 = a,

e

〈Z,B〉 = 〈aŨ + cB,B〉 = a〈Ũ , B〉+ c〈B,B〉 = c.

Portanto, Z = 〈Z, Ũ〉Ũ + 〈Z,B〉B. Então:

∇ŨZ = ∇Ũ(〈Z, Ũ〉Ũ + 〈Z,B〉B)

= 〈Z, Ũ〉∇Ũ Ũ + 〈Z,B〉∇ŨB

= 〈Z, Ũ〉λ〈Ũ , Ũ〉B + 〈Z,B〉(−λŨ)

= λ(〈Z, Ũ〉B − 〈Z,B〉Ũ).

Tome U ∈ u não nulo e considere Ũ =
U

‖U‖
então

∇ U
‖U‖
Z = λ

(
〈Z, U

‖U‖〉B − 〈Z,B〉
U
‖U‖

)
1
‖U‖∇UZ = 1

‖U‖λ(〈Z,U〉B − 〈Z,B〉U)

∇UZ = λ(〈Z,U〉B − 〈Z,B〉U).

Agora podemos determinar uma fórmula para R(X, Y ), onde X, Y ∈ g. Dados X, Y, Z ∈ g,

considere os seguintes casos:
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(CASO 1) Se X, Y ∈ u e Z ∈ g:

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

= ∇Y (λB〈X,Z〉 − λX〈B,Z〉)−∇X(λB〈Y, Z〉 − λY 〈B,Z〉)

= λ〈X,Z〉∇YB − λ〈B,Z〉∇YX − λ〈Y, Z〉∇XB + λ〈B,Z〉∇XY

= λ〈X,Z〉(−λY )− λ〈Y, Z〉(−λX) + λ〈B,Z〉(∇XY −∇YX)

= λ2〈Y, Z〉X − λ2〈X,Z〉Y + λ〈B,Z〉[X, Y ]

= λ2(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y ).

(CASO 2) Se X = B e Y ∈ u temos

R(B, Y )Z = ∇Y∇BZ −∇B∇YZ +∇[B,Y ]Z

= 0− 0 +∇l(B)Y−l(Y )BZ

= ∇λYZ

= λ∇YZ

= λ(λB〈Y, Z〉 − Y 〈B,Z〉)

= λ2(X〈Y, Z〉 − Y 〈X,Z〉).

Os demais casos seguem por bilinearidade.

Usando este resultado na definição da curvatura seccional, para X e Y unitários, obte-

mos:
k(X, Y ) = 〈R(X, Y )X, Y 〉

= 〈λ2(X〈Y,X〉 − Y 〈X,X〉), Y 〉

= λ2〈Y,X〉〈X, Y 〉 − λ2〈X,X〉〈Y, Y 〉

= λ2(〈X, Y 〉2 − 〈X,X〉〈Y, Y 〉).
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Se X e Y são ortonormais segue que k(X, Y ) = −λ2 = −‖l‖2. Portanto, para toda métrica

em g, a curvatura seccional é uma constante. No caso não comutativo (l 6= 0), toda métrica

em g possui curvatura seccional constante estritamente negativa. �

3.3 Curvatura de Ricci de um grupo de Lie

A curvatura de Ricci de uma variedade Riemanniana Mn em um ponto p ∈M segundo

a direção X ∈ TpM pode ser interpretada como a média das curvaturas seccionais segundo

planos tangentes contendo X, no seguinte sentido:

Tome X unitário e {X,E2, · · · , En} uma base ortonormal de TpM .

r(X) =
n∑
i=2

k(X,Ei) =
n∑
i=2

〈R(X,Ei)X,Ei〉

onde k é a função de curvatura seccional. Da fórmula acima, vemos que r(X) pode ser

calculado pelo traço da transformação linear Y 7→ R(X, Y )X.

Observação 3.15. A curvatura de Ricci r(X) pode ser calculada tomando-se (n− 1) vezes

a média das curvaturas seccionais de todos os subespaços bi-dimensionais do plano tangente

contendo X, veja [3]

Como vimos na seção 1.4, a transformação de Ricci r̂ dada por r̂(X) =
n∑
i=2

R(Ei, X)Ei é

auto adjunta e está associada com a curvatura de Ricci pela forma quadrática

r(X) = 〈r̂(X), X〉. Vimos também que escolhendo uma base ortonormal {E1, · · · , En} de

autovetores, a forma quadrática pode ser diagonalizada e

r(ξ1E1 + · · ·+ ξnEn) =
n∑
i=1

r(Ei)ξ
2
i

O próximo resultado fornece um critério para obtermos uma direção não negativa da

curvatura de Ricci.

Lema 3.16. Se a transformação ad(U) é antissimétrica, então r(U) ≥ 0, onde a igualdade

ocorre se, e só se, U for ortogonal ao ideal comutador [g, g]. Em particular, se a métrica

em g é bi-invariante então a curvatura de Ricci é sempre não negativa

Demonstração. Pelo Lema 3.4 se ad(U) é antissimétrica então k(U, V ) ≥ 0 para todo V ∈ g

em particular para uma base ortonormal {U, · · · , En}. Portanto r(U) =
n∑
i=2

k(U,Ei) ≥ 0.

Ainda pelo Lema 3.4, t́ınhamos k = 0 se, e somente se, U é ortogonal a [Ei, g] com i =

1, · · · , n. Como {U, · · · , En} é base de g temos que U é ortogonal a [V, g] qualquer que seja

V ∈ g por causa da linearidade no primeiro termo, ou seja, U é ortogonal a [g, g]. A última

parte do enunciado segue do fato que a métrica 〈·, ·〉 em g é bi-invariante se, e somente se,

ad(U) é antisimétrica, para todo U ∈ g.
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Exemplo 3.7. Se U pertence ao centro de g então é claro que ad(U) é antissimétrica e

portanto r(U) ≥ 0 para toda métrica invariante à esquerda de g.

O próximo resultado classifica os grupos de Lie conexos que admitem métricas invariantes

à esquerda com curvatura de Ricci estritamente positiva. Sua demonstração não será dada

aqui pois ela envolve conceitos e resultados que não estão no foco deste trabalho, para uma

demonstração veja [7].

Teorema 3.17. Um grupo de Lie conexo admite métrica invariante à esquerda com to-

das as curvaturas de Ricci estritamente positivas se, e somente se, é compacto com grupo

fundamental finito.

Variedades diferenciáveis com curvatura de Ricci constante são frequentemente chama-

das de Variedades Einstein.

Vejamos um critério para obtenção de uma direção com curvatura de Ricci não positiva.

Lema 3.18. Se B é ortogonal ao ideal comutador [g, g] então r(B) ≤ 0, onde a igualdade

ocorre se, e somente se ad(B) é antissimétrica.

Demonstração. Por hipótese temos que B ∈ g é um vetor unitário ortogonal ao ideal comu-

tador [g, g], isto é, [g, g] não tem componentes em 〈B〉. Denotando por u o complemento

ortogonal de 〈B〉 temos que [g, g] ⊂ u. Como, g = u ⊕ 〈B〉, vejamos que u é um ideal de

codimensão 1.

Sejam V ∈ g e U ∈ u então [V, U ] ∈ [g, g] ⊂ u, portanto u é um ideal de g. Que u tem

codimensão 1 segue direto do fato de g ser a soma direta de u com um espaço de dimensão

1.

Assim estamos nas hipóteses da Proposição 3.6. Calculemos a curvatura de Ricci r(B):

r(B) = k(B,U1) + · · ·+ k(B,Un−1),

onde {U1, · · · , Un−1} é qualquer base ortonormal de u. Vamos trabalhar com uma base

{Ui} ortonormal de autovetores do operador autoadjunto S, dado por ∇UB = −S(U), na

Proposição 3.6, ou seja, S(Ui) = λiUi.

Para cada vetor unitário em u a curvatura seccional pode ser calculada

k(B,U) = 〈R(B,U)B,U〉
= 〈∇[B,U ]B,U〉 − 〈∇B∇UB,U〉+ 〈∇U∇BB,U〉
= 〈∇L(U)B,U〉 − 〈∇B(−S(U)), U〉

= 〈−S(L(U)), U〉+ 〈1
2

(L− L∗)(S(U)), U〉.

Agora, tomando Ui como sendo autovetor de S temos que
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λi = 〈S(Ui), Ui〉

= 〈1
2

(L+ L∗)(Ui), Ui〉

= 〈1
2
L(Ui), Ui〉+ 〈1

2
L∗(Ui), Ui〉

= 〈1
2
L(Ui), Ui〉+ 〈Ui,

1

2
L(Ui)〉

= 〈L(Ui), Ui〉.

De forma análoga, obtemos que λi = 〈L∗(Ui), Ui〉, ou seja, 〈L(Ui), Ui〉 = 〈L∗(Ui), Ui〉 = λi.

Então, para cada Ui temos:

k(B,Ui) = 〈−S(L(Ui)), Ui〉+ 〈1
2
(L− L∗)(S(Ui)), Ui〉

= 〈L(Ui),−S(Ui)〉+ 〈1
2
L(S(Ui)), Ui〉 − 〈12L

∗(S(Ui)), Ui〉

= 〈L(Ui),−S(Ui)〉+ 1
2
〈L(S(Ui)), Ui〉 − 1

2
〈S(Ui), L(Ui)〉

= −3
2
〈S(Ui), L(Ui)〉+ 1

2
〈S(Ui), L

∗(Ui)〉

= −3
2
〈λiUi, L(Ui)〉+ 1

2
〈λiUi, L∗(Ui)〉

= −3
2
λi〈Ui, L(Ui)〉+ 1

2
λi〈Ui, L∗(Ui)〉

= −3
2
λ2i + 1

2
λ2i

= −λ2i .

Assim, r(B) = −λ12 − λ22 − · · · − λn−12 = −tr(S2). Portanto, r(B) ≤ 0 e, a igualdade

ocorre se, e somente se, S ≡ 0, ou seja, L = −L∗, ou ainda, ad(B) = L é antissimétrica. �

Observação 3.19. Não é verdade que k(B,U) ≤ 0, para todo U ∈ u. Pode acontecer que

para uma escolha particular de U (U não autovetor de S), se tenha k(B,U) > 0. Conforme

[7], isto acontece, por exemplo, no grupo de Heisenberg, como veremos no exemplo (3.8)

adiante.

Lema 3.20. Seja V um espaço vetorial n-dimensional, munido de um produto interno

〈·, ·〉. Se L : V −→ V é uma transformação linear não nula e nilpotente, então L não é
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antissimétrica.

Demonstração. De fato, seja (k + 1) o ı́ndice de nilpotência da transformação L, então

podemos tomar X ∈ V tal que LX 6= 0 e LkX 6= 0. Se L for antissimétrica, então

〈L2kX,X〉 = 〈Lk(lkX), X〉
= −〈LkX,LkX〉
= −‖LkX‖2 6= 0.

Assim, L2kX 6= 0, portanto, L não seria nilpotente, o que contradiz a hipótese. Logo,

conclúımos que L não pode ser antissimétrica. �

Teorema 3.21. Suponha que a álgebra de Lie g é nilpotente mas não comutativa. Então

para qualquer métrica invariante à esquerda existe uma direção de curvatura de Ricci estri-

tamente negativa e uma direção de curvatura de Ricci estritamente positiva.

Demonstração. Seja g a álgebra de Lie de G. Como g é nilpotente, a série central descen-

dente se anula, ou seja, gk0 = 0, para algum k0 > 1. Ainda temos que

g ⊃ g2 = [g, g] ⊃ g3 = [g, [g, g]] ⊃ · · · .

Escolhendo um vetor unitário U ∈ gk0−1, segue que U ∈ [g, gk0−2] ⊂ [g, g]. Isso mostra que

U não é ortogonal a [g, g], logo do Lema 3.20 segue que r(U) > 0, pois neste caso ad(U) é

antissimétrica, já que ad(U) ≡ 0.

Por outro lado, note que o espaço vetorial g não pode ser gerado por [g, g] + Z onde Z

é o centro de g. De fato, suponha que g = [g, g] + Z, então [g, g] = [g, [g, g] + Z] =

[g, [g, g]] + [g, Z] = [g, [g, g]], isto é, g2 = g3. Isso significa que a série central descentente

estabilizaria, o que é uma contradição.

Logo, existe um vetor unitário V ortogonal a [g, g] que não pertence a Z. Considere

ad(V ) = L, uma aplicação linear não nula de [g, g] em [g, g], tal que L(X) = ad(V )(X) =

[V,X] com L(X) 6= 0. Como L é nilpotente, pelo Lema 3.20, temos que L não é antis-

simétrica. Assim, temos que V é ortogonal a [g, g] e que ad(V ) não é antissimétrica, logo

do Lema 3.18 segue que r(V ) < 0. �

Teorema 3.22. Se a álgebra de Lie g associada ao grupo de Lie G contém vetores line-

armente independentes X, Y, Z tais que [X, Y ] = Z então existe uma métrica invariante à

esquerda tal que r(X) < 0 e r(Z) > 0.

Demonstração. DadosX, Y e z = [X, Y ], formemos uma base ortonormal de g, {B1, B2, · · · , Bn}
onde B1 = X, B2 = Y e B3 = Z. Dado um número real ε > 0 qualquer, consideremos uma

base auxiliar {E1, · · · , En} definida por E1 = εB1, E2 = εB2 e Ei = ε2Bi, com i ≥ 3. Defina

a métrica invariante à esquerda que torna a base auxiliar uma base ortonormal. Seja gε a

álgebra de Lie obtida de g com essa métrica particular e com essa base particular.
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Denotemos por αijk as constantes de estrutura de g e por βijk as constantes de estrutura de

gε. Dáı podemos observar que:

α123 = 〈[B1, B2], B3〉 = 〈[X, Y ], Z〉 = 〈Z,Z〉 = 1,

α213 = 〈[B2, B1], B3〉 = 〈[Y,X], Z〉 = 〈−Z,Z〉 = −1.

Por outro lado, [E1, E2] = [εB1, εB2] = ε2[B1, B2] = ε2B3 = E3 e

β123 = 〈[E1, E2], E3〉 = 〈E3, E3〉 = 1

β213 = 〈[E2, E1], E3〉 = 〈−E3, E3〉 = −1.

As demais constantes de estrutura dependem de ε, ou seja:

i) [Ei, Ej] =
n∑
k=1

βijkEk, i, j ≥ 3

ii) [Ei, Ej] = [ε2Bi, ε
2Bj] = ε4[Bi, Bj] = ε4

n∑
k=1

αijkBk =
n∑
k=1

ε4αijkBk.

De (i) e (ii), temos que βijk = ε2αijk para k ≤ 3 e que lim
ε−→0

βijk = 0.

Dáı obtemos uma álgebra de Lie limite g0 com métrica e uma base definidas. E ainda o

colchete é dado por

[E1, E2] = −[E2, E1] = E3

com [Ei, Ej] = 0 nos demais casos. Portanto, [gε, gε] = 〈E3〉. Calculando explicitamente

r(E1) e r(E3) temos:

k(E1, E2) =
1

2
(α123)(−α123)−

1

4
(α123)(α123)

= −3

4
(α123)

2

= −3

4
,

k(E1, E3) = −1

4
(α231)(−α231)

=
1

4
,

k(E1, Ej) = 0, j > 3

Portanto, r(E1) = −3

4
+

1

4
= −1

2
.
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Calculando r(E3):

k(E3, E1) = −1

4
(α213)(−α213)

=
1

4
,

k(E3, E2) = −1

4
(−α213)(α213)

=
1

4
,

k(E3, Ej) = 0, j > 3

Portanto, r(E3) = 1
4

+ 1
4

= 1
2
.

Isso garante o enunciado para gε.

Como as curvaturas de Ricci variam continuamente em relação à ε, segue que

lim
ε−→0

r(E1) < 0 < lim
ε−→0

r(E3).

Logo, para todo ε suficientemente próximo de zero vale que r(E1) < 0 < r(E3). �

A seguir vamos apresentar uma condição suficiente para um grupo de Lie G ser unimo-

dular, em termo da curvatura de Ricci. Defina o conjunto

u = {X ∈ g : tr(ad(X)) = 0},

temos que u é um ideal contendo o comutador [g, g].

De fato, sejam X ∈ u e Y ∈ g, então tr(ad[X, Y ]) = tr(ad(X) ◦ ad(Y )) − tr(ad(Y ) ◦
ad(X)) = 0. Portanto, [X, Y ] ∈ u.

É claro que [g, g] ⊂ u pois, para todo U, V ∈ g, segue que tr(ad([U, V ])) = 0, portanto,

[U, V ] ∈ u.

Dizemos que u é o kernel unimodular de g.

Lema 3.23. Se o grupo de Lie G conexo tem uma métrica invariante à esquerda com todas

as curvaturas de Ricci não negativas, então G é unimodular.

Demonstração. Suponha que G não seja unimodular. Escolhendo um vetor B ortonormal

ao kernel unimodular u, teŕıamos que tr(ad(B)) 6= 0. Como [g, g] ⊂ u, tem-se que B é

78



ortogonal a [g, g]. Da demonstração do Lema 3.18 temos que

r(B) = −tr(ad(B))2 6= 0

Dáı, pelo mesmo Lema, conclúımos que r(B) < 0, que contradiz a hipótese. Portanto, G é

unimodular. �

3.4 Curvatura Escalar de um grupo de Lie

Seja M uma variedade Riemanniana, considere a base ortonormal {E1, · · · , En} do espaço

TpM . Vimos na seção 1.4 que o número:

ρ = r(E1) + · · ·+ r(En) = 2
∑
i<j

k(Ei, Ej)

é chamado de curvatura escalar no ponto p.

Agora, sejam G um grupo de Lie com uma métrica invariante à esquerda e g sua álgebra

de Lie. Suponha que a álgebra de Lie g contém um ideal u de codimensão 1 que contém o

comutador [g, g]. Seja B ∈ u⊥ e considere a aplicação L : u −→ u, dada por L = ad(B), e

sua parte auto-adjunta S =
1

2
(L+ L∗).

Lema 3.24. Com as notações anteriores, a curvatura escalar ρ(g) associada com a métrica

da álgebra de Lie g é igual a

ρ(g) = ρ(u)− tr(S2)− (tr(S))2.

Demonstração. Dados U, V ∈ u vetores ortonormais, temos que a curvatura seccional é dada

por

k(U, V ) = 〈R(U, V )U, V 〉

= 〈∇[U,V ]U, V 〉 − 〈∇U∇VU, V 〉+ 〈∇V∇UU, V 〉. (3.6)

Como a conexão Riemanniana em u é denotada por ∇, definimos a curvatura seccional

em u por

k(U, V ) = 〈∇[U,V ]U, V 〉 − 〈∇U∇VU, V 〉+ 〈∇V∇UU, V 〉.
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Dessa forma, usando a proposição 3.6, temos que:

k(U, V ) = 〈∇[U,V ]U, V 〉 − 〈∇U∇VU, V 〉+ 〈∇V∇UU, V 〉

= 〈∇[U,V ]U + 〈S([U, V ]), U〉B, V 〉 − 〈∇U(∇VU + 〈S(V ), U〉B), V 〉

+〈∇V (∇UU + 〈S(U), U〉B), V 〉

= 〈∇[U,V ]U, V 〉+ 〈S([U, V ]), U〉〈B, V 〉 − 〈∇U∇VU, V 〉 − 〈S(V ), U〉〈∇UB, V 〉

+〈∇V∇UU, V 〉+ 〈S(U), U〉〈∇VB, V 〉

= 〈∇[U,V ]U, V 〉 − 〈∇U∇VU + 〈S(U),∇VU〉B, V 〉 − 〈S(V ), U〉〈−S(U), V 〉

+〈∇V∇UU + 〈S(V ),∇UU〉B, V 〉+ 〈S(U), U〉〈−S(V ), V 〉

= 〈∇[U,V ]U, V 〉 − 〈∇U∇VU, V 〉 − 〈S(U),∇VU〉〈B, V 〉 − 〈S(U), V 〉〈S(U), V 〉

+〈∇V∇UU, V 〉+ 〈S(V ),∇UU〉〈B, V 〉 − 〈S(U), U〉〈S(V ), V 〉

= 〈∇[U,V ]U −∇U∇VU +∇V∇UU, V 〉 − 〈S(U), V 〉2 − 〈S(U), U〉〈S(V ), V 〉

= k(U, V )− 〈S(U), V 〉2 − 〈S(U), U〉〈S(V ), V 〉.

Escolhendo uma base ortonormal formada por autovetores de S, isto é, S(Ui) = λiUi,

obtemos

k(Ui, Uj) = k(Ui, Uj)− 〈S(Ui), Uj〉2 − 〈S(Ui), Ui〉〈S(Uj), Uj〉

= k(Ui, Uj)− λ2i 〈Ui, Uj〉2 − λiλj〈Ui, Ui〉〈Uj, Uj〉

= k(Ui, Uj)− λiλj, para i 6= j

Da Proposição 3.6 também temos que k(B,Ui) = −λ2i com B ∈ u⊥. De fato,

k(B,Ui) = 〈∇[B,Ui]B,Ui〉 − 〈∇B∇Ui
B,Ui〉+ 〈∇Ui

∇BB,Ui〉

= 〈−S([B,Ui]), Ui〉 − 〈∇B(−S(Ui)), Ui〉

= 〈−S(L(Ui)), Ui〉+ 〈∇B(λUi), Ui〉

= λi〈∇BUi, Ui〉 − 〈L(Ui), S(Ui)〉

= λi〈
1

2
(L− L∗)(Ui), Ui〉 − 〈L(Ui), λiUi〉

=
λi
2
〈L(Ui), Ui〉 −

λi
2
〈L∗(Ui), Ui〉 − λi〈L(Ui), Ui〉

= −λi〈L(Ui), Ui)〉

= −λ2i
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Assim, a curvatura de Ricci na direção de Ui é dada por

r(Ui) =
∑
j

k(Uj, Ui)

=
∑
j

(k(Uj, Ui)− λjλi)

= r(Ui)− λitr(S).

Para obtermos a curvatura escalar basta somarmos a identidade acima sobre i e acres-

centar r(B) = −tr(S2) calculada na demonstração do Lema 3.18

ρ(g) =
∑
i

(r(Ui)− λitr(S)) + r(B)

=
∑
i

r(Ui)− tr(S)
∑
i

λi + r(B)

= ρ(u)− (tr(S))2 − tr(S2).

�

Lema 3.25. Toda álgebra de Lie g solúvel, possui um ideal de codimensão 1.

Demonstração. Digamos que dim g = n.

Suponha que dim[g, g] = k (k < n, pois g′ 6= g). Seja {E1, · · · , Ek} uma base de g′.

Completando esta base, podemos considerar uma base {E1, · · · , Ek, Ek+1, · · · , En} de g.

Seja h o subespaço de g gerado pela base {E1, · · · , Ek, Ek+1, · · · , En−1}. Então é claro que

g′ = [g, g] ⊂ h e dim h = n − 1. Dáı segue que h é ideal de g, pois dado X ∈ g e Y ∈ h

temos que [X, Y ] ∈ [g, g] ⊂ h. Portanto h é um ideal de codimensão 1. �

Teorema 3.26. Se o grupo de Lie é solúvel, então cada métrica invariante à esquerda em

G é flat ou então tem curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstração. Se g é uma álgebra de Lie solúvel n-dimensional, usaremos indução sobre n

para provar que ρ(g) ≤ 0. Se n = 1, pelo Teorema 3.10 segue que o grupo de Lie G é flat.

Seja u um ideal de g de codimensão 1. Assumiremos, por hipótese de indução, que

ρ(u) ≤ 0. Mais ainda u é solúvel e

ρ(g) = ρ(u)− tr(S2)− (tr(S))2 ≤ −tr(S2)− (tr(S))2 ≤ 0,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, S ≡ 0 e ρ(u) = 0.

Vamos mostrar que ρ(g) = 0⇔ R ≡ 0:

Se S = 0 então as fórmulas da Proposição 3.6 implicam em∇UV = ∇UV . Para quaisquer

U, V ∈ u, segue imediatamente que R(U, V )W = R(U, V )W com W ∈ u.

�
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Corolário 3.27. Se G é solúvel e unimodular então toda métrica invariante à esquerda

sobre G é flat, ou possui curvaturas seccionais positivas e negativas.

Demonstração. Se G é unimodular e a métrica sobre G não é flat então pelo Teorema 3.13

existe uma métrica com curvatura seccional positiva. Por outro lado sendo G solúvel, se a

métrica sobre G não é flat, então, pelo Teorema 3.26, cada métrica invariante à esquerda

tem curvatura escalar negativa e consequentemente, tem curvatura seccional negativa. �

Teorema 3.28. Se a álgebra de Lie de G é não comutativa, então G possui uma métrica

invariante à esquerda com curvatura escalar estritamente negativa.

Demonstração. Suponha que existam vetores linearmente independentes X, Y , Z na álgebra

de Lie g tais que [X, Y ] = Z. Da demonstração do Teorema 3.22 podemos escolher uma

base {B1, · · · , Bn} de modo que B1 = X, B2 = Y e B3 = Z e para ε > 0 real podemos

escolher uma métrica invariante à esquerda tal que os vetores {Bε
1, · · · , Bε

n} formam uma

base ortonormal, onde Bε
1 = εB1, B

ε
2 = εB2, B

ε
3 = ε2B3, B

ε
i = ε2Bi para todo i ≥ 3.

Denote gε esta álgebra com a métrica e a base dadas acima. Afirmamos que quando ε

tende a zero, gε tende a uma álgebra de Lie g0 bem definida, nilpotente, mas não comutativa.

De fato, verifiquemos como se comportam as constantes de estruturas αεijk da álgebra

gε, em relação às constantes αijk da álgebra de Lie g quando ε −→ 0. Como foi feito na

demonstração do teorema 3.22. Para qualquer ε > 0, temos αε123 = 1 = −αε213.
Por outro lado, as demais constantes tenderão a zero quando ε −→ 0, por exemplo, para

j ≥ 3

[Bε
1, B

ε
j ] =

n∑
k=1

αε1jkB
ε
k

= αε1j2B
ε
2 +

n∑
k=3

α1jkB
ε
k

= εαε1j2B2 +
n∑
k=3

ε2α1jkBk

= ε3α1j2B2 +
n∑
k=3

ε3α1jkBk,

Como [B1
ε, Bj

ε] =
n∑
k=1

αε1jkB
ε
k segue que αε1j2 = ε2α1j2 e αε1jk = εα1jk, para todo k ≥ 3.

Considerando α0
ijk as constantes de estrutura da álgebra de Lie g0 e a base {B0

1 , · · · , B0
n} de

g0, teremos que α0
ijk = 0 exceto nos casos α0

123 = 1 e α0
213 = −1.

Dáı segue que [g0, g0] tem dimensão 1 e, portanto, é comutativo, logo, [[g0, g0], g0] = 0.

Fazendo o cálculo expĺıcito das curvaturas seccionais, usando a Proposição 3.4, temos:

k(B0
1 , B

0
2) = −1

2
(α0

123)
2 − 1

4
(α0

123)
2 = −3

4
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k(B0
2 , B

0
3) = −1

4
(α0

123)(−α0
123) =

1

4

k(B0
1 , B

0
3) = −1

4
(α0

213)(−α0
213) =

1

4

k(B0
i , B

0
j ) = 0 nos demais casos.

Assim, ρ(g0) = 2
∑
i<j

k(B0
i , B

0
j ) = 2

(
−3

4
+

1

4
+

1

4

)
= −1

2
< 0.

Por continuidade, segue que ρ(gε) < 0 para todo ε suficientemente próximo de zero onde

a métrica está bem definida.

Por outro lado, se não existir X, Y ∈ g tais que X, Y e [X, Y ] sejam linearmente inde-

pendentes então g é isomorfa à álgebra do exemplo especial 3.14, e portanto para qualquer

escolha da métrica, possui curvatura escalar estritamente negativa.

�

Resta ainda saber em quais condições um grupo de Lie admite métrica invariante à

esquerda de curvatura escalar estritamente positiva. O teorema a seguir nos dá uma condição

suficiente para esse fato.

Teorema 3.29. (Wallach) Seja G um grupo de Lie conexo. Se o recobrimento universal

de G não é homeomorfo ao espaço euclidiano (ou equivalentemente se G possui um sub-

grupo compacto não comutativo) então a álgebra de Lie associada a G admite uma métrica

invariante à esquerda com curvatura escalar estritamente positiva.

Demonstração. Veja [7]. �

3.5 O Caso tridimensional

A fim de estudar álgebras de Lie tridimensionais, iremos usar a operação produto

vetorial. Se U e V são elementos de um espaço tridimensional, o qual é munido com

uma métrica positiva definida e com uma orientação pré-definida, o produto vetorial U ×V
é bem definido. Este produto é bilinear e simétrico como função de U e V . O vetor

U × V é ortogonal a U e V simultaneamente, e tem comprimento igual a raiz quadrada do

determinante 〈U,U〉〈V, V 〉 − 〈U, V 〉2.
A orientação é determinada pela exigência de que U , U e U ×V são orientados de forma

positiva, sempre que U e V forem linearmente independentes.

Seja G um grupo de Lie conexo tridimensional com métrica invariante à esquerda. Es-

colha uma orientação para a álgebra de Lie de G de modo que o produto vetorial esteja

definido.

Proposição 3.7. A operação colchete na álgebra de Lie está relacionada com o produto

vetorial pela fórmula

[U, V ] = L(U × V ),
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onde L é uma aplicação linear definida em g. O grupo de Lie G é unimodular se, e somente

se, a aplicação L é auto-adjunta.

Demonstração. Seja g uma álgebra de Lie tridimensional com uma métrica positiva definida

e orientação fixada. Escolhendo uma base ortonormal orientada {E1, E2, E3}, definimos o

operador linear L : g −→ g por L(E1) = [E2, E3], L(E2) = [E3, E1] e L(E3) = [E1, E2].

Assim a identidade L(Ei × Ej) = [Ei, Ej] é verdadeira para todos os elementos da base e,

consequentemente, L(U×V ) = [U, V ] para todo U e V em g. Escrevendo L(Ei) =
∑
j

αijEj,

onde αij são entradas da matrizes de L na base escolhida, podemos calcular o traço de

ad(Ei) com i = 1, 2, 3.

tr(ad(E1)) = 〈ad(E1)(E1), E1〉+ 〈ad(E1)(E2), E2〉+ 〈ad(E1)(E3), E3〉

= 〈[E1, E1], E1〉+ 〈[E1, E2], E2〉+ 〈[E1, E3], E3〉

= 〈L(E3), E2〉+ 〈−L(E2), E3〉

=

〈∑
j

α3jEj, E2

〉
+

〈
−
∑
j

α2jEj, E3

〉

=
3∑
j=1

(α3j〈Ej, E2〉 − α2j〈Ej, E3〉)

= α32 − α23;

tr(ad(E2)) = 〈ad(E2)(E1), E1〉+ 〈ad(E2)(E2), E2〉+ 〈ad(E2)(E3), E3〉

= 〈[E2, E1], E1〉+ 〈[E2, E2], E2〉+ 〈[E2, E3], E3〉

= 〈−L(E3), E1〉+ 〈L(E1), E3〉

=

〈∑
j

α3jEj, E1

〉
+

〈∑
j

α1jEj, E3

〉

=
3∑
j=1

(−α3j〈Ej, E1〉+ α1j〈Ej, E3〉)

= −α31 + α13;
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tr(ad(E3)) = 〈ad(E3)(E1), E1〉+ 〈ad(E3)(E2), E2〉+ 〈ad(E3)(E3), E3〉

= 〈[E3, E1], E1〉+ 〈[E3, E2], E2〉+ 〈[E3, E3], E3〉

= 〈L(E2), E1〉+ 〈−L(E1), E2〉

=

〈∑
j

α2jEj, E1

〉
+

〈
−
∑
j

α1jEj, E2

〉

=
3∑
j=1

(α2j〈Ej, E1〉 − α1j〈Ej, E2〉)

= α21 − α12.

Assim, G é unimodular, se e somente se, tr(ad(X)) = 0, para todo X em g, ou seja, se e só

se, αij = αji, ou seja, L é auto-adjunta. �

Agora analisaremos o caso unimodular. Vimos que um grupo de Lie G é unimodular se,

e só se, o operador linear L é auto-adjunto. Agora, se L é auto-adjunto, então existe uma

base ortonormal {E1, E2, E3} de autovetores, ou seja, L(Ei) = λiEi. Substituindo E1 por

−E1 se necessário, podemos supor que a base é orientada de forma positiva. A operação

colchete na álgebra de Lie unimodular tridimensional é dada por

[E1, E2] = L(E1 × E2) = L(E3) = λ3E3;

[E2, E3] = L(E2 × E3) = L(E1) = λ1E1;

[E3, E1] = L(E3 × E1) = L(E2) = λ2E2.

Os autovalores λ1, λ2, λ3, a menos de ordem, dependem de uma escolha da orientação.

Se invertermos a orientação da álgebra de Lie g, a operação colchete muda de sinal.

Para descrevermos as propriedades de curvatura de uma métrica da álgebra de Lie, será

conveniente definirmos os números:

µi =
1

2
(λ1 + λ2 + λ3)− λi i = 1, 2, 3.

Teorema 3.30. A base {E1, E2, E3} ortonormal escolhida diagonaliza a forma quadrática
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de Ricci, onde as curvaturas de Ricci principais são dadas por

r(E1) = 2µ2µ3

r(E2) = 2µ1µ3

r(E3) = 2µ1µ2.

Demonstração. Seja {E1, E2, E3} uma base ortonormal em g tal que [E2, E3] = λ1E1,

[E3, E1] = λ2E2 e [E1, E2] = λ3E3. Da seguinte fórmula 〈∇XY, Z〉 =
1

2
(〈[X, Y ], Z〉 −

〈[Y, Z], X〉+ 〈[Z,X], Y 〉) obtemos:

〈∇E1E2, E3〉 =
1

2
(〈[E1, E2], E3〉 − 〈[E2, E3], E1〉+ 〈[E3, E1], E2〉)

=
1

2
(〈L(E3), E3〉 − 〈L(E1), E1〉+ 〈L(E2), E2〉

=
1

2
(λ3 − λ1 + λ2)

= µ1;

〈∇E1E3, E2〉 =
1

2
(〈[E1, E3], E2〉 − 〈[E3, E2], E1〉+ 〈[E2, E1], E3〉)

=
1

2
(〈−L(E2), E2〉 − 〈−L(E1), E1〉+ 〈−L(E3), E3〉

=
1

2
(−λ2 + λ1 − λ3)

= −µ1;

〈∇E1E1, Ej〉 =
1

2
(〈[E1, E1], Ej〉 − 〈[E1, Ej], E1〉+ 〈[Ej, E1], E1〉)

= −〈[E1, Ej], E1〉

= 0, ∀j = 1, 2, 3.

〈∇E2E1, E3〉 =
1

2
(〈[E2, E1], E3〉 − 〈[E1, E3], E2〉+ 〈[E3, E2], E1〉)

=
1

2
(〈−L(E3), E3〉 − 〈−L(E2), E2〉+ 〈−L(E1), E1〉

=
1

2
(−λ3 + λ2 − λ1)

= −µ2;
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〈∇E2E3, E1〉 =
1

2
(〈[E2, E3], E1〉 − 〈[E3, E1], E2〉+ 〈[E1, E2], E3〉)

=
1

2
(〈L(E1), E1〉 − 〈L(E2), E2〉+ 〈L(E3), E3〉

=
1

2
(λ1 − λ2 + λ3)

= µ2;

〈∇E2E1, Ej〉 =
1

2
(〈[E2, E1], Ej〉 − 〈[E1, Ej], E2〉+ 〈[Ej, E2], E1〉)

= 〈[E1, Ej], E1〉

= 0, ∀j = 1, 2, 3.

De forma análoga obtemos,

〈∇E3E1, E2〉 =
1

2
(λ2 − λ3 + λ1)

= µ3;

〈∇E3E2, E1〉 =
1

2
(−λ1 + λ3 − λ2)

= −µ3;

〈∇E3E1, Ej〉 = 0, ∀j = 1, 2, 3.

Assim temos,

∇E1E1 = 0, ∇E1E2 = µ1E3, ∇E1E3 = −µ1E2,

∇E2E1 = −µ2E3, ∇E2E2 = 0, ∇E2E3 = µ2E1,

∇E3E1 = µ3E2, ∇E3E2 = −µ3E1, ∇E3E3 = 0.

Seja V =
3∑
i=1

αiEi, teremos

∇E1V = α1∇E1E1 + α2∇E1E2 + α3∇E1E3

= α2µ1E3 − α3µ1E2

= µ1(α2E3 − α3E2).
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Por outro lado,

µ1E1 × V = µ1E1 × (α1E1 + α2E2 + α3E3)

= µ1E1 × α1E1 + µ1E1 × α2E2 + µ1E1 × α3E3

= µ1α1(E1 × E1) + µ1α2(E1 × E2) + µ1α3(E1 × E3)

= µ1α2E3 − µ1α3E2

= µ1(α2E3 − α3E2).

Dáı conclúımos que

∇E1V = µ1E1 × V,

para todo V na álgebra de Lie g. De forma análoga, obtemos

∇E2V = µ2E2 × V,

∇E3V = µ3E3 × V.

Em geral podemos escrever

∇Ei
· = µiEi × ·.

Por exemplo, ∇E1 = µ1E1× é uma transformação linear autoadjunta definida por

E1 7−→ ∇E1E1 = 0, E2 7−→ ∇E1E2 = µ1E3, E3 7−→ ∇E1E3 = −µ1E2.

Pela identidade de Jacobi, temos

• E1 × (E2 × E1) + E2 × (E1 × E1) + E1 × (E1 × E2) = E1 × (−E3) + E1 × E3 = 0,

• E1 × (E2 × E2) + E2 × (E2 × E1) + E2 × (E1 × E2) = E2 × (−E3) + E2 × E3 = 0,

• E1× (E2×E3) +E2× (E3×E1) +E3× (E1×E2) = E1×E1 +E2×E2 +E3×E3 = 0.

Por linearidade, podemos concluir que

E1 × (E2 × V ) + E2 × (V × E1) + V × (E1 × E2) = 0,

ou ainda,

(E1 × E2)× V = E1 × (E2 × V ) + E2 × (V × E1)

= E1 × (E2 × V )− E2 × (E1 × V ).

Agora obteremos o tensor curvatura,
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R(E1, E2) = ∇[E1,E2] −∇E1∇E2 +∇E2∇E1

= ∇λ3E3 −∇E1(µ2E2 × ·) +∇E2(µ1E1 × ·)
= λ3∇E3 − µ1E1 × (µ2E2 × ·) + µ2E2 × (µ1E1 × ·)
= λ3(µ3E3 × ·)− µ1µ2(E1 × (E2 × ·)) + µ2µ1(E2 × (E1 × ·))
= λ3µ3(E3 × ·)− µ1µ2((E1 × E2)× ·)
= λ3µ3(E3 × ·)− µ1µ2(E3 × ·)
= (λ3µ3 − µ1µ2)(E3 × ·),

R(E2, E1) = −R(E1, E2)

= (−λ3µ3 + µ1µ2)(E3 × ·),

R(E1, E3) = ∇[E1,E3] −∇E1∇E3 +∇E3∇E1

= ∇−λ2E2 −∇E1(µ3E3 × ·) +∇E3(µ1E1 × ·)
= −λ2∇E2 − µ1E1 × (µ3E3 × ·) + µ3E3 × (µ1E1 × ·)
= −λ2(µ2E2 × ·)− µ1µ3(E1 × (E3 × ·)) + µ3µ1(E3 × (E1 × ·))
= −λ2µ2(E2 × ·)− µ1µ3((E1 × E3)× ·)
= −λ2µ2(E2 × ·)− µ1µ3(−E2 × ·)
= (−λ2µ2 + µ1µ3)(E2 × ·),

R(E3, E1) = −R(E1, E3)

= (λ2µ2 − µ1µ3)(E2 × ·),

R(E2, E3) = ∇[E2,E3] −∇E2∇E3 +∇E3∇E2

= ∇λ1E1 −∇E2(µ3E3 × ·) +∇E3(µ2E2 × ·)
= λ1∇E1 − µ2E2 × (µ3E3 × ·) + µ3E3 × (µ2E2 × ·)
= λ1(µ1E1 × ·)− µ2µ3(E2 × (E3 × ·) + µ3µ2(E3 × (E2 × ·)
= λ1µ1(E1 × ·)− µ2µ3((E2 × E3)× ·)
= λ1µ1(E1 × ·)− µ2µ3(E1 × ·)
= (λ1µ1 − µ2µ3)(E1 × ·),

R(E3, E2) = −R(E2, E3)

= (−λ1µ1 + µ2µ3)(E1 × ·).

Portanto, temos

R(E1, E2)E1 = (λ3µ3 − µ1µ2)(E3 × E1)

= (λ3µ3 − µ1µ2)E2,
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R(E1, E2)E2 = (λ3µ3 − µ1µ2)(E3 × E2)

= (λ3µ3 − µ1µ2)(−E1)

= (−λ3µ3 + µ1µ2)E1,

R(E1, E2)E3 = 0,

R(E3, E1)E1 = (λ2µ2 − µ1µ3)(E2 × E1)

= (−λ2µ2 + µ1µ3)E3,

R(E3, E1)E2 = 0,

R(E3, E1)E3 = (λ2µ2 − µ1µ3)(E2 × E3)

= (λ2µ2 − µ1µ3)E1,

R(E2, E3)E1 = 0,

R(E2, E3)E2 = (λ1µ1 − µ2µ3)(E1 × E2)

= (λ1µ1 − µ2µ3)E3,

R(E2, E3)E3 = (λ1µ1 − µ2µ3)(E1 × E3)

= (−λ1µ1 + µ2µ3)E2.

Sabe-se que a forma quadrática de Ricci é dada por

r̂(X) =
3∑
i=1

R(Ei, X)Ei.
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Dáı obtemos,

r̂(E2) = R(E1, E2)E1 +R(E2, E2)E2 +R(E3, E2)E3

= (λ3µ3 − µ1µ2)E2 + 0 + (λ1µ1 − µ2µ3)E2

= (λ3µ3 − µ1µ2 + λ1µ1 − µ2µ3)E2

= (λ3µ3 + λ1µ1 − µ2(µ1 + µ3))E2

=
1

2
[λ3(λ1 + λ2 − λ3) + λ1(−λ1 + λ2 + λ3)− λ2(λ1 − λ2 + λ3)]E2

=
1

2
(λ1λ3 + λ3λ2 − λ3λ3 − λ1λ1 + λ1λ2 + λ1λ3 − λ1λ2 + λ2λ2 − λ2λ3)E2

=
1

2
(2λ1λ3 − λ3λ3 − λ1λ1 + λ2λ2)E2

= 2µ1µ3E2.

Analogamente, obtemos

r̂(E1) = 2µ2µ3E1, r̂(E3) = 2µ1µ2E3.

Assim, temos que E1, E2, e E3 são autovetores da transformação de Ricci r̂, cujos

autovalores são 2µ2µ3, 2µ1µ3 e 2µ1µ2, respectivamente. �

Em particular, temos uma fórmula para a curvatura escalar

ρ = r̂(E1) + r̂(E2) + r̂(E3)

= 2(µ2µ3 + µ1µ3 + µ1µ2).

Usando a descrição da curvatura de Ricci, podemos calcular a curvatura seccional. Po-

demos tomar uma base {U, V,W} de g, ortonormal e orientada , onde U × V = W e

r(U) = k(U,U) + k(U, V ) + k(U,W )

r(V ) = k(V, U) + k(V, V ) + k(V,W )

r(W ) = k(W,U) + k(W,V ) + k(W,W ).

Além disso,

ρ(g) = r(U) + r(V ) + r(W )

= 2(k(U, V ) + k(U,W ) + k(V,W )).
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Dáı, obtemos a relação

k(U, V ) =
ρ

2
− k(U,W )− k(V,W )

=
ρ

2
− r(W )

=
ρ

2
− r(U × V ).

Corolário 3.31. No caso unimodular de dimensão 3, o determinante r(E1)r(E2)r(E3) da

forma quadrática de Ricci é sempre não negativo. Se este determinante é zero, então pelo

menos duas das curvaturas devem ser nulas.

Demonstração. Do Teorema 3.30 temos que r(E1) = 2µ2µ3, r(E2) = 2µ1µ3 e r(E3) = 2µ1µ2.

Assim, o determinante da forma quadrática de Ricci é dado por

r(E1)r(E2)r(E3) = (2µ2µ3)(2µ1µ3)(2µ1µ2)

= 8µ2
1µ

2
2µ

2
3 ≥ 0

A igualdade ocorre se µ1 = 0, µ2 = 0 ou µ3 = 0. Supondo, sem perda de generalidade,

que µ2 = 0, então r(E1) = r(E3) = 0, ou seja, pelo menos duas das curvaturas devem ser

nula. �

Suponha que alteremos a métrica mantendo a operação colchete fixada. Se escolher-

mos uma nova métrica tal que a base {ηαE1, ξαE2, ξηE3} seja ortonormal, então as novas

constantes de estruturas são

[ηαE1, ξαE2] = ηα2ξ[E1, E2]

= ηα2ξλ3E3

= α2λ3ηξE3,

[ξαE2, ξηE3] = ξ2αη[E2, E3]

= ξ2αηλ1E1

= ξ2λ1αηE1,

[ξηE3, ηαE1] = ξη2α[E3, E1]

= η2λ2ξαE2.

Assim as novas constantes de estruturas são ξ2λ1, η
2λ2 e α2λ3. Dessa forma, podemos

multiplicar λ1, λ2, λ3 por constantes positivas sem alterar a álgebra de Lie subjacente.

Exemplo 3.8. Considere o grupo de Heisenberg, o qual é constituido pelas matrizes da
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forma  1 ∗ ∗
0 1 ∗
0 0 1

 .
Sua álgebra de Lie g é formada pelas matrizes triangulares superiores, da forma 0 ∗ ∗

0 0 ∗
0 0 0

 .
Como g é nilpotente, segue-se que ad(X) é nilpotente, para todo X ∈ g, e portanto tem

traço zero. Dáı pelo Lema 3.12, conclúımos que o grupo de Heisenberg é unimodular.

Agora considere a seguinte base de g:

E1 =

 0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , E2 =

 0 0 0

0 1 0

0 0 0

 , E3 =

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 .
Então:

[E1, E2] = 0, [E2, E3] = E1, [E3, E1] = 0.

Assim, a menos de um múltiplo escalar, conclúımos que as constantes de estrutura λ1, λ2 e

λ3 são 1, 0, 0, respectivamente. Então:

µ1 =
1

2
λ1 − λ1 = −1

2
λ1

µ2 =
1

2
λ1

µ3 =
1

2
λ1.

Logo, pelo Teorema 3.30, segue-se que:

r(E1) = 2µ2µ3 =
λ21
2

r(E2) = 2µ1µ3 = −λ
2
1

2

r(E3) = 2µ1µ2 = −λ
2
1

2
.

Assim a curvatura escalar é dada por:

ρ =
λ21
2
− λ21

2
− λ21

2
= −λ

2
1

2
< 0.
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Além disso, |ρ| = |r(E1)| = |r(E2)| = |r(E3)|.
Assim provamos o seguinte resultado:

Corolário 3.32. Para qualquer métrica invariante à esquerda no grupo de Heisenberg, a

forma quadrática tem assinatura (+, -, -) e a curvatura escalar ρ é estritamente negativa.

Além disso, as curvaturas principais de Ricci, satisfazem

|r(E1)| = |r(E2)| = |r(E3)| = |ρ|.

Exemplo 3.9. Considere o grupo de Lie E(2) =


 cos(t) sen(t) x

sen(t) cos(t) y

0 0 1

 ; t, x, y ∈ R


dos movimentos ŕıgidos do plano. A álgebra de Lie e(2) de E(2) é dada por

e(2) =


 0 a x

−a 0 y

0 0 0

 ; a, x, y ∈ R

 .

Considere a seguinte base de e(2) formada por:

E1 =

 0 0 0

0 0 1

0 0 0

 , E2 =

 0 0 1

0 0 0

0 0 0

 e E3 =

 0 1 0

−1 0 0

0 0 0


Então:

[E1, E2] = 0, [E2, E3] = E1, [E3, E1] = E2.

Dáı temos que:

ad(E1) =

 0 0 0

0 0 −1

0 0 0

 , ad(E2) =

 0 0 1

0 0 0

0 0 0

 , ad(E3) =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 .
Como a representação adjunta de e(2) é uma transformação linear, segue que tr(ad(X)) = 0

para todo X ∈ e(2). Portanto, pelo Lema 3.12, o grupo de Lie E(2) é unimodular. Assim,

a menos de um múltiplo escalar, podemos dizer que as constantes de estrutura λ1, λ2 e λ3

são 1, 1, 0, respectivamente. Então:

µ1 =
1

2
(−λ1 + λ2), µ2 =

1

2
(λ1 − λ2), µ3 =

1

2
(λ1 + λ2).
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Logo, pelo Teorema 3.30, temos:

r(E1) = 2µ2µ3 =
1

2
(λ21 − λ22),

r(E2) = 2µ1µ3 =
1

2
(λ22 − λ21),

r(E3) = 2µ1µ2 = −1

2
(λ1 − λ2)2,

Se λ21 > λ22 então r(E1) > 0, r(E2) < 0 e r(E3) < 0. Por outro lado, pode ocorrer de

λ22 > λ21 e neste caso teremos r(E1) < 0, r(E2) > 0 e r(E3) < 0. Portanto, em todos os

casos a assinatura da curvatura de Ricci é (+, -, -). E ainda,

ρ = −1

2
(λ1 − λ2)2 ≤ 0.

A igualdade vale se, e somente se λ1 = λ2. Assim temos:

µ1 = µ2 = 0,

logo, r(E1) = r(E2) = ρ = 0. As curvaturas seccionais dadas por k(U, V ) =
ρ

2
− r(U ×V ) =

0, portanto, E(2) será flat. Assim, provamos o seguinte resultado:

Corolário 3.33. O grupo de Lie E(2) admite uma métrica invariante à esquerda flat. Para

toda métrica invariante à esquerda não flat a curvatura de Ricci possui assinatura (+, -, -)

e a curvatura escalar é estritamente negativa.

3.6 Curvaturas de métricas bi-invariantes

Sabemos que uma métrica Riemanniana no grupo de Lie G é bi-invariante se é invariante

tanto à esquerda quanto à direita.

Definição 3.4. Uma métrica no grupo de Lie G é bi-invariante se a representação adjunta

da álgebra de Lie associada g é antissimétrica, ou seja, se ad(X) é antissimétrica, para X

em g.

Vamos calcular a conexão Riemanniana para um grupo de Lie G com métrica bi-

invariante. Pela fórmula 3.1os

〈∇XY, Z〉 =
1

2
(〈ad(X)(Y ), Z〉 − 〈ad(Y )(Z), X〉+ 〈ad(Z)(X), Y 〉)

=
1

2
(〈ad(X)(Y ), Z〉 − 〈ad(Y )(Z), X〉 − 〈X, ad(Z)(Y )〉)

=
1

2
(〈ad(X)(Y ), Z〉 − 〈ad(Y )(Z), X〉+ 〈X, ad(Y )(Z)〉)

=
1

2
(〈ad(X)(Y ), Z〉).
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Portanto, ∇XY =
1

2
ad(X)(Y ), para todo X, Y ∈ g. Assim o tensor curvatura R(X, Y ),

com X, Y ∈ g, é dado por:

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈∇[X,Y ]Z,W 〉 − 〈∇X∇YZ,W 〉+ 〈∇Y∇XZ,W 〉

=
1

2
〈ad([X, Y ])(Z),W 〉 −

〈
∇X

(
1

2
ad(Y )(Z)

)
,W

〉
+

〈
∇Y

(
1

2
ad(X)(Z)

)
,W

〉

=
1

2
〈ad([X, Y ])(Z),W 〉 − 1

4
〈ad(X) (ad(Y )(Z)) ,W 〉

+
1

4
〈ad(Y ) (ad(X)(Z)) ,W 〉

=

〈
1

2
ad([X, Y ])(Z)− 1

4
ad(X)(ad(Y ))(Z) +

1

4
ad(Y )(ad(X))(Z),W

〉
.

Portanto, R(X, Y ) =
1

2
ad([X, Y ])− 1

4
ad(X)ad(Y ) +

1

4
ad(Y )ad(X).

Usando a identidade de Jacobi dada em (3.5):

ad([X, Y ]) = ad(X)ad(Y )− ad(Y )ad(X),

a fórmula do tensor curvatura acima se reduz:

R(X, Y ) =
1

4
ad([X, Y ]).

Agora, vamos calcular a função curvatura seccional k. Sejam X e Y ortonormais, então:

assim,

k(X, Y ) = 〈R(X, Y )X, Y 〉

=

〈
1

4
ad([X, Y ])(X), Y

〉

= −1

4
〈ad(X)([X, Y ]), Y 〉

=
1

4
〈[X, Y ], ad(X)(Y )〉

=
1

4
〈[X, Y ], [X, Y ]〉

=
1

4
‖[X, Y ]‖2.
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Da fórmula, acima conclúımos que k(X, Y ) ≥ 0, cuja igualdade ocorre se, e somente se,

[X, Y ] = 0. Como vimos na seção 3.3, a curvatura de Ricci r(X) pode ser obtida pelo traço

da transformação linear

Y 7−→ R(X, Y )X.

Sabe-se, veja [1] ou [5], que se G é um grupo de Lie conexo, simplesmente conexo e compacto,

então a forma de Killing, dada por B(X, Y ) = tr(ad(X) ◦ ad(Y )) é bilinear, simétrica

e negativa definida. Assim, −B(·, ·) define uma métrica em G. Agora vamos calcular a

curvatura de Ricci de um grupo de Lie munido desta métrica.

Considere a negativa da forma de Killing −B(X, Y ) = −tr(ad(X)◦ad(Y )), com X, Y ∈ g

e uma base ortonormal {E1, · · · , En} de g. Então,

B(X, Y ) =
n∑
i=1

〈ad(X)(ad(Y )(Ei)), Ei〉

=
n∑
i=1

〈[X, [Y,Ei]], Ei〉.

Assim, B(X,X) =
n∑
i=1

〈[X, [X,Ei]], Ei〉.

Por outro lado, seja a aplicação linear

ϕ : g −→ g

Y 7−→ R(X, Y )X.

Logo, a curvatura de Ricci r(X) é dada pelo traço da ϕ, ou seja

r(X) =
n∑
i=1

〈R(X,Ei)X,Ei〉

=
n∑
i=1

〈
1

4
ad([X,Ei])X,Ei

〉

= −1

4

n∑
i=1

〈ad(X)([X,Ei]), Ei〉

= −1

4

n∑
i=1

〈[X, [X,Ei]], Ei〉

= −1

4
B(X,X).

Definição 3.5. Uma variedade Riemanniana (M, g) é chamada variedade Einstein se a

curvatura de Ricci satisfaz a equação r(X) = cg(X,X) para qualquer constante c. A

métrica g é chamada métrica Einstein.
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Observação 3.34. Do caso acima, podemos concluir que se G é um grupo de Lie conexo

ou simplesmente conexo, compacto e semissimples então

r(X) = −1

4
B(X,X),

ou seja, a negativa da forma de Killing é uma métrica Einstein em G.

3.7 Problemas em aberto

Os problemas abaixo, com exceção do último, são retirados do artigo [7]. Constatamos

que os seguintes problemas ainda não foram resolvidos, com base em uma busca realizada

no Mathscinet, Zentralblatt e Google.

• Caracterizar os grupos de Lie conexos que admitem métricas invariantes à esquerda

com todas as curvaturas de Ricci não negativas.

• Outro fato interessante é saber quais grupos de Lie admitem métricas invariantes à

esquerda com curvatura de Ricci não positivas.

• Saber quais grupos admitem métricas invariantes à esquerda com curvatura de Ricci

identicamente nula, ou curvatura de Ricci estritamente negativa (constante ou não

constante).

• Saber em quais condições um grupo de Lie admite métrica invariante à esquerda com

curvatura escalar estritamente positiva.

• Caracterizar os grupos de Lie que admitem métricas invariante à esquerda Einstein.
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[11] Vińıcius, G., Curvatura Seccional Não Negativa em grupos de Lie com métrica

Invariante, Dissertação de mestrado, UFGRS, 2012.

[12] Warner, F. W., Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Groups, Springer-

Verlag, 1983.

99


