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Resumo

Neste trabalho apresentamos alguns métodos Otimos para otimizacao de uma fungao
convexa diferencidvel sujeito ou nao a restrigbes. Apresentamos as condigdes dos métodos
de Nesterov (1983) em [20], Auslender e Teboulle (2006) em [2], Nesterov (2013) em [24], Tseng
(2008) em [30] e Rossetto (2012) em [29]. E demonstramos com rigor os resultados do trabalho
An accelerated linearized alternating direction method of multipliers de Ouyang, Chen, Lan e
Pasiliao (2015) em [26].
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Abstract

In this work we deal with optimal methods for optimizing a differentiable convex function with
and without constrains. We presented the methods given by the authors: Nesterov (1983)
n [20], Auslender e Teboulle (2006) in [2], Nesterov (2013) in [24], Tseng (2008) in [30] and
Rossetto (2012)in [29], also, we demonstrated rigorously results of the paper ”An accelerated
linearized alternating direction method of multipliers” given by Ouyang, Chen, Lan and Pasiliao
(2015) in [26].
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Introducao

Neste trabalho apresentamos alguns métodos 6timos para otimizacao de uma fungao convexa
diferencidvel sujeita ou nao a restrigoes.

Comecamos apresentando as condigoes do método de Nesterov que foi o precursor desses
esquemas de resolugdo em 1983 em [20], onde se considera o problema de otimizacao
convexa irrestrita 52]}{% f(z) onde f : R™ — R é convexa continuamente diferenciavel em R, e o
gradiente da funcao objetivo é Lipschitz continuo, com constante de Lipchitz L > 0.

Na sequéncia apresentamos algumas modificacoes deste método de otimizagao convexa, porém
com restrigoes. Nesterov em [24] estende suas ideias e trabalha com o seguinte problema
31216111&{11 F(z) onde F(z) = f(z) + G(z) e G(-) é a funcdo indicadora do conjunto C' onde C' é um
conjunto nao vazio, convexo e fechado em R". Auslender e Teboulle (2006) em [2] inspirados
em Nesterov [20] desenvolvem um algoritmo para resolver o seguinte problema I;lelél f(z) onde
C' é um conjunto nao vazio, convexo e fechado em R", f : R™ — R é convexa e diferenciavel
em C e o gradiente da funcao objetivo é Lipschitz continuo, com constante de Lipchitz L > 0.
Para isso usam uma sequéncia de fungoes {¢x()} que guardam informagoes sobre o conjunto
viavel através de fungoes distancias conhecidas como distancias de Bregman. Rossetto em [29]
estende o método de Auslender e Teboulle para permitir o uso da distancia euclidiana ao qua-
drado além de estimar a constante de Lipschitz para o gradiente da funcao objetivo para o
problema tratado em seu trabalho. Tseng em [30] apresenta um tratamento unificado para os
métodos de Nesterov usando distancia de Bregman.

Finalizamos demonstrando rigorosamente os resultados do trabalho An accelerated linearized
alternating direction method of multipliers de Ouyang, Chen, Lan e Pasiliao (2015) em [26] onde
¢é apresentado um novo framework, que chamamos de AADMM, para acceleration of linearized
alternating direction method of multipliers (ADMM) - acelera¢ao do metodo diregao alternada
de multiplicadores. A ideia basica do AADMM ¢ incorporar um sistema de aceleragao para
ADMM com multiplos passos linearizados. Foi demonstrado que, para resolver uma classe
de otimizacao convexa composta com restricoes lineares, a taxa de convergéncia de AADMM
¢ melhor do que a de ADMM, em termos de sua dependéncia da constante de Lipschitz do
componente suave. Além disso, AADMM é capaz de lidar com a situacao em que a regiao
viavel é ilimitada, desde que sejam satisfeitas certas condigoes.

O texto foi estruturado da seguinte maneira:

e Capitulo 1: apresentamos os conceitos basicos para a compreensao deste trabalho, alguns

resultados de otimizacao convexa, além das defini¢oes de funcao de Bregman e distancia de



Bregman, apresentando varios exemplos e propriedades. Em seguida definimos funcgoes de
Bregman coercivas na fronteira de sua zona, tal propriedade impede que uma projecao definida
por esta distancia seja um ponto da fronteira, sendo assim, as funcoes de Bregman coercivas
na fronteira funcionam como barreiras impedindo que a iteracao resulte num ponto fora do
conjunto viavel;

e Capitulo 2: descrevemos o método de Nesterov para um problema de otimizacao convexa
irrestrita do tipo ;rellg}l f(z) onde f : R® — R. Este método foi o precursor desses esquemas
de resolucao que visam solucionar um problema de otimizacao convexa irrestrito ou restrito.
Para isso Nesterov propoe a construcao de uma sequéncia de fungoes {¢x(-)} que aproximam
a fungao objetivo f e estabelece critérios para que a escolha de tais fungoes {¢x(-)} garantam
que o algoritmo do método proposto seja 6timo;

e Capitulo 3: descrevemos algumas modificagoes do algoritmo de Nesterov para problemas sem
restricao. As diferencas e as particularidades dessas modificagoes se concentram nas restrigoes
impostas, dentre elas as feitas por Nesterov [24] que estende as ideias do capitulo anterior,
trabalhando agora com restrigdes, para resolver o problema ;IGlIlRI}L F(z) onde F(z) = f(z)+G(x)
e G(+) é a funcao indicadora do conjunto C' onde C' é um conjunto nao vazio, convexo e fechado
em R". As diferencas para o método restrito estao no fato das iteragoes serem obtidas através
de projec¢oes no conjunto viavel, uma diferenca na linearizacao feita para aproximar a funcao
f(+), além de ser possivel estimar o valor do gradiente da fungao f(-) sem perder a otimalidade
do método. Auslender e Teboulle em [2] visam resolver o problema 2116%1 f(z) onde C' é um
conjunto nao vazio, convexo e fechado em R™ usando fungoes {¢x(-)} construidas de modo
a guardar informacoes do conjunto viavel por meio de distancias de Bregman e para isso é
necessario que essas distancidas de Bregman sejam coercivas na fronteira de sua zona, porém
essa construcao impede que a distancia Eucliana seja usada. Rossetto [29] propoe o acréscimo
de algumas hipéteses para que a distancia Eucliana possa ser usada, aproveitando, assim, suas
inimeras propriedades. Além disso é exposto em Rossetto [29] uma tentativa de aumentar o
decréscimo da fungao objetivo e de estimar o valor da constante de Lipschitz do gradiente da
funcao objetivo. E, por fim, as modificagoes propostas por Tseng [30] o qual apresenta um
tratamento unificado para os métodos de Nesterov usando fungoes de Bregman para otimizar
o problema min f% (), em que f¥(z) = f(z) + P(z).;

e Capitulo 4: xneste capitulo exibimos as ideias propostas no trabalho An accelerated linearized
alternating direction method of multipliers. Apds o trabalho de Nesterov (2005) [22], muitos
outros trabalhos visaram tornar métodos de primeira ordem para otimizagao nao diferenciavel
mais eficientes como, por exemplo, o trabalho do préprio Nesterov (2005) [23] e os trabalhos
de Auslender e Teboulle [2], Tseng [30] e Lan, Lu e Monteiro [14], alguns destes detalhados
no capitulo 3. Entretanto, de acordo com Ouyang et al. [26], o fato de o conjunto vidvel
Y ser limitado é critico para a andlise do esquema de suaviacao de Nesterov. Seguindo o
esquema de Nesterov em [22] vérios estudos sobre os problemas AECCO e UCO tém ocorrido.
Foi demonstrado que melhores resultados de aceleracao podem ser obtidos considerando mais

algumas hipéteses para os problemas AECCO - )r(ninWG(:c) + F(w), onde Bw—Kzx=10
reEX,we



e UCO gél)t(l f(z) := G(x) + F(Kz). Tais problemas tém sido muito usados em aplicagoes
em aprendizado de maquina e processamento de imagem. Na maioria das aplicagoes, G(-) é
conhecido como o termo fidelidade e F'(-) é o termo de regularizacdo. Os problemas do tipo
AECCO e UCO podem ser reformulados como problemas de ponto de sela utilizando o método
dos multiplicadores de Lagrange e, a partir dessa reformulacao, Ouyang, Chen, Lan e Pasiliao
propoem algoritmos, proposicoes, teoremas e coroldrios nos quais focamos nossos esforgos em

demonstra-los com cuidado.

Rafael Martin Gongalez
Uberlandia-MG, 22 de Junho de 2015.



Capitulo 1

Conceiltos Basicos

Neste capitulo apresentaremos os pré-requisitos necessarios para a compreensao deste trabalho,

assim como, algumas defini¢oes, teoremas e notagoes que serao utilizadas.

1.1 Definicoes e resultados gerais

Definicao 1.1 Um conjunto nao vazio E ¢ um espag¢o wvetorial sobre K, onde o simbolo
K denotara o corpo R dos nimeros reais ou o corpo C dos numeros complexos, se em seus

elementos, denominados vetores, estiverem definidas as duas sequintes operacoes:

(A) A cada par u,v de vetores de E corresponde um vetor u+v € E, chamado de soma de
u e v, de modo que:

(A1) u+v=v+u, Yu,v € E (propriedade comutativa).

(A2) (u+v) +w=u+ (v+w), Yu,v,w € E (propriedade associativa).

(A3) exista em E um vetor, denominado vetor nulo e denotado por 0, tal que 0 +v = v,
Vv e E.

(A4) a cada v € E, ezista um vetor em E, denotado por —v, tal que v + (—v) = 0.

(M) A cada par o € K e v € E, corresponde um vetor a.v € E, denominado produto por
escalar de o por v de modo que:

(M1) (af).v = a(B.v), Ya,B € K ev € E (propriedade associativa).

(M2) 1w =v, Vv € E (onde 1 € o elemento identidade de K).

Além disso, vamos impor que as operacoes dadas em (A) e (M) se distribuam, isto €, que
valham as sequintes propriedades:

(D1) a.(u+v) = au+ av, Va € K e Vu,v € E.

(D1) (a + B)ov =a.v+ o, Vo, € K eVv € E.

Definicao 1.2 Seja E um espago vetorial sobre K, onde o simbolo K denotard o corpo R dos

numeros reais ou o corpo C dos nimeros complexos. Uma funcao

l-]:£—R
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¢ uma norma se as sequintes propriedades forem satisfeitas:

1. ||z|]| > O para todox € Ee ||z]| =0< z =0.
2. |lax|| = |al.||z|| para todo escalar a e todo = € E.
3.1z + yll < ||z]] + |ly|| para quaisquer z,y € E.

Denotamos abaizo as normas usuais dos espacos K", n € N:

(a1, - an)lls = laa| +-- -+ fanl,

1
I(as, -+ an)lla = (Jarf* +--- +anl?)* , e
[(ar, - s an)lloo = maz{far| +--- +|anl}-

Um espaco vetorial munido de wma norma serd chamado de espag¢o vetorial normado, ou

simplesmente espa¢co normado.

Definicao 1.3 Uma sequéncia de numeros reais é uma funcao x : N — R, que associa a cada
numero natural n um numero real x,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia. Se a cada
natural n fizermos corresponder uma fung¢dao f,, definida em A (isto €, f, : A — R), entao

(fn), serd dita sequéncia de fungdes.

Definicao 1.4 Um operador linear continuo do espagco normado E no espago normado F,

ambos sobre o mesmo corpo K, é uma funcao T : E — F', que € linear, isto é:

o T'(x+y) =T(x)+ T(y) para quaisquer x,y € E e
o T'(ax) = aT'(z) para todo a € K e qualquer x € E

e continua, isto €, para todos xy € E e € > 0 eziste 0 > 0 tal que |T(x) — T(xo)|| < € sempre
quez € E e ||z — x| <.

O conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em F serd denotado por L(E, F).
Quando F ¢ o corpo de escalares, escrevemos E' no lugar de L(E,K), e chamamos esse espago
de dual topologico de E, ou simplesmente dual de E, e dizemos que seus elementos sao
funcionais lineares continuos.

Dizemos, ainda, que T € um operador linear limitado se existe um M > 0 tal que:
[T ()| < M|[z||, Vzek.

Definicao 1.5 Seja E um espago vetorial sobre um corpo K =R ou C. Um produto interno

em E € uma aplicacao

() ExE—K, (z,y)— (z,y),

tal que para quaisquer u,v,w € £ e A € K:



1. (u+v,w) = (u,w) + (v,w), (Distributividade ou Linearidade)
2. (\u,v) = Nu,v), (Homogeneidade ou Associatividade)
3. (v,v) >0 e igual a zero se, e somente se, v = 0.

4. (u,v) = (v,u) (Simetria hermitiana)

Sendo que Z representa o conjugado complexo de z € C.

O par (E,(-,-)) é chamado de espago com produto interno. Neste caso dizemos que a

-1 B — R, [lz] = v/{z, ),

¢ a norma induzida pelo produto interno (-,-).

funcao

Definicao 1.6 Um espaco com produto interno que € completo na norma induzida pelo produto

interno € chamado de espaco de Hilbert.

Definigao 1.7 Argumento do minimo de uma func¢do representa o valor (ou valores) do

argumento x no conjunto S que minimiza (ou minimizam) a fungdo objetivo f, denota-se por:

argmin f(z)

Definicao 1.8 Diz-se que um congunto A C R" € aberto em R"™ se para todo x € A, existe
B(z,r) tal que B(x,r) C A.

Definicao 1.9 Seja A C R™. Um ponto x € R™ € dito ponto da fronteira ou do bordo de A
se toda vizinhanca de x intersecta A e R™ — A. Denotamos o conjunto dos pontos da fronteira

do conjunto A por JA.

Definicao 1.10 Um subconjunto: A C R" diz-se convexo se para quaisquer x € A, y € A
et € 0,1], tem-se que tx + (1 —t)y € A. O ponto tx + (1 — t)y, onde t € [0,1], se chama

combinag¢ao convexa de x ey (com parametro t).

Isso quer dizer que um conjunto é convexo quando, para quaisquer dois pontos deste conjunto,

0 segmento que une esses pontos esta inteiramente contido nele.

Definicao 1.11 Seja A C R™ um conjunto convero. Uma funcao f : A — R"™ chama-se

convexa quando, para quaisquer pontos ,y € A et € [0, 1], tem-se:

flz+ 1 =t)y) <if(z)+ (1 —1)f(y).

A funcdo € dita estritamente convexra quando a desiqualdade acima € estrita. Se, para

quaisquer pontos x ey et € [0,1], valer a desigualdade

flte+ (1= )y < t(x) + (1= 1)7) — gt~ 1)z ]

dizemos que f(-) € fortemente convexa em A com parametro de convexidade p > 0.



Definicao 1.12 Seja U C R™ aberto, dizemos que a funcao f : U — R"™ ¢ diferencidvel em
a € U quando existe uma transformacao linear T : R™ — R™ tal que, para todo v € R™ com

a+veU temos

fla4+v)= fla)+T(w)+r(v) com lim——7=0

A diferenciabilidade de f no ponto a significa que podemos obter uma boa aproximacao

linear para f numa vizinhan¢a de a. Essa boa aproximagao de f(a+v) por f(a) 4+ T(v) numa

vizinhanc¢a de a € expressa pela condigdo lim, % = 0. Pondo p(v) = 7['(;’”) sev#0ep0)=0

podemos exprimir a diferenciabilidade de f no ponto a por:

fla+w) = fla) +T(v) + p(v)ljv]|  com limp(v) = 0.

Diz-se que f é continuamente diferencidvel ou de classe C se f for diferencidvel e,

além disso, a sua derivada for continua.

Definigcao 1.13 Sejam U C R"™ aberto, a € U e f: U — R diferencidvel. O gradiente de f
em a € o vetor
_(9f of
Vi@ = (@ W)

também pode-se denotar o vetor gradiente de f em a por gradf(a).

Nas préximas defini¢oes, consideramos uma extensao da fungao f(-) que pode assumir

valores —oo ou oo.
Definicao 1.14 Chamamos de conjunto de nivel de f(-) o conjunto L¢(r) = {z € R"|f(x) < r}.

Defini¢ao 1.15 Uma funcio f : S — [—00,00| é semicontinua inferiormente (lsc) em

um ponto T € S se, para toda sequéncia {xk} C S que converge para T € possivel verificar

f(@) < liminf f(z").

k—o0
Defini¢ao 1.16 Seja A C R™. Uma fungio f : S — [—o0,00] € propria em S se, para pelo

menos um x € A, acontecer f(x) < oo e f(xr) > —o0 para todo x € S.

Definicao 1.17 Seja S C R™ um subconjunto aberto e uma funcdao f : S — R continuamente
diferencidvel. Dizemos que o gradiente de f(-) é Lipschitz continuo em S, se existir um

escalar L > 0 tal que:

IVf(z) = VIl < Lz —yl,

para todo x,y € S.



Proposicao 1.1 Se ¢ € estritamente convexa e diferencidvel em C' entdo:

o(r) —oy) — (Ve(y),z —y) > 0.

Definicao 1.18 Seja C' C R"™ um subconjunto convexro e uma funcao f : C — R. O
subdiferencial, representado por Of(x), de f(-) no ponto x € domf €é definido pelo sequinte

conjunto:
Of(x) ={g e R"[f(y) = f(z) + {9,y — x) para todoy € C} .
Um vetor g € 0f(x) é chamado de subgradiente de f em x

O Lema a seguir nos mostra como separar o produto interno (-, -) e transforma-lo em norma

-1

Lema 1.1 Seja H um espaco de Hilbert, x,y,z € H e A € R, a sequinte igualdade é valida:

Mz —y)y—2)=

DO | >

[z =21 =y — 217 = llz — ylI*].

Teorema 1.1 Seja f uma fungao convera e propria. Para que o domf seja limitado é
suficiente e nmecessario que: Se f assume valores finitos entao existe um nimero real o > 0

tal que:

|f(x)_f(y)| Salx—yl, vxv Vy

Dem: Coroldrio 13.3.8 pagina 116 da referéncia [28].

Teorema 1.2 Para qualquer fun¢ao convexa e propria f e para qualquer vetor x, as sequintes
condi¢oes para um vetor x* sao equivalentes:

(a) x* € Of (x);

(b) (z,x*) — f(z) atinge o supremo em z para z = x;

(c) f(x) + [r(x7) < (2, 27);

(d) f(x) + f*(z7) = (z,27).

Se f(x) = f(z), as sequintes condigdoes sao adicionadas a lista de equivaléncias:
(a’) x* € Of*(x*);

(b’) (x,z*) — f*(2*) atinge o supremo em z* para z* = x*;

(a”) z* € Of (z).

em que f*(z*) = sup {3 1", Niag, %) — St i} e [ denota o fecho de f.
Dem: Teorema 23.5 pagina 218 da referéncia [28].

Teorema 1.3 (Decomposicio de Moreau) Seja K wum cone convero e fechado.  Para

x, 1, xo € R™, as sequintes propriedades sao equivalentes:



(a) v =x1+ 29 comz € K, 13 € K° € {11, 75) = 0.

(b) 1 = Pg(x) e x5 = Pgo(x)

Onde Pk : R™ — R € chamada de projecao definida por, Pk (y) = argmin{|ly — x||/z € K} e
K={yeR:(y,z) <0,VzeK}

Dem: Lema 1.7 pdgina 17 da referéncia [25].

Método dos Multiplicadores de Lagrange. Considere uma funcao de n varidveis f
(x1,m9,- -+ ,x,) e m fungdes de restrigdo gy(z1, T2, ,Zn) " gm(T1, 22, -+ ,x,). Sejam
estas fungoes derivaveis em primeira ordem com derivadas continuas e que para qualquer ponto
do dominio existe algum ¢ para o qual Vg;(z) # 0, se f tiver um extremo relativo dentro de
suas restrigoes, este ponto ocorre em um ponto P(xj,z5,---,x}) tal que P pertenga a uma

superficie de restricao de f na qual a seguinte condicao seja satisfeita:

Vf(flf{,.?ﬁ;, T ,1’;) - Z)‘ngql(f{’x;v T 71':;)

i=1

A= (A1, A, -+, \p) s@o os multiplicadores de Lagrange.

1.2 Condicoes de Otimalidade

O objetivo desta segao é apresentar as condigoes para que um ponto seja uma solucao de um
problema de otimizagao convexa.

Para isso consideremos o problema de otimizagao convexa sem restri¢oes:

gé%é% f(x) (1.1)

onde f: R™ — R é convexa e diferenciavel em R™.
Para que um ponto z* seja solucao de um determinado problema de otimizacao é necessario
que o gradiente da funcao neste ponto seja nulo. Considerando a hipétese de convexidade, esta

condicao torna-se também suficiente, conforme o teorema a seguir.

Teorema 1.4 Seja f : R" — R conveza e diferencidvel em R™. Se o gradiente de f(-) em z*
for nulo, isto €, V f(x*) =0, entdo o ponto x* é uma solugdo global do problema 1.1.

Dem: Teorema 1.18 pagina 10 da referéncia [29).

Quando f(-) nao for diferencidvel podemos enunciar um teorema analogo, apenas trocando
o gradiente pelo subgradiente.
Consideremos agora o problema de otimizacao de uma fungao convexa em um conjunto

convexo:

min f(x) (1.2)

zeC
em que C' é um conjunto nao vazio, convexo e fechado em R" e f : R® — R é convexa e

diferencidvel em C'.
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Definigao 1.19 Dizemos que x* € [—00,00) definido por

inf f(z)

zeC

¢ o valor otimo do problema 1.2.

As condigoes para que um ponto seja solucao 6tima do problema 1.2 serao dadas no proximo

teorema.

Teorema 1.5 Seja C' um conjunto convexo e fechado do R" e f: C — R uma fun¢ao convezxa
e diferencidavel em C'. Um ponto x* € uma solucao do problema 1.2 se, e somente se, para todo
x € (),

(Vf(z"*),z —x%) >0. (1.3)

Dem: Teorema 1.20 pagina 11 da referéncia [29).

Definicao 1.20 Seja f* o walor otimo de um problema de otimizacdo 1.2. Dado € > 0,
resolver este problema com precisao € > 0, significa encontrar uma solugao aprorimada * € C'
de forma que f(T) — f* <e.

Definicao 1.21 Considerando uma fungdao positiva g : R® — R. Dizemos que a cota de
complexidade inferior de uma classe F de fungoes de uma classe de métodos de otimizagao
M € Q(g(€)) quando para todo M da classe de métodos M, existe uma funcio f € F para
qual o método gastard Q(g(€)) iteragoes com precisdo €. Isto quer dizer que, existe Ny > 0 que
depende das classes M e F tal que se {xk} € a sequéncia gerada pelo método M de M e se
k < Nig(e€), entao:

Ja) =7 >e
A complezidade inferior estd relacionada com as fungioes de F que sdao dificeis de minimizar
pelos métodos de M.
Por outro lado, consideremos uma func¢ao positiva h : R® — R. Fixado um método M, a
cota de complexidade superior deste método é O(h(e€)) quando ele minimiza, com precisao
€, toda funcgao da classe F em O(h(e€)) iteragoes. Isto quer dizer que, existe Ny > 0 que depende

do método M tal que se {xk} € a sequéncia gerada pelo método M para minimizar f € F e se
k > Nyh(e), entdo:

fla®) = fr<e

Definicao 1.22 Um método M de uma classe de métodos M é otimo para uma classe
F de fungoes quando sua cota de complexidade superior € proporcional a cota de compleridade

inferior da classe de fungoes F e da classe de métodos M.
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Nesterov mostrou, em [21], que existe uma fungao f na classe das funcoes convexas tal que

para todo método de primeira ordem,

— v = 30|20 — 2|
f@®) = f ZW

Isto quer dizer que:

f@®) = f —Q<ﬁ)
De onde conclui-se que a cota de complexidade inferior para a classe de fungoes convexas e
os métodos de primeira ordem é €2 (%) Dessa forma, para um método de primeira ordem ser

considerado 6timo, para a classe de fungoes convexas, ele deve satisfazer a cota de complexidade

superior O (%) Porém, para isto, basta que:

1
k *
st - =0(5)
Em resumo, pode-se dizer que um método de primeira ordem ¢é 6timo para a classe de funcoes

convexas quando determina uma solugao, com precisao €, em % iteragoes (ROSSETTO, 2012)

120].

1.3 Distancias de Bregman

Nesta secao apresentamos a definicao de uma distancia de Bregman, alguns exemplos e algumas

de suas propriedades.

Definigao 1.23 Seja 2 um conjunto convexo, aberto e nao vazio do R™. Seja ¢ : Q@ — R
uma funcdo propria, semicontinua inferiormente, estritamente convexa, continua em ) e

diferencidvel em ). Defina:

Dy(z,y) = p(x) — p(y) — (Veo(y),r — y)(> 0 para z # y).

A funcao ¢(-) € dita uma funcao de Bregman e D,(-,-) a distancia de Bregman induzida por
o(+) se valem:
B1.

e Para todo x € Q, Dy(z,-) tem conjuntos de nivel limitado em §2;
e Para todo y € Q, D,(-,y) tem conjuntos de nivel limitado em Q;

B2. Para todo y € S, para todo {yk} C Q com limy_,00 ¥* =y, tem-se limy o Dy(y, y*) = 0;
B3. Se {yk} ¢ uma sequéncia limitada em Q ey € Q, tal que limy_,o D,(y,y*) = 0, entdo

limy o0 y* = v.

O conjuto 2 é chamado zona de ¢(-).
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dy(xy)
Y =900 -

""é(;!)+(vw(y X =)

Figura 1.1: Distancia de Bregman de x em relacdo a y.

Exemplos de distancia de Bregman

Exemplo 1.1 A distancia euclidiana € talvez o mais simples e mais amplamente utilizado

exemplo de distancia de Bregman. A fun¢ao o(x) = (x,x) € estritamente convera, diferencidvel
em R? e

Dy(v,y) = (x,2) — (y,9) — (v — vy, Vo(y))
= (z,2) — (y,y) — (v —y,2y)
= (g—yz—y) =|z—yl|>

Exemplo 1.2 Uma outra distancia de Bregman amplamente utilizada é a KL-divergéncia.

Se p = (p1,p2, - ,pa); pj > 0,1 < j < d,d e N é de modo que ij = 1, entdao

J=1
d

o(p) = ij log, pj € uma funcao convera. A distancia de Bregman correspondente é:
j=1

d d
%@@rzi}ﬂ&w—iﬁb&%%%wﬂﬂm
= ij logy pj — ZQJ logy q; — Z( q;)(logy q; + log; €)

_ }:mngCf) k%ﬂé:

Chamada de KL-divergéncia entre as duas distribuicoes quando ij Zq] =1
7j=1

Exemplo 1.3 Outras funcoes converas e suas respectivas distancias de Bregman
correspondentes:
1. Temos que p(x) = z* é uma fungdo convera e diferencidvel em R. A distancia de

Bregman correspondente é:
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Dy(z,y) = 2*—y* —(r—y,Ve(y))
= 22 —y* = (r—y,2)
= 2t —y* = (20y — 2°)
= 2% — 2y +9*
= (z—y)*

Esta distancia de Bregman é chamada Perda Quadrdtica.

2. Temos que p(x) = xlogx € uma fungao convezra e diferencidvel em R, . A distancia de

Bregman correspondente é:

Dy(z,y) = wlogz —ylogy — (x —y, Ve(y))
= zxlogx —ylogy — (x — y,logx + 1)
= xlogx —ylogy — (ylogx +y — xlogx — x)
= y(logy —logz) — (y — )
Y
- a(®) 0
ylog (~) = (y — )

3. Temos que p(x) = xlogx + (1 — x)log(l — x) é uma fungdo convexa e diferencidvel em

[0,1]. A distancia de Bregman correspondente é:

Dy(z,y) = zlogz+ (1 —xz)log(l —x) —ylogy + (1 —y)log(l —y) — (z — y, Veo(y))
= wzlogz + (1 —)log(l —z) —ylogy + (1 — y)log(l —y) — (z — y,logy — log(1 — y))
= zlogz+ (1 —x)log(l —z) —ylogy + (1 —y)log(1l — y)
—(zlogy — zlog(l —y) — ylogy + ylog(1 — y))
= zlogx —zlogy + (1 —x)log(l —x) — (1 — ) log(1l — y)

= zlog G) —(1—x)log(1:§).

Esta distancia de Bregman € chamada Perda Logistica.

4. Temos que p(x) = —logx é uma fungdo convexa e diferencidvel em Ry, . A distancia

de Bregman correspondente é:

Dy(z,y) = —logz —logy — (xr —y,Ve(y))

1
= —logx+logy — <$ —y,——>
Y

= —logxz+logy — (—f + 1)
Yy

= —log<£)+£—1.
y Y
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Esta distancia de Bregman ¢ chamada Distancia de Itakura-Saito.
5. Temos que p(x) = e é uma func¢ao convexa e diferencidvel em R. A distancia de

Bregman correspondente é:

Dy(z,y) = e —¢é’—

6. Se x ¢ de modo que ij =1, entao p(x) = ij logx; é uma fungao convexa. A

=1 j=1
distancia de Bregman correspondente é:

d d
ZZE]‘ IOg Tj— Z’yj log Y; — <l‘ - Y, V(P(y»
j=1 J=1

d d d
= ij logz; — Zyj logy; — <$ - Y Z(logyj + 1)>
j=1 j=1 Jj=1
d
= D wjlogy; — Z% log y; — Z(%‘ log y; +; = yslogy; — vj)
j=1 j=1
d
= Zx] log ( ) Z( Tj — Yj) (1.4)

Jj=1

(1.5)

Esta é a Generalizada I-divergéncia entre as duas distribui¢oes quando Zx] Zy] =1
7j=1

Propriedades das distancias de Bregman

As seguintes propriedades das distancias de Bregman foram retiradas do trabalho de Banerjee

e Meguru [3].

Propriedade 1.1 Ndo Negatividade. D, (z,y) > 0,Vx € Q,y € Q, € igual a 0, se, e

somente se x = y.

Propriedade 1.2 Convezidade. D, ¢ uma funcio convera no primeiro argumento, mas
nao necessariamente convera no sequndo argumento.

Distancia euclidiana ao quadrado e KL- divergéncia sao exemplos de distancia de Bregman que
sao convexas em ambos os Sseus argumentos, mas a distancia de Bregman
correspondente a uma funcao ¢ estritamente conveza o(x) = 2, definido em R, , determinado

por Dy(z,y) = 2 —y* — 3(xz — y)y* € um exemplo de divergéncia que nao € convexa em y .
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Propriedade 1.3 Linearidade. A Distancia de Bregman ¢ um operador linear, ou seja,
VeeQ,yen,

DQO1+<P2(xvy) = D@l(xvy)_‘_Dle(xvy)
D.y(z,y) = cDy(z,y)( parac>0).

Propriedade 1.4 Classes de equivaléncia. As distancias de Bregman de fungoes que dife-
rem apenas nos termos afins sao idénticas, ou seja, se p(x) = po(x) + (b, x) + ¢ em que b € R"
e c € R, entio Dy(z,y) = Dyy(z,y), Vo € Q,y € Q). Assim, o conjunto de todas as fungoes
diferencidveis e estritamente convexas em um conjunto convexo S pode ser dividida em classes

de equivaléncia da forma:

[po] = {¢|Dy(z,y) = Dyy(z,y), Vo eQyeQ}.

Propriedade 1.5 Separacdo Linear. O lugar geométrico de todos os pontos © € Q que
estao equidistantes entre dois pontos fixos yi1, pi2 € 2 em termos de uma distancia de Bregman
¢ um hiperplano, ou seja, as particoes induzidas por distancias de Bregman tem separadores

lineares dados por:

D¢($,M1) - D<P(x>ru“2)
o(r) — (1) — (. — 1, Vo)) = @(x) — o(p2) — (x — p2, V()
(2, V() = Vo(u)) = (0() — (p2)) — (pr, Vo)) — (p2, Vo(uz)))-

Propriedade 1.6 Generalizacao do teorema de Pitdgoras (Identidade dos trés
pontos). Para qualquer x € Q e y,z € Q, a sequéncia de trés pontos {x,y,z} detém a

propriedade:

D,(z,y) = Dy(x,2) + Dy(z,y) + (V1Dy(z,y),x — z). (1.6)

Dem: Realmente, da definicao temos que:

Dy(7,y) = ¢(x) — ¢(y) — (Vo(y),z —y)

Somando e subtraindo termos convenientes, reescrevemos a equacao acima como

Dy(x,y) = ¢(x) —o(y) — (Vo(y),z —y) + (p(2) — ¢(2))
HVp(2), 2 —2) = (Vp(2),7 — 2) = (Vp(y), 2z — y) + (Ve(y), 2 — y).



16

Reorganizando os termos, temos:

Dy(z,y) = @(@) —¢(2) —(Vo(z), 2 — 2)
+p(2) = o(y) = (Ve(y), 2 — y)
—(Vo),z —y) + (Vp(2),7 — 2) + (Vo(y), 2 — v).

Usando a linearidade do produto interno, obtemos:
Dgo(l'a y) = D@<$,y) + Dsﬁ(‘ra y) + <v<,0(2’), T — Z> + <V90<y>7 —T+ Z>
De onde segue a equagao (1.6).

No capitulo 3 apresentaremos o método de Auslender e Teboulle onde a distancia de
Bregman utilizada deixa implicito qual serd o conjunto viavel. Para isso, o fecho da zona
Q) da distancia de Bregman deve ser igual ao conjunto vidvel, ou seja = C' e, além disso,
é necessario que a distancia de Bregman seja coerciva na fronteira de Q0 (veja a defini¢ao a

seguir).

Definicao 1.24 Seja {yi}ieN € Q uma sequéncia de elementos com y* — y e y na fronteira

de Q, se para todo x € Q vale:

(Vo(y'),z —y') — —oo.

Entao, dizemos que a fun¢ao de Bregman () € coerciva na fronteira de .

Uma observagao elencada por Rossetto [29] é que o fato de uma distancia de Bregman ser
coerciva na fronteira de sua zona impede que uma projecao definida por esta distancia seja
um ponto da fronteira. Iusem [13] mostra que isto se deve ao fato de que na fronteira, o
subdiferencial de uma distancia de Bregman coerciva é vazio.

Abaixo um exemplo de distancia de Bregman com a propriedade de coercividade.

d
Exemplo 1.4 O exemplo ja comentado em 1.3 € baseado em p(x) = ij log x, onde D (z,y)
j=1
¢ dado por (1.4). Donde a zona € o interior de R" (veja a Defini¢do 1.23).

Mais detalhes sobre estas fungoes podem ser encontrados em Auslender e Teboulle [2].

A norma euclidiana ao quadrado é um exemplo de distancia de Bregman que satisfaz a
identidade dos trés pontos, entretanto sua zona € o espaco R"™. Sendo assim, usar essa distancia
no método de Auslender e Teboulle [2] sé faz sentido se quisermos resolver um problema
irrestrito (ROSSETTO, 2012) [29].



Capitulo 2

Método de Nesterov para problemas

sem restricoes

O objetivo deste capitulo é apresentar um método 6timo para problemas sem restrigoes
proposto por Nesterov ([21], [29]). Para isso vamos considerar o problema de otimizacao

convexa irrestrita:

52]}%% f(x) (2.1)

onde f : R™ — R é convexa e continuamente diferenciavel em R", e o gradiente V f da funcao

objetivo é Lipschitz continuo, com constante de Lipschitz L > 0, isto é, para todo z,y € R”

IVf(x) = Vil < Lz -yl (2.2)

2.1 O método de Nesterov

Levando em consideragao que um método de primeira ordem étimo para a classe de fungoes

convexas deve satisfazer:

rh) - =0 (55)

em que f* denota o valor 6timo do problema e {xk} ¢é a sequéncia gerada pelo método para
minimizar o problema. Nesterov propos a construgao de uma sequéncia de fungoes {¢x ()} que

aproximam a fungao objetivo f(-) possibilitando escrever a desigualdade:

Fla®) = f* < Mldo(z”) — f(a"), (2.3)

onde A, = 0 ¢ ¢o(-) ¢ a primeira fun¢do da sequéncia {¢x(-)}. Assim, se A, = O(), entéo, o

método serd 6timo (ROSSETTO, 2012) [29].
Se a sequéncia de fungdes ¢y (+), que aproximam a funcao f(-), for construida de forma que

em cada iteragao k > 0 a seguinte razao seja satisfeita para oy € (0,1) e para todo z € R",

Prer1(r) — f(2) < (1= ar)(e(x) = f(2)), (2.4)

17
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entao a desigualdade (2.3) é vélida. E a partir de (2.4), obtemos:

Pr(r) = f(2) < (1= ap)(1 = agps) - (1 = ao)(do(2) — f()). (2.5)

Devemos determinar, ainda, a sequéncia {:Uk} de modo que, para todo k > 0, ¢ que é o

valor minimo de ¢(+), seja maior ou igual ao valor de f(z*).

P

o f
O

vk x¥ x

Figura 2.1: ¢} > f(z*)

Se a sequéncia ¢y (+) satisfizer a desigualdade (2.5) e de ¢} > f(z*), para todo k > 0, segue

de forma imediata a desigualdade (2.3) com:

k—1
A= [0 = ) (2.6)

i=0
A seguir, definimos o conceito de fungao simples para darmos continuidade a construcao da

sequeéncia ¢g(-).

Definigao 2.1 Seja ¢ : R" — R wuma fungdo fortemente convexa. Dizemos que ¢p(-) €

funcao simples se é da forma:

01(2) = 6 + 3 D, oY),

onde ¢, € R ¢ o valor étimo de ¢i(-), v¥ € R™ é o minimizador irrestrito de ¢x(-), 7 € R
¢ o pardametro de convezidade forte e D(z,v*) é uma funcio que representa uma distancia em
K2

relagio a v*. Se D(x,v*) = ||z — v*||? dizemos que ¢(-) é uma funcdo quadrdtica convezxa

stmples.

Vejamos, a seguir, que as fungoes da sequéncia {¢x(-)} também sdo fungoes quadraticas
convexas simples. A figura nos mostra uma sequéncia de fungoes aproximadoras, ou seja, uma

sequéncia de fungoes quadraticas convexas simples se aproximando da fungao f(-).
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Figura 2.2: Sequéncia de fungdes aproximadoras

Nesterov, afim de justificar a construcao de tal sequéncia de fungoes, satisfazendo (2.3) e

(2.4), introduz o conceito de sequéncia de estimativas.

Definicao 2.2 Um par de sequéncias {¢r(-)} e {\c}, M > 0 € chamado uma sequéncia de
estimativas da funcao f(-) se
)\k —0

e para qualquer x € R™ e todo k > 0 temos:

Pr(x) — f(2) < Ael@o(z) — f(2)) (2.7)

Podemos observar que, se as fungoes da sequéncia satisfazem a desigualdade (2.4):
Or1() — f(x) < (1 — ag)(or(z) — f(x)), entdo a sequéncia {¢x(-)} satisfaz a desigualdade
(2.7) com Ay, := Hi:ol(l — ), ou seja, A, dado pela equagao (2.6).

Lema 2.1 Seja uma funcdo f(-) que admite sequéncia de estimativa e x* uma solu¢do do

problema (2.1). Se uma sequéncia {xk} satisfaz
f(2®) < ¢f = min{¢w(x) | z € R"} (2.8)

entao,

F@®) = f(2*) < Mil¢o(z*) = f(z*)) =0 (2.9)
Este lema nos mostra que se a fungao f(-) admite sequéncia de estimativas, entao pode-se medir

a taxa de convérgencia de f(z¥) — f(2*) analisando-se apenas a velocidade com que Ay — 0.

2.2 Construindo a sequéncia {¢;(-)}

Nesta se¢ao apresentamos como Nesterov construiu a sequéncia {¢x ()} de modo a satisfazer a
desigualdade (2.4).
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Definigao 2.3 Sejam y* € R™, oy, € (0,1), ¢o(+) uma fungdo arbitraria em R™ e f(-) uma
fung¢ao convera do R™. Para todo x € R"™ e todo k > 0, ¢p(-) € definida por:

Gr1(@) = (1= an)n(@) + anl (@, y") (2.10)
z,") = F6) + (VI 2 = o)+ Slle = o) (2.11)

Se f(-) € fortemente convexa definimos p como wm limitante inferior do parametro de

convezidade forte desta funcdo, senao, definimos p = 0.

[lustramos na figura abaixo o modo como Nesterov obteve cada uma das fungoes da sequéncia

{¢x()} por meio de combinagoes, respeitando a Defini¢ao 2.3

Figura 2.3: Construcao de {¢x(-)}

Nos préoximos lemas vemos que a desigualdade (2.4) é satisfeita pela sequéncia de fungoes
definidas acima. Veremos que se as condigoes da desigualdade (2.4) forem satisfeitas para uma
fungdo quadratica simples ¢g(-), entdao todas as fungdes da sequéncia {¢(-)} serdo fungdes

quadraticas simples. E apresentado, ainda, o minimizador e o valor 6timo ¢;_; de ¢p41(-).

Lema 2.2 Consideremos a Definicao 2.3. Entao,
Oer1(z) — fz) < (L= ap)(dn(z) — f(2)) (2.12)
Lema 2.3 Seja ¢ € R e yo > 0, se
dua) = 65 + 3l =,

entdo, as fungoes da sequéncia {¢y(-)} definidas pelas equagoes (2.10) e (2.11) admitem, para
todo k > 0, a forma:

on(@) = 6 + -l = o, (2.13)
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onde as sequéncia Yy, v¥ e ¢f sdo definidas por:

Yepr = (1 — o)y + arp, (2.14)
1
S — ((1 — ak)’yk'uk + apuy”® — aka(yk)) , (2.15)
Vk+1
2
. . o
¢k+1 = (1 - ak)¢k + Ofk:f(yk) ~ 9 L HVf(yk)H2
Vk+1
11—« o
PO By 29 p(y), 5~ o)) (2.16)
Ve+1

e como na Defini¢ao 2.3, se f(-) € fortemente convera definimos p como um limitante inferior

do parametro de convexidade forte desta funcao, senao, definimos p = 0.

2.3 Escolhendo as sequéncias que garantem otimalidade

e o0 Método de Nesterov

Nesta se¢do apresentamos como determinar z*, y* e oy, de modo que ¢} > f(z*) e sintetizamos
os resultados, afim de obter o algotitmo intitulado de método de Nesterov.

De acordo com Rossetto [29], neste método uma iteracao qualquer se inicia com z*, v¥ € R" e
ve € R Entao, tomamos «; como sendo a maior raiz positiva da equagao
Lai = (1 — ag)ve + agpe ( L é a constante de Lipschitz dada em (2.2)) e escolhemos um
ponto intermediario y*, como podemos ver na figura abaixo, a partir de z*¥ na direcdo de z*

para vF.

Figura 2.4: y* a partir de 2* na direcao (v — y*)
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Devemos, agora, determinar o ponto z*+1.

Figura 2.5: ¥*! na direcao —V f(y*)

E, entdo, atualizar o valor de ;. e determinar o ponto v*+1.

)

Figura 2.6: v**! na direcao —V f(y¥)

pkit

Nesterov demonstrou que com as escolhas acima é garantido que ¢} > f(2¥). Esses resutados

compoe o proximo teorema.

Teorema 2.1 Seja L > 0. Suponha que a iteracdo k > 0 se inicia com 7, > 0,0F, 2% € R™ tal
que ¢; > f(a*) e ay € (0,1) sendo a maior raiz da equagio Lai = (1 — ag)yk + arp. Se as
sequintes escolhas sao feitas

k k k k
y" =a" + 0, (v" — "),
J— OpVk
com Oy = 350

1
'Tk+1 = yk - va(yk)a

Yer1 = (1 — a)ye + agpe. Entao, a iteragao termina com:

¢l:+1 > f(xk—H)
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A partir dos resultados apresentados neste capitulo, podemos sintetizar o método de

Nesterov, no seguinte algoritmo, que nos é apresentado em Rossetto ([29], p.29) :
Algoritmo 2.1 Método de Nesterov

1: Dados: 2° € R™, v > pu, L > 0,
2: Faca k=0, v° = 2°

3: Repita

4: d¥ = vk — ¥

b: Calcule a maior raiz da equagao Lai = (1 — o)y + appe
6: Faca 0), = %

7: yF = 2% + 0,.d*

8: P =k — 1V f(yF)

9: Yierr = (1 — o)y + agp

10: oM = (1= a) et + agnyt — anV F(yF)

11: E=k+1

2.4 A otimalidade do método

Nesta secao enunciaremos os resultados apresentados por Nesterov que garantem a
otimalidade do método. Nos Lemas 2.4 e 2.5 encontramos os resultados necessarios para provar

a otimalidade do método dada no Teorema 2.2 donde obtemos que:

) - 1) =0 (35)

Isso quer dizer que com precisao € em um numero proporcional a \/lg iteracoes, pode-se

estimar uma solucao 6tima z*. Isso garante que o método seja étimo.

Lema 2.4 Se A\ =1 e no Algoritmo 2.1 vy < u, entao

M Smm{(l_\/%)k’ (Nﬁi:m)?}'

Lema 2.5 Sejam ¢} = f(z"), o =1 e\, = Hf;ol(l—ozi). O Algoritmo 2.1 gera uma sequéncia
{x’“} tal que

@) = @) € N [£6%) = Flat) + Tl =]



Teorema 2.2 O Algoritmo 2.1 gera uma sequéncia {xk} tal que:

k . , LAY AL (L47%), 0«
f<x>—f<x>3mm{<1—\g),(MHWW}( 0o o).
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Capitulo 3
Modificacoes do algoritmo de Nesterov

Neste capitulo apresentamos quatro modificacbes do método de Nesterov sem restricao,
apresentado no capitulo anterior, suas diferencas e particularidades se concentram nas
restricoes impostas.

Para isso, iniciamos considerando o seguinte problema de otimizacao convexa restrita

min f(x) (3.1)

zeC
onde C' é um conjunto nao vazio, convexo e fechado em R”, f : R™ — R é convexa e diferenciavel
em C' e o gradiente da fungao objetivo é Lipschitz continuo em C com constante de Lipschitz
L>0.
Apresentaremos, portanto, o método 6timo desenvolvido por Nesterov [24] para resolver
este problema . Em seguida, apresentaremos o método 6timo de Auslender e Teboulle [2] que
serd usado como base para um novo método étimo desenvolvido por Rossetto [29] e, por fim, o

método 6timo de Tseng [30].

3.1 A modificagao proposta em Nesterov (2013)

Nesta secao apresentaremos como Nesterov estendeu as ideias apresentadas no capitulo 2,

trabalhando, agora, com restricoes. Para tanto, consideramos o seguinte problema:

min F'(x) (3.2)

TER™?

onde F(z) = f(x) + G(z) e G(-) é a fungao indicadora do conjunto C isto é:

G(x):{o, sex € C

o0, caso contrario

As diferencas elencadas por Rossetto ([29], pp.33-34), entre o método irrestrito para o método

restrito sao:

k¥ 530 obtidos através de projecoes no conjunto viavel;

+1

e o0s pontos v* e x

e a aproximacao (-, ) definida em (2.11) é feita apenas no ponto z**! e aproxima apenas a

25
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funcio f(-):
e ¢ possivel calcular uma estimativa para o valor da constante de Lipschitz que pode ser

usada no método sem perder a otimalidade.

Para isso, Nesterov introduz o conceito de mapeamento gradiente, que é o argumento que
minimiza uma combinagdo entre uma aproximacao convexa de f(-) em um ponto y € R" e a
fungao indicadora do conjunto C' (ROSSETTO, 2012) [29], ou seja:

Definigcao 3.1 Sejam x,y € R™ e L* > 0. Utilizando a Defini¢cao 1.7, define-se mapeamento

gradiente por:

Tie(y) = arg min mpe(y; )

onde mpa(y;2) = f(x) + (Vf(y),z —y) + S|z — ylI> + G(x).

A partir dos estudos feitos por Rossetto [29] podemos afirmar que duas observagoes podem
ser feitas a partir dessa definicao. A primeira é que se o conjunto viavel for todo o espago R"
entdo Tr«(y) é um ponto a partir de y na direcao oposta ao gradiente de f(-). A segunda é
que no caso da fun¢do G(-) ser a fungao indicadora de um conjunto convexo e fechado de R™,
Tra(y) é uma projecao ortogonal do ponto descrito acima no conjunto viavel.

Com essa definicao, as observagoes acima e o subgradiente de F(+)

F/(z) =Vf(z)+ (a(2),

onde (g(z) = L* (2 —Tr(2)) — Vf(2) € 0G(z), Nesterov prova o Lema 3.1 que fornece um

critério para estimar o valor da constante de Lipschitz L.

Lema 3.1 Se L* > L, entdo:

(F (Tie(0) = Toe () = 22 lIF (Toa(w) I

Em Nesterov [24] encontramos a demonstracao deste lema supracitado, bem como, uma
descricao mais detalhada dos resultados que compoe o Método de Nesterov, que pode ser

sintetizado no Algoritmo 3.1.

Algoritmo 3.1 Método de Nesterov para problemas com restri¢ao

: Dados: 2° € R, Ay =0, Ly > 0,

: Faca k =0, v° = 29

SR se te

. Repita
L=1,
dF — oF — ok
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b: Calcule a maior raiz da equacio La® = 2 (Ay + a)

7 0 = Aka+a

8: Faga y = 2% + 0d* e calcule Ty, (y)

9: Se (F' (T1()) ,y — Ti(y)) < £|F' (Tw(y)) ||, entdo L = 2L
10: Até que (F (Tp(y)) .y — Te(y)) > £IF (Te(y)) |I?

11: Defina

12: v =y, apy1 =a

13: " =Tr(ye), L1 = %, Apr = Ap + ara

14: VP = arg mxin {lk(x,xk+1) + ApG(x) + %Hx - x0||2}

15: k=k+1

16: Volte ao passo 3.

Nesterov [24] mostrou que este método é 6timo para a classe de fungoes convexas e que o

nimero maximo Ny de avaliagoes do gradiente, apés k-iteragoes é 4(k + 1) + loggLLO.

3.2 As modificacoes propostas por Auslender e Teboulle
(2006) e Rossetto (2012)

Auslender e Teboulle [2], usando uma sequéncia de fungdes {¢x(-)} construidas de modo a
guardar informagoes sobre o conjunto vidvel por meio de uma distancia nao convencional,
chamada de distancia de Bregman, e inspirados em Nesterov, desenvolveram um algoritmo para
resolver o Problema 3.1 (ROSSETTO, 2012) [29]. De acordo com Rossetto [29]
essas distancias de Bregman estdo definidas no interior do conjunto vidvel e funcionam como
barreiras, impedindo que a sequéncia de iteradas geradas pelo algoritmo saiam desse conjunto.
Dessa forma, os iterados estao sempre no interior do conjunto vidvel (p.35). Diante dessas
consideracoes, nosso objetivo, nesta secao, é mostrar como foi possivel estender esse método
usando distancias de Bregman, mas agora definidas num conjunto maior que o viavel.
Assim definidas, as distancias de Bregman, contemplam, de acordo com Rossetto [29], o
caso da distancia euclidiana ao quadrado (que nao é vélido para o método de Auslender e
Teboulle) e permitem que o iterado atinja a borda do conjunto viavel. Andlogo ao que foi
feito por Nesterov, Rossetto [29] mostra que é possivel estabelecer um critério para determinar,

aproximadamente, o valor da constante de Lipschitz de forma adaptativa.

3.2.1 Construcao da sequéncia {¢.(-)} usando distancias de Bregman
coercivas na fronteira
Sejam o > 0, 2° € int(C), oy, € (0,1), y* € int(C), ¢(-) uma fungdo de Bregman coerciva na

fronteira de C (Definigao 1.24). Para todo k > 0 e para qualquer x € C, a sequéncia {¢x(-)} é

definida recursivamente da seguinte forma:
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¢0 ZL’) = f(xo) + ’)/oD@(I', x())’ (33>
Or (@) = (1= op)d(a) + awli(z, y*), (3.4)
Lz, ) = f@")+ (VW) z— ). (3.5)

Essa construcdo da sequéncia proposta por Auslender e Teboulle [2] se difere da
construgdo proposta por Nesterov apenas no que se refere ao fato da fungao ¢(-) ser

coerciva na fronteira de sua zona. Isso quer dizer que o restante da construcao é idéntico
_ =

5
Rossetto [29] a diferenca fundamental deste método para o descrito no capitulo anterior é que
+1

a feita por Nesterov para o problema sem restrigdes quando tomamos ¢(x) Para

naquele método a aproximacao linear é feita em relacdo ao ponto z**' e o minimizador de

ér11(+) depende de x**1.
A partir de agora enunciaremos os resultados propostos por Rossetto [29] e omitiremos as

demonstragoes por nao serem o foco principal de nosso trabalho.

Lema 3.2 A sequéncia {¢r(-)} definida pelas equacoes 3.10, (3.4) e (3.5) satisfaz para todo
relC

Or1(x) — fz) < (1 —ag)(on — f(2)). (3.6)

Lema 3.3 Sejam vy > 0, v' = 2% € int(C) e ¢y = f(z°). Entdo, para toda sequéncia
{y*} C C, as fungies ¢y.(-) definidas por (3.3), (3.4) e (3.5) tém a forma:

ok(z) = ¢ + Dy (z, o), (3.7)

onde, v* = argmin {¢y(z)|z € C}, ¢ = dr(v*), Y1 = (1 — ax)ye € D, € uma distancia de

Bregman coerciva.

Lema 3.4 Se v**! ¢ o minimizador de ¢ 1(-) no conjunto C, entdo v**! satisfaz:

" = argmin {<x L Vf(yk)> + Dy(z, vk)} : (3.8)

Vk+1

Teorema 3.1 Seja L > 0 e suponha que Dy,(-,-) seja fortemente convexa com parametro de
convezidade o > 0. Suponha também, que a itera¢io k > 0 se inicia com oy € (0,1) definido
como a maior raiz da equagdo Lai = o(1 — ag)y, v € int(C), 2% € C tal que ¢} > f(a*). Se

as sequintes escolhas sao feitas:

y* = 2F o (V” — 2F), (3.9)

P = 2F 4 (VR — 2P, (3.10)
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¥ ¢ dado pelo Lema 3.4 e Y1 = (1 — ag) e, entdo o processo iterativo termina quando se

obtém:

¢Z+1 > f($k+1)~ (3.11)

A partir dos resultados apresentados nesta se¢ao, podemos sintetizar o método de Auslender

e Teboulle, no seguinte algoritmo:
Algoritmo 3.2 Método de Auslender e Teboulle

1: Dados: 2° € int(C), L >0, 79 >0, 0 >0

2: Faca k=0, v° = 2°

3: Repita

4: Calcule a maior raiz da equacio Lai = o (1 — ay.) i
V1 = (1 — o) Tk

y* = b + ap(vF — 2)

5
)
7: ¥+ = argmin {<x, oL Vf(yk)> + D, (, vk)}
8
9

Vi+1
phtl = gk 4 ak(vkﬂ B $k)

k=k+1
10: Volte ao passo 3.

Agora enunciaremos os resultados que garantem a otimalidade do método.

Lema 3.5 Sejam vy, > 0 ey, € (0,1) definidos por Loz = o (1 — o) e com Y1 = (1 — o) Y-
Defina A\, == Hf:ol(l — ), entdo:
4L
Ak < 5 (3.12)
(2\/5 -+ kw/O"}/())

Teorema 3.2 Sejam {xk}, {yk} € {ozk} as sequéncias geradas pelo método de Auslender e

Teboulle e seja * a solugcao otima do Problema 3.1. Entao, para qualquer k > 0, temos:

4L . 1
= * = — 1
a%k26’(:c ) =0 (kQ) : (3.13)

onde C(z*,2°) = f(2°) 4+ Dy(z*2") — f(z*). Essa  sequéncia {z*} ¢

minimizante, isto €, f(z*) — f(x*) e € vidvel.

fla*) = fl@") <

Este teorema garante que o método é étimo.
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3.2.2 Generalizagao para projecoes nao interiores

Nesta segdo descreveremos o método proposto por Rossetto [29], que estende o método
proposto por Auslender e Teboulle [2], permitindo o uso da distancia euclidiana ao quadrado
como distancia de Bregman em métodos restritos, que nao era possivel pois, a zona da distancia
eucliana é todo o espaco R", embora esta distancia seja uma distancia de Bregman, ela s
poderia ser usada para minimizar todo o R".

A diferenga fundamental do método proposto por Rossetto [29] com o método de
Auslender e Teboulle [2] é que neste sao definidas distancias de Bregman com zonas que
podem conter propriamente o interior do conjunto viavel. Como feito por Auslender e Teboulle
2], Rossetto (][29], p.48) tem a intengao de construir uma sequéncia de funcgoes {¢x(-)} de forma
que cada fungdo, que € oblida combinando com a func¢ao anterior (que é simples) com uma
aprorimacao inferior, continue sendo uma funcao simples. Para isso ela fard uso de uma
sequéncia de funcoes auxiliares {ggk()} Antes de tratarmos sobre essas construcoes

enunciaremos algumas hipéteses que devem ser consideradas:

Hipdtese 3.1 Consideremos ¢(-) uma fun¢do de Bregman como na Defini¢ao 1.23 e sobre ela

supoe-se ainda as sequintes hipoteses:
1. o interior do conjunto vidvel C' estd contido na zona de p(-), isto é, int(C) C Q;

2. ¢o(+) € o— fortemente convera em Q (0 é o parametro de convezridade de acordo com a
Definig¢ao 1.11);

3. o subdiferencial de p(-) na fronteira de Q ¢ vazio

Definicao 3.2 Sejam y* € R", v* € C, v, > 0, ¢} € R e oy, € (0,1). Onde:

op(z) = &p +Dy(x, ")
Wz,y") = fW")+ (VW) z— o)

definimos:

Sra () = (1= )i () + apl(x, ") (3.14)

Definicao 3.3 Sejam v, v, $Z+1 e v+ definidos por:

v o= argmin {(Ekﬂ(:c)]x € R”} : (3.15)
vt = argmin{D,(z,v)|x € C}, (3.16)
GEZH = $k+1<v+)7 (3.17)
o= (= ap)ne (3.18)
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Pode-se provar que T e v estdo bem definidas considerando que ¢(+) é fortemente convexa,

para maiores detalhes consulte Rossetto ([29], p.49)

Lema 3.6 Consideremos a Definicio 3.2 com ¢(-) satisfazendo as Hipdteses 3.1, e os pontos

descritos na Definicao 3.3. Entao, para todo x € C', temos:

i (z) > $Z+1 + 74 Do(@,v7). (3.19)

Este lema mostra que as fungoes da sequéncia {gzﬁk()} nao sao fungoes simples, porém qualquer
funcao desta sequéncia sempre majora uma funcao simples. Sendo assim, precisamos buscar

uma sequéncia de fungoes simples majorada pela sequéncia {&Ek()} Escolhendo a funcao

¢r+1(+) como funcao majorada por ¢(+), temos a formalizacao desse fato na seguinte defini¢ao:

Definicao 3.4 Sejam 41, v*1, @5, € dpia(2) definidos por:

Ve+1 = U+ (3.20)
=0t (3.21)
Pry1 = Prpa (3.22)
Oer1(z) = Gy + Yo Dylz, v* ). (3.23)

Daf para todo z € C' temos ¢py1(z) > dri1(z). E, entdo, o método de Rossetto [29] trabalharé
com duas sequéncias de fungoes e {$k+1() funcionard como uma sequéncia auxiliar para a

construgao da sequéncia {¢g()}.

Lema 3.7 As sequéncias {%()} e {o(-)} definidas acima, satisfazem para todo x € C,

Gra(x) = f() < (1= ap)(@(z) = f(2)). (3.24)

Lema 3.8 Se vy = 1, 2* € a solugdo dtima do Problema 3.1 e a sequéncia {¢r(-)} dada na

Definicio 3.4 satisfaz ¢j, > f(z") para todo k > 0. Entdo, pode-se garantir que:

F@ ) = f(@®) < Ma(do(a®) = f(z7)). (3.25)

Com estes resultados Rossetto [29] j4 poderia enunciar um novo método, idéntico ao de
Auslender e Teboulle [2], exceto pela troca da distancia de Bregman cuja a zona contém
o conjunto viavel, de maneira que a distancia euclidiana ao quadrado possa ser usada. No
entanto, inspirada em Karas e Gonzaga [11], Rossetto [29] expoe uma tentativa de aumentar o
decréscimo da fungao objetivo e estima um valor para a constante de Lipschitz do gradiente da

funcao objetivo.
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Proposicao 3.1 Se L* > L, entado, para qualquer x,y € C' temos:

F)+ (V) x —9)+ o e — ol > f(o). (3.26)

Rossetto [29] afirma que qualquer valor L® > [ garante que podemos construir uma
aproximagcao superior da fungao f(-), como descrito na proposi¢do acima, e sempre que a
aproximagcao seja superior é possivel demonstrar um resultado equivalente ao Teorema 3.1. O

teorema que segue garante que, com as sugestoes de Rossetto [29], ainda é possivel garantir que
Ppy1 = f(xkﬂ)-

Teorema 3.3 Suponha que D,(-,-) seja fortemente convera com pardmetro de convexidade
o >0 e que a iteragio k > 0 comega com vy, > 0, v, 2% € R" tal que ¢} > f(2*) e oy, € (0,1)
sendo a maior raiz da equacio LYa2 = o(1 — ay)ve. Se 2 = xp, + B(v* — a*) estd no segmento
(2%, vF] e € tal que f(2) < f(2) e se:

y" =2 + (0 — ), com b = B+ oy (1 — ), (3.27)

v**1 dado pelo Lema 3.4. Se ainda,
7=y +ap (" —0b), (3.28)
e Yer1 = (1 — o)y e L* > 0 satisfaz a desigualdade (3.26), entao, a iterag¢ao termina com
Grar > [(2H). (3.29)
Abaixo, apresentamos uma descrigao completa do método de Rossetto [29]:

Algoritmo 3.3 Método com projecao nao interior

1: Dados: 2° € C, Ly, vo=1,0 >0 ea € (0,1)
2: Faca k=0, 0" = 2°

3: Repita

4: Faga L = Ly, v = Yk

5: Calcule a maior raiz da equagao La* = o (1 —a)vy

0: Yo =[1—-a)y

7: Determine z = z* + B(v* — a*) com B € [0,1], tal que f(z) < f(aF)
8: Defina 0 = B+ a(l — ) ey = aF + (v — 2F)

9: vt =argmin{D,(z,v)|z € C}

10: T ="+ alt -2

11: Se f(y) +(Vf(y),T—y) +
12: Até que f(y) + (Vf(y),z —y) +
13: Defina:

L

||/\

yl? < f(@), faga L =2L

27 -
SIE—yl* > f(@).
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Nl

Yy =y, e =y, T =0t Ly =
15: Escolha, se possivel, x5 tal que f(z*+
16: k=k+1

17: Volte ao passo 3.

—

) < f(@)

Ao apresentar este método, Rossetto ([29], pp.59-60) afirma que:

1. Se L® nao for aceito pelo algoritmo (isso ocorre se a desigualdade no passo 15 nao ocorrer),
sabemos que L* < L e como o proximo valor testado pelo algoritmo é sempre o dobro do

valor anterior podemos concluir que L é sempre menor ou igual a 2L;

2. Em cada iteracao do lago interno do algoritmo o gradiente é avaliado apenas uma vez e

sao feitas duas avaliacoes da funcao;

3. Usando esses dois fatos, Rosseto apresentou um limitante para o nimero de avalia¢oes do

gradiente e da fungao.

O numero de avaliagoes do gradiente (NGy) é NG, < 2(K + 1) + loggLiO, e o numero de
avaliagoes da fungao (NFy) é NF, < 4(K +1) + loggLiO.
Isso garante que o lago interno sera feito em niimero finito e constante de vezes.

O Lema 3.9 e o Teorema 3.4 garantem a otimalidade do método de Rossetto [29], sdo
equivalentes ao Lema 3.5 e ao Teorema 3.2, respectivamente. Para o método de Auslender e
Teboulle eles diferem apenas pelo fato de que a proposta de Rossetto usa um valor aproximado
para a constante de Lipschitz com a garantia que este valor nunca é maior que duas vezes o valor

verdadeiro de L, enquanto que no método de Auslender e Teboulle usamos o valor verdadeiro

de L.

Lema 3.9 Sejam v, > 0 e oy € (0,1) definidos por L%a% = o (1 — o) Yk € Vi1 = (1 — ag) Vi
Como \j, 1= Hf;ol(l — «;), entdo:
8L
A, < . (3.30)
(2\/2L + & /—a%)

Rosseto [29] mostra, no préximo teorema, que o algoritmo proposto encontra a solu¢ao Gtima
com precisao € com um numero de iteragoes proporcional a %, garantindo, assim sua

otimalidade.

Teorema 3.4 Sejam v =1 ¢ {xk}, {yk} e {ak} as sequéncias geradas pelo Algoritmo 3.3 e

seja x* a solucao otima do Problema 3.1. Entao, para qualquer k > 0 temos:

ot — ) <

onde C(z*,2%) = f(2°) + Dy(a*, 2°) — f(z*).

C(z*,2%) =0 (é) , (3.31)
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3.3 As modificagoes propostas por Tseng (2008)

Paul Tseng, em 2008, em seu paper intitulado ”On accelerated proximal gradient methods for
convez-concave optimization” [30] - Métodos de aceleragao gradiente proximais para otimizagao
concava-convexa, apresentou um tratamento unificado para os métodos de Nesterov usando

funcoes de Bregman, que descreveremos no decorrer desta secao.

3.3.1 Introducao

Seja E/ um espago vetorial real dotado de uma norma ||-||. Seja E* o espago vetorial de funcionais

lineares continuos em F, dotado de uma norma dual ||z*||. = sup (z*,z), onde (z*, x) denota
[[=]I<1

o valor de z* € E* e x € E. Consideremos o problema de otimizacao convexa nao diferenciavel

min f(x), em que f*(z) = f(z) + P(z) (3.32)

onde P: E — (—o0,00] e f: B — (—00,00] sdo préprias, semicontinuas inferiormente (lsc) e
convexas. Para este problema assumimos que domP é fechado, que f é diferencidvel no conjunto

aberto contendo domP e V f é Lipschitz continua em domP, isto é:

IVf(z) = Vil < Lz -yl (3.33)

para algum L > 0 (TSENG, 2008)[30].

Note que, diferentemente do que foi tratado até agora, Tseng [30] usa a norma dual para
gradiente da funcao. Este autor nos apresenta alguns exemplos para o Problema 3.32 que serao
especificados a seguir.

Para qualquer y € domP considere a aproximacio de f¥ substituindo f pela sua

aproximacao linear de y, dada da seguinte maneira:

li(z,y) == f(y) +(Vf(y),z —y) + P(x) (3.34)

Exemplo 3.1 Um caso bastante conhecido é a otimizacao conveza restrita suave, onde P € a

funcao de indicador para um conjunto nao vazio, fechado e convero X C E, isto é:

0 X
P(z) = { oserea (3.35)
o0, caso contrario

Este exemplo se resume ao caso tratado por Nesterov, apresentado na secao 3.1.

Exemplo 3.2 Um sequndo caso, é quando P é a norma || - ||1. Esta escolha para P tem sido

usada em vdrias aplicagoes esparsas como em [10], [31] e [6].

Exemplo 3.3 O terceiro exemplo € o grupo para o qual P é uma soma ponderada de || - ||z, isto

s

e’
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P(z) = cr]|a'la + - + enllzN]l2 (3.36)

onde z',--- |z denotam subvetores de x, disjuntos, ou seja, ndao tém componentes em comum
ec; > 0Vjy.

Fundamentado nos trabalhos de Polyak [27]; Fukushima e Mine [9]; Nemiroviski e Yudin
[18]; Nesterov [20]; Nesterov ([22] e [23]); Auslender e Teboulle [1]; d’Aspremont [8]; Lu [15];
Lu, Monteiro e Yuan [16]; Beck e Teboulle [4], Tseng [30] propoe uma estrutura unificada e
uma analise mais simples dos métodos de ordem O < %), estendendo a solugao do problema
(3.32). Como um subproduto, Tseng [30] derivou, novas variantes e refinamentos dos métodos
de ordem O (ﬁ) que usam uma ou duas projecoes por iteragao (isso pode ser verificado nos
Corolérios 3.1, 3.2 e 3.3 da Secao 3.3.3). O ponto principal da anédlise feita por Tseng [30] sao
as duas propriedades de distancia de Bregman descritas na proxima secao e a reinterpretacao
dos métodos contidos nos trabalhos supracitados. Além disso, Tseng [30] faz uma comparacao
dos métodos acima referidos por meio de exemplos numeéricos e discute extencoes dos resultados
obtidos (para aprofundar o estudo dessa comparacao sugerimos consultar [30] segoes 6 e 7, visto

que este aprofundamento foge do escopo do nosso trabalho e, por isso, ndo o faremos).

3.3.2 Propriedades das funcoes de distancia de Bregman

Listaremos agora, fundamentados em Tseng [30], duas propriedades de distancia utilizadas para

provar os resultados apresentados nesta secao.

Propriedade 3.1 Para qualquer funcao semicontinua inferiormente, convera e propria
Y E— (—00,00], se:
2, = argmin {(z) + D(z, )}

e ¢ € diferenciavel em z, entao:

(x) 4+ D(x,2) 2 ¢¥(2) + D(zy,2) + D(x,24) V€ domP (3.37)

Isso decorre da condigdo de otimizagdao para zy : Y(x) + (VieD(24,2),x — 24) = ¥(z4) Vze

V.D(z4,2) = Vp(z4) — Vo(2). De fato, reorganizando os termos, temos:

() = (Vp(2), 2 = 2) 2 9(21) = (Vo(2), 24 — 2) = (Vp(21), & — 24),

e somando ¢(x) — p(z) em ambos os lados concluimos (3.37).

Propriedade 3.2 Para qualquer fungdo lsc convexa propria v : E — (—o0, 0], se:
2 = argmin {(z) + ¢(2)}
e v € diferencidavel em z, entao:

U(x) + () > Y(z) + p(2) + D(z,z) Ya € domP.
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Isso decorre da condigdo de otimizagdo para z: Y(x) + (Ve(z),x — z1) > ¥(z) Vz.
A partir de agora enunciaremos os algoritmos e os resultados propostos por Tseng [30].

3.3.3 Meétodo de otimizacao convexa de ordem O <\/%)

Nesta secao, apresentamos uma estrutura unificada para o segundo método de Nesterov e suas

variantes para a solucao de (3.32).
Algoritmo 3.4 Tome 6, € (0,1], 2°,2° € domP e k < 0.

Passo 1. Escolha um conjunto fechado, convexo e nao vazio X, C E de forma que

Xe N dom(P) # 0. Seja:

o= (1= 62" + 6,2 (3.38)
= arg Hel}(n{lf(x, y") + 0, LD (x, 2)} (3.39)
T = (1= 0)a" 4 G (3.40)

onde l¢(-,-) € dado por (3.34) Passo 2. xy4+1 deve ser tomado de modo que:

L - L. .
L (¥ yF) + 5!!56’““ —y*I? < L@ M) + §ka“ — | (3.41)

Passo 3. Tome 041 € (0,1] satisfazendo:

1 =0k 1
—_— <, 3.42
T W 42
k< k+1 e retorne ao passo 1.
De acordo com Tseng [30], o Algoritmo 3.4 produz uma sequéncia z**' que deve

obedecer as condicoes citadas no passo 2. Além disso, o conjunto X deve ser escolhido de
modo que contenha uma solugao de (3.32). A escolha mais simples é X; = E, mas pode ser
desejavel utilizar um conjunto X menor, para acelerar a convergéncia. Uma sugestao é escolher

X} da seguinte maneira:

Xi={e/ 3 ansllyla ) = FP@) e j=1,0 ) (3.43)
1€l 5
com wg; € domP. Por exemplo: se wh € {z%a' ... 2k 20 2FY) ;> 0,
ZZ.GIM ap; = 1, Iy; € {1,2,---} e nj, > 0, entdo X}, contém todos pontos de e—minimo
de ¥, onde um ponto e—minimo de f¥ ¢ definido como f7(z) < inf f¥ + € para € > 0.
k+1

Tseng [30] afirma, ainda, que uma escolha para x"*! é:

, L
P = argmin{ly(z,y") + S o = " [*} (3.44)
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E que, no caso do Exemplo 3.35 com X = E e tomando z**! como em (3.44), o Algoritmo
3.4 se reduz ao caso estudado por Lan, Lu e Monteiro [14] que é um variante do método de
Nesterov.

k+1 4

Uma outra escolha para " é

.’L‘k+1 — /l‘\k—H.

E neste caso, o Exemplo 3.35 com o Algoritmo 3.4 e X}, = F, esta escolha de zF! se reduz &
extensao de Auslender e Teboulle do método de Nesterov, onde o termo quadratico é substituido
por uma funcao de Bregman.

Para simplificacao de notagao denotamos:

Np(wy) = fP(x) = lp(x,y) = f(x) = fly) = (Vf(y),x —y) Va,y € domP.

Proposicao 3.2 Seja {(xk, Yk, 2k Gk,Xk)} gerado pelo Algoritmo 3.4. Para todo k =0,1,---
Yy, 2 92
e para todo x € XyNdomP, se f¥(x) < fP(x*1) ou Opyy = w, entdo:

1 _29k+1 (fp(xkﬂ) - fp(xk)) + LD(x, zk‘H) < 1__29’l“(fp(xk’) _ fP(x)) + LD(x, zk) _ Ay(z, )
ek—l-l ek ek
(3.45)

Corolario 3.1 Seja {(a:k, Yk, 2k Qk,Xk)} gerado pelo Algoritmo 3.4 para 0y = 1.

(a) Fizar qualquer ¢ > 0. Suponha 0}, < e que Xy € dado pela equagao (3.43) para todo k.

2
k+2
Em seguida, para todo x € domP com fF(x) <inf fF + ¢, temos:

. 4LD 0
min  fP(z") < fP4+¢,  quando, k> ALD(w, 2%) 2
=01, k+1 €

(b) Suponha E de dimensao finita, domP ¢é limitado, f(x) = max o(z,u), Op1 = —W e
X, = E. Entao:

0 S fp<xk+1) - qP(ak> S el%L max D(.T,ZO)7 k= O) 17 )

zedomP

onde ¢¥ (u) := min {p(z,u) + P(z)}, vF = argmax (y*, u), (@' =0) e

No restante dessa secao assumiremos que f é diferenciavel em F e que E é um espaco de
Hilbert, isto é, E* = E, || - || = 4/(-,-). O seguinte algoritmo é uma extensao do primeiro
método de Nesterov, da mesma ordem do Algoritmo 3.4 (TSENG, 2008) [30].

Algoritmo 3.5 Tome 6y =0_; € (0,1], 2° = 27! € domP e k = 0.
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Passo 1. Escolher um conjunto fechado, convero e ndio vazio Xy C E tal que X, NdomP # ().

Sejam:
y o= 246, (6, — 1)t =2 (3.46)
L
R+l _ : Ry o Lo kg2
2" = arg min {lf(w,y )+ 5 llz =7l } (3.47)

Passo 2. Escolher 61 € (0,1

satisfazendo (3.42). k < k + 1 retorne ao passo 1.

De acordo com Tseng [30], o conjunto X e a constante 6 podem ser escolhidos como no
Algoritmo 3.4. Uma boa escolha é 6, = k—i2, pois a convergéncia ¢ mais rapida. Pode acontecer
de y* estar fora do domP e, portanto, precisamos que f seja diferencidvel fora do domP.

Uma prova simples da complexidade do Algoritmo 3.5 é dada abaixo, usando propriedades

de norma e a propriedade (3.1).

Proposigao 3.3 Suponha f diferencidvel em E e E = E*||-|| = \/(-,-). Tomando (z*,y*, 0, X)
gerados pelo Algoritmo 8.1. Para cada k = 0,1,--- e para todo x € XN domP, se

T 402 02
() < P ou fpyr = —\W

ocorre, entdo, que a equag¢ao (8.45) € wvdlida com

D(z,z) = %Hx —z|? e 2k =Pt + 01 (aF — 2k,

Corolério 3.2 Seja f diferencidvel em E e E = E*,||-|| = \/(-,-). Tomando { (z*,y", 0k, X)) }
gerados pelo Algoritmo 3.5 e 6y = 1. Entao, a afirmacdo do Coroldario 3.1 se mantém com
2V =20,

O método de Nesterov de ordem O (\/%>, tratado em [22], é notavelmente diferente dos
métodos de Auslender e Teboulle em [2], ou ainda do método proposto por Lan, Lu e Monteiro
em [14] e dos préprios métodos de Nesterov ([20], [21] e [19]), na medida em que utilizam, em
cada iteracao, duas projecoes, além de uma soma ponderada de gradientes. A partir de agora
apresentaremos uma analise, ou seja, "um framework”do método de Nesterov para estender
a solugao de (3.32), feita por Tseng [30]. Essa anélise fornece a possibilidade de com apenas
uma projecgoes por iteragao obter a mesma complexidade do método de Nesterov e, além disso,
apresenta uma estreita conexao entre os métodos de ordem O <\/§> (TSENG, 2008) [30].

Algoritmo 3.6 Tome 0 < 0y < 1, vy > 0y, 2° € domP. Tome 2° = arg Izlinpgo(x),
reaom
X 1=Fek=0.

Passo 1. Considere um conjunto fechado, convexo e nao vazio X C Xy tal que
Xi NdomP # (. Tome :

()
JAGR)
= —, Vv
Vi+1(z) ZZ:; v .
L = arg zrrelg}c {Wr1(x) + Lo() }

e, tome ainda, x* dado por (3.40),(5.41) no Algoritmo 3.4.
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Passo 2. Considere 0 < Opy1 < 1, vp1 > Oky1 satisfazendo

1 — Oy 1
= 3.48
Orr1vkr1 Orog (3.48)

k< k+1eirpara 1.

Podemos tomar X, = E ou X dado por (3.43), uma vez que X; C X, ;. O método de
Nesterov (2005) dado em [22], corresponde ao algoritmo acima com X, = E, z**! dado por
(3.44), e

2
Tk+2 T k1
Nesterov [24], propos um método para resolver o problema (3.32), similar ao Algoritmo 3.6,
onde zF ¢ dado pela equagao (3.44), D(z,y) = 3|z — y||* e X, = E . Em Nesterov [23] ¢

apresentada uma modificagdo do método de Fukushima e Mine [9] que substitui:

Oy, Uk que satisfazem (3.48) (3.49)

2 — arg m&}ﬂ {lf(a:,yk) + 60, LD(x, zk)} (3.50)
TEX
gh = (1 — Hk)xk + Hk?"’“ (351)

Tseng [30], observou que esta modificacdo pode ser vista como uma mistura dos

Algoritmos 3.4 e 3.6. A proposicao abaixo apresenta uma demonstragdo da complexidade
do Algoritmo 3.6 que tem ordem O (\/§>

Proposicao 3.4 Seja {(:L‘k,yk, zk,Hk,vk,Xk)} gerado pelo Algoritmo 3.6 ou essa modifica¢ao
em que (3.40),(3.41) sao substituidos por (3.50), (3.51) e g = Ogomp. Entao, para cada
k=0,1,---, temos:

1= s FPEMY) = (pgn + Lh) (2" < FP() = (i + L) (2F).

Ok+1Vk41 = Oy

Corolario 3.3 Seja {(xk,yk,zk,ﬁk,vk,Xk)}, gerado pelo Algoritmo 3.6 ou pela modifica¢ao
descrita na Proposicao 3.4, com 0y = 1:
(a) Para cada k > 0 e cada x € Xy () domP, temos:

ﬁ(fp(xkﬂ) _ fP(g;k)) + Z W < L(p(x) — 90(20))‘

(b) Fizar qualquer ¢ > 0. Suponha vy < k%l e que Xy € dado por (3.43) para todo k. Entao,

para qualquer © € domP com fF(x) <infff + ¢, temos:

P < fP(x)+ e sempreque k> M -1
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Esses s@o os resultados da complexidade dos algoritmos propostos por Tseng [30]. As
demonstragoes foram omitidas pois o foco principal do nosso trabalho sao as demonstragoes
do trabalho An accelerated linearized alternating direction method of multipliers, de Ouyang,
Chen, Lan e Pasiliao [26].



Capitulo 4

Método das direcoes alternadas
acelerado e linearizado de

multiplicadores

Neste capitulo é estudado com detalhes os resultados apresentados por Ouyang, Chen, Lan
e Pasiliao [26], que apresentam um novo framework para aceleragdo do método linear das
diregbes alternadas para multiplicadores denominado AADMM - acceleration of linearized
alternating direction method of multipliers, para resolver problemas compostos e irrestritos
de otimizacao denominados por UCO e problemas compostos cuja restricao é uma equacao
afim, aqui denominados AECCO. A ideia basica proposta pelos autores é a incorporacao
de uma técnica de passo muiltiplo na versao linearizada ADMM para aceleracao. Com isso,
consegue-se obter uma técnica AADMM que apresenta uma ordem de convergéncia superior a
versao linearizada ADMM em termos da dependéncia da constante de Lipschtiz da componente
suave quando usados para resolver uma classe de problemas de otimizagao composta convexa
com restricoes lineares. Mostram ainda que o método proposto, além de acelerar a convergéncia
pode ser usado em situacoes onde a regiao viavel nao ¢ limitada, desde que o problema ponto

de sela correspondente tenha solugao.

O método de Nesterov, quando aplicado a problemas de UCO, tem taxa de convergéncia

otima cuja ordem é:

(4.1)

LG’Dgzg* HKHD:B*DY
o( oDy IR,

onde Y é o espago dual limitado para problemas UCO, Lg descrita em (4.4), K é um operador

linear limitado e N a quantidade de iteragoes.

Apés o trabalho de Nesterov (2005) [22], muitos outros trabalhos visaram tornar métodos de
primeira ordem para otimizacao nao diferencidvel mais eficientes como, por exemplo, o trabalho
do préprio Nesterov [23] e os trabalhos de Auslender e Teboulle [2], Tseng [30] e Lan, Lu e
Monteiro [14]. Embora a taxa de (4.1) também seja de ordem O (%) o que o diferencia é o fato

de permitir constante de Lipschitz tao grande quanto se queira, sem que esta afete a taxa de

41
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convergéncia (a menos de um fator constante). Entretanto, de acordo com Ouyang et al. [26],
o fato de o conjunto viavel Y ser limitado é critico para a analise do esquema de suaviagao de
Nesterov. Seguindo o esquema de Nesterov em [22] vérios estudos sobre os problemas AECCO
e UCO tém ocorrido, foi demonstrado que melhores resultados de aceleracao podem ser obtidos
considerando mais algumas hipdteses para os problemas AECCO e UCO. Essas hipoteses e

resultados sdo encontradas em Ouyang et al. [26].

4.1 Condicoes do problema

Suponha que W, X, ) sejam espagos vetoriais munidos de produto interno (-,-), norma || - || e
norma dual || - ||. O problema de interesse é o que chamaremos de AECCO (affine equality

constrained composite optimization):

min  G(x) + F(w), onde Bw— Kz =5 (4.2)
zeX, weEW

em que X C X é um conjunto fechado e convexo, G(-) : X — R e F(-) : W — R sdo
funcoes convexas, semicontinuas inferiormente e assumem valores finitos. Ainda K : X — ),
B : W — ) sao operadores lineares limitados.

De acordo com Ouyang et al. [26], assumimos que F(-) é solucionavel no sentido de que o

problema de otimizagao

miVI\lngw—cHz—i-F(w), onde,ce W, neR (4.3)
we

pode ser resolvido de maneira eficiente e o termo nao solucionavel é usado no sentido oposto.
Assumimos que G(+) é nao solucionavel, continuamente diferenciavel e que existe uma constante

Lg > 0 tal que:

L
G(‘rQ) - G(x1> - <VG<LU1),SCQ - $1> S TGHZEQ — .T1H2, V:cl, To € X. (44)

Um caso especial de problema AECCO é quando B = [ e b = 0. Nessas condigoes,
o problema (4.2) é equivalente ao seguinte problema de otimiza¢do composta irrestrito, que
Ouyang et al. [26] denominam de UCO (unconstrained composite optimization - otimizagao

composta irrestrita):

min f(z) := G(x) + F(Kx) (4.5)

zeX
Os problemas AECCO e UCO tém sido muito usados em aplicagoes em aprendizado de
méquina (aprendizagem automatica) e processamento de imagem. Na maioria das aplicagdes,
G(-) é conhecido como o termo fidelidade e F(-) é o termo de regularizagao.
Salientamos aqui que os problemas do tipo AECCO e UCO podem ser reformulados como
problemas de ponto de sela utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange. O problema

AECCO é equivalente ao seguinte problema de ponto de sela:
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pein max G(z) + F(w) — (y, Bw — Kz — b) (4.6)

A partir dessa equivaléncia, Ouyang, Chen, Lan e Pasiliao propoem algoritmos, proposicoes,

teoremas e corolarios nos quais focamos nossos esforcos em demonstra-los com cuidado.

4.1.1 Notacoes

Assumimos que existe uma solu¢do 6tima (w*,z*) do problema (4.2) e que existe y* € ) tal
que z* := (w*, x*,y*) € Z é um ponto de sela de (4.6), onde Z =W x X x ) e se o conjunto
Y C Y é dado usamos Z =W x X x Y . Considere f* := G(z*) + F(w*) o valor objetivo
6timo do Problema 4.2. Nos problemas UCO (4.5), que s@o os casos especiais de AECCO (4.2),
também usaremos f* para denotar o valor étimo para G(z*) + F(Kz*). Considerando que
tanto o valor da fungao objetivo bem como a viabilidade da restrigao interferem na solucao do

Problema 4.2, a definicao de solucao aproximada é dada por:

Definigao 4.1 Um par (w,z) € W x X € chamado de (¢,6)-solugao do problema (4.2) se:

Gx)+ F(w)— fr<e e |Bw — Kz —b|| <.

Neste caso, dizemos que (w,z) tem residuo primal € e residuo de viabilidade 6. FEm

particular, se (w,z) € uma (€,0)-solugdo, entdo dizemos que € uma e-solu¢ao.

O residuo de viabilidade ¢ na definigao acima mensura a violagao da restrigao de igualdade,
bem como o residuo primal € mensura a diferenca (gap) entre o valor objetivo G(z) + F(w) na
solugao aproximada e o valor étimo f*.

As seguintes notacgoes serao utilizadas para simplificar:

Dy p = | B(w —w")|
D, g = ||K(xq — 2"
Dy = ||zy — ¥
Dy = yn =y
Dx kg = sup [[Kz;— K
xl,CCQEX
Dg := sup ||s;1 —s2|| para qualquer conjunto compacto S. (4.7)
5175268

Além disso, utilizamos xpy para denotar a sequéncia {mi}le, onde zs podem ser nimeros
reais ou pontos em espagos vetoriais. Também representaremos algumas operagdes na notagao
de sequéncias. Suponha que Vi, V, sejam espacos vetoriais, v C Vi € qualquer sequéncia
em V) e A:V; =V, é qualquer operacao. Usamos Avy,q) para designar a sequéncia {sz}fi
Se 1y, 7 C R sao quaisquer duas sequéncias a valores reais e L € R é qualquer ntmero real,

entdo 1y — L7[t] denota {n; — LTZ’}EZ1 ainda, denotamos por 77[15]1 a sequéncia {771-_ 1}221 para
qualquer sequéncia 7y diferente de zero (OUYANG et al., 2015) [26].
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4.1.2 Lagrangeano aumentado e método de direcao alternada de

multiplicadores

Neste trabalho estudamos o problema AECCO via formulacao lagrangeana, visto em (4.6):

. _ _ _ P _ 2
xEQL%WTGafG(x)+F(w) (y, Bu — Kz b>+2||Bw Kz — 1| (4.8)

em que p é um parametro de penalidade.

Uma analise de (4.8) a fim de resolver o problema (4.2) ¢ o método lagrangeano aumentado
(ALM) dado por Hestenes [12] que é uma variacdo do algoritmo ADMM que, por sua vez, é
um método para resolver o problema (4.8) de forma alternada que minimiza x e w e atualiza o
coeficiente de Lagrange y. No que se segue, serd apresentada uma revisao do ADMM e algumas
variantes. O método de direcao alternada de multiplicadores ADMM, para obter a solugao de

(4.2), é dado pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo 4.1 Passo 1. Tomex1 € X, wy e W ey €Y eparat=1,--- ,n—1 faca

Tyy1 = arg m1}r<1 G(z) — (y, Buy — Kz — b) + gHBwt — Ko —b|? (4.9)
e

w1 = argmin F(w) — (ys, Bu — Kxppq — b) + g||Bw — Kzp — b2 (4.10)

weWw

Yer1 = Yo — p(Bwigr — Kxgyy — b) (4.11)

De acordo com Ouyang et al. [26], se G nao for soluciondvel, uma linearizacado de ADMM,

chamada de L-ADMM, gera um esquema onde x;,1 em (4.9) é substituido por:
T = argmin(VG(@),2) + (i, Ka) + 5| Buy — Ko = b + Jlle —wf®. (412)

Também podemos linearizar o termo ||Bw — Kx; — b||?, e gerar z;,; como:

Ty = arg Hél)r(l G(z) + (y;, Kz) — p(Bw; — Kzy — b, Kx) + ng — . (4.13)
Esta variagcao é chamada por Ouyang et al. [26], de ADMM pré-condicionada

denotada por P-ADMM. Se G(z) e ||[Bw — Kz41 — b||* forem linearizados o método é
denominado LP-ADMM (linearized preconditioned ADMM) e a equagao (4.9) é substituida

por:
Typ1 = arg néi)r(l(VG(a:t),x) + (y, Kz) — p(Bw; — Ky — b, Kx) + ng —xy))? (4.14)

Existem varios trabalhos sobre a andlise da convergéncia e aplicagoes de ADMM, L-ADMM e
P-ADMM, dentre elas podemos destacar os trabalhos de Chambolle e Pock [5]; Chen, Hager,
Huang, Phan, Ye e Yin [7]; Ye, Chen, Lin, e Huang [32] e Monteiro e Svaiter [17].
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4.2 Um framework acelerado ADMM

Ouyang, et al. [26] propoem um framework para acelerar os métodos ADMM, ou seja, AADMM
para resolver (4.2) e (4.5). O Algoritmo 4.2 apresenta a descri¢ao deste framework. Em
AADMM, x é uma constante bindria na equagao (4.16), que vale 0 ou 1. O sobrescrito
”ag”significa agregado e "md”significa "médio”. O ponto z"® e os pontos agregados w;?,,xy?;
e y;{, sao somas ponderadas de todas as iteracoes {w ¥ w2 Y] e {yi}'h], respec-
tivamente. Se os a;y = 1, entao 27 = x; e os agregados sdo exatamente as iteragoes atuais
Wyy1, Tegr1 € Ypy1. Neste caso, se x =0e 6, =1, = p; = p, entao, AADMM torna-se ADMM, e
se, além disso, G ¢é solucionavel, AADMM torna-se P~ ADMM. Chamamos de aceleragao para
X = 0 o L-ADMM acelerado (AL-ADMM) e y = 1 o AL-ADMM acelerado (ALP-ADMM)

(OUYANG et al., 2015) [26].

Algoritmo 4.2 Framework ADMM acelerado (AADMM)
1. Escolha x1 € X ew; € W tal que Bw; = Kz +b.

2. Defina 219 = x1, wi’ = wy ey =y, = 0.
Parat=1,--- ,N —1 faca

e = (1 — o)zl + oy (4.15)
Te41 = arg mi)rg(VG(x;”d), z) — x0(Bw; — Kz, — b, Kr)
TE

—l—%HBwt—Kx—b]\z—i—(yt,[(@—l—%Hx—xtHQ (4.16)
zy = (1 — o)z’ + oy (4.17)
Wi = arg gélvl\l} F(w) — (y;, Bw) + %HBU) — Kxgq —b))? (4.18)
wily = (1 —a)w? + cqwi (4.19)
Y1 = Yt — pr(Bwips — Ky — b) (4.20)
v = (1= )y + awyen (4.21)

a safda do Algoritmo 4.2 é 23/ = (wyY, 23Y).

Na formulagao de ponto de sela usamos as fungoes gap, definidas abaixo:

Definicao 4.2 Funcoes Gap: Para quaisquer z = (0,%,y) € Z e z = (w,x,y) € Z

definimos:

Q(W, 7,7, w,z,y) = [G(z) + F(w) — (y, Bw — Kz — b)] = [G(Z) + F(0) — (y, Bw — KT — b)]
(4.22)
denominaremos Q(z,z) = Q(w,7,y,w,x,y),Q(Z,w,x,y) ou Q(W,T,y,z) para o mesmo

significado.

Verificamos que Q(z*,2) > 0 e Q(z,2*) < 0 para todo z € Z, onde z* é um ponto de sela de
(4.6).
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De acordo com Ouyang et al. [26] para conjuntos compactos W C W, X C X, Y C Y a funcao
gap dualidade

sup  Q(W0,7,Y,w,z,y) (4.23)
weW,zeX,yey

mensura a precisao de uma soluc¢do aproximada (w, z,y) do problema ponto de sela

i F(w) — {y, Bw — Kz —
o Pin maxGz) + F(w) — {y, Bw — Kz — )

Entretanto, o problema de interesse (4.2) tem a formulagao de ponto de sela (4.6), em que o
conjunto viavel (W X|Y) pode ser ilimitado. ~Um critério de finalizacdo baseado em
perturbagdo ¢é empregado por Monteiro e Suaiter [17] para resolver as desigualdades
variacionais e problemas ponto de sela. Ouyang et al. [26] modificam este critério e propoem

uma versao modificada da func¢ao gap de (4.23). Apresentando a seguinte defini¢ao:

gy (v, 2) :=sup {Q(w", 27,75 2) + (v, )} (4.24)

yey

para qualquer conjunto fechado Y C Y, para qualquer z € Z e v € Y. Pode-se, ainda, denotar:

/g\Y(z) = gY(()?Z) = SupQ(w*,x*,ﬂ; Z) (425)
yey
Se Y =Y, é omitido o subscrito Y e simplesmente usa-se a notagao g(v, z) e g(z).
As duas préximas proposigoes, descrevem a relacdo entre as fungoes gap (4.24)-(4.25) e as

solugoes aproximadas para os problemas (4.2) e (4.5).

Proposicao 4.1 Para qualquer Y C Y, se gy(Bw—Kzx—b,z) <e<oo e ||[Bw—Kz—b|| <46
onde z = (w,z,y) € Z, entao (w,x) é uma (€,0)-solucdo de (4.2). Em particular no caso
Y =Y para qualquer v de modo que g(v,z) < e < oo e ||v]| < 9§ temos v =Bw — Kz —b.
Dem: Por (4.24), temos:

gy (v,2) = sup Q(w", 27,5 2) + (v, 1)
yey

substituindo Q(w*, x*,¥y; z) de acordo com (4.22), temos:

gy (v, 2) = sup [G(z) + F(w) = (y, Bw — Kz = b)]=[G(z7) + F(w*) = (y, Bw" = Kz" = 0)]+(v,y)

yey

o fato de w* e x* serem solugoes dtimas de (4.2), torna nulo o termo (y, Bw* — Kx* —b) devido

a restricao Bw* — kx* — b= 0. Assim:

gy (v,2) = sup [G(z) + F(w) = (y, Bw — Kz = b)] = [G(2") + F(w")] + (v, 7).

Usando propriedades do sup e substituindo G(x*) + F(w*) por f*, temos:
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gy (v, 2) = G(z) + F(w) — f* = sup(y, Bu — Kz — b) + (v,Y)
yey

usando a associatividade, simetria e a linearidade do produto interno temos:

gy (v,2) = G(z) + F(w) — f* +sup(—y, Bu — Kz — b —v)
yey

Usamos acima o fato de (v,7y) = (—v, —y) = (=7, —v).

Dai vemos que, se gy (Bw—Kz—b,z) = G(x)+F(w)—f* < € (pois se v = Bu—Kx—b temos
sup(—y, Bu— Kz —b—v) = sup(—y,0)) e | Bw— Kx—b|| < ¢ entao (w, z) por defini¢io é uma
yey ey
(€,0)-solucao de (4.2). Além disso, se Y =) pode-se ver que g(v,z) = oo se v # Bw— Kx —b
(pois dai teriamos sup(—y, Bw — Kx — b — v) = 00), consequentemente, se g(v,z) < oo =

yey

v = Bw—Kx—b.

Proposicao 4.2 Assuma que B € um operador injetor de modo que BW =Y e F(-) € Lipschitz
continua, entdo o conjunto Y := (B*)~'domF* ¢ limitado. Além disso, se §,(z) < €, entdo o
par (W, z) € uma e-solugao de (4.2) onde w = (B*)"'(Kx +b).

Dem: Podemos ver que w estd bem definido desde que BW =Y. Além disso, usando o fato
que F(-) assume valores finitos, pelo Teorema 1.1, temos que domF™* € limitado, portanto, Y é
limitado.

Além disso, como Bw — Kx — b =0, temos:

9,(2) = g4(0,2) = sup Q(w*, z*, ¥; 2)
yey

substituindo Q(w*, z*,y; z) de acordo com (4.22), temos:

g,(2) = sup [G(x) + F(w) = (§, Bw — Kz = b)] = [G(z") + F(w")]
Usando propriedades do sup, associatividade do produto interno, substituindo G(x*) + F(w*)
por f* e —Kx — b por Bw, temos:

9y(2) = G(z) + F(w) — f* + sup(~y, Bu — Bw)

yey
Usando propriedades do sup, a propriedade dos operadores adjuntos e somando e subtraindo

F(w), temos:
9,(2) = Gz) + F(@) = "+ sup [F(w) = F(@) = (B, w — @)
je
Usamos acima o fato de (y, Bw — Bw) = (B*y,w — @), onde B* é o operador adjunto de B.

Se B*YY NOF (W) # 0 entao, a partir da converidade de F(-), temos:

9,(2) =2 G(x) + F(w) — f7,
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assim, (W,x) € uma e-solucao de (4.2). Para terminar a demonstra¢ao basta mostrar que
B*Y NOF(w) # (. De fato, observando que:

sup (W,w') — F*(w') = sup (0,w)— F*w) = sup (0, w) — F*(w)
w' eB*Y w' €dom F* w' ew
e utilizando o fato de Y ser um conjunto fechado, pode-se concluir que B*y € B*Y de tal modo

que B*Y atinge o supremo da funcio (0,w') — F*(w'), com respeito a w'. Pelo Teorema 1.2,
Segao 1.1 temos B*y € OF (W) e, portanto, B* N OF (w) # .

4.3 Principais Estimativas

Para provar a taxa de convergéncia para AADMM sao usadas algumas estimativas. Na sequéncia

deste texto apresentamos as principais delas.

Lema 4.1 Seja

Iy =1, seay =1
I'y = (4.26)
(1 - Ozt)Ft,l, set>1

para todos y € Y, as iteragoes {2}, = {(wy?, 217, y() },5, do Algoritmo 4.2 satisfazem:

1 * % a : 1_ai 1 * ok a
EQ(w y Ly Y; Zt—il) _Z( Pz - F11> Q(UJ y s Y5 Zig)

1=2

< Bt(ﬂi*, L], n[t]) + Bt(y, Yier1)s p[;]l) + Bt(Bw* Bw[t+1], 9[t]) - XBt(Kq;*, Kx[t-i-lb e[ﬂ)
¢
ai(1i — 0;) (i —
- B, - K bH2+Z %) Bas — a2
i=1
; ¢
= Y =l = X g (= Loos — XBIKI) =zl (420

=1 =1

em que Lg € dado em (4.4) e o termo By(-,-,-) € definido da sequinte forma: Para qualquer
ponto v e qualquer sequéncia vy em qualquer espago vetorial V, e qualquer sequéncia de

nimeros reais 7y, temos:

~+

Q;
By(v, ves, ) = 3 ot (o = vl = o = ol (4.28)

=1 t
Dem: Para comegar, provaremos uma propriedade importante da func¢ao Q(-,-) no Algoritmo
4.2. Pela converidade de G(-), temos:

e

Glif) < G(a) + (VG @), oy — a)) + =7 [l — |, (4.29)
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Além disso, por meio das equagoes (4.15), (4.16), temos x| — 27" = ay(v41 — 7). Usando

esta observagdo, a desigualdade (4.29) e a converidade de G(-), temos:

G < GE™) + (VO a8, — o)+ 2 (s — ) (4.30)
= G ) + (VG ), a8y — 2 ) + Lo s — ] (1.31)
= G + (VEE, (L= at)o® + opres — o)+ “Calwen —al? (432
= G +(VG(@), (1 — at)zf? + apri — o7+ el — apa™) + A (4.33)
= G +(VG(x!), (1 — at)z}? — (1 — ap)z™ + oz — ™)) + A (4.34)
= G") + aG(2)") — G (a™) + (VG(a™), (1 — at) (o} — o))
H(VG(z™), oy (2041 — 27)) + A (4.35)
= G + @G — aGad) + (1 — at) (VG o7 — 2
+o (VG(2™), 2y — 2 + A (4.36)
= Ga") + G (2]") = G (27") + (1 = at)(VG(a"), 277 — a}™)
+a(VG(z"), 2 — 2+ — ) + A (4.37)
= (1= [G(a") +(VG(27"), 2y? — 27")] + o0 [G (™) + (VG ("), 2 — a7")]
+a (VG(z™), 1 — 2) + A (4.38)
Usamos em (4.30) uma propriedade da norma || - || para obter (4.31), substituimos xy{,, de

acordo com (4.17) para obter (4.32), somamos e subtraimos o termo c,x™ além de chamar o
termo LTGafotH — x¢||? de A para simplificar, obtendo (4.33), agrupando os termos dentro do
produto interno, obtemos (4.34), somando e subtraindo o termo a;G(x7*?), usando a linearidade
do produto interno, resulta em (4.35), pela associatividade do produto interno, temos (4.36),
somando e subtraindo o termo x, obtemos (4.37) e finalmente usando a linearidade do produto

interno e agrupando os termos, resulta em (4.38).

Por (4.29), temos:
G(z8?)) < (1 — ap)G(29) + a,G(z) + (VG (2], 2041 — ) + A (4.39)

Temos, entdo, por (4.22) :

!

Qz,21) — (1 —a)Q(z,27) = [G(ayy) + F(wify) — (y, Buyly — Ky, — b)]
—[G(z) + F(w) = (;*, Bu — Kz — b)]
—(1 =) [G(}") + F(w”) — (y, Buy? — Kx}? = b)]
+(1 — ) [G(x) + F(w) — (4", Bw — Kz — b)]

=
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Reorganizando os termos e simplificando o que for possivel, temos:

Qe 22) — (1 - a)Q(2,5%) = [Glai2) — (1 — a)G(a) — Gl }
 [Pagt) = (1= a) F(ui) — o F (@)
g Bty — K — 8+ (1 — ) But? — Kt~
+<yt+1an Kz —b) — (1 — a;)(y;?, Bu — Kx —b)

Usando a linearidade e a associatividade do produto interno, temos:

Q(z,5f1) — (1 - a)Q(%,%7) = [G({l)) — (1 - )G(}?) — auG()]
+ [Flwify) — (1= o) F(wi?) — au F(z)]
+(y, B [_w?£1 + (1 — ap)w fg] - K [_f’fﬁl +(1- Olt)l”?g] —b(—au))
+ifs — (1= ar)yy?, Bw — Kz —b)

Usando as igualdades em (4.17), (4.19) e (4.21), temos:

Qz,201) = (L= a)Q(2, ) = [G((ly) — (1 - a)G(a}’) — a,G(z)]
+ [Fwy) = (1= ) F(w?) — oy F(2)]
+(y, B(—aqwir1) — K(—ui1) — b(—ay))
+( Y1, Bw — Kz — b)

Usando a associatividade do produto interno, temos:

Qz,z01) — (1= a)Q(z,27) = [G(xy)) — (1 — a)G(2?) — a,G(x)]
+ [Fwiy) = (1= a)) F(w}?) — a, F(x)]
—a(y, Bwyyy — Kxyyq) — b)

+a(Ypi1, Bu — Kz — b) (4.40)

De (4.39), e do fato de F(-) ser conveza, temos:

G(z7f)) — (1 = a)G(a?) — aG(x) < a(VG(27™), 241 — ) + A
Flaywp — aqw) = F(wify — (1 — a)w” — opw) = F(wify) — (1 — o) F(w)?) — onF(w)

dai usando em (4.40) e as duas desigualdades acima, seque a desigualdade:

Q29) — (1- a)Q(=29) < a {<va<zrd>,xt+l ) + [Flwen) — F@)] + 2E o zes — il

—(y, Bwiy1 — Kxpp1) — b) + (yg41, Bw — Kx — b) }. (4.41)
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Agora, vamos analisar as condig¢oes de otimalidade em (4.16) e (4.18), linearizando as

equagoes, temos para todo x € X ew € W:

(VG(z]") + mi(@ei1 — @), w1 — ) — (0(Bwy — KTy — b) — yp, K(41 — x)) <0

F(wt+1) - F(w) + <Tt<Bwt+1 — Ky — b) — Y, B(wt+1 - w> <0

em que Ty = xx + (1 — X)T41.

Observando a partir de (4.20), concluimos:

Bth—K:th—b:M.

Pt
e dai resulta:

B'U}t — K/f,lf\t —b= @ — K(ﬁ:\t — Ty + B(wt — th).
t

Assim, as condicoes de otimalidade tornam-se:

(VG(@P) + (@1 — ), Ty — )

—Qt < (@) — K(/l'\t - xt-i—l) + B(wt — wt+1) — U, K(xt—f—l _ l’)> <0
t

Flueen) = P+ ([ (U=2) ] Bl - ) <0

Pt

Usando a associatividade e a linearidade do produto interno, além de manipulacoes algébricas,

obtemos:

0
<VG($;M£) + ne(Tey1 — T1), Ty — ) + <(p—t - 1) (Yt — Y1) — Y1, — K (211 — I)>
¢

+9t<K(/x\t — iL'tJrl), K($t+1 - .Z'>> + 0t<B(’U)t — th), K(.TtJrl — x)> S 0

Tt

Pluess) = F(0)+ (7= 1) (0= ) = s, Bl — ) £0

Somando as duas condi¢oes de otimalidade acima e usando novamente a associatividade e a
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linearidade do produto interno, resulta em.:

(VG(@), x1 — x) + (@ — 20), 200 — ) + <(% - 1) (W = Y1), =K (@41 — ZU)>

(=1, =K (x40 — 1)) + 0K (Tt — 2111), K201 — 7)) + 0(B(wi — wir1), =K (2141 — 1))

) = F(0) + (2 =1) (0= s Bwrss = 0) + (=g B = ) £0

Pt

Para simplificar somaremos (—yi1, —K(x41 — ) com (—yip1, B(weyr — w)).  Usando a
associatividade e a linearidade do produto interno, temos:

ytH,Ble — Bw — th+1 + Kr+b-— b>
Yt+1, B’UJt+1 — K(L’t+1 —b— (Bw —kx — b))
Yt+1, Ble — Kl‘prl —b— (Bw —kx — b)>

(—yt+1, B(wip1 — w) — K(xp41 —x)) =

(—
(—
(—
(=Yt41, Bwepr — Kapyr — b) — (—yeq1, Bw — ko — b)

(~ytr1 +y —y, By — Kxgpr — b) — (~ysy1, Bw — kx — b)
(—

Y, Bwir1 — Kwgp1 — b) + (Y41 +y, Bugrr — Koy — b)
—(=Yt+1, Bw — kx — b)

Agora, reorganizando os termos e usando a associatividade do produto interno, finalmente,

obtemos:

(VG("), 141 — x) + F(wir) — F(w) — (y, Bwgsr — Kz — b) + (Yeg1, Bw — kx — b)

< (e — we41), o1 — T) + (Yer1r — Y, Bwepr — Koy — b)

— <(% — 1) (Ve — Yer1), —K (w441 — x)> - <<Z - 1) (Ve = Ye1), B(wisr — w)>

FO0 (K (211 — 71), K(2441 — 2)) + 0, (B(wr1 — wy), —K (T441 — ) (4.42)

Faremos trés observagoes sobre o lado direito de (4.42). Em primeiro lugar por (4.20), vale a

sequinte igualdade:

— (@ — Te41), Teg1 — ) + Y1 — Y, Bwpyr — Koy —0) = — (24 — T441), Ty — )
+ <Z/t+1 — Y (e~ ) yt+1)>
Pt

Aplicando o Lema 1.1, temos:

(yr — yt+1)>

e
Pt 2

uiz
—(Ne(wt — Te41), D1 — ) + <yt+1 -9, (lwe — z||” = [|@p41 — 2?) — o 2 — e

1
+5 - (e — ylI* = llyesr — yll® = lye — v )
Pt
(4.43)
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Em segundo lugar, também por (4.20), vale a sequinte igualdade:

1
B(wi —w) = o (ye — yro1 + (Kxyyy — Kz) — (Bw — Kz — b)) (4.44)
t

e usando propriedades de produto interno temos:

- <<9t - 1) (Yt — Y1), —K(e41 — l‘)> - <<Tt - 1) (Yt — Ye+1), ;t(yt — Y1) + (K21 — K$)>

— <0t - 1> (Yt — Y41, K(zt41 — 7))

—[ZZ — 1> K(yt — Yt+1), (yt_ptyHl)> + (Yt — Y1, (K241 — Kx))
= <zi 1 (Z - 1>) (Yt — Y41, K(z441 — 7)) — (ZQ - ;) (Yt — yes1), (Y — Y1)
= () = Ko = = () = e P

=0\ [1 1
= (50 [ = el = 1 G = 1P = ) + (K — )]

= p
- < tpz t> lye — ye1)]? (4.45)
t

=0\ [1
- ( t 2 t) ?Hyt — yi1]? = | K (@441 — 2)||* — | Bwis1 — Ko — b’2]
L Pt

TP
—( — ) lye — yess) 1% (4.46)
t

Pelo Lema (1.1), obtemos (4.45) e por (4.44), resulta em (4.46).

E em terceiro lugar, temos:
0 (K (e1 — Tp), K(2p41 — @) + 0(B(Wgr — wp), =K (2441 — @) = Ay
Substituindo T;, obtemos:
Ar = 0(K (241 — XT — Tepr + XTe), K(2e1 — @) 4+ 0:(B(wirr — wy), —K (241 — 7))

Simplificando, colocando x em evidéncia e usando a associatividade do produto interno, resulta

em.
Ay = —XO(K (241 — 20), K(2441 — 2)) + 0(B(wyy1 — wy), —K (2141 — 7))

E pelo Lema 1.1:

XH
A = : (||K(~’U —2)|]* = [|K (2141 — 2)||* = | K (z; — 1’t+1)||2)

9
+7 (|Bws — Kx — b||* — || Bwesr — Kz — b||> + || Bwpp1 — Kaypgr — bl|* — || Bwy — K2 — b|?)

XGtHKH2
2

2
9t 2 2 0 o Ot
+5 (1Bw; — Kz —b|]* — || Bwgy — Kz —b]°) + 272“% = yerll” = Sl Bwe — Kapr — b|[t4.47)

IN

X0
(K (2= 2)? = | K (@1 = 2)|) + [zt — e
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Em que a dltima desigualdade resulta do fato de:

X (2 = 2| < XK lze — 2] (4.48)

Aplicando (4.42), (4-43), (444), (4-46) € (4-47) em (4.41), temos:

1 a (1 B Oé) a
EQ(ZazHg-l) - T, - Q(z, 27)
Qi ) T 1 Tt — Pt
< B L = ol s = ol =l = s = 1 = P i
O, 2 Tt 5 X 2 2
Jr5||Bwt — Ko —b[]" - +§HBwt — Kz —b[]" - 5 (1K (2 = 2) || = || K (zr41 — 2)[|7)
(2= 1) = o) B = K0+ PZ P i = )2 = s~ K~ o
t
1
—5 (= Loow = XOlI K1) 12 =zl } (4.49)
Tomando w = w* e x = x* na equagdo anterior, observando a partir de (4.26) que

I, = 1;?“ e aplicando a desigualdade acima, indutivamente concluimos (4.27).

Observamos que ha duas grandes consequéncias do Lema 4.1.
1) Se oy = 1 para todo t, entao, o lado esquerdo de (4.27) torna-se Fil ZH; Q(z; 29).

De fato, por (4.27), obtemos:

t
1 . _ag 1 — Q4 1 . _ag
F_tQ(Za Zt+1) - E ( T, - Fil) Q(Z,Zi )

1=2

tomando a; = 1 temos I'; = I'; para todo ¢, entao:

1 t 1 1 t 1 t+1
Q=) + g Q) = 1 (Q(z; 7d) + ; Q(z; z;“’)) = ; Q(z; 219).

2) Por outro lado, se o € [0,1) o lado esquerdo de (4.27) torna-se —Q(zif?g'l).

De fato, por (4.27), obtemos:

1 . L fl—a 1 .
F—tQ(ZQ thl) - £ ( T, - Pi—l) Q(Z;Zig>

Tomando «; € [0,1), temos por (4.26), I'y = (1 — a)['y_; para todo ¢, entdo, note que

ZZ:Q <11i_°‘i — 1“-1_1> Q(z; 2Y) = 0. De fato, basta substituir I'; e segue:

t t

11— 1 _agy 1 1 agy
2 ((1 —a)lia Fil) Qi 7) = Z <Fi1 N Fil) Qlzi7) =0

=2 =2
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Atribui-se a esta diferenca a principal razao pela qual se pode acelerar a taxa de convergéncia
de AADMM em termos de L.

O lema que apresentamos a seguir fornece possiveis limitagoes de By(:, -, ) no Lema 4.1.

Lema 4.2 Suponha que V é um espaco vetorial qualquer e V- C V € um conjunto convexo
qualquer. Para cada v € V, vy CV ey C R, temos:
(a) Se a sequéncia {%’yz} ¢ decrescente, entao:

(6%
By (v, v, ) < lor —]|* — 2—I’ft%Hvt+1 —|? (4.50)

_2F o N

(b) Se a sequéncia {%%} ¢ crescente, V' € limitado e vyq) CV, entao:

oy
; —Vellvesr — UH (4.51)

By (v, sy, ) < 2r 1Dy~ o

Dem: Temos por (4.28):

~+

O-/z
Bi(v, v, ) = Y o o (loi = ol* = fJoia —wl) -

i=1 t

Desenvolvendo o somdtorio, temos:

= g (o = ol = oz = vl®) 453 (o2 = v = o3 = o)+ 513 (o = vl = [l = o))

Agrupando os termos, obtemos:

o)) e — =y [va—v]) 2+ -+ syt — B HUt—UHQ—ﬂ’YtHUtH—UHQ
r r o7, r T, o,

Podemos reescrever a equacao acima da Sequinte maneira:

t—1

Qaq Q; Q41
2F oo illon = UH2 Z (QI‘ Vi — 2F;1%'+1) Vit — UH2 o, ’Yt”vtﬂ - U||

=1

{%%} ¢ decrescente, entao (4.50) € valida, pois:

t—1
(67} (678N .
- Z (_z Vi — 2FZ—+%'+1) |vigr —v]|*> —>a, @ <0 oudiverge para— oo
I ‘ i+1

Se a sequéncia {%%} ¢ crescente, V' € limitado e vyyq) C V. A partir da equagdo acima,

temos:

t—1
o1 Q; Qi+1
Bi(v, e, ) = ppomllen — ol =3 (y%—rfﬂml) oier =0 = gvlloes =l

1=
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Por (4.7), obtemos:

t—1
Q; Qi1
Bi(v, viga1,711y) < 5T, ’71D2 Z <2F Y — m%ﬂ) Dy — T, ’Vt”Ut+1 o|)?

=1
Desenvolvendo o somatorio, resulta em:

(6% «
B;(v, “[t+1}’7[t]) < Q—Ftt%D%/ - 2—Ift%\|"0t+1 - U||2

e, portanto, (4.51) € vdlida.

4.4 Consideracoes sobre os resultados de convergéncia
na resolucao de problemas UCO em dominios limi-

tados

Veremos, agora, problemas UCO com conjuntos viaveis limitados e, para isso, tomemos que X
e Y := domF* sdo compactos, B é o operador identidade (B = I) e b = 0. A condigao do
conjunto vidvel Y ser limitado é equivalente a F'(-) ser Lipschitz continua (Teorema 1.1).

O Teorema 4.1 generaliza as propriedades de convergéncia de algoritmos ADMM e possibilita

uma visao unificada das propriedades de convergéncia de todos os algorimos ADMM.

Teorema 4.1 Em AADMM se os parametros sao definidos da sequinte maneira oy = 1,

0y =m=p =pen=Lc+xp|K|? entdo:

1— D3
Gt + PR - < D%+ S weng + B0 2 s

t+1 .
em que x't! = Zﬁz x;. E, se p € dado por:

Dy

, 4.53
XK Dx + (1 — x)Dxx (4.53)

p =
temos:

LGD2 XHK”DXDY + (1 — X)DX,KDY
2t t '
Dem: Se oy = 1, por (4.17), (4.19) e (4.21), temos x}¥ = w4, W = w e y? = i,

G + F(o") — f* < (4.54)

respectivamente, e concluimos que I'y = 1 satisfaz (4.26). Agora aplicando as defini¢oes dos

parametros para o lado direito de (4.27), temos:
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(1) : Be(x", z(e41), mpy) ) =429 Z o, m ||1'i—517*||2— @741 —35*||2)-

Substituindo oy = 1, I'y = 1 e desenvolvendo o somatorio, obtemos:

iz —a |+ Do — | = g — 2" 24+ + Jls = -

T] * |12
— 1— )
5 |z + x|

2

_Q X2
= Dy 2|

Simplificando, temos:

N3

By(z*, xpyy, ) = 5 (llen — 2% = o — 2*7) -

Por (4.7), resulta em:

n
By(z*, Tq1), ) < B (D2 = || — =*|7) -

Substituindo n, obtemos:

‘ Lo + xpl K|* .
e n) = S (O o)
L K|? K|
— GD2 XpH || H *”2 - XPH || ||xt+1 . x*H27
2 2
e como —£& ||z — 2*||> <0, concluimos que:
. Le xpl K12 xpll K1 .
Bi(x*, xpqy, ) < 5 DQ* + 5 e THth — |2
(1) : Bl e, Oyg) =429 Z (T Y

Substituindo Oy por p e de maneira totalmente andloga ao que foi feito em I, obtemos:

Bt(w*vw[tJrl]ae[t}) = (||w1 - "LU*H2 — |lwgr — w*||2) .

N

Por (4.7), temos:
* P *
Bi(w*, wig 11y, Opy) < ) (D12u — |zt — “2) :

Como —&|xyq — x*||* < 0, concluimos que:

Bt(w*,w[tJrl],Q[t]) gD2 gDi*,K'l

L Pela hipétese do Algoritmo 4.2, temos Bw,; = Kx, — b e, como considerado na introducdo desta secéo,
sabemos que B =1 e b= 0.
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t
(I11) : —xBi(Ka*, Ky, 0) =429 > or i (K2 — Ka*[|* = | Kzip — Ka*)?) .
i=1 ¢
Substituindo O por p e de maneira totalmente andloga ao que foi feito em I, obtemos:

—xBi(Kx™, Kapyiqy,0p) = —% (||Ka:1 — K2*||* — || Kz — Kx*||2) )

Por (4.7), temos:

—\Bi(Kx*, Kayy), 0) < —% (D% — | Kziy — Ka*|]?)

= 4D g+ LK — Ko
_xpp,

XP %
P02 g LUK Pl — P,

t
_ Q;
(IV) : By, yiesa) o)) = or P (i = ylI* = lyisa — yl?) -
i=1 "t

Substituindo py) por p e de maneira andloga ao que foi feito em I, obtemos:

L1
Bi(y, Y1), Py ) = % (lon = yl* = lyesr — wll?) -

Por (4.7), temos:

_ 1 . 1 1
Bt(fgay[t+1]7p[t]1) < % (DZ - HKfUtH — Kz Hz) = %DZ - %Hytﬂ - 3/”2-

Como _QLpHyt"rl —yll? <0, resulta em:

-~ 1
Bt(y,y[tﬂhp[ﬂl) < %Df,, Vyey.

Note que para todo y € Y, pela convexidade de Q(w*, x*,y;-), sabemos que:

t+1 t+1

=2 =2
Temos também que:
1 * % k. _aGg : 1 —q 1 * % k. _aGg
F_tQ(w y LY ;Zt—i-l) - T - 1—\'_1 Q(w y LY 5% )

Substituindo I'y =1 e oy = 1, obtemos:
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t

t
1 * *x %, _a 1- Q; 1 a * * % a
FtQ(w , T,y ;Ztﬁl) - Z <Fz - Fi—l) Q(w CU Y ,Zzg) = Q(U} T,y ;Zt+l) + ZQ(w ZL’ Y azzg)

=2

t+1
= ) Q' z"y* ),

=2

dai pelo Lema 4.1 da Se¢ao 4.3 temos:

t+1
ZQ(W*,f*vy*;ZZ ) < Be(z", 211 mp) + Be(ys yieta)s oy ) + By(Bw*, Bwypy 1], 0) — xBe(Ka*, Kz, ).
=2

Os demais termos que ficam a direita de (4.27) tornam-se nulos pelas defini¢oes dos parametros.

Substituindo LILIII e IV acima, temos:

t+1

L 1— D?
>0ttt < DL+ KDL + B0k e 059
2 2 ’ 2p
Temos ainda:
sup Q(w*, a*,7; z) =12 G, (2) <2 G(a*) + F(@) - [
yey
Assim, aplicando (4.55) a desigualdade acima, obtemos:
pas
G(xt+1) + F({U\t—i_l) f < Q(At+1a = 7?/7 Zt+1) §(4'55) E Z Q(w*7$*7y7 Z’L)
i=2

E, por (4.56), concluimos que:

1 1-— D?
G(l‘t+1) —|—F(U/}t+1) . f* S E ( D2 + pHKHQDg* + ( 2X)pD2*7K + _Y) ]

e (4.52) fica provado.

Agora tomando p de acordo com (4.53) e substituindo em (4.52), temos:

LG DY

GxtJrl —|—Fﬁ)\t+1 < _DQ_’_& K202
W) =TS o Y IR TDx + (L= 0D P
(1_X) DY 9
+ D
2t X|K|Dx +(1—-x)Dxx "
D4 IEIDx + (1 ) Dy
2 Dy
_ La s &DYHKHZDgf (1_X>DYD§(,K
2% "2t ||K||Dx 2t Dxxk

D Dy
+—YX||K||DX + 2—(1 - X)Dx x,
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pois x # 0 se (1 — x) = 0. Simplificando as expressées, obtemos:

. . L 11— D D
G F@ ) < 2 D% Dy D U Dy Dyt DU Dt 2 (1) D

Agrupando os termos resulta em:

v < LoDk n X||K||Dx Dy + (1 — x)Dx,x Dy

G(xtJrl) —|—F(ﬂ}t+l) - f 5 ,

Provando, assim, a desigualdade (4.54).

[ |
De acordo com Ouyang et al. [26] embora AADMM unifique todos os algoritmos ADMM, o
que o diferencia é a ponderacao da sequéncia {a;},~, (em vez de oy = 1) que é o que acelera a
velocidade de convergéncia no que diz respeito a sua dependéncia de L¢. Isso pode ser verificado

no Teorema 4.2

Teorema 4.2 Em AADMM, se os parametros sao ajustados para

2 (t=1)p _ 2Lg+ xpt||K|?

t+177_t Pt P, Y t » Tt t ) ( )

oy —

entao:

2L D% 1 D2

G(x% F(Kz% ) — f* < K||?2D? 1 — v)pD? =Y. (458
(zely) + F(Kxly) — f _t(t+1)+(t+1) XPIK|IFDx + (1 — x)pDx x + P (4.58)

Em particular, se p € dada por (4.53), temos:

2LaDx 2 Dy Dy + (1— ) Dx xDy].  (4.59)

G(aify) + F(Kzdy) — f* <

Dem: Sabemos que oy = t% el = ﬁ satisfazem (4.26). De fato, provaremos por indugao
sobre t.
Parat =1 temos: a; = 2 e ] = —-2 1.

T+1 (1+1) —
Supondo vdlido para t — 1, ou seja, o1 = % el 1 = ﬁ .
E mostremos que € vdlido para t.

Por (4.26), temos:

Ft = (1 — ozt)Ft_l

substituindo oy e I'y_1, temos:

2 2 t—1 2 2
Ft: 1— = = .
t+1/)tt+1) t+1(—-1)t tt+1)
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2
t+1
2 =t.
t(t+1)

Agora, pelos parametros definidos em (4.57) e pela defini¢ao de B(-,-,-) em (4.28), podemos

Mais ainda %—z =

obter os sequintes resultados:

(I) M — LGOét — XQtHKHQ Z 0.

De fato, substituindo n;, oy e 6;, temos:

2o xpt|KJP 2o (-1

~ Leay — v0,||K||? = P K12,
m— Loow — O] t e Ly

Reorganizando os termos, temos:

2L 2L t| K ||? t—1 2L K|?

— Loy — v0,|| K2 = =
= Laoy = xO| K" = —= — == ¢ / t(t+1) t -

pois todos 0s termos sao positivos.

Por definicao:

TT=p 2 ; =0,
d a;( pt
(I11) : Ay = By(w*, wypa), 0) — Y —o— me —w'|* = =5 wen —w'|* <0.
=1

De fato, pela defini¢io de By(-,-,-) em (4.28), temos:

t

t
aif; . * (1 — 0;) .
Ay = Z o, (sz’ —w* = Jwipy —w ||2) - Zz—ri\lwm —w*|*.

i1 i=1

Substituindo 0;, «;, I'; e 1;, temos:

wl
N | .

t . . t .
. 1),0 .
Z (s — ' — s —w?) = 3 [ ]Hwiﬂ—wn?-

=1

Simplificando os termos, temos:

t

t .
(1 —1)p « . p .
A2 - Z 9 (||w, —w ”2 - ||wi+1 —w ||2) - Z §||wi+1 —w ||2

=1 i=1

E desenvolvendo os somatorios, chegamos em:
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t—1
A = 0= Dy — w24 D — w2 = Loy — w2 = Dy — w2+ D,
t—1 t t
D2y 2 P, — "2 =~ s — | <0,

pois p >0 et > 0.
L ai(r — 6;)
IV): Ay = —xBy(K2*, K 0 TN K — K|
(IV) : As XBi( K", Kz, t)—i-; o, | K241 x|
1— o v xpt (1 —x)pt
S K=K | < KR —at P DY

xpt (
Krp—K
|| Ky —Ka*||*+ ;2 5

De fato, pela defini¢io de By(-,-,-) em (4.28), temos:

t
ai(ri — 0i) ]

i=1 ¢

t
S [Z O (1w = = K = 2°1P)

=1

Substituindo 0;, «;, I'; e 1;, temos:

P (1K ws — K| = | Kaipa — Ko™ |[?)

t .
1 (71 - 1) *
+> 5 {p - ] e el
i=1

[\’)\@.

- |25

=1

Simplificando os termos, temos:

t
p .
+> §||K1‘z'+1 — Kz*||”.

t .
1 —1 p * *
Ag = —x [Z% (|Kz; — Kz*||* — || Kz — Ka*||?)

=1

E desenvolvendo os somatorios, chegamos em:

As = 04 gHng — K| - X’%HK@ — K|+ Xgnmg — Ko |2 + gumg — Ko*|? +

t—1 * * *
D (1w, B P Ky — K ?) + D — Ko P

t
xpt (1—=x)p .
= " ||Kxp — K| + +— E | Kz — Ka*|?.
=1

Cada termo do somatdrio na equagao acima € substituido por D%QK gerando a desigualdade:

xpt . (1 —x)pt
Az < THKHZHIH-I —z*|]* + TDg(,K'
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t
(V) By, Yy 1) < %fo Yy €Y.

Temos, por (4.18), (4.20) e pelo Teorema 1.3, que Y1) C Y (A proje¢io nao permite que um
2L = Loe aplicando (4.51)
pe P

do lema 4.2, temos:

a
B < (4.51) —ip2 . % g — 2.
t(yay[tJrl]apt ) > 2F P Y 2Ftpt Y41 — ¥l
Como —5=p; lyira — yl|> < 0, temos:
Qp
By (y, Ye+1], Pr ) > 2—Ptpt 1D32,.
Substituindo - - por —, resulta em:

_ t
Bi(y, yps1), 07 ) < 2—pD§

" xpt xpt
(VI) : Bi(a™, wsnym) < LaDx + - [IK1°Dx = 5= 1K Pllwess — 27|

Observando que S7 = til 2LG+X”t”KH2 t(tH) = 2Lg + xpt|| K|, por (4.51) no Lema 4.2, temos:

* . i Qi *
By(x*, gy, me) <P 2—Ft77tD§< - Q—Ft??tHil?tJrl — a*|%.

Substituindo 2Ft’ obtemos:

2L + xptllK\|2D2 2L¢ + XptIIKH2
2 _

* |12
. s — 27|

Bt(x*vx[t—i-l]v??t) <

Reorganizando os termos, obtemos:

xpt|| K ||”
2

xpt|| K|?

k]2
5 e — 27"

Bt($*>$[t+1]a77t> < LGDgc + Dg{ —2Lg||ze1 — -f*“Q -

Como —2Lg||zi1 — x*||* <0, seque a desigualdade:
xpt]| K 1*

*||2 o XptH[{H2

_ax|2
L g — 27|

Bt(x*;x[tﬂ]ﬂ?t) < LGDg( + Dg( -

Por (4.27), sabemos que:
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< Bt(x Titt1], 77[t)+Bt<y Yie+1), P[t])+Bt(Bw Bw[t+1]7 1) — XBi(Ka*, Kz, 0py)

CVZ T’L - 042 Tz -
—Z ||sz+1 - Kz ||2+Z IIB(xm —a")|?

t

a;(1; — pi) 9 o7 ) ,
B ; 2Lpi s = geall” = ; 2l (m: = Loas = xO{IK|P) o = wipa |

Substituindo os parametros determinados em (4.57), concluimos que:

(1-a 1
? * o0k ook, GG\
_Z( Fz _Fi1>Q(waxayazi )_07

=2
pois temos:
( -F 1 ) B ((1—2)( +1)i (z—l)z) 0
2 2 - - -
i(i—1) (i—1)7 <Z +1 2 2
t
Oéi(’i'i )
- Z ||yz y’H-IH

i=1 2F2pl
POLS Ty = pPy.
E, finalmente:

az z_ 2 Q; 1_91) *\ 112
—Z D) By — o — o+ 3 SO e~

2L

i=1
Jd que ||Bw; — Kx* —b||? = ||lwir1 — K2*||? (B € o operador identidade e b= 0). Além disso,
pelo Algoritmo 4.2, Bw;x1 — Kzjvy —b=0=—= w;y1 — Kx;yy =0 = w;11 = Kz;4q. Deste
modo, ||wiy 1 — Kz*||* = |Kxiy — K2¥||> = || K (21 — ) ||* (0 que torna os termos idénticos).

Logo, podemos escrever:

1 * a Pt " t
QU =) < LoD+ PRIPDY — K| e — 2|+ D}
Ft 2 2p
(1—x)pt

0 D

pt * *
—§||wt+1 —w*|]* + THKH2|’xt+1 —|* +

— Lo — X0l K|?) [ — @i ||

Por I, temos: —Y._ Lot (i = Leai — X0\ K1) les — il < 0. Além  disso,

— 2w — w*||? < 0. Simplificando e desprezando esses termos negativos, obtemos:

. xpt (L —2x)pt o
F_tQ(w 2Ty ) < LGDx+_||K|| DX_’_TDXK"‘F 2pDY
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Usando os parametros oy = t% el = ﬁ, pela proposicao 4.2, temos: W = (B*)"{(Kx + ).

Como B € o operador identidade e b =0, temos w = Kx. Dai:

F(wiy) = F(Kayly). (4.60)
e, consequentemente:
ag ag * 1 * *
Glaffy) + F(Kaify) = ' < —supQ(u,a’,y:2)
t yey
xpt oo (L=x)pt o t oo
< LoD + 22| K||*D ——D —D5 | .

Como D% jd é definido como sup, temos:
yey

2

2L D? 1 D
N {poKHzD?( + (1= x)pD% x + TY] , Yyev.

Glait) + F(Kaih) = 1" < Sy T D

provando (4.58).
E se p é dado por (4.53), a partir de (4.58), substituindo p, temos:

{ xDy || K||>D% (1 —-x)DyD% g D¥x||K||Dx + (1 — X)DX,K:|
x||K||Dx +(1—x)Dxx  x||K||Dx + (1 —x)Dxx Dy ’

pois x #0 se (1 —x) =0.

Simplificando as expressoes, obtemos:

D2
{XP||K|2D§( + (1 —x)pD% x + TY = [xDy||K||Dx + (1 — x)Dx,xk Dy + Dy (x| K| Dx + (1 —x)Dx,x)] -

Agrupando os termos, temos:
Dy
{prIKHQD?c + (1= x)pDxk + 7] = 2[xDy||K|[Dx + (1 — x)Dx,x Dy] .

Logo:

2Lc D% 2
+ K||DxDy + (1 —x)DxgDy].
t(t—{—l) (t+1) [XH || XY ( X) X, K y]

G(xidy) + F(Kayy) — f© <

provando (4.59)
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Podemos fazer varias observagoes sobre os algoritmos AADMM a partir dos Teoremas 4.1 e
4.2. Podemos afirmar que o Teorema 4.2 fornece um exemplo de como escolher os parametros em
AL-ADMM e ALP-ADMM que levam a uma melhor convergéncia com relacao a
dependéncia de Lg de L-ADMM e LP-ADMM, respectivamente. Notamos, ainda que
AL-ADMM e ALP-ADMM permitem Lg tao grande quanto se queira, sem afetar a taxa
de convergéncia (a menos de um fator constante). Outra consideracdo importante é que
enquanto o Teorema 4.1 descreve apenas a convergéncia dos algoritmos ADMM, o Teorema
4.2 descreve a convergéncia de sequéncias agregadas {z,‘f fl} i>10 due sao exatamente as saidas
dos esquemas acelerados. Finalmente, em métodos ADMM temos 7, = p; = 6;, enquanto
no Teorema 4.2 s6 temos 7, = p;, embora 6, — p, quando t — oo. Na verdade é possivel
escolher o conjunto de parametros iguais, tal como serd descrito no préximo teorema (OUYANG
et al., 2015) [26].

Teorema 4.3 Em AADMM, se o numero total de iteracoes N € escolhido, e os parametros
sao ajustados para:
2 pN — 2Lg+ xpN| K|

:—9: = = — =
t+17t Tt = Pt t,m ;

Qg

em que p € dado por (4.53), temos:

2LeDx - [xp|K||DxDy + (1 — x)pDx.xDy]. (4.61)
N(N—1) W N1 XPIRIEEyY NPEXKREYT

Gay) + F(Kzy) - [ <

—_ 2
2 : . T
T Sotisfazem (4.26). E, ainda que, £+ = t(:%rll ¢

Agora, pelos parametros definidos no Teorema 4.3 e pela definicao de By(-,-,-) em (4.28),

2
t+17 Iy =

Dem: Sabemos que oy =

podemos obter os sequintes resultados:

(I) : e — Loy — x0:||K||> > 0.

De fato, substituindo n;, oy e 0y, temos:

2Lg + xpN|K|* 2Lg t—1)pN
n— Loy — x| k|7 = e XNIEE 2he (2200 e

Reorganizando os termos, temos:
2Lq

KI|?P=-—""2_>0
[l tt+1) =7

2Le _ 2La  xpNIE|? ol
t

— Lgay — XO,||K|]? = -
N aoy — X0 K| ; P ¢

pois todos os termos sao positivos.

2L NIK2
(1) : By(2™, gy, ) < G+X2'° 1K1

De fato, pela definigdo de B(-,-,-) em (4.28), temos:

(D2~ lzis — 2 |%)



t

0%771 * *
Bi(x", 11, 0e) Z — 2 = [z — @ ||2) :

=1

Substituindo n;, o; e I';, temos:

t .
By(x 7$[t+1];77t) = Z B ( . (sz -z ||2 — |1 — @ ||2) :

1
i=1

Simplificando os termos, obtemos:

2L + xpN||K|* « . .
Bi(x*, gy, me) = 5 > (s — 2|7 =z — 271%) -

=1

E desenvolvendo os somatorios, temos:

2L N|| K2
Bu(a* g yapsme) = 2Lg + xpN|K]|*

Simplificando, obtemos:

2L + xpN| | K|? ‘ '
5 (e = 2" |* = llwigr = 27%) -

Bt<x*7 L[t+1], 77t) =

e por (4.7), temos:

2L + xpN|| K|
9

Bi(z*, xppy1p,me) < (D2 = ||z — 2*|7) .

(III) : Bt(w*,w[t+1],9t) §

De fato, pela definicao de By(-,-,-) em (4.28), temos:

~

Bt(w*7 W[t41]5 Qt) =

(llwi = w*[* = wips — w?|*) .
i=1

Substituindo 0;, «; e I';, temos:

~+

Bi(w?, Wit41]s 0) = Z

=1

i pN
7

) (sz —w ||2 — [|wipr — w*|| )

Simplificando os termos, obtemos:

Bi(w*, wieyr), 6) = 5= Y ([lwi — w*[|* = [Jwir — w*[|?) .

E desenvolvendo os somatorios, temos:

5 (loy = &*[I* = llw2 — 2*[1* + lloz — 212 + - + [lwe — 2*||* — [lwegr —2*[|?) .

67
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pN

Bu(w wign 0 = = (lor = w | = flwg 0| + flwz — w72 s — w2+ e — w7 = g - w”?)
pN
= X (o = " P = s —w|?)
pN

IN

N
Bl = w*|? = £ | Koy — Ka|.2

E, finalmente, por (4.7), temos:

. pND2,
Bi(w*, wygq), 0;) < TK

N N
(IV) : =B Ka*, Ky, 0) < —~E=D2 o + 2| K Py — a2

De fato, pela definicao de By(-,-,-) em (4.28), temos:

t

% aié’i % %
—XxBi(Kz", Ky, 01) = —X [Z (HK:U@ — 2|~ |Kaip — ”2)] :

— 2l
=1

Substituindo 0;, o; e I';, temos:
. . ZpN %112 * (12
—XBi(Kz*, Kz, 01) = —x 257 (| Kz — Ka*||* — | Kaia — Ka*|?) | .
Simplificando os termos, temos:

N t
_XBt(KI*7Kx[t+1]7et) = _X% Z (Hsz - Kx*”Z - ||K$z‘+1 - KI*HQ) .

=1

E desenvolvendo os somatorios, temos:

N
—XBt(K»T*vKI[tJrl]aet) = —X% (||Kx1 — Kz*”2 — |[Kz2 — Kac*”2 + [|[Kxa — Kac*”2 4+ ||[Kze — Kac*”2 — |Kzt+1 — Kx*||2) .

Simplificando, temos:

N * * N * N
—xBie(Kz™, Kz[441),0t) = fx% (|Kz1 — Kz 12— |Kzir1 — Ka H2) = *X%Hle — Kz*||? +X%||th+l - Kz*|?,

e, por (4.7), temos:

. xpN xpN .
—XBt(Kx aKx[tJrl},@t) < —pTDi*,K + pT”KHQ”xtH - ||2

_ N
(V) : By, Yie+1, Py < =D WyeY.
2p



Observando que 2+ = 5 = :—12\, por (4.51), do Lema 4.2, temos:

p
Bily: ey, pi ) <47 o LoD} - 2F o Py — I,
Como —5i-p; Yy —yl|? <0, temos:
Bi(y, yesry o) < zr e P DY

., o 12 )
Substituindo Topr POT R temos:

2 2
£ o N, N

—D —DZ, Vt<N.
2pN Y = 2pN Y T 2p Y -

Bt(y7 Yle+1)» Pt_l) =

Por (4.27), temos:

t
1 * k%, _Q 1—051 1 * k%, _Q
Qw2 Yy 2Y)) — - Qw*,z",y"; )
I , ; iy

< Bt(x Tt+1], 77[t)+8t(y Yle+1)s P[t] ) +Bt(Bw Bw[t+1],9t]) XBt(K$ K$[t+1 9[::)

Oéz Tz - al Tz -
—Z Hme — Kz~ H2+Z HB(%H —a")|?

t

_ Oéz Tz pl) ”yZ yz—i-lH — (77 Loo; — XQZHKHZ) HZUZ - $i+1H2‘
2F

i=1

Substituindo os parametros determinados, temos:

i—1

fl-a 1
o T * * *, qg :0
Zi2< LT )Q(w’x’y’z’) |

pois temos:

O fato de 1y = 0; = py, resulta em:

t
(673 Ti—ei %
R ;(Ti)”me—Kx —b)|I* =0,
t
Q; Ti—ei %
; (Ti)HB(%‘H —2")|* =0,

~ ai(ri — pi)
_ E ,g a2 =
2szz ||yz Yi+1 ||

i=1
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Logo, temos:

1 «+ % _ a xpN . xXpN
EQ(w oty 2d) < LeD2 + THKIIQDi* — Lg|lwpr — 27|)* = Z—[| K[|z — 2*|)?

2
N pNDaQ:*,K xpN ypN
+% Dyt 2 2 Dg*vK—i_ 9 1K |20 — 2|
oo
_Z 21’f ( LGOéz XQZHKHQ) ”xi_xi+1”2.
Por I, temos: —3.._ L5 (g — Laoy — X0 K1) [lzi — x> < 0. Além  disso,

—LTGthH — x*||? < 0. Simplificando e desprezando esses termos negativos, obtemos:

(1 —x)pND2.

1 . N N
—Q(w*, 2% y; 2%9)) < La D2 + 22| K|°D2 + D2 +
Ft 2 2p

2
e, por (4.7), temos:
Lo . xpN N (1 - x)pND% g
F_tQ(w s 200h) < LeDy + —”K” DX + 2 —D} + 5 :

Pela Proposicdo 4.2, temos: @ = (B*)"'(Kx + ). Como B € o operador identidade e b = 0,
temos w = Kx. Dai:
F(wiy) = F(Kzyy).

e, consequentemente:

a. a. ES 1 k * a
G(xt-gu) + F(thil) < F_tSE;I/)Q(w y Uy Y3 thl)'
y

Pela desigualdade acima e tomando t = N — 1, temos:

1 N 1 —x)pND?
Gs) + FURY) — < - LoDy + X228 + 21 p 4 o0
Substituindo p de acordo com (4.53), e de maneira totalmente andloga ao que foi feito no

Teorema 4.2, para mostrar (4.59), temos:

2L D2 2
K| DxDy + (1 — )pDx.xDy].
fr< SNV - 1)+N_1[XPH |Dx Dy + (1 = x)pDx,x Dy]

G(z3) + F(Kzy) —

|
As taxas de convergéncia de AADMM sao obtidas a partir do Teorema 4.2 e podem ser

sintetizadas e comparadas conforme a tabela abaixo:
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Tabela 4.1 : Tazxas de convergéncia de instancias AADMM para resolver problemas UCO com conjunto vidvel limitado

‘ Nao pré-condicionada (x =0) ‘ pré-condicionada (x = 1) ‘

Dx,xkD K[DxD
ADMM o (¥> o (HH%>
2 2
L-ADMM o (@ + M) o LGtDX I HKHLiXDY
2 2
Acelerado (AADMM) o (iifx + M) 10) (Lifx + HKHDtny)

4.5 Resultados de convergéncia na resolucao de proble-
mas AECCO

Estudaremos, agora, a taxa de convergéncia de AADMM para resolver problemas gerais AECCO
sem limitacoes pressupostas para X ou Y, considerando tanto termos de residuos
viabilidade quanto de residuos primal. Iniciaremos nosso estudo com a analise de convergéncia

de algoritmos ADMM num caso especial de AADMM, em que oy =1, 0, = 7, = p; = p.

Teorema 4.4 Em AADMM se os parametros sao definidos da sequinte maneira oy = 1,

O =1i=pr=pen =n> La+ xp|K|? entdo, temos:

1
G(a") + F(w"™) = f* < o (0D + p(1 = X) D3 k) (4.62)
¢
2 /2D?2, 77D2
t+1 t+1 2 y o 2
|Bw'™™ — Ka'™ —b||* < 7 ( p +T+(1_X)Dx*’K) (4.63)
t41 t+1
em que vt = %Zm, ew't = %Zw, E, sep=1en=Ls+ x||K|? temos :
i=2 i=2
1
G(a") + F(w™) = " < o (La D2 + X[ KIP D3 + (1= X) D ) (4.64)
e?

2V Lg XV2[K| Dy (1= X)V2Dsec | 2Dy
.+ . + . + =¥

|Bw'™ — Kz —b||? < TDI (4.65)

Dem: Semelhante a demonstracao do Teorema 4.1, temos:

t+1

* * 1 * *
Q(w*, ", y; 2041) < F_ZQ(w 2y 2;)
t =2
1 1
< g (LaDE 4 XIKIPD + (1= 0pD s+ (I = u1? = loes ~ o1P))

1 1
= 5 (LaDi +XpI K IPDE 4 (1= X)pDie i) + g (i =yl = s =) (4.66)

Iremos, agora, obter uma magjoragdo para o termo |ly1 — yl|* — ||yer1 — y||?. Sabemos que:
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||Z/1 - ?J||2 - ||?Jt+1 - Z/H2 = <3/1 — YU — y> - <yt+1 — Y, Yi+1 — Z/>

Usando a linearidade e a associatividade do produto interno, temos:

lyr = ylII? = lvesr — yl* = w1 — v, 01) — W1 — 4. 9) — Wi — Yy Yes1) + Ve — ¥, 9)-

Novamente usando a linearidade e a associatividade do produto interno, temos:

lyr = yll? = lyesr — ylI> = (W — v1 + 1 — ¥, 9) + Wi, v1) — Wy v1) — Y1 Y1) + (U, Y1)

Como estamos num espago de Hilbert, temos:

lyr = ylI? = lyesr — yI1* = Wesr — y1, 0) + lvall® = @o v1) = [lyea I + (s yerr)-

Usando a linearidade e a associatividade do produto interno, temos:

lvr = yl* = Nlyerr — yl* = 2(wesr — y1.v) + lnall® = [lyea |-

O fato de {y:},~, ser uma sequéncia crescente implica na sequinte desigualdade:

oy — ylI? = llyesr — ylI> < 2(Werr — v1,9)- (4.67)

assim, substituindo esta majora¢ao em (4.66), temos:

1 t+1

— > Qw*, ", y; ) <

T i

|~

1
(LaD2 + xpIKIPD + (1= oD ) = (o (i1 =300 ) (4.65)

[\

t

t+1
onde 21 = Z'Zi‘ Observando que Q(z*,z1) > 0, por (4.66), temos:
=2

1 1 . .
0 < o (LaDie + x| K|PD} + (1= x)pDi k) + 2 (1 =5 I1* = llyess = 711%) -

Multiplicando por 2tp e somando %Hytﬂ — y*||* em ambos os lados da desigualdade, temos:

lyes1 — y*1* < pLa D2 4+ xp* | K|IPD2. + (1 — x)p* D2 i llyr — 7|17

Por (4.7), temos:

[ye+1 = y*II* < pLaDi + xp?|K|° D + (1 = x)p* Dy i + Dy

(y1—yt+1)

P entao, teremos:

Se tomarmos vy =
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2
||Ut+1||2 _ H (yl yt+1)

pt

- p2t2||<y1_y +y _yt+1>|| .

Pela desigualdade triangular:

1 X %
[vea ] < 0242 (lyr =17 +ly* = yesa1?) -

Substituindo a majoragdo de |yi11 — y*||?, que temos acima, e majorando o termo ||y1 — y*|?

de acordo com (4.7), temos:

2 *
[oia|” < g (pLa Dz + xp* | K| D3 + (1 = x)p* D i +2D57) -

Além disso, por (4.68), temos:

) =42 supQ(w, o, verr; 2T (v, ) < LaD2. + xp|K||?D2. + (1 X)PD;%*,K) .

9(vey1; 2 <
jgey 2%t (

Usando as duas inequacoes acima para a Proposicao 4.1 e substituindo n, temos

imediatamente:

G + Fw™) = [* = glvens ™) < o ([Le + ol KIP] D + (1= x)pDi i)

N[ 9|

(UDQ* +p(1 = x)D2 k) -

Provando assim (4.62). E, ainda, temos:

[Bw™ — Ko™ = b|* = [loga|* < 20 (pLa Dz + xp* | K| D3 + (1 = x)p° D3 i +2D57)
2 (2D}, L+ xp||K|*D2 2
= t_2( R p + (1 =X)D5 k| -

Substituindo n, finalmente, temos:

|Bw'™ — Ka'™ —b||? < e < pr + e +(1— X)D§*7K) :

provando (4.63).
Para provar (4.64) basta substituir p =1 e n > Lg + xp||K||* e para provar (4.65), além desta

substituicao, € necessdrio extrair a raiz quadradada em ambos os lados da desigualdade.

|
De acordo com Ouyang et al. [26] do Teorema 4.4, podemos concluir que o algoritmo ADMM,

tem taxa de convergéncia de ambos os residuos de viabilidade e primal de ordem (9(%) Esses
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resultados nos permitem observar que um valor maior de p aumenta o valor do lado direito de
(4.62), mas diminui o lado direito de (4.63). Essa situacao implica que uma selegao étima de p
deve ser determinada considerando os residuos de viabilidade e primal juntos. Por questao de
simplicidade os autores definem p = 1.

No proximo teorema, mostramos que existe uma sequéncia de ponderacoes {O‘t}tzl que

melhora a taxa de convergéncia do Algoritmo 4.2, em termos de sua dependéncia de L.

Teorema 4.5 Em AADMM se o niumero de iteracoes € definido como N e os parametros sao

2La+xN| K|?

ajustados para oy = O, =1 = %7 Pt = % e =——"—" entao, temos:

2
t+1°

Lo D2 1
Feymv—n oD

Gay) + F(wy) — (K DZ + (1= X) D3 k) (4.69)

4/ LD,y N 2v/2x || K || D N (1 —X)2V2D k N 4D,

BwY — Kz —b|| < . (4.70
Dem: Sabemos que oy = t%, Iy = t(t—il) satisfazem (4.26). E, ainda, que 3 = ”1 =1
t t(t+1
Agora pelos parametros escolhidos no enunciado e pela defini¢ao de By(-,-,-), em (4.28),

podemos obter os sequintes resultados:

(I):m — Leay — X@tHKH? > 0.

De fato, substituindo n;, o e 0y, temos:

2Lg + xpN|K|*  2Le  pN
— Lo — vO K12 = — — x| K2
Mt aar — X0 K] ‘ PR X ‘ K|
Reorganizando os termos, temos:
2Lg _ 2Lg | xpN|K|® xpN 2Lg
— Leay — 0| K||” = — - K| >0
Uz lele? X tH H n t+1 n ” ” <t+1) =

pois todos os termos sao positivos.

2Lg + xpN || K|”
2
De fato, pela defini¢io de By(-,-,-) em (4.28), temos:

(I1) : Be(x™, wpqay, 1) < (D2 = ||@egr — 2|7 -

t

&an * *
Bi(2", 1), 0e) Z — 2P = |z — 2 ||2) :

i=1

Substituindo n;, a; e I';, temos:



t

? 2LG+XpN K 2 * *
Bl ey, ) = §j—( VI (s — 02 = s — 271P)

=1

\)

Simplificando os termos, temos:

2L + XpN || K||? <
> (Il

: i= 2P = i — 7).

B (", Tl41], ne) =
=1

E os somatorios, temos:

. 2Lg + xpN|K|? . . . . .
Be(a™, apppym) = —————— (ler = 2*|1? = [lez = 2*|” + llzz =« ||* + - + llze — 2*||* = |lzer — 2*]|?) .
Simplificando, temos:

i (lzr = 2*[1* = llwera — 27]1?) -

Bt(‘x*? x[t+1]777t) =

e, por (4.7), temos:

2L + xpN|| K|
2

Bt(x*ax[t+1]>77t> < (Di* — || — x*Hz) .

(IIT) 3Bt(W*aw[t+1},9t) < 9

De fato, pela defini¢cao de By(-,-,-), em (4.28), temos:

t
* O{IHA * *
B0 .00 = 32 5 (b= = s =)

i=1

Substituindo 0;, o; e I';, temos:

t

. 1 N . *
Bi(w*, w11y, 6;) = Z 277 (Hwi — | = w1 —w ||2) :

=1

Simplificando os termos, temos:

t

* N * *
By(w" e 00) = 5 3 (lwi = I = Jlwigs — ).

i=1

Desenvolvendo os somatorios, temos:

w|z

Bi(w*, wipy1),00) = = (lwr — w*||? — fJwz — w*[|? + [Jwz — w*||? — lws — w*||* + - + [lwr — w*||* — [Jwes1 —w*)?).

Simplificando, temos:
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By(w”, w1y, 0:) = > (lwr = w*[* = lwrsr — w*[|?)
N . N .
< Doy —wp =0 Vi, — a3
2 2
E, finalmente, por (4.7), temos:
NDZ. i

Bt (U}*, w[t+1], Qt) S 9 .

] XN "
(LV) : =xBy(Kz", Kajpia), 6;) < B (Di*,K + K|z — = Hz) :

De fato, pela defini¢ao de By(-,-,-), em (4.28), temos:

t
* * a;0; * *
_XBt(Kx 7K‘T[t+1]70t) == _XBt(K.’IZ' 7K$[t+l]79t) = —X [Z o, (HK:Z:Z - K‘T H2 - “Kxi'f‘l - K‘T H2)] .
=1 ¢

Substituindo 0;, o; e T';, temos:
t

) i N . .
—XBi(Kx*, Kxjpyq),0;) = —x [Z 37 (|1 Kz — Ka™||* = || Ky — Kx ||2)] ~

=1

Simplificando os termos, temos:

* N d * *
“XBy(Ka", Kaygsn, 00) = =X > (1K — Ka*||* = || Kaiwn — Ka*||?).
=1

E desenvolvendo os somatorios, temos:

N
—XBi(Ka", Kapya), 00) = —x7 (1Kz1 - Ka*|? — |[Kza — Ka*||* + - + | Kzy — Ka*||* — | K241 — Ka*||) .

Simplificando, temos:
* N *[|2 * (12
—xBi(K2*, Kxpiqy,0;) = X5 ([[Kzy — Kz*||* = || Kzygq — Ka*||?) .
e, por (4.7), temos:

N
—XBAK", Ky, 00) < =22 (D2 el K|y — |

_ N
(V) Buly, g ) < 5 (b = 9lP = e —l?) - Vy ey,
De fato, pela defini¢ao de By(-,-,-), em (4.28), temos:



t

cip;!
By 2 ') = D = (v =l = llyis —v[) -

=1

Substituindo p;*, oy e Ty, temos:

t

1 N
By(y, Y+ p7 257 lyi = yllI* = llyerr = ylI?) -

=1

Simplificando os termos, temos:

t

_ N
By o) = 5 O (I = ull* = v — w1l

i=1

E desenvolvendo os somatorios, temos:

.. N
Bi(y, ypes1), 07 ) = 5 Uy = yll* = llyz = yl® + llyz = ll* = llys = I + -+ llye = 91 = llyers = wll?) -

N
Bi(y, Yis1y, 07 ) = o) (lyr = ylI> = llyerr — yll?), Vyevy.

t

Z ) % 2 <0.
Z 2Pzp7, ”y y+1” —

=1
Seque de 7, = % > ~ = p; para todot > N.

Por (4.27), temos:

1
N

1 fl—a 1
F_Q(w*vx*ay*;zgfl) - ( ] - — ) Q(w*vm*ay*;'z;’lg)

t

< Bt(x Tlt+1], 77[t)+8t(y Yle+1)5 P[t] ) —I—Bt(Bw Bw[t+1]79t]) XBt(Kx Kﬂ?[t+1 9[::)

az Tz - al Tz -
—Z Hme — Kz~ H2+Z HB(%H —a")|?

t

_Z&Z Ty — pl)”yz yz+1|| _221—‘ (nZ—LGaz_XQZHKHz) |’xi_$i+1‘|2'

=1

Substituindo os parametros determinados, temos:

Ll 1
1 * * ok, _ag\ __
_Z( Fz _Pi_1>Q(waxay7'zi )_07

s 1\ (=Dt (i-1i)
(— ﬁ>_(<i+1> )

pois temos:
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O fato de 7y = 0, resulta em:

! a;(r; — 6;)
- > —op I1Bwips — Ka* — b)|I* = o,
i=1 '
t
o (1 — 9 .
S A0y - =0
i=1 ¢
Logo,
Lo s 2L + xN| K|? ) N
Q" a% sy < 5 (D = llzeer = 2"1%) + 5 (lon = yll* = llyess —wll*)
t
N xN o; (1 — pi
+§D§*,K T (D2 i = 1K Pllze1 — 2*]%) - Z Z(QI?-l)Hyi — yiy1|?
iPi

i=1

N
ST (i~ Leai — X0 KN?) llzs — wi |

Por I, temos: —>.i 2 (g — Laoy — O\ K|)?) |lzi — zigal> < 0; por IV temos
<

i=1 2T,
. Zt a; (Ti—pi)
i=1  2Tp;

2 5 ; Lg * (12 . .
Yi — Yirrll© < 0. Além disso, —=F||xi — 2| 0. Simplificando e
desprezando esses termos negativos, temos:

XN K|
2

(1 - X)ND?c* k N
s t3 (lyr = ylI> = llyesr — ylI?)

1
Q" 2% y; 2 < LD + D2 +
t

Duas consequéncias podem ser deduzidas da estimativa acima. Em primeiro lugar, uma vez

que Q(2*, 2{{,) > 0, temos:

XNVIK]P?
2

(1 - X)ND?C* K N
T (llyr = ylI> = llyesr — wl1?) -

0< LegD2 + D2 +

Multiplicando por % e somando ||y11 — y*||* em ambos os lados da desigualdade, temos:

12 2LGD92c* 2712 2 |2
lgees — 971 < 2252 4 XIKIPDE + (1= ) D2 e+l — ']
Por (4.7), temos:
2La D2

Y — y*||* < + XK |PD2. + (1 — x)D32. x + D2
N

llyr — yt+1H2 =y —y +y" — yt+1H2-

Pela desigualdade triangular:
e =y 1 < Iy =y 1P+l =y 1P < 2 (lyr = 4" 11° + lgerr — 57 117) = 2llp =y 1 +20lyes "1

Substituindo a majoracao de ||ysr1 — y*||* que temos acima e majorando o termo ||y; — y*||* de

acordo com (4.7), temos:
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4L D2

||Z/1 _yt+1“2 > N

+ 2x | K|? D3 +2(1 = x) D2, i +4D:..
Em sequndo lugar, uma vez que:

H 2 (4.67)

= ylI? = llyer — vl1? = llvall? = Ny I? = 21 — vers, ¥) <90 =20y — yii1, ).

Substituindo essa majoracao acima, temos:

N|| K| (1 —X)ND?C* N
%Di* + LE —2(y1 — Y11, Y)-

1 * * a
F_Q(w U Y, thl) < LGD?c* +
t

Resultando em:

N K2 1— x)ND2,
X ||2 1 Di*Jr( x)2 K

1 * * a
F_tQ(w 2y 2 + Ny — yer1, y) < LeD2. + Yy €Y.

Tomando t = N — 1, substituindo 'y e definindo v,, = %, temos:

(N —1)N
2

N K|? 1—v)ND2,
Q(w*,x*,y;Zfﬁl) + Ny — ye1,9) < LGD;%* + wl)i + ( X)2 LS

Multiplicando por DN © usando a associatividade do produto interno, temos:

=g

- 2(y1 — Y1)
Qw*,x ,y;23i1)+<?,y <

LeD2. +

o beDi + gy [MIKIPDE + (1 =003 k| vy ey

Substituindo M poT v, temos:

Q" 209, + (s ) < XIKIPDZ + (1= )DL ], WyeY.

Pela Proposi¢ao 4.2, temos:

G(z¥) + F(Kz) — f* < LeDz. K|PD2. + (1 — x)D2. «] -
Provando (4.69).
E, mais ainda:
N-—1 2 AL¢D2.
|55 g = e = b = sl < 2P o KIPDE 4201 = XD+ 4D

Substituindo v, e extraindo a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade (€ possivel pois

todos os termos sao nao negativos):

_ VLD,
- VN

+ VX K| Das + V2(1 = X) Dy i + 2D

Un

HN—l
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Usando uma propriedade de norma, temos:

N —1 2\/ LgDz* 2
‘T‘ lon]| < T + \/ﬁxHKHDI* + \/5(1 = X) Do i + 2D
Multiplicando ambos os lados da desigualdades por %, resulta em:
o]l < A4VLaDy  2V2x|K||Dy (1 = X)2V2D,e i 4D,
T (N-1VN N-1 N -1 N-1

Provando assim (4.70), pois pelo Algoritmo 4.2 temos v, = Bw}y — Kz — b.

|
Ao compararmos (4.64) e (4.65) com (4.69) e (4.70), respectivamente, percebemos que
as taxas de convergéncia com relacao aos residuos de viabilidade e primal de AL-ADMM sao

melhores que as taxas de L-ADMM e LP-ADMM, conforme verificamos nas tabelas que seguem:

Tabela 4.2 Tazas de convergéncia do residuo primal de casos AADMM para resolver problemas AECCO

‘ Nao pré-condicionada (x =0) ‘

pré-condicionada (x = 1) ‘

DI. k <[22,
ADMM O ~ (@] ( N
LgD2.+D2. LoD, +||K|>D2,
L-ADMM O (7N o ——————=z= i

Acelerado (AADMM)

LaD?,
0<7GN; +

2
Dm*,K
N

o LoDk | IKIPDZ
N2 N

Tabela 4.3 Tazas de convergéncia do residuo de viabilidade de casos AADMM para resolver problemas AECCO

‘ Nao pré-condicionada (x =0) ‘ pré-condicionada (x = 1) ‘

D= x+D,= TRTD 4D,
ADMM o (Za2e) o ()
L-ADMM o (‘/LGDI*Jﬁ]/;)I*'KwLDy*) o («/LGDI*JrH;[(\\Dz*JrDy*)

Acelerado (AADMM) | O (mff* 4 Dm*,}](\r“'Dy*)
N2

o \/LG:;DJC* 4 IKIIDge +Dy
N? N

4.6 Um esquema de retrocesso

Nesta secao discutiremos sobre a taxa de convergéncia do Algoritmo 4.2, pressupondo que Lg
e || K| sejam dados. Na pratica, pode ser necessirio o uso de uma técnica de retrocesso para
estimar ambas as constantes e aqui é proposto uma técnica de retrocesso para AL-ADMM e
ALP-ADMM (OUYANG et al., 2015) [26]. A partir do Lema 4.1, se Lg e | K| em (4.29) e
(4.48) sao substituidos por L; e M;, respectivamente, teremos:

a, m m a m L a m
G@iﬂSG@#%HVQ%%wirwﬂ%%ﬁM$—%ﬂﬁ (4.71)

XK (2 — mp0) || < XMy||wy — 2441 (4.72)

O Lema 4.1 ainda se mantém e para provarmos os Teoremas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, além do

Lema 4.1 precisamos da monotonicidade das seguintes sequéncias :

o T
Py~ Ty Ty

ap
"Tpp
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bem como

No Lema 4.2 também utilizamos a monotonicidade dessas sequéncias para mostrar a majoracao
dos fatores a direita de B(,-,-), em (4.27). Essas observagoes nos permitem usar as seguintes

escolhas de parametros:

(%187 Qi 2
Ht = Tt= 7=, = 7, = LtOét + XetMt y
Iy piel's
em que assumimos v; e M; mondtonas. Verificamos que a monotonicidade de ali—’zt depende de
Lia? .. . .
{ tro:t } que se torna trivial se definirmos Ltozf = TI,. Considerando os fatores a
t>1

direita de (4.27), é necessario que 7, > py, isto é, v, > . O procedimento a seguir resume

essas consideracoes:

Procedimento 4.1 Procedimento de retrocesso para AL-ADMM e ALP-ADMM na iteracdo
t.
0: Procedimento de retrocesso (Ly_1, My 1,y 1,041, 2, 237, Linin)

2 ’
2: Estimar oy € |0, 1] resolvendo a equagao quadrdtica

1: L, +— max {me, ﬁ} M, =M, e vy =v_1.

Lia? =Ty 1(1 — ay) (4.74)

e definir Ty «— I'y (1 — oy), vy = max {Ut,l, %—:}

3: Escolher os parametros como

_ pvtrt,pt _ P = E i XQtMtQ (4.75)
o T, oy

e calcular as iteragoes (4.15), (4.16) e (4.17) do Algoritmo 4.2.

Se G(af) — Glap) — (VG(apd), a3t — apd) > & 252, — 2|, entao:

Definir Ly «— 2L, e voltar ao passo 2. (retrocesso de L¢)

Ot:Tt

Mas se x| K (2, — 1) | > XMl — 2014, entao:
Definir M <— 2M; e voltar ao passo 2. (retrocesso de | K||)

O retrocesso acaba aqui.

4:
5:
6:
7:
8:
9: Retornando Ly, My, Ty, vy, Tyg1, 01, o, prs o
1

0: Final do procedimento

Sobre este procedimento, Ouyang et al. [26] fazem algumas observagoes:
1) As etapas de 2 a 8 sdo etapas de retrocesso, que terminam apenas quando as etapas 4 e 6
sao ambas satisfeitas. Em cada tentativa para o retrocesso, os passos 4 e 6 s6 sao realizados
um numero finito de vezes, e os valores retornados L; e M; satisfazem L,,;, < L; < 2Lg e
M, <2||K]||.

2) Enquanto M; > M,y e v; > v;_1, o valor de L; no passo 9 nao é necessariamente maior que
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Ly .
3) O multiplicador para aumentar ou diminuir L; e M; é 2, que pode ser substituido por
qualquer ntimero maior que 1.

O algoritmo a seguir apresenta esse esquema de retrocesso.

Algoritmo 4.3 AADMM com retrocesso.

1. Escolha x1 € X ew; € W tal que Bw; = Kxy — b, Ly > Lyn > 0 e My, vg,p > 0. Faca
2P — xy, wi —wy, Y +—y1 =0, Do +— Lo, t +— 1.

2. Para todot=1,--- ,N — 1 faca

ag ag
(Lt7Mt7Ft7vt7xt+1axt+177-t)pt7at) < (LtflaMtflartflavtfbmtaxt 7Lm’m) (476>

calcular as iteragoes (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21).

Consideramos problemas UCO com conjuntos vidveis X e Y limitados. O Teorema 4.7
resume as propriedades de convergéncia do Algoritmo 4.3 para resolver problemas UCO

limitados.

Teorema 4.6 Se colocarmos vy = —oo e aplicarmos o Algoritmo 4.3 para o Problema UCO
4.5 sob hipdteses de (4.4), entao:

ag ag * 4LGD3( 4Lg 2 2 2 2 D%/
Gyl )+F(Kx)—f* < 3 6xpmaz {4Mg, | K||*} D% + (1 — X)pDx i +
t mem(t - 1) P
(4.77)
Em particular se p = Dy entao:

V6xmaz{2Mo || K|} Dx+(1-x)Dx k’

. ALgD? 4L
Glaffy)+F (K}l —f" < =54 — (tG_ 3 [2\/6Xmax {2M|| K|} DxDy +2(1 — X)DX,KDY] .
mn

(4.78)
Dem: Como discutido no procedimento, temos:
Linin < Ly < 2Lg;0 < My < 2| K| (4.79)
Agora podemos estimar os limites de oy e I'y. Por (4.26), temos Fit = Fil + ¢+ De fato, de
Iy =(1— )y, temos:
(1 — Oét) 1 N 1 Qi . 1 1 . 1 (e
I B B o R Y
Portanto, temos:
1 1
[ 1 (/1 1) (Vi + rH)i il el a
r IV r, \\t.../) (/2 1) /1 T /1 1
! -t ! - < F_z+ Ft71> F_t+ | F_t_l— T
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Por (4.79), temos Ly, < Ly < 2Lg = % < L% < Lim(lf

Por (4.74), temos Lyai =T;1(1 — ay) = Ly = W@)

Por (4.26), temos I'y = (1 — ay)I'4—1(3). Dad substituindo I'y_y =
L, em (1), temos:

(11:—2“) em (2), e substituindo

1 ol 1
— < =< .
2L = I't = Lyun

(4.80)

Assim, temos:

?: >(FtZFt—l) ?_: _ ™ ~ (4.80) 1 )
\/ Ty T 2N T Wela
Ft Ft

Por outro lado, temos:

e S R A

Portanto, por um processo de inducao, de acordo com Ouyang et al. [26], concluimos que:

t 1 1 1 t+1

L (e + < .
2\/ 2LG B Ft o \/Lmin V LO o V me

Reorganizando essas desigualdades, obtemos:

t < 1 < t+1
2V2LG a \/F_t_ VLmin.

Elevando ao quadrado e invertendo as fragoes, temos:

Lmin 8LG’
Grig="t=p-

(4.81)

Agora vamos examinar os fatores a direita de (4.27).
Sem perda de generalidade, assumiremos que 2My < || K| (pois se, 2My > || K]||, entdo
Mt - QMO)
Desde que vy e My sejam monotonicamente crescentes, por (4.75), temos:
pvely pay Iy

0y =1 = Pt = = — 4+ X0, M.
(6% Ftvt O

. 1
(1) : By(a", 21, M) < §D§( + xup|| K || D% -

Como estamos nas condigoes de (4.51) no Lema 4.2, temos:

Qe

> 2F (Di — || — $||2) .

Bi(z™, 11, mpg) <
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Substituindo n;, temos:

. ar (T xpv, L M?
Bi(z", 1), 1) < 2; ( -+ % (D% — Nz — 2)?) -

Simplificando e desprezando o termo negativo —||x;11 — x||?, temos:

. 1+ xpv, M} 1+ xpu|| K2 1
Bi(z", 41y, 1) < #Dﬁ < W%””DQ < §D§( + xup|| K| Dx.
(L) : By(w", wie+1y, Opy) —(1429) Z sz -—w H2 — [Jwiyr — w| )

Substituindo O por %{t e desenvolvendo o somatorio, temos:

v w* v
) = 2t [l

PVt pUL
Br(w?, wippa), 0p) = =~ llwr — w*||? S |

* PU
+ 5 w2 [

Ut
w2 - wa = w24 EE ooy =0 |2 = B w0 .

Simplificando, temos:
* PU * *
Bi(w*, wier1), O) = > (lwl = w*||? = lwey = w*[|?) .
Como —||wiy1 —w*||? <0, temos:

PUt
)5

* v *
By(w' sy, Og) |l = w*? = B Kal - K|

Essa igualdade € dada pela hipotese do Algomtmo 4.2, onde temos Bw, = Kx1 — D.
Por (4.7), temos:

. )
By (w aw[t+1],‘9[t}) < %Di

(I11) : By(y, Yit+1> p[t] ) (4.28) Z o, o Pi ”yl yH2 yi1 — vl )

Substituindo py) por %, usando o fato de vy>1 ser monotonicamente crescente e de maneira

andloga ao que foi feito em II, temos:

_ (Y
Bi(y, Y}, ) < 2—; (lyr = ylI* = Nyesr = 9l?) -

Por (4.7), temos:

vy . v
Bi(y, yje+1), Prg ') < 2p ( 12,_ K21 — Kz ||2) =

U
—D? - — —y|*
20 Y 2p||yt+1 yll

Como — & ||yr41 — y||> <0, temos:



_ (%
Bi(y, Yies1)s Py ) < iDi, vy ey.

. vep|| K|
(IV) : ~XB(Ka*, Ky, Oy) < PR

Como estamos nas condi¢oes de (4.50) no lema 4.2, temos:
Se { : Z} € decrescente, entdao:

Oétet

—XBi(Kz*, Kz, 0p) < —x — Ka*||* —

T

Substituindo 0; por == e simplicando a expressdo, temos:
1

. v
—xBi(Kx™, Kxpiqy,0) < —X%HK:L’I Ka*||? —l—x

Como —xZL||Kxy — Kz*||> < 0, temos:

—XBt(Kl' Kx[t+1]79[t]) < X_Hth+1 — Kz* HZ < X

e por (4.7), temos:

D%.

HK%H - Kz~ H2

K — K2

S REREA

% pY
—XBt(KfB aKf)?[tH],e[t]) < XTt“K”zD%(-

Por (4.27), temos:

1 L1 — 1
F—tQ(w*,x*,y*;foO— 4 ( T, - — Fi—l) Q(w*, z*

< Bt(x T[t+1]5 M) ) + Bi(Y; Yot 1), Pl N+ Bt(Bw Bw[t+1]79t]>

XBt(Kx K$[t+1 9[::)

Oéz T’L - az Tz -
—Z ||sz+1 - K& H2+Z IIB(%H —a")|?

t

—Z“—“)n% el = 3 5o (= Loos = XOIK?) llzi = i

2L;p; 2T

=1 =1

Substituindo os parametros determinados por (4.75), temos:

t
1 —q 1 * ok _x. _ag\ __

POIS:
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(V): O fato de 7, = 0, resulta em:

t

(873 Ti—ei %
R ;%|13wi+1—Kx - 0> =0,

t

a(Ti — 0; *
5 00 — a2 0

i=1 v

VI): Como pressuposto antes do procedimento 1, > p;, temos:
P

052 T — 2
—Z 2szl Hyz yiral® <0.

(VII): Pela equagao (4.73), temos:

t

_ Z 2015: (772' — Lga,; — X9¢||K||2) sz _ xi+1\|2 <o.

i=1

substituindo I, I1, III, IV, V e desprezando os termos negativos de acordo com VI e VII, temos:

F_Q(w ¥y 209) < =DY + vatM2D§(+
t

Pt XUp

2p 2

Como M, < 2||K]||, temos M? < 4||K||?, logo:

1 . s o 1 v pv Xv p
F_tQ(w xty27) < §D§( + xpu2||[ K|]* D% + 2_;D§/ + Tth(,K d |K|]?D%
1 5} v pv XU XU
= EDE( + §vat||K||2D§( + iD% + Tth(,K + 5 tDXK TtDX,K'
Agrupando os termos e usando (4.7), temos:
Lo 1 (1 —x)pv
F_tQ(w oty 2Y) < 2DX +3xpu|| K|]° D% + Qpr+ TtDE(K (4.82)

Por (4.80) e (4.81), temos gt < {4

mzn

De fato, por (4.80), temos F—i < e, por (4.81), temos Fmim, < Lt < T, = Lmim < T,

Lmin (t+1) - 2 = (t+1)
Multiplicando ‘;— por (trﬁg e ¢ — por I'y a desigualdade se mantém pois todos os termos sao
Lmzna2

positivos e resulta em Como todos os termos sao positivos podemos reorganizar

(t+1)2F — me

de modo a obter at < (;1) Basta extrair a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade

e fica provado o resultado
Por (4.74), temos:

o t+1
v; < max — < .

(4.83)
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Usando as duas desigualdades acima e (4.81), temos:

~ ~ 1 -
u=00) = Sup Q0”5 248) = D sup Q0”7 240,)
yey t gey

Por (4.82), temos:

1 . o« ~ a 1 v 1—x)pv
— sup Q(w*, 2", 7 214,) < Ty sup {—Di T 3ypu] K|2D% + Y pz L= X0eu DXK} .
I, jey ey 2 2p 2

Como nenhum dos termos depende de 7y, temos:
(1= x)pve o ]

1 .« ~ a 1 )
L qup Qu, 2" 5 209,) < T [—D& T 3ypu|K|PD% + Spz 4 L2 X0Pt
) gey 2 2p 2

Por (4.81), temos:
1 8L (1= )PVt }

1 v
- Y ) < =S 2D 43 K|?D% + D% 4 1
Pt Z\EEQ(U) y Ly Y ZtJrl) = 42 |:2 X + XpUtH || X + 2p Y + 2 X, K

Simplificando os termos, temos:

ALGD%:  24xLepv||K||*D%  4LguD%  ALg(1 — x)pv D% x
+ + + 18
£2 £2 pt2 £2

1 * L
F—supQ(w 25 Yy 20d) <
t yey

mn

Como v, < -, temos:
m

1 * * ~ _ag
— su w,x S 2.y <
Ft yel})f Q( ’ s Ys t+1) =

4LD% | 24xLaplt + DIKI?DY | 4La(t+1)DY 4Lg(1 = x)p(t+1)D%
t2 tQLmin thLmin t2Lmin '

Como t >0, entio (t* — 1) < t? e disso temos: t% < ﬁ Dai :

1 o Ot ot gty < Dk | 2xLoplt+ DIKIPDY | dLe(+ DD} | 4La(l =l + DD
Ft yeY ’ T = t2 (t2 - I)Lmzn P(t2 - 1)Lmzn (t2 - 1)Lmzn

Simplicando, temos:

ALGD%  24xLep|K|*2D% ALD? 4Le(1 — X)pD%

F_ sup Q(w*a I*7 /y\7 Zf—ﬁl)
t yey
Pela Proposigio 4.2, temos: @ = (B*)™'(Kxz +b). Como B é o operador identidade e b = 0

temos w = Kz, dai:



88

F(wffl) = F(Kx?j—l) (4.84)

e, consequentemente:

a a * 1 * * a
G(xtil) + F(thﬁl) - fr< F_t Sg}lf@(w /NN thl)-
y

Logo, temos:

ALeD%:  24yLep| K|[2D% ALeD2 ALo(1 - X)pD%

Glaidy) + F(Kah) — f* <

Colocando —2Ls— em evidéncia, temos:
Lmzn(t_l)

ALeD% | ALg
12 Lpin(t — 1)

a a * D2
Gl + F(Ka) — f* < OIS + 25 4 (1 oD

Como 2My < ||K]||, podemos reescrever da sequinte maneira:

. ALgD? AL D?
Gl )+ F(Kafd, )~ f* < LOPx [

6y pmazx {4M2, | K||?} D% + (1 — D2 . 4+ Y
t2 Lmin(t—l) Xp { 0 H ” } X ( X)p XK ;

e fica provado (4.77).
Dy

Agora, substituindo p = Voxmar IR} Dx T Dx temos:
G(a)) + F(K2t)) — f* < 4L§;D3< _ ‘4(120_ - GxDymar (1143 | K|} DY
min xmax {2M,||K||} Dx + (1 — x)Dx x
. 4L¢ (1 —=x)DyD% k
Lnin(t — 1) \/6xmazx {2M,||K||} Dx + (1 — x)Dx.x
. Alg D} (Voman {2M K} Dx + (1 =) D)

Lmzn(t - 1) Dy

Usando o fato de que x # 0 se (1 — x) =0 e simplificando as expressoes, temos:

ALGD% ALq
2 Lpn(t—1)

Glafdy)+F(Kafd,)—f" < [2VBxmaz {20, | K[|} Dx Dy +2(1 = X)Dx Dy |

e fica provado (4.78).

|
De acordo com Ouyang et al. [26], para problemas AECCO quando X e Y sao limitados,
também podemos aplicar o Algoritmo 4.3 com x = 0, contanto que o ntmero de iteracoes N

seja dado. O Teorema 2.2 abaixo descreve as propriedades de convergéncia de AL-ADMM com
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retrocesso para a solucao de problemas AECCO gerais.

Teorema 4.7 Se escolhermos x = 0 o numero de iteracoes € definido como N e os parametros

sao ajustados para p =1 e vy = % no Algoritmo 4.3 entao, temos:
4Le D2, 4Le D2,
G F(whi? * < z z 4.85
) N ) = S T L D 5
e
16/ La D+ 16V 2/ LD+ 32La D,
| Bw — K% —b|| < < + V2VL6Da i + G (4.86)

(N=1)3vLmm (N=DVLpin (N =1)Lppin

Dem: Em vista do passo 2 no procedimento, a equagdo (4.83), temos: vy =
De fato,

Lmin

, Vg = mazx {vt_l,%—:} e vy = KNm .Basta definir N .=t + 1 que

Agora, pelos parametros definidos em (4.75) e pela defini¢ao de B(-,-,-) em (4.28), podemos

obter os sequintes resultados:

1
(1) : Be(x™, wpqa], me) < §D§
De fato, pela defini¢cao de By(-,-,-), em (4.28), temos:

t

% QiT); % %
Bt(x 7x[t+1}7nt) = Z o (sz - ||2 - ||$z‘+1 - Hz)
i=1 t

Substituindo n;, temos:

~+

* Q; * *
Bi(a*, zpsam) = Y 5T < + X0 M ) (i = 2[* = lwiza — 27%) -
=1 v

Por hipotese x = 0, dai:

t
* &y *
B e ) = 3 gre (1) (o= 2 = o = o°[2).

Simplificando os termos, temos:

~

1 * *
Bi(a”, aep ) = ) 5 (i = 2%)° = |lwis — 27 -

=1

Desenvolvendo os somatorios, temos:

Bu(@" wpsryym) = 5 (|l — 271" = oz — 2" + [l — 2" + - + [l — 27|* = [Jwea — 27F) -

N | —
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Simplificando, temos:

* 1 * *
By(z*, w1, me) = B (lzr == I =l — 2 Hg) :
Por (4.7), temos:

Bt($*7$[t+1],7h) < (D?g* — |71 — x*||2) .

1
2
Como —5 ||z — x*||* < 0, temos:

. 1
Bi(x 7x[t+1]777t) < §D2*-

T

ND2.
([[) . Bt(w*,'LU[t+1],9t) S TJ{

De fato, pela defini¢ao de By(-,-,-), em (4.28), temos:

t

B,(Bw*, By, 0;) = 2; (;Fe (| Bw; — Bw*|2 — || Bw;sy — Buw*|?)
Substituindo 0;, temos:
o ol
Bi(w*, wip11), 0r) = 121 2Iji O; “ ([|Bwi — Bw*||* — || Bwit1 — Bw*|]?) .
Substituindo p =1, v; = % e simplificando, temos:

t

N
By(w*, wiesy, 0;) = Z T (|Bw; — Bw*||* — || Bwis1 — Bw*|)?) .
i=1 min

Desenvolvendo os somatorios, temos:

* N * * *
Be(w*, wipq1],0) = Y (||Bw1 — Bw ||2 — ||Bwz — Bw H2 + -+ ||Bwt — Bw H2 — || Bwig1 — Bw*||2)

min
N * (12 * (12

= 51 (| Bw1 — Bw*||? — ||[Bwiy1 — Bw*||?)
main

< |Bwy — Bw*||? = |Kz1 —b— Ka* + b))% = Kz — Ka*||2.

2L7nin 2Lmin 2L7n'in

A dltima 1gualdade € valida pela hipotese do Algoritmo 4.2, onde temos: Bw, = Kx1 —b .
E, finalmente, por (4.7), temos:

e ND
(W y W[t+1], ;) < oL, -
—1 N 2 2
(ILD) : By vy ) < 57— (s =9l* =l —9l*) . Wy €Y.

De fato, pela defini¢ao de By(-,-,-), em (4.28), temos:



t

cip;!
By 2 ') = D = (v =l = llyis —v[) -

=1

Substituindo p;' =1, temos:

~+

Q;

Bi(y, ypsa, 07 ) = ~(llyi = ll* = lyirr = yl?) -

Como max —
J
i=1,t Fz Lmzn Lmzn

_ N
Bi(y, Y, 7 1) < Z 57— (g = yll* = llyisr = wl*)

Desenvolvendo os somatorios, temos:

~ N
Be(y, yjes1) 01 ) < 57— Uyt = wll* = llyz = wll* + llyz = wll* = llys = wl* + - + lye = yI* = llye+1 = wll?) -
man

Simplificando, obtemos:

N
Bi(y, Y1), o1 1) < 5T — (s = wll® = Iy —wl?) . VyeV.

t
ai(1i — pi) 2
(V)5 =3 S =il <
Seque de 7, > p;.

Por (4.27), temos:

1 ' /1=y 1
eyt - Y (1 - o) Q)

< Bt(ﬂi Tlt+1], U[t)+5t(y Yle+1), P[t])—i‘Bt(Bw Bw[t+1]79t]> XBt(Kl‘ Kx[t+1 9[t)

az 7_7, - az Tz -
—Z ||sz+1 - Ka* ||2+Z IIB(wm —a")?

t

Qi Ty _pz) ) Q; 9 )
_;—mpi lys — yial —er (1 — Loa — O K2 12 — 2o |1

i=1

substituindo os parametros determinados, temos:

l-a 1
_; ( Fz - — T > Q(w*,x*,y*;zgg) = 07

i—1

POLS:
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)

o (T, —0; "
- Z(Ti)”Bwiﬂ—Kx - b)[* =0,

(T — b; *
> = sy )l =0

O fato de x = 0, resulta em:

XBt<K$*, Kx[t+1], Q[t]) =0

e, por (4.73), temos:

5T (m = Laai = XG0l K|1?) [l2; — ziga||* < 0.

i=1

Logo:

1. 1 N
Q2" ) < —DZ. + D2+ (lyr = ylI> = llyers — ylI?) Vy €Y.
t

De maneira similar a demosntracao do Teorema 4.5, temos:

Iy =1 < =5+ D2 + D
e
2Lin D2
lys = y™** < =255 4+ 200 i + 4D (4.87)

Resultando em:

1 * * a N 1 N
ﬁ@(w Ty 20 ) + %(yl — Y1, Y) < §Da2:* + 2meD920*,K> Vy ey.
Multiplicando ambos os lados da desigualdade por I'y, temos:
. s “ NT r N
Qw™, z", y; 571) + L—f<y1 — Y1, Y) < éDi* + 2Lt ' D:%*,Ka VyeY.

Definindo vy, = “NW—v) t — N 1 ¢ gplicando (4.81), temos:

Lmin

8L 4LoN
G D2 + G

< __2¢ p24 e p?oo
2N 127" T (N = 1)2Lpy, =%

Q(w*, ", y; 7)) + (vn, )

Pela Proposicao 4.2, temos:



93

4L N
Gz F(K2%) — f* < ——= D2, D2,
(xN)—i_ ( CCN) f —= 2(N-1)2 T +(N_]-)2Lmzn z* K
4Lq 9 4LoN 9
< Dz, Dz,
= (N-12"" " (N—1)NLpy “F
_ 4Lq D2, 4Lq n? |

Provando (4.85).
Note que,

FtN(?/l - yt-H)

. 2
L. Hyl Yt+1 H .

> T2N?

min

w2 = lewsa]? = H

Pela majoragao (4.87), obtemos:

lonl* <

T2N2 (2L, D2
L2 N

min

+2D2. i+ 4D§*) :

Por (4.81), temos:

64LEN? (2L D2 ) .
N i ( 2Dk e+ 4D ).

min

lonl® <
(

Simplificando, temos:

128L4N D2, 128LEN?D3. i 256LgN2D:.
(N = 1) Lpin (N —1)4L2 (N — 1)4L2

low* <

min min

Multiplicando por 2 o lado direito da desigualdade e usando o fato de que L, < 2L¢g, temos:

956LLND?.  512LGN’D2 . 512L%N>D2
£ 4
(N =1 Lpin (N = 1) Lpgn (N — 1)4L2

min

lon]]? <

512L2,N2D2,
Y
(N-1)4L2

min

Multiplicando por 2 o termo , temos:

256LLND2  512LN?D2 1024L2N*D2.
N =L~ (N= DLy (N—1)'IZ,.

256 L2 N D2, 512LgN? D2, 4 1024 L% N2 D2,
e S y
= (N—=13NLpin (N—=12N2L,;, (N —1)2N2L2

man

lowl® <

Simplificando, temos:

B6LEDL. | B12LaDix  1024L3Dj,
N =1P3Lpmin (N —=12Lp (N —1)2L2

min

lonl® < (

Ezxtraindo a raiz quadrada em ambos os lados da desigualdade, temos:



16y/L D, N 1672y La Dy i L _B2LcDy
(N - 1)% \% Linin (N - 1) V Liin (N o 1)me

Provando assim (4.86), pois pelo Algoritmo 4.2, temos: v, = Bwy — Ky —b.

lon]l <
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