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Introducao

Com vasta aplicagao na area da tecnologia, os codigos corretores de erros sao usados para
enviar uma mensagem pelo celular, ouvir uma misica ou até digitar um texto no computador.
Todavia, manter as informacoes enviadas e recebidas entre os usuarios na forma mais inalterada
possivel nem sempre é facil quando se tem uma interferéncia.

Um idioma é o exemplo mais familiar de um cédigo. Consideremos o conjunto A, chamado
“alfabeto”, composto pelas 26 letras da lingua portuguesa, as vogais acentuadas, o c cedilha (¢) e
0 espago em branco que também serd considerado como uma letra (que serao colocados sempre
a direita de cada c6digo, omitindo-os na escrita, para nao haver repeti¢oes desnecessérias).
Assim, todas as palavras da lingua portuguesa sao elementos de um subconjunto P de A*7,
onde 47 é o comprimento da maior palavra da lingua portuguesa, supostamente a palavra
pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconioticos.

Tal c6digo nao é muito eficaz quando se deseja trocar informagoes via celular, por exemplo.
Observamos que se uma palavra é digitada erroneamente pela sequéncia de letras “CATHORRO”,
nota-se que tal sequéncia nao pertence a P e logo detectamos um erro, o qual é facil corrigir,
pois em P a palavra mais proxima de tal sequéncia é “CACHORRO”. Entretanto, se a pala-
vra “PATO”é digitada como “GATO”, ou “MATO”, nao detectariamos um erro, uma vez que
todas essas palavras pertencem ao codigo.

Nosso objetivo neste trabalho é implementar diferentes estruturas matematicas aos co6digos,
afim de obter novas relagoes entre seus parametros e construir novas sistematicas de codificacao.

No primeiro capitulo, definimos o que é um codigo e quais seus parametros. Comecamos
a enxerga-lo como um conjunto qualquer, depois como um espago vetorial. Na sequéncia, nos
restringimos a codigos ciclicos para associa-los a um ideal principal de um anel de polinémios e
veremos como esta associacao pode nos ajudar na construcao de uma sistematica de codificacao
e na obtencao de seus parametros.

Ja no segundo capitulo, apresentamos o conceito de médulos sobre aneis de polindomios, bem
como associa-los a um codigo linear, afim de obtermos uma sistematica de codificagao que usa
a teoria de bases de Grobner.

No terceiro capitulo, veremos como construir cédigos sobre curvas algébricas e, usando um
certo grupo de automorfismos, como dar uma estrutura de médulo para tais cédigos.

Por fim, no quarto capitulo, apresentamos uma sistematica de codificacao para certos cédigos
de Goppa geométricos, bem como exemplos que ilustram tal codificagao.

Thiago Rodrigues da Silva
Uberlandia-MG, 04 de marco de 2015.



Capitulo 1

Cdédigos Corretores de Erros

1.1 Introducao

Sejam A um conjunto finito qualquer e, para um inteiro n > 1, A" = {(ay,...,a,) : a; €
A, para cada i = {1,...,n}}. Para quaisquer u e v em A", definimos a distdncia de Ham-
maing entre u e v por

d(u,v) = [{i: u; #v;, 1 <1< n}.

Em que, para um conjunto M qualquer, |M| denota a cardinalidade de M. Nao é dificil
verificar que a distancia de Hamming é uma métrica.

Um cddigo C nada mais é do que um subconjunto nao vazio de A" e basicamente a teoria
de cédigos é aplicada na seguinte situacao. Suponha que um emissor queira transmitir uma
mensagem m, para um certo receptor, através de um canal (linha telefonica, internet ou um
CD, por exemplo). Durante este processo de transmissao, m pode sofrer alteragoes e chegar
modificada em seu destino. Estas alteragoes sao chamadas de erros. Aprofundando um pouco
mais neste processo, temos o seguinte: o emissor codifica a mensagem m, utilizando um cédigo
C, e a envia através de um canal, e o receptor decodifica a mensagem que chega até ele com a
finalidade de obter a mensagem m. O esquema a seguir ilustra este processo.

Emissor| — | Codificacao| — | Canal| — ’Decodiﬁcag&o‘ —

Mais detalhes sobre este processo podem ser encontrados em [6] e [9].

Podemos fazer algumas perguntas sobre este processo. Por exemplo, qual cédigo utilizar?
Como fazer a codificacao e a decodificagao? E possivel detectar e corrigir os erros? Vamos
responder estas e outras perguntas a partir de agora.

O conjunto A é chamado alfabeto, os elementos de um coédigo C C A™ sao chamados
palavras-codigo, ou simplesmente palavras, o nimero n é o comprimento do cédigo C e
a distancia minima de C é o inteiro nao-negativo

d := min{d(u,v) : u,v € Ceu#uv}.
Paraa € A" et > 0, os conjuntos
D(a,t) ={u € A": d(u,a) <t} e S(a,t)={u € A": d(u,a)=t},

2



sao chamados, respectivamente, disco e esfera de Hamming de centro a e raio t.
Para um numero real x, denotaremos o maior inteiro menor do que ou igual a = por [z].

Lema 1.1.1 Seja C um codigo com distancia minima d e seja d= [%} Se a e a' sao palavras
distintas de C, entao

D(a,d)(D(d',d) = 0.

Demonstragao: De fato, suponhamos que um elemento u pertenga a D(a,d) () D(d’,d).
Logo, d(u,a) < de d(u,a") < Jpela desigualdade triangular, o que implica d(a,a’) < d(a,u) +
d(u,a’). Por simetria e pela defini¢ao de maior inteiro, segue que d(a,a’) < 2d<d—1,0 que
seria um absurdo, uma vez que C tem distancia minima d por hipotese.

O teorema a seguir ilustra a grande importancia da distancia minima de um cédigo.

Teorema 1.1.2 Seja C um codigo e d sua distancia minima. Entao C pode detectar no mdzximo

d — 1 erros e pode corrigir no mazrimo d = lT] erros.

Demonstragao: Suponhamos que uma palavra u de C seja transmitida com ¢ erros, ¢ < d,
sendo recebida a palavra r. Segue entao, que d(u,r) =t < d. Agora, pelo Lema 1.1.1,

re€ D(u,d) = r¢ D(a,d), a€ Cea#u = d(a,r)>d.

Logo, a palavra u ¢ tnica a partir de 7.
Por outro lado, dada uma palavra do cédigo, podemos introduzir no méaximo d — 1 erros de
modo a nao conseguirmos uma outra palavra do cédigo. Logo, é possivel detectarmos o erro e

o resultado segue.
[ |

Observe que o teorema anterior nos diz que quanto maior for a distancia minima de um
c6digo, maior a sua capacidade de detecgao e corregao de erros.

Voltando ao processo de transmissao de uma mensagem. Se o receptor recebe uma palavra
r, acontece uma das seguintes situacgoes:

(i) v € D(a,d), para algum a € C.

(i) r ¢ D(a,d), para todo a € C.

No primeiro caso, pelo Teorema 1.1.2, r é unica e neste caso substituimos r por a. No
segundo caso, nao é possivel decodificar r com precisao.

E importante observarmos que nao ha uma certeza absoluta de que ”a” foi a palavra enviada
pelo transmissor, uma vez que mais de d erros poderiam ser cometidos na transmissao.



1.2 Cébdigos Lineares

A partir de agora, o alfabeto A serd um corpo finito com ¢ elementos, denotado por F,.
Para cada inteiro positivo n, Fy' ¢ um F-espago vetorial de dimensao n.

Definigao 1.2.1 Seja C C Fy um cddigo. Dizemos que C ¢ um cddigo linear se for um
subespago vetorial de Fy.

A seguir, veremos como esta estrutura de espaco vetorial nos permite criar uma sistematica
de codificagao, além de outros fatos importantes relacionados aos chamados parametros de um
codigo.

Sejam C C Fy um c6digo linear e k a dimensao de C como F-espago vetorial. O comprimento
n, a distancia minima d e a dimensao k£ formam um conjunto importante de parametros para
C. Um cédigo com tais parametros é chamado de [n, k, d]-cédigo ou cédigo [n, k,d]. Vejamos
por que eles sdao importantes. Seja B = {v1,vs,...,v;} uma de base de C. Assim, se v € C,
entdo existem (Unicos) A1, Ag, ..., \; € F, tais que

V= AU1 + AU + + - - + ApUg.

Observe que |C| = ¢*, ou seja, o nimero de palavras em C é ¢*. Assim, quanto maior for a
dimensao k, maior sera o numero de palavras de C. Além disso, ja sabemos que quanto maior
for a distancia minima d, maior serd a capacidade de detectar e corrigir erros. Assim, quanto
maiores forem d e k melhor. Porém, temos a seguinte relagao entre eles:

d+k<n-+1.

Esta relacao é chamada cota de Singleton e sua veracidade serd mostrada mais adiante.

Outro parametro que envolve a distancia entre palavras é o peso de um codigo. Para cada
v € F}, definimos o peso de v como sendo o inteiro w(v) := {7 : v; # 0, 1 <7 < n}l.

Note que w(v) = [{i: v; #0, 1 <i<n}|={i: v; #0;, 1 <i<n}| =d,0).

Definicao 1.2.2 Definimos o peso de um codigo linear C como sendo o inteiro

w(C) :== min{w(v): veC \ {0}}.

Proposigao 1.2.3 Se C CFy é um cddigo linear com distancia minima d, entao

(i) d(u,v) = w(u —v), Yu,v el

(i) d = w(C).



Demonstragao: (i) De fato, para todos u,v € [y, temos
wu—v) = [{i: u—v;#0, 1 <i<n}
= Ni: w #v, 1 <i<n}

= d(u,v).

E o resultado segue.
Ja em (1), para todos u,v € C, com u # v, segue que z =u — v € C \ {0}. Logo,

d = min{i: u; #v;, 1 <i<n}
= min{i: u; —v; #0, 1 <i < n}
= min{i: 2z #0, 1 <i<n}
= min{w(z): z€C\ {0}}
= w(C).

Observacao 1.2.4 Observe que, agora, podemos encontrar d a partir ¢°—1 cdlculos de distancia,
em vez de (q;) que € o numero de calculos que devemos fazer comparando palavra por palavra
de um cédigo linear. Na prdtica, para grandes valores de ¢, esse método para o cdlculo de
d € invidvel por respresentar um custo computacional muito elevado. Por isso, temos que de-
senvolver outros métodos para determinar ou ao menos estimar a distancia minima de um
codigo.

Vejamos como encontrar um método de codificagao para codigos lineares. Para cada ¢ =

1,..., k, tomemos v; = (v;1,. .., V) € B e consideremos a seguinte matriz.
U1 Vi1 V12 - Uin
G = = .
Uk Ukl Vg2 "+ Ugn

Chamaremos tal matriz de matriz geradora do codigo C associada a base B.

e Sistematica de codificacao para cdédigos lineares: Considere a transformacao linear
dada por

T: IF’; — Ty
r — x-G

Logo, se x € F;, entdo

T(X)::E-GZQZ1U1+"'+$kUkGC.



A partir de T, podemos associar, de maneira unica, cada elemento de F ’; a um elemento
de C, ou seja, podemos codificar qualquer elemento = € F’;. Observe que, neste processo de
codificar um elemento de F¥ temos que fazer k(n — k) multiplicacoes e (k — 1)(n — k) somas.

Note que GG nao é determinada de forma tinica, uma vez que a base de C nao é uinica. Além
disso, se GG e G’ sao duas matrizes que geram o mesmo cddigo, entdo uma é obtida da outra
por permutacao de linhas, multiplicacao de uma linha por um escalar nao nulo e adicao de um
multiplo escalar de uma linha a outra, ou seja, sequéncia de operacoes nas quais também uma
base é obtida a partir de outra.

Para construir um cédigo linear a partir de uma matriz geradora G, é necessario que suas
linhas sejam linearmente independentes e que o cédigo seja definido como imagem da trans-
formacao linear T definida anteriormente.

Logo, se u € C = Im(T), entdo existe v € F} tal que

v-G=u

Entretanto, nem sempre consguimos resolver um sistema como esse, pois G pode ser mais
complexa. Entretanto, podemos escrever G de tal forma que o sistema acima seja mais facil de
ser resolvido. A defini¢ao a seguir, nos mostra como ¢ esta G.

Definigao 1.2.5 Seja C C Fy um cddigo com matriz geradora G. Dizemos que G estd na
forma padrao se

G = [Ldk | Alkxn

onde Idy € a matriz identidade de ordem k e A, uma matriz de ordem k X (n — k).

Toda matriz G, geradora de um codigo C pode ser posta na foram padrao, basta efetuar
sequéncias de operagoes como permutar colunas e/ou multiplicar uma coluna por um escalar
nao nulo. Todavia, efetuando tais sequéncias de operacoes em (G, estaremos fazendo o mesmo
em todas as palavras de C. Logo, efetuar sequéncias de operacoes em G, matriz geradora de C,
é obter uma matriz G’, na forma padrao, que serd a geradora de um codigo C’, equivalente a
C. Dizemos que F': Fy — F é uma isometria se F preserva distancias de Hamming, isto &,
dados u,v € Fy, temos d(F(u), F'(v)) = d(u,v). Assim, dizemos que dois cédigos C e C’, ambos
contidos em Fy, sao equivalentes se existe uma isometria F' de F}! tal que F'(C) = C'. Desta
definicao segue que codigos equivalentes possuem os mesmos parametros.

Teorema 1.2.6 Todo cddigo C possui um codigo equivalente C' gerado por uma matriz na
forma padrao.

Demonstracao: Seja G a matriz geradora de um cédigo C na forma

gi1 G912 - Gin
G — . . .
9k1 Gk2 * Gkn



O resultado segue apenas colocando G na forma padrao.

Notemos que as linhas de G sao linearmente independentes. Suponhamos que g;; # 0.
Multiplicando a primeira linha pelo inverso de g;; teremos o primeiro elemento da matriz
igual a 1. Dai, multiplicando por —g;; a primeira linha e somando com a i-ésima, para todo
1=2,3,...,k, teremos a matriz

1 byp -+ by
0 bag -+ boy
0 bra -+ bin

Certamente, pelo menos um elemento da segunda linha da matriz acima é nao nulo. Assim,
multiplicando a segunda linha pelo inverso desse elemento e permutando a coluna na qual ele
estd com a segunda, teremos uma nova matriz da forma

1 ¢ Cin
0 1 Con
0 ¢ -+ Cin

Multiplicando agora a segunda linha dessa matriz por —c;j, e somando com a j-ésima linha,
para todo 7 =1,3,4,...,k, teremos a matriz

1 0 dig -+ dip
0 1 doz -+ dap
0 0 dgz3 --- dsn

| 0 0 dig -+ dpn |

Repetiremos essa sequéncia de operagoes a matriz acima até encontramos a seguinte matriz
na forma padrao

10 0 aygsry -+ Qi
o - 0 1 0 a2(k+1) - Q2p
0o0 --- 1 Ah(kt1) bin

= [Idk | Akx(n-n))-

E o resultado segue.

Definigao 1.2.7 Seja C € Fy um cddigo linear. Definimos o cddigo dual de C por

Ct={ve Fy:<u,v>=0, Vue C}. Em que < u,v > € o produto interno entre u e v.



Lema 1.2.8 Seja C C Fy um cddigo linear com matriz geradora G. Entao,
(i) C+ € um subespago vetorial de F7.
(ii)) v € Ct < G -2' = 0.

Demonstragao: (i) De fato, 0 € C*, pois 0 € C e < u,0 >= 0.
Agora, se u,v € C*, temos

<u4v,w>=<u,w>+<v,w>=04+0=0,YVweCl.

Logo, u +v € C*+.
E, se A € Fy, temos

< Au,w >= A< u,w >= A0 =0.

Ou seja, \u € C*.
Portanto, C* é um subespaco vetorial de [y
(ii) Sabemos que, x € Ct, se e somente se z é ortogonal a todos os elementos de C, em
particular a todos os elementos de uma base de C. Como as linhas de GG sao bases de C, segue
que G -2t = 0.
[ |

Observe que C*+ C F é também um c6digo linear.

Proposigao 1.2.9 Seja C C F um cddigo linear de dimensao k e com matriz geradora G =
[Idy, | Algxn na forma padrao. Entao,

(i) dimCt =n — k.
(i) H=[-A"| Idy_x) € a matriz geradora de C*.

Demonstragao: (i) De fato, pelo Lema 1.2.8 (ii), um vetor z = (x1,...,2,) € C* se, e
somente se,

a1
G-zt =0 < (Id,|A)-| : =0
T
[ T L1
= : + A : =0
Tk Tn
I € ] Ll+1
— S+ A : =0
T Tn
[ Zy ] Tpt+1
= : = -A :
Tl Tn




Tk+1
Observemos que : ha n — k entradas e cada uma delas possui g possibilidades de
Tn
escolha, uma vez que estao em F,. Logo, C* possui ¢---¢ = ¢" % elementos. Ou seja,

———

n—k vezes
dimC+ =n — k.
(ii) Note que as linhas de H sdo linearmente independentes por Id(,_r). Além disso, as
linhas de H sao ortogonais as linhas de G.
De fato, calculando o produto interno entre os elementos da i-ésima linha de H pelos

elementos da i-ésima linha de G, para i = 1,...,n, temos
< (—Cllj,...,—aij,...,—Cij,O,...,0,1,0,...,0),(0,...,O,l,O,...,O,CLz‘(]H_l),...,CLZ'j,...,CLin) >
—Qij + aij
=0

parai=1,....kej=k+1,...,n.

Logo, as linhas de H geram um espaco contido em C* de dimensao n — k, a mesma de C*.
Portanto, esses espacos sao idénticos, provando que a matriz H = [—A" | Id,_y)] gera o c6digo
dual C*.

Lema 1.2.10 Seja C CF " um cddigo linear de dimensao k e matriz geradora G. Uma matriz
H de ordem (n — k) x n com entradas em F, e linhas linearmente independentes € geradora de
C* se, e somente se,

G-H'=0.

Demonstracao: Necessariamente, notemos que as linhas de H geram um espaco vetorial
contido em Fy de dimensao n — k, igual a dimensao de Ct. Agora,se hy,....,hp_r € gi,..., Gk
sao, respectivamente, as representacoes das linhas de H e G, temos

(G-Ht)i7j:<gi,h§>, 1=1,....kej=1,...,n—k.
Logo,
G-H' =0 <= <g,hi>=0,i=1,....,kej=1,...,n—k.

Ou seja, todos os vetores do subespaco gerado pelas linhas de H pertencem a C*.

Reciprocamente, o subespaco gerado pelas linhas de H tem dimensao igual a dimensao de
C*. Logo,

G-H'=0 <= (! é gerado pelas linhas de H.

Corolério 1.2.11 Seja C C Fy um cdédigo linear. Entao, chHt =c.
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Demonstracao: De fato, sejam G e H as matrizes geradoras de C e C*, respectivamente.
Sabemos, pelo Lema 1.2.10 que

G-H =0+ (G-H)"=0 < H-G'=0.

Provando que G* é a matriz geradora de (C+)*.

|
Proposigao 1.2.12 Sejam C C Fy um cddigo linear e H a matriz geradora de Ct. Entao,
vel < H-v'=0.
Demonstragao: Notemos que, pelo Corolario 1.2.11 e pelo Lema 1.2.8 (i), temos
velC < ve(CHt < H-J' =0
E o resultado segue.
|

A matriz H, geradora de C*, é chamada de matriz de checagem ou matriz teste de
paridade de C.
Para cada v € Fy, o vetor s = H - vt é chamado de sindrome de v.

Proposigao 1.2.13 Seja C C F} um cddigo linear e H sua matriz de checagem. Entao,
w(C) = s se, e somente se, quaisquer s — 1 colunas de H sdo linearmente independentes.

Demonstragao: (<) Suponhamos que qualquer conjunto contendo quaisquer s — 1 colu-
nas de H seja linearmente independente. Seja 0 # ¢ = (¢1,...,¢,) € C e hy, ..., h, as colunas
de H. Como H é a matriz de checagem, de C, entao

O:H-ct:Zhi-ci. (1.1)
=1

Como w(C) é o numero de componentes nao nulas de ¢, suponha que w(c) < s—1, entao (1.1)
seria uma combinacao linear de r colunas de H, com 1 < r < s — 1, o que é uma contradicao.
Logo, w(c) = s, e portanto, w(C) > s.

(=) Suponhamos que w(C) > s e que H tenha s — 1 colunas linearmente dependentes, a
saber, h;,,..., h;,_,. Entao, existiriam ¢;,,...,¢;, € I, nao todos nulos tais que

s—1
z Cij : hij =0.
=1

Ou seja, ¢ = (0,...,0,¢y,...,¢,_,,0,...,0) € C e logo, w(c) < s —1 < s, 0o que é uma
contradi¢ao. Logo, w(C) > s suficientemente quando H tem s — 1 colunas linearmente inde-

pendentes.
|
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Teorema 1.2.14 Seja C C F} um cddigo linear e H sua matriz de checagem. Entao, w(C) > s
se, e somente se, qualquer conjunto contendo quaisquer s — 1 colunas de H € linearmente
independentes e existe um conjunto contendo quaisquer s colunas de H linearmente dependentes.

Demonstracao: (=) Por hipdtese, w(C) = s. Logo, pela Proposigao 1.2.13, segue que
quaisquer s — 1 colunas de H sao linearmente independentes. Além disso, existem s colunas
de H linearmente independentes, caso contrario, teriamos de ter w(C) > s+ 1, o que seria um
absurdo.

(«<=) Pela Proposi¢ao 1.2.13, temos, w(C) > s. Suponhamos entdo que w(C) > s. Logo,
seguiria também da Proposicao 1.2.13 que, qualquer conjunto contendo quaisquer s colunas de
H seria linearmente independente, o que contradiz a hipétese. Portanto, w(C) = s.

|

Coroléario 1.2.15 (Cota de Singleton) Se (n,k,d) sao os parametros de um cddigo linear
C, entdo vale

d<n—k+1.

Demonstragao: Seja H a matriz de checagem de C. Notemos que H tem posto n — k e
d — 1 colunas linearmente independentes. Logo, H tem no maximo n — k colunas linearmente
independentes, isto é, d — 1 < n — k. E o resultado segue.

1.3 Cddigos Ciclicos

Relembremos que no inicio, comecamos nosso estudo trabalhando com um cédigo qualquer
e em seguida passamos a enxerga-lo como um espaco vetorial, o que nos proporcionou obter
relacoes entre seus parametros e construir uma sistematica de codificacao. O que faremos a
seguir é enxergar um co6digo como um ideal de um anel e ver como esta nova estrutura pode nos
ajudar na construcao de uma nova sistematica de codificacao, além da obtencao de resultados
sobre os parametros do codigo.

Definigao 1.3.1 Seja C C Fy um cddigo linear. Dizemos que C ¢ um cddigo ciclico se para
todo ¢ = (¢, 1y .. Cn_1) €C, (Cno1,Coy -, Cn_2) também esta em C.

Seja IF,[X] o anel de polinémios na varidvel X e seja R, = F,[X]/(X™ —1). Note que os
elementos de R,, sao da forma

r(X) = {r(X) +¢(X)(X" = 1) - ¢(X) € F [X]}.

Nao ¢ dificil mostrar que R,, é um [ -espago vetorial de base {1, X, X2, .. X =11 e di-
mensao n.
Definamos a transformacao linear
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(I Fy — R,

. 1.2
(ao,al,...,an,l) — a0+a1X+"'+CLn,1X"71 ( )

Esta transformagao serd muito importante em nosso estudo, uma vez que ao provarmos
que tal transformacao é um isomorfismo, observaremos que ela levara qualquer codigo ciclico
C C F} a um subconjunto de R, que serd um ideal.

Mostremos entao, que 1 é um isomorfismo. Note que 1 claramente estd bem definida.
Agora, seja v = (V,, V1, .- ., Vp1) € Fy. Entao,

Ker() = {veF,": ¢(v) =0}
= {veF": v+uX+- - +v,, X1 =0}
= {veF,: +uX+ +0, X" T=0+0X+ - +0X"T}
= {veF : vo+uX+ 40, X" T=0+0X+--+0X" T},
= {veF": vw=v = =v, =0}
= {(0,0...,0)}.
Provando que 1 ¢ injetora.

Por outro lado, dado ag+a1 X +---+a, 1 X" € R, existe a = (ag, a1, ...,ap_1) € IFZ tal
que

Y(a) =ag+ a1 X + -+ a,_1 X1,

Portanto, 1) é sobrejetora, logo isomorfismo.
[ |

Para f(X) € F,[X], seja I(f(X)) = {f(X) - 9(X) ; g(X) € F,[X]}. Nao é dificil ver que
I(f(X)) é um ideal de F,[X].

s,

Proposicao 1.3.2 Todo ideal de F,[X] € um ideal principal. Ou seja, todo ideal de F,[X] €
dado por I(f(X)), para algum f(X) € F,[X].

Demonstracao: De fato, se I um ideal do anel F,[X].

Se I = {0}, basta tomarmos f(X) =0 em F,[X] e teremos [ = {0} = I(0) = I(f(X)). Se
I # {0}, entao tomemos f(X) # 0 em I tal que gr(f(X)) seja o menor possivel.

Provemos entao que I = I(f(X)).

E claro que f(X) € I. Logo, I(f(X)) C I, provando uma das inclusoes.

Por outro lado, seja g(X) € I. Entdo, pelo algoritmo da divisao, existem os polinémios
q(X) e r(X) tais que

9(X) = f(X)q(X) +r(X)

Como (—f(X))g(X) e r(X)+ (—f(X)g(X)) pertencem a I, segue da definigao de ideal que
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Observamos que se 7(X) # 0, na expressao acima, entao r(X) € I e terfamos gr(r(X)) <
gr(f(X)) em I, o que é uma contradigao, uma vez que gr(f(X)) é o menor possivel. Logo,
r(X) =0 e, portanto, g(X) = f(X)q(X) € I. Logo, I C I(f(X)), provando a outra inclusao.

Portanto, I = I(f(X)).

[

Definigao 1.3.3 Sejam f(X),g9(X) € F,[X]. Dizemos que f(X) e g(X) sao associados se
existe ¢ € Fy tal que g(X) = cf(X) e sdo geradores de um mesmo ideal de F,[X].

Proposicao 1.3.4 Se dois polinomios sao geradores de um mesmo ideal, entdo eles sao asso-
ciados, isto €, f(X) =ag(X) e g(X) =bf(X), onde a,b € F,.

Demonstracao: De fato, se f(X) = 0, entao temos g(X) = 0 (e vice versa) e o resultado
segue.

Como f(X) € I(g(X)), entao temos f(X) = a(X)g(X). Mas, g(X) € I(f(X)), segue entao
que g(X) =b(X)f(X) com a(X),b(X) € F,[X].

Suponhamos entao que f(X) # 0. Entao, temos f(X) = a(X)g(X) = o(X)[b(X) f(X)] =
[a(X)0(X)]f (X).

Como F,[X] é um dominio, segue que a(X)b(X) = 1. Logo, a(X) =a € F,eb(X) =beF,.

Portanto, f(X) e g(X) sao associados.

[ |

Corolario 1.3.5 Se I # {0} ¢é um ideal de F,[X], entdo existe um tnico polindmio monico e
de grau minimo f(X) em I, tal que I = I(f(X)).

Demonstragao: Suponhamos que existam dois polinémios moénicos f(X) e g(X) em I, de
grau minimo, tais que I = I(f(X)) = I(g9(X)).

Como f(X) e g(X) geram o mesmo ideal, segue que eles sdo associados. Logo, existe u € F,
tal que

f(X) = ug(X).

Além disso, como f(X) e g(X) sdo monicos, segue que u = 1.
Portanto, f(X) = g(X).
|

E claro que todo ideal de F,[X] é um F,-subespaco vetorial de F,[X]. Todavia, se conside-
rarmos o subanel F,[X], de F,[X] dos polinomios de grau menor ou igual a r, que em particular
é um FF-subespaco vetorial de F,[X], a reciproca ¢ falsa.

Por exemplo, X" € F,[X],, mas X" = X".X ¢ F [X],.

Logo, F,[X], ndo é um ideal de F,[X].

Para p(x) € Fy[X] seja Fo[X],x) := Fo[X]/p(2).
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Proposicao 1.3.6 Todos os ideais de Fy[X],x) sao dados por I(f(X)), onde f(X) € um
divisor de p(X).

Demonstragao: Note que f(X) = {f(X) + g(X)p(X) : g(X) € F,[X]}.

Seja I um ideal de F,[X],x) e considere J = {g(X) € F,[X] : g(X) € I}.

Mostremos que J é um ideal de F,[X].

Seja g1(X), ¢g2(X) € J e h(X) € F [X].

Observe que ¢1(X), g2(X) € I. Como [ éideal, segue que g1(X)+g2(X) = g1(X) + 92(X) €
I. Logo, g1(X) + g2(X) € J.

Agora, g1(X) - h(X) = g1
J é um ideal.

Notemos agora que, p(X) € J. Logo, J # {0}. Segue entdao da Proposi¢ao 1.3.2, que existe
f(X) € Fo[X]\{0} tal que J = I(f(X)).

Como p(X) € I(f(X)), concluimos que p(X) é um multiplo de f(X), isto é, f(X) divide
p(X).

Por outro lado, observe que

(X)-h(X) €I, pois I éideal. Assim, g1(X)h(X) € J, e portanto,

I
—~—
~~
—~| —
>~

Seja Sy, o grupo simétrico. Para a = (a1, ...,a,) € F} e o € Sy, consideremos a aplicagao
1—1, sei>1,
n—1, set1=0

Observemos, primeiramente, que a transformagao linear T : C — F7, definida por T, (v) =
(Cn-1,€0y--,Cn_2), para todo v = (cg,¢1,...,¢,1) € C, sofre a seguinte agdo por meio de v,
definida em (1.2).

linear dada por T,(as,...,a,) == (Go(1), - - -, Go(n)) € & permutacao m(i) =

U(Tx(v) = ¢((en-1,¢0,- - Cn2))
= 1 X"+ X+ -+ Cn_QXn—l

= X'<Co+ch+"‘+Cn,1Xn_1)
= X -¥(v).

Ou seja, 1) se caracteriza na multiplicacio por X em R,,.
Tal operacao nos leva ao seguinte lema.

Lema 1.3.7 Seja V' um subespaco vetorial de R,,. FEntao, V é um ideal de R, se, e somente
se, V' € fechado pela multiplicacao por X.
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Demonstracao: (=) Notemos que V' é fechado pela adigao, pois é subespago vetorial de
R,.
Agora, para todo X € R, temos YW € V, para todo m eV, pois V éideal de R,
por hipotese.

Logo, V é fechado pela multiplicacio por X.

(«<=) E claro que f(X)+ g(X) = f(X) + g(X) € V, para todos f(X),g(X) € V. Mostre-
mos entao que vale a segunda condicao da definicao de um ideal.

Seja a € F,. Como V é subespago vetorial de R,, segue que a.m € V, para todo
f(X)ev.

Por outro lado, como por hipétese, V' é fechado pela multiplicacdo por X, temos

X - fX)=X-f(X)eV.

Além disso,

XX =X X J()=X-X-J(X) = X-

>
=
o
S
S
=
o
o

Assim, para todo m € N, é claro que

Xm-f(X)=Xm-f(X)eV

Seja agora, g(X) =ag+ a X + -+ a,_1 X" 1 € R,. Logo, para todo f(X) € V, temos

9(X) - f(X) = g(X)- f(X)
= (a+uX+ - +a,1 X" f(X)
= aof(X)+aXf(X)+- -+ a1 X" f(X)
= aO@—i—ale(X)+-~-—|—an_1X”*1f(X)
= aof(X)+a1Xf(X)+--~+an_1Xﬂ(X)
= af(X)+ X f(X) 4+ +a X" f(X) eV,

pois, como vimos anteriormente, que cada parcela desta soma pertence a V. O resultado segue,
pois V' é subespaco vetorial.
[ |

O seguinte resultado a seguir nos mostra como dar a estrutura de ideal a um cédigo ciclico.

Teorema 1.3.8 Seja C C Fy. Entdo, C ¢ um cddigo ciclico se, e somente se, 1(C) € um ideal
de R,,.

Demonstragao: (=) De fato, por defini¢do, para todo v € C, temos 1(Tr(v)) = X -(v).
Logo,
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Como ¢(T(C)) C R, segue do Lema 1.3.7 que ¢(C) é um ideal de R,,.
(<) Seja (cp,c1,-.-,¢n1) € C. Como ¥(C) é ideal de R, temos

V(Tr(co,cty. v yn1)) = X -U(co,CryennyCust)

X (cg+er X+ +cp Xm0
= X+ X2+ + e X"
= 1t coX + oty XnT

= iﬂ(Cn,l, Coy - ,Cn,Q).

Assim, ¥(cp_1,¢C0,---,Cn2) € ¥(C). Como 1) é bijetora, temos Tr(co,C1,...,Cn 1) =
(Cn—la Co, - - - 7Cn—2) eC.
Portanto, C é ciclico.
[ |

Logo, da Proposicao 1.3.6, segue que um cédigo C C Fyy é ciclico se, e somente se ¢(C) =
1(9(X)), onde g(X) € F,[X] é um divisor de X” — 1. O polinémio g(z) é chamado de gerador
de C. Note que, se C é ciclico, podemos associar a palavra (cg, ¢, ..., ¢,—1) € C ao polindémio
co+aX+...+cp 1 X" tem R,.

A seguir, veremos como encontrar a dimensao de um codigo ciclico C a partir do grau de
seu polinomio gerador.

Se p é a caracteristica de F, e se n = mp®, com mdc(m,p) = 1, segue que

X"—1 = X™ — 1™
= (XmP -1

S

(X™ 1)

Note que a derivada (X™ — 1)’ = mX™ ! # 0. Logo, X™ — 1 ndo tem fator em comum
com sua derivada, pois se mdce(X™ — 1,mX™ 1) = p(X) # 1, entao X | p(X) e portanto,
X | X™ — 1. Assim, 0 seria raiz de X™ — 1, o que é um absurdo.

Além disso, suponhamos que X™ — 1 = (p(X))* - ¢(X), com k > 2. Entao, derivando a
igualdade, temos

mX ™ = k(p(X))* Ly (X).q(X) + (p(X)".q'(X).

Logo, X™ — 1 teria fator em comum com sua derivada, o que também é um absurdo.
Assim, X™ — 1 admite decomposicao da forma

X" =1=g19r,

onde g1, ..., g, sao polindmios monicos, irredutiveis e distintos dois a dois.
Logo,
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X"—1 = (X" =1

S
= (g1-9)F
_ P p°
= 91 G-
. A~ . S . Y ~ . .
Como os polinomios 1, g;, g7, g2, gt,..., ¢¢ , parai = 1,...,7, também sdo divisores de

X™ —1, segue que X™ — 1 tem exatos (p® + 1)" divisores monicos.

Além disso, como ha bijegdes entre os ideais de F,[X]/(X™ —1) com os divisores de X™ —1,
concluimos que R,, possui exatamente (p° + 1)" ideais.

Agora, se mdc(n,p) = 1, segue que s = 0 e, portanto, R, terd (p° + 1)" = 2" ideais.

Por outro lado, R, nao ¢ um dominio de integridade, pois se X” —1 = (X —1)- (X" ! +
X2 4.+ X + 1), segue que

(X—-1) - (Xr 14X 24+ X+1)=X"-1=X"—-1=1-1=0.
Ou seja, existem dois elementos de R,, cujo produto é nulo.
Assim, denotando por g(X) um divisor de X™ — 1, temos
Xm—1
9(X)

h(X).

Teorema 1.3.9 Seja I = I(g(X)) um ideal, onde g(X) é um divisor de X" — 1, tal que
gr(g(X)) = s <n. Entao, o conjunto B ={g(X), Xg(X),..., X" 57 1g(X)} € uma base de I
como F,-espago vetorial.

Demonstragao: Mostremos primeiramente que os elementos de B sao linearmente inde-
pendentes. Sejam ao, ..., a,—s—1 € Fy, tais que

aog(X) +arXg(X)+ - +ap_s 1 X5 1g(X) =
g(X) (ao+m X+ +a, 1 X751

ol Ol

Logo, g(X) é um divisor de ag + a1 X + - -+ a,_, 1 X" *71. Segue entdo que existe d(X) €
F,[X] tal que

g(X) (ag + a1 X+ 4 s X" = d(X) (X" —1) =
X"—1
9(X)
ap+am X+ a, 1 X" = d(X) - h(X).

ag+a X + -+ a1 X" = d(X)

Note que gr(h(X)) =n — s. Logo, gr(d(X)) = —1, o que é um absurdo.

Portanto, ag + a1 X + --- + an_(5+1)X”_5_1 =0, o que implica ag = a1 =--- =a,_s_1 =0,
provando que os elementos de B sao linearmente independentes.

Basta mostrarmos agora que qualquer elemento de I é gerado por elementos de B.

De fato, seja f(X) € I. Como I = 1(g(X)) é g(X) é um divisor de X™ — 1, temos
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f(X)=d(X)g(X) mod (X™—1).

Agora pelo algoritmo da divisao, segue que d(X) = ¢(X)h(X) + r(X), com r(X) = ap +
ap + -+ ap_s1 X" 1. Logo,

f(X) = d(X)g(X) mod (X" —1)
c(X)W(X) +r(X)]g(X) mod (X" —1)
c(X)h(X)g(X)+r(X)g(X)] mod (X" —1).

Assim,
fX) = [e(X)(X" = 1) +r(X)g(X)] mod (X" —1)
= [0+ 7r(X)g(X)] mod (X" —1)
= r(X)g(X) mod (X" —1).
Portanto,
F(X) (a0 + @ X + -+ aps 1 X771 - g(X)

= apg(X)+ a Xg(X)+ -+ a,_s 1 X" 1g(X).

Ou seja, f(X) é gerado por elementos de B. Concluimos entdao que B é base de I como

[F,-espaco vetorial.
|

Coroléario 1.3.10 Se C C Fy ¢ um cddigo ciclico e g(x), com gr(g(x)) = r, € seu polinomio
gerador, entao a dimensao k deC é n—r. Consequentemente, sua distancia minima é d < r+1.

e Sistematica de codificagao para cdédigos ciclicos: Seja C um cédigo ciclico com
polinémio gerador g(z) = 2" + a,_12" ' 4+ ... + a1z + ap. Dado w = (wy,...,w;) € Fk,
construimos o polinémio w(z) = wyz" ! +wex™ 2 +. .. +wpz"*, em que n — k = r. Dividimos
o polindomio w(x) por g(x) e obtemos w(z) = ¢(x).g(x) +r(z), onde o grau de r(z) é menor do
que 7. Logo, w(x)—r(z) = q(x).g(x) e podemos associar w(z) —r(z) a uma palavra de C, ja que
g(z) é o polinémio gerador de C. E importante observar que a forma como w(z) foi construido
nos garante uma bijetividade entre w(z) — r(z) e a palavra em C a ele correspondida. De fato,
suponha que existam wy, wy € Fl, com wy # wa, tais que wy(z) — ri(z) = wy(x) — r(z). Dali,
wy () —wy(x) = ra(x) —r1(z), que é um absurdo, pois como w; # ws, entao gr(w;(z)—ws(x)) >
n —k =r, e, por outro lado, gr(ra(x) —r(x)) <.

Assim, vimos que um codigo ciclico possui uma estrutura algébrica, de um ideal, que nos
ajuda na obtencao de seus parametros e na construgao de uma sistematica de codificacao. Uma
pergunta que podemos fazer é: e se C nao é ciclico, sera que podemos encontrar outro tipo
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de estrutura algébrica que nos ajude na obtencao de seus parametros e na construcao de uma
sistematica de codificacao? Utilizando os conceitos e resultados de automorfismo de cédigos e
de bases de Grobner para modulos, veremos que a resposta ¢ sim.

A seguir introduziremos o conceito de automorfismo para um codigo C C Fy. Conceitos e
resultados ligados a bases de Grobner podem ser vistos no Apéndice A.

Sejam (¢p,...,¢,) € [, e S, o grupo simétrico cujos elementos sao as permutagoes do
conjunto {1,2,...,n}.

Para 7 € S,,, S, age sobre Fy via: w(c,¢2,. .., ¢n) = (Cr(1), Cr(2)s - - 5 Cain))-

Entao, o grupo de automorfismos de C C Fy ¢ dado por:

Aut(C)={re S, ;n(C)=C}={reS,;nm(c)eC,VceC}.

Consideremos C com um o € Aut(C). O fato de o € S, nos diz que ele divide o conjunto
{1,2...,n} em r blocos (ou érbitas ciclicas), onde r pode variar de 1 (como no caso dos c6digos
ciclicos) a n. Denotaremos tais érbitas por Oy, ..., O,.

Fixemos um elemento ¢;o € O;, para j = 0,1,...,]0;| — 1, que é um abuso de notacao, ja
que O; C {1,...,n}. Definimos ¢; ; = 0/(c;). Logo, vemos que ¢;|o,| = Ci €, POr convengao,
escrevemos ¢; 1 = o '(Ci0) = ¢;|04/-1-

Portanto, dada 7 = (c1,...,¢,) € C e rearranjando, se necesséario, as componentes de <
vemos que se pode representar as palavras de C como r-uplas de polinomios em uma variavel

(hi(t),..., h.(t)), onde

|0s]—1
hi(t) = > gt
=0
Podemos ver as r-uplas (hy(t),. .., h.(t)) como elementos do F,[t]-médulo

™ Falf
M= Q? ol T

O F,[t]-submédulo C C F,[t]" gerado pelas palavras cédigo de C e por ¢; = (t191 —1)e;, onde
para ¢ = 1,...,7, e; ¢ 0 i-¢simo vetor da base padrao de F, [t]" é dito associado a C. Também
podemos ver C como sendo a imagem inversa 7~ *(C) da sobrejecao

T Fq
m:F " — @(ﬂol—[t—]w

Portanto, vimos como um [n, k, d]-cédigo linear C com um automorfismo o pode ser asso-
ciado a um submédulo C do médulo livre F,[t]". Com essa estrutura de médulos, resumida-
mente, temos a seguinte sistematica de codificagao muito semelhante a feita no caso de cédigos
ciclicos, que utiliza a teoria de bases de Grobmner e que serd detalhada mais adiante. Dado
w € F}, construimos w(t) € Fy[t]", e como C é um F,[t]-médulo, terd uma base de Grobner

{f1,..., f+} e utilizando um algoritmo semelhante ao da divisao de polinémios podemos escrever
wt)=afi+...+afr+f=wlt)—f=afi+...+af. €C, e codificamos w.

Observamos que encontrar um automorfismo para um coédigo qualquer nao é simples. Por
isso, o tratamento com codigos de Goppa geométricos, que sao codigos construidos utilizando
curvas, sera interessante, ja que os automorfismos destes cédigos podem ser obtidos pelos au-
tomorfismos das curvas em que estao definidos. Veremos mais detalhes no préximo capitulo.



Capitulo 2

Cddigos Sobre Curvas Algébricas

2.1 Preliminares

No inicio da década de 1980, V. D. Goppa introduziu a geometria algébrica na teoria de
cddigos com a construcao de cédigos sobre curvas. Esta nova construgao foi muito relevante,
com grande impacto tanto na andlise dos parametros quanto nos processos de codificacao e
decodificacao desses codigos. Neste capitulo veremos como construir tais cédigos, chamados de
Goppa geométricos.

A partir de agora, k serd um corpo algebricamente fechado, mais especificamente o fecho
algébrico do corpo F,, isto ¢, k = Fq. Denotaremos o espa¢o afim de dimensao n, com coorde-
nadas x1,...,x,, por A" e o espaco projetivo de dimensao n, com coordenadas xg, 1, ..., T,
serd denotado por P". Em um primeiro momento, discutiremos sobre o espago afim, para
na sequéncia estudarmos o caso projetivo, que é um pouco mais complicado, ja que usamos
coordenadas homogéneas.

No espago A", introduzimos a topologia de Zariski. Os conjuntos fechados sao os conjuntos
de zeros de ideais I de k[zy,...,x,], ou seja,

V() :={(z1,...,zn) € A" : f(z1,...,2,) =0, V f eI}

O conjunto V(I) é dito srredutivel se nao pode ser escrito como uniao de quaisquer dois
de seus subconjuntos préprios e fechados. O conjunto V' (I) é irredutivel se, e somente se, I é
um ideal primo. A demonstracao deste fato pode ser vista na Proposicao 3 do Capitulo 4 de

3).

Um aberto serda o complemento de um conjunto fechado.

Definigao 2.1.1 Seja Ip um ideal primo de k[zy,...,x,]. O conjunto X de zeros do ideal Ip
¢ chamado de variedade afim.

Como exemplo, podemos tomar em A3 a esfera unitdria 22 +y? + 22 = 1. Entdo, a variedade
afim X serd o conjunto formado pelos zeros do ideal I = (2 + y? 4+ 2% — 1).

20
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Definigao 2.1.2 Seja Ip um ideal primo de k[z1,...,x,]. O anel k|X]| = kl[z1,...,x,] / Ip €
chamado de anel de coordenadas da variedade afim X .

Como Ip é primo, segue que k[X] é um dominio.
Defini¢ao 2.1.3 O corpo quociente de k[X], denotado por k(X), é chamado de corpo de

funcgoes da variedade X. A dimensao da variedade X € o grau de transcendéncia de k(X))
sobre k. Se tal dimensao for igual a 1, entao dizemos que X € uma curva algébrica.

Vamos definir a seguinte relagao de equivaléncia ~ em A"\ {0}:

(o, 0) ~ (Yo, -, Yn) = T AET,, tal que (zo,...,70) = AYo, - - -, Un)-

Definicao 2.1.4 Definimos o espag¢o projetivo n-dimensional sobre IF,, como sendo
P = (AT {0)) ] ~
Denotaremos um ponto P de P™ por
P=(xo:...:2) ={(Wo,--»Yn) ; Woy---,Yn) ~ (To,---,2n)},
e diremos que (xg : ...: x,) sio as coordenadas projetivas de P.

Geometricamente, podemos pensar nos pontos de P* como o conjunto das retas que passam
pela origem em A"t

Exemplo 2.1.5 Considere em A® a relacdo de equivaléncia
(T1, Y1, 21) ~ (22, Y2, 22) == FAEF", tal que (z1, y1, 21) = \Mx2, Y2, 22).
Efcicz'l ver que

A2 — (m:z=1)CA? retas v C A® que passam
e — . .
(x,y) +— (x,y,1) pela origem e tais que r ¢

sao bijecoes.

Assim, dada uma reta s € T, o espago (plano) projetivo P? serd o conjunto dos pontos das
retas r, que passam pela origem de A® e intersectam s, isto é, P> = (A3 \ {(0,0,0)}) / ~. A
figura a sequir ilustra o plano projetivo.



22

X

Figura 2.1: Plano Projetivo

Vejamos como podemos relacionar espago afim e espago projetivo.

Proposicao 2.1.6 Sejald = {(xo:...:x,) € P" : 29 # 0} e considere a aplicag¢ao
P A" — P»
(a1,...,an) — (L:iayp:...:1a,) "

Entao, ¢ € injetora e Im(p) =U.

Demonstragao: De fato, observemos que ¢(ay,...,a,) = (1 :ay : ... : a,) € U. Logo,
podemos escrever

w: A" — U

Definamos

Y U — A"
(ap:ay:...:a,) +— (@,...,a—n)'
Qo Qo

Notemos que ¥ esta bem definida, pois dado (ao, ..., a,) = (by, ..., b,) em U, existe A € F,5

tal que (b, ...,b,) = Aag, ..., a,), ou seja, b; = Aa;, para i = 0,...,n. Assim,
by b\ [ Aa Aap\ [ ax an
b )~ v  hag ) T \ag g )

Por outro lado, observemos que

(@Z)ogp)(al,...,an):@/}(lzal:...:an)—(al .

(gpozﬁ)(am...:an)=¢<3—;,...,3—z> = (1:2—;:...:%) =(ap:ay:...:ap).
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Portanto, ¢ o ¢ = Idpn e ¢ 01p = Idy. Provando que ¢ é injetora e Im(p) = U.
|

Diante disso, temos P* =U U{p e P*: P=(0:2:...:x,)} E pela Proposigao 2.1.6,
podemos identificar & com A"™.
E observando que,

Pt — {peP":P=0:2;:...:2,)}
(x1:...1mpy) —> 0:ay ... xy)
é claramente uma bijegao, podemos identificar {P € P*: P= (0: 2y : ... : x,)} com P!,
Logo, temos
P = A"yUPl

Assim, para o caso n = 1, temos P! = A'UP". Podemos entao identificar P’ com o conjunto
{(0:y):yeF,} ={(0:1)}. Logo, P’ tem um tinico ponto que chamaremos de ponto no
infinito e o denotaremos por Pa.

Assim, definimos a reta projetiva por

P! =AU {P,}.

A seguir, estudaremos o comportamento de variedades no espaco projetivo. Todavia, deve-
mos restringir alguns conceitos para conseguir nosso objetivo. Vejamos o porqué no exemplo
que segue.

Exemplo 2.1.7 Considere o polinomio f =2y — 23 € Rz, y, 2].

Queremos determinar o conjunto V(f) = {(zg : 1 : x3) € P? : f(xg,21,79) = 0} contido
em PZ.

Observe que P = (1 :36 : 4) € V(f), pois f(1,36,4) =0, mas P' =2P = (2:72:8) ¢
V(f), uma vez que f(2,72,8) = —368.

Ou seja, as coordenadas projetivas (1 : 36 : 4) e (2 : 72 : 8) nao sao homogéneas. Isso se
deve ao fato dos termos dos polinomios f, (2x) e (—2z3), ndo terem o mesmo grau.

Para nao nos depararmos com tal situagao, iremos trabalhar apenas com polinomios ho-
mogeneos. De forma analoga ao que foi estudado no caso afim, trabalharemos com polinémios
homogéneos de um ideal primo Ip de k[xg, x1, ..., z,].

Defini¢ao 2.1.8 Seja Ip um ideal primo de k[xg,x1,...,x,]. Uma variedade projetiva X
¢ o conjunto de zeros em P de polinomios homogéneos de Ip.

Para simplificar as notagoes, denotaremos pelo mesmo simbolo X tanto a variedade afim
quanto projetiva e mencionaremos sempre quais delas especificamente estaremos trabalhando.
Além disso, podemos tornar um polonémio homogéneo pela inclusao e exclusao de variaveis.
Em nosso trabalho, trabalharemos apenas com a inclusao de variaveis, como definido a seguir.
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Defini¢ao 2.1.9 Seja f(x1,...,x,) € klz1,...,2,] um polinémio de grau m. Definimos a
homogeneizacao de f em respeito a x,.1, por

X1 Tn
_ m
fh—xn+1-f( )
Tn+41 Tn+1

Exemplo 2.1.10 Considere f(z,y) = 2° + 3z*y* — Ty em F, [z, y].
Note que gr(f) =5, todavia nao é um polinémio homogéneo. Assim, homogeneizando f em
respeito a z, temos

fu(z,y, 2) = 2° 4 32*y®z — Ty2°

Ja vimos que no espago projetivo P" precisamos trabalhar com coordenadas homogéneas.
Isto significa que necessariamente, temos de estudar fungoes racionais tais que tanto o numera-
dor e o denominador sejam polinomios homogéneos e de mesmo grau.

Se considerarmos agora o subanel R(X) de k(zo,z1,...,x,), que consiste das fungoes racio-

nais =, em que f e g sd@o polinémios homogéneos de mesmo grau e g ¢ Ip, onde Ip é um ideal
g
primo. Veremos que R(X) tem um tnico ideal maximal M(X) & Ip, consistindo das fungoes

racionais i, com f € Ip e o corpo de fungoes k(X) é por definicao o quociente k(X) / M(X).
9

De fato, notemos que R(X) = {i €k(X):g¢ IP}.
9

Seja M(X) = {g ERX): fe ]p}. Mostremos que M (X) de fato é um ideal.

Sejam — fl f2 M(X). Logo, ﬁ —|— f2 M € M(X), pois figs, g1f2 € Ip e, como
9192
Ip é um 1deal prlmo 9192 ¢ Ip.
Sejam agora / e M(X)eh= ﬁ € R(X), com g, ¢ Ip. Assim, I h = Ih € M(X), pois
g g1 g gag1

Ip é ideal primo e portanto, gg, ¢ Ip.
Logo, M(X) é um ideal.
Mostremos agora que M (X) é maximal.
Suponha que exista um ideal J de R(X) tal que M(X) & J C R(X).

Logo, existe f € J, tal que f € M(X).
g g

Dai, f ¢ J e % € R(X). Temos entao

€eJ = leJ = J=R(X)

<@ Ikh
kﬁlm

!/

Finalmente, suponha que exista M'(X) := {—/ Ek(X): f e Ip} maximal, tal que M'(X) &
g

R(X).
Como mostrado anteriormente, temos também M(X) G R(X).
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Seja / € M(X). Como M'(X) também é maximal, segue que / € M'(X). Logo, M(X) C
g

M'(X).
De modo andlogo, temos M'(X) C M(X), e portanto, M (X) = M'(X).
Assim, M(X) é o tinico ideal maximal nas condigoes acima.

Definicao 2.1.11 Sejam X uma variedade projetiva, P um ponto em X, Up uma vizinhanga

f

de P e, f e g polinomios homogéneos de mesmo grau, com g(P) # 0. O quociente ¢ = =,

definido em Up, é chamado regular no ponto P, se p(P) = 0.

As fungoes que sao regulares em todo ponto de Up formam um anel que sera denotado por

Defini¢ao 2.1.12 Seja X' uma variedade projetiva e P € X. Definimos o anel local Op(X)
do ponto P sobre X como sendo o conjunto das funcoes racionais que requlares em P, isto ¢€,

OP(X):{¢:§: o(P) =0, PGX}.

Tal anel tem um tnico ideal maximal, o qual denotaremos por Mp, que consiste das funcoes
regulares em Op que se anulam em P.

Em 2.1.6, vimos como podemos relacionar os espacos afim e projetivo. Nosso interesse agora
¢ estender uma variedade afim para uma variedade projetiva de forma andloga. Considere entao,
um polinémio f em kfzy,...,x,]. Seja f* um polindomio homogéneo, associado a f, definido da
seguinte forma

[ (xo, ... xy) ;:Q;;nﬂ.f( oo )’

) )
Ln+1 xn+1

onde m = gr(f).
Seja X uma variedade afim em A" definida pelo ideal primo I. Seja I'* o ideal primo gerado
pelo conjunto {f*: f € I'}. Entao, I* define uma variedade projetiva X* em P".

Definimos X} := {(wo : ... : z,) € X" : wy # 0}. Entao, a aplicagao
he X — x:
(X1, yxp) — (Lixp:...imxy,)’

¢ um isomorfismo.
Os pontos (zg : ... : x,) € X* com zg = 0 sao chamados de pontos no infinito da

variedade afim X. . m
Além disso, os corpos de fungoes K(X') e K(X*) sao isomorfos por i — / x*o
g g

, onde

m = gr(g) — gr(f).
Antes de ilustrarmos tais conceitos, vale observar que X pode ser definido para qualquer
coordenada.
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Exemplo 2.1.13 Considere em P? com coordenadas projetivas (x : y : z) a variedade projetiva
X dada por xz —y?> =0

Note que o polinomio que define X € homogéneo. Todavia, o mesmo pode ter sido homoge-
neizado em respeito a x ou a z. Assim, quando z = 0, o polinémio xz —y? € zero se, e somente
se, y = 0. Logo, se x # 0, o ponto P = (1:0:0) € um ponto no infinito de X. Quando x = 0,
o polinomio xz — y* também se anula quando y = 0. Logo, se z # 0, o ponto Q@ = (0:0: 1)
também € um ponto no infinito de X.

2wz + 22
Agora, observe que a fung¢ao racional o = T—FQ nao € reqular em Q, pois p(Q) =1 # 0.
Y2+ z
F01 2 / 2 + 2 5 ; /
Substituindo y~ por xz em @, temos ¢’ = n nao reqular em P, pois ' (P) =2 # 0.
x+z
23 408 3 3 4L 3
Por outro lado, funcao i = iy se anula em P e pode ser escrita como ) = y_3 Y j; ,
z z Y
PO1S
TR B (y2) + 523 B 2323 4 g3 B 23 4 23
B B 25 N 25 28
3 y3 + 23
Entretanto, ¢ zero em P, mas nao € reqular em P.

3 3
z z
Ou seja, se k = C, para pontos na vizinhanca de P, hd na topologia usual, uma corres-

A . ~ 7/ . x 7/
pondéncia um para um com =, o0 que nao € verdadeiro para —. FEste é um exemplo onde

z z
trabalhamos com o chamado parametro local, que serd definido mais adiante.
De maneira particular, considerando apenas curvas em A?, temos a seguinte definicao.

Definigao 2.1.14 Considere uma curva em A? definida por f(x,y) = 0. Seja P = (a,b) um
ponto desta curva. Se pelo menos uma das derivadas parciais f, ou f, ndao se anula em P,
entao dizemos que P é um ponto nao-singular da curva. Uma curva em que todos os pontos
sao nao-singulares € chamada de suave ou nao-singular.

A curva entdo tem uma tangente no ponto P de equacao f,(P)(x —a) + f,(P)(y —b) = 0.
Definindo

dpf = [x(P)(X —a) + fy(P)(Y —b),

a tangente Tp em P é definida por dpf = 0.

Se g € k[X], ndo faria sentido em definir dpg da mesma forma, pois g s6 é definida por
multiplos médulo f.

Dado P um ponto da curva, observamos que dp mapeia um elemento de k[X] por uma
funcao linear definida na tangente 7Tp, isto é, passa a ser um elemento de 7%, ou em outras
palavras,

T — T
w o — w*
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¢ um mapeamento de w.

Desde que dpf = 0, se f é constante, podemos nos restringir as fungoes racionais em
mp = Mp C Op. Entao, a partir da regra do produto para diferenciacao de fungoes, observamos
que m?% estd no nicleo deste mapeamento.

De fato, sejam ﬁ, é € mp
g1 g2 . ) ) ) )
LogO,ﬁ.EEmQPe(ﬁ.é):‘flgl;zflgl.é_i_ﬁ.w:o,pois’éeése
g1 g2 g1 92 91 g2 G 95 g 92

anulam em P.

- mp . -
Entao, do Teorema dos Isomorfismos, segue que —- ¢ isomorfo a Tp por um ponto nao
m

P
singular que define um espacgo de dimensao um.

Isto significa que podemos definir um ponto nao singular de uma curva, exigindo que a

dimensao do F,—espago vetorial m—§ seja um.
mp

As curvas cujos pontos sao todos nao-singulares daremos o nome de suaves. Assim, nos res
tringindo apenas a estas curvas, temos a seguinte consequeéncia.

Dado P um ponto de X e lembrando que o ideal maximal mp do anel local Op consiste
das fungoes que se anulam em P, vemos que os outros elementos de Op sao invertiveis, logo
unidades.

. ~ . m , .
Desde que a dimensao de dimg, —5 = 1, hd um elemento t, gerador deste espaco, isto
mp
, Mmp .
¢, — = (t). Usaremos t também para denotar um elemento correspondente em mp.
mp

Podemos entao descrever cada elemento z de Op de forma tnica, como z = ut™, onde u é
a unidade e m € Ny. A fungao t, de Op é chamada de parametro local em P e a funcao f
sera o parametro local de P se dpf # 0 em Tp.

Temos entao as seguintes possibilidades:

(i) Se m >0, entdao P é um zero de multiplicidade m de z e escrevemos

m = ordp(z) = vp(2).

Onde ordp(z) e vp(z) representam, respectivamente, a ordem e a valorizacdo discreta
de z em P.

Logo, Op é um anel de valorizacao discreta e elementos t com vp(t) = 1 sdo parametros
locais.

Além disso, podemos estender a ordem da funcao para K(X') definindo

vp (g) = vp(f) —vr(9).

(ii) Se vp(z) = —m < 0, entdo dizemos que z tem um polo de ordem m em P.

(iii) Se z € K(X) com vp(z) = m, entdo podemos escrever z = at™ + 2, ondea € K, a # 0 e
vp(2') > m.

Para a construcao de cédigos, que veremos mais adiante, estaremos interessados em pontos
que tém suas coordenadas no alfabeto IF,. Tais pontos recebem um nome especial.
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Definicao 2.1.15 Se k € o fecho algébrico de F, e X € uma curva sobre k, entao os pontos de
X cujas coordenadas estao em F, sao chamados de pontos racionasis.

O conceito que veremos a seguir, pode ser entendido como um mecanismo de contagem de
polos e zeros de uma funcao f em uma curva X, além da informacao de onde eles se econtram
e quais sao suas multiplicidades. Consideremos X uma curva algébrica suave projetiva sobre k.

Definicao 2.1.16 Um divisor é uma soma formal

D= anp,

Pex

em que ny, € Z e € igual a zero a menos de um niumero finito de pontos P.

O conjunto dos divisores de X, denotado por Div(X), é um grupo aditivo com a adigao
formal. em X.

Definigao 2.1.17 Um diwvisor D € chamado divisor efetivo, e o denotamos por D = 0, se
todos os coeficientes n, sao nao-negativos.

Defini¢ao 2.1.18 Definimos o graw de um divisor D por > np.
Lembrando que vp = ordp é a valorizacao discreta de uma funcao, temos a seguinte definicao

Definicao 2.1.19 Se f ¢ uma funcao racional, nao identicamente nula em X, definimos o
divisor de f por

(f) = vp(f)P.

PeXx

Em certo sentido, o divisor de f é um dispositivo que nos diz quais sao seus zeros e polos
com suas respectivas multiplicidades. Como f é uma funcao racional, em que numerador e
denominador tém o mesmo grau, e como k ¢é algebricamente fechado, segue que f possui o
mesmo numero de zeros e polos. Assim, o grau de um divisor de uma fungao racional é sempre
Zero.

Chamaremos o divisor (f) de uma fungao racional de divisor principal. Os divisores

(flo= > wvp(f)Pe (flo:= >, wvp(f)P sao chamados, respectivamente, divisor de
vp(f)>0 vp(f)<0
zeros e divisor de polos de f.

Dizemos que dois divisores D e D’ sao linearmente equivalentes, e denotaremos por
D =D se D— D' éum divisor principal.
Note que, tal relagao é uma relagao de equivaléncia.
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Defini¢ao 2.1.20 Seja D um divisor em uma curva X. Definimos o espago vetorial L(D)
sobre ¥, por

L(D) = {f e F(X)": (f) + D = 0} U {0}.

T S
Observe que, se D = > n; P, — Y m;Q;, ¥V n;,m; >0, entdo L(D) é composto por 0 mais
i=1 j=1
as funcoes que tem zeros de multiplicidade, no minimo m;, em @; (1 < j < s) e que nao tem
polos, exceto possivelmente, nos pontos P; com ordem méaxima n; (1 <7 < r).
Mostremos entao, que este espaco tem dimensao finita. Antes, note que se D = D' e g
é uma funcgao racional tal que (g) = D’ — D, entdao a aplicacdo f — f - g e o fato de que
(f.9) = (f) + (9) nos diz que L(D) e L(D") sao isomorfos.

Teorema 2.1.21 Seja L(D) como em 2.1.20. Entao,
(i) L(D) =0, se gr(D) < 0,
(i1) 1(D) := dimiL(D) > 1+ gr(D).

Demonstracao: (i) Por hipdtese gr(D) < 0, entao para qualquer fungao f € k(X)* temos
que gr((f) + D) <0, ou seja, f ¢ L(D), o que implica que L(D) = {0}.
(i1) Suponhamos que f € L(D) com f # 0. Logo, D' := D+ (f) ¢ um divisor efetivo e, pelo
que vimos anteriormente, £(D’) tem a mesma dimensao de £(D). Logo, podemos assumir que
T
D é efetivo e da forma D = > n;P;, (n; >0, 1 <1i < 7). Agora, no ponto P;, podemos fazer
i=1
uma correspondéncia entre f e um elemento do espago vetorial (t; " Op.)/Op, de dimensdo n;,
em que t; é um parametro local em FP;. Assim, obtemos uma aplicacao de f na soma direta
desses espagos vetoriais (no caso de f = 0, levamos 0 no espaco nulo). Esta aplicagao é linear
e se f estd no nucleo desta aplicagao significa que f nao possui nenhum polo em qualquer um
T

dos pontos P;, ou seja, f é constante. Dai, segue que dimpL(D) < 1+ > n; = 1+ gr(D).
i=1

[

Considere X em A? uma curva suave afim definida por f(X,Y) =0, P = (a,b) um ponto

de X, Tp a tangente em P, definida por dpf = f.(a,b)(X —a) + f,(a,b)(Y —b) =0e ®[X] o

conjunto de todos os mapeamentos que associam cada ponto P € X a um elemento de 1%, isto
é, o conjunto de todas as funcoes lineares da forma

o X —  k[X]
P dp(pET;

Definigao 2.1.22 Um elemento ¢ de ®[X] € chamado de forma diferencial regular em X,
se todo ponto P € X tem uma vizinhang¢a Up tal que nesta vizinhanca, @ pode ser representado
por

Y= ; fi-dgi,

onde f; e g; sao funcoes requlares em Up.
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Para o nosso caso, as formas diferenciais em X formam um k[X]-mddulo, denotado por
Q[X]. Tal médulo é gerado por elementos df, com f € k[X] munido das relagoes

(i) d(f +g) = df +dg;
(i) d(f.g) = g.df + f.dg;
(iii) d(a) =0, V a € F,.

Todavia, para as formas diferenciais racionais, temos a relacao

. f gdf — fdg
d(L) =22 "J1"9
(i) <9> 9?

Vamos agora extender a definicao de forma diferencial racional para curvas projetivas suaves
X. Para tanto, consideremos o par (U,w), onde ) # U C X e w = g df em U. Dados os pares
(U,w) e (V,n), dizemos que eles sdo equivalentes se w =nem UNV.

Definicao 2.1.23 Definimos a forma diferencial racional para uma curva projetiva suave
X como sendo a classe de equivaléncia para a relacao acima.

Para simplificarmos as notagoes, chamaremos as formas diferenciais racionais em X apenas
por diferenciais e denotaremos o espago dos diferenciais em X por Q(X).

Teorema 2.1.24 [[8], Teorema 10.4.2] O espago QX)) tem dimensdo 1 sobre k(X); em uma
vizinhancga de um ponto P com parametro local t, um diferencial w pode ser representado como
w = f.dt, onde f € uma func¢ao racional.

Definigao 2.1.25 Definimos o divisor (w) do diferencial w em uma curva projetiva suave X
por

(w) = > vp(fp)P,

Pex

onde w = fpdtp € a representacdo local de w e vp € a valorizagao em Op.

Se w é um diferencial, o divisor W = (w) é chamado de divisor canénico. Se w' é outro
diferencial ndao-nulo, entdo w’ = fw para alguma fungao racional f. Assim, (W) =W’ =W e,
portanto, divisores canonicos formam uma classe de equivaléncia, que também é denotada por

w.

No que se segue, denotaremos, para um divisor D, ¢(D) := dim,L(D).

Definicao 2.1.26 Seja X uma curva projetiva suave sobre F,. Definimos o género g de X
por g = L(W).
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Para uma curva projetiva nao-singular temos a chamada féormula de Pliicker.

Teorema 2.1.27 [[8], Teorema 10.4.6] Seja X uma curva projetiva nao-singular de grau d em
P2. Entao,

g=5(d—1)d~2)

Definicao 2.1.28 Seja D um divisor em uma curva algébrica projetiva nao-singular X . Defi-
nimos o conjunto

Q(D) == {w € QX) : (W) — D 3= 0}

e denotamos 6(D) = dimy Q(D) o chamado indice de especialidade do divisor D.
A coneccao com fungoes é estabelecida no seguinte teorema.

Teorema 2.1.29 Seja D um divisor em uma curva algébrica suave projetiva X. Entao,
(D) =1(W — D).
Demonstracao: Se W = (w), definimos o seguinte mapeamento linear

0 : LW-=D) — QD)
f — o(f)=fw’

Vejamos que ¢ é um isomorfismo.

De fato, claramente, ¢ é linear e para f € L(W — D) temos que (f w) = (f) + (w) >
—(W —=D)+W = D. Assim, f w € Q(D). Agora, seja f € L(W — D) tal que ¢(f) = f w=0.
Logo, f = 0 e temos que Ker(p) = {0} e ¢ é injetora. Finalmente, temos que ¢ é sobrejetora,
pois dado wy € Q(D), do Teorema 2.1.24 sabemos que Q(X) tem dimensao 1 sobre k(X) e,
assim, w; = f w, para algum f € k(X). Agora, (f)+ W = (f) + (w) = (f w) = (w1) > D.
Logo, (f) > —(W — D) = f € L(W — D), e temos que ¢ é sobrejetora.

|

O resultado a seguir, é muito importante nao s6 na geometria algébrica como para o trata-
mento de coédigos sobre curvas algébricas. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada
em [10].

Teorema 2.1.30 (Riemann-Roch) Seja D um divisor em uma curva algébrica suave proje-
tiva X de género g. Entao, para qualquer divisor canonico W, temos

(D) —l(W — D) =gr(D)—g+ 1.
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Este teorema nos permite determinar o grau de um divisor canonico da seguinte maneira.

Corolario 2.1.31 Para um divisor canonico W, temos

gr(W) =2g — 2.

Demonstracao: Observemos, primeiramente, que todas as fungoes regulares em uma curva
projetiva X sao constantes. Logo, em particular para W = 0 para a diferencial nula, temos
L(0) =y, isto ¢, 1(0) = dimg, L(W) = 1.

Assim, fazendo D = W no Teorema de Riemann-Rock e pela definigao de género, segue que

(W) —=10) = gr(W)—-g+1 =
(W) = gr(W)—-9g+2 =
g = gW)—g+2 =

gr(W) = 2g—2.

Corolario 2.1.32 Seja D um divisor em uma curva algébrica suave projetiva X de género g
tal que gr(D) > 2g — 2. Entao,

(D) =gr(D) —g+1.

Demonstracao: Basta mostrarmos que [(W — D) = 0 no Teorema de Riemann-Roch.

Observemos pelo Corolario 2.1.31, que gr(W — D) < 0. Logo, pelo Teorema 2.1.21 (i),
temos L(W — D) = 0, o que implica (W — D) = dimg, L(W — D) = 0.

E o resultado segue.

2.2 (Cdbdigos Sobre uma Curva Algébrica X

Seja X uma curva algébrica suave projetiva de género g sobre F,. Sejam P, ..., P, pontos
racionais sobre X', D := P, +--- 4+ P, e G um divisor cujo suporte é disjunto do suporte de D.

Definimos o cédigo de Goppa algébrico geométrico (ou simplesmente cédigo de Goppa
geométrico) C(D, G) como sendo a imagem da aplicacao linear

a: L(G) — Fy
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Isto é, C(D,G) = Im(«). No caso de G = aP para algum ponto racional de X e D for a
soma dos outros pontos racionais de X', dizemos que o cédigo de Goppa geométrico C(D,aP) é
um codigo pontual.

Note que C(D,G) tem comprimento n. O teorema a seguir nos diz como encontrar sua
dimensao e uma cota para sua distancia minima.

Teorema 2.2.1 Seja C(D,G) um cddigo de Goppa algébrico gemétrico. Entao,
(i) dimC(D,G) =k = dimL(G) — dimL(G — D);
(i1) C(D,G) tem distancia minima d > n — gr(G).

Demonstracao: (i) A aplicacao a é sobrejetiva sobre sua imagem, é C(D, G). Note que,
Ker(a) = {f € L(G) ;vp(f) > 0,i=1,...,n} = L(G — D). Entao, L(G)/L(G — D) ~
C(D,@G) e, portanto, k = dimL(G) — dimL(G — D).

(#i) Suponhamos que C(D,G) # 0 e seja d = w(a(f)) para algum 0 # f € L(G). Entao,
existem n — d pontos P,,..., P, _, € Supp(D), tais que f(P;,) = 0, para j = 1,...,n —d.
Assim, f € L(G — E), em que E = P, +--- + P, Como gr(G — E) > 0, segue que
d>n—gr(Q).

n—d"’

Corolario 2.2.2 Se gr(G) < n, temos o sequinte.
(i) « é injetiva e C(D,G) € um [n,k,d] cddigo em que
d>n—gr(G) e k=dimL(G) > gr(G)+1—g,
donde seque que k+d>n+1—g.
(i1) Se 2g —2 < gr(G) <n, entio k= gr(G)+1—g.
(iii) Se {f1,..., fx} € uma base de L(G), entdo

fitP) ... fi(P)
M — : . .

fe(Pr) oo fu(P)
¢ uma matriz geradora do cédigo C(D,G).

Demonstracao: (i) Como gr(G — D) < 0, segue que dimL(G — D) = 0 e como este é o
nucleo da aplicacao «, temos que « € injetiva.
(#i) Como gr(G) < 2g — 2, segue que dimL(W — G) = 0 e do Teorema de Riemann-Roch
obtemos k = gr(G) +1—g.
|

Sejam P um ponto da curva X de género g, t um parametro local em P e w = f dt a

representacao local de w. Podemos escrever f = > a;t'. Definimos o residuo Resp(w) de
i
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w no ponto P como sendo a_. E possivel mostrar que este parametro independe da escolha
do parametro local t. O resultado a seguir, é um resultado importante na teoria de curvas
algébricas e é conhecido como Teorema dos Residuos. Para um estudo sobre a teoria de curvas
algébricas sobre corpos finitos veja [7].

Teorema 2.2.3 Se w ¢ um diferencial em uma curva projetiva nao-singular X, entao

Z Resp(w) = 0.

Pex
Considere a aplicacao
o QG—-D) — Fy
n — (Resp,(n),...,Resp,(n))

Definimos o cédigo linear C*(D, G) como sendo a imagem de o, isto é, C*(D, G) = Im(a*).

Tal codigo tem comprimento n e os demais parametros sao tratados no teorema a seguir.

Teorema 2.2.4 (i) dimp,C*(D,G) =k*=n—gr(G) +g—1;
(i) C*(D, ) tem distancia minima d* > gr(G) — 2g + 2.

Demonstracao: Ver [8], Teorema 10.6.7.
[

Segue agora o teorema que relaciona os cédigos de Goppa e Reed-Solomon generalizados.

Teorema 2.2.5 Os cddigos C(D,G) e C*(D,G) sao cédigos duais.

Demonstragao: Notemos, pelos Teoremas 2.2.1 e 2.2.4, que k + k* = n. Entao, basta
tomarmos duas palavras quaisquer, uma de cada cédigo, e mostrar que o produto interno entre
elas é igual a zero.

Sejam f € L(G) e n € Q(G — D). Pelas definigoes de C(D, G) e C*(D,G), o diferencial fn
nao tem polos, exceto possivelmente polos de ordem 1, nos pontos Py, ..., P,.

Além disso, o residuo de fn em P, éigual a f(P;)Resp, (1), parai = 1,...,n. Pelo Teorema
2.2.3, a soma dos residuos de fn sobre todos os polos (isto é, sobre os pontos P;) é igual a zero.
Assim, temos que

<a(f),a*(n) >= 3 f(P)Resp,(n) = 0.
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2.3 Automorfismos e Estrutura de Moddulo

Seja C(D, G) um cédigo de Goppa geométrico sobre uma curva X. O resultado a seguir nos
mostra como associar automorfismos de X a automorfismos de C(D, G).

Proposigao 2.3.1 Seja Aut(X') o grupo de automorfismos de X sobre F, e considere o subgrupo
Autp o(X) ={o € Aut(X) : 0(D) =D e o(G) = G} .
Cada 0 € Autp ¢(X) induz um automorfismo

a(f(Pr),- o f(Pa)) = (f(o7 (P1)s- s f07H(P0))) (2.1)
de C(D,G) .

Demonstracao: Veja [5], Lema I1.A.1.

Corolario 2.3.2 Sejam o € Autp ¢(X) e Supp(D) = O1U...UO, a decomposi¢do do suporte
de D em orbitas disjuntas obtidas pela acao de o. Entao, as coordenadas das palavras-codigo
correspondentes aos pontos de cada orbita O; sao permutadas ciclicamente por o.

A seguir, veremos como um cédigo de Goppa geométrico C(D, G) pode ser associado a um
submdédulo do médulo livre F[t]".

Para 0 € Autp ¢(X) os pontos do suporte de D se decompoem em 6rbitas disjuntas obtidas
pela agao de o, digamos que Supp(D) = O U...UO,. Vamos denotar os pontos de D por P, ;,
emquei=1,...,re paracadai, j=0,...,|0; — 1.

Em cada uma das orbitas O;, escolhemos um ponto P qualquer em O;, que sera denotado
por P, , e denotamos os demais pontos de O; por

P ;= Uj(Pz,o)-

Assim, temos que F;|p,) = P e, por convencao, escreveremos F; _; = oY Pg) = P 0,1

No Corolario 2.3.2, vimos que as coordenadas das palavras-cédigo correspondentes aos pon-
tos de cada orbita O; sao permutadas ciclicamente por o. Reorganizando estas coordenadas,
podemos representar as palavras-cédigo como r-uplas de polindmios em uma variavel

(ha(t), .., he(t)) € Fylt] (2.2)
em que, para cada i =1,...,r,
|0;]-1
hz(t) = Z f(PZJ)t
§=0

e f e L(G).
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A maneira mais direta de incorporar as permutacoes ciclicas das entradas é ver as r-uplas
de (2.2) como elementos do FF,[t]-médulo:

M = F, /(). 23

Observagao 2.3.3 O conjunto C' das r-uplas obtidas das palavras do cédigo C(D,G) € fechado
com relag¢ao a soma. Além disso, a mutiplicagdo de uma r-upla de polindmios, como em (2.2),
por t nos dard

Il
=
fa
<.

|
[
=
<
=
@}
(o
=
2
|
—_
~

(2.4)

Comparando com (2.1), podemos observar que um elemento de C' multiplicado por t € o
mesmo que aplicar o automorfismo do codigo induzido por o. Logo, C é fechado pela multi-
plicacao port.

Com estas observacoes, temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.3.4 Seja C' o F,-espago vetorial do mddulo M, dado em (2.3), formado pelas
palavras do cédigo C(D,G). Entao, C' é um IF[t]-submddulo de M com respeito a multiplicagdo
por t, dada em (2.4).

Demonstracgao: Segue da definicao de submoddulo e da Observacao 2.3.3.
[

Consideremos o F,[t]-submédulo C do médulo livre F,[t]" gerado pelas palavras do cédigo
C(D,G). Em outras palavras, C' é a imagem inversa 7~ 1(C') da aplicagao sobrejetiva

o Bt — éﬂ?q[t]/(t@ —1).

E neste sentido que o cédigo C(D, G) pode ser associado a um submédulo de um médulo
livre sobre F[t] e, assim, a teoria de bases de Grobner para médulos pode ser aplicada.

Observacao 2.3.5 Nao entraremos em detalhe, mas observamos que usando o Coroldrio 2.5.2,
se pode fazer uma associagao andloga ao dual do cédigo C(D, Q).



Capitulo 3

Codificacao de Certos Coddigos de
Goppa Geométricos

3.1 Sistematica de Codificacao

Observamos que a palavra “certos”deve ser colocada pois, como vimos no final do capitulo
anterior, a associagdo de um cédigo de Goppa geométrico C(D, G) com um submoddulo depende
da existéncia de um automorfismo o que fixa cada um dos divisores D e G.

Seja C' = C(D,G) um cédigo de Goppa geométrico de comprimento n e dimensao k, e
que pode ser associado a um submddulo como no capitulo anterior. Vimos que as palavras
de C podem ser associadas a r-uplas da forma h = (hy(t),...,h.(t)). Usando a ordem POT
tomamos, em uma ordem decrescente, k& monomios nao-padroes m; = t'e;,, | = 1,..., k. Para
cada h = (hi(t),...,h.(t)) associada a uma palavra de C, seja VC(h) € Fj o vetor dos
coeficientes dos termos de h ordenados utilizando a ordem POT.

Sistematica de codificagao: Sejam C' = C(D,G) um cdédigo de Goppa gemétrico de
comprimento n e dimensao k, C' C F,[t]" o submédulo associado a C' e G = {g¢1,...,g,} uma
base de Grobner de C. Seja {my, ..., my} os mondmios nao-padroes obtidos como no paragrafo

k
anterior. Dado w = (wy, ..., wy) € FZ, defina f := Zwimi. Dai, escreva f = a191+...a,9,+R

=1

e,como f—ReC,VC(f—R)€C.

Para os dois exemplos a seguir, consideraremos o cédigo pontual C' = C(D,19P,,) cons-
truido sobre a curva Hermitiana H3 definida sobre Fy pela equacao

$4:y3—|—y.

Esta curva tem género g = 3 e possui 27 pontos Fg-racionais mais o ponto no infinito
P, =(0:1:0). Pelo Teorema de Riemman-Roch (Teorema 2.1.30) segue que

dimp, L(19Ps) = 19+1—3 = 17.

Assim, C' tem comprimento n = 27 e dimensao k = 17.

37
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Exemplo 3.1.1 Seja a é um gerador de Fo\{0} e considere o dado por

o — ax
y — a'y

Nao é dificil ver que o é um automorfismo de Hs. O automorfismo o fixa Py, jd que
0(Py) = (0:a*:0) = Py e sob a acio de o 0s outros 27 pontos racionais de Hz se dispoem
nas sequintes 5 orbitas:

01 =
02

{(1,a),(
{(1,0%), (e, 1)
{(1,0°), (@, @)
{(0,0%),(0,0°
{(0

(a?, a7) (0?,0%), (o, a7), (a”, a?), (a®, aT), (o, %)},
? : (0%, 1), (o), (o, 1)},
az, a®), (%, a), (o, 0?), (0?, @), (0, 0%), (", )},

Y OC’OC)
1

SEC IS NS

) 2)7
,0)}

Usando tal decomposi¢do, podemos associar C a um submddulo C C Fy[t]® e escrever as
palavras do codigo C(D,19Py) como quintuplas da forma

(ha(t), ha(t), ha(t), ha(t), hs(t)) € Folt]®

Note que, = tem polo de ordem 3 em Py, y tem polo de ordem 4 em P, e

{1z, y,2% 2y, %, 2%, 2%y, ay?, 20y, 2 o’y 20?2y eyt
€ uma base para L(19P.).

Usando a ordem POT em Fy[t]®, calculamos, pelo Algoritmo de Buchberger a sequinte base
de Grobner G = {91, 92, 93, 94, g5 } para o submddulo C' de Fy[t]°.

g = (1,a% at +at* + o + o*t* + at + o, at® + o, 1)

g = (0,t+a° t°+a’t* +a’t +a't+a’,a’t +at 1)

g3 = (0,0,t° 4+ % + ot + a3 + at? + o't +a°, a’t + o a)
g1 = (0,0,0,#* —1,0)

g5 = (0,0,0,0,¢—1)

A partir dai, tomamos

e my = t761, My = t661, ms = t561, My = t461, ms = t361, Mg = t261, my; = tey, mg = ley
T _ 46 _ 45 _ 44 _ 43 _ 42 _

e mg =t'ey, mig =t’ey, My =17z, M1z =t"€2, M1z = t’ez, My = 17€2, M5 = teo

® Mig — t7€3, miy = t6€3

Vamos codificar w = (0,0,0,0,0,0,,0,0,0,0,0,0,0,1,0,a3) € Fi".
Primeiramente, definimos
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17
f = Zwimi
i=1

= atey + tes + a’ts
= (at,t,0’t%0,0) € Fylt]°.

Usando o Algoritimo A.0.9 temos:

atgr = (at,a’t, a5 + o?t® + a"t* + PP 4+ 217 + o3t P + ot at).
Assim,
f—atgy = (0,2at, —2t° — ®t° — a"t* — &*1® — *1? — &’t, —*t* — *t, —at).
Dai, dividindo die; = f1 = at por g1, = 1, temos o quociente at e resto

Rl - 061.

Dividindo dses = (f — atgy)es por gs,, temos o quociente 2a e resto

R2 = (-20&6)62.

Segue entdo que dz = fatg — 2ags — Ry = (0, —4a8, =216 — £ + 4 + (=1 — 2a)t3 — a?t? +
(=1 = 2a)t — 2, —a3t? + t — 2a°, —2t — 2a). Logo, dividindo dzes por gs,, temos o quociente
—2 e resto

Rs = (—at® — 2at* — t* — 2at — a)es.

Temos entdo dy = falgr — 209y — R + 293 — Ry = (0, —4a®,0, —a®t? — ot — 2, -2t + 2).
Dai, dividindo dyey por ga,, temos —a® como quociente
Ry = (—a*t — 2a — 1)ey.

como resto.

E por fim, ds = fotgi — 20gs — Ry + 293 — Ry + a9y — Ry = (0, —ab,0, —2a%t — 1, —2t + 2).
E dividindo dses por gs., temos o quociente —2 e resto

R5 = 065.
Assim,

R = (R17R27R37R47R5)
= (0,—-2a% —at® — 2at* —t* — 2at — a, —a*t — 2a — 1,0).
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Logo, f — R = (at,t +2a%, a3t% — 2at® + 20t* + 12 + 20t + a, ot + 2a+ 1,0) € C.
Portanto,

C(f—R) = (0,0,0,0,0,a,0,0,0,0,0,0,0,1,2a° 0, 0% —2a, 20,0, 1,20, a, a*, 2, 1,0) € C.

r — o’x

Exemplo 3.1.2 Agora, considere T : { Yy — y + o

de 7‘[3.

Afirmamos que T € um automorfismos

De fato, observamos que Fy pode ser representado por Fsla]/{a? + a — 1) e temos que

(P2) = Y+’ +y+a® =
Bt = P+ 3% +3yat + o +y + o?
Como a* = —1 temos que o® = —a? = o +a? =0, e a afirmacdo seque.

Notemos ainda que a ordem de T € 12, pois

(z) = o’x
(z) = o*(a’7)
?(r) = o*(a’y)
™ (z) = o*(®r) = oMr = 2

jiquea® =1. ET(y)=y+a’=12(y) =y +2a* = 73(y) = —|—3a =y.
Além disso, T fita P, = (0:1:0), jd que 0(Px) = (0 : 1+a :0) = Py e sob a agdo de T

0s outros 27 pontos racionais de Hs se decompoem nas sequintes 3 orbitas:

1+a?), (ot at42a?), (a®, at), (1 at+a?), (a2, al42a?), (o, at), (af, o+
4,a4+a) (a6 ot —i—2a )}

1 ), (@51 + 2a2), (™, 1), (a, 1 + a?), (a3, 1 + 2a2), (a®, 1), (a", 1 +
a?), (o, 1 +202), (a2, 1), (a®, 14 a?), (", 1+ 2a2)} e

Note que O1 e Oy tem doze elementos cada e O3 tem 3 elementos.
Usando a base de L(19Q) dada no exzemplo anterior e a ordem POT em Fy[t]®, calculamos,
com o auxilo do Algoritmo de Buchberger (A.0.14), a sequinte base de Grobner do submddulo

6 de ]Fg[t]g
g = (Lot +a" B + 12+ bt + o, P+t 4 a)
g2 = (0,t" + a3 + " + ot + o't + o't + at + 1, 0%t + o)
g3 = (07 07t3 - 1)7

Além disso,
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o my = ttey, my =1, my =t’e;, my =tde, ms =tTey, mg=1tley, m; =tde;, mg=
4 43 2 _ _
e, mg = t’e1, mig = ter, my = ter, miz = leg
_ 410 49 _ 48 47
® miz =1 "€, My =1 "€, M5 =1t"ex, Mg = t"€a, M7 =t'es.

Vamos codificar a palavra w = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,a, 1) € F2".
Usando o Algoritimo A.0.9 temos:

17
f = ZMW%
i=1

ter + (at® +t ey
(t,at® +17,0).

Agora, tgy, = (1,037 + a5 + a™t* + 3 + a51? + a, 53 + 12 + «).

Assim, f1 —tgy = (0, at® + a7 + a3t° + a3t — 13 + o2 + o, at3 — 12 — oPt), e dividindo
dier = f1 por ¢1,, temos o quociente t e resto Ry = 0.

Sequindo, temos deey = (f — tgy1)ea, que dividido por g, nos dd o quociente at + « e resto
Ry = (a5 + 15 4+ abt? + a2 — 12 + a3t + ad)ey.

Finalmente, dividindo dzes = [f —tg1 — (ata) g — Rales por gs,, temos o quociente « e resto
R3 = (at?, ot — 1)e3.

Logo,

R — (Rh R27 R3)
(0,0%° 4 a5t + %t + a"t? — 2 + Pt + o° at?, ot — 1).

Portanto, f — R= (t,at® + 1"+ a5 —at® + * ' + 3 + 2 + "t + o, > +at +1,) € C
e?

VO(f —R) = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,a,1,a", —a,a? a* 1,a",a,a”,a, 1) € C.

3.2 Conclusoes e Perspectivas Futuras

Neste trabalho, observamos que associando cédigos a diferentes estruturas matematicas
podemos obter novas sistematicas de codificagao e relagoes entre seus parametros. Este trabalho
pode servir de motivagao para o estudo dos processos de decodificarao dos tipos de codigos vistos
aqui. Além disso, esperamos que o trabalho também sirva de motivagao para um estudo de
outros tipos de codigos, associados a outros tipos de estruturas matematicas.



Apeéendice A

Bases de Grobner Para Moddulos

A teoria de bases de Grobner para ideais de anéis de polinomios, iniciada por B. Buchberger
no inicio dos anos 1980, é uma ferramenta muito importante e que vem sendo utilizada, dentre
outras areas, também na teoria de c6digos, veja por exemplo [2]. Sugerimos as referéncias [1]
e [3] para um estudo sobre este assunto. A teoria para moédulos sobre anéis de polindémios é
completamente analoga, porém um tanto menos trabalhada. Para um estudo mais detalhado
sobre esta parte da teoria sobre mddulos sugerimos a referéncia [3] Capitulo 9. Aqui fare-
mos um resumo, considerando apenas modulos sobre o anel de polinomios em uma variavel e
apresentando resultados que serao necessarios no decorrer deste trabalho.

Comecamos, com algumas defini¢oes basicas.

Definicao A.0.1 Sejam A um anel comutativo com unidade e M um grupo aditivo munido da
multiplicacao por escalar

AxM — M
(a,m) +—— am’

Dizemos que M é um A-maoddulo se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas.
(i) Lm=m, ¥Yme M;
(ii) (ara2).m = ay.(ag.m), ¥V aj,as € A, eV m e M;
(i1i) (a1 + az).m = ay.m+ ag.m, ¥V ay,as € A eV me M;

(vi) a.(my +my) =amy+amy, Ya€AeV my,mge M.

Diremos simplesmente que M é um modulo, ao invés de A-mdédulo, se nao for necessario
explicitar o anel A.

Definicao A.0.2 Dizemos que um A-modulo M é um mddulo livre se existe uma familia
(my;)ier de elementos de M satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) a familia (m;);er € linearmente independente;
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(ii) todo elemento m de M € uma combinagao linear de elementos da familia (m;)cr.

Definicao A.0.3 Sejam A um anel e M um A-mddulo. Dizemos que um subgrupo N de M
¢ um A-submodulo, ou simplesmente um submdodulo de M, se a multiplicacao por escalar de
M preserva N, isto €, se

a-neN, VaeAeVneN.

Seja B = {e; = (1,0,...,0), es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1)} uma base de A",
que é um médulo livre. Um mondmio em A" é um vetor da forma m = t'e;, em que 1 < j <r
e1>0.

Uma ordem monomaial é uma ordem total < sobre a colecao de monémios que, para
quaisquer dois monomios m, e my, satisfaz as seguintes condigoes:

(i) se my > my, entao t'my > t'my, para todo i > 0;

(ii) t'e; > e;, para todo j e todo i > 0.

Neste trabalho, usaremos a ordem POT (Position Over Term ou posigao sobre o termo),
definida da seguinte maneira.

Definicao A.0.4 A ordem POT, denotada por >por, sobre A" é definida por
tkei >por tgej

sei<j,oui=73ek>/{.

A seguir, veremos nomenclaturas importantes para o estudo de bases de Grobner. Fixemos
uma ordem < qualquer sobre os monomios de A". Seja f # 0 um elemento de A”. Entao,
podemos escrever

f=aimy +agmg + - - + aymy

em que a; € F,\ {0} e m; é um monomio em A" para todo ¢ = 1,2,...,[, de tal modo que
my > mg > -+ >my. O monémio lider de f é Lm(f) = my; o coeficiente lider de f
Le(f) = ay; e o termo lider de f é Lt(f) = aym;.

Defini¢ao A.0.5 Seja G = {g1,...,9:} um conjunto de vetores nao nulos contido em um
submaodulo M C A". Dizemos que G € uma base de Grébner para M se para todo f € M
eriste i € {1,...,t} tal que Lm(g;) divide Lm(f).

Para um submédulo M de A", seja Lt(M) o conjunto formado por todos os termos lideres
dos elementos de M. Um monémio em Lt(M) serd chamado de monémio nao-padrao e um
monomio em M \ Lt(M) serd chamado de monémio padrao para M.
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Observacao A.0.6 Se G = {g1,...,q:} € uma base de Grébner para o submddulo M e se
Lm(g;) divide Lm(g;), entdo o conjunto G' = G \ {g;} continua sendo uma base de Grébner
para M.

Proposicao A.0.7 (i) Todo submddulo M # {0} de A" tem uma base de Grébner.

(1) Se G = {q1,...,9:} € uma base de Grobner para o submddulo M de A", entao M =
<917 s agt>'

Demonstracgao:
Ver [3], Corolério 6, pp. 75.

Definigao A.0.8 Sejam f,f,g,h € A", com g#0 eF={f,..., f,} C A".

1) Dizemos que f € reduzido a h mddulo g, e escrevemos f —9 h, se Lt(g) divide um termo
X que aparece em f e, além disso,

X

2) Dizemos que f € reduzido a h mddulo F, e escrevemos f —>Ijr h, se existe uma sequéncia
de indices iy, ...,1; € {1,...,s} e vetores hy,...,hy_1 € A" tais que

f—=fn by =fi2 by =i oo ST by Fu p,

3) Dizemos que [ é reduzido com respeito a F, se f =0 ou se nenhum dos mondémios que
aparecem em f € divisivel por qualquer um dos Lm(f;), i =1,...,s.

Se f —>£ ]7 e f ¢ reduzido com respeito a F, escrevemos f = ayfi + ...+ asfs + f, em
que ay,...,as € A, e dizemos que f é um resto para f com respeito a F.

Como no caso da teoria de bases de Grobner para ideais, héd, também no caso de médulos,
uma forma normal com respeito a uma base de Grobner G = {gy,. .., s}, similar ao algo-
ritmo da divisdo, em que um elemento arbitrario f € F,[t]” pode ser escrito como

-G
f:algl+"'+asgs+f

onde ai,...,a, € Fy e ?g € IF,[t]" é o resto. A forma normal é determinada unicamente por f
e pela escolha da ordem utilizada. No que se segue, usaremos a ordem POT (poderiamos usar
uma outra ordem).

Veremos a seguir, um algoritmo para encontrar a forma normal de f € F[t]" com respeito
a ordem POT.

Pelo item (i) da Proposicao A.0.7, qualquer submddulo M C F,[t]" possui uma base de
Grobner G = {g1,...,9s}, com s < r, em que os g; estao ordenados de forma que seus termos
lideres fiquem listados de forma decrescente com respeito a ordem POT. Sejam
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f= Zfiei e g; = Zgjiei para cada j =1,...,s.
i=1 i=1
Para p(t), ¢(t) € F,[t], definimos Quot(p(t),q(t)) e Rem(p(t),q(t)) como sendo, respectiva-
mente, o quociente e o resto da divisao de p(t) por ¢(t).
Com estas notacgoes temos o seguinte algoritmo para encontrar as,...,as € F, e R € F[t]”
tais que f = ayg1 + -+ + asgs + R.

Algoritimo A.0.9
Inicio: d:=f; R:=0;7:=1
Para i =1 atér, faca
Se Lt(g;) contém e; entdo
a; := Quot(d;, g;,)
R, :== Rem/(d,;, g;,)
di =d— a;g; — Riei

R =R -+ Rl-ei

ji=7+1
Caso contrdrio

a; :==0

R =R + die,-

d:=d— d;e;.

A veracidade do algoritimo segue do fato de se considerar os valores de d e R apods cada
passo ciclo Para. Vemos que o algoritmo vale para o caso r = 1 e usamos inducao para os
demais casos. Por exemplo, para r = 1, temos i = 1 e g3 = > dy,e;, e ap6s a conclusao do
primeiro passo através do ciclo se Lt(g;) contém e, usando o algoritmo da divisdo temos:

fi=a191, + Ra,

onde R; é zero ou tem grau menor que gy, .
Subtraindo a;g;, + Rie; de f, e movendo Rje; para o primeiro membro, obtemos um
dividendo intermediéario d e o resto parcial R, como segue

d= Z(fz - &191i)€i e R= Riey,
i=2

[ =d+ag +R

O resultado a seguir nos garantird um tipo especial de base de Grobner.

Proposigao A.0.10 Se M é um submddulo do mddulo livre F[t]", entdo M possui uma base de

Grobner G com a sequinte propriedade: para cada j = 1,...,7, existe no mdrimo um elemento
de G cujo monémio lider € da forma t'e;. Ou seja, G = {gW, ..., ¢} ¢ uma base de Grébner
tal que
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g = (0,...,0,g"(1)),

()

em que, para cada 1,7, g;”’ (t) € F,[t] Em particular, M possui uma base de Grébner com no

mdximo r elementos.

Demonstragao:

A Proposi¢ao A.0.7 nos diz que todo submédulo de F[t]" possui uma base de Grébner. Seja
G ={gW,..., g™} uma base de Grobner qualquer de M.

Suponha que dentre os elementos de G existam dois, ¢? e ¢g*), com Lt(¢®) = the; e
Lt(g(k)) = t"¢;, para o mesmo j. Sem perda de generalidade, suponhamos u < v. Logo,
Lt(g®) ¢ divisivel por Lt(¢g®) e os termos lideres de G; = G\ {g®} geram 0 mesmo submédulo
M gerado por G. Portanto, pela Observacao A.0.6, G; também é uma base de Grobner de M.

Repetindo o mesmo argumento para G; e assim, sucessivamente, conseguimos uma base de
Grobner G com a propriedade desejada.

Em particular tal G possui no méximo r elementos, ja que temos eq, ..., e, fazendo parte
dos geradores dos Lt(g™).

|

Observacgao A.0.11 Para nossas aplicacées consideraremos, parai = 1,...,r, 0sq; = (191 1)e;
(jd wvistos no final do capitulo anterior) como geradores do submddulo associado ao cddigo, o
que implicard que a base de Grobner terd exatemente r elementos.

A seguir, descreveremos o algoritmo de Buchberger, que nos permite encontrar uma base
de Grobner para moédulos.
Para descrevermos tal algoritmo necessitamos do conceito de S-polindémio.

Sejam m; = tFe; e my = tfej dois monomios em A”". Definimos o minimo mailtiplo
comum entre os monodmios m; e msy, como sendo

0, se i # j,

mmC(m1,m2> - { tmin{k,z}e. se Z :j ’

Definicao A.0.12 Sejam f,g € A", com f,g # 0 e L = mmc(Lm(f),Lm(g)). Definimos o
vetor

L L

S(f,g)zm'f—m'g

como sendo o S-polinémio de f e g.
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Teorema A.0.13 Seja G = {g1,...,q:} um conjunto de vetores nao nulos de A". Entdo, G
¢ uma base de Grébner para o submédulo M = (g1,...,q;) de A" se, e somente se, para todo
i # j, temos S(g;, g;) =9 0.

Algoritimo A.0.14 (Algoritmo de Buchberger)

Entrada: F = {f1,..., fs} C A", com f; #0, para 1 <i <s
Saida: G = {g1, ..., g:} base de Grobner para (f1,..., fs)
Inicio: G :=F, G:={{f;, f;}: fi # [; € G}
Enquanto G # (), faca
escolha algum {f, g} € G
G :=G\{{f.g}}
S(f,9) =5 h
Se h # 0, entao
G =GU{{u,h}, Vueg}
G:=GU{h}

As demonstragoes dos resultados anteriores podem ser vistas em [3], Capitulo 2.

Vejamos entao um exemplo que ilustra tais conceitos.

Exemplo A.0.15 Considere os vetores fi = (0,y,7) e fo = (0,2, 2y — x)de Q[x,y]>.
Tomando x >y em Qlx,y] e a ordem POT em Q[z,y]> com e; < ey < e3, vamos calcular
uma base de Grobner para o submddulo M = (fy, fo) de Q[z,y]> usando o Algoritmo A.0.14.

Seja G = {f1, fo}. Pela Definicao A.0.12, temos

S(fi, fa) = xfi—yfo
(0,0, 2% — 2y* + 27).

Mas, S(f1, f2) =S f3 = (0, —2?%, 22 — xy? — 2*y + xy). Assim, adicionamos o vetor f3 a G.
Agora, notemos que S(f1, f3) = S(fe, f3) = 0.
Concluimos entao que G = {f1, fa2, f3} € uma base de Grébner para M.
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