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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar resultados sobre o comprimento e a dimensao de
codigos sobre intersegoes completas. Também determinamos a distancia minima em um caso
particular de tais codigos. As ferramentas utilizadas provém da teoria de bases de Groebner,
algebra comutativa e geometria algébrica. Nesse trabalho recordamos os conceitos destas teorias
que sao necessarias para a analise dos codigos, e também apresentamos fatos da teoria de cédigos
lineares.

Palavras-chave: Intersecao Completa; Cdédigos de Avaliacao; Bases de Groebner; Pegada;
Distancia minima.
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Abstract

This work aims at presenting results on the length and dimension of codes defined over complete
intersections. We also determine the minimum distance in a particular case of such codes.
The tools that we use come from Groebner bases theory, commutative algebra and algebraic
geometry. The work recalls the concepts from these theories that are necessary for the analysis
of the codes, and also presents facts of the theory of linear codes.

Keywords: Complete Intersection; Evaluation Codes; Groebner bases; Footprint; Minimum
distance.



Sumario

Resumo

Abstract

Introducao

1

Bases de Groebner
1.1 Bases de Groebner . . . . . . . .
1.2 O Algoritmo de Buchberger . . . . . . . .. ... ...

Geometria Algébrica Projetiva
2.1 Espaco Projetivo . . . . . . . .
2.2 Variedades Projetivas . . . . . . . . ..

Coédigos de Reed-Muller sobre Intersecao Completa

3.1 Codigos sobre intersecoes completas . . . . . . . .. ..o
3.2 Imtersecao Completa . . . . . . . . .
3.3 Cédigos de Reed-Muller sobre Intersecao Completa . . . . . . . . ... ... ..
3.4 Parametros de um cédigo de avaliacao . . . . . .. ..o

viil

vi

vil

14
14
15



Introducao

Este trabalho trata de cédigos corretores de erros, em particular, dos parametros basicos que
sao: distancia minima, dimensao e comprimento. Essa teoria ¢ um campo de pesquisa ativo
em diversas areas do conhecimento: matemédtica, computacao, estatistica, engenharia elétrica
entre outras. Os cddigos corretores de erros participam da vida moderna de intimeras formas
como, por exemplo, nas comunicagoes via satélite, na telefonia celular e na comunicacao entre
computadores. Esses codigos sao utilizados quando as mensagens sao transmitidas com algum
tipo de ruido, ou seja, quando nao transmitem a mensagem tal como foi enviada. Um cddigo
corretor de erros procura, essencialmente, acrescentar de uma forma organizada, alguns dados a
cada informacao que se pretende transmitir para que possa recuperar a informacao detectando
e corrigindo eventuais erros que possam surgir.

Um dos fundadores da teoria dos cédigos corretores de erros foi o matematico americano Claude
Elwood Shannon. Em 1948, Shannon publicou um importante artigo cientifico que tinha como
titulo: “A Mathematical Theory of Communication”, enfocando o problema de qual é a me-
lhor forma para codificar uma informacao que um emissor queira transmitir para um receptor.
Inicialmente, os maiores interessados na teoria dos cédigos foram os matematicos que a desen-
volveram consideravelmente nas décadas de 50 e 60. A partir da década de 70, com as pesquisas
espaciais e a grande popularizacao dos computadores, essa teoria comegou a interessar também
aos engenheiros, e desde entao tem sido muito estudada.

Este trabalho esta dividido em tres capitulos. No primeiro capitulo, veremos alguns conceitos
e resultados sobre bases de Groebner tais como: critério de Buchberger, algoritmo de Buch-
berger, base de Groebner minimal e base de Groebner reduzida. Além de exemplos, também
incluimos uma série de resultados sobre estes conceitos. No segundo capitulo, apresentamos
a definicao do espaco projetivo n-dimensional, interpretacao geométrica e algumas proprieda-
des. Em seguida, definimos polinomios homogéneos, variedades projetivas, ideais homogéneos
e vemos as propriedades que serao mais utilizadas no desenvolvimento deste trabalho. Estes
primeiros capitulos podem ser encontrados no livro de D. COX, J. LITTLE, e D. O'SHEA
Ideals, Varieties, e Algorithms ([1]).

O capitulo 3, trata os cddigos sobre interse¢oes completas, primeiramente obtendo resultados
sobre o anel Ry := A/Iy, onde A = K[xg, X1, ..., Xn] € seu médulo canénico wy (ver [5]). Entao
damos uma defini¢do para o conceito de interse¢ao completa (ver [3]e [4]), com isso construimos
o cbdigo de avaliagao de ordem j, denotado por Cy(j), sobre uma intersegao completa, como
sendo a imagem de uma aplicacao de avaliacao. Nessa altura, calculamos a dimensao e o
comprimento desse codigo. Além disso, usamos o médulo canonico wy, para definirmos um
c6digo dual para o c6digo Cx(ax), onde ay é o a-invariante de Ry (ver [10] e [5]). Finalmente,
terminamos esse trabalho apresentando uma interse¢do completa particular (ver [9]), na qual
utilizamos algumas ferramentas da teoria das bases de Groebner para calcular a distancia
minima do c¢édigo Cx(j) proveniente dessa interse¢ao completa.



Cirilo Gongalves Junior
Uberlandia-MG, 20 de fevereiro de 2015.



Capitulo 1

Bases de Groebner

1.1 Bases de Groebner

Definicao 1.1.1 Um monémio em Xi,...,Xn € um produto da forma x;"---x%*, onde todos
0s expoentes sao inteiros nao negativos. O grau total deste monomio é a soma &y + - - + &y.

Poderemos simplificar a notacao dos monémios da seguinte maneira: seja & = (1,..., &,) uma
n-upla de inteiros nao negativos. Entdo definimos x* = x77 ---x%. Quando o = (0,...,0),

temos que x* = 1, também definimos || = o¢; + - - - + &, como sendo o grau total do mondmio

XO(

Definicao 1.1.2 Seja f =) anx® um polinémio em K[xi, ..., xn].
(1) Chamamos a, de coeficiente do monomio xX*;
(il) Se ay # 0, entdo chamamos a,x* um termo de f;

(1i1) O grau total de f € denotado por deg(f), é o mdximo || tal que a, # 0.

Defini¢ao 1.1.3 Uma ordem monomial = no conjunto dos monomios My C K[xy,y...,x,] €
qualquer relagao = em N™, ou equivalentemente, qualquer relagao no conjunto dos monomios
x%, o € N, satisfazendo:

(i) = é uma ordem total em N";
(il) se x = B em N" ey € N, entdo a+7v = B +y;

(iil) > € wma boa ordem em N", isso significa que todo subconjunto ndao vazio de N™ possui
elemento minimo em relacao a .

As ordens monomiais mais utilizadas sao: lexicografica, lexicografica graduada e lexicografica
graduada reversa.

Seja f = E aex* um polindomio nao nulo em K[xq,...,%,] € > uma ordem monomial. Defini-

o«
mos:

(i) O multigrau de f é mdeg(f) = max{oc € N": a, # 0} € N"
(o maximo é tomado com rela¢ao a ordem >)

(ii) O coeficiente lider de f é LC(f) = amdeg(f)

2



(iii) O monomio lider de f é Im(f) = xmdee(?)

(iv) O termo lider de f é 1t(f) = LC(f) - Im(f)
Exemplo 1.1.4 Seja f = 4xy’z + 42> — 5> + 7x*2* ¢ considere a ordem lexicogrdfica. Entdo,

LC(f) = -5

Im(f) = x*

It(f) = —5%°
Dado um ideal I C K[xq,...,X,], podemos definir o ideal dos termos lideres e dos monomios
lideres:

Definicao 1.1.5 Seja I um ideal em Kxq,...,%xn], com I #0.

(i) Denotamos por 1t(1) o conjunto dos termos lideres dos elementos de 1 e por Im(I) o
conjunto dos monomios lideres dos elementos de 1. Entao

It(I) ={cx*: If € T tal que 1t(f) = cx*},
Im(I) ={x*:3f €1 tal que lm(f) = x*}.

(il) Denotamos por (1t(1)) o ideal gerado pelos elementos de 1t(1) e por (Im(I)) o ideal gerado
pelos elementos de Im(1).

Definicao 1.1.6 Fize uma ordem monomial. Um subconjunto finito G = {g1,...,g¢} de um
tdeal I € chamado uma base de Groebner se

(It(g1), ..., 1t(ge)) = (1t(1)).

Definigcao 1.1.7 Vamos denotar o resto na divisao de f pela s-upla ordenada F = (f1,...,fs)
por T
Definicao 1.1.8 Sejam f, g € Klx1,...,Xn] polinomios nao nulos.

(i) Se mdeg(f) = e mdeg(g) = B, entao sejay = (Y1y...,Yn), onde y; = max{xi, 3i} para
cada i. Nds chamamos XY o minimo maltiplo comum de lm(f) e Im(g), e denotamos por
xY = lem(lm(f),lm(g)).

(il) O S-polinomio de f e g € a combinagao

xY xY
k(' ii(g)

S(f> 9) =

Exemplo 1.1.9 Sejam f = x*y?*—x*y®+x e g = 3x*y+y? em Rx,y] com a ordem lezicogrdfica
graduada. Entaoy = (4,2). Logo,

lem(Im(f),1lm(g)) = lem(x*y?, x*y) = x*y2.

Assim,

X4yz X4y2 1 1
S(f,g) = x3_y2f_ 3x'y

g =xf—3yg= Y +xE — gys.




Lema 1.1.10 Seja Z cif; com c¢i € K e mdeg(f;) = & € N, para todo 1.

i=1

Se mdeg (Z c-lfi> < b, entao Z cif; € uma K-combinagao linear de S-polinomios S(fj, fi),
i=1 i=1

com 1 <j,k <s. Além disso, mdeg (S(fj, fi)) < b.
Demonstragao. Seja d; := LC(f;), assim LC(c;f;) = cid;. Como mdeg(f;) =6,Vi=1,...,s

S S
e mdeg (Z cifi) < 6, temos que thdi = 0 (do contrério, terfamos 1t (}_{ ;cifi) =
i=1 i=1

(> i cidi) X%, logo mdeg (>_;_; cifi) = §, absurdol!).

Defina p; = El e observe que p; tem coeficiente lider 1. Assim,
i

Z cifi = Z cidipi
i=1 i=1
= cidipr + -+ csdsps

= cdi(pr—p2) + (crdi +cada)(p2 —p3) + -+ (cidi + - - + co1ds—1) (Ps—1 — Ps)
+(crdy 4+ -+ - + csds)ps

Como Im(f;) =x% Vi=1,...,s, temos lem(lm(f;), Im(fx)) = x® para todo i € {1,...,s}.
Observe que

x° x° x® x° f;  fx

fi,fi) = ———1; — fo = ——f; — =5 _x _p b
36 il ()0 T6(f) < dXS T dXe T4 d D Px

Dali,
Y cifi =cidiS(fi, f2) + (crds + c2d)S(f2,f3) + -+ + (cr1dy + -+ + c1d1)S(Fi1, ) + Ops.
i=1
Finalmente, como lt(p;) = 1x%, Vi =1,...,s, temos que
mdeg(S(fj, fx)) = mdeg(p; — px) < 9.
|

Teorema 1.1.11 (Critério de Buchberger) Sejam I C Klxj,...,xq] um ideal e G ={g1,..., g¢}
uma base para 1. Entao, G € uma base de Groebner para 1 se e somente se para todos i #j o
resto na divisio de S(gi, g5) por G (listada em alguma ordem) € zero.

Demonstracao. (=) Dados i # j, temos que

S(95,9) € (g1,-+-590) = L

Como G é uma base de Groebner para I temos que o resto na divisao de S(gy, gj) por G é zero.

(&) Para provar que (It(I)) = (It(g1),...,1t(g¢)), basta mostrar que 1t(I) C (It(g1),...,1t(g¢)).
Seja f € I\{0}. Como I = (gy,...,g), existem hy,..., hy € K[x1,...,x,] tais que

f:h]g]+"'+htgt. (].].)



Assim,
mdeg(f) < max{mdeg(h;g;): 1 <1i <t}

Seja m(i) := mdeg(hig;), parai=1,...,t, e defina
& = max{m(1),..., m(t)}.

Assim, mdeg(f) < 6. Agora, considere todas as possiveis maneiras em que f pode ser expressada
na forma (1.1). Para cada expressdo nds obtemos um & € N". Seja S o conjunto formado por
todos estes 6. Como a ordem monomial é uma boa ordem, S possui elemento minimo, logo
podemos escolher uma expressao (1.1) para f tal que & é minimal. Escolhido este  minimal, é
verdade que mdeg(f) = & (isto serd provado!). Como & = max{m(1),..., m(t)} temos que

mdeg(f) = & = m(i) = mdeg(h;g;)

para algum i € {1,...,t}. Assim, 1t(f) é maltiplo de lt(hig;) e lt(hig;) é multiplo de 1t(g;),
logo 1t(f) é multiplo de 1t(g;), e portanto 1t(f) € (1t(g1),...,1t(gt)), e isso mostra que G é uma
base de Groebner para I.

Agora, resta provar que mdeg(f) = 6. Suponha por absurdo que mdeg(f) < 6. Podemos
escrever

f= > hgi+ > hgi= ) (ng+lt(h)g—lt(h)g)+ Y higi=

m(i)=> m(i)<d

3 () g+ (h—lt(h))g) + Y higi =

m(i)=5 m(i)<d
Z 16(hi)gi + Z hi—lt(h))gi+ Y higi.
m(i)<d

Observe que a segunda soma tem mdeg < 8, de fato
mdeg((hi —1t(hi))gi) = mdeg(hi —1t(hi)) + mdeg(gi) <

mdeg(hi) + mdeg(gi) = mdeg(h;gi) = m(i) = .

Assim, a segunda e a terceira soma tem mdeg < §. Como mdeg(f) < 8, temos que a primeira

soma também tem mdeg < 8. Seja lt(hy) = cix*V, entdo a primeira soma Z It(hi)g; =
m(i)=>

Z cix"‘m gi tem exatamente a forma descrita no lema anterior, com f; = x 1) gi, ou seja,

m(i)=>

mdeg(f;) = 6 para todo i e mdeg Z cifi | < 6. Entao, este lema garante que Z cx*Wg,
m(i)=8 m(i)=5

é uma K-combinagdo linear dos S-polinomios S(x*0g;, x*® g,) e mdeg(S(x*V g;, x* gy )) < 8.

Observe que

5 5
(k) . X X

B 1t(gx

5
ali) g A xK gy — X i) .
S T = il 9
x® XYk X% xYix X8 [ xVix XYk
. 95 — =+ gk = 95 —
XVik 1t(g;) XYik 1t(gy) 1t(g;) 1t(gx

o=

5
xYik )gk) =X YJkS(gj gk)



onde xV* = lem(Im(gj),Im(gy)). Entao, existem constantes cj € K tais que

Y lt(higi = ZCJkX TIS(g5, gi)- (1.2)

m(i)=8

Vejamos que x®7Vik ¢ um monomio:

Seja xPY :=Im(gy), para todo i. Como mdeg(x*Vg;) = & temos que & = (i) + B(i) para todo
i. Denotando (i) = (Kiry...y0tn) € B(i) = (Biry..., Bin) temos que y;x € obtido de B(j) e
B(k) da seguinte maneira:

Yix = (maX{ij Biaky o, maX{Bjm Bin))-

Se & = (81,...,04), entdo &; > max{fji, Bxi}, para todo i, de fato, como & = o(j) + B(j) temos
que &; = o + Bﬂ > Bji, e como & = (k) + B(k), temos que &; = oy + P > Pii. Portanto,
8 > max{pji, Pri}, para todo i. Isso mostra que x° é multiplo de x¥i*, e logo x*7Yi* ¢ um
monomio.

Dividindo cada S-polinémio por gy,..., g, por hipotese o resto é zero, assim temos

S(9j> gk) = Q1xd + -+ Agrge = Z Ay gi

para alguns aijx € K[xi,...,xy]. O algoritmo da divisdo também nos garante que para todos
1,j, k temos

mdeg(aygi) < mdeg(S(gj, gi)). (1.3)
Dali,

t t
X YES(gj, gi) = X"V Z Qijkgi = Z bijigi

i=1

onde by = X3 Vikq; k. Veja que

(1.3)
mdeg(bigi) = mdeg(x* V*aigi) = mdeg(x* V%) + mdeg(aixgi) <

mdeg(x* %) + mdeg(S(g;, gx)) = mdeg(x*"%S(gj, gi)) = mdeg(S(x*V g, x* M gi)) < 5.
De (1.2) segue que

Z lt( Z Cj kx ik 9]) gk Z C)k <Z bt]k91> - Z fhgl
m(i)=5 i
Como mdeg(bijkgi) < & segue que mdeg(ﬂigi) < § para todo i. Portanto, f se escreve como

f_ZMHZ he—16(h))gi+ > hegi = pigi + -~ + Pes

m(i)<6
com mdeg(pigi) < 0 para todo i € {1,...,t}. Logo,
6o := max{mdeg(pigi) : 1 <1<t}

é tal que g € S e §p < 6 = min S, absurdo. m



Exemplo: Sejam g1 =y—x? e g, = z—x> em K[x,y, z] e considere o ideal I = (g1, g). Entao,
G ={g1, g2} é uma base de Groebner para I com respeito a ordem lexicografica com y > z > x.
Para provar isso, considere o S-polinomio

z z
S(g1,92) = %(y —x*) — %(Z—XS) = —zx? 4+ x2°.

Dividindo S(gs,g2) por g1, g, obtemos
—zx* 4y =% (y—x) + (—xH) - (z—x}) +0,

como o resto é zero, pelo Critério de Buchberger temos que G = {gs, g2} é uma base de Groebner
para I.

Agora, considere a ordem lexicografica com x >y > z. Neste caso, temos que
x? 5 x? ;
S(g1,92) = _—Xz(—x +y) — —_x3(_x +2z)=—xy+z
Dividindo S(gs, g2) por g1, gz obtemos
—xy+z=0-(—x"+y)+0: (= +2) + (—xy + 2).

Portanto, G nao é uma base de Groebner para I.

1.2 O Algoritmo de Buchberger

Sabemos que todo ideal em K[xq,...,x,] possui uma base de Groebner. Vejamos, agora um al-
goritmo que nos permite encontrar, de forma construtiva, uma base de Groebner para um ideal
polinomial I partindo de uma dada base para I. Mas, primeiro vejamos isto por um exemplo:

Considere o anel K[x,y] com a ordem lexicogréfica graduada e seja I = (fy,f;), onde f; =
x3 —2xy e f; = x*y — 2y? + x. Dividindo S(f,f;) = —x? por F = {f, 2} obtemos como resto

S, fa) = —x2 £ 0.

Portanto, F = {f;, f2} ndo é uma base de Groebner para I.

Seja f3 := —x? e considere agora F = {fi, f5, f3}. Observe que
S(fl)fZ)F: —x?,
S(f1 ) fZ) = O)
S(fhfs)F: —2xy,
S(f1,f3) =—2xy #0

Portanto, F = {f;, f2, f3} ndo é uma base de Groebner para I.

Seja fq := —2xy e considere agora F = {fy, f;, f3, f4}. Observe que

F

S(f1,f2) =0,
F

S(f],fg)F =0,

S(f1>f4) :0>

F

S(fz,f3) = Zyz +x 7£ 0.



Portanto, F = {fy, f,, f3, f4} ndo é uma base de Groebner para I.

Seja f5 := —2y* + x e considere agora F = {f;, f,, f3, f4, f5}. Observe que

S(fi)fj)F:O> VI)JE{]»)S})I#J

Portanto, F = {fy, {2, f3, f4, f5} é uma base de Groebner para I.

Lema 1.2.1 O anel K[xq,...,x,] € noetheriano, isto é, dada uma cadeia ascendente de ideais
em K[X1y ..., Xnl
LCLCLC---

existe um inteiro positivo N tal que
In=Iy1=Inp2="--.

Demonstracao. Seja
I:={JL
i=1

e observe que I é um ideal em K[xj,...,x,], de fato, I # () pois 0 € I. Dados f,g € T e
p € Klxi,...,Xq], existem indices j, k tais que f € Ij e g € Ii, digamos que I; C Ir. Assim,
f,g € Ix. Como Iy ¢ ideal temos que f+ g € Iy e fp € L, logo f + g, fp € I. Pelo Teorema da
Base de Hilbert, I = (fy,...,fs), para alguns fy,...,fs € K[xy,...,x,]. Paracadai€{1,... s},
temos que f; € I, logo existe um indice j; tal que f; € Ij,. Seja

N := max{ji,...,]js}-
Assim, f; € I, C Iy, para todo i € {1,...,s}. Logo,
I=(f;,....f) CINCIny C---CL
Portanto, In=Iny1=In2=---. =

Teorema 1.2.2 (Algoritmo de Buchberger) Seja I = (fi,...,fs) # 0 um ideal polinomial.
Entao, uma base de Groebner para 1 pode ser construida em um niumero finito de operacoes
através do sequinte algoritmo:

INPUT: F = (f1,...,f,)
OUTPUT: a Groebner basis G = (gy,...,g¢) for I, with F C G

G:==F
REPEAT
G'=G
FOR each pair {p,q},p # q in G’ DO
G/
S:=S(p,q)
IF S # 0 THEN G := G’ U{S}
UNTIL G =G’

Demonstragao. Primeiramente, vejamos que em qualquer etapa do algoritmo temos que G
¢ uma base para I, de fato, inicialmente isso é verdade pois G = F. Suponha que numa dada
etapa temos que G’ é uma base para [. Na etapa seguinte, dados p,q € G’, com p # q, temos



que S(p, q) € I, pois I = (G’). Assim, o resto na divisdo de S(p, q) por G’ pertence a I, ou seja
S = S(p, q)G € 1. Portanto, G = G’ U{S} é base para [. Agora, vamos mostrar que o algoritmo

termina apds um numero finito de operacoes. Como G’ C G temos que 1t(G’) C It(G), e logo
(It(G")) C (1t(G)). Observe que

G’ C G = (It(G") c (It(G)),

de fato, se G’ C G, entéao existe um resto r = S(p, q)G, talquer ¢ G’ er € G. Sabemos que lt(r)
nao é divisivel por nenhum dos termos lideres dos elementos de G’, e portanto 1t(r) & (1t(G’)),
mas como T € G temos lt(r) € (It(G)). Assim, é verdade que

(t(G") = (t(G)) = G' =G.

Denotando por G; a base para I obtida na i-ésima etapa do algoritmo, temos a seguinte cadeia
ascendente de ideais em K[xq,...,X;]

(1t(G1)) C (1t(Ga)) C (1t(G3)) C - -
Como K[xq,...,Xn] é um anel noetheriano, existe um inteiro N > 1 tal que

(1t(GN)) = (16(Gns1)) = (6(Gny2)) = -+ -

logo
Gn =GN =Gnp2 =+

Portanto, o algoritmo termina e a base obtida é G = Gy. Por fim, resta provar que Gy é uma

base de Groebner para I. Sejam p # q em Gy e considere Sy := S(p, q)GN. Suponha por
absurdo que Sy # 0, entdo Gy = Gy U{Sn} . Como 1t(Syn) néo é divisivel por nenhum dos
termos lideres dos elementos de Gy, temos que Sy € Gy = Gny1, absurdo. Portanto, Sy = 0,
e pelo critério de Buchberger Gy é uma base de Groebner para I. =

Lema 1.2.3 Seja G uma base de Groebner para um ideal polinomial 1. Seja p € G um po-
linomio tal que 1t(p) € (t(G — {p})). Entao, G —{p} € também uma base de Groebner para
I

Demonstracao. Como G—{p} C G, temos que lt(G—{p}) C It(G), logo (It(G—{p})) C (It(G)).
Por hipétese, 1t(p) € (It(G —{p})), logo It(G) C 1t(G — {p}), dai (It(G)) C (1t(G —{p})).
Portanto, (I1t(G —{p})) = (1t(G)).

Como G é uma base de Groebner para I, temos que (It(G — {p})) = (It(G)) = (It(I)). Logo,
G — {p} é uma base de Groebner para [. =

Definicao 1.2.4 Uma base de Groebner minimal para um ideal polinomial I é uma base de
Groebner para I tal que:

(i) LC(p) =1, para todo p € G;
(ii) Para todo p € G, lt(p) ¢ (It(G — {p})).

Exemplo: Considere a ordem lexicogréfica graduada e a seguinte lista de polinomios:

f1 = x¥*—2xy

f, = xfy—2y*+x
f3 = —Xz

fs = —2xy

f5 = —Zyz +x
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Considere I = (f, f;). Vimos anteriormente que G = {fy, ..., fs} é uma base de Groebner para
[. Veja que

lt(f]) = —Xlt(fg)

16(f;) = —Ixlt(fy).

Pelo lema anterior temos que {f3, f4, f5} é uma base de Groebner para I.
Agora considere

E = —]fg, = X2
fi = —3fa=xy
f5 = —%f5 =yl — %X

e G ={f3, f4, f5}. Como 1t(f;) ¢ (1t(G —{f:})),i =3,4,5e¢ LC(p) =1, V p € G, segue que G ¢é

uma base de Groebner minimal para I.

Observacao: Infelizmente um ideal I C K[xq,...,xn] pode ter muitas bases de Groebner
minimais. Por exemplo, o ideal I considerado acima também tem a seguinte base de Groebner
minimal

- N . 1
f3:x2+axy, fs=xy e fszyz—zx,
com a € K.

Definicao 1.2.5 Uma base de Groebner reduzida para um ideal I é uma base de Groebner G
para I tal que:

(i) LC(p) =1, para todo p € G;

(ii) Para todo p € G, nenhum mondmio de p pertence a (It(G — {p})).
Se fizermos a = 0 na observacao acima, obtemos uma base de Groebner reduzida para I.

Proposicao 1.2.6 Seja I # 0 um ideal polinomial. Entdo, fizada uma ordem monomial, 1 tem
uma unica base de Groebner reduzida.

Demonstracao. Seja G uma base de Groebner minimal para [. Vamos dizer que g € G é
reduzido em G se nenhum monémio de g pertence a (1t(G —{g})).
Nosso objetivo é modificar G até que todos os seus elementos sejam reduzidos.

Afirmacao 1: Se g ¢é reduzido em G e H é uma outra base de Groebner minimal para I,
com g € H e lt(H) =1t(G), entao g é reduzido em H.

De fato: Como lt(G) It(H) e g € GN H temos que 1t(G — {g}) = It(H — {g}), logo
(It(G —{g})) = (t(H —{g})). Como g é reduzido em G, temos que nenhum mondémio de
g pertence a (1t(G — {g} ) = (It(H —{g})), portanto g ¢é reduz1d0 em H.

Agora, dado g € G seja g’ =g 9 e considere G’ = (G —{g}) U{g'}.
Afirmacgao 2: G’ é uma base de Groebner minimal para I e g’ é reduzido em G’.

e lt(g’) =1t(g):
Como G é uma base de Groebner minimal para I, temos que 1t(g) ¢ (It(G —{g})), logo
1t(g) nao é divisivel por nenhum dos termos lideres dos polinomios de G —{g}. Assim,
1t(g) serd o termo lider do resto g’ na divisao de g por G —{g}. Logo, lt(g) = lt(g’).
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e G’ é uma base de Groebner para I.
Como g € T e G —{g} C I segue que o resto g’ pertence a I. Logo, G’ C I. Sabemos que
It(g’) = 1t(g), entao 1t(G’) = 1t(G), logo (It(G’)) = (It(G)) = (It(I)), portanto G’ é uma

base de Groebner para I.

e G’ é uma base de Groebner minimal para I.
Como G é minimal, basta provar que 1t(g’) ¢ (1t(G' —{g'})) e que LC(g’) = 1.
E claro que LC(g’') =1, pois It(g’) =1t(g) e LC(g) = 1.
De G'—{g’} = G—{g} ver que 1t(G’—{g'}) = It(G —{g}), assim (1t(G'—{g'})) = (It(G—
{g})). Como G é minimal e g € G, temos que lt(g’) = lt(g) € (t(G—{g})) = (It(G'—{g’})),

logo G’ é minimal.

e g’ é reduzido em G'.
Como g’ é o resto na divisao de g por G —{g}, segue que nenhum monémio de g’ pertence
ao ideal (It(G —{g})) = (It(G’ —{g'})). Logo, g’ é reduzido em G’.

Agora, aplicando o processo acima em todos os elementos de G obtemos uma base de Groebner
reduzida para I, ja que este processo nao modifica termos lideres.

Para provar a unicidade, considere G e G duas bases de Groebner reduzidas para [.
Afirmacao 3: It(G) = lt(é)

Observe que (16(G)) = (It( > (1t(G)). Entao 1t(G) C (1t(G)) e 1t(G) C (1t(G)).

Seja lt(g) € 1t(G), entao lt(g) € <lt( )), logo 1t(g) é divisivel por algum lt(g) em lt(é). Como
1t(g) € (1t(G)), temos que lt( ) é divisivel por algum lt(gy) em 1t(G). Como G é reduzida, em
particular minimal, segue que lt(g) = 1t(gy).

Como 1t(g) | It(g) e 1t(g) | It(g) temos que lt(g) = lt(g) € lt(é), pois g e g tem coeficiente
lider 1. B

Portanto, It(G) = It(G).

Como G e G sdo bases minimais, temos que #G = #1t(G) = #lt((NS) = #(NS.

Como 1t(G) = 1t(G), dado g € G, existe g € G tal que It(g) = 1t(g). Se provarmos que g = g,
concluimos que G = G.

Como g, g € I temos que g — g € I, e como G é uma base de Groebner para I, temos que

g—ﬁ =0. Vejamos que g—g =g—g:

Como G é reduzida, temos que nenhum monoémio de g pertence a (1t(G —{g})), entdo nenhum

monodmio de g, exceto lm(g), pertence a (1t(G)) = (It(G)). Como g e g tem o mesmo termo

lider, segue que este termo lider nao aparece em g— g, logo nenhum monémio de g— g pertence
oy o ~ . ——=G

a (It(G)). Portanto, g — g é resto na divisao de g — g por G. Logo, g—g=9g—g =0e

portanto, g =¢. m

Como consequéncia da proposi¢ao acima, temos o seguinte fato:

(f1y...yfs) =(g1y...,gr) & (f1,...,fs) e (g1,...,g¢) tem a mesma base de Groebner redu-
zida.

Definigao 1.2.7 Seja G = {g1,...,9¢} € Klxq,...,x,] e fixe uma ordem monomial. Dado
f € Klxqy...,%n], dizemos que f reduz a zero médulo G (notagao: f —g 0 ) se f pode ser

escrito na forma
f=ajgr+ -+ aigy, com a; € K[xq,...,Xn],
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tal que sempre que a;g; # 0 devemos ter que mdeg(f) > mdeg(a;g;).

Lema 1.2.8 Seja G = (giy...,9gt) um conjunto ordenado de elementos de Klxy,...,xn] e seja
feKlxy,...,xq]. Se 6= 0, entao f —g 0.

Demonstracgao. Aplicando o algoritmo da divisao para dividir f por G, obtemos
f=ag1+ -+ aigy, com mdeg(f) > mdeg(aig;),

sempre que a;g; # 0. Portanto, f —g 0. =
Observe que, em geral, a reciproca nao é valida:

Se dividirmos f = xy? —x por G = (xy+ 1,y?>—1) com respeito a ordem lexicografica, obtemos
Xyl —x =y (xy+1)+0- (y* —1) + (—x—y).
Entio o = —x — y # 0. Mas podemos escrever
xy? —x=0-(xy + 1) +x- (y* —1),
e mdeg(xy? — x) > mdeg(x - (y?> — 1)), logo f —¢ 0.
Teorema 1.2.9 Uma base G ={gs,..., gt} para um ideal polinomial I € uma base de Groebner

se, e somente se, S(gi, gj) —c 0, V1i#]j.

Demonstracao. (=) Se G é uma base de Groebner para I, entao S(gs, gj) ©_ 0, Vi #j.
Pelo lema anterior, vem que S(gi, gj) —¢ 0, V1 #j.

(&) Suponha que S(gx, g;) —¢ 0, Vk #j. Entao existem ay,...,a; € K[x1,...,%x,] tais que

t
S(gx, gj) = Z a;g; e mdeg(S(gx, gj)) > mdeg(aigi), se a;g; # 0.

i=1
Isso é suficiente para concluir que G é uma base de Groebner para I, basta seguir o raciocinio
da demonstracao do Critério de Buchberger. m

Proposigao 1.2.10 Dado um conjunto finito G C K[xq,...,Xn], suponha que temos f,g € G
tais que

lem(Im(f),1m(g)) = Im(f)Im(g),
isto significa que os monémios lideres de f e g sao relativamente primos. Entao, S(f,g) —¢g 0.

Demonstragao. Podemos assumir que LC(f) = LC(g) = 1, pois S(f, g) = S(cf,dg),Vc,d €
K, de fato:
Y XY XY XY XY XY

S(efd9) = rm S ~ fag Y9 T @S T ang Y T k' )

onde x¥Y = lem(Im(f),lm(g)).
Escreva f =1m(f) +p e g =1m(g) + q. Como lem(Im(f),Im(g)) = Im(f)lm(g), temos que
Im(f)lm(g) . lm(f)lm(g)
Im(f) Im(g)
= Im(g)(Im(f) +p) — Im(f)(Im(g) + q)
= Im(g)lm(f) + plm(g) — Im(f)lm(g) — qlm(f)
= plg—q)—q(f—p)
= pg—df.

g= S(f) 9)>

S(f,g)
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Como f, g € G, basta provar que
mdeg(S(f, g)) > mdeg(pg) e mdeg(S(f, g)) > mdeg(qf).
Vejamos que
mdeg(S(f, g)) = max{mdeg(pg), mdeg(qf)}.
Isso segue do fato de que Im(pg) e Im(qf) sao distintos e logo, ndo cancelam. Para provar isso,
suponha que Im(pg) = lm(qf), entao
Im(p)lm(g) = Im(q)Im(f), dai Im(g) | Im(q)lm(f).

Como lm(g) e Im(f) sdo relativamente primos, vem que Im(g) | Im(q), logo Im(g) < Im(q),
absurdo! Pois Im(g) > lm(q), jd que g =1m(g) +q. =

Exemplo: Seja G = {yz +y,x> +y,z'} e use a ordem lexicogréfica graduada em K[x,y, z].
Como

3

lem(x®, z*) = x*z" = Im(x® 4+ y)lm(z*),

segue da proposicao anterior que S(x* +y,z*) — g 0. No entanto, usando o algoritmo da
divisao, obtemos

S +y, =2 -2 +z—Dyz+y)+0- X +y)+0- (") +v,

entao, S(x3 + vy, z*) ¢ =y #0.



Capitulo 2

Geometria Algébrica Projetiva

2.1 Espaco Projetivo
Vamos denotar o espaco afim K™ por A™(K).
Defina uma relacao de equivaléncia em A™'(K) \ {0} da seguinte maneira:
(X0y -+« yXn) ~ (Yoy- -y Yn) & (X0y -+ -y Xn) = A(Yoy-..,Yn), para algum A € K*.
Definicao 2.1.1 O espago projetivo n-dimensional sobre K € o conjunto
P™(K) = (A™(K)\ {0}) / ~
Denotamos um ponto p de P™(K) por

P = [xoy- oy Xl ={(Yoy .-y yn) : (X0, .oy Xn) ~ (Yo, -y Yn ),

e dizemos que (Xoy...,Xn) $G0 as coordenadas homogéneas de Pp.

Geometricamente, podemos pensar nos pontos de P*(K) como o conjunto das retas passando

pela origem em A™(K).
Proposigao 2.1.2 Seja Uy = {[xg,...,xn] € P*(K) : xo # 0}. Entdo a aplicagao

¢:AMK) — PYK)
(ary...,an) — [l,ar,...,a,]

¢ injetora e Imd = U,.
Demonstracao. Como ¢(ay,...,a,) =[1,ai,...,a.] € Uy, podemos considerar

¢ : A"(K) — Uo,.

Defina { : Uy — A™(K) por [ag, ay...,an] — (2—;,,3—;)
Vejamos que 1 estd bem definida:
Sejam [ay, ..., ay] = [bg, ..., b,] em Uy, entdo existe A € K* tal que (bg,...,b,) = A(ap,...

Assim, b; = Aqi, parai=0,...,n. Logo,

b b\ (A Aan) [ a,
b ) T e e ) Na )

14

, Qn).
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Vejamos que P o ¢ = Idank) e ¢ 0 = Idy,, de fato:

lbOd)(a],...,an):1])([1,a1,...,an])= <%) »%) = (ar,...,aq)
€
d)oll)([a())"')an]):(b(ﬁw-')&):|:]>E >&:|:[a0>ah y Q]
Qo Qo 0 Qo
|

Assim, podemos identificar P*(K) = Uy U H, onde
H={p e P"K):p=10,%X1,...,Xn]}.

Como ¢ é injetora e Im¢dp = Uy podemos identificar Uy com A™(K).
Como P*'(K) — H, dada por [x1,...,%xn] — [0,%1,...,%n] é uma bijecdo, podemos identi-
ficar H com P™'(K). Assim, podemos escrever

P™(K) = A™(K) UP™ ' (K).

Em particular, para n = 1 temos P'(K) = A'(K) UP°(K), onde identificamos P°(K) com o
conjunto {[0,y] : y € K} = {[0, 1]}. Entao, P°(K) tem um tnico ponto, e vamos denoté-lo por
oco. Portanto, a reta projetiva pode ser escrita como

P'(K) = A'(K) U{oo}.
Vejamos que além de U, temos outras copias de A™(K) dentro de P™(K).
Corolario 2.1.3 Para cada i € {0,...,n} seja
U; ={[x0y...,xn) € P*(K):x; # O}
(1) Eziste uma correspondéncia biunivoca entre U; e A™(K), para todo i =0,...,n.

(i) P™(K) \ U; pode ser identificado com P (K).

(it1) PM(K) = J U

i=0

2.2 Variedades Projetivas

Nosso proximo objetivo € estender a definicao de variedades ao espago projetivo.

Por exemplo, se f = x; —x3 € Rlxo, X1, X2, podemos tentar construir V(f) C P?(R) como sendo
os pontos [a,b,c] em P?(R) tais que f(a,b,c) = 0. Nesse caso, como f(1,4,2) = 0 terfamos
que p = [1,4,2] € V(f).

Observe que 2(1,4,2) = (2,8,4), logo p = [2,8,4] e f(2,8,4) = —8 # 0, assim, p ¢ V(f).

Para evitar problemas desse tipo, vamos usar polinomios homogéneos para definir variedades
projetivas.

Definicao 2.2.1 Um polinomio f é homogéneo de grau d se todo termo de f tem grau total
tgual a d.

Exemplo 2.2.2 Em K[x,y,z] temos que x*y? + 5x ndo é homogéneo e x” + 2x>y?> — 3xy® ¢
homogéneo de grau 7.
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Proposicao 2.2.3 Seja f € K[xo,...,xn] um polinomio homogéneo de grau d. Se f(ag,...,an) =
0 entao f(bgy...,bn) =0,V(bg,...,bn) € [ao,...,an]. Em particular,
V(f) ={lag,y...,as] € P*(K): f(ag,...,a,) =0}
estd bem definida como subconjunto de P™(K).
Demonstracgao. Seja (bg,...,b,) € [ag,...,a,], digamos que (bg,...,b,) = Alag,...,an),
para algum A € K*.
Como f é homogéneo de grau d, temos que
f(Aao, ..., Aan) = A% (ag,...,a,) =0.
Logo, f(bgy...,by) =0. m
Definicao 2.2.4 Sejam fy,...,fs € Klxo,...,Xn] polinémios homogéneos. O conjunto
V(f1y...,f) ={lagy...,as] € P*K): fi(apy...,a,) =0,Vi=1,...,s}
¢ chamado de variedade projetiva definida por fq,...,fs.

Vejamos agora uma relacao entre variedades afins e variedades projetivas.

Proposicao 2.2.5 Seja V = V(fi,...,fs) uma variedade projetiva em P™(K). Entao W =
VNU, pode ser identificado com a variedade afim V(gq,...,9s) C A™(K), onde gi(y1y...,Yn) =
fi(1,Y1y. -+, Yn), para todoi=1,...,s.

Demonstracgao. Sabemos que

Pv:Uy — A™(K)
[agy ..., an] (E,...,&)

ap Qo

¢ uma bijecao.
Vejamos que 11)( ) - V(Q], )gs):

Seja (— ) W([ao,- .., anl), onde [ag, ..., an € W. Como W = VN Uy, [ag,. .., an] €
Uy, logo ay 7é 0.
Como [ay, .. [],2(‘) ’ﬂoi| €V, temos que f; <1,a0) ’a_n>:0,‘v’i:1,...,s. Logo,

gi (g—; .y ao) =0,Vi=1,...,s. Portanto, (2—(‘), . ao) € V(giy..,9s).

Agora, vejamos que V(gi,..., gs) CYP(W):

Seja (ay...,an) € V(g1y...,9s). Assim, [T, a7,...,a,] € Ugefi(1,as,...,a,) = gi(ar,...,a,) =
o,vi=1,...,s

Logo, [1,a1,...,a. € VNUy = W, ou seja, ' ((a,...,a,)) € W, e portanto, (aj,...,a,) €
Y(W). =

Exemplo 2.2.6 Considere a variedade projetiva V = V(x} — xax0, %} — x3%3) C P*(R). Para
intersectar V com Uy, basta desomogeneizar os polinémios x5 —xaXg € X3 —x3x3 fazendo xo = 1.
Assim, obtemos

W = V(xi —x2,%] —x3) C A°(R).

Também podemos desomogeneizar com respeito a outras varidveis, por exemplo VN U; € iden-

tificado com a variedade afim V(1 —xxo, 1 — x3x3).
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Definicao 2.2.7 Seja f € K[x1,...,xn] com degf = d. Podemos escrever f de maneira tinica
como
d
=> f,
i=0
onde degf; =1,Vi=0,...,d. Dizemos que fy,...,fq sao as componentes homogéneas de f.

Agora, vamos ver que uma variedade afim em U; pode ser escrita como V N U; para alguma
variedade projetiva V.

Por exemplo, considere a variedade afim W = V(x; — x3 + x%) em Uy = A?(R). Como f =
X2 — X} 4+ x4 nao é homogéneo, vamos incluir uma varidvel xy para tornar f homogéneo. Como
f tem grau total 3, modificamos f de modo que todo termo tenha grau total igual a 3. Assim,

obtemos
fh 2

= x2%5 — X3 + xixo.
Logo, W = Uy N V(f'). Note que desomogeneizando f* fazendo xy = 1, obtemos f.
Proposigao 2.2.8 Seja g(x1y...,%xn) € KlX1,...,Xn] um polinémio de grau total d.

(1) Seja g = Zf:o gi a expansao de g como uma soma de componentes homogéneas, onde g;
tem grau total i. Entdo

d
g"(Xoy -y Xn) = ) GilXa,.ony xa)xXg
i0

¢ um polinémio homogéneo de grau total d em K[xo,...,xn]. Chamamos g" a homoge-
neizagao de g com respeito a Xo.

(il) A homogeneizagdao de g com respeito a Xy pode ser calculada usando a formula

gt =xdg (2., =
0 XO cll)xo .

(iii) Desomogeneizando g™ com respeito a xo obtemos g, isto é,

gh(1yx1>-'°)xn) = Q(Xh”-)xn)-

(iv) Seja F(xoy...,Xn) um polindmio homogéneo e seja x§ a maior poténcia de X que divide
F. Se f=F(1,x1,...,%a) € uma desomogeneizacao de F, entdo F = x§ ™.
Demonstragao.

(i) Como g; tem grau total i segue que gix3~* tem grau total i+ d —i = d. Logo,
g 9iXo
9" = go(X1y -+ oy Xn)XG 4 91 (X1y ooy X )XG T A GalXry ey X )xG T

é um polinémio homogéneo de grau total d em Klxy,...,xn].

(ii) Observe que

N X1 Xn\ Z X1 xn
dg %) T gi SR

X1 Xn X1 Xn X1 Xn
= Xogo( ...,—)—f—Xog] (—,...,— + - +Xogd yeeey—
Xo X0 X0 X0 Xo X0

1 1
= xggo(x1,...,xn) +X8X—g1(X1,...,Xn) +"'+nggd(X1,...,Xn)
0 0

ngO(Xl)---)Xn) +X87]91(X17--->Xn) +"'+X(c)17dgd(xh---)xn)

= gh_

)
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(ii1) Como g"(Xoy«++yXn) = 3 oo GilX1y ..oy X )XE™H, temos que

d

g (1, %1y« vy Xn) :Zgi(xh...,xn)ld_i =g(X1y...yXn).
i=0

(iv) Seja d = degF. Digamos que F = a;x}'x* + -+ + ax'x*, onde a; € K e x* é um
) g g 0 0
monomio em K[xq,...,xq].
Como F é homogéneo de grau d, temos que p; + || = d,Vi = 1,...,t. Como f =
F(1,X1,...,Xn), temos que
f=ax™ + - 4+ ax*.

Observe que deg f = d— e, pois x§ é a maior poténcia de xo que divide F. Agora, digamos
que

' = apxd'x™ + - 4 axdx .
Assim, g; + o] = d—e,Vi = 1,...,t. Logo, gt +e =d— | =p, Vi = 1,...,t.
Portanto,

ech qi1t+e, o qtte,
xof" = aixg' XY A axg X
Xt

= axg' XM 4+ 4 axg'x
- F

Observagao: A homogeneizacao e a desomogeneizacao de um polinomio pode ser feita de
forma andloga com respeito a qualquer outra variavel.

Exemplo 2.2.9 Seja g =y—x>+x € K[x,y] e considere a variedade afim V(g) C U, = A?(K).
Temos que g = yz>—x>+xz2. Logo, V(g) ¢é identificada com VNU, em P?(K) onde V = V(g").

Definicao 2.2.10 Seja I um ideal em K[xg,...,Xn]. Dizemos que 1 é um ideal homogéneo se
para cada f € 1, as componentes homogéneas f; de f também pertencem a 1.

Exemplo 2.2.11 Seja I = (y —x?) C K[x,yl. As componentes homogéneas de f =y — x> sdo

fi =y ef, = —x%. Nenhum desses polinémios pertencem a 1 pois nenhum é miiltiplo de y—x2.
Portanto, 1 nao € ideal homogéneo.

Lema 2.2.12 Sejam f,fy,...,fs € Klx1,...,xn] polindmios homogéneos. Dividindo f por
f1y...,fs (com respeito a qualquer ordem monomial) escrevemos

f=aifi+---+afs+m,

onde aj,y...,as,7 € Klx1,...,Xn] € nenhum termo de v € divisivel por nenhum dos termos
lideres dos f{s. Entao, ai,...,as 1 também sdo polindmios homogéneos. Mais precisamente,
deg(r) = deg(f) e deg(a;) = deg(f) —deg(fi), 1 <i<s.

Demonstracao. Sejam d = degf e di = degf; parai=1,...,s.

Dividindo f por fi,...,fs, olhamos para lt(f) e digamos que seja divisivel por 1t(f;), assim q;
recebe um termo p de grau d — d; para que haja o cancelamento. Assim, temos que f' = f —pf;
¢ o novo polinomio a ser dividido por fy,...,fs. Agora, observe que pfj é homogeéneo de grau

d. Logo, f’ é homogéneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o 1t(f’) e adiciona-lo ao
resto, temos que 1 j4 comega como um polindmio homogéneo de grau d.
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Prosseguindo, vamos dividir f’ por fy,...,fs. Digamos que It(f") seja divisivel por 1t(f;), assim
a; recebe um termo q de grau d — d; para que ocorra o cancelamento. Assim, temos que
f"” = f' — qf; é o novo polinémio a ser divido por fy,...,fs. Observe que qf; é homogéneo de
grau d, logo f” é homogéneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o It(f”) e adicioné-lo
ao resto, temos que 1 continua sendo um polindomio homogéneo de grau d. Observe também
que se i = j, temos que a; = p + ¢ continua sendo um polinomio homogeneo de grau d — d;.
Prosseguindo com o algoritmo da divisao, terminaremos com cada a; homogeneo de grau d — d;
e o resto homogéneo de grau d. m

Lema 2.2.13 Se f,g € K[xq,...,Xq] sdo polinomios homogéneos, entio o S-polindmio S(f, g)
¢ homogéneo.

Demonstragao. Seja x¥ = lem(Im(f),lm(g)) e digamos que degx” = d.
Temos que
xY xY

S(f>g) = lt(f)f_ lt(g)g

1t(f)

Como f é homogéneo cada termo de f tem grau d;, logo cada termo de

Y Y
Sejam d; = degf e d; = degg. Assim, deg (X—) =d—d; e deg (@) =d—d,.
Y

ltjf)f tem grau (d —

v

d;) + d; = d. Portanto, ltx(_f)f ¢ um polinébmio homogéneo de grau d.

Y
Como g é homogéneo cada termo de g tem grau d,, logo cada termo de

1t(g)

g tem grau

XY
(d —d;) + d; = d. Portanto, ——g é um polinémio homogéneo de grau d.

1t(g)

Logo, S(f,g) é um polinomio homogéneo de grau d. =

Teorema 2.2.14 Seja I um ideal em K[xg,...,Xxn]. Sdo equivalentes:
(1) T € ideal homogéneo.
(il) T = (fy,...,fs), onde fy,...,fs sao polindmios homogéneos.

(ii1) Uma base de Groebner reduzida para 1 (com respeito a qualquer ordem monomial) consiste
de polinomios homogéneos.

Demonstragao.

(i) = (ii) Suponha que I é um ideal homogéneo. Pelo Teorema da Base de Hilbert, temos
que I = (Fy,...,Fy), para alguns Fy,...,F € K[xo,...,%n]. Escreva cada F; como soma de suas
componentes homogéneas
F=> Fi
i

Como I ¢ homogeéneo, temos que todos Fj; pertencem a I.
Seja I’ o ideal gerado pelos polinémios homogeéneos Fj;. Assim, cada Fj; = Z F;; pertencem a

i
I’ Logo, I C I'. Como Fj; € I para todos 1i,j temos que I’ C I. Portanto, I =1".
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(ii) = (i) Se f =) ,fi e g =), gi sdo as expansoes de dois polindmios como a soma de suas
componentes homogéneas, entao as componentes homogéneas hy do produto h = fg sao dadas

por
hvk — Z figj)
i+j=k
de fato, observe que
fg=) figi+ ) figi+--
i+j=0 i+j=1
é expansao de fg como soma de componentes homogéneas. Por hipétese, I = (fy,..., fs) onde
f1,...,fs sao polindbmios homogéneos.
Seja f € I, entao f = a;f; + - -- + a,fs, para alguns a;,...as € Klxg,...,x,]. Escrevendo a;

como a soma de suas componentes homogéneas temos
ay = E ary.
i

Como f; é homogéneo, digamos de grau d, temos que f; = f4 é a expansao de f; como soma
de suas componentes homogéneas. Logo, a expansao de a;f; como soma de suas componentes

homogéneas é
afy = Z arifq + Z arifg +---
i+d=0 i+d=1
Como fq = f; € I temos que cada componente homogénea de a;f; pertence a I.
Esse processo pode ser feito para cada a;f;. Logo, cada componente homogénea de a;f; pertence
a [. Assim, cada componente homogénea de f pertence a I. Portanto, I é um ideal homogéneo.

(ii) = (iii) Por hipdtese, I = (fy,...,fs), onde fy,...,fs sdo polinémios homogéneos. Pelo
Lema 2.2.13 os S-polinomios S(fj, fj) sdo homogéneos.
Utilizando o Algoritmo de Buchberger obtemos uma base de Groebner

G :{fh-")fs»fsﬂw--)fm}

para I, onde fg.q,...,f sd@o obtidos como restos nas divisoes dos S-polinémios por uma lista
de fls, e logo fgi1y...,fn sdo polindmios homogéneos pelo Lema 2.2.12. Assim, temos uma
base de Groebner G para I formada por polinomios homogeéneos.

Como a base de Groebner reduzida G para I é tal que seus elementos sao alguns dos elementos
de G multiplicados por uma constante (para que tenham coeficiente lider igual a 1), segue que

G é uma base de Groebner reduzida para I formada por polinomios homogéneos.

(ii1) = (ii) E imediato.
| ]

Seja I um ideal homogéneo em Klxg, ..., X,]. Vejamos que
V(D) ={p € P*(K) : f(p) =0, Vf € I,

estd bem definido como um conjunto.

Seja [agy...,an] = [bo,...,bs] € P*(K) e suponha que f(ag,...,a,) = 0,Vf € I. Vamos
mostrar que f(bg,...,b,) =0,Vf € L.

Seja f € 1. Como [ay,...,a,] = [bg,...,by], existe A € K* tal que (bg,...,bn) = Alagy...,an).
Como I é um ideal homogéneo, existem polindomios homogéneos fi,...,fs € Klxgy ..., Xnl,
digamos que deg(f;) = d;, tais que I = (f,...,fs). Como f € I, temos que

f:91f1+"'+95fs>
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para alguns gi,...,gs € K[xo,...,x,]. Temos que fi(agp,...,a,) =0,Vi=1,...,s, logo
f(boy ..., bn) = igi(bo,...,bn)ﬂ(bo,...,bn)
i=1
= i gi(Aag, ..., Aa,)fi(Aag, ..., Aay)
i=1

— Zgi(Aao,...,?\an)Adiﬂ(ao,...,an)
i=1

= 0.
Proposicao 2.2.15 Seja I um ideal homogéneo em Klxo, ..., xn] € suponha que I = (f1,...,fs),
onde fy,...,fs sao homogéneos. Entao

V(I) = V(f, ..., o).

Demonstragao. Seja p € V(I). Como fy,...,fs € I, temos que fi(p) =0,Vi=1,...,s. Logo,
p V(fi,...,fs).
Agora, seja q € V(fq,...,fs). Dado f € I, temos que
f:91f1 +"‘+95fs,
para alguns gi,...,gs € K[xg,...,Xn]. Assim, temos que

f(q) = gi(q)fi(q) +-- -+ gs(q)fs(q) =0.

Portanto, g € V(I). =

Proposigao 2.2.16 Seja V C P*(K) uma variedade projetiva e seja
I(V) ={f € K[xgy...,xn] : f(ag,...,an) =0,V]ag,...,a.] € V}

(isto significa que f precisa zerar todas as coordenadas homogéneas de todos os pontos em V).
Se K € infinito, entao I(V) é um ideal homogéneo em Klxg, ..., Xn].

Demonstracao. Como I(V) é fechado para a soma e fechado para produtos com elementos
de Klxg, ..., %n], temos que I(V) é um ideal.
Seja f € I(V), digamos que deg f = d, e seja a = [ag,...,a,] € V. Escreva

d
f=) f
i=0
onde fy, ..., fq sdo as componentes homogéneas de f. Vamos mostrar que f; € I(V), para todo

ie{0,...,d}
Como f € I(V) e [ag,...,a,] € V temos que f(Aayg,...,Aa,) = 0,VA € K*.
Observe que

d d
f(Aag,y ..., Aa,) = Zﬂ(?\ao, coyAay) = Z?\iﬂ(ao, ceey Q)

i=0 i=0
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d

logo Z?\iﬂ(ao, ...y Q) =0, para todo A € K*.
i=0

Defina

d
p(x) = inﬂ(ao,...,an) e K[x].
i=0

Como p(A) = 0,VA € K* e K* é infinito, temos que p = 0, ou seja, todos os coeficientes de p
sao iguais a zero, isto é, fi(ag,...,a,) =0,Vi=0,...,d.

Como f; é homogéneo temos que f; se anula em todas as coordenadas homogéneas de a. Por-
tanto, para cada i € {0,...,d} temos que f;(a) = 0,Va € V, ou seja, f; € I(V). Isso prova que
I(V) é um ideal homogéneo. m

Proposicao 2.2.17 Seja W C P*(K) uma variedade projetiva e suponha que (W) € um ideal
homogéneo. Entao V(I(W)) =W.

Demonstracao. Dado p € W temos que f(p) = 0 para todo f € I[(W), logo p € V(I(W)).
Portanto, W C V(I(W)).

Por outro lado, como W é uma variedade projetiva, temos que W = V(fy,...,fs) para alguns
polinémios homogéneos fq,...,fs. Seja ] = (fy,...,fs), temos que W = V(]). Assim, [(W) =
I(V(])).

E claro que ] CI(V(])) = I(W), e logo V(]) D V(I(W)), ou seja, W D V(I(W)). =



Capitulo 3

Cdédigos de Reed-Muller sobre
Intersecao Completa

3.1 Coddigos sobre intersecoes completas

Um anel graduado é um anel R juntamente com uma decomposicao em soma direta
R= R,
i>0

onde cada R; é um grupo abeliano, e RiR; C Rij; para i,j > 0. Um elemento homogéneo de
R é um elemento de algum R;, e um ideal homogéneo de R é um ideal gerado por elemen-
tos homogéneos. Nessas condigoes, um moédulo graduado sobre R é um médulo M com a

decomposicao
M= P M,
i=—00

onde cada M; é um grupo abeliano, e RiM; C M, para todos i e j. Precisaremos ainda, de
uma notagao que indica o deslocamento da graduagao (shift) em d passos, ou seja, consideramos
o médulo graduado M(d) isomorfo a M com a graduacao

M(d)e = Md+e-
Sejam K um corpo finito com ¢ elementos, onde q é uma poténcia de um primo p e
A = Klxg,X1y...,Xn] = ®j>0A; 0 anel de polinomios nas varidveis X, X1, ..., Xy sobre o corpo
K, com a graduacgao usual. Seja X ={Py,...,Pn} CP*(K) e
Iy={f€A [ f(P)=0,Vi=1,...,m} =P Ix,
j=>0

o ideal gerado pelos polinomios homogéneos que se anulam em X e o anel quociente
Ry = A/lx = ®j50Ai/Ix;.
A funcao de Hilbert do anel Ry é definida por
Hy(j) := dimg Aj — dimg Ly, Vj € Z

a série de Hilbert correspondente é dada por
Fe(t) =) Hx(j)L.
j=0

Seja Iy = @2, Iy, com Ly, # 0, onde y ¢ o menor grau de uma componente homogénea
nao trivial do ideal Iy. Existe um inteiro ay chamado de a-invariante de Ry tal que:

23
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(1) Hx(j) =dimg Ay = (jfln) se, e somente se, j < ;
(2) Hx(j) <Hx(G+1) <mpara 0 <j < ay;
(3) Hx(j) = m paraj > ax.

O numero ay + 1 é chamado de indice de regularidade de Ry.

Observagao 3.1.1 Pode-se mostrar que paraj > ax a funcao de Hilbert Hx (j) € um polinémio
em j, chamado de polinomio de Hilbert e € tal que degHy(j) = dimRy — 1, onde dimRy € a
dimensao de Krull de Ry, ver [4, 4.1.8]. Como mencionado acima, para j > ay no n0sso caso
temos Hy(j) = m, logo dimRy = 1.

Lema 3.1.2 Seja f € A um polinomio que ndo se anula em mnenhum ponto de X. FEntao,
f € Ry nao € um divisor de zero em Ry.

Demonstracao. Por hipétese f(P;) # 0 para todo i = 1,...,m. Seja g € Rx\{0}, ou seja,
g € A\lx, logo existe 1 € {I,...,m} tal que g(P;) # 0, entao (f - g)(P;) = f(Pi) - g(Pi) # 0,
implicando f- g € A\ly, logo f- g # 0 portanto f ndao é um divisor de zero em Ry. m

No que se segue gostariamos que Xy € Ry nao fosse um divisor de zero em Ry, mas isso nem
sempre é verdade, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.1.3 Sejam K =F,, A = K[xg,x1,%2], =% €
X ={1,0,0],10,1,0],[0,0,1],[1,1,1]} ¢ P*(K).

Se g = x1 + xa, temos ¢(0,1,0) =1 #0, logo g & Ly, consequentemente g = 0 em Ry. Mas
fg = xox1 + Xxox2 € Ly, e assim fg =0 em Ry, portanto f é um divisor de zero em Ry.

Uma maneira de resolver esse problema ¢ a seguinte.

Exemplo 3.1.4 Considere o exemplo 3.1.3. Seja X uma extensio de K tal que [K : K] = 3,
logo existem wuy, Uy € K tal que {1,wy, Uy} € uma base para K como um K- espaco vetorial. Desse
modo, ay+wa;+uay # 0 tomando ag, ay, a; € K nao todos nulos. Defina g := Xo+wiX;+UXy,
entdo g ndo se anula em nenhum ponto de P*(K), e portanto g ndio é um divisor de zero em
Rx. Agora considere a aplicacdo linear:

T:PY(K) — P*K)
lap, ar,az] — [ap +wiay +uzay, aj, az

que € um isomorfismo, pois sua matriz

1T w w
Tl= 0 1 0
0 0 1
¢ claramente invertivel. Temos que

T(1,0,0) (1,0,0)
T(0,1,0) = (w,1,0)
T(0,0,1) (up,0,1)
T(1,1,0) (1 +u1,1,0)
T(1,0,1) = (1 +uy0,1)
TO0,1,1) = (w+uyl, 1)
T(1,1,1) (T4+w +uy1,1).
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Além disso, T = xo ndo se anula em T(X), logo T nio é um divisor de zero em Ry = A/IT(X),
onde A = K[xg, X1, X2].

No caso geral, Seja K uma extensao de K tal que K: K] = n+1, logo existem wy,...,u, € K
tal que {1,uy,...,u,} é uma base para K como um K-espaco vetorial. Desse modo,

Xo +WiX1 + ...+ Upxy # 0 tomando Xg,X1,...,Xs € K nao todos nulos.

Defina g := xo + WXy + ... + UyX,, entdo g nao se anula em nenhum ponto de P™(K), logo
nao se anula em nenhum ponto de X, e portanto g nao é um divisor de zero em Ry. Agora
considere a aplicagao linear:

T:PY(K) — P"(K)
[X0y X1y eeeyXn] — [Xo+ WXy F oo+ UnXny X1y ey X

que é um isomorfismo, pois sua matriz

T w w U,

O 1 0 0
m=]0 0 1 0

O 0 0 --- 1

é claramente invertivel. Agora vejamos que:

P € P*(K) anula g se, e somente se, T(P) € P*(K) anula f := x,. De fato, se P =

(ap, aiy...,a,) anula g temos que ap + wa; + ... +uqsa, = 0, logo T(P) = (0,as,...,a,),
e portando f(T(P)) = 0. Reciprocamente, se f(T(P)) = 0 entao T(P) = (0, as,...,a,), logo
existe ap € K tal que P = (ap, as,...,a,) e ap +wa; +...+uw,a, =0, portanto g(P) =0.

Assim como g nao se anula em nenhum ponto de &, temos que f = xo nao se anula
em nenhum ponto de T(X), e portanto f nao é um divisor de zero em Ry = A/Iyx), onde
A = KXoy X1y« ey Xnl-

Observagao 3.1.5 A aplicagio T acima € chamada de mudanga de coordenada projetiva,
tal aplicacdo induz um K-isomorfismo

T: l~<[xo,x1,...,xn] — l~<[xo,x1,...,xn]

tal que, para todo [ay,...,a,] € P*(K) e todo polinémio f

T.(f)(ao»"-)an) = f(Til(aO)"wan)) =1 <Clo _Zuiai) ah"')an> )
i=1

ver [6]. Observe que

T(f)(T(b)) = f(b), para todo b € P*(K).

Observagao 3.1.6 Assim vamos assumir a partir de agora, passando possivelmente a uma
extensdo finita K de K e aplicando a K[xo, X1, ..., Xn] wm isomorfismo linear, que a primeira
componente de cada ponto de X € nao nula. Nesse caso, Xo nao se anula em X, entao xg := Xo
nao € um divisor de zero em Ry. Assim Ry contém um subanel isomorfo a K[xol, e vamos
escrever Klxg] C Ry. Como consequéncia, vemos que Ry tem uma estrutura natural de K[xo]-
modulo.



26

Definicao 3.1.7 Sejam M = ®jczM; e M/ = @jezMj’ modulos graduados sobre um anel R.
Dizemos que um homomorfismo @ : M — M’ € graduado de grau d se

©(Mj) € M{,,, para todoj € Z.

Considere o nimero h; := Hy(j) —Hx(j — 1), paracada j > T e hy = 1.

Proposicao 3.1.8 Existe um isomorfismo graduado, de grau zero, de K[xqo]-mddulos, entre Ry

e D Klxol ()"

Demonstracao.
Temos Ry = €@ Ry, onde Ryp = K e seja hj = dimg Ryj; — dimg Ry j_1, para j > 1 com
j>0
ho=1.

Comecemos pela construcao de bases de Ryj, como K-espaco vetorial, por inducao. Para
~ ’, .« . ~ X

R0, temos a base Ag = By = {fo1 = 1}. Como % nao é um divisor de zero, entao Ry - Ry i1
¢ uma aplicacao linear injetora. Seja Bj a K-base de Ry, entao xoB; ¢ linearmente independente
em Ry;p. Para 0 <j < ax, temos que hj;; = dimg Ry 11 — dimg Ryj > 0 e portanto existe
um conjunto Ajy1 = {fji11,..., fjr1n,,} C Ry, tal que By = xoBj U Ajy € base de Ry i1
como K-espaco vetorial. Para j > ax + 1, xoB; é base de Rx 1.

Em outras palavras:

By = A base de Ry

B =%xoBy UA; = x0Aq UA; base de R/\/J

Bz = XoB] U Az = XéAo U XoA] U Az base de R;(’z

ig. . - o R (3.1>
ay — X()BaX_1 U AQX =Xy Ao U---u XOAaX—1 U Aa;( base de RX,aX

ayx+1
Bax+1 = XOBaX U Aax-H = XOX A() U---u XOAaX U Aax-H base de RX,aX-H
By =%B; =x,"TA U UxX), YA base de R
j+1 = Xobj = X oY - UXy ax+1 ase de X,j+1

paraj > ay + 1.
Temos que

UXBAO U UXEA] U...U UX%AQX_H,

i>0 i>0 i>0
¢ uma K-base para Ry e denotando por A;K[xq] o K[xe]-médulo gerado por A; temos
(l,y+1

Ry = P AjKixol,
j=0

Finalmente

W (Kxol(—j))M — AjKI[xo]
(P1(X0)y .-y Pry(x0)) = Prlxo)fjn 4 -+ Pry(x0)fin

¢ um isomorfismo graduado de grau zero de K[xo]-médulos graduados. De fato, se
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Wi ((p1(x0)y .-+ Pr;(x0))) = 0 temos que

Zpi(XO)fj,i = Z(Zaﬂxo> j,i
i=1

i=1

1
= 2 2 ai,iXofji

1=0 i=1
h; h; h
t
= E aiyofj,ﬁ— E ai)1Xofj‘i+...—|- E ai‘tXij‘i
i=1 i=1 i=1
Vv
€Rx,; ERx j+1 ERx j+t
-0

como a soma Rxj + Ry jt1+ ...+ Rxjre = Ry j ® Ry ji1 @ ... & Ry € direta, temos que

h
Z aiixpfii =0 paracadal=1,...,t

i=1

Como {x§fj1,... ,x})fj,hj} ¢ um conjunto K-linearmente independente, temos que a;; = 0 para
todo 1 <i<hje0 <1<t logo pi(xo) = 0 para todo 1 < i < hy. Portanto ¥j é injetor.
Veja que a imagem do elemento (0,...,1,...,0), que é de grau j em (K[xo](—j))"™, é enviado

em fj; que é de grau j em A;K[x,]. Por outro lado, por (3.1), os elementos x})fj’i, onde 0 <1<t
e 1 <1i < hy, sao todos K-linearmente independentes.
Dessa forma temos

R = @D (kixol (=) . (3.2)
]

Observacao 3.1.9 Paraj > ax + 1 temos que Ry; >~ Ry q,+1, na verdade

—(ax+1)

RX,] - Xo RX,aXH-

Agora como Ry e K[xo] sao K[xo]-mddulos, temos que
N := Homgy,) (Rx, K[xo]) ={@ : Ry — K[xo] | ¢ é um K[xo]-homomorfismo}
é um Ry-médulo graduado com as operagoes

+:Nx N — N dada por (
:Ry x N — N dada por (

De fato, (N, +) é um grupo abeliano e

e (i +h2)- @)@ = @((hi + ha)g) = @(hig + hag) = @(hig) + @(hag) =
(hi - ©)(9) + (hz - )(9);

e (h-(@+V)(@) = (¢ +¥)(hg) = @(hg) +P(hg) = (h- ¢)(g) + (h-¥)(7);
e ((hi-hy) - 9)(g) = e(hihag) = e(hahig) = (hy - @)(hig) = (hi - (ha - ©))(9);
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para todos hy, hy, g € Ry e todos @, € N. Além disso,
Ng:={p € N | @(Ry;) € K[xolj+a para todo j > 0}
¢ a componente d-homogenea de N. De fato,

e Sejam @, € Ng e g € Ry, temos que (¢ +P)(g) = @(g) +¥(g) € Klxoljia €
(—)(9) = o(—g) € Klxoljra, logo (@ + V), (—@) € Ng. Portanto, Ng é um subgrupo
abeliano de N.

e Sejah =G- @, com g€ Ryje@eNg comop(h) = (g-@)(h) = o(gh) € Kixols:ja
B j+s
para todo h € Ry, isso mostra que Ng - Ry; € Njpq.

e Seja @ € N. Com a mesma notacao da prova de 3.1.8 temos que Ry = @;XOH AiK[xol,
onde A; = {fj1,...,fjn,} C Ry é um conjunto linearmente independente sobre K, para
todoj =0,...,ay + 1. Observe que

(p(fj,i) = Q1,0 + a;i,1X0 +... aj,i,tx}), para todo ] = O, ey Ay + 1 etodo i= ], ceey hj,

(completando com zeros se necessario, para que Xx§ aparega na expressao de todos os
@(f;;1)). Definimos

(pj,i,L(fj,i) :aj,ile}), para todo j:O,...,ax—l-], todo 121,...,hj e todo 1:0,...,t

(S
(Pj,i,l(fm,n) = O) se m 7£) oun 7£ L

Entao

=3

ay+1
j=0

hy t
DD @i
i=1 1=1
Agora seja p € Ry, entao

ax+l hm

E E mn XO m,ny
=0 n=0

H—/
grau s

como o grau de gmn(Xo) é s —m temos

ax+1 hm
95(p) = @ (Z Z qm,n(Xo)fm,n>

m=0 n=0
ax+1 hm

= Z Z qm,n(XOJ(pj,i,l(fm,n)

m=0 n=0
q;,i(x0) @;,i,1(fj1)

= qj,i(XO)aj,i,lX}) S K[XO]SHH)
—_

grau s—j+l

Desse modo, tomando d =1 —j temos que @;;1(Ry,s) € K[xols+a, logo @;i1 € Ng.
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Portanto,

N:@Nd

deZ

O modulo candnico de Ry é definido por

w. = N(=1) = Homp (R, Kixo)(—1) (3.3)

¢ um Ry-médulo finitamente gerado, ver [11].

Lema 3.1.10 Sejam M = & ;M; e M’' mddulos sobre um anel R. Entao
(a)

M = é Mi ~ li[ Mi.
i=0 i=0

Homg (@ M;, M’) ~ @HomR(Mi, M’).

i=0 i=0

(c)
Homg(R,R) ~ R.

Demonstragao.

(a) Defina

dado por I'(a) =T(ap+ ...+ as) = (ag,...,qs) para todo a = ap+ ...+ a; € M, com
a; € M, para todoi=0,...,s. Temos que

MNra+b) = T((rag+by) + ...+ (ras+ by))
= (rap+ bg,...,ras + by)
= 1-(apy...,as) + (boy...,bs)
= v-T(a)+T(b)

para todor € Retodosa=ay+...+a,b =Dbo+...+b; € M, com a;,b; € M;

para todo 1 =0,...,s, logo I' ¢ um R-homomorfismo. Dado a = ay+ ...+ a; € M com
a; € M; para todoi=0,...,s, temos que I'(a) = 0 se, e somente se, (ao,...,as) =0 se,
e somente se, a; = 0 para todo i =0,...,s se, e somente se, a = 0, logo I' é injetor. Se

(agy...yas) € [Tl Mi entdo MNao + ...+ as) = (ao,...,as), logo I' é sobrejetor.
(b) Defina

I:Homg(M,M') — [ [Homg(M;,M").
i=0
@ — (OMoy--+Hr PM,)

Sejam @, € Homg(M, M’) e r € R, como

(T-o+P)m(ai) =(r-@+V)(ai) =7 @(a;) +¥(ai) =71 @, (@) +Ppw, (ai)
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para todo a; € M; e todo i1 =0,...,s temos que

Fr-eo+y) = (r-o+WPhmy--- (r- @+ )M,

(T @M T WiMgy -+ > T @M, + Ppu,)
= T-(@OMoy-+-ry OM,) + (Wnmgy -+ -y P, )
T-T(e) + T (W),

logo I' é um R-homomorfismo. Dado ¢ € Homg(M, M’) temos que I'(¢) = 0 se, e somente
se, @m, = 0 para todo 1 =0,...,s, se, e somente se,

ela)=@(ag+... +as) = @ag) +...+ @las) = opm,(ao) +...+ @m,(a) =0

para todo a =ap+ ...+ as € M, com a; € M; para todo 1 =0,...,s se, e somente se,
@ =0, logo T ¢ injetor. Dado (o, ..., ;) € [[{_, Homg(M;, M’), tome

Y:M=PM — M
i=0
definida por P(a) = Po(ag) +...+Ps(as) para todo a = ay+...+a, € M, com a; € My
para todo i =0,...,s. Temos que

P(ra+b) = Yo(rag+by) + ...+ Ps(ras + bs)

“Polao) +Wo(bo) + ... +1-Ps(as) +Ps(by)
(Wolag) + ... +Ws(as)) + (Wolbo) + ... + s (bs))
r-P(a) +p(b)

paratodor € Retodos a = ap+...+as,b = bg+...+bs € M, com a;i, b; € M, para todo
i=0,...,s, portanto P é um R-homomorfismo. Além disso, I'(P) = (Wmyy .-+, Pm,) =
(Woy ..., Ps), logo T" é sobrejetor. Portanto I' é um isomorfismo.

-

-

Assim, pelo item (a) temos que

Hompg (EB M;, M’) ~ HHomR(Mi, M') ~ @HomR(Mi, M’).

Defina

I': Homg(R,R) — R
¢ — (1)

Temos que I'(r- @ +9) = (r-@ +P)(1) =re(1) +P(1) =1 -T'(@) + ') para todo
r € R e todos @, € Homg(R,R), logo ' é um R-homomorfismo. Dado ¢ € Homg(R, R)
temos que I'(@) = 0 se, e somente se, @(1) = 0 se, somente se, @(r) = re(1) = 0 para
todo r € R, isto é, @ =0, logo I" é injetor. Dado r € R, defina

@:R — R
T —— MT
temos que @ (T2 + 13) = (1172 + 13)T = T1(127) + 37 = T19(12) + @(7r3) para todos
= T

1,72, 73 € R, logo @ é um R-homomorfismo. Além disso, I'(@) = @(1) = 1, logo T" é
sobrejetor. Portanto I' é um isomorfismo.
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Lema 3.1.11 Sejam M, My, M, mddulos sobre o anel R. Se My >~ M,, entao Homg(M;, M) =~
Homg(M;, M).

Demonstracao. Seja ® : M; — M, um isomorfismo. Para cada ¢ € Homg(M;, M), defina
® : M, — M, dado por ®(m) = @(®'(m)) para todo m € M,. Temos que @ é um
R-homomorfismo, pois ¢ = @ o @', logo ¢ € Homg(M,, M). defina

I': Homg(Mj,M) — Homg(M;, M)

/N

¢ — @

Dados @,V € Homg(M;, M) e a € R temos

Ma-@+P)m) = (a-@+)m)

(a- <P+1I))(<D”(m))

= ap(®'(m ))+1I)(<D*1(m))
= a@(m) +b(m)

= (a-T(e)+TW))(m)),

para todo m € My, logo I é um R-homomorfismo. Dado ¢ € Homg(M;, M) temos que

MNe)=0 & T(@)(m)=0, para todo m € M,
®(m) =0, para todo m € M,

e(Dd™ T(m)) = 0, para todo m € M,
O '(m ) € ker(@), para todo m € M,
Im(®") € ker(¢)

M, € ker(@)

® =0,

R R R

logo I" é injetor. Sejap € Homg(Mz, M), defina{ : M, — M dado por IT)(T}) =P (Dd(n)) para
todo n € M;. Temos que P é um R-homomorfismo, pois P =1 o @, logo P € Homg(M;, M).
Além disso,

PP (m) = h(m) = H(® ' () = Y(@(@ ' (m))) = h(m)

para todo m € My, logo () = . Portanto, I' é um isomorfismo. m

O proximo resultado segue da aplicagao da proposicao 3.1.8 e dos lemas 3.1.11 e 3.1.10 no
modulo candnico wy de Ry.

Proposicao 3.1.12 Temos que

Demonstragao. Combinando os resultados 3.1.8 e 3.1.11 com (3.3) obtemos

ay+1
Wy = HOHIK[XO](RX)K[XO])(—U = HOHleo (@ Kxol( Kx o]) (—1).
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Assim, por 3.1.10 temos que

(lX"r]
Wy ~ (Homy ) (Klxol (—1), Klxol))™ (—1).
i=0

Para cada i = 1,...,ax + 1 temos que ¢ € Homyp, (Kixol(—1),K[xo])q se, e somente
se, para todo p € Klxol(—1); tem-se @(p) € Klxolast, isto é, para todo p € Klxoli_; tem-se
@(p) € Klxolast, onde d +t = d+ 1+ (t — 1), ou seja, @ é homogénea de grau d + i em
Homyy,  (Kxol, K[xo]), isto €, @ € Homgy,) (Klxol, K[xo]) (1) 4.

Agora, por 3.1.10 temos que Homyg,) (KXol (—1), K[xo]) = Homyx,j (Klxol, KXol ) (1) =~ klxol (1),
logo

(Homigeo) (Klxol (—1), Kixol)™) (=1) 2= (Klxol (1)) (—1) == Klxol (i — 1)™.

Portanto
ayx+1
wr ~ @ Klxol(i— 1™,
i=0
]

Agora combinamos as proposicoes 3.1.8 e 3.1.12 para obtermos uma relacao entre a fungao
de Hilbert de Ry e a funcao de Hilbert de wy.

Proposicao 3.1.13 Sejam Hy a funcao de Hilbert de Ry e Hy,, a funcao de Hilbert do maodulo
canonico de Ry. Entdao

Hx(d) + Hy,(—d) =m para todo d € Z.

Demonstracao. De (3.2) temos que Ry ~ @?joﬂ Kxo](—i)™, logo

i=0 i=0

ax+1 ayx+1
Hy(d) = dimg Ry g = dimg (@ K[Xo](—i)hi> = Z hy dimg K[xolq-.
d
De 3.1.12 temos que wy ~ @fjo’q Klxol(1 — 1), logo

ayx+1 ax+1
Hy, (—d) = dimg wy g = dimg (EB Klxol (i — 1)}“) = Z hi dimg K[xoli—1_q.
d

i=0 i=0
Se i,d € Z temos que
i—-1—-d>08i-1—-d>-1&d—-i+1<1&d-1i<0

Observe que para 1 > 0 temos que {x{} 6 uma base para K[xc]; com um K-espago vetorial, entiao
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temos que

ax+1 ax+1

Hx(d) + Hy, (—d) = Z h; dimg K[xola—i + Z h; dimg K[xoli—1—q

i=0 i=0
ayx+1

= Z h; (dimg K[xolg—i + dimg K[xgli_1—q)
i=0
ax+1

= > h
i=0
ayx+1

= ) (Hx(i) —Ha(i—1))

-0
Hx(0) —Hx(=1) + Hx(1) = Hx(0) +... + Hx(ax +1) — Hy(ax)
= Hx(ax +1) —Hx(=T1)
= Hy(ax +1)
= m.

3.2 Intersecao Completa

O nosso objetivo agora é estudar o anel quociente Ry, onde X é uma intersecao completa.
Definicao 3.2.1
(1) Um conjunto Y C P™(K) € chamado de interse¢gao completa se

Iy:={fe A | f(P)=0,VP €V}

for gerado por uma sequéncia reqular de n elementos, ou seja, existem fi,...,f, € A
tais que 1y = (f1,...,fn), onde fi ndo € divisor de zero em A/(fy,...,fi_1) para todo
i=1,...,n.

(2) SeY C P™(K) € intersecao completa gerado pela sequéncia reqular f1,...,fn € A, dizemos
que Y € uma intersecao completa de multigrau D = (dy,...,dy), se fy for homogéneo de
grau di para cada i=1T1,...,n.

Lema 3.2.2 Sejam fq,...,f, € A sequéncia reqular e I = (f1,...,f,). Se f; for homogéneo de
grau a; para todo i =1,...,1, entao a série de Hilbert de A/1 é dado por

(=t

F(t) = Hi, 1=t ),
(] _ t)nH
Ver [4].

Lema 3.2.3 Sejam fi,...,f, € A sequéncia reqular e I = (f1,...,fn). Se f; for homogéneo de
grau a; para todo i=1,...,1, entao o modulo canéonico de M = A/1 é dado por

wm =M((aj+...+a;)—(n+1)).
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Ver [3, pag. 546].
Observacao 3.2.4 Temos que para todo inteiro d, a componente homogénea
(wm)—a =M(a1+...+a)) =N+ T1))a = Mg 4. 4a)-(nt1)—d>
em particular, a funcdo de hilbert de M € dada por
HwM (_d) = dimg M(a1+...+ar)—(n+1)—d

Proposicao 3.2.5 Seja X = {Pi,...,Pn} € P™(K) wuma intersecio completa gerado pela
sequéncia reqular fy,...,fyn € A de multigrau D = (dy,...,dn). Entao:

(1) O a-invariante de Ry € dado por

ay=(d1+...+dn)—(+1);
(2) Hy,(—d) =Hxy(ax — d) para todo d € Z, em particular Hy(d) + Hy(ax — d) = m;
(3) A série de Hilbert de Ry € dada por

F)((t) (] — t n+] [] _ thq, _|_ Z td1]+d12 S + (_])ﬂtd]+...+dn] ;

1<ii<iz<n

(4) A funcao de Hilbert de Ry € dada por

n+d = /m+4+d—d; n+d-—(di, +di,)
H”‘(d):( d >_;< d—d; )+ 2 ( d—(dy, +di,) )_

1 <i1<iz<n

. Z n+d—(di1+diz—l—di3))+ +(_”n(n+d—(d1—|—...+dn))
d—(di, +di, +di;) d—(di+...+dn) /J°

1 Si] <iz <i3 <n
Demonstracao.

(1) Temos que

Fx(t) == i thj

— ZHXtHL Z Hayt

j= Cl)(+]
- Z Hat + Z mt!
j=ax+1
— Z thj + mZ plax+1)+
j=0 §=0
= UZX Hat) + mtox ! i t

t(l,y+1
= ZHXtJ+ o
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t
Sabemos de 3.2.2 que Fy(t) = %, onde p(t) =[], (1 —t%), logo
m.taXJr]
‘| _ t n-H Z th) +

entao

p(t) = (1—t)™" Y Hat + mt (1 -1,
j=0

logo deg(p(t)) = ax + (n+1). Observe que deg(p(t)) = d; + ...+ d,, portanto
ay=(d1+...+dy) —(n+1).

De 3.2.4 temos que

He,(—d) = dimk Ry (4,4, +dn)—(n+1)-d
dimg Ry (4, 4+ 4 dy) — (n+1)-a
Py

= dimg Rxay—a
= Hx(ax —d)

para todo d € Z. De 3.1.13 temos que Hy(d)+H,, (—d) = m, logo Hy(d)+Hxy(ax—d) =
m para todo d € Z.

De 3.2.2 temos que

F (t) _ Hl ](1 _td ) ‘l .tdl td11+d12 ( ‘])ntd1+---+dn
x\t) = (1 — )t (]_thr] _Z + Z —-et =
1<i1<i<n
De 3.2.2 temos que
[T, (1 —t%)
Fr(t) = —=
X( ) (1 —t)nJﬂ )
como
1 > (n+j) ;
—=> | )t
e
temos

o
o

[
M8

> ()

=)
=+
v
(-"
S

-
I
o

Il
M8

S
= 4+
\J

1 Z tdl + Z .td11 +di, L+ (_1 )ntd1+...+dn]

1<i1<ip<n

-
Il
o

[
gk

HX(])

i
o

j

Observe que, se j + (di, +...+dy) =dentdoj =d — (di, +...+dy) para 1 < 1i; <
<y <ncoml=1,...,n. Assim

_(m+d) « (m+d—d n+d—(d, +di,)
HX(d)_( d >_Z< d—d; )+ 2 < d—(di, +dy,) )_m+

i=1 1 Si] <iz <n
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L(mt+d—(d+...+dn)
H_])( d—(dy+...+d) >

3.3 Coddigos de Reed-Muller sobre Intersecao Completa

De maneira usual, denotaremos por |Z| o nimero de elementos de um conjunto Z.
Definigao 3.3.1 Um cédigo (linear) C de comprimento m é um subespago de K™.

Definicao 3.3.2 Seja C C K™ um cddigo, definimos:

(1) A dimensao do cddigo C € a dimensao de C como um K-espaco vetorial, e serd denotada
por dim C;

(2) Dados a=(ay...,an) eb=(by,...,bn) em K™ definimos a distancia de Hamming
entre a e b como sendo o numero de coordenadas que estes elementos diferem, ou seja,

d(a)b) = ’{l ai 7A bi) 1 < i < m}’

(3) O peso de um elemento a = (ay,...,an) € K™ € definido como

w(a) =H{i: ai # 0},

Em outras palavras, temos que w(a) = d(a,0).

Observacao 3.3.3 A distancia de Hamming é uma métrica sobre K™. Mais especificamente,
dados a,b e c em K™, temos que:

(i) d(a,b) > 0 e vale a igualdade se e s6 se a=">b ;
(ii) d(a,b) =d(b,a);
(ii1) d(a,b) < d(a,c) + d(c,b);
(iv) d(a,b) =d(a—1b,0).
Definigao 3.3.4 Seja C C K™ um cddigo. A distancia minima de C € o numero
d(C) = min{d(a,b):a,b e C e a+#b}=min{w(a) =d(a,0):a e C,a #0}.

Comprimento, dimensao e distancia minima constituem os parametros basicos do cédigo.
No caso em que C C K™ é um cédigo de comprimento m, dimensao k e distancia minima 9,
dizemos que C é um [m,k, 8]-cddigo linear. Os parametros do codigo estao relacionados pela
cota de Singleton

k+d<m+1.

Seja X ={Py,...,Pn} C P*(K). Usaremos a representacao padrao para os pontos de P™(K),
isto é, a primeira entrada nao nula a partir da esquerda de cada ponto é 1. Da observacao 3.1.6
temos que a primeira entrada a partir da esquerda de cada ponto é 1, além disso, a observacao
3.1.5 nos diz que os parametros basicos do cédigo nao sao alterados quando consideramos a
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observagao 3.1.6. Seja £ um K-espaco vetorial de dimensao finita formado por funcoes definidas
em X tomando valores em K. Entao, a aplicacao de avaliacao

ev: L — K™
f o (f(P1),...,f(Pn))

¢ um homomorfismo, pois

evia-f+g) = ((a-T+g)(P1),...,(a T+ g)(Pn))
((af(P1) + g(P1),..., af(Pn) + g(Pn))
= a'(f(P1)>°°°)f(Pm))+(9(P1))--->9(Pm))

para todo a € K e todos f,g € £. Portanto, Cy := ev(£) define um cédigo linear. Tomemos
L =A esejaev; =evp,

Definicao 3.3.5 Para cada j > 0, o cédigo Cx(j) := evj(A;) € chamado de cédigo de ava-
liagao de ordem j proveniente de X .

Observagao 3.3.6 Temos que ker(ev;) = Ly ;. De fato,
f € ker(ev;) & evj(f) =0 & (f(P1),...,f(Pn)) =0 & f(P) =0,Vi=1,....m & f € Ly;.
Entao, pelo teorema do homomorfismo temos que
Cx(j) ~ Aj/ker(ev;) = Aj/Ixj ~ Ry;
e portanto a dimensdo de Cx(j) € dada pela fungdo de Hilbert Hy de Ry}, isto €,
dim Cx(j) = Hx(j).
Assim, de 3.2.5 temos o seguinte resultado.

Corolario 3.3.7 Seja X = {Py,...,P} C P"(K) uma intersecio completa de multigrau D =
(diy...,dn). Entdao

n

. n+d Tl‘l‘d—dl n—l—d—(dh—l-diz)
dlmC;v(d):( d )—Z( d—d )—f— Z (d_(di]+diz) )-

i=1 1<ij<iz<n

B Z (n+d—(di]+diz+di3))+ +(_”n(n—|—d—(d1—|—...+dn))
d—(di, +di, +di;) d—(di+...+dy) /°

1<ii<iz<iz<n
Definicao 3.3.8 Seja R um anel. Uma sequéncia de homomorfismos de R-mddulos
@11 ®j
el — Mj+1 ]—+>M] —)>Mj_] — ...

¢ chamada de complexo se ker(@;) D Im(@j1) para todo j. Dizemos que a sequéncia € exata
em M; se ker(@;) = Im(@j11), dizemos simplesmente que a sequéncia € exata se for exata em
todo M. Uma sequéncia exata da forma

00— Mjz1 —M; — M, — 0
¢ chamada de sequéncia exata curta.

Exemplo 3.3.9 Sejam R um anel e M, M’ mddulos sobre R. Temos que
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(1) 0 Py M % M ¢ ezata se, e somente se, Im(\p) ={0} = ker(@), e logo, @ € injetor.

2) M- M/ Y40 ¢ ezata se, e somente se, ker(\) = M’ = Im(@), e logo, @ € sobrejetor.

Exemplo 3.3.10 Sejam V,V; e V, espacos vetoriais de dimensao finita sobre o corpo K e
0— V5 v2v, 50

uma sequéncia exata curta. Temos que ker(\P) = Im(@), Im(P) = V, e ker(@) = {0}. Pelo
teorema do nicleo e imagem temos que
dim V' = dimgker(V) + dimyg Im()
= (dimy ker(@) + dimyg Im(@)) + dimg V,
= dimg Vi + dimg V,.
Observagao 3.3.11 Sejam R um anel e I um ideal de R, a aplicacao P : R — R/1 dada por

P(g) = g é um R-homomorfismo sobrejetor. A aplicagio P é chamada de homomorfismo
canonico.

Teorema 3.3.12 Sejam fi,...,f, € A uma sequéncia regular e 1, = (fy,...,f.). Se fi for
homogéneo de grau a; para todo i = 1,...,71, entao o polinomio de Hilbert de M, := A/I, €
dado por
Hm. (z) = G G zZV"" 4+ termos de grau menor em z.
T (n—r)!

Demonstracao. Faremos inducao sobre r. Para r = 1 considere a sequéncia
P
0— A(—a;)) 2 A -5 M; — 0,

onde @(g) = gf; para todo g € A(—ay) e b é o homomorfismo canonico. Temos que a
sequéncia acima é exata, de fato, seja g € A(—a;), temos que @(g) = 0 se, e somente se,
¢@(g) = gfi = 0 se, e somente se, g = 0 pois f; ndo é um divisor de zero em A. Além disso, é
claro que Im(@) = I; = ker({) e que VP é sobrejetor.

Temos de 3.3.10 que

Hyy(2) = dimg My (2)

= dimg A, — dimg A(—ay),

_ n+z n+z—aq

- ()=
Mm+z)! n+z—aq)!
nlzl nl(z—ap)!
z+n)z+n—=1))-...-z+1)—z+n—aq)z+(n—=1)—a;) ... - (z+ 1T —ay)

n!

_ Zn_Zn_|_ (-2 i—al))

- nl n!
nay n—1

= % + termos de grau menor em z
n!

2"+ termos de grau menor em z

ai _
= ——— .z "+ termos de grau menor em Zz.

(n—1)!
Suponha que o resultado seja verdadeiro para r — 1. Considere a sequéncia
0— M (—a) M 5 M —0,

onde @(g) = gf, e P(h) = h. Temos que a sequéncia acima é exata, de fato
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e Temos que @(pg +h) = ¢(pg +h) = (pg + h)f, = pgf, + hf, = pgf, + hf, = pe(g) +
@(h) para todo p € A e todos g,h € M,_;(—a,). E que Pp(pg+h) = Pp(pg+h) =
pg+h =pg+h =pYP(g) +P(h) para todo p € A e todos g, h € M,_;. Portanto, @ e
1 sao homomorfismos.

e Seja g € M,_(—a,), temos que @(g) = O se, e somente se, gf, = 0 se, e somente se,
g = 0 pois f, nao é um divisor de zero em M, _;

e Temos que

P(h) =0 em M,
H S ker(tl)) - Mrfﬁ

helm(p) CM,; & existe g€ A(—a,) tal que h = @(g) = gf,
& h—gf,=0 em M,
& h—gf,=0 em M,
& h—gf, el
& existem hy,...,h,.; € A tal que h—gf, =hifi+...+h.f 4
& h=hf +...+h_f +gf,
&S hel
& h=0 em M,
&
=

Com isso, de 3.3.10 temos que

dimK(Mr—1 )z - dimK(MT—l (_ar))z + dimK(Mr)Z)

logo
Hwm,(z) = Hm, ,(z) = Hm, ,(z—a;)
pela hipotese de indugao temos que existem by, by,..., b, € K tais que
ap ... Qp
H (2) Sl ol et b 2" 4L+ bz 4 by —
m—r+1)!
ap“...-Qp _ _
— (T ) b (z— ) 4.+ bi(z—ar) + by )
(m—r+1)!
logo
ap ... ayq _ ap ... ayq _
H 7) = —'an+1_—'znr+1
w2 = m—r+1) *
ap ... Qp
o e g =1+ )2 T b2 — by 2T
m—r+1)!
+  termos de grau menor em Zz.
Portanto,
ar-...-a
Hwm, (z) = ! L.z 4+ termos de grau menor em Zz.
(n—r)!
[ |
Corolario 3.3.13 Seja X ={Py,...,Pn} C P"(K) uma intersecao completa de multigrau D =

(d1y...,dn). Entao o codigo Cx(j) tem comprimento |X|=d; -...- d, para todo j € Z.
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Demonstracao. Segue de 3.3.12 que |X| =Hy(ax+1)=d;-...-d,. =
Nosso objetivo agora é estudar o codigo dual do cédigo Cy(ay).

Definicao 3.3.14 Se C é um cddigo linear em K™, entao o complemento ortogonal de C,
sequndo o produto interno usual, ¢ chamado de cédigo dual de C.

Consideremos o conjunto

G ={¢ :Rxar+1 — K | ¢ é um K-homomorfismo e @ (xoRx,q,) = 0}

Lema 3.3.15
1. Temos que Wy, _q, € isomorfo a G.
2. Sejam j >0, g€ Ryj e @ € Wy _q,. Lntao,

ge =0 se, e somente se, PRy 1 = 0.

Demonstragao.
1. Considere a aplicagao

O: Wy _q, — g
® — (@) = PRy, 1 Rxawrn — K
g —  @(g)

Primeiramente vejamos que o estd bem definida, para isso usaremos (3.3). Seja
(OIS Wx —ay = (HomK[xo} (RX> K[XO])(_] ))—a,—\g = HomK[xo] (RX) K[XO])—aX—h

vejamos que o(@) € G. Temos que @ : Ry — Klxo] é um K[xg]-homomorfismo ho-

mogeneo de grau —ay—1. Paracadaj =1,...,ay ecada g € Ry; temos que j—axy—1 <0
e @(g) € Klxolj—ar—1, logo @(g) =0, logo @(Ry;) = 0. Restringindo ¢ a Ry q,+1 temos
que

G((p) = (leX,aXH . RX,G/\PF‘I — K

pois KXol(ay+1)—ax—1 = K, € 0(¢) é um K-homomorfismo. Agora para g € xoRx,q, C
Ry ,ar+1, temos que g = xoh para algum h € Ry 4, logo

o(@)(g) = o(@)(xoh) = @p(xoh) = xo@(h) = 0.

Assim, o(@)(xoRx,qa,) = 0, portanto, o(@) € G.
Vejamos agora que o é um K-homomorfismo. Dados ¢, € wx_q, € a € K temos
a@ +1 € Wy, —q,, POIS Wy _q, ¢ um K[xe]-médulo. Assim,

olap +¥)(g) = (a@+VP)Rry,, . (9)
= (ap +¥)(g)
ae(g) +(g)
= ARy .y (9) + WRy oyir(9)
= ao(e)(g) +a(d)(g),
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para todo g € Ry q,11.
Além disso, se @ € ker(o) temos que

o(p)=0 < ORx api1 = 0
& @(g) =0 paratodo g € Ry 11
& ¢(g) =0 paratodog € Ry; comj=1,...,ax +1
& ¢ =0,
pOiS RX,)' = oni(aXJr]
injetor. .
Agora, sejap € G. Sej > ax+leg € Ryj, entao g = X, "h para algum h € Ry o, 41.
Dessa forma podemos estender 1\ a aplicacao P : Ry — Klxol,

)RX’GXH para todo j > ay + 1, ver observagao 3.1.9, portanto o ¢é

—(ax+1

~ 0 y se g€Ry; comj < ay
X, () ) se g€ Ry; comj> ay

que é um K[xo]-homomorfismo. Por outro lado, {(g) € K[Xoli—(ar+1), Para todo g € Ry j,
logo P € Homgpy, (R, Klxol)—ay—1 = Wx _q,. Entdo,

o(1)(9) = Vre(axin(g) = ¥(g) = W(g),

para todo g € Ry q,+1, logo o(P) = .
Portanto, o é um isomorfismo.

2. Suponha que PRy 011 = 0. Seja h € Rys.

ayxy+1—s

e Se s < ay temos que X (ge)(h) = g(p(xgx“fsh) =0, logo (ge)(h) =0.
—_——

ERX,QX+]

—(ax+

e Se s > ay, temos que h = x ”p para algum p € Ry q,+1, logo

s—(ax+1)

(ge)(h) = (g@)(xg p) =x;

*(ﬂxﬂ)(

9¢)(p) = 0.
Portanto, g = 0.

Agora construiremos uma base B para Ry q,+1 como K-espago vetorial, entao da observacao
3.1.9 temos que xz)_(aXH)B ¢ uma base para Ryj, para j > ay + 1, logo podemos escrever

g € Ry como K[xe]-combinagao linear dos elementos de B.

Proposicao 3.3.16

1. Eziste uma K-base f1,...,fm para Ry q,+1 tal que

1, se i=j

fi(Pj):{O , se i#j "’

para todo i,j = 1,...,m.

2. Seja g € Ry paraj > ax + 1, entdo g se escreve de maneira tinica como

g= g(P] )Xg) (GX"F])f] 4+ g(Pm)Xg)—(ax—i—])fm.
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Demonstracao.

1. Seja d = max{ay + 1, m}. Para cadai=1,...,m, escrevemos P; = [1,Pi2, Pi3y - - -y Pinl-
Como P; # P;, podemos escolher 1 € {1,...,n} tal que pyy # pa. Defina

h, = Xy — pZLXO)
Pt —Pa
observe que h;(P;) =1 e hy(P;) = 0. Da mesma forma definimos hs, ..., h,, tais que

1T, se j=1
h"'L(PJ'):{O,se j=1

Considere
_ dfm+1h
g1 = X, 2 ve. N,

temos que g7 é homogéneo de grau d —m+ 1+ (m —1) = d, ou seja, g1 € Ayq. Mais
ainda, g1(P1) =1 e g1(P;) =0 para 2 <j <m,

Analogamente, construimos g, ...,gm € Aq4 tais que
1, se i=j
9:(P;) _{ 0, se 1#]j
para todos 1,j = 1,...,m, dessa forma logo g; # 0 em Ry 4 para todoi=1,...,m.
Observe que gi,...,0m sao linearmente independentes em Ryg4, pois se ajg; + ... +
amgm = 0, com ay,...,q, € K, temos para cada i = 1,...,m que aq; = algl(P) 0.
Assim como dimg Ry q = m temos que 91(, ,gm é uma K base para Ry 4.
Agora como d > ay +1 e Ryq = xg_ ax+1) Ry ar+1, obtemos K-base fi,...,f, para
Ry a,+1 onde g = xg_(a"+])fi para todo 1,...,m. Além disso,
1, se 1=j
fi(Py) _{ 0, se i#j
para todo i,j = 1,..., m, pois

f(Py) = x§ V(P £i(Py) = (x3 TR (P) = gi(Py),

—_—
=1
para todo i,j = 1,...,m.
2. Se g € Ry para j > ax + 1, temos que g = Xo lax Ty para algum h € Rxqy+1. Pelo
item anterior temos que existem ai,...,a, € K tais que h = a;f; + ...+ a,fn. Logo
g= xjo‘“‘”‘)a]ﬁ A N
_ (i (ax+T) (ax+T1) _
onde a; = (X, afi+...+ xo amfm)(Pi) = g(Pi), portanto
g =g(Pxy 4 g(Prdxy .
[ |
Seja f1, ..., fm a K-base para Ry q,+1 da proposigao 3.3.16. Com a mesma notacao de 3.3.15,

sejam @ € G e @ € Wy,_q, tal que (@) = @. Entdo a aplicacdo

Wy, —q, — K"
¢ — (@(f),..., 0(fn))

¢ um K-homomorfismo e sua imagem em K™ define o cédigo Cy, .
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Proposicao 3.3.17
dimK Cw;( =m — lelK Cx(ax).

Demonstragao. Vejamos que o homomorfismo 7t é injetivo. de fato, se (@) = 0, temos
que @(f;) = 0, para todo i = 1,...,m, entao o(@)(f;) = 0, para todo i = 1,...,m, logo
PRo,ar i1 (f;) =0, para todo i =1,...,m, daf que @Ry, = 0 pois se anula em uma base de
Rx,ay+1, entdo de 3.3.15(2) temos que ¢ = 0. Portanto, 7 é injetor. Assim, de 3.1.13 temos

dimg Cy, = dimx Wy _q,
= Hoy(—ax)
= m—Hxy(ax)

m — dimg Cx(ay).

Da proposi¢ao 3.3.17 temos que dimg Cy, + dimgx Cx(ay) = m = dimg K™, logo para
que cédigo Cy, seja o dual do cédigo Cx(ay), falta mostrar que os elementos de C, sao
ortogonais, segundo o produto interno usual, aos elementos de Cx(ay).

Proposicao 3.3.18 O cddigo Cy,, € o dual do cédigo Cx(axy).

Demonstracao. Sejam
eVa, (f) = (f(P1),..., f(Pn)) € Cxlax) emle) = (o(f1),..., ¢(fm)) € Cu,.

Como x¢(P;) =1 para todo i =1,..., m e olhando para f em Ry 4, temos que xof € Ry q,+1 €
de 3.3.16(2) temos que
Xof = (Xof)(P1)f1 + ...+ (Xof)(Pm)fm.

Assim, como @ € G temos que

evay (f) - m(@) = f(P)@(fi) +...+f(Pn)o(fn)
= xo(P1)f(P1)@ ( 1)+ oo+ Xo(Pr) f(Pr) @ (fin)
= (Xof)(P1)®(f1)+---+(Xof)(Pm)¢>(fm)
— —

ek €K
@ ((xof) (P11 + ..o+ (x0T) (Pm) )
= @(xof)
=0

|
Observacao 3.3.19 Pela proposicao 3.2.5 temos que

Hy(ax) +Hy(0) =m = Hxy(ax) +1=m = Hxy(ax) =m—1.
e da proposicao 3.3.17 temos que

dimg Cp, = m—dimg Cy(ay) =m—Hy(ay) =m—(m—1)=1.
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3.4 Parametros de um cdédigo de avaliacao

Na secao anterior, calculamos a dimensao e o comprimento de um cédigo do tipo Reed-
Muller em uma intersecao completa qualquer. No entanto, nao é possivel fazer o mesmo para
distancia minima, assim sendo, no que se segue calculamos a distancia minima de um cédigo
sobre uma interse¢ao completa particular.

A partir de agora trabalharemos com o seguinte conjunto

X ={[1, ", 72, ...,to"] : t; € K* para todoi=1,...,n} C P*(K), (3.4)
onde K* = K\{0} e m; é um inteiro positivo para todoi=1,...,m. E importante ressaltar que
a ordem em que 0s numeros mi,..., M, aparecem nao ¢ importante pois obteremos cédigos

equivalentes (ver [9]).

Teorema 3.4.1 O conjunto X C P™(K) definido em (3.4) é uma interse¢cao completa, onde

_ S1 $1 S N
Le = (7" —xg'y oo oy X0 — X5)
T —1 1 —
onde s; = _q—gcd(qq,mi] para todo i =1,...,m.
Demonstracao. Usaremos a ordem lexicografica x, > xn_1 > ... > Xo. Faremos a prova por

inducao sobre n.

Sen =1, seja f € Ly, onde X = {[1,t™] : t € K*} C P'. Podemos escrever f(xo,%;) = x§ -
g(xo,x7) onde 7 > 0 e x¢ nao divide g(xg, x1). Logo, 0 = f(1,t™) = g(1,t™ ), para todo t € K*.
defina g(1,x1) € K[x4], entao g(1,x;) € Iy onde U = {t™ : t € K*} e |U| = ﬁ% = s,
temos que existe p(x1) € K[x4] tal que

g(l,x1) =pla)- [ [(X1 —a) =plxi) - (x5 = 1).

aclU

Homogeneizando com relagao a xy temos
g(xoy,x1) = p"(x1) - (7" —xg"),

logo
fxo,x1) = x5 - P (xa) - (X" —xg').

Portanto, I(X) = (x]' —xg').

Agora suponha que o resultado seja vélido para n — 1. Seja f € Iy, onde

X ={0,t7", 7%, ..., ti] : t; € K* paratodoi=1,...,n} C P". Pelo algoritmo da divisao
obtemos q;,1; € S tal que

f=(xn —t™x0)q7 + 11, parat € K*

e nenhum dos mondémios de r; é divisivel por x,. Logo, 11 € Klxg,...,Xn_1], além disso,
se PP e Y = {1t/ 52,...,t7 '] : t; € K* paratodoi = 1,...,n— 1} C P*' entdo
P =[P/, tj"] € X e consequentemente

0 =(P) = (™ —t™).qy (P)+71(P) =11(P) = 11(P"), logo, 11 € Ty "= (x3'=x', ..., x50 =X ).

sy A
Seja z € K*, com z™ # t™ aplicando novamente o algoritmo da divisao obtemos qz,1;, € S
tais que
q1 = (xn —2""X0)q2 + T2y
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da mesma forma, temos que 1; € K[xg, ..., Xn_1], além disso, tomando P; = [P’, z™] € x temos
0=qi(P) = (2™ —2z™) - q2(P1) + 12(P1) = 12(P1) = 12(P’), logo, 12 € Ty.
Assim, temos

f = (xn—t"™X0)q1 + 1
(Xn —t™%0) [(xn — 2™ %0)q2 + 12] + 1
= (xn —1t™%0) (xn —2™%0)q2 + (xn — t™x0) T2 + 17 .

~"

ely

Continuando com esse processo obtemos q € S, v € Iy e W = {t™ : t € K*}, com
W| = — 41—, tais que

ng(q_]ymTL)
f= [H(xn—axo) q+r=r—=x") - q+T

acWw
(H'I') S1 S1 Sn—1 Sn—1 S1 S1 Sn Sn
comor € ly =" (J'—x5'y...,x," ' —x,"") temos que f € (x]" —xg', ..., xir —x3"). Portanto,
— S1 S1 N S
Le = (7" — %3 oo oy X3P —X3"). ™

Assim, de 3.3.7 e 3.3.13 temos a dimensao e o comprimento de cédigo Cx(d) sdo dados por

s ()£ (3 5 L)

i=1 1 Si] <iz <n

B Z <n+d—(si]+siz+813)>+ +(_1)n(n+d—(s1+...+sn))
d—(811+312+513) d—(s1+...+su)

1 Si] <iz <13 <n

n
|X’:S]'...'Sn:HSi.
i=1

De 3.2.5 temos que o indice de regularidade de Ry é
ax+1=(s14...+s)—M+D+T=s1+...+sp—n=> (ss—1).
i=1

Vamos considerar a ordem lexicografica x,, > Xn_1 > ... > Xo. Observe que {fy,...,f,} onde
fi =x{' —xg', para todoi=1,...,n é uma base de Groebner para Iy, pois Im(f;) e Im(f;) sdo
primos entre si, para todo 1 # j. A distancia minima de Cy(d) é dada por

804 :=0(Cx(d)) = min{w(evq(f) | f€ Aq e f ¢ I,’y‘d}.

Agora trabalharemos para calcular a distancia minima &4 de Cx(d), para isso considere o
conjunto

M={MecA | M émonomio}.

Defini¢ao 3.4.2 Seja I um ideal de A. A pegada do ideal I (com respeito a alguma ordem
monomial) € o conjunto

Al) =M e M | M nao é monomio lider de nenhum polinomio de I}.
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Para cada d € Z>( considere o conjunto A(I)g = A(I) N Ag.

Proposicao 3.4.3 Seja I =Py, la um ideal homogéneo de A. Entio, B = M| MeADg)
¢ uma base para Sq/1q como um K-espago vetorial.

Demonstracao. Seja f € Aq, isto é, f é homogeéneo de grau d. Como I é um ideal homogéneo,
existem gi,...,g¢ € A homogéneos tais que G = {g1,...,g¢} € uma base de Goebner para I.
Dividindo f por {gj,..., g} obtemos f1,...,fi,r € S tais que f = f; + ...+ fy +r e r é uma
k-combinacao linear de monoémios de A(I)4. Como f,r € I4 temos que f — 1 € Ig4, logo f = T.
Portanto, f é uma k-combinacao linear de elementos de B.

Para provar que B é linearmente independente, sejam My, ...,M; € Be ai,...,a, € K tais que
a;M;+...4a;M, = 0. Suponha por absurdo que algum a; # 0. Como 1 := ay Mi+...+aM, €
I4 temos que Im(r) € Im(I4) C Im(I). Logo, Im(r) € (Im(I)), ou seja, Im(r) & A(I). Como
Im(r) = M; para algum i € {1,...,s} temos M; & A(I), logo M; € A(I)g, o que é uma
contradicao. Portanto, B é linearmente independente. m

Definicao 3.4.4 Seja I um ideal de A e seja f € A. Definimos o sequinte conjunto
V(L f)={M € A(I) : Im(f) | M}
Vamos considerar também V (I, f). = V(I,f) N A..
Teorema 3.4.5 Sejad < Y [ ,(si—1) e sejae > |X|—1. Entao
min{|V(Ly, M)l | M € A(Lx)q} < 84 < w(evq(f)),
para todo f € Ag\lLyq.

Demonstracao. Dado f € Ag\lvq, € claro que 64 < w(evq(f)). Para prova a outra desigual-
dade, considere
Xr={Pe X | f(P)=0}

observe que
wlevq(f)) =P € X | f(P) # O}f = |X] — [Al. (3.5)

Como Iy, D Iy + (f), temos

Ae Ae/IXf,e

7

Ae/(IX + <f>)e

logo,
dimK Ae/(IX + <f>)e Z dlmK Ae/IXf,e (36)

Dividindo f por {fy,...,f,} obtemos um resto nao nulo que continuaremos a denotar por f.
Como Ly + (f) = (f1,..., fy, ), temos que

(Im(Iy + (f))) D (Im(fy),...,Im(f,),lm(f))
Por (3.6) temos que
dimg Ae/Lx, e < dimg Ae/(Ly + (f))e = ALy + (f)))el < [Am(f1), ..., Im(fy), Im(f)))el.

Como

~

{ V(Ly, f) N A((Im(fy), ..., Im(fy), Im(f))) =
V(Ly, f) UA((Im(fy), ..., Im(fy), Im(f))) = A(Ix)
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temos que
‘A(<lm(f1)> . -»lm(fn)vlm(f»)e’ - ’A(L\’)e’ - ‘V(L’hf)e’)

logo
ALy, )el = dimg Ae/Tae < IA(Lv)el — IV (I, fel. (3.7)

Como e > |X| =1 > |X — 1 temos que |X| = [A(Iv)| e |Xe] = [A(Lx,)e|. Assim

wieva() "E X~ |2 = ALy el 1A (Lx, )] (327) [A(Lx)el = (IA(Tx ) e[ =V (I, Tlel) = [V (Lx, T)el.

Portanto,
6d = miH{W(eVd(f) | fEAd e fgl/y»d}
> min{|V(Ix, fle| | f€ A(Lv)al
= min{|V(Ix,M)e| | M € A(Ix)ql
|

vamos trabalhar no sentido de encontrar min{|V(Ix, M).| | M € A(Ix)q}, para isso usare-
mos seguinte lema ver [7].

Lema 3.4.6 Sejam 0 < d; < ... <dn, ed < Y I ,(di—1) inteiros. Seja m(ay,...,x,) =
[T (di — o), onde 0 < o < d; € um inteiro para todo i=1,...,n. Entdo

i=1

min{m(oq,...,00) ton 4 ...+ o < d} = (der —1) [ ] &
i=k+2

onde k e 1 sao unicamente determinados por s =3 ©(di—1)+1com 0 <1< dyy1 — 1. Se
k+ 1 =n entao entenderemos que H?:Hz di=1,esed<d;—1 entio temosk=0el=d.

Proposicao 3.4.7 Dado e > |X|—1 ed < Y I ,(si—1) temos que

min{|V(Lv, M)el | M € A(lx)a} = (sks1 =1 [ ] s

i=k+2

onde k e 1 sao unicamente determinados por d =73 " (s1—1)+1 com 0 <1< s, —1. Como

anteriormente, se k +1 = n entdo entenderemos que [ [, .,si =1, e se d < sy — 1 entao
temosk=0¢e¢l=d.

Demonstracao. Temos que
Ally)a={M=x3"...-x" | ao+...+ax,=d, 0< o <sjy para 1 <j<n e 0< o).
Para M =x3° - ... x% € A(Iy)q temos que

V(ly,M)e ={N € A(lx)a | M [N}

Seja M = xg" coooxBr e V(Ix, M), como N € A(ly)q temos que Bo + ...+ Bn = d,
0<Bj<sjyparal <j<meO <Py, além disso, como M | N temos o < B; < si_1 para
todoi=1,...,n, entao

n

< PBo=e—(P1+...+Bn) Ze—Z(Si—U-

i=1
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Assim, tomando e > Y ' (si — 1) + a entdo By existe para toda escolha de Bq,..., By, em
particular podemos tomar o = [39. Portanto

n n

VLo, M)l = [ J(si =T — o+ 1) =] J(s: — o).

i=1 i=1

Entao por 3.4.6 temos que

min{|V(Ly, M)el | M € A(lx)a} = (sici =1 [ si-

i=k+2

Proposicao 3.4.8 Sejad < ) " ,(si —1). Sek el sao os unicos inteiros nao negativos tais
que 0 <1<sg—Ted=3",(s1—1)+1, entio existe f € Ag\lxq tal que

w(evq(f)) = (sir1 — 1) H Si.

i=k+2

Demonstracao. Considere os conjuntos D; = {ais, ..., ai,} paratodoi=1,...,n. Para cada
j=1,...,k defina

Sif‘l

gi = H(Xi - aij)-

j=1

Observe que g; tem grau s; — 1 e se anula em D;. Agora considere

K 1
g= (H 91) I [ o — awen).
i1

j=1
Seja f a homogeneizacao de g com respeito a xg, entao temos

n

deg(f) =deg(g) = ) (s —1)+1=d.

i=1
Observe que f tem [ i si — (sie1 — 1) [ [y Si zeros em Ag X ... X Ay, logo

w(evq(f)) = (si1 — 1) H Si.

i=k+2

Teorema 3.4.9 Sed < ) ' (si— 1), entdo a distancia minima do cddigo Cx(d) €

da = (Sk41 — 1) H Si,

i=k+2

onde k el sio os tnicos inteiros nao negativos tais que 0 <1< s y—Ted=3 1 ,(s1—1)+L
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