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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar o modelo de Montroll classico e com parametro
fuzzy tipo 1 e tipo 2 para dados da populacao do Peru, de 1961 a 2013. Para modelar a
dinamica populacional com parametro fuzzy tipo 1, utilizamos duas técnicas: a primeira através
de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF), onde as varidveis de entrada sdo a taxa
de fertilidade e a taxa de crescimento economico do pais, e a variavel de saida é a taxa de
crescimento populacional. A segunda técnica é realizada considerando a taxa de crescimento
populacional como um nimero fuzzy triangular e utilizamos o Principio da Extensao de Zadeh
para obter a solucao fuzzy tipo 1 do modelo de Montroll em funcao do tempo. Posteriormente,
comparamos as aproximagoes do modelo de Montroll classico e dos modelos obtidos através das
duas técnicas estudadas com os dados populacionais, utilizando como método de comparagao,
o maximo do erro relativo. Para modelar a dinamica populacional com parametro fuzzy tipo 2,
utilizamos também duas técnicas: a primeira através de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy
tipo 2 (SBRF2), onde as varidveis de entrada sdo a taxa de fertilidade e a taxa de crescimento
economico do pais, e a varidvel de saida é a taxa de crescimento populacional. A segunda técnica
é realizada considerando a taxa de crescimento populacional como um conjunto fuzzy triangular
tipo 2 intervalar e utilizamos o Principio da Extensao de Zadeh para as fungoes de pertinéncia
superior e inferior deste conjunto em cada instante. Assim, obtemos a solucao fuzzy tipo 2 do
modelo de Montroll em funcao do tempo. Posteriormente comparamos as aproximacoes destes
modelos com os dados populacionais, utilizando o maximo dos erros relativos. Finalmente
comparamos os resultados obtidos a partir dos conjuntos fuzzy tipo 1 e tipo 2.

Palavras-chave: Modelo de Montroll; Sistema Baseado em Regras Fuzzy; Centro de Gravidade;
Conjuntos Fuzzy Tipo 2 Intervalar; Mancha de Incerteza; Algoritmo de Karnik-Mendel.
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Abstract

The objective of this study is to present the classical Montroll’s model and with type-1 and
type-2 fuzzy parameter for the population of Peru, of 1961-2013. To model the population
dynamics with type-1 fuzzy parameter, we use two techniques: the first through a Fuzzy Rule-
Based System (FRBS), where the input variables are the fertility rate and the rate of economic
growth of the country, and the output variable is the rate of population growth. The second
technique is performed considering the rate of increase as a triangular fuzzy number and using
the Zadeh’s Extension Principle, to obtain the type-1 fuzzy solution of Montroll’s model in
function of time. Subsequently, we compare the approaches of Montroll classic model and the
models obtained by the two techniques studied with population data, using as comparison
method, the maximum relative error. To model the population dynamics with type-2 fuzzy
parameter, we also used two techniques: the first through a type-2 Fuzzy Rule Based System
(FRBS2), where the input variables are the fertility rate and the rate of economic growth of
the country, and the output variable is the rate of population growth. The second technique is
performed by considering the rate of population growth as an interval type-2 triangular fuzzy
set and we using the Zadeh’s Extension Principle for upper and lower membership functions
of this set in each instant. Thus, we obtain the solution type-2 fuzzy of Montroll’s model in
function of time, subsequently, compare the approaches of these models with population data,
using the maximum relative error. Finally, we compare the results obtained from the type-1
and type-2 fuzzy sets.

Keywords: Montroll’'s Model; Fuzzy Rule-Based System; Center of Gravity; Interval Type-2
Fuzzy Set; Footprint of Uncertainty; Karnik-Mendel Algorithm.
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Introducao

Neste trabalho, estudamos a dinamica populacional do Peru, através de modelos populaci-
onais que levam em consideracao a variacao do tamanho da populacao. O Peru esta localizado
na América do Sul, ao oeste do Brasil, tem uma superficie continental de 1.285.215,6 km?
que, somados aos 991.194,97 km? de mar peruano, totalizam 2.276.410,57 km? e um perimetro
de 10.796,50 km, incluindo o Oceano Pacifico e os limites das 200 milhas em cada fronteira,
norte e sul [35]. A populacao do pais é de aproximadamente 30 milhoes e 475 mil pessoas, um
aumento de 1.13% em relagdo ao ano 2012, de acordo com o Instituto Nacional de Estatistica
e Informatica (INEI). Estes dados populacionais foram quadruplicados desde 1950 e agora é
o quarto pais mais populoso da América do Sul (depois de Brasil, Colémbia e Argentina). A
idade média dos peruanos é de 25.5 anos. Cerca de 3.5 milhoes de peruanos deixaram sua
terra natal para viver em outros paises. Destes, 2.4 milhoes tomaram a decisao de migrar nos
ultimos 22 anos. Desde o 1994-2010 os principais paises de destino sdao: Chile (29%), Esta-
dos Unidos (16.3%), Bolivia (16.1%), Equador (12,6%), Espanha (8.2%), Argentina (3.7%),
Venezuela (2.1%), Brasil (1.6%) e Colombia (1.6%). Quando o Peru celebrar o bicentenério
da independéncia, em 28 de Julho de 2021, havera trés milhoes de peruanos a mais. Segundo
as projecoes do INEI, serao 33 milhoes e 149 mil habitantes. A expectativa é de chegar a 40
milhoes e 111 mil habitantes em 2050. Os peruanos representam apenas 0.43% da populacao
mundial [38].

Os cientistas desde ha muito tempo atras procuram ferramentas matematicas para estimar,
por exemplo, o crescimento de uma populagao [9]. O economista e demégrafo inglés Thomas
Robert Malthus (1798) foi responsédvel pela primeira tentativa de estimar o crescimento da
populacao mundial. Seu trabalho, “An Essay on the Principle of Population as it Affects the
Future Improvement of Society”, publicado anonimamente em 1798, previa um crescimento em
progressao geométrica para a populacao e em progressao aritmética para os meios de sobre-
vivéncia. O modelo de Malthus assume que o crescimento de uma populagao é proporcional a
populacao em cada instante. Assim, a populacao deveria crescer sem nenhuma inibicao.

A modelagem matematica para descrever o crescimento populacional evoluiu, passando
por varias modificagoes apés Malthus. Um dos modelos mais importantes e conhecido é do
socidlogo belga P. F. Verhulst (1838), que supoe que toda populacao é predisposta a sofrer
inibigoes naturais em seu crescimento, devendo tender a um valor limite constante quando o
tempo aumenta. E um modelo de crescimento mais significativo, do ponto de vista biolégico
[2].

Podemos também destacar o Modelo de Montroll, que propés um modelo geral para tradu-
zir o crescimento assintético de uma variavel, levando em conta o posicionamento do ponto de
inflexao da curva [15].

Neste trabalho, utilizamos modelos populacionais com parametros fuzzy. A teoria dos con-
juntos fuzzy fornece um quadro conceitual no qual as fronteiras rigidas e as verdades ou negacoes
absolutas sao vistas, quando justificavel, como casos particulares ao invés de tnicas possibi-
lidades. O processo de modelagem fuzzy permite expressar incertezas e subjetividades, ja
que podem ser usadas informagoes qualitativas (linguisticas) e quantitativas. E caracterizado
como um procedimento de facil compreensao, apropriado para descrever sistemas com razoaveis



quantidades de conhecimento, além de ser baseado em linguagem natural, o que permite maior
facilidade na comunicagao dos modelos [7].

Com o advento da teoria de conjuntos fuzzy, introduzida por Lotfi A. Zadeh (1965), houve
uma grande quebra de paradigma, quando o pensar em termos absolutos é substituido pelo
pensar relativo. Essa mudanca na forma de pensar, abre novas e refinadas formas de olhar
antigas questoes, particularmente constituiu-se uma nova abordagem para o estudo da dinamica
populacional [28]. Também, neste trabalho, introduzimos alguns conceitos dos conjuntos fuzzy
do tipo 2.

A teoria de conjuntos fuzzy do tipo 2 tem sido uma area muito pesquisada nos ultimos
anos. Este crescimento vem acompanhado de uma potencialidade desta estratégia no trata-
mento de incertezas em modelos e/ou informagoes provenientes de especialistas. Pode-se en-
contrar trabalhos nas areas de Engenharia, Ciéncia da Computacao, Medicina, Biologia, Eco-
nomia, Matematica, entre outras, evidenciando-se a potencialidade, diversidade e amplitude
de aplicacao desta metodologia e a eficacia desta extensao em relagao aos conjuntos fuzzy tipo
1. Na maioria dos trabalhos pesquisados, a teoria de conjuntos fuzzy tipo 2, consegue superar
os resultados que a teoria de conjuntos fuzzy tradicional ou outra técnica nao conseguia resolver
satisfatoriamente, caracterizando assim, um caminho promissor principalmente na identificacao
de modelos a partir de informagoes obtidas de um especialista [14]. Os conjuntos fuzzy tipo
2 trata as incertezas associadas aos conjuntos fuzzy, o que nao é contemplado na teoria de
conjuntos fuzzy tipo 1, viabilizando, portanto, a manipulacao de termos imprecisos em toda
sua extensao, inclusive na defini¢ao das func¢oes de pertinéncia [14].

Diferentemente dos conjuntos fuzzy tipo 1, que possuem duas dimensoes, os conjuntos fuzzy
tipo 2 possuem trés dimensoes; essa terceira dimensao proporciona um grau de incerteza adici-
onal. Além disso, as fungoes de pertinéncia tipo 2 incluem uma mancha de incerteza, de forma
a tornar possivel a modelagem de incertezas tanto numéricas como linguisticas [39].

O objetivo deste trabalho é determinar o modelo conveniente entre Verhulst e Montroll com
parametros reais que melhor ajusta-se aos dados da populacao do Peru de 1961 a 2013; em
seguida, utilizamos parametros fuzzy tipo 1 e tipo 2 para o modelo que melhor se aproxima
a esses dados. Inicialmente, determinamos os parametros reais para o modelo de Verhulst e
Montroll convenientes, sendo que o modelo de Montroll é o que mais se aproxima dos dados
do Peru. Esta aproximacao é calculada utilizando como método de comparacao, o maximo do
erro relativo. O modelo de Montroll com parametro fuzzy é modelado utilizando duas técnicas:
a primeira através de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) tipo 1 onde as varidveis
de entrada sao a taxa de fertilidade e a taxa de crescimento economico e a variavel de saida é a
taxa de crescimento populacional do pais. A segunda técnica considera a taxa de crescimento
populacional como um ntumero fuzzy triangular e utiliza o Principio da Extensao de Zadeh para
obter a solucao fuzzy do modelo de Montroll em funcao do tempo. Finalmente, comparamos as
aproximacoes do modelo de Montroll classico e dos modelos obtidos através das duas técnicas
estudadas com os obtidos com o modelo de Montroll com parametro fuzzy tipo 2, utilizando o
maximo do erro relativo para os dados da populagao do Peru.

A organizacao do presente trabalho é a seguinte:

No Capitulo 1, apresentamos conceitos principais da teoria de conjuntos fuzzy tipo 1.

No Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos da teoria de conjuntos fuzzy tipo 2 e mostra-
mos como calcular o centroide de um conjunto fuzzy tipo 2 mediante o algoritmo de Karnik-
Mendel (KM).

No Capitulo 3, apresentamos uma revisao de dois modelos da literatura. Iniciamos desta-
cando o modelo de Verhulst (1837) que, baseado em Malthus, propoe a alteragao na taxa de
crescimento de modo que a populagao tendesse a estabilidade. O 1ltimo modelo apresentado
é o de Montroll (1971) que apresenta diferentes formas possiveis de crescimento das taxas de
variacao populacional. Apresentamos também os dados da populacao do Peru obtidos de 1961



a 2013 e fazemos uma comparacao entre o modelo de Verhulst e o modelo de Montroll, que é
o melhor modelo que ajusta-se aos dados da populagao do Peru.

No Capitulo 4, estudamos o modelo de Montroll com parametro fuzzy tipo 2, utilizamos os
dados do Peru e o Principio de Extensao de Zadeh para conjuntos fuzzy tipo 2.

Finalmente, apresentamos as conclusoes do trabalho.

Nathali Vega Cabrera
Uberlandia-MG, 08 de Abril de 2014.



Capitulo 1

Conjuntos Fuzzy Tipo 1

Neste capitulo, serao apresentados conceitos e ferramentas basicas dos conjuntos fuzzy
tipo 1, que sao usados no desenvolvimento do trabalho.

1.1 Conjuntos Fuzzy

O termo fuzzy em lingua inglesa pode ter varios significados, que variam de acordo com o
contexto de interesse, mas o conceito basico deste adjetivo passa sempre pelo vago, incerto. As
tentativas de traducao para o portugués ainda nao sao unanimes sendo “nebuloso”e “difuso”os
termos mais populares de traducao de fuzzy.

A Légica Fuzzy (também chamada de 16gica multivariada) foi primeiramente introduzida
em 1930 pelo filosofo e logico poloneés Jan Lukasiewicz. Através do estudo de termos do tipo
alto, velho e quente, Lukasiewicz propos a utilizagao do intervalo [0, 1] para indicar o grau de
veracidade de uma proposi¢ao. Em 1937, o filésofo Max Black definiu o primeiro conjunto fuzzy
e descreveu algumas ideias bésicas de operacgoes com conjuntos fuzzy. Em 1965, Lotfi Zadeh
publicou o artigo Fuzzy Sets, que ficou conhecido como a origem da Teoria de Conjuntos Fuzzy.
Na realidade, Zadeh redescobriu a ideia de fuzzificacao, identificou e explorou tal conceito, as-
sim como lutou por ele. Portanto, Zadeh ficou e ainda é conhecido como o “mestre” da Teoria
de Conjuntos Fuzzy [16].

Conjuntos fuzzy sao conjuntos que nao possuem fronteiras bem definidas. Foram introduzi-
dos devido ao fato de os conjuntos classicos apresentarem limitacoes para lidar com problemas
onde as transicoes de um estado para outro acontecem de forma suave. Sua defini¢ao, proprie-
dades e operacoes sao obtidas da generalizacao da teoria de conjuntos classicos, recaindo esta
em um caso particular da teoria de conjuntos fuzzy [4].



1.1.1 Um Breve Historico

A teoria dos conjuntos fuzzy enfrentou forte resisténcia por parte da comunidade cientifica
no seu inicio, principalmente por parte dos estatisticos norte americanos. Entretanto, a des-
peito de todo preconceito, muitos pesquisadores vislumbraram as possibilidades que esta teoria
oferecia e trabalhos surgiram em todo o mundo, particularmente no Japao, onde os conjuntos
fuzzy encontrou um solo fértil para desenvolver-se rapidamente.

Ja na primeira década (1965-1975) os pesquisadores se esfor¢aram por estender os fundamen-
tos da logica fuzzy, introduzindo conceitos novos e desenvolvendo outras abordagens da teoria,
bem como as relagoes fuzzy, as variaveis linguisticas, os processos de decisao fuzzy, a medida
fuzzy, sistemas topoldgicos, algebra com ntimeros fuzzy, fuzzy clustering, entre outros. Em 1972
formou-se no Japao o primeiro grupo de pesquisas em sistemas fuzzy, coordenado pelo professor
Toshiro Terano. Em 1974 iniciou-se um importante capitulo no desenvolvimento desta teoria
com a apresentacao do primeiro controlador fuzzy criado por E. Mamdani, no Reino Unido.
A partir de entao varios foram os pesquisadores que buscaram aplicar a teoria de conjuntos
fuzzy para controle de sistemas. Em 1976 temos a primeira aplicacao industrial da logica fuzzy,
desenvolvido pelo Circle Cement e SIRA, na Dinamarca, que consistiu de um controlador fuzzy
que incorporava o conhecimento e a experiéncia de operadores para controlar os fornos das
fabricas [26]. Em 1977, Didier Dubois aplicou os conjuntos fuzzy em um estudo sobre condigoes
de tréfego e neste mesmo ano surgiu o primeiro sistema especialista fuzzy [41].

Em 1985 foi desenvolvido o primeiro chip fuzzy por Masaki Togai e Hiroyuke Watanabe, no
laboratério Bell (EUA). Em 1987 foi inaugurado com sucesso o primeiro trem com controlador
fuzzy, no sistema do metré de Sendai, no Japao. Foi também neste ano que a Yamaha desen-
volveu seu helicoptero nao tripulado, Yamaha-50, totalmente controlado por um controlador
fuzzy, dando origem a era do desenvolvimento tecnolégico proporcionado por esta teoria. Em
1988 comecou a operar no Yamaichi Fuzzy Fund o primeiro sistema especialista fuzzy. Mas
foi em 1990 que esta teoria atingiu a popularidade com o lancamento no mercado da primeira
maquina de lavar roupas fuzzy, da Matsushita Electric Industrial Co., marcando o inicio do
desenvolvimento de produtos de consumo [26]. Hoje é possivel encontrar, principalmente no
Japao, toda a sorte de eletrodomésticoS cuja operagao inclui controles fuzzy (televisao, camera
fotografica, panela para cozimento de arroz, videos, entre outros) e existem atualmente vérias
empresas (Siemens, Daimler-Benz, Klockner-Moeller, SGS-Thomson, General Motors, Moto-
rola, Hewlett-Packard e muitas outras mais) que possuem laboratérios de pesquisa em légica
fuzzy para desenvolvimento de seus produtos.

O objetivo desse breve historico é ilustrar quao rapido se deu o desenvolvimento da teoria de
conjuntos fuzzy e quao abrangente tem sido suas aplicacoes. Esta teoria tem mostrado possuir
um enorme potencial de desenvolvimento na area de Soft Computing. Em verdade, podemos
notar um interesse por esta teoria cada vez mais crescente por profissionais e pesquisadores das
mais diversas areas dada a sua capacidade de explorar variaveis linguisticas, da possibilidade
de desenvolver raciocinios mais préximos do humano, da sua diversidade de operagoes e da sua
potencialidade em aplicagoes [23].



1.1.2 A Teoria de Conjuntos Fuzzy e a Teoria de Probabilidade

Ortega (2001) afirma que:

“E muito comum quando somos apresentados a teoria de conjuntos fuzzy confundirmos esta
com a teoria de probabilidades. Frequentemente trocamos grau de pertinéncia por probabilidade
e pensamos na funcgao de pertinéncia como sendo uma func¢ao de distribuicao estatistica. Esta
confusao surge por haver uma estreita relagao entre as duas teorias e, sob certos aspectos a
teoria fuzzy se apresenta muito similar a teoria de probabilidades.

A teoria de probabilidades e a teoria de comjuntos fuzzy lidam, em geral, com tipos de
incertezas distintos. Na teoria de probabilidades temos o evento muito bem definido e a duvida
paira sobre a ocorréncia do evento. No entanto, uma vez que o evento ocorreu nao existird
mais duvida alguma. Podemos calcular qual a probabilidade de, em uma urna contendo ny bolas
brancas e n, bolas vermelhas, sortearmos uma bola vermelha. Todavia, uma vez sorteada a
bola nao hd nada mais a fazer, a bola serd branca ou vermelha, e a incerteza desaparecerd. No
entanto, supomos que haja em uma urna vdrias bolas com diversos tons de rosa, variando
do vermelho ao branco. Neste caso nao poderemos simplesmente perguntar qual a chance de
sortearmos uma bola branca, pois teriamos dificuldades para decidir sobre as bolas rosas. Na
verdade, nao poderemos fazer uma pergunta de cardter ‘puramente estatistico’ pois o evento nao
estda bem definido, existirao bolas quase vermelhas, bolas quase brancas e bolas com diversos tons
de rosa (o que configura uma situag¢ao de imprecisao). Precisamos saber nestes casos qual é a
pergunta a ser realizada e como respondeé-la.

Um outro aspecto que diferencia as duas teorias € o fato da teoria de probabilidades nao
considerar subjetividades, como por exemplo caracteristicas psicologicas dos individuos. E muito
comum as pessoas jogarem na Loto ou na Sena, inclusive profissionais da drea de estatistica.
E conhecido também que raramente as pessoas apostam um conjunto de numeros sequenciados
como 1, 2, 3, 4, 5 e 6. As pessoas, de uma forma geral, tém a sensacao de que um jogo assim €
muito menos provavel de acontecer do que um conjunto de niumeros sortidos. E estranhamente
elas tém razao em sentir-se assim, uma vez que este evento dificilmente € verificado (quase
nunca ocorre um sorteio de numeros sequenciados). No entanto, sabemos que a probabilidade
de ocorrer qualquer combinacao de numeros é a mesma. E se perquntarmos a um estatistico
que joga na Sena ou na Loto que tipo de jogo ele faz, dificilmente obteremos uma sequéncia
ordenada de numeros! Ou seja, mesmo sabendo que a probabilidade deste jogo € a mesma que
a de qualquer outro ele nao se sente confortdvel em jogd-lo, ainda que se jogasse teria grande
chance de ganhar sozinho!. Sendo assim, a depender do objeto que estamos analisando a teoria
de probabilidades pode nao ser suficiente, havendo a necessidade de utilizarmos outras técnicas
para abordar as incertezas envolvidas no processo”.

1.2 Alguns Conceitos da Teoria de Conjuntos Fuzzy

Definicao 1.1. Seja U um conjunto ndao vazio e A um subconjunto cldssico de . A aplicacao,
XA U — {0, 1},
tal que

XA(ZE) =

1 se x €A,
0 se x&A,

¢ chamada de funcao caracteristica de A [1].



Definicao 1.2. Um subconjunto fuzzy F do universoU € definido por uma funcdo de pertinéncia
i que a cada elemento x de U, associa um nimero p(x), entre zero e um, chamado de grau de
pertinéncia de x a F. Assim, o conjunto fuzzy F € sinénimo de funcao de pertinéncia,

[LFZZ/{—> [0,1]

Os wvalores pue(x) = 1 e pe(x) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia plena e a nao
pertinéncia do elemento x a F.

1.2.1 Representacao de Conjuntos Fuzzy

As representacoes das fungoes que definem os elementos de um conjunto fuzzy facilitam a
visualizacao deste conjunto, e podem ser feitas na forma tabular (ou de lista), graficamente e
na forma analitica.

Para conjuntos finitos, as fungoes podem ser representadas por tabelas. A tabela represen-
tando um conjunto fuzzy lista todos os elementos do conjunto com seus respectivos graus de
pertinéncia [9]. No exemplo a seguir temos uma ilustracao deste caso.

Exemplo 1.1. Seja A o conjunto das cinco primeiras “cidades com melhor qualidade de vida
no Peru” e sejam estas cidades: Lima, Arequipa, Trujillo, Illo e Chiclayo [37]. Este conjunto
A é um subconjunto do universo X de todas as cidades do Peru. Nem todas as cidades do
conjunto A tem a mesma qualidade de vida, logo alguns tém um grau de melhor qualidade
de vida, outros de menos qualidade de vida variando entre os valores 0 e 1.

Para as cidades citadas tem-se a representacao na Tabela 1.1.

‘ Cidades H Grau de qualidade de vida ‘

Lima 1

Arequipa 0.89
Trujillo 0.75
Ilo 0.7
Chiclayo 0.68

Tabela 1.1: Cidades e graus de qualidade de vida.

Alternativamente a Tabela 1.1, pode-se listar os pares consistindo de cada elemento com
seu grau de qualidade de vida, da seguinte forma:

A =1/Lima + 0.89/Arequipa + 0.75/Trugjillo 4+ 0.7/Ilo 4+ 0.68/Chiclayo.

Aqui o simbolo “/” é apenas usado para associar o elemento do conjunto universo X e seu
grau de pertinéncia ao conjunto fuzzy A. Assim, também o sinal de + nao significa soma;
simplesmente conecta os elementos do grupo. A forma geral para representar o conjunto fuzzy
A quando X ¢é finito tem a forma:

A= Z ,uA<x)/x?

onde ) representa a uniao.

Uma outra forma de se representar um conjunto fuzzy é feita graficamente. A representacao
grafica é a mais usada na literatura fuzzy por ter uma interpretacao mais intuitiva. No caso
de uma representacao em duas dimensoes, o eixo vertical representa o grau de pertinéncia no
intervalo [0,1], e o eixo horizontal o universo.



Exemplo 1.2. O conjunto fuzzy de pessoas de “meia idade” no universo U = [0,90], poderia
ser representado pela fun¢ao py(x) ilustrada na Figura 1.1.

Neste exemplo, a curva tem a forma de sino, crescendo da esquerda para a direita até uma
certa idade, e depois decrescendo com a idade. Que a curva deva ter esta forma acreditamos
que € consenso. As controvérsias talvez aparecam a respeito da idade, onde hd mudanca do
crescimento da curva.

£l
Idade (anos)

Figura 1.1: Funcao de pertinéncia de pessoas de meia idade.

A representacao analitica é também bastante utilizada em teoria dos conjuntos fuzzy.

Exemplo 1.3. O conjunto fuzzy A dos nimeros reais positivos em torno de 4 do universo RT,
(Figura 1.2), pode ser representado analiticamente da sequinte forma,

r—3 se 3<x<A4,
pa(z) =¢ 5—x se 4 <z <5, (1.1)
0 caso contrario.

Grau de pertinéncia

1 1 | 1 1y
0 1 2 3 5 6 7

4
Nimeros Reais (x)

Figura 1.2: Conjunto fuzzy dos ntimeros reais positivos “em torno de 4”.



Apresentamos os diversos tipos de fungoes de pertinéncia de um conjunto fuzzy que podem
ser utilizados no toolbox fuzzy do MATLAB [33], Figura 1.3.

e pertinéncia
e pertinéncia

(a) trapmf. (b) gaussmf.

de pertinencia

(c) gauss2mf. (d) gbellmf.

e pertinéncia
e pertinéncia

(e) sigmf. (f) dsigmf.

Grau de pertinencia
Grau de pertinencia

(g) psigmf.

Grau de pertinencia
Grau de pertinencia

I L I N

X X

(i) pimf. (j) smf.

Figura 1.3: Exemplos de fungoes de pertinéncia do MATLAB.
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Onde:
e trapmf é a funcao de pertinéncia trapezoidal.
e gaussmf é a funcao de pertinéncia Gaussiana.

e gauss2mf ¢é a funcao de pertinéncia de dois lados composto de dois curvas Gaussianas
diferentes.

e gbellmf é a funcao de pertinéncia generalizada e é especificada por trés parametros. As
funcoes de pertinéncia de Gauss e Bell sao métodos populares para especificar conjuntos
fuzzy. Ambas curvas tém a vantagem de ser diferente de zero em todos os pontos.

e sigmf ¢é a funcao de pertinéncia sigmoidal, que pode ser aberto a esquerda ou direita.
e dsigmf ¢é a funcao de pertinéncia da diferencia entre duas fungoes sigmoidais.

e psigmf ¢é a funcao de pertinéncia do produto entre duas fungoes sigmoidais.

e zmf ¢é a funcao de pertinéncia assimétrica da curva polinomial aberto para a esquerda.

e pimf é a funcao de pertinéncia que é zero em ambos os extremos, com um aumento no
meio.

e smf é a funcao de pertinéncia de espelhamento que abre para a direita.

1.2.2 Operagoes Padroes entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B subconjuntos classicos de U representados pelas funcoes caracteristicas X4 e
X, respectivamente. Os conjuntos

AUB = {relU:x€ Aouux € B},
ANB {reUU:2€ Aex € B},
A = {zel:x¢ A},

tém, respectivamente, as fungoes caracteristicas, Vo € U,

Xaup(r) = max{Xa(z), Xp(2)},
Xanp(r) = min{Xs(z), Xp(x)},
XA/<1’ = 1—XA([E)

Defini¢ao 1.3. Sejam A e B conjuntos fuzzy (Figura 1.4). As fungoes de pertinéncia que
representam os conjuntos fuzzy unido (Figura 1.5), intersec¢io (Figura 1.6) e complementar
(Figura 1.7) de conjuntos fuzzy Vo € U, sao dadas por,

pavp(z) = max{pa(r), up(x)},
pang(z) = min{ua(r), pp(r)},
pa(z) = 1— pa(w),

respectivamente.
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1A B 1

Figura 1.4: Funcao de pertinéncia dos conjuntos  Figura 1.5: Fungao de pertinéncia da uniao dos
fuzzy A e B. conjuntos fuzzy A e B.

ftAnB
Figura 1.6: Fungao de pertinéncia da inter-  Figura 1.7: Funcoes de pertinéncia dos conjun-
seccao dos conjuntos fuzzy A e B. tos fuzzy A e seu complementar A’.

Exemplo 1.4. Suponha que o conjunto universo U seja composto pelas Provincias de Peru,
identificados pelos niumeros 1, 2, 3, 4/ e 5. Sejam A e B os conjuntos fuzzy que representam
as sensacoes de frio e calor, respectivamente. A Tabela 1.2 ilustra a unido, intersec¢ao e o
complemento.

‘ Provincia H Frio (14) H Calor (up) H [LAUB H LANB H par || panar
1 0.8 0.5 0.8 0.5 0.2 0.2
2 0.6 0.9 0.9 0.6 0.4 0.4
3 1.0 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0
4 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
5 1.0 0.3 1.0 0.3 0.0 0.0

Tabela 1.2: Unido, interseccao e complementar dos conjuntos A e B.

1.2.3 Normas Triangulares

As normas triangulares generalizam os operadores uniao e interseccao. Formalmente, temos
a definicao:

Definicao 1.4. Uma co-norma triangular (s-norma) € uma operagdao bindria
s:10,1] x [0,1] — [0, 1],

satisfazendo as sequintes condigoes:



Comutatividade: xsy = ys;

Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz;

Monotonicidade: Se x <y e w < z entao xrsw < ysz;

Condigoes de fronteira: xsO = x, xsl = 1.

Exemplo 1.5. Apresentamos alguns exemplos.
1. Uniao Padrao: s:[0,1] x [0,1] — [0,1] com zsy = max(z,y);
2. Soma Algébrica: s:[0,1] x [0,1] — [0, 1] com xsy =z +y — zy;
3. Soma Limitada: s :[0,1] x [0,1] — [0, 1] com zsy = min(1,z + y);
4. Uniao Drdstica: s : [0,1] x [0,1] — [0, 1] com,
r se y=0,

pr(r) =< y se x=0,
0 caso contrdrio.

Defini¢ao 1.5. Uma norma triangular (t-norma) é uma operagao bindria,
t:[0,1] x [0,1] — [0, 1],
satisfazendo as sequintes condigoes:
o Comutatividade: xty = ytx;
o Associatividade: xt(ytz) = (xty)tz;
e Monotonicidade: Se x <y e w < z entao xvtw < ytz;
e Condicoes de fronteira: Otx =0, 1tx = x.
Exemplo 1.6. Apresentamos alguns exemplos.
1. Intersec¢ao Padrao: t: [0,1] x [0,1] — [0, 1] com zty = min(z,y);
2. Produto Algébrico: t : [0,1] x [0,1] — [0,1] com xty = zxy;
3. Diferenca Limitada: t : [0,1] x [0,1] — [0, 1] com zty = maz(0,z +y — 1);
4. Intersec¢ao Drdstica: t:[0,1] x [0,1] — [0, 1] com,
r se y=1,

pe(z) =< y se x=1,
0 caso contrdrio.

12
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1.2.4 Niveis de um Conjunto Fuzzy

Defini¢ao 1.6. Seja A um conjunto fuzzy e o € (0,1]. Definimos como a—nivel de A o
conjunto,

[A]* ={z €U : pa(z) = a}.

Definicao 1.7. Suporte de um conjunto fuzzy A sao todos os elementos de U que tém grau
de pertinéncia diferente de zero em A e denotamos por supp(A).

supp(A) ={z €U : pa(z) > 0}.

Observacao 1.1. Definimos o nivel zero de um conjunto fuzzy A, como o fecho do suporte de
A, isto ¢,

[A]" = supp(A).

1.2.5 Numeros Fuzzy

Definicao 1.8. Seja A um subconjunto nao vazio de um conjunto parcialmente ordenado E.
Ao menor dos limites superiores de A dd-se o nome de supremo de A que € indicado por sup A.

Definicao 1.9. Um conjunto fuzzy N € chamado nimero fuzzy quando o universo, onde N
esta definido, é o conjunto dos numeros reais R e a fun¢ao de pertinéncia,

pn R — [0, 1],
¢ tal que:
1. pn(x) atinge o 1, isto é, uy(zo) = 1 para algum .
2. [N]* é um intervalo fechado, Vo € (0, 1].
3. O suporte de N ¢ limitado.

Observamos que, com a Definicao 1.9, todo ntimero real r é um caso particular de niimero
fuzzy cuja funcao de pertinéncia é sua fungao caracteristica:

o ={o L5 12

1.2.6 Principio de Extensao de Zadeh

Essencialmente, o Principio da Extensao de Zadeh é utilizado para obter a imagem de con-
juntos fuzzy através de uma funcao classica.

Definigao 1.10. O Principio da Extensao de Zadeh de uma fungio f : X — Y, onde X e
Y sao espagos métricos nao vazios, € uma fungdao f que quando aplicado a um conjunto fuzzy
D € X, retorna um conjunto fuzzy f(D) €Y, cuja fun¢ao de pertinéncia € dada por:

sup pup(x) se {x: f(x) =y} # o,

0 caso contrdrio.

~

Note que f(D) = f(D) se D é um conjunto cldssico de X.
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A Figura 1.8 ilustra o principio.

~ ¥

HANy

Figura 1.8: Principio de extensao de Zadeh [24].

Proposicao 1.1. Seja X e Y espacos métricos nao vazios, seja D um conjunto fuzzy de X e
seja f: X — Y continua. Entao para cada 0 < o <1, [f(D)} = f([D]¥) [1].

Este resultado indica que os a—niveis do conjunto fuzzy, obtidos pelo Principio de Extensao
de Zadeh, coincidem com as imagens dos a—niveis pela funcao f.
A seguir definimos uma varidvel linguistica.

Definicao 1.11. Uma varidvel linguistica € uma varidvel cujo valor € expresso qualitativamente
por termos linguisticos (que fornece um conceito a varidvel) e quantitativamente por uma fungao
de pertinéncia, Figura 1.9.

VARIAVEL LINGUIiSTICA

( TAXA DE FERTILIDADE J

Termos Linguisticos

Grau de pertinéncia

Figura 1.9: Variavel linguistica.
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1.3 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF) contém quatro componentes: um processador
de entrada que realiza a fuzzificacao dos dados de entrada, uma colegao de regras fuzzy chamada
de base de regras, uma maquina de inferéncia fuzzy e um processador de saida que fornece um
vetor como saida. Estes componentes estao conectados conforme indica a Figura 1.10.

- ~

i Contém o conjunto de
| ac0es a realizar em
(_ fungdo do estado

~

N
1

1
1
1
1
1
1
7

_________________

BASE DE REGRAS

/
/
/-
\

_______________

1
- Converte um ndmero
i crisp em conjunto fuzzy |

PROCESSADOR | SADA
DE SAIDA

Y

MAQUINA DE
INFERENCIA FUZzY

CONJUNTO FuzzY

ENTRADA

- Realiza 0 processo de raciocinio |
i para estimar a saida em fungéo da!
L entrada.

Figura 1.10: Sistema Baseado em Regras Fuzzy.

1. Processador de Entrada (Fuzzificagao):
Essa etapa obtém o grau de pertinéncia com que cada entrada pertence a cada conjunto
fuzzy. Cada uma dessas entradas ¢ um elemento do universo de discurso em questao e
associada a um grau de pertinéncia em cada conjunto fuzzy sobre o respectivo universo

[16].

2. Base de Regras:
Este componente é composto por sentencas da forma: Se ... entdo .... A base de re-
gras descreve relacoes entre as variaveis linguisticas e sao processadas pela maquina de
inferéncia.

3. Maquina de Inferéncia Fuzzy
E neste componente que cada proposicao fuzzy é processada matematicamente por meio
das técnicas de raciocinio aproximado. Os operadores matematicos serao selecionados
para definir a relacao fuzzy que modela a base de regras. Desta forma, a maquina de
inferéncia fuzzy é de fundamental importancia para o sucesso do sistema fuzzy, ja que
fornece a saida a partir de cada entrada fuzzy e da relacao definida pela base de regras.
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Apresentamos um método particular de Inferéncia Fuzzy: O Método de Mamdani.

e Método de Mamdani

O método de inferéncia Mamdani foi criado pelo professor Ebrahim Mamdani da
Universidade de Londres (Reino Unido) em 1975 no contexto do desenvolvimento de
sistemas fuzzy baseando-se em regras de conjuntos fuzzy no intuito de representar
experiéncias da vida real [16].

Uma regra: Se (antecedente) entdo (consequente) é definida pelo produto cartesiano
fuzzy dos conjuntos fuzzy que compoem o antecedente e o consequente da regra. O
método de Mamdani agrega as regras através do operador OU, que é modelado pelo
operador maximo e, em cada regra, o operador légico E é modelado pelo operador
minimo. Veja as regras a seguir:

Regra 1: Se x é A e y é By entao (z é C);
Regra 2: Se x é Ay e y é By entao (z é Cs).

A Figura 1.11, ilustra como uma saida real z de um sistema de inferéncia do tipo Mamdani
é gerada a partir das entradas x e y reais e a regra de composicao maxr — min.

A saida z € R, é obtida pela defuzzificagao do conjunto fuzzy de saida C' = C] U CY, da
Figura 1.11.

min

max (uniéo)
T Yy "

Cc=cjuc,

z

Figura 1.11: Método de Mamdani com composigao max — min [9].
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4. Processador de Saida:
Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificagao é um processo de se
representar um conjunto fuzzy por um nimero real. Em sistemas fuzzy, em geral a saida
é um conjunto fuzzy. Assim, devemos escolher um método para defuzzificar a saida e
obter um nimero real que a represente. O método de defuzzificacao mais comum é a
técnica do Centroide ou chamado também Centro de Gravidade(CG):

Para um dominio discreto, tem-se:

Z p(zi)

=0

onde n é o nimero de pontos na qual o dominio é discretizado.
Para um dominio continuo, tem-se:

o /Ru(z)zdz

/Ru(z)dz |

onde R é a regiao de integracao e z,z2; € R.

No préximo capitulo, apresentamos os Conjuntos Fuzzy Tipo 2.



Capitulo 2

Conjuntos Fuzzy Tipo 2

A teoria de conjuntos fuzzy tipo 2 foi introduzida por Lotfi Zadeh em 1975 como uma
extensao do conjunto fuzzy tradicional. Seu surgimento esta relacionado com a insuficiéncia da
teoria de conjunto fuzzy tradicional em modelar as incertezas inerentes a definicao das fungoes
de pertinéncia dos antecedentes e consequentes em um sistema de inferéncia fuzzy.

Conjuntos fuzzy tipo 2 sao conjuntos fuzzy cujos graus de pertinéncia sao conjuntos fuzzy
tipo 1 e nao um unico valor. Tais conjuntos podem ser usados em situacoes onde existe incerteza
a respeito dos graus de pertinéncia, incerteza do formato das fungoes de pertinéncia ou incerteza
em alguns dos parametros das fungoes de pertinéncia [12].

A teoria de conjuntos fuzzy tipo 2, modela a incerteza oriunda do significado das palavras.
Embora a funcao de pertinéncia tipo 2 também seja totalmente precisa, esta é composta por
una “mancha” de incerteza (FOU-Footprint of Uncertainty) que permite que a incerteza seja
trabalhada pelo Sistema Baseado em Regras Fuzzy tipo 2 (SBRF2) [27].

2.1 Um Breve Historico

Em 1975, Zadeh introduziu o conceito de conjuntos fuzzy tipo 2. Em 1976, Mizumoto e
Tanaka apresentaram estudos sobre as operacoes dos conjuntos fuzzy tipo 2 e suas funcgoes de
pertinéncia. E, em 1977, Niemien apresentou a estrutura algébrica dos conjuntos fuzzy tipo 2
com mais detalhes.

Nos anos seguintes nao foram encontrados trabalhos relevantes envolvendo os conjuntos
fuzzy tipo 2. Mas, voltou a ser abordada pela comunidade cientifica no final dos anos 90
com os trabalhos de Karnik e Mendel. Nestes trabalhos, foi apresentada a teoria completa do
SBRF2, incluindo as operagoes, o tipo redutor e os métodos de defuzzificacao. Em 2000 Liang
e Mendel desenvolveram a teoria do SBRF2 intervalar e mostraram como o SBRF2 intervalar
pode ser projetado. Além disso, apresentaram diversas aplicacoes mostrando a superioridade de
desempenho do SBRF2 intervalar e sua capacidade de trabalhar com incerteza. Mas a execucao
do moédulo tipo redutor do SBRF2 intervalar era o “gargalo” do sistema, por causa da grande
carga computacional necessaria para executa-lo. Para solucionar este problema, Wu e Mendel
desenvolveram o método dos limites incertos, que permitiu a execucao rapida do SBRF2 e sua
aplicagao na area de controle, de sistemas de tempo real e na industria. O SBRF2 também ¢
utilizado em aplicagoes na drea de ciéncias da computacao, diagnose médica, reconhecimento
de padroes, matemaética, entre outras [27].

18
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2.2 Algumas Definicoes da Teoria de Conjuntos Fuzzy
Tipo 2

Definicao 2.1. Um conjunto fuzzy tipo 2, A sobre X, € caracterizado por uma funcao de
pertinéncia tipo 2, pi(x,u), ondex € X ew e J, C[0,1], ou seja,

A= {((z,w), ps(z,w)) |Vz € X,Yu € J, C [0,1]}, (2.1)
onde 0 < py(x,u) <1 [27].

Um meio de representar conjuntos fuzzy tipo 2 é através da forma geométrica de sua fungao
de pertinéncia. As Figuras 2.1 e 2.2, mostram dois conjuntos fuzzy tipo 2 diferentes. O primeiro
é representado por uma fungao triangular em duas dimensoes, onde a area entre as curvas é
denominada “Footprint of Uncertainty” (FOU).

Na Figura 2.2 ha o recurso da terceira dimensao para possibilitar a representagao da incer-
teza (eixo vertical), onde a drea de cor verde representa o FOU.

@)

1

»
»

T
Figura 2.1: Funcao de pertinéncia de um con-  Figura 2.2: Funcao de pertinéncia de um con-
junto fuzzy triangular tipo 2, representado bi-  junto fuzzy trapezoidal tipo 2, representado tri-
dimensionalmente. dimensionalmente [20].

Definigcao 2.2. Define-se um corte vertical de pz(x,u) como sendo o plano bidimensional
em um dado x = ', cujos eizos sio u e pz(2',u). Mostramos na Figura 2.8 o corte vertical
para ' =5 [20].

Ng(x-, u)

Corte vertical em

=5

X

Figura 2.3: Corte vertical para 2’ = 5 [20].
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Definicao 2.3. A funcao de pertinéncia secunddria é o corte vertical pz(x,u) em um
determinado valor de x = 2, isto €, px(x = ', u) [27].

Definigao 2.4. A pertinéncia primdria de X (Jx) € definida como o dominio da Jungao
de pertinéncia secunddria para um valor de x, com J, C [0,1], Vo € X, onde J, = [J,, J.]-

Definicao 2.5. O walor do dominio u, € [0,1] é chamado de Grau Primdrio (GP).

Definicao 2.6. A amplitude de uma funcao de pertinéncia secunddria é definida como Grau
Secunddrio (GS), i,é, pi(x,u) € o grau de pertinéncia chamado de grau secunddrio.

A Figura 2.4 apresenta o grau de pertinéncia secundaria, fun¢oes de pertinéncia primaria e
secundaria de um conjunto fuzzy tipo 2 [39].

1 (z’ u) Grau seeunddrio ou

amplitude da fungéo de
pertinéncia secundéria

05 Pungio de pertinéncia secundéria

J/ para ¢’ =5

/ Ji Jo Jz Ja Js

Figura 2.4: Grau de pertinéncia secundaria, fungoes de pertinéncia primaria e secundaria de
um conjunto fuzzy tipo 2 [39].

Definicao 2.7. “Mancha” de Incerteza (FOU): A incerteza das fungdes de pertinéncias
primdrias de um conjunto fuzzy tipo 2 € representada pela “mancha” de incerteza ou FOU.
Quando a incerteza desaparece, o conjunto fuzzy tipo 2 se torna um conjunto fuzzy tipo 1. A
“mancha” de incerteza (FOU) € definido como a unido de todas as pertinéncias primdrias,

FOU(A) = | (@, ). (2.2)

zeX

Definicao 2.8. Funcao de Pertinéncia Superior e Inferior: A FOU de um conjunto
fuzzy tipo 2 é delimitada por uma funcgdo de pertinéncia tipo 1 superior e uma inferior [20]. A
fung¢do de pertinéncia superior € representada na forma fiz(x),Vo € X e a funcao de pertinéncia
inferior € a fungao mais interna que limita a FOU(;I) e ¢ representada na forma de ﬁg(m),Vx €
X, dadas por

Azl = (7., (2.3)

pi) = (@ 1), (2.4)

onde | J representa a uniao.
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A Figura 2.5, mostra a FOU e as funcoes de pertinéncia superior e inferior de um conjunto
fuzzy triangular tipo 2.

1)

Funcéio de pertinéncia superior

FOU

Funcéo de pertinéncia inferior

Figura 2.5: FOU, as funcoes de pertinéncia superior e inferior de um conjunto fuzzy triangular
tipo 2.

Definicao 2.9. Conjunto fuzzy tipo 2 intervalar, é um conjunto fuzzy tipo 2 onde todos
0s graus secunddrios sao 1, isto €,

pi(e,u) =1, YueJ, VrelX.

A Figura 2.6 mostra a funcao de pertinéncia de um conjunto fuzzy triangular tipo 2 inter-
valar e a Figura 2.7 mostra a fun¢ao de pertinéncia de um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar.

nle,u) Halm )
1 ........................ 1 ...
K . i 1
0.2 € B
0.4
0.6 z Iz
0.8 /
1 \
u‘/ S Te Te TaTs Mancha de incerteza

Figura 2.6: Funcao de pertinéncia de um con-  Figura 2.7: Funcao de pertinéncia de um con-
junto fuzzy triangular tipo 2 intervalar. junto fuzzy tipo 2 intervalar.

Apresentamos os diversos tipos de fungoes de pertinéncia de um conjunto fuzzy tipo 2 que
podem ser utilizados no toolbox fuzzy do MATLAB [34], Figura 2.8.



Grau de pertinéncia

A
v
X
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(a) itrapatype2.

(b) igaussmtype2.

Grau de pertinéncia

X

Grau de pertinancia

(c) igauss2type2.

(d) igbelltype2.

g [
g
: :
8 i
0 0
' X ‘X
(e) isigmtype2. (f) idsigtype2.
£ H
: ' .
(g) ipsigtype2. (h) iztype2.
g 8
] 3
:
0 0
' X

X

(i) ipitype2.

Figura 2.8: Diversas funcoes de pertinéncia de conjuntos fuzzy tipo 2.

(j) istype2.
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Onde:

itrapatype2 é a funcao de pertinéncia trapezoidal.
e igaussmitype?2 é a funcao de pertinéncia Gaussiana.

e igauss2type2 é a funcao de pertinéncia de dois lados composto de dois curvas Gaussianas
diferentes.

e igbelltype2 ¢é a funcao de pertinéncia generalizada e é especificada por seis parametros.

e isigmitype2 é a funcao de pertinéncia sigmoidal, que pode ser aberto a esquerda ou
direita.

e idsigtype2 é a funcao de pertinéncia da diferencia entre duas fungoes sigmoidais.
e ipsigtype2 é a fungao de pertinéncia do produto entre duas fungoes sigmoidais.
e iztype2 é a funcao de pertinéncia assimétrica da curva polinomial aberto para a esquerda.

e ipitype2 é a funcao de pertinéncia que é zero em ambos os extremos, com um aumento
no meio.

e istype2 é a funcao de pertinéncia de espelhamento que abre para a direita.

Na préxima secao apresentamos um breve estudo do SBRF2.

2.3 Sistema Baseado em Regras Fuzzy Tipo 2 (SBRF2)

Sistema Baseado em Regras Fuzzy Tipo 2 (SBRF2) é um sistema fuzzy em que pelo menos
um dos seus conjuntos fuzzy presentes no antecedente ou consequente de uma regra sao con-
juntos fuzzy tipo 2 [13]. O SBRF2 é composto por cinco componentes: fuzzificador, inferéncia,
base de regras, redutor tipo 1 e defuzzificador. A Figura 2.9 mostra a estrutura genérica deste
tipo de sistema.

BASE DE REGRAS ,
SAIDA CRISP

ENTRADA CRISP
FUZZIFICADOR

REDUTOR
TIPO1

DEFUZZIFICADOR

ENTRADAS

INFERENCIA
FUZZY TIPO 2 FUZZY TIPO 2

Figura 2.9: Sistema Baseado em Regras Fuzzy Tipo 2 [27].
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1. Fuzzificador: O bloco fuzzificador transforma o vetor de entrada ' = (2}, 25, -+, 2}),
do SBRF2 em conjuntos fuzzy tipo 2.

2. Base de regras: A base de regras do SBRF2 tem a mesma forma do tipo 1. A diferenca
entre o SBRF (tipo 1) e SBRF2 esta na natureza das fungoes de pertinéncia. Por exemplo,
Regra 1: Se z; é A1 e Ty é Bl, entao y ¢é C’l,

Regra 2: Se z; é Ag e 9 é By, entao y é Cs.

3. Inferéncia: O bloco de inferéncia processa a base de regras fuzzy.

4. Redutor do tipo 1: O bloco redutor tipo 1 tem funcao de transformar um conjunto
fuzzy tipo 2 em conjunto fuzzy tipo 1, ou seja, procura o conjunto fuzzy tipo 1 que melhor
representa o conjunto fuzzy tipo 2 e que deve satisfazer a seguinte premissa: Quando toda
incerteza desaparecer, o resultado do SBRF2 é reduzido ao SBRF [19].

5. Defuzzificador: Utiliza um método convencional de defuzzificagao como por exemplo o
Centroide:

cL +cgr
5

onde c;, e cg sao pontos switch definidos mais adiante.

C:

2.4 Método de Mamdani para Conjuntos Fuzzy Tipo 2
Intervalar

A Figura 2.10 apresenta o método de Mamdani com entrada z’ = (24, x)}). Consideramos
duas regras Ry e Ry, com dois antecedentes e um consequente dados por conjuntos fuzzy tipo
2 intervalar, cada uma das regras sao dadas por:

Ri: Se x; é %1 e Ty é El entao y é @;
Ry: Se x1 é Ay e 29 é By entao y é Cs.

Primeiro calculamos o grau de ativacao inferior e superior das regras, R; e Ry, da seguinte
forma:

f= s @) T (a) e T =Tig (@) THg, (23), n=1,2,

onde, as fungoes de pertinéncia inferior (H,Zﬂ (z}) e superior (fiz (7)), em z7, n = 1,2, sdo
obtidas por meio da intersecdo entre a linha vertical do antecedente x) com a fungao de per-
tinéncia inferior p; (27) e superior fiz (z7) respectivamente. As fungdes de pertinéncia em 7
e da regra R, sao obtldas de forma andloga, onde 7 é uma t—norma e y é uma s —norma. Neste
trabalho utilizamos a t—norma minimo e a s—norma maximo, Figura 2.10.

Em seguida calculamos a funcao resultante da seguinte maneira:

ns(y) = [s1(y) v 52(y), 51(y) v 52(y)),
onde,
Sp = inTﬁC (y) e sy, = 7nTﬁCn<y)7 n=1,2

Ou seja, s, ¢é calculado utilizando o grau de ativacao inferior resultante da regra f e a
funcao de pertinéncia inferior do consequente da mesma regra pu o (y) analogamente é obtido
n=1,2. !
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Figura 2.10: Método de Mamdani para conjuntos fuzzy tipo 2 utilizando a t—norma minimo e
a s—norma maximo [27].

A partir da préxima secao, tomamos A como sendo um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar.
Para defuzzificar um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar é necessario apresentar algumas de-
finicoes importantes que sao apresentadas na proxima secao.
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2.5 Centroide de um Conjunto Fuzzy Tipo 2 Intervalar

O calculo do centroide de um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar é muito importante, pois,
fornece uma medida da incerteza desses conjuntos fuzzy, para isso, estudaremos o algoritmo de
Karnik-Mendel (KM), que apresenta dois processos independentes para calcular o centroide de
um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar, a primeira para calcular o ponto de extremidade esquerda
do intervalo (designado por c1), e o segundo para calcular sua extremidade direita (designado
por cg).

O algoritmo KM foi proposto para calcular o tipo redutor de conjuntos fuzzy tipo 2 inter-
valar [11]. Este algoritmo foi estudado tedrico e experimentalmente, a fim de melhorar o seu
desempenho em aplicagbes e dar uma maneira exata para obter o centroide (se existir), que
¢ um intervalo fechado, de um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar. O algoritmo KM tem duas
versoes: continuo e discreto [30].

Definicao 2.10. Seja A. um conjunto fuzzy tipo 1, dizemos que A, é imerso no conjunto A
se,

pi(r) < pa (o) < 5(@).

Na Figura 2.11 vemos exemplos de conguntos fuzzy tipo 1, A., imersos no conjunto fuzzy
tipo 2 intervalar A.

pile)

Conjuntos fuzzy tipo 1 (A
', imersos em A

X

Figura 2.11: Conjuntos fuzzy tipo 1 imersos no A [18].

2.5.1 Versao Continua do Centroide

Dado um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar, A , que ¢ definido em um conjunto X C R, com

funcao de pertinéncia p (), seu centroide (se existir), C'(A), é um intervalo fechado [c,, cg] no
sentido classico da matematica, isto é,

C(A) = [ew, crl;

onde ¢y, e cg sao, respectivamente, o minimo e o maximo de todos os centroides dos conjuntos
fuzzy tipo 1 imersos na mancha de incerteza (FOU) de A, Figura 2.12.
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i),
funcao de
1 pertinéncia
superior
mancha de fi+(2)
incerteza 4

funcao de
pertinéncia
inferior
conjunto fuzzy — 1+(z)
tipo 1 A

e

Figura 2.12: Funcgoes de pertinéncia de um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar.

Mendel et al, em alguns trabalhos [21], [22], definem a versdao continua de ¢ e cg de um
conjunto fuzzy tipo 2 intervalar, A, como:

¢1 = min centroid(A.(L)), (2.5)
CR = max centroid(A.(R)), (2.6)
onde:
+oo
| zpa, ) (z)de
centroid(A.(L)) = 7:?000
J pap(@)de
L o “+o0 (27>
7f ot 5 (z)dx + { wp () da
- L 400
J Az(@)dr+ [ pi(z)de
—0o0 L
+oo
| xpa,r(z)de
centroid(A.(R)) = _foo
[ b (z)de
R - +00 (28)
[ ap(x)de + 1{ apg(z)da

?

f ps(x)dr + Zoﬁg(:v)dx

e onde, A.(L) e A.(R), denotam conjuntos fuzzy tipo 1, para os quais,

[ fiz(z) se x< L, _J pi(@) se z <R,
pa.n) (@) = { Hg(x) se x> L. pac(r) (%) = ai(zr) se z>R.

De acordo com Mendel, L, R € X sao os pontos switch, ou seja, os valores de = em que
fta.(r) € pa.(ry mudam de zi3(x) para p(x) (ou vice-versa). fiz(z) ¢ a fungao de pertinéncia

superior (Figura 2.13 (a)) e p(x) € a fungdo de pertinéncia inferior de A (Figura 2.13 (b)).
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. > : "x
L * R

(a) Interpretagdo do ponto switch L. (b) Interpretagao do ponto switch R.

Figura 2.13: Interpretacoes dos pontos switch, L e R para a versao continua do centroide.
2.5.2 Versao Continua do Algoritmo KM

O algoritmo de Karnik-Mendel (KM) para calcular ¢ e cg sdo semelhantes, vamos nos
concentrar apenas oo procedimento ¢, (para mais detalhes, ver [21]).

1. Calcule o valor inicial, ¢, para ¢, como:

T 4 x ~(x
f qu( );gA( )da:
400 _

By (@)+az(2)
= ;- —dx

Co —

jfoow(ﬂg(:c) + p5(x))dx
+foo(gg(:c) +Ti7(v))dx 7

— 00

defina j =1e
Ll = Cp.

2. Calcule o centroide A.(L;) como:
L +o0

[ wiz(e) + [ ap()de

—0o0 L;

[ )+ [ uzlodo

J

centroid(A.(L;)) =

3. Se tiver ocorrido convergéncia, pare, caso contrario, va para o passo 4.

4. Defina
Lty = centroid(A.(L;)).

5. Defina 7 = j 4+ 1 e va para o passo 2.

E assim, determinamos c;. A seguir, apresentamos a versao discreta do centroide.
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2.5.3 Versao Discreta do Centroide

Karnik e Mendel [11], demonstraram que ¢, e cg podem ser calculados a partir das fungoes
de pertinéncia superior e inferior de A da seguinte forma:

¢1 = min centroid(A.(L)), (2.9)
CR = mMax centroid(As(R)), (2.10)

onde:

S aqiz(e) + Y mpgle)

centroid(A.(L)) = = 1L = LH , (2.11)
S msle) + 3 o)
Sl + S
centroid(A.(R)) = — = RH ) (2.12)
Eu i) +i:§+1ﬁg(%>

onde L € N é o ponto switch que marca a mudanca de fi; para p ; (Figura 2.14 (a)), e R € N
¢ o ponto switch que marca a mudanca de » 17 para iy (Figura 2. 14 (b)), N € N é o ntimero de

pontos discretos na qual o dominio x de A foi discretizado.
Considere em (2.11) e (2.12) que z; indica o menor valor de x e xy o maior valor de z,
como mostra na Figura 2.14, isto é, 1 < x5 < --- < zy [17].

€ Ty .- T IR TN Ty Ty s T TR TN

(a) Interpretagao do ponto switch L. (b) Interpretacao do ponto switch R.

Figura 2.14: Interpretagoes dos pontos switch, L e R para a versao discreta do centroide.
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2.5.4 Versao Discreta do Algoritmo KM

A fim de encontrar o valor de L e consequentemente cy,, o algoritmo KM [21] é como segue:

1. Iniciar a pesquisa calculando o ponto inicial ¢

com B
pg(m) ()
B 2

2. Encontre k (1 <k < N —1) tal que z, < < xp41.

0i

~

I
\‘)—‘
no

3. Defina

e calcule,

4. Se ¢ = ", entao pare e defina ¢;, = ¢, L = k. Se nao v para o passo 5.

5. Defina ¢ = ¢’ e va para o passo 2.

E assim, determinamos c;. A seguir mostramos uma propriedade especial da versao discreta.

2.5.5 Uma Propriedade Especial da Versao Discreta

A propriedade a seguir, foi observada pela primeira vez em [31]. Vamos reescrever a ex-
pressao (2.12). Se deixarmos que j = N + 1 — ¢, em seguida, teremos o seguinte:

1. Se1 <i< R,entao N +1—j <R, eportanto, N —R+1 <75 < N.

2.5¢e R+1<i< N,entao R+1 < N+1—j5 <N, e por conseguinte, 1 < 5 < N — R;
portanto, (2.12) pode ser escrita como (por propriedades de somas),

N N—R
> Yk + >0 yina(y;)
j=N_R+1 =1
N N—R
> palyy) + le Ba(y;)

centroid(A.(R)) =

j=N—R+1

N—-R _ N
> uilsy) + 0 >0 yiks(ys)
j=1 j=N-R+1

N—-R N
> Axly) + > pa(yy)
j=1 j=N—R+1
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Tomando L' = N — R, temos:

L/
ZI%MA(%) + ; Yt ()
centroid(A.(R)) = &= o : (2.13)
Z fa(y;) + Z UA@J)
j=L'+1
Onde,
Yj = Tnt1-j, 1< j<N. (2.14)

As equagoes (2.11) e (2.13) tém a mesma forma. Podemos obter um do outro apenas com
as substituigoes x; por y; e L por L’ (ou vice-versa). As equacoes (2.11) e (2.13) diferem em L
e L' (pontos switch) em que os valores de x sdo indexados pela ordem inversa, como estabelece

(2.14). A equacgao (2.14) significa que:

Y1 =2ITN, Y2=TN-1, - YN =1,

como mostra a Figura 2.15.

T T
‘e~ — ] —
| + —+ |
-~ & .., = = = & =
S S S = = LU S K
— ¢ —0—
“‘~._.‘~~“~_~ “ ‘ ’ ‘__—V‘___.—V
e oy e
—————————+—+——+————————+—+—
Ll o — —
— N [N S ) Z,
| D + '
D D . e R = B
> > =

Figura 2.15: Permutagao y; = xn41—; (1 < j < N) que inverte a ordem no qual os valores de

z sao indexados.

O problema para o calculo de ¢;, e cg pode ser reduzido para um tnico procedimento.
E apenas necessario inverter a ordem em que os valores de x sao indexados, e se estamos
calculando ¢y, entao teremos que encontrar um minimo, e se formos calcular cg entao teremos

que encontrar um maximo.
Se iniciar a forma (2.11) por meio de um argumento similar, em seguida, vamos obter uma

expressao analoga a (2.12), isto é,

izyﬂA(ZJ)"f' > Zka(z)

centroid(A.(L)) = == = 7= R/H : (2.15)

Z MA(ZJ> + Z B(z)

j=R'+1
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2.5.6 A Expressao mais Geral

Definimos uma expressao geral (2.16) para calcular o centroide (cz ou cg) por causa da
dualidade entre (2.11) e (2.13). E apenas necessério substituir os valores apropriados a fim de
encontrar c¢;, ou cg como mostra a Tabela 2.1.

M N
Yowiiz(wi) + > wipz(w;)
=1 i=M+1

centroid(A.(M)) = (2.16)

M N
> bg(wi) + > pg(wi)
i=1 i=M+1

A substituicao de M e w; em (2.16) por L e x; respectivamente, obtemos a expressao (2.11),
e a substituigao de M e w; em (2.16) por L'(= N — R) e y;(= xx11-;) respectivamente, obtemos
a expressao (2.13) (que é a mesma equacao (2.12) que se mostrou anteriormente).

c || M W; Observacao
1<i <N
cr, || L T Se estamos encontrando cy,, teremos que encontrar L
tal que (2.16) seja minimo, usando ;.
cr || R Yi Se estamos encontrando cg, teremos que encontrar
L'(= N — R) tal que (2.16) seja méximo, usando
Yi(= Tn1-i)-

Tabela 2.1: Resumo para calcular ¢, e cg usando (2.16), com base nas equagoes (2.11) e (2.13).

Apresentamos o célculo do centroide no Exemplo 2.1 utilizando a equagao (2.16), pois
computacionalmente as fungoes podem ser consideradas discretas.

Exemplo 2.1. Considere ;L um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar do universo U = [1,3],
definido pelas sequintes funcoes:

S5z —1) se 1<x<1.2,

fi(x) = 1 se 1.2 <z <2,
pa\t) = 3—x se 2 <z <3,
0 caso contrario.

2.5x —3.25 se 1.3 <x < 1.5,

0.5 se 1.5 <x <1.8,
(x) = 10
() —(125-052) se 18 <w <25,
0 caso contrario.

como mostra a Figura 2.16.
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O dominio de A € discretizado em N =9 pontos, entao Ax =

N -1
Assim, ©; =14+ (1 —1).Ax=1+0.25(i — 1), onde 1 <i <9.
Por (2.14), temos que:
To = 1.25 = Ys Ty = 250 = Ys
x3 = 1.50 = vy xg = 275 = 1y
vy = 175 = Yo Tg = 3 = W

x5 = 2 = ys
Neste exemplo, denotamos o centroid(A.(L)) por ¢; e centroid(A.(R)) por ¢, os quais

devem ser encontrados. Vamos substituir os valores de x; e y; e seus respectivos graus de
pertinéncia nas sequintes equagoes:

7 9
lejﬁg(%) + 2 1%‘&7(%’)

C; = )

élﬁg(l’j) + i ()

j=i+1

i 9

2o yilay) + > ik (ys)

= 7= (2.18)
PN
j=1

/
CZ_ 5

A+ 3 )

ondei=1,---,9.
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A Tabela 2.2 mostra todos os cdlculos obtidos:

‘ i ‘ x; ‘ p4(:) ‘ fg(w;) ‘ Ci H Yi ‘ w5 (yi) ‘ Px(ys) ‘ ¢
1 1 0 0 1.784883721 3 0 0 1.784883721
21 1.25 0 1 2.598837235 || 2.75 0 0.25 1.92
3 | 1.50 0.5 1 1.561764706 || 2.50 0 0.5 2.046875
4 1 1.75 0.5 1 1.588383838 || 2.25 | 0.178571428 | 0.75 2.0875
5) 2 0.357142857 1 1.651709402 2 0.357142857 1 2.071428571
6 | 2.25 | 0.178571428 | 0.75 1.723684211 || 1.75 0.5 1 2.03125
71 2.50 0 0.5 1.797619048 || 1.50 0.5 1 1.972222222
8 1 2.75 0 0.25 1.840909091 || 1.25 0 1 1.840909091
9 3 0 0 1.840909091 1 0 0 1.840909091

Tabela 2.2: Valores de ¢; e c}.

Continuando com o processo do algoritmo de KM, temos,
¢, = min{ey, g, €3, €4, C5, Co, C7, C3, Co } = 3 = 1.561764706.

Portanto,
cr, = 1.561764706.

Assim, também temos que,
/ / / / / / / / / /
cr = max{c), ¢, ¢y, Cy, Cs, C, Oy Cg, Co } = ¢ = 2.0875.

Portanto,
CRr = 2.0875.

Finalmente, calculamos o centroide “C7,

CL—I—CR

==

= 1.824632353.

Observacao 2.1. FEstes dados foram testados no software MATLAB, mediante o programa de
KM, tendo como respostas:

cr, = 1.561764705882353, cr=2.0875 e (= 1.824632352941177.

A Figura 2.17 apresenta os pontos c,,C e cg.
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Grau de Pertinéncia

Figura 2.17: Conjunto fuzzy A tipo 2 intervalar e a representacao dos pontos cp, C' e cg
respectivamente.

Os programas para realizar estes calculos estao no anexo 1 no final deste trabalho [40].
No préximo capitulo apresentamos os modelos populacionais de Verhulst e Montroll; e os
dados da populagao do Peru de 1961 a 2013.



Capitulo 3

Modelos Populacionais

O estudo matematico de dinamica de populagoes surgiu em 1798, quando foi publicado
o artigo “An Essay on the Principle of Population as it Affects the Future Improvement of
Society” do economista e demdgrafo britanico Thomas Robert Malthus. Seu trabalho previa
um crescimento em progressao geométrica para a populacao e em progressao aritmética para
os meios de sobrevivencia. Porém Malthus nao considerou em seus modelos que vivemos em
um sistema ecoldgico fechado e por isso, mais cedo ou mais tarde, toda a populacao seria
forgada a encontrar limitagoes de alimento, agua, ar ou espago fisico e por isso, manteria-se
estavel em um limite maximo de sobrevivéncia. Apesar disso, seu trabalho serviu como um
alerta as autoridades e a populacao em geral sobre o problema que poderia ocorrer se as taxas
de natalidade nao fossem controladas, ou seja, nao houvesse alimento suficiente para toda a
populacao, resultando em guerra, fome e miséria. Um pouco mais tarde, por volta de 1838,
a limitagao dos recursos foi estudada por Pierre Verhulst, a pedido do governo da Bélgica
que estava preocupado com o crescimento populacional. Verhulst incorporou essa limitagao ao
modelo de Malthus e apresentou a equacao do crescimento populacional. A dinamica populaci-
onal s6 tornou-se mais conhecida na década 20 do século XX, interessando a muitos cientistas,
entre eles o quimico Lotka e o matematico Volterra, que focalizaram a interacao entre duas
espécies num modelo que hoje é chamado de Lotka-Volterra. Este modelo foi aperfeicoado por
varios cientistas, como Gause, Holling, Rosenzweig, MacArtur, entre outros. Nos ultimos anos
surgiu um grande ntmero de modelos populacionais, aplicados as areas de biologia, ecologia,
epidemiologia, imunologia, genética, bioquimica, engenharias biomédica e sanitaria, entre ou-
tras. Estes modelos descrevem a dinamica de populacoes cujos individuos podem ser moléculas
bioquimicas, bactérias, neuronios, células, insetos, individuos infectados, colonias de formigas
ou abelhas, entre muitas outras populagoes [25].

Na evolucao dos modelos de dinamica populacional, podemos destacar o modelo de Montroll
(1971), que propos um modelo geral para traduzir o crescimento assintético de uma varidvel,
levando em conta que o posicionamento da variagao maxima pode ser qualquer valor entre valor
inicial de uma populagao e o valor limite finito de uma populagao [15].

36
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3.1 Modelo Logistico Continuo (Verhulst)

O Modelo de Verhulst, também chamado de Modelo Logistico, é devido ao belga Pierre
Francois Verhulst (1804-1849), matematico e doutor em teoria dos nimeros. O Modelo de
Verhulst supoe que uma populacao, vivendo num determinado meio, devera crescer até um
limite sustentavel, isto é, ela tende a se estabilizar.

E essencialmente, o modelo de Malthus modificado, considerando a taxa de crescimento
como sendo proporcional a populacao em cada instante. Assim,

dP P,—P

—=r|{— | P 3.1

at ( P ) ’ (3:1)
com r > 0 e P, sendo o valor limite da populagao. Desta forma r ( > ) tende para zero

quando P — P..
Supondo que P(0) = F, seja dado, temos o modelo classico de Verhulst ou modelo logistico:

ar P{1 P >0
- _— p _ ,
dt P.)’ ’ (3.2)
P(0) = PF.
A solugao analitica de (3.2) é obtida por integracao apds a separagao das varidveis.
Assim, temos que:
PyP,
P(t) = 0 (3.3)

(POO—P())@_Tt—I—PO.

A curva P(t) é denominada de curva logistica.
Na Figura 3.1, consideramos P, = 250 para a curva de cor azul, a linha de cor verde repre-
senta o P,, = 130 e para a curva de cor vermelha, consideramos F, = 50, onde r = 0.5.

20

—P <P,
--P
—P P,

opulagao (P)

P.

tempo ({)

Figura 3.1: Curva logistica.

Da expressao (3.3), podemos observar que:

1. Se Py < Poo entao Py < P(t) < Py e P(t) tende a P, crescendo. Neste caso a

equagao (3.2) mostra claramente que ke 0.
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dP
2. Se Py > Py, entao P(t) tende a P,,, decrescendo (Veriﬁque que, neste caso o < 0).

3. Da equagao (3.2), temos que,
— =rP—-r—. (3.4)

Ou seja, e como funcao de P, é uma pardabola com concavidade voltada para baixo

(Figura 3.2) e cujas raizes P = 0 e P, sao pontos de equilibrio ou solugoes de equilibrio

da equagao diferencial (3.2), pois o 0 nestes pontos.

ar
dt

A

0 Poo P
2

Figura 3.2: Variacdo de P(t).

dP P Py
4. Como r > 0, temos que a é crescente se 0 < P(t) < — © decrescente se 53 < P(t) <
o L dpP [ dP .
P, assim x = — é ponto de maximo de o O valor maximo de e relativamente a P,
¢é atingido quando P = ?’o, isto é, quando a populacao for igual & metade da populacao
limite.
. Py . .
5. Considerando em (3.3), P(t) = - podemos determinar o instante t,, em que a po-
pulacao atinge a maxima variacao:
Poo PooPO rt Poo - PO
—_— = — € =
2 (POO—P())@*M—FPO PO
¢ portanto,
1 P — P
tyy = —In | ————— |, 3.5
i () (35)

Py
se P, — Py >0, logo Py < P. Considerando que Py < =3 et==1,, temos:

P

L Plty) = ==
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dP(t,) Py D\
2. =r—=(1--2|=-Py,>0.
a2 ( P ) "1t

3. T 2 pT o (1-2

@P(t,) _ dP 2 P _ dP PY L o
a2 dt P dt dt P ) 'p=

d*P(t,,)
dt?

Como hé uma mudanca de sinal em
P(t). Desta forma,

, temos que t = t,, é um ponto de inflexdao de

P N
e Se Py = 5 entao t,, = 0.

P
e Se ?’o < Py < P, entao a curva nao tem ponto de inflexao.

Assim, concluimos que pode existir ponto de inflexao na curva logistica quando Py < Py
e caso contrario, o estudo do ponto de inflexao nao pode ser realizado. Na Figura 3.1, temos
que para a curva de cor azul, o ponto de inflexao nao pode ser estudado e para a curva de cor
vermelha, o ponto de inflexao é t,, = 0.94 e P(tm) = 65.

3.2 Modelo de Montroll Classico

Seja P(t), o valor da popula¢ao em um instante ¢; P.,, o valor limite finito de P = P(t); A,
a taxa de crescimento da populacao e o parametro o > 0, o indicador da posicao de ponto de
inflexao da curva. O modelo de Montroll é dado pela equacao diferencial nao linear:

dP P\
— = AP |1— | — A>0 0. 3.6
Quando a = 1, a equacdo (3.6) é simplesmente o modelo de Verhulst. O ponto de inflexao
1 1/a
do modelo de Montroll é dado por P, = P (r) .
Q@
Vamos encontrar a solu¢ao analitica de (3.6).
Temos que
dP P\“ A
— = AP |1— | — = \P — —pof!
i () [
onde A >0, > 0e P(0) = .
Chamandode a+1=ne Do = m, temos,
dP
— — AP =—-mP".
dt

Considerando w(t) = P'™"(t) = P~*(t) e substituindo m e n, temos que,

dw A
— = (=Pt [(\p_
dt ( Q{) ( )\gOPaJrl) (37)
= a(m— Iw).
Resolvendo a equagao (3.7) utilizando o fator de integracio u(t) = e e aplicando a

condicao inicial ¢ = 0, obtemos que,
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Como w(0) = Py, entao

w(t) = (Pga - %) emoN | %

Mas w(t) = P~*(t) e — = P, entao,

>3

P7(t) = (Py* — PL*) e ™M 4+ PL™. (3.8)

[e.¢]

Resolvendo a equagao (3.8), obtemos a solugdo do modelo de Montroll que é dada como

segue:
1/o

eoc/\t

P o
) a)\t_]_
(PO) e

O objetivo principal deste modelo é propor diferentes formas possiveis de crescimento das
taxas de variagao. Podemos considerar estas taxas como sendo dadas pela expressao:

r=f(Pa)=A\ {1— (P—];)r. (3.10)

A Figura 3.3 apresenta o modelo de Montroll com « fixo.

P(t) =P, (3.9)

Figura 3.3: Taza do modelo de Montroll com « fixo.

Observamos de (3.10) que, quando 0 < « decresce. o ponto de inflexao P,, também decresce

e tende a um valor positivo igual a — = 0.3679P,. De fato, tomando o — 0, por valores
e

>l/a. (3.11)

Resolvendo o limite, podemos escrever da seguinte forma:

1 1/a 1 /e 1
In [hm ( ) ] = lim lln( ) _ i ) (3.12)
a—0+t \ 1+ « a—0T 1+« a—0T o

Aplicando a regra de L’Hospital, temos:

positivos, temos

lim P, = P lim (

a—0t a—0t

1+«

— lim =— lim — = —1. (3.13)
a—0+ o a—0+ 1+«
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Logo,

a—0+t \ 1+ « e

1\ 1
lim ( > =e ' =~ 2(.3679. (3.14)

Por outro lado, quando « cresce, o valor de P,, tende ao préprio P,. Da mesma maneira
que o limite anterior, podemos mostrar que:

1 1/a
li =1. 3.15
m, (1 n ) (3.15)
. . : _ dP
Os pontos de estabilidade do modelo geral de Montroll sao obtidos considerando prl 0
na equagao (3.6), isto é,
P «

Um esbogo das solugbes da equagao (3.6) é dado na Figura 3.4.

1000

=
S

=4
=

=
S

=
S

Populacao (P)

S

S

K 2 4 6 8 10 2 n 1 1 0
tempo ({)

Figura 3.4: Solucoes do modelo de Montroll para diversos valores de c.

3.3 Dados da Populacao do Peru

As duas primeiras colunas da Tabela 3.1 sao dados obtidos nos ultimos censos da populacao

dP 1
do Peru em 1961 a 2013 [35]. A terceira coluna, apresenta uma aproximacao de — P POt
AP 1

At P’
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AP 1
Ano Total NP
1961 || 10.420.357 || 0.032
1972 | 14.121.564 || 0.028
1981 | 17.762.231 || 0.022
1993 | 22.639.443 || 0.017
2007 || 28.220.764 || 0.0133
2013 || 30.475.000 || 0.0123

Tabela 3.1: Populacao total do Peru.

3.4 Modelo de Verhulst e o Modelo de Montroll para a
Populacao do Peru

Na continuacao, apresentamos as aplicagoes dos modelos de Verhulst e de Montroll para a
populacao do Peru utilizando os dados da Tabela 3.1.

3.4.1 Modelo de Verhulst para a Populacao do Peru

De (3.1), temos:

dP 1 P P
EF—G—bP—a(l—%)—T(l—P—M>,

AP 1 r(1—i>. (3.17)

entao:

I

At P P

MATLAB tem uma caixa de ferramentas de ajuste de curva, chamado cftool (Curve Fitting
Tool), que pode ser utilizada para ajustar qualquer curva aos dados, mediante o método dos
minimos quadrados. Assim, utilizando esta ferramenta, ajustamos os dados da Tabela 3.1 pela
curva (3.17) utilizando o método dos minimos quadrados [29], obtivemos que o maior coeficiente
de determinagao (r?) é igual a 0.9713, onde:

r=a=0.04134, b = 0.00000000099842.

Pelos dados da Tabela 3.1, temos que Fy = 10.420.357 e P, ¢ calculado da seguinte forma:

P = % ~ 41.405.421,
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35 |==Modelo de Verhulst
+ Dados Reais do Peru

Populacéao (P)

v

t t t t t
1961 1972 1981 1993 2007 2013

tempo (1)

Figura 3.5: Modelo de Verhulst para r = 0.04134 e P,, = 41.405.421.

3.4.2 Modelo de Montroll Classico para a Populacao do Peru
De (3.6), temos:

dP1 _AP1 AP_(ﬂ)1:A_AP_:A+(_L>PQZC+QPQ’
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At P AtP P, Po Pa
entao:
AP 1
i P 1
AL P ¢+ aP“, (3.18)
onde,
A
p— )\ = —_——
c ea Po

Utilizando o programa do MATLAB e o toolbox “cftool”, ajustamos os dados da Tabela 3.1
pela curva (3.18) através do método dos minimos quadrados, para valores de a entre 0.1 < o <

1.5 com espagamento de 0.1.
Mostramos alguns testes para a:

e Para a = 1.5, temos r? = 0.9467;
e Para o = 1, temos r? = 0.9713;

e Para a = 0.5, temos r? = 0.9872;
e Para a = 0.1, temos r? = 0.9919.

Observamos que o maior coeficiente de determinacao (r?) é igual a 0.9919 para o = 0.1.
Assim, para a = 0.1, temos:

r?=09919, A=c=0214 e a=—0.0361.

A
Como a = o entao, substituindo A\ e a temos:
o0

P, ~ 53.587.774.
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A Figura 3.6, apresenta o grafico do modelo de Montroll classico e os dados do Peru. O
instante de tempo t = 0 representa a populagao do ano de 1961, a populacao do ano 1972 é
calculado em t = 11, e assim prosseguimos fazendo calculos similares para os proximos anos da
Tabela 3.1.

Al

== Modelo de Montroll
+ Dados Reais do Peru

Populacéao (P)

v

t t t t t
1961 1972 1981 1993 2007 2013

tempo (t)

Figura 3.6: Modelo de Montroll classico para a« = 0.1, A = 0.214 e P, = 53.587.774.

A partir dos cédlculos anteriores, fazemos uma breve comparacao entre os modelos de Verhulst
e Montroll para os dados da populagao do Peru obtidos de 1961 a 2013, evidenciando que o
modelo de Montroll é o melhor modelo que ajusta-se aos dados da populacao do pais, pois tem
um maior coeficiente de determinagao (r* = 0.9919 para a = 0.1).

Na préxima secao, apresentamos o modelo de Montroll com parametro fuzzy.

3.5 Modelo de Montroll com Parametro Fuzzy

A Teoria de Conjuntos Fuzzy foi introduzida por L.A. Zadeh com o objetivo de fornecer
um ferramental matematico para o tratamento de informacoes de carater impreciso ou vago. A
Légica Fuzzy, baseada nessa teoria, foi inicialmente construida a partir dos conceitos ja es-
tabelecidos de logica cléssica; operadores foram definidos a semelhanca dos tradicionalmente
utilizados e outros foram introduzidos ao longo do tempo, muitas vezes por necessidades de
cardter eminentemente pratico [32].

Inicialmente apresentamos a primeira técnica utilizada no trabalho para conjuntos fuzzy
tipo 1.

3.5.1 Modelo de Montroll com Parametro Fuzzy via Sistema Base-
ado de Regras Fuzzy (SBRF)

Seja P = P(t), o valor da popula¢ao em um instante t; A = A\(f, ce), a taxa de crescimento
da populagao dependendo das varidveis: taxa de fertilidade (f) e taxa de crescimento econémico
(ce). O modelo de Montroll para a populagao do Peru com parametro fuzzy A via SBRF é dado
pela equagao diferencial nao linear:

£-wf-(2)]
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onde o« = 0.1 e P, = 53.587.774.
A solucao do modelo de Montroll é dada por:

(3.20)

onde A = A(f, ce).

A seguir, apresentamos os conceitos utilizados no SBRF [5].

3.5.2 Caélculo de A(f,ce) através do SBRF

As Figuras 3.7 e 3.8 apresentam as fungoes de pertinéncia para obter as variaveis de entrada
e a variavel de saida do SBRF respectivamente.

Wit " Vi "l

Lt] 01 02 03 14 05 06 Iy 1] 03 1 1 2 14 05 06 0 08 09 [
Taxa d ferfidace Taxa e crescimento econdmico (ce)

(a) Entrada 1: Taxa de fertilidade (f). (b) Entrada 2: Taxa de cresc. econdmico (ce).

Figura 3.7: Funcoes de pertinéncia das varidveis de entrada.

Me"dia Crande ‘

Pequena

Grau de pertinéncia

| | | | | | |
uU 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Taxa de crescimento populacional

Figura 3.8: Fungoes de pertinéncia da variavel de saida: Taxa de crescimento populacional.



Na Tabela 3.2, mostramos a base de regras utilizada no SBRF.

Taxa de Taxa de Crescimento Econémico (ce)

Fertilidade (f) || Baixo Médio Alto
Baixa Média Média Pequena
Média Média Média Pequena
Alta Grande Grande Média

Tabela 3.2: Base de regras.
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Por exemplo, vamos interpretar algumas das regras da Tabela 3.2, as demais regras podem
ser interpretadas de forma analoga.

e Se a taxa de fertilidade é média e a taxa de crescimento economico é alto, entao a taxa
de crescimento populacional é pequena.

e Se a taxa de fertilidade é alta e a taxa de crescimento economico é baixo, entao a taxa
de crescimento populacional é grande.

A Figura 3.9 apresenta o modelo de Montroll com a taxa de crescimento populacional obtida
através do SBRF e os dados do Peru. Para construir as fungoes de pertinéncia do SBRF,
utilizamos as informacgoes da Tabela 3.1. As informacgoes contidas em [36] sobre a populacao
do Peru, nos levam a considerar para esta populacao a taxa de fertilidade igual a 0.5 e a taxa

de crescimento economico igual a 0.5. Assim, obtemos A\ = 0.214, Figura 3.10.

—Modelo de Montroll através do SBRF
|| v Dados Reais do Peru

Populacao (P)
a

tempo ({)

Figura 3.9: Modelo de Montroll obtido através do SBRF.
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Figura 3.10: Célculo de A = 0.214 no SBRF.

3.5.3 Modelo de Montroll com Parametro Fuzzy Triangular

Seja P = P(t), o valor da populacdo em um instante t. O modelo de Montroll para a
populacao do Peru com parametro fuzzy triangular é dado pela equacao diferencial nao linear:

Lol ()]

A solucao do modelo de Montroll é dada por:

1/«

eoc/\t

P o bl
) oz)\t_]_
(PO) e

onde A € [A]° sendo A um conjunto fuzzy triangular, Figura 3.11.

P(t) = Py

(3.22)

Para obter uma solucao fuzzy da equagao (3.22) com parametro fuzzy, consideramos o
nimero fuzzy A com nivel 0, [A]°, um ponto do dominio de (3.22), e a fungao Sy : [A]® — R
que atribui o valor, S;(\), da solu¢ao deterministica de (3.22) no ¢ correspondente ao parametro
A € [A]%. Seja 5,(A) obtida de S,(A) pelo principio da extensio de Zadeh e construfmos a solugao
de alguns a—niveis usando a continuidade de S;(-) com respeito ao parametro A em cada ponto
fixo t do dominio de (3.22) (Ver Observacao 3.1).
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A seguir, consideramos A como um numero fuzzy triangular como mostra a Figura 3.11. A
forma analitica da funcao de pertinéncia de A é:

0 se A< \—dy,

1 B _ _
5_()\_)\_1_51) se A—0; <A<,
N T i ) (3.23)
—— (A= X—d) se A< A< A+ 0o,

0 se A>\+ 0.

A solugao fuzzy é definida como §t(A) que é uma fuzzificacao da solugao deterministica
t

através do Principio de Extensao de Zadeh. A simulagao da solucao fuzzy foi realizada usando
métodos numéricos para a solucao deterministica, conjuntamente com o Principio da Extensao
de Zadeh. Utilizou-se o fato da continuidade de S;(\) com respeito a A que é uma hipétese
necessaria da Proposi¢ao 1.1, para uma constru¢ao baseada unicamente nos a—niveis [3].

HA A

v

X—él BN X-l—(sg

Figura 3.11: Numero fuzzy triangular. O parametro A é o valor modal e §;,i = 1,2 sdo as
dispersoes do conjunto fuzzy A.

Observacao 3.1. Demonstracao da Continuidade de Si(A\) = Px

com t fixo.

o0

Defina b = (—> —1. Considere a fun¢io R(cy, co)(N\) = ¢ +€%*, para ¢ e cy constantes

I
dadas.
Temos claramente que R(cq,co) € continua em A para o par (cy,¢o) fizado.
Como consequeéncia, a fun¢ao:

¢ continua por ser quociente de fungoes continuas.
Finalmente, do fato que V(z) = Py - 2% com Py > 0, € uma funcao continua em z e usando
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a regra da cadeia, obtemos que:
SiA) = Pa [U:(N)]*
¢ uma funcao continua para todo X\ real e t fivo, em particular, para [A]°.

A Figura 3.12 apresenta a solugao fuzzy do modelo de Montroll com parametro fuzzy trian-
gular para a populacio do Peru, considerando o = 0.1, Py, = 53.587.774, A = 0.214, §; = 0.003
e 05 = 0.001. Neste grafico, a cor vermelha, representa o maior grau de pertinéncia, isto é, 1 e
o azul representa o menor grau de pertinéncia igual a 0.

A Figura 3.13 apresenta a defuzzificacao da solugao fuzzy pelo centro de gravidade (CG)
em cada instante ¢ e os dados da populagao do Peru.

T —Modelo de Montroll Defuzzficado pelo C.G.
! s | = Dados Reais do Peru

Populagao (P)
Populacao (P)

t t t t t
E [] E 1961 1972 1981 1993 2007 2013
tempo () tempo ()

Figura 3.12: Modelo de Montroll com  Figura 3.13: Defuzzificacao do modelo de Mon-
parametro fuzzy triangular. troll pelo CG.

Na préxima secao mostramos as comparacoes dos modelos estudados nesta primeira parte
do trabalho.

3.6 Comparacao dos Modelos

A Figura 3.14 mostra uma comparagao dos dados da populagao do Peru nos anos que
ocorreram os censos com os modelos estudados. A comparacao destes dados com os modelos
foi feita utilizando o maximo dos erros relativos, dados por:

R; = max (w) i=1,2,3

e D é o conjunto dos dados da populacao do Peru;
e M é o conjunto dos valores da populacao para o modelo de Montroll classico;
e M, ¢ o conjunto dos valores da populagao para o modelo de Montroll utilizando o SBRF

e M;3 é o conjunto dos valores da populacao defuzzificados para o modelo de Montroll com
parametro fuzzy triangular.

Assim, determinamos:

R; = 0.018170862 ¢ Ry = 0.018170862.
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Realizamos alguns testes para o célculo de R3 e observamos que:
e Se A =0.214,8; = 0.001 e d, = 0.003 entdo R3 = 0.01863121;
e Se A =0.214,8; = 0.001 e 6, = 0.001 entdo Rs = 0.01817091;
e Se A =0.214,8; = 0.003 e d, = 0.001 entdao Rs = 0.01771091.

Para os testes realizados, verificamos que o menor Rz ocorre no caso em que d; > 0. E
interessante salientar que o modelo de Montroll com parametro fuzzy triangular e defuzzificacao
com centro de gravidade (C'G) é o modelo mais préximo dos dados da populagao do Peru. Neste
método, as incertezas evoluem e a fuzzificagao ocorre quando for necessaria, enquanto no modelo
de Montroll classico, todas as incertezas sao excluidas no inicio (defuzzificada em ¢ = 0 e
resolvida) [10]. O modelo de Montroll obtido através do SBRF foi construido levando-se em
consideracao o calculo da taxa de crescimento da populacao do Peru obtida pelo ajuste dos
dados e posteriormente, construir o grafico da populacao em funcao do tempo.

A x10'
WL

—Modelo de Montroll Deterministico
s + Dados atuais do Peru

o Modelo de Montroll através do SBRF
o Valores Defuzzificados pelo CG

Populacéao (P)
T

\j

t t t t t
1961 1972 1981 1993 2007 2013

tempo (t)

Figura 3.14: Comparagao dos modelos.

3.7 Algumas Consideragoes

Esta primeira parte do trabalho, apresenta um estudo do modelo de Montroll classico e
dos modelos obtidos através das duas técnicas estudadas com os dados populacionais do Peru;
concluimos que o que melhor se aproxima dos dados do Peru é o modelo de Montroll com
parametro fuzzy triangular com &; > d9, utilizando o maximo do erro relativo para a populacao
Nnos anos que ocorreram 0OS Censos nesse pais.

Para validar os modelos estudados, determinamos a populacao através do modelo de Mon-
troll classico para 2021 e 2050, que sao aproximadamente 33.126.956 habitantes e 41.258.926
habitantes, respectivamente; que sao previsoes razoaveis, pois as estimativas do INEI para estes
anos sao 33 milhoes e 149 mil habitantes, e 40 milhoes e 111 mil habitantes, respectivamente.

No proximo capitulo estudamos o modelo de Montroll com parametro fuzzy via Sistema
Baseado em Regras Fuzzy Tipo 2 Intervalar (SBRF2) e o modelo e Montroll com parametro
fuzzy triangular tipo 2 intervalar.



Capitulo 4

Modelo de Montroll para Conjuntos
Fuzzy Tipo 2 Intervalar

No capitulo anterior, foi estudado o modelo de Montroll para a populagao do Peru, utilizando
parametros fuzzy via SBRF e com parametro fuzzy triangular. Neste capitulo vamos estudar
o modelo de Montroll com parametro fuzzy tipo 2 intervalar para a populagao desse pais via
Sistema Baseado em Regras Fuzzy Tipo 2 (SBRF2) e com parametro fuzzy triangular tipo 2.

4.1 Modelo de Montroll com Parametro Fuzzy Tipo 2
Intervalar para a Populacao do Peru via SBRF2

Seja P = P(t), o valor da popula¢ao em um instante ¢t; A = \(f, ce), a taxa de crescimento
da populagao dependendo das varidveis: taxa de fertilidade (f) e taxa de crescimento econémico
(ce). O modelo de Montroll para a populagao do Peru com parametro fuzzy tipo 2 intervalar
via SBRF2 é dado pela equacao diferencial nao linear,

‘;—IZ = \P {1 — (P—i)al : (4.1)

onde o« = 0.1 e P, = 53.587.774.

A solucao do modelo de Montroll é dada por:

(4.2)

onde A = A(f, ce).

4.1.1 Calculo de \(f,ce) através do SBRF2

As Figuras 4.1 e 4.2 apresentam as funcoes de pertinéncia para obter as varidveis de entrada
e a variavel de saida do SBRF2 respectivamente.

ol



Grau de pertinéncia

m

(a) Entrada 1: Taxa de fertilidade (f).

06 o7 —
Taxa de crescimento econdmico (c¢)

02 03 0 05 [ Iy 08 09 1

Taa de fertidade ()

(b) Entrada 2: Taxa de cresc. econdmico (ce).

Figura 4.1: Fungoes de pertinéncia das varidveis de entrada.

!

Pequena ‘ Média ‘ Grande‘

Grau de pertinéncia

1 1 1 1
0 01 02 03 04 05 06 o7 08 09 1

Taxa de crescimento populacional

52

Figura 4.2: Fungoes de pertinéncia da variavel de saida: Taxa de crescimento populacional.

Utilizamos a Tabela 3.2 para a base de regras do SBRF2, que é a mesma do SBRF. A Figura
4.3 apresenta o modelo de Montroll com a taxa de crescimento populacional obtida através do
SBRF2 e os dados do Peru.

Axil

—Nodelo de Montroll atraves do SBRF2
* Dados Reais do Per(

Populacao (P)

1961 1972 1981 1993 2007 2013

tempo ()

Figura 4.3: Modelo de Montroll obtida através do SBRF2.
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As informagoes contidas em [36] sobre a popula¢do do Peru, levam a considerar para esta
populacao a taxa de fertilidade igual a 0.5 e a taxa de crescimento econoémico igual a 0.5. Assim,
obtemos A = 0.214, Figura 4.4.

O toolbox da Figura 4.4 foi fornecido pelo Prof. O. Castillo [6].
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Figura 4.4: Calculo de A = 0.214 no SBRF2.

4.2 Modelo de Montroll com Parametro Fuzzy Triangu-
lar Tipo 2 Intervalar

Seja P = P(t), o valor da popula¢do em um instante t. O modelo de Montroll para a
populacao do Peru com parametro fuzzy triangular é dado pela equacao diferencial nao linear:

T (5) ] (43)

A solucao do modelo de Montroll é dada por:
1/a

604/\15

P (e} bl
> oz)\t_]_
<P0> +e

onde A € [A]°, sendo A um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar.

P(t) = Py
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A Figura 4.5 apresenta um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar com parametro fuzzy triangu-
lar. A forma analitica do grau de pertinéncia superior e inferior de A é:

0 se A< \—b,

—(A=A+6) se A—0 <A<,

o S i i (4.5)
—— (A=A —06,) se A< A< A+ 0y,

0
{ 0 se A > \+0,.
( 0 se A< \—dy,
1 - _ _
6—</\—>\+61) se )\—51<>\§>\,
By = 11 (4.6)

__(/\_X—52) se A< A< \+ 6,

0 se A >N+ 0.

A=b; A=dy X Mo Atbs x

Figura 4.5: Conjunto fuzzy tipo 2 triangular. O parametro A é um valor modal, §; e 6;,i = 1,2,
sao as dispersoes do conjunto fuzzy tipo 2 intervalar A.

4.3 Principio de Extensao de Zadeh para Conjuntos Fuzzy
Tipo 2 Intervalar

Nesta secao, apresentamos o Principio de Extensao de Zadeh para conjuntos fuzzy tipo 2
intervalar adaptados a partir de [8]. Utilizamos este principio para as fungoes de pertinéncia
superior e inferior de um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar.
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Principio de Extensao de Zadeh Tipo 2 Intervalar N

Seja, X = X; X -+ x X,, o produto cartesiano de X;, ¢ = 1,---,n e sejam A;, conjuntos
fuzzy tipo 2 intervalar, em cada X;, i = 1,---,n respectivamente. Além disto, seja Y um
outro conjunto e seja B € Y, um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar tal que B = f (Al, e ,An>,

onde f : X — Y ¢é uma aplicacao mondtona. Entao o Principio de Extensao de Zadeh para
conjuntos fuzzy tipo 2 intervalar, é como segue:

M~<y) = sup min 1% (xl)v"' y b x (xn) ) sup min ﬁ~ (xl)v"' 7ﬂ~ (xn) ] 5
b [(mlr'":x’ﬂ):fl(y) {_Al —An } (ml,---,:pn):ffl(y) { Ay A }

onde Y= f(xla T 7xn) [8]
A Figura 4.6 representa o Principio de Extensao de Zadeh para a funcao de pertinéncia
superior e inferior de um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar, onde f é uma funcao mondtona.
Nesta secao utilizamos a Proposicao 1.1 para as fungoes de pertinéncia superior (fiz) e

inferior (u g) de um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar A com parametro fuzzy triangular.

YAL

>y

Hi

Figura 4.6: Principio de Extensao de Zadeh para a funcao de pertinéncia superior e inferior de
um conjunto fuzzy tipo 2 intervalar.

A Figura 4.7 apresenta a evolugao da fungao de pertinéncia superior e inferior para a po-
pulagao do Peru no instante ¢ com parametro fuzzy triangular, considerando a = 0.1, P,, =
53.587.774, A = 0.214, #; = 0.035, 6, = 0.003, 6 = 0.025 e 6, = 0.001. Neste grafico, a cor
vermelha, representa o maior grau de pertinéncia, isto é, 1, e o azul representa o menor grau
de pertinéncia igual a 0.
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Grau de pertinéncia

35

Populacéo (P) o

Figura 4.7: Evolugao da fungao de pertinéncia superior e inferior para a populagao do Peru no
instante ¢.

Na Figura 4.8 calculamos o centroide para a populacao do Peru no instante ¢ = 5 com

a = 0.1, P, = 53.587.774, A = 0.214, 6, = 0.035, §; = 0.003, 05 = 0.025 e 9, = 0.001,
obtendo os seguintes resultados:

cr, = 11.696.627 e cgp = 11.872.051,

assim, N
CL T CRr
C= = 11.784.339.
L
09l
08f
8
007
c
«©
C ot
t
9wt
0]
T ot
3
O sl
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02k
s
CL ' CR
Ys 1 1165 o s Xim 1185 * 119 1195 12
Populagdo (P) Xi0'

Figura 4.8: Célculo do centroide “C” para a populacao do Peru em t=5.

Os programas para realizar estes célculos estao no anexo 2 no final deste trabalho [40].
Na proxima secao mostramos uma comparacao entre o modelo de Montroll via SBRF2 e o
modelo de Montroll com parametro fuzzy triangular tipo 2 intervalar.
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4.4 Comparacao dos Modelos

A comparacao dos modelos foi feita utilizando o maximo dos erros relativos, dados por:

d; — ng; .
Si:max(w), 1=1,2,
|d;]

Vd; € DeVny € Ny, comj=1,---,6, onde,
e D ¢é o conjunto dos dados da populacao do Peru.
e N; é o conjunto dos valores da populacao para o modelo de Montroll utilizando o SBRF2.

e N5 é o conjunto dos valores da populagao para o modelo de Montroll com parametro fuzzy
triangular tipo 2 intervalar.

Assim, determinamos:
S; = 0.018170862.

Calculamos alguns valores de Sy com 6, e 65 fixos (f; = 0.035 e 6, = 0.025) e observamos
que:

e Se A =0.214,8, = 0.001, 6, = 0.035, 55 = 0.003 e 0, = 0.025 entdo Ry = 0.01465.
e Se A =0.214,8, = 0.001, 6, = 0.035, 55 = 0.001 e 0, = 0.025 entdo Ry = 0.01482.
e Se X\ =0.214,8, = 0.003,6; = 0.035, 8, = 0.001 e 0, = 0.025 entdo Ry = 0.01409.

Para os testes realizados, verificamos que o menor Sy ocorre no caso em que 0; > , fixos e
5, > 0,. E interessante salientar que o modelo de Montroll com parametro fuzzy triangular e
defuzzificacao pelo centroide (C') é o modelo que estd mais préximo dos dados da populagao do
Peru. Neste método, a defuzzificacao do conjunto fuzzy tipo 2 no final do processo, apresenta
melhores resultados.

Na Figura 4.9 apresentamos a comparagao dos modelos.

Axi0
L

—Dados atuais do Peru
® Modelo de Montrol airavés do SBRF2
oL | & Valores Defuzzificados pelo Centride

351

251

Populacao (P)

A\

T T T T T
1961 1972 1981 1993 2007 2013

tempo (t)

Figura 4.9: Comparacao dos modelos.
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4.5 Algumas Consideragoes

Analogamente ao capitulo anterior, neste capitulo, apresentamos um estudo de duas técnicas
do modelos de Montroll para conjuntos fuzzy tipo 2 para a populagao do Peru. O modelo de
Montroll obtido através do SBRF2 foi construido levando-se em consideracao o calculo da taxa
de crescimento da populacao do Peru obtida pelo ajuste dos dados. Posteriormente, concluimos
que o que melhor se aproxima dos dados do Peru é o modelo de Montroll com parametro fuzzy
triangular (intervalar) com 6; > 65 fixos (6; = 0.035 ey = 0.025) e §; > J, utilizando o
maximo do erro relativo para a populacao nos anos que ocorreram os censos nesse pais.

Finalmente, a seguir, apresentamos as conclusoes do trabalho.



Conclusoes

Neste trabalho fizemos um estudo da Teoria dos Conjuntos Fuzzy Tipo 1 e Tipo 2. Reali-
zamos um estudo detalhado do SBRF2 em especial as componentes: Redutor tipo 1 e Defuzzi-
ficacao. Para desenvolver estes cdlculos utilizamos o algoritmo de Karnik-Mendel e o Centroide.

No capitulo 3 realizamos um estudo do modelo de Montroll considerando a taxa de cres-
cimento da populacao do Peru através do SBRF tipo 1 e também como um parametro fuzzy
triangular. Fizemos uma comparagao desses modelos com os dados da populacao do Peru de
1961 a 2013 e concluimos que o modelo com parametro fuzzy tipo 1 estd mais proximos dos
dados do que o modelo classico. Esta comparacao foi realizada utilizando o maximo dos erros
relativos. Os resultados foram importantes para mostrar como duas ferramentas matematicas,
as equacoes diferenciais ordinarias e a teoria dos conjuntos fuzzy contribuem para a modelagem
de fenomenos bioldgicos.

No capitulo 4 utilizamos os conjuntos fuzzy tipo 2 para realizar o estudo do modelo de
Montroll para a populacao do Peru de 1961 a 2013. Neste capitulo concluimos que este modelo
com parametro fuzzy triangular tipo 2 se aproxima melhor dos dados da populacao do que o
modelo cléssico e o modelo de Montroll com parametro fuzzy triangular tipo 1, utilizando o
maximo do erro relativo. Podemos concluir que defuzzificar o conjunto fuzzy tipo 2 no final do
processo apresenta melhores resultados. Este trabalho colaborou para justificar as afirmagoes
de vérios autores como Mendel et al (2006), Lima et al (2007) e outros; que asseguram que
os conjuntos fuzzy tipo 2 fornecem melhor desempenho do que os do tipo 1. As simulagoes
computacionais foram realizadas com o software MATLAB.

Outra conclusao interessante é que o modelo classico de Montroll apresenta previsoes razoaveis
para a populacao do Peru para 2021 e 2050 que foram de 33.126.956 habitantes e 41.258.926
habitantes, pois as estimativas do INEI para estes anos sao 33 milhoes e 149 mil habitantes, e
40 milhoes e 111 mil habitantes, respectivamente.

Como trabalhos futuros pretendemos utilizar os parametros fuzzy tipo 2 em outros modelos
de fenomenos bioldgicos envolvendo equagoes diferenciais ordinarias e parciais. Estes estudos
podem ser desenvolvidos através das duas técnicas: SBRF2 e o Principio de Extensao de Zadeh
determinando a solucao fuzzy do modelo.
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Anexo 1

A continuagao apresentamos os programas utilizados para calcular o Centroide através do
algoritmo de Karnik-Mendel.

As simulagoes numeéricas sao realizadas utilizando o cédigo em Matlab cedido pelo autor
de Wu e Nie (2011), Dongrui Wu (Professor no Machine Learning Lab, GE Global Research,
Niskayuna, NY 12309 USA).

Algoritmo de Karnik-Mendel

%Defina um conjunto fuzzy tipo 2 por 9 pontos: 4 da mf superior 4 inferior e por ultimo a
altura maxima da mf inferior.

A=[1 12 2 3 13 15 18 25 0.5]

%Calculando o centroid de A como vetor de componente C'AL =centroide menor.
%C Ar =centroide maior e CA = (CAl 4+ CAr)/2

[CA CAl CAr] = centroidIT2(A)

%plotando o conjunto fuzzy com preenchimento e seu centroide (intervalo)
Fill(A(L,[1:4 8:-1:5]),0 1 1 0 0 A(L,[9 9]) 0],[L 0.78 0.8]);

hold on

plot(A(1,[1:4 8:—1:5]),[0 1 1 0 0 A(1,]9 9]) 0],/color' [0.9 0.9 0.9],lincwidth’,2);
hold on

plot(C A, 0, gx')

hold on

plot(C' AL 0 r+)

hold on

plot(C Ar, 0, rx)



Programa do centroidIT2(A):
function [C A, CAl,CAr] = centroidIT2(A)
% CA: center of centroid of A
% C Al: left bound of the centroid
% CAr: right bound of the centroid
if length(A) ~=9
error('The input vector must be a 9 — point representation of an IT2FS.);
end
% No linspace utilize 9 divisoes para conferir os célculos manuais.
Xs = linspace(A(1), A(4),9);
UMF =mg(Xs,A(1:4),[0 1 1 0]);
LMF =mg(Xs,A(5:8),[0 A(9) A(9) 0]);
CAl = EKM(Xs, LMF,UMF, —1);
CAr = EKM(Xs, LMF,UMF, 1);

CA=(CAl+CAr)/2;

65



66

Programa para o mg:
function uw=mg(z,tMF,uMF)
% f=mg(zx,sMF uMF)
% function to compute the membership grades of x on a T1 FS
% xMF : x—coordinates of the T1 FS.
% uMF : u—coordinates of the T1 FS; default tobe [0 1 1 0].
% u : membership of z on the T1 FS.
if nargin == 2
uMF = [0111];
elseif length(xMF) ~= length(uMF)
error('ctMF and uM F must have the same length.');
end
[tMF,index] = sort(zMF);
uMF = uMF (index);
u = zeros(size(x));
for i=1:length(x)

if x(i) <=aMF(Q1) | z(i) >= xMF(end)

else
left = find(eMF < x(i), 1, last’);
right = left + 1,

u(i) = uMF(left) + (uMF(right) — uM F(left)) % (x(i) — M F(left))/(xMF(right) —
xMF(left));

end

end



Programa para EKM:

function y= EKM (xPoint,wLower, wUpper, mazFlag)

% y = EK M (zPoint, wLower, wUpper, maxFlag)

% function to implement the EKM algorithm

% xPoint : ;

% [wLower, wUpper] : rangeo fw;

% maxFlag : 1,if to output the maximum; —1, if to output the minimum
% xPoint, wLower and wUpper must have the same length.

if mazx(wUpper) == 0 | maz(xPoint) ==

y =0;
return;
end

if max(wLower) ==
1f maxFlag > 0
y = max(zPoint);
else
y = min(xPoint);
end
return;

end

if length(xPoint) == 1

y = xPoint;
return;
end

% combine zero firing intervals.
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I = find(wUpper == 0);
xPoint(I) = |;
wLower(I) =1];
wUpper(I) = [];
% combine zero xs.
[zSort, xIndex] = sort(xzPoint);
lower Sort = wLower(xzIndex);
upperSort = wUpper(xIndex);
k = find(zSort == 0,1, last');
if k>1
xSort(1) = 0;
xSort(2: k) =11
lowerSort(1) = sum(lowerSort(1 : k));
lowerSort(2 : k) =[];
upperSort(1) = sum(upperSort(1 : k));
upperSort(2: k) = [ |;
end
% Change column vector into row vector.
if size(xSort,1) > 1
xSort = xzSort’;
end
if size(lowerSort,1) > 1
lowerSort = lowerSort';
end

if size(upperSort,1) > 1
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upperSort = upperSort';
end
ly = length(zSort);
tfmazFlag < 0
k = round(ly/2.4);
temp = [upperSort(1 : k)lowerSort(k + 1 : ly)];
else
k = round(ly/1.7);
temp = [lowerSort(1 : k)upperSort(k + 1 : ly)];
end
a = sum(temp. * xSort);
b = sum(temp);
y = a/b;
ENew = find(xSort > y,1) — 1,
whilek ~= kNew
mink = min(k, kNew);
maxk = max(k, kNew);
temp = upperSort(mink + 1 : mazk) — lowerSort(mink + 1 : maxk);
b=0b—sign(kNew — k) * sign(maxFlag) * sum(temp);
a = a— sign(kNew — k) * sign(maxFlag) x sum(temp. x xSort(mink 4+ 1 : maxk));
y = a/b;
k = kNew;
kENew = find(zSort > y,1) — 1;

end
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Anexo 2
A continuacao apresentamos os programas utilizados para calcular o Centroide através do
algoritmo de Karnik-Mendel com parametro fuzzy triangular para a populagao do Peru. Para
este algoritmo, fizemos algumas modificacoes ao algoritmo que foi apresentado no Anexo 1.
Algoritmo de Karnik-Mendel com parametro fuzzy triangular
%n = nimero de pontos

n = 70;

%Pontos do triangulo superior e inferior, g é a altura do triangulo inferior

@ =0.179;
b=0.211;
c=0.214;
d = 0.215;
e =0.239;
g9=1
Y%tempo

t = linspace(0,70,n + 1);

%P0 = Populacao inicial, Pf = Populacao final, ¢ = 0.1.
PO = 10420357,

Pf = 53587774,

q=0.1;

%defina um conjunto fuzzy tipo 2 por 7 pontos: 3 da mf superior 3 inferior e ultimo a altura
maxima da mf inferior

A =[P fx(exp(qxt(5)xa)/(exp(qt(5)*a)+((Pf/P0)?)—1)) /9 P fx(exp(qxt(5)xc)/(exp(q*
t(5)xc)+((Pf/P0)")—1))1D P fx(exp(gst(5)xe)/(exp(qxt(5)xe)+((Pf/P0)?)—1))1/D P fx
(exp(q*t(5) % b)/(exp(q*t(5) xb) + (P f/P0)1) = 1))H/D P fx (exp(qt(5)*c)/(exp(q*t(5)
)+ ((Pf/P0)1) —1))M9 Pfx(exp(qt(5)*d)/(exp(g+t(5) *d) + (Pf/P0)?) — 1))/ g]
%Calculando o centroid de A, CA = (CAl+ CAr)/2

[CA CAl CAr|=centroidlT2tri(A)

%plotando o conjunto fuzzy com preenchimento e seu centroide (intervalo)



fill(A(1,[1:3 6:—=1:4]),[0 1 0 0 A(1,7) 0],]0.9 0.9 0.9]);
hold on
plot(A(1,[1:3 6:—1:4]),[0 1 0 0 A(1,7) 0],/color’,[0.9 0.9 0.9],linewidth’',1.5);

hold on
plot(C A0, gx')

hold on
plot(C AL 0, ")

hold on
plot(C Ar, 0, rx)
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Programa para o centroidIT2tri(A) :
function|[CA, CAl, C Ar] = centroidI T2tri(A)
% [CA, CAl, CAr]=centroidIT2(A).

% A: an IT2 FS represented by 7 parameters.
% CA: center of centroid of A.

% CAL: left bound of the centroid.

% CAr: right bound of the centroid.
iflength(A) ~=17
error('Theinputvectormustbea7? — pointrepresentationofanIT2FS.);
end

X's = linspace(A(1), A(3), 100);

UMF = mgtri(Xs, A(1:3),[0 1 0]);

LMF = mgtri(Xs,A(4:6),[0 A(7) 0]);
CAl = EKM(Xs, LMF,UMF, —1);

CAr = EKM(Xs, LMF,UMF,1);

CA = (CAl+CAr)/2;

A programacao de mg e EKM s@o os mesmos do Anexo 1.
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