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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma classe especial de codigos lineares: os cédigos parametrizados
afins. Mostramos que esses codigos sao de facil construcao e que, dado um cédigo parametrizado
afim, pode-se facilmente obter um cédigo parametrizado projetivo equivalente a ele. Também
estudamos algumas teorias que nos serviram como base tedrica tais como: a teoria de Bases de
Groebner e a Pegada de um ideal e alguns topicos de geometria algébrica e algebra comutativa.
Este trabalho tem por objetivo principal obter os parametros bésicos (comprimento, dimensao
e distancia minima) dos cddigos parametrizados afins e relaciond-los com os c6digos parame-
trizados projetivos, assim como na referéncia [7]. Encerramos aplicando a teoria de Bases de
Groebner a Pegada de um ideal para obter os parametros béasicos do cédigo parametrizado no
toro afim.

Palavras-chave: Bases de Groebner; Pegada; Codigos Parametrizados; Comprimento, Distancia
minima; Dimensao.
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OLIVEIRA, F. A. Parameterized Affine Codes. 2014. 53 p. M. Sc. Dissertation, Federal
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Abstract

In this work, we present a special class of linear codes: parameterized affine codes. We show
that these codes are easy to construct and that given a parameterized affine code one can easily
obtain an equivalent projective parameterized code equivalent to it. We also studied some
topics which served as the theoretical foundations for the work, such as the theory of Groebner
Bases, the footprint of an ideal and some topics of algebraic geometry and commutative algebra.
This work has as main goal to obtain the basic parameters (length, dimension and minimum
distance) of parameterized codes related and also to relate them to the projective parameterized
codes, as done in [7]. We finish by applying the theory of Groebner Bases to the footprint of a
certain ideal in order to obtain the basic parameters of the parameterized code over an affine
torus.

Keywords: Groebner Bases; Footprint; Parameterized Codes; Length; Minimum Distance;
Dimension.
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Introducao

A teoria dos codigos corretores de erros é um campo de pesquisa ativo em diversas areas
do conhecimento: matematica, computacao, estatistica, engenharia elétrica entre outras. Os
cbddigos com capacidade para detectar e corrigir erros estao presentes no nosso cotidiano de
varias maneiras, ao ouvir um CD de musica, assistir a um filme em DVD, trocar informagoes
entre computadores ou celulares. Esses codigos sao utilizados quando as mensagens sao trans-
mitidas com algum tipo de ruido, ou seja, quando nao transmitem a mensagem tal como foi
enviada. Um cédigo corretor de erros procura, essencialmente, acrescentar de uma forma orga-
nizada, alguns dados a cada informacao que se pretende transmitir para que possa recuperar
a informacao detectando e corrigindo eventuais erros que possam surgir. A classe de cédigos
mais utilizadas na prética ¢ a chamada classe dos cddigos lineares.

Neste trabalho apresentamos um tipo especial de c6digos lineares, os coédigos parametrizados
por monomios. Nosso objetivo principal é obter os parametros basicos do cédigo parametri-
zado afim e mostrar que existe uma equivaléncia entre codigos parametrizados afins e projetivos.
Para isso, utilizaremos alguns topicos de algebra linear, corpos finitos, geometria algébrica e
algebra comutativa.

No primeiro capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados basicos da teoria de c6digos
lineares que serao utilizados nos capitulos 3 e 4. Relembramos os conceitos de codigo linear,
comprimento, dimensao e distancia minima de um codigo linear, além de rever algumas pro-
priedades a respeito de corpos finitos.

No capitulo 2, introduzimos a teoria de Bases de Groebner e a Pegada de um Ideal. Para
isso relembramos algumas propriedades a respeito dos ideais monomiais e do algoritmo da di-
visao em um anel de polinomios em varias variaveis. Em seguida, demonstramos o Teorema da
Base de Hilbert, definimos as bases de Groebner e apresentamos suas principais propriedades.
Finalizamos o capitulo definindo a pegada de um ideal monomial e a relacionamos com as va-
riedades afins, quando a pegada é um conjunto finito.

No capitulo 3, apresentamos os protagonistas deste trabalho: os codigos parametrizados
afins. Mostramos que tais cédigos sao de facil construcao, estao intimamente relacionados com
os codigos parametrizados projetivos e obtemos varios resultados interessantes a respeito desses
dois cédigos lineares.

No capitulo 4, utilizamos a teoria do capitulo 2 para obter os parametros basicos de uma
familia de codigos parametrizados: os cédigos parametrizados no toro afim.

Fabricio Alves Oliveira
Uberlandia-MG, 27 de fevereiro de 2014.



Capitulo 1

Conceiltos e Resultados Preliminares

Este capitulo tem por finalidade estabelecer conceitos, notacoes e resultados béasicos da teoria de
cédigos lineares que serao utilizados nos capitulos seguintes. O leitor menos familiarizado com
estes conceitos pode consultar qualquer livro sobre codigos corretores de erros, uma sugestao é
a referéncia [6].

1.1 Cdbdigos Lineares

Seja K =Ty um corpo finito com ¢ elementos. Consideremos o K-espaco vetorial

K'=Kx---xK
—_—

n vezes

de dimensao n, cujos elementos sao n-uplas a = (as,---,a,) com a; € K,i=1,...,n.

Definicao 1.1.1 Um subespacgo vetorial C C K™ € chamado cédigo linear.

Assim, todo cddigo linear é, por definicao, um K-espago vetorial de dimensao finita.
De maneira usual, denotaremos por #A o numero de elementos de um conjunto A.

Definicao 1.1.2

(1) Dados a = (a1,---,a,) e b = (by,---,b,) € K" definimos a distancia de Hamming
entre a e b como sendo o numero de coordenadas que estes elementos diferem, ou seja,

d((l,b) =#{i: ai # by, 1 <i<n}.
(il) O peso de um elemento a = (ay, -+ ,a,) € K™ € definido como
w(a):=#{i: a; #0}.

Em outras palavras, temos que w(a) = d(a,0).

Observagao 1.1.3 A distancia de Hamming é uma métrica sobre K*. Mais especificamente,
dados a,b e c em K", temos que:

(1) d(a,b) >0 e vale a igualdade se e s6 se a=">b ;

(i) d(a,b) =d(b,a);



(i) d(a,b) < d(a,c) +d(c,b);

(iv) d(a,b) =d(a—1,0).

Definigao 1.1.4 Seja C C K™ um cddigo linear.

(i) Chamamos o nimero n de comprimento de C e a dimensdo de C como K-espaco veto-
rial, dimy C, de dimensao do codigo C.

(il) A distancia minima de C ¢ o nidmero

duin(C) = min{d(a,b):a,be C e a#b}
= min{w(a) =d(a,0):a € C,a# 0}

O comprimento, a dimensao e a distancia minima constituem os parametros bdsicos de um
cddigo linear. A importancia da distancia minima situa-se em relacao a capacidade de correcao
de erros do codigo. Ja a dimensao é uma medida da quantidade de informacao que o cédigo
pode transportar. A importancia do comprimento é que quanto maior for o cédigo, mais energia
deve ser gasta para transmitir cada palavra do cédigo.

Assim, o cédigo ideal teria uma dimensao e uma distancia minima grandes e um compri-
mento curto, mas estas condicoes nao podem ser satisfeitas ao mesmo tempo. Mais especifica-
mente, se um codigo linear tem comprimento n, dimensao k e distancia minima d, entao vale
a cota de Singleton:

d<n-—-k+1.

Definicao 1.1.5 Seja C C K™ um codigo linear de dimensao k e distancia minima d. Dizemos
que C € um cddigo MDS (Maximum Distance Separable) quando vale a igualdade na cota
de Singleton, isto ¢, sed=n—k+ 1.

Observagao 1.1.6 Seja m = dimg C e seja {v1,..., v} uma base para C. Sabemos da Algebm
Linear que todo elemento de C se escreve de modo unico na forma

7\1\)] + 7\2\)2 + -+ 7\mvm,

onde Ay € K, para todo i =1,...,m. Pelo Principio Multiplicativo de Contagem, seque que C
possui q™ elementos, ou seja, #C = q™.

Definicao 1.1.7

(i) Dizemos que uma funcao F : K* — K™ € uma isometria linear de K" se ela é uma
transformacao linear que preserva distancias de Hamming, ou seja,

d(F(a),F(b)) = d(a,b), para todo a,b € K".

(ii) Sejam C e C’ dois cédigos lineares em K™. Dizemos que C’' € equivalente a C quando
existe uma isometria linear F de K™ tal que F(C) = C’.

Decorre imediatamente da definicao que dois codigos equivalentes tém os mesmos parametros.



1.2 Corpos Finitos

Seja p um ntimero primo positivo em Z. Vamos denotar por Z, o corpo Z/pZ e vamos denotar
por N={0,1,2,...}.
Seja F um corpo com elemento unidade 1. Vamos denotar

14+---+1porn-1I.
H—/

n parcelas

Seja F um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto
Ar={neN:n-1=0»5L

Observe que {n-1:n € N} C F. Como F é finito, existem n; < n; tais que ny-1 =n;,-1. Logo,
(n; —ny) -1 =0, com n; —n; > 0. Assim, n; — ny € Af e, portanto A # ().

Definicao 1.2.1 A caracteristica de um corpo finito F € o inteiro positivo
char(F) = min A.
Seja K um subcorpo de F. Como Ax = Af, temos que char(K) = char(F).

Recordemos algumas propriedades dos corpos finitos. Todas as demonstragoes podem ser en-
contradas na referéncia [6].

Proposigao 1.2.2 Seja F um corpo finito de caracteristica p e seja m =p', para algum v € N.
Temos que:

(a) p € um ndmero primo.
(b) Sen€Z eacetF sao tais que n-a =0, entdo n é maltiplo de p ou a = 0.

(c) F contém um subcorpo isomorfo a Zy,. Em particular, F tem p™ elementos, para algum
natural n.

(d) (a+b)"=a™+bme(a—b)"=a™—Db™.
Mais ainda, se F possui q elementos, entdao

(e) a9™' =1, para todo a € F* = F\ {0}.

(f) a9 = a, para todo a € F e para todo r € N.

O préximo teorema nos garante a existéncia de polinomios irredutiveis em F[x], onde F é um
corpo finito e a unicidade de corpos finitos com o mesmo nimero de elementos.

Teorema 1.2.3

(i) Seja F um corpo finito. Para cada inteiro positivo n, existe pelo menos um polindmio
irredutivel de grau n em F[x].

(i) Dois corpos finitos com o mesmo nimero de elementos sdo isomorfos.



Capitulo 2

Bases de Groebner e a Pegada de um
Ideal

A teoria de bases de Groebner fornece uma abordagem uniforme para a resolugao de uma
ampla gama de problemas em geometria algébrica, algebra comutativa e na teoria de ideais
polinomiais. Essa teoria tem se mostrado uma ferramenta atraente em algebra computacional,
pois revela uma maneira simples de entender e de implementar algoritmos computacionais,
fazendo com que ela seja aplicada em varias areas da ciéncia e engenharia e nao apenas pelos
matematicos.

2.1 Monomios e Ordens Monomiais

Defini¢ao 2.1.1 Um monoémio em X, ..., Xy € um produto da forma x7"-...-x%, onde todos
0s expoentes sao inteiros nao negativos. Vamos utilizar a notagao multi-indice para monomios.
Escreveremos x* = x7' - ... x5, onde & = (x1,...,a,) € N*. O grau desse monoémio € a

soma | == o1 + -+ - + Xy
Vamos denotar por M o conjunto de todos os monomios em F[xq,...,xn].

Seja F um corpo. Um polinémio f em F[xq,...,%,] é uma combinacao linear de monémios com
coeficientes em . Dessa forma podemos escrever

f= Z%X“, ay € I,
04

que é uma soma sob um nuimero finito de n-uplas « = (&4, ..., &,). Chamamos a, de coefici-
ente do monomio x*. Se a, # 0, entao a,x™ é um termo de f. O grau total de f, denotado
por deg(f), é o maximo |« tal que a, # 0.

Definicao 2.1.2

(1) Sejam fy,...,fs polinomios em Flxq1,...,x.]. Definimos o ideal gerado por fi,...,f,
como sendo o conjunto

(f1y..., ) = {Zmﬂ:m,...,hs eF[x1,...,xn]}.
i=1

Observe que este conjunto é, de fato, um ideal de F[xq,...,Xn].



(i1) Chamamos um ideal 1 de F[xq,...,xn] de finitamente gerado se existem fi,...,f, €
Flx1y...,xn] tais que 1 = (f1,...,fs), e dizemos que {fy,...,f} é uma base para 1.
Definigao 2.1.3 Uma ordem monomial < em M C F(xy,...,xn] € qualquer relagio em N™

satisfazendo:

(1) =X € uma ordem total em N";
(1) seax <pB em N* ey € N', entao x+v X B +7v;

(1i1) todo subconjunto nao vazio de N™ possui elemento minimo em relagdo a <.
Vejamos dois exemplos de ordens monomiais:

Exemplo 2.1.4

(1) A ordem lezicogrdfica (com x, < -+ =< %) é definida por x* <., xP se « =  ou se a
primeira entrada entrada diferente de zero da esquerda para direita de 3 — « for positiva.
Assim, nés temos por exemplo que x1°%° <o, x7 e x3x30B <o, x3x,.

(i) A ordem lezicogrdfica graduada (com x, =< --- < x;) é definida por x* < xP se & = §3
ou o< Yl Biouse Yo =D i, Bientdo x* <y xP, onde < é a ordem
lexicografica, definida anteriormente.

Temos por exemplo que x3x3 =< x%3x3, pois o grau do primeiro é menor que o grau
do segundo. E x1x2x3 < x1%3x3, pois embora eles possuam o mesmo grau, temos que

5 2,4
X1X2X3 Slex X1X5X3.

Definicao 2.1.5 Seja
m
f = Z ax® € Flxyy ...y Xnl

i=1

um polinomio nao nulo, onde a; € Fya; # 0 e x*t € M para todo i = 1,...,m, e seja <
uma ordem monomial definida em M. FEntio o multigrau de f (com respeito a <) é dado
por mdeg(f) := max{o; € N" : 1 = 1,...;m}, 0o monémio lider de f (com respeito a <) é

Im(f) := x4l o coeficiente lider de f (com respeito a <) € lc(f) := Qudeg(r) € 0 termo
lider de f (com respeito a <) é 1t(f) := Queg(nx™ .

Assim, por exemplo, se f(x1,%2,%3) = 4x3x3+5x1x5+2 € R[x1, %2, X3] e nds considerarmos o con-
junto dos mondmios com a ordem lexicografica, entao temos que lm(f) = x?x‘z‘ e lt(f) = 4x?x‘2‘,
por outro lado, se considerarmos a ordem graduada lexicografica, teremos que Im(f) = x;x$ e

1t(f) = 5%1%5.

Uma ferramenta importante na teoria de Bases de Groebner ¢é a divisao de um polinomio por
uma lista de polinomios nao nulos.

Teorema 2.1.6 (Algoritmo da Divisao) Considere uma ordem monomial <= em M. Seja
G = (g1y...,9s) uma s-upla ordenada de polinomios nao nulos em F[xq1,...,xn]. Entdo, cada
f e Flxq,...,x.] pode ser escrito como

f=qigi+- - +qegs+7

onde qi, v € Flx1,...,xn], e v =0 ou nenhum mondémio que aparece em v é multiplo de Im(gy),
para algum i € {1,...,s}.



Demonstracao. Uma prova deste teorema podera ser encontrada no capitulo 2 da referéncia
[5]. O

E importante observar no algoritmo da divisao acima que se o resto r nao é zero, entao o
monomio lider de r é menor ou igual do que o monomio lider de f. Além disso, uma importante
propriedade do algoritmo da divisdo em K[x] nao é sempre valida: a unicidade do resto.

2.2 Ideais Monomiais
Definicao 2.2.1 Um ideal I C Flxq,...,x,] € um ideal monomial se existe um subconjunto
nao vazio A C N™ tal que

[=x":a€A):= {Zﬂxx“:f(x € Flxyy...,xnJ, BC A éﬁm’to}.

«x€B

Proposigao 2.2.2 Seja 1 = (x*: o € A) um ideal monomial. Entio um monémio xP € 1 se,
e somente se, x* divide xP para algum « € A.

Demonstragao. (=) Sejax? € I EntaoxP = Y ¥ | hix™ onde o € Aehy =3 ') ayx", a; €
K. Podemos supor que

XP = (XXM 4 @ XX A (@a XTI A g XTRRXOE)
logo o multigrau de algum monomio do lado direito é f3.
(&) Seja o € A tal que xP = px*. Logo, xP € L. O
Dado um ideal I C F[xq,...,xq], podemos definir o ideal dos termos lideres:

Definigao 2.2.3 Seja I um ideal em Flxq,...,%xu], com I #0.

(i) O conjunto dos termos lideres dos elementos de 1 € dado por

It(I) ={cx*: 3f € I tal que 1t(f) = cx*}.

(i1) Oideal dos termos lideres de I € o ideal gerado pelos elementos de 1t(1) e serd denotado
por (1t(1)).

Analogamente, definimos o conjunto do monoémios lideres de I, lm(I), e o ideal dos
monodmios lideres de I, denotado por (Im(I)).

Seja I # 0 um ideal finitamente gerado em F[xy,...,x,], digamos I = (fy,...,f).

E claro que (I6(f1), ..., 1t(fs)) C (16(1)):

Seja f € (It(fy),...,1t(fs)), entdo f = gylt(fy) + - - - + gslt(fs), com g; € Flxq,...,x,]. Para
cada i €{1,...,s}, temos 1t(f;) € It(I) C (It(I)). Assim, cada parcela de f pertence a (1t(I)) e,
a fortiori f € (1t(1)).

Lema 2.2.4 (Lema de Dickson) Sejal = (x*: a € A) um ideal monomial em Fx;, ..., xy].
Entao 1 pode ser escrito da forma 1 = (x*,...,x*), onde o,..., s € A. Em particular, 1

possui uma base finita.



Demonstracao. Uma prova do Lema de Dickson pode ser encontrada no capitulo 2 da re-
feréncia [5]. O

Observagao 2.2.5 Em geral, nao € verdade que (1t(1)) C (It(fy),...,1t(fs)):
Seja 1 = (f1,f,), onde f; = x> —2xy e f, = x*y — 2y* + x, e considere a ordem lexicogrdfica
graduada. Como x* = xf; —yf;, temos que x* € 1. Assim,

x* =1t(x*) € It(I) C (1t(1)).

Mas, x* ¢ (1t(f1),1t(f2)), pois (1t(f1),1t(f2)) = (x3,x*y) € um ideal monomial e x* néo é mailtiplo
de x* nem de x*y.

Proposigao 2.2.6 Seja I C Flxq,...,x.] um ideal, com 1 # 0. Entao:
(1) (1t(D)) € um ideal monomial.
(il) Ezistem giy...,9t € I tais que (1t(1)) = (1t(g1),...,1t(gt)).
Demonstragao.

(1) Considere o ideal monomial (Im(g) : g € I\{0}).
Observe que (lm(g) : g € I\{0}) = (It(g) : g € I\{0}), de fato:
Seja f € (lm(g) : g € I\{0}), entdo existe um subconjunto finito A C I\{0} tal que

f=> agm(g) =) a4(lc(g)) 'lc(g) =Y a4lle(g))1t(g),

geA geA geA

logo, f € (lt(g) : g € T\{0}).
Agora seja f € (1t(g) : g € I\{0}), entdo existe um subconjunto finito B C I\{0} tal que

f=) aglt(g) =) agle(g)lm(g),

geB geB
portanto, f € (Im(g) : g € I\{0}).
Como (It(1)) = (lt(g) : g € I\{0}) = (lm(g) : g € I\{0}), segue que (lt(I)) é um ideal

monomial.

(i) Como 1t(I) é um ideal monomial, pelo Lema de Dickson, existem gi,...,g; € I tais que

(It(I)) = (Im(g1), ..., 1m(g¢)). Observe que (Im(gy),...,Im(g¢)) = (I6(g1),...,1t(ge)), de
fato: Dado f € (lm(gy),...,lm(g¢)), temos que

t
f= Z a;lm(gy) Z ai(le(gi)) 'le(gi)lm(g;) Za1 (Ie(g)) "1t(gi) € (t(gr)y...,1t(ge)).
i=1
Dado f € (It(g1),...,1t(g¢)), temos
t t
f=> alt(g) =) aile(g)lm(gi) € (Im(gr),...,Im(ge)).
i=1 i=1

Portanto, (1t(1)) = (1t(g1),...,1t(g¢)).



Observacao 2.2.7 Utilizando a notacao da proposicao anterior temos que

(It(D) = (t(g1), ..., 1t(ge)) = (Im(gy),...,Im(g¢)) = (lm(I)).

Teorema 2.2.8 (Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal I C Flx;,...,x,] € finitamente
gerado, isto é, existem giy...,g¢ € I tais que I =(g1,...,gs).

Demonstracao. Se I ={0}, nada a provar. Se I # {0}, sabemos que

(It(1) = dt(gr), ..., 1t(ge)),

para alguns gi,...,g¢ € I. Vamos mostrar que I = (gy,...,g¢).
E claro que (g1y...,gt) C L. Seja f € I. Aplicando o algoritmo da divisdo para dividir f por
(g1y.--,9gt), obtemos

f=aigr+ -+ age+r,

onde nenhum termo de 1 é divisivel por nenhum dos 1t(g7),...,1t(g¢).

Observe que r =f —ayg; —- -+ — atg, e logo r € L.

Se v # 0, entao lt(r) € It(I) C (1t(1)) = (t(g1),...,1t(g¢)), logo lt(r) é divisivel por algum
1t(gi), absurdo! Logo, r = 0.

Assim, podemos escrever f = ajgy + - - - + a;gy e portanto, f € (g1,...,gy).

Isso mostra que I = (g1,...,gy). O

2.3 Bases de Groebner

O conceito de bases de Groebner apareceu pela primeira vez na tese de doutorado do ma-
temdtico austriaco Bruno Buchberger, publicada em 1965 (veja [2]). Seu orientador, Wolfgang
Groebner, propos o seguinte problema para sua tese: dado um ideal I C F[xy,...,X,], encontrar
uma base para F[xq,...,xs]/I como um F-espago vetorial.

Quando estamos trabalhando com um anel de polindomios em uma tnica variavel a res-
posta é conhecida: I é gerado por um certo polindémio de grau d (no caso em que I # 0) e
O+ ILx+1,...,x4" + 1} forma uma base para F[x]/I.

Agora, quando estamos trabalhando com um anel de mais de uma variavel a situacao muda
radicalmente. Pelo Teorema da Base de Hilbert, nés sabemos que I é gerado por um numero
finito de polinémios, mas I nao é necessariamente um ideal principal; mais ainda o anel quoci-
ente F[xq,...,x.]/I pode ser um F-espaco vetorial de dimensao infinita.

A ideia de Buchberger para solucionar o problema acima foi fixar uma ordem monomial em
M e determinar um conjunto especial de geradores para I cuja propriedade principal é que as
classes dos monomios que nao sao multiplos de nenhum dos monomios lideres dos polinomios
que estao nessa base especial, formam uma base para F[xq,...,x,]/I como F-espaco vetorial.
Em 1976 Buchberger decidiu chamar essa base especial para I de “bases de Groebner” em
virtude da influéncia das ideias de seu orientador em seu trabalho de tese (veja [3]).

Definigao 2.3.1 Seja I C Flxq,...,x.] um ideal nao nulo e fire uma ordem monomial <X em
M. Um conjunto {gi,...,9:} C I € uma base de Groebner para I (com respeito a <) se

<lt(g1)a R lt(gt)> = <1t(1)>

O lema a seguir nos fornece uma maneira elegante de definir uma base de Groebner para um
ideal.

Lema 2.3.2 O conjunto G ={g1,...,9¢} C I € uma base de Groebner para 1 (com respeito a
=) se para todo f € 1I,f # 0 temos que lm(f) é multiplo de lm(g;) para algum i € {1,...,t}.
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Demonstracao. Seja f € I, com f # 0, entao

Im(f) € (m(D)) = (16(1)) 2 (t(gr), ..., 1t(ge)) = (Im(gy),..., m(g0)).

Como (lm(gy),...,lm(g¢)) é um ideal monomial, segue que Im(f) é multiplo de Im(g;), para al-
gumi=1,...,t. Poroutrolado, é claro que (It(g1),...,1t(g¢)) C (It(I)). Vejamos que (It(I)) C
(1t(g1)y .-+, 1t(gi)). Como (It(I)) = (Im(I)), basta mostrar que (Im(I)) C (It(gs),...,1t(g¢)), ou
seja, Im(I) C (1t(g1),...,1t(ge)). Seja f € I, f # 0. Por hipdtese, existe i € {1,...,t} tal que
Im(f) é multiplo de Im(gy), logo Im(f) € (lm(gy),...,lm(g¢)) = (It(g1),...,1t(g¢)). Portanto,
Im(I) C (It(g1),...,1t(g¢)) como querfamos. O

Fixada uma ordem monomial, segue da Proposicao 2.2.6 que todo ideal I C F[xq,...,Xy], com
[ # {0}, possui uma base de Groebner. Mais ainda, qualquer base de Groebner para um ideal
I é uma base para I.

Vejamos algumas propriedades das bases de Groebner.

Proposigao 2.3.3 Seja G ={qi, ..., gi} uma base de Groebner para um ideal I C Flxq,...,Xy]
e seja f € Flxq,...,xn]. Entdo existe um unico v € F[xq,...,xn] com as sequintes propriedades:

(1) Nenhum termo de v € divisivel por qualquer dos termos 1t(g),...,1t(gy).
(ii) Eziste g €1 tal que f =g+ .

Em particular, v € o resto da divisao de f por G, nao importando a ordem dos elementos de G.

Demonstracao. O algoritmo da divisao nos da f = a;g; + - - - + ayg¢ + 1, onde 1 satisfaz (1).
Para provar (ii), considere g = a;g; + - - - + ag¢ € 1. Basta provar a unicidade de r.
Suponha que f = g+ 1 = g’ + 1’ satisfazendo (i) e (ii). Entao,

r—1r'=g'—gel
Se tivermos 1 # 1/, entao
lt(r—1') € (t(1)) = (It(g1)y ..., 1t(ge))-

Logo, It(r — r’) é divisivel por algum 1t(g;). Entao lm(r — ') é divisivel por lt(g;). Por outro
lado, como Im(r —1’) é um monoémio de r ou de r’, ndo ocorre que Im(r —1’) seja divisivel por

1t(gi). Absurdo! Portanto, r =1’. O
Corolario 2.3.4 Seja G ={g1,...,gi} uma base de Groebner para um ideal 1 C Flxq,...,xy]
e seja f € Flxq,...,xn]. Entao f €1 se, e somente se, o resto da divisao de f por G € zero.

Demonstracao. (&) Se o resto é zero, é claro que f € L.

(=) Seja f € I, entao f = f + 0 satisfaz as duas condigoes da Proposicao 2.3.3 Pela unici-
dade do resto, segue o resultado. 0

Definicao 2.3.5 Sejam f,g € Flx1,...,x,] polinomios nao nulos.

(1) Se mdeg(f) = « e mdeg(g) = B, entao sejay = (Y1,...,Yn), onde y; = max{xi, Bi} para
cada i. Dizemos que XY é o minimo miiltiplo comum de Im(f) e lm(g), e denotamos
por lem(Im(f),lm(g)).
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(i) O S-polinémio de f e g € a combina¢ao dada por

xY xY

S(f,g) = mf— lt(g)g'

Exemplo 2.3.6 Sejam f = x*y*—x*y3+x e g = 3x*y+y? em R[x,y] com a ordem lezicogrdfica
graduada. Entaoy = (4,2). Logo,

lem(Im(f),1lm(g)) = lem(x*y?, x*y) = x*y?.
Assim, o S-polinomio de f e g é dado por

X492 X4yz 1 1
f,g) = == — =Xf— =Yg =y’ +x* — sy .
S(f,g) Gt 3y 3V9 =Xy +x — 3y

Lema 2.3.7 Seja ) ;_,cifi comc; € F emdeg(f;) =& € N", para todo i. Semdeg (Y _;_; cifi) <
§, entio Y _;_; cifi € uma F-combinagao linear de S-polindmios S(fj, fi), com 1 <j,k <s. Além
disso, mdeg (S(fj, fi)) < .

Demonstracao. Seja d; := lc(f;), assim lc(cif;) = cid;. Como mdeg(f;) = §,Vi = 1,...,s
e mdeg (3 ;cifi) < 8, temos que Y { ;cidi = O (do contrério, terfamos 1t (37 ;cif;) =
(X5 cidi) X%, logo mdeg (>_;_; ¢ifi) = &, absurdol).

fi . .
Defina p; = 1° observe que p; tem coeficiente lider 1. Assim,

Z cifiy = Z cidips
i=1 i=1
= Cldlpl +"'+Csdsps

= cidi(pr —p2) + (ardy + c2da)(p2 —p3) +-- -+ (c1dy + - - - + c1ds—1) (Ps—1 — Ps)
+(c1dy + -+ - 4 cods)ps

Como Im(f;) =x% Vi=1,...,s, temos lem(lm(f;), lm(fy)) = x® para todo i € {1,...,s}.
Observe que

5 5

X X

£ X5 X6 fj fk
6(f;) 7 16(f)

:djxéfj fi=7—==P —Pw.

S(fjafk) - — de5 dj dk —

fi

Dai,

D cifi = crdiS(fi, f2) + (erdy + c2da)S(f2, f3) + -+ + (erds + -+ + € 1ds1)S(fo 1, Fs) + Ops.

i=1

Finalmente, como lt(p;) = 1x°,Vi = 1,... s, temos que mdeg(S(fj, fx)) = mdeg(p; — px) < 8.
[

Vejamos agora um conhecido critério que nos permite decidir quando uma determinada base
para um ideal é uma base de Groebner para ele.

Teorema 2.3.8 (Critério de Buchberger) Sejam 1 C Fxy,...,x,] umideal e G ={gy,..., g¢}
uma base para 1. Entao, G € uma base de Groebner para 1 se e somente se para todos i #j o
resto na divisio de S(gi, g;) por G (listada em alguma ordem) é zero.
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Demonstracao. (=) Dados i # j, temos que
S(91,9) € (91,0, 90) = L.
Como G é uma base de Groebner para I temos que o resto na divisao de S(gs, gj) por G é zero.

(«) Para provar que (It(I)) = (1t(g1),...,1t(g¢)), basta mostrar que 1t(I) C (lt(gq),...,1t(gi)).
Seja f € I\{0}. Como I = {(gy,...,g), existem hy,..., hy € Fx;,...,x,] tais que
f

:h]g] +"'+ht9t- (2.1)

Assim,
mdeg(f) < max{mdeg(hig;): 1 <i <t}

Seja m(i) := mdeg(hig;), parai=1,...,t, e defina
o = max{m(1),...,m(t)}.

Assim, mdeg(f) < 8. Agora, considere todas as possiveis maneiras em que f pode ser expressada
na forma (2.1). Para cada expressao nds obtemos um & € N*. Seja S o conjunto formado por
todos estes 6. Como a ordem monomial é uma boa ordem, S possui elemento minimo, logo
podemos escolher uma expressao (2.1) para f tal que & é minimal. Escolhido este  minimal, é
verdade que mdeg(f) = & (isto serd provado!). Como &6 = max{m(1),..., m(t)} temos que

mdeg(f) = & = m(i) = mdeg(higi)

para algum i € {1,...,t}. Assim, It(f) é multiplo de 1t(hig;) e 1t(h;g;) é multiplo de lt(g;),
logo 1t(f) é multiplo de 1t(g;), e portanto 1t(f) € (1t(gq),...,1t(gt)), e isso mostra que G é uma
base de Groebner para I.

Agora, resta provar que mdeg(f) = 6. Suponha por absurdo que mdeg(f) < 6. Podemos
escrever

f= Y hgi+ > hgi= ) (hgi+It(h)gi—lt(hi)g)+ )  higi=
m(i)=8 (1)<

m(i)=8 m(i)<d

> (t(h)gi+ (i —16(ho))g) + Y higi =

m(i)=> m(i)<d
> lt(hdgi+ D> (hi—lt(hi))gi+ D higu.
m(i)=> m(i)=> m(i)<d

Observe que a segunda soma tem mdeg < §, de fato

mdeg((h; —1t(hi))gi) = mdeg(h; —It(h;)) + mdeg(gi) <

mdeg(hi) + mdeg(gi) = mdeg(higi) = m(i) = 6.
Assim, a segunda e a terceira soma tem mdeg < d. Como mdeg(f) < 0, temos que a primeira
soma também tem mdeg < &. Seja lt(h;) = ¢;X*V, entdo a primeira soma Z It(hi)gi =
m(i)=%
Z ciX*Vg; tem exatamente a forma descrita no lema anterior, com f; = x*Vg;, ou seja,

m(i)=>

mdeg(f;) = 6 para todo i e mdeg Z cifi | < 6. Entao, este lema garante que Z ciX* Vg,
m(i)=%

m(i)=5
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¢ uma K-combinacao linear dos S-polinémios S(x"‘(j)gj,x"‘(k)gk) e mdeg(S(x"‘(”gj,x"“k)gk)) < d.
Observe que

5 5

S(x0) g xM g ) — % ailg _ kg — X X _
X990 = itig)* 9 T gy X % T g Y Tlge)
x® XYk X% xYix X8 [ xVix XYk ;
. — . = x°7Yik§
X Vik lt(gj)gJ XYik lt(gk)gk XYk <1t(g]~)g] 1t(gx )gk) * (9501,
onde x¥i* = lem(lm(g;), Im(gy)). Entao, existem constantes cj € K tais que
> dt(hidgi= ) X’ *S(gj, gu)- (2.2)
m(i)=5 ik

Vejamos que x®7Vik ¢ um monomio:

Seja xPY :=Im(gy), para todo i. Como mdeg(x*Vg;) = & temos que & = (i) + B(i) para todo
i. Denotando (i) = (Xiry...y0tin) € B(i) = (Biry..., Bin) temos que yjx é obtido de B(j) e
B(k) da seguinte maneira:

Yjk = (maX{th Brity-+vs max{ﬁjm Bint)-

Se & = (41,...,0n), entao &; > max{fj;, Pxi}, para todo i, de fato, como & = «(j) + (j) temos
que &; = «ji + [3]1 > Bji, e como & = (k) + B(k), temos que &; = xyi + Pri > Pki. Portanto,
8 > max{Bji, Pri}, para todo i. Isso mostra que x° é miltiplo de x¥i*, e logo x*7Yix é um

monomio.
Dividindo cada S-polinémio por gy,..., g, por hipdtese o resto é zero, assim temos
S(gj, gx) = aijkgr + - + Qi ge = Z Qijkgi
para alguns aix € K[xi,...,xy]. O algoritmo da divisdo também nos garante que para todos

1,j, k temos
mdeg(aigi) < mdeg(S(gj, gi)). (2.3)
Daf,
t t
XS (gj, gic) = X° VI Z Ak Gi = Z bijkgi
i=1 i=
onde by, = xé_yikaijk. Veja que

(2.3)
mdeg(byigi) = mdeg(x* V*ayrg;) = mdeg(x* V%) + mdeg(ayg;) <

mdeg(x* %) + mdeg(S(gj, gr)) = mdeg(x*¥1*S(gj, gi)) = mdeg(S(x*g;, x*M gy )) < 3.
De (2.2) segue que

Z It(h; chx “%S(gj, gk) Zc)k (Z bukg> = Zﬂigi.
m(i)=8 ik i

Como mdeg(bijgi) < & segue que mdeg(hig;) < & para todo i. Portanto, f se escreve como

f—Zhlgl—F Z hy —1t(hi))gi + Z higi =p1g1 + - +Pige

m(i)<d
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com mdeg(pigi) < 6 para todo i € {1,...,t}. Logo,
do := max{mdeg(pigi) : 1 <1<t}

é tal que 8y € S e §p < & = min S, absurdo. O

Exemplo 2.3.9 Sejam g1 =y —x* e g2 =z—%> em Flx,y,z] e considere o ideal I = (g1, gz).

Entao, G = {g1,92} € uma base de Groebner para 1 com respeito a ordem lexicogrdfica com
Yy >z > x. Para provar isso, considere o S-polinomio

z z
S(g1,92) = %(y —x?) — U—(z—x3) = —zx? 4+ x2°.

Dividindo S(g1,92) por g1, g2 obtemos
—2xr 4y =% (y—xF) + (D) - (z =) + 0,

como o resto € zero, pelo Critério de Buchberger temos que G ={g1, g2} € uma base de Groebner
para 1.

Agora, considere a ordem lexicogrdfica com x >y > z. Neste caso, temos que

x3 X3
S(g1,92) = 2 ( —x? +y)—?(—x +z)=—xy+z

Dividindo S(g1,92) por g1, g2 obtemos
—xy+z=0-(—*+y)+0- (= +2) + (—xy + 2).
Portanto, G nao é uma base de Groebner para I.

Vamos denotar o resto na divisao de f pela s-upla ordenada F = (fy,...,f) por T

Sabemos que todo ideal em F[xq,...,x,] possui uma base de Groebner. Vejamos, agora um
algoritmo que nos permite encontrar, de forma construtiva, uma base de Groebner para um
ideal polinomial I a partir de uma base para I. Inicialmente, vejamos isto através de um
exemplo:

Exemplo 2.3.10 Considere o anel F[x,y]l com a ordem lexicogrifica graduada e seja 1 =
(f1,f2), onde f1 = x> — 2xy e f, = x*y — 2y* + x. Dividindo S(f1, ;) = —x* por F = {f1,f2}
obtemos como resto

F
S(f],fz) = —XZ % 0.

Portanto, F = {f, 2} ndao € uma base de Groebner para I.

Seja f3 := —x? e considere agora F = {f1, 2, f3}. Observe que
S(fhfZ) = _Xza
(fhfZ)
(fnfs) = —2X9>
S(f],fg) —ny 7é 0.

Portanto, F ={fy, f2, f3} nao € uma base de Groebner para 1.
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Seja f4 := —2xy e considere agora F = {f,f,, f3,f4}. Observe que

F

S(f1,12)
S(fy,f3)
S(f1,14)

S, f3) = —2y2 +x £0.

F

0,
0,
F O,

Portanto, F = {fy, f2, f3, 4} ndo € uma base de Groebner para 1.

Seja fs5 := —2y% + x e considere agora F = {f, f,, f3,f4,fs}. Observe que

sy .. . .
S(fi>fj) =0, V1>]€{])--->5}>17é)'
Portanto, F = {f;, f2, f3, 4, f5} € uma base de Groebner para 1.

Lema 2.3.11 O anel Flxy,...,x,] € noetheriano, isto €, dada uma cadeia ascendente de ideais
em Flx1y...,Xn]
LcLcl;C---

existe um inteiro positivo N tal que
In=Ixsy1=In2="--.

Demonstracao. Seja

[:= U I
i=1

e observe que I é um ideal em F[xq,...,x,], de fato, I # @) pois 0 € I. Dados f,g € T e
p € Flxi,...,xn], existem indices j,k tais que f € I; e g € I, digamos que I; C Iy. Assim,
f,g € Ix. Como Iy é ideal temos que f+ g € Iy e fp € Iy, logo f + g, fp € 1. Pelo Teorema da
Base de Hilbert, I = (fy, ..., fs), para alguns fy,..., fs € F[xy,...,x,]. Paracadaie€{1,... s},
temos que f; € I, logo existe um indice j; tal que f; € I;,. Seja

N := max{j1,...,js}
Assim, f; € I, C Iy, para todo i € {1,...,s}. Logo,
[=(f,...,fg CIyCIygyC---CL
Portanto, In = Iny1 = Ina =+ - O

Teorema 2.3.12 (Algoritmo de Buchberger) Seja I = (f,...,f) # 0 um ideal polino-
mial.  Entao, uma base de Groebner para 1 pode ser construida em um numero finito de
operagoes através do sequinte algoritmo:

INPUT: F = (fi,...,f,)
OUTPUT: a Groebner basis G = (gy,...,g¢) for I, with F C G

G:=F
REPEAT
G':=G
FOR each pair {p,q},p # q in G’ DO

G
S :=S(p,q)
IF S #0 THEN G := G’ U{S}
UNTIL G = G’
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Demonstracao. Primeiramente, vejamos que em qualquer etapa do algoritmo temos que G
é uma base para I, de fato, inicialmente isso é verdade pois G = F. Suponha que numa dada
etapa temos que G’ é uma base para [. Na etapa seguinte, dados p,q € G’, com p # q, temos
que S(p, q) € I, pois I = (G’). Assim, o resto na divisao de S(p, q) por G’ pertence a I, ou seja

S =S(p, q)G € 1. Portanto, G = G’ U{S} é base para I. Agora, vamos mostrar que o algoritmo
termina ap6s um numero finito de operacoes. Como G’ C G temos que 1t(G’) C It(G), e logo
(1t(G")) C (1t(G)). Observe que

G’ C G = (It(G")) C (It(G)),
de fato, se G’ C G, entao existe um resto r = S(p, q)G/ talquer & G’ er € G. Sabemos que It(r)

nao é divisivel por nenhum dos termos lideres dos elementos de G’, e portanto 1t(r) & (1t(G’)),
mas como T € G temos 1t(r) € (It(G)). Assim, é verdade que

1t(G")) = (It(G)) = G’ =G.

Denotando por G; a base para I obtida na i-ésima etapa do algoritmo, temos a seguinte cadeia
ascendente de ideais em F[xq,...,Xn]

(1t(G1)) C (1t(G2)) C (It(G3)) C -
Como F[xq,...,X,] é um anel noetheriano, existe um inteiro N > 1 tal que

(1t(GN)) = (1t(Gnsr)) = (1t(Gna2)) = - - -
logo
GN =Gny1 =Gn2 =1

Portanto, o algoritmo termina e a base obtida é G = Gy. Por fim, resta provar que Gy é uma

base de Groebner para I. Sejam p # q em Gy e considere Sy := S(p, q)GN. Suponha por
absurdo que Sy # 0, entdo Gy = Gy U{Sn} . Como 1t(Syn) nao é divisivel por nenhum dos
termos lideres dos elementos de Gy, temos que Sy € Gy = Gno1, absurdo. Portanto, Sy = 0,
e pelo critério de Buchberger Gy é uma base de Groebner para 1. 0

Vamos obter um critério mais simples para decidir quando uma base para um ideal é de Gro-
ebner. Para isso, precisaremos da seguinte defini¢ao

Definicao 2.3.13 Seja G = {g1,...,g¢} C Flxq,...,x4] e fixe uma ordem monomial em M.
Dado f € F[xq,...,xq], dizemos que f reduz a zero médulo G, e denotamos por f —g 0,
se f pode ser escrito na forma

f=aigr+ -+ aigy, com a; € Flxq,...,xq],
tal que sempre que a;g; # 0 devemos ter que mdeg(f) > mdeg(a;g;).

Lema 2.3.14 Seja G = (g1,...,9t) um conjunto ordenado de elementos de Flxq,...,x,] e seja
feFxy,...,xn]. Se 1_°G =0, entao f —g 0.

Demonstracao. Aplicando o algoritmo da divisao para dividir f por G, obtemos
f=ag1+ -+ aigy, com mdeg(f) > mdeg(aigi),

sempre que a;g; # 0. Portanto, f — g 0. O
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Observe que, em geral, a reciproca nao ¢é valida:

Se dividirmos f = xy? —x por G = (xy+1,y?>—1) com respeito a ordem lexicografica, obtemos
xy? —x=y-(y+1)+0-(y* = 1)+ (—x—y).
Entio f© = —x — y # 0. Mas podemos escrever
Yt —x=0-(xy+1)+x-(y*—1),
e mdeg(xy? — x) > mdeg(x - (y?> — 1)), logo f —¢ 0.

Teorema 2.3.15 Uma base G ={g, ..., g} para um ideal polinomial I é uma base de Groebner
para I se, e somente se, S(gi, g;) —g 0, para todo i #j.

Demonstracao. (=) Se G é uma base de Groebner para I, entao S(gi, gj) ¢ _ 0, Vi #j.
Pelo lema anterior, vem que S(gi, gj) —¢ 0, V1 #j.

(&) Suponha que S(gx, gj) —¢ 0, Vk #j. Entao existem ay,...,a; € K[x1,...,%;,] tais que

t
S(gx, g5) = Z aigi e mdeg(S(gx, gj)) > mdeg(aigi), se aigi # 0.

i=1

Isso é suficiente para concluir que G é uma base de Groebner para I, basta seguir o raciocinio

da demonstragao do Critério de Buchberger. U
Proposigao 2.3.16 Dado um conjunto finito G C Flxq,...,Xxn], suponha que temos f,g € G
tais que

lem(Im(f), lm(g)) = Im(f)lm(g),

isto significa que os monomios lideres de f e g sao relativamente primos. Entao, S(f,g) —¢ 0.

Demonstracao. Podemos assumir que lc(f) = lc(g) = 1, pois S(f, g) = S(cf, dg), para todos
¢,d € F, de fato:

xY xY xY xY xY xY
S(cf,dg) = ——cf — dg = £ dg =
(ef,d9) = reh " ~ fiag Y9 = S g %

lt(f)f 1t(g)

g= S(fa 9))

onde x¥ = lem(Im(f),lm(g)).
Escreva f =1m(f) +p e g =1m(g) + q. Como lem(lm(f),Im(g)) = Im(f)lm(g), temos que

Im(f)lm(g) . lm(f)lm(g)
Im(f) Im(g)
= Im(g)(Im(f) +p) — Im(f)(Im(g) + q)
= Im(g)lm(f) + plm(g) — Im(f)Im(g) — qlm(f)
= prlg—a)—ql(f—p)
= pg—qf.

S(f) g) =

Como f, g € G, basta provar que
mdeg(S(f, g)) > mdeg(pg) e mdeg(S(f, g)) > mdeg(qf).

Vejamos que
mdeg(S(f, g)) = max{mdeg(pg), mdeg(qf)}.
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Isso segue do fato de que Im(pg) e lm(qf) sao distintos e logo, nao cancelam. Para provar isso,
suponha que Im(pg) = lm(qf), entao

Im(p)lm(g) = Im(q)lm(f), dai Im(g) | lm(q)lm(f).

Como Im(g) e Im(f) sao relativamente primos, vem que Im(g) | Im(q), logo Im(g) < Im(q),
absurdo! Pois Im(g) > lm(q), j& que g =1m(g) + q. O

Corolério 2.3.17 Seja G = {g1,...,9¢} uma base para um ideal polinomial 1. Se Im(g;) e
Im(gj) sdao primos entre si, para todo i # j, entio G € uma base de Groebner para 1.

Demonstragao. Segue imediatamente do Teorema 2.3.15 e da Proposicao 2.3.16. 0

2.4 A Pegada de um Ideal

Definigao 2.4.1 Seja I C Flxy,...,x,] um ideal. A pegada de I (com respeito a uma ordem
monomial fixada em M) é o conjunto

A(T) ={M € M : M nao é mondémio lider de nenhum polinomio em I}.

A pegada de um ideal I estd intimamente relacionada com uma base de Groebner para I (ambas
definidas com respeito a mesma ordem monomial em M).

Proposigao 2.4.2 Seja I C Flxq,...,xn] um ideal e seja {gi,...,gi} uma base de Groebner
para 1. Entao um monomio M pertence a A(1) se, e somente se, M ndao é maltiplo de lm(g;),
para todoi=1,...,t.

Demonstragao. (=) Obvio (segue imediatamente da definicao de A(I)).
(&) Do Lema 2.3.2, nés sabemos que se M nao é multiplo de lm(g;), para todo i = 1,...,t
entdo M nao é monoémio lider de nenhum polinémio em I, logo M € A(I). O

Vimos que a demonstracao acima é muito simples e utiliza apenas a definigao de A(I) em uma
direcao e a definicao de bases de Groebner na outra. Isso sugere que os conceitos de base de
Groebner e pegada sao equivalentes, e de fato sao no seguinte sentido. Uma vez encontrada uma
base de Groebner para um ideal I, podemos obter a pegada de I usando apenas a proposicao
acima. Por outro lado, nés podemos iniciar com a Definicao 2.4.1 e entao obter uma base de
Groebner para I como sendo um conjunto {gi,...,g¢} C I tal que o o conjunto dos monémios
que sao multiplos de Im(g;) para algum i = 1,...,t é exatamente M \ A(I). No apéndice da
referéncia [4] o autor mostra que tal conjunto existe e satisfaz as condigoes da Defini¢ao 2.3.1.

No proximo exemplo, vamos mostrar como utilizar a proposi¢ao acima para obter uma repre-
sentacao grafica da pegada.

Exemplo 2.4.3 Seja
I=(x—x1y’—y,xy —y) C Rlx,y

e considere M com a ordem lexicogrdfica, onde y = x. Veja que o conjunto

B:={x’—xy’—y,xy —y}
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¢ uma base de Groebner para 1. De fato: se fi =x> —x,f, =y> —y e f3 = x*y —y, calculando
0s S-polinomios de fi,f, e f3, obtemos

S(fy,f) = x3y —xy3 =yf; — xf;
S(fy,f3) = 0
S(fz, fg) = —Xzy —+ y3 = fz — fg

ou seja, o resto da divisao de S(fq,1;),S(f1,f3) e S(f2,f3) por B € zero, logo pelo Critério de
Buchberger B € uma base de Groebner para 1.

Temos que Im(x* —x) = x3,Im(y*—y) = y> e lm(x*y—y) = x*y. Aplicando a proposi¢io acima
vamos determinar A(1). Na figura abaixzo, podemos visualizar a pegada de 1, onde representamos
o mondmio X™y" pelo par de inteiros nao negativos (m,n).

n
e © ¢ o o o o
R Monomios lideres da base
3 ® o o o o o o de Groebner para I
° o Monémios de A(I)
1 o) e © o o o
— o o o o >
2 3 m

Inicialmente marcamos os pontos (3,0),(0,3) e (2,1) que correspondem aos monomios lideres
da base de Groebner B. A partir deles € facil determinar os monomios que sao multiplos de
pelo menos um deles (pontos pretos). Assim, determinamos o conjunto dos mondmios que $ao
monomios lideres dos polinomios de 1. FEntao, seque da discussao feita anteriormente que a
pegada de 1 corresponde aos pontos brancos, ou seja, A(I) ={1,%x,x%,y, xy,y% xy?}.

O proximo teorema nos apresenta a solugao do problema de tese de Buchberger.

Teorema 2.4.4 Seja I C Fxq,...,xn] um ideal. Entao
B={M+1:M e A(I)}

¢ uma base para F[xq,...,x]/1 como F-espaco vetorial. Em particular, dim(F[x;,...,x.]/I) =

#(A(I).

Demonstragao. Seja f € Flxq,...,x,], dividindo f por uma base de Groebner para I, nds
temos que o resto é da forma r = Z;‘:] aiM;, onde a; € F e M; € A(I), para todoi=1,...,t.
Como f+1 =1+ 1, segue que B gera F[xq,...,x.]/I como F-espaco vetorial. Agora, vejamos
que B é linearmente independente sobre F. Suponha que Zfﬂ bi(Mi+1)=0+1, onde b; € F
e My € A(I), para todo i =1,...,{. Entao Zle biM; € I e assim temos que ter b; = 0, para

todoi=1,...,{, do contrario, ZL] b; M, seria um elemento nao nulo de I cujo monomio lider
nao é monomio lider de nenhum polinomio em 1. Absurdo. 0
Seja I C Flx1y...,%x,] um ideal e seja {fq,...,fi} uma base para I. Vamos denotar por

A(lm(fq),...,lm(f;)) o conjunto

A(lm(fq),...,Im(fy)) :={M € M : M nao é multiplo de lm(f;), para todoi=1,...,t}
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Proposicao 2.4.5 Seja I C Fxq,...,X.] um ideal e seja {fi,..., T} uma base para 1. Entao
(1) A(I) € A(lm(fy),...,1m(f)).

(1) A(I) = A(lm(fy),...,1lm(f})) se, e somente se, {f1,...,fi} € uma base de Groebner para
I.

Demonstragao.

(i) Seja M € A(I). Entao, pela definicao de pegada temos que M ¢ (Im(I)). Como
(Im(fq),...,Im(fy)) C (Im(I)), segue que M ¢ (Im(fy),...,lm(f,)), ou seja,

M e A(lm(fy),...,1lm(f)).

(ii) (=) Seja f € 1. Basta provar que lm(f) € (Im(f;),...,lm(f;)). Suponha, por absurdo,
que Im(f) ¢ (Im(fy),...,lm(f;)). Entao lm(f) € A(lm(f;),...,Im(f;)) = A(I). Logo,
Im(f) ¢ (Im(I)) e assim, f ¢ I. Absurdo.

(&) Por (i) ja temos que A(I) € A(lm(f;),...,Im(f;)). Para provar a outra inclusao,
seja M € A(lm(fy),...,Im(f;)). Entao, como {fy,...,fi} é uma base de Groebner para I,
temos que M € (Im(fy),...,Im(f)) = (Im(I)), ou seja M € A(I).

0

2.5 Variedades Afins e a Pegada de um Ideal

Nesta se¢ao vamos apresentar uma relacao entre a variedade afim associada a um ideal I e a
sua pegada quando A(I) for um conjunto finito.

Definicao 2.5.1 Sejal C Flxq,...,X,] um ideal. A variedade afim associada a1 € o conjunto
V() ={(ar,...,a,) € F*: f(ay,...,an) =0, para todof € 1}.

E f4cil ver quese I = (g1y-.-,9t), entao (as,...,a,) € V(I) se, e somente se, gi(aj,...,a,) =0,
para todoi=1,...,t.

Definicao 2.5.2 Seja V uma variedade afim. O ideal da variedade V € o conjunto de todos
0s polinomios que se anulam em V, ou seja,

[(V):={f € Flxq,...,xa] : f(ai,...,a,) =0, para todo (a;,...,a,) € V}
E fécil ver que esse conjunto é, de fato um ideal de Fxy, ..., Xnl.
Proposicao 2.5.3 Se W ¢é uma variedade afim, entao V(I(W)) = W.

Demonstracao. Segue das defini¢oes de ideal de uma variedade e variedade afim que W C
V(I(W)). Por outro lado, sabemos que W = V(]), para algum ideal ] C Flx;,...,x,] e é claro

que J C I(W), logo V(J) D V(I(W)), isto é, W D V(I(W)). d
Lema 2.5.4 Seja I C Flxq,...,x,] um ideal e sejam pqy...,pr 08 pontos distintos de V(I).
Entao existem polinomios fy,...,f. € Flxi,...,xn] tais que fi(p;) = 8y, para todos i,j €

{1,...,7}, onde &; € o delta de Kronecker.



21

Demonstracao. Sejam p; = (aijy...,Qin) € F*, com i = 1,...,7. Vejamos como obter fy.
Como todos os pontos sao distintos, para i € {2,...,1} existe j; € {1,...,n} tal que a;;; # ay,.
Seja

A — Qi

entao hi(p1) =1 e hi(pi) =0, para todo i = 2,...,r. Tome

fy = H hi)
i=2

assim, nds temos que fi(p;) =1 e fi(p;) =0, para todo i = 2,...,r. Analogamente podemos
obter fy, ..., f.. 0

Teorema 2.5.5 Seja I C Flxq,...,xn] um ideal tal que A(1) é um conjunto finito. Entao V(1)
¢ também um congunto finito e #(V(1)) < #(A(I)).

Demonstragao. Sejam py,...,p, pontos distintos de V(I). Do lema anterior nés sabemos que
existem fi,...,f, € Flxi,...,x,] tais que fi(p;) = &y, para todo i,j € {1,...,r}. Vejamos que
{fi+1,...,f.+1} é um conjunto linearmente independente em F[x,...,xn]/I. De fato, suponha
que ) i, ai(fi+1)=0+1 onde aj,...,a, € F, entdo ) ; ; a;if; € I. Logo, Y} __; aifi(p;) =0,
isto é, a; =0, para todo j = 1,...,r. Assim, {f; +1,...,f. 4+ I} é linearmente independente em
Flx1,...,xn]/1. Portanto,

#(V(D) =r < dim(Fxq,...,x. /1) = #(A(D)).



Capitulo 3

Cdédigos Parametrizados

3.1 Codbdigo Parametrizado Afim

Seja K = IFy um corpo finito com q elementos. Considere A* = K*® o espaco afim sobre o corpo

K e sejam my,..., mg monoémios em K[xq,...,x,], onde
m; = X =x"eexin
m, = xV2 — X\]m . X;’lzn
_ Vs __ 4 Vsl Vsn
my = X" =% X

Definicao 3.1.1 O conjunto
X ={(m(a),...,mg(a)) € A*:a=(ay,...,ay) € (K)"}

¢ chamado de conjunto térico algébrico afim parametrizado por my,..., ms.
Como K é finito, temos que X é finito, digamos que

X={p1y...,Pm}, ondem = #X.
Seja S = K[ty,...,ts] e seja d € N. Considere o conjunto

S<a=1{f € S:deg(f) < d}uU{0}.
Observe que S<4 ¢ um K-espaco vetorial. Considere a aplicacao

ll)dl SSd — K™
f — (f(p1)»>f(pm))

Vejamos que P4 é uma transformacao linear:
Sejam f, g € S<4 e A € K. Temos que

Yalf+Ag) = ((f+Ag)lp1)y..., (F+Ag)(pm))
= (f(p1) +Ag(p1)y..., f(Pm) +Ag(Pm))
= (f(p1)y---, f(pm)) +Alglp1)y..-, g(Pm))
= Pa(f) + Mqa(g).

22
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Definicao 3.1.2

(a) A imagem da transformacao linear Pq € um codigo linear chamado c6digo parametri-
zado afim de ordem d e denotado por

Im(Pq) = Cx(d).

(b) O ideal anulador de X € o ideal de S que consiste de todos os polinomios de S que se
anulam em X, ou seja,

[(X):={f €S :f(p) =0, para todop € X}.
Definimos também 1(X)<q = I(X) N S<q4.

Note que ker((g) = I(X)<q4. De fato:

Se f € ker({q), entdo f € S<q e P4(f) = 0, isto é, (f(p1)y...,f(pm)) = (0,...,0), logo
f(p1) = -+ = f(pm) = 0. Portanto, f € S<4 e se anula em todos os pontos de X, ou seja,
f € I(X)<q. Para provar a outra inclusdo, seja f € I(X)<q, entdo f € S<q e f € I(X). Como
f € 1(X), segue que W4(f) = (f(p1)y-.., f(pm)) = (0,...,0) =0, ou seja, f € ker(hq).

Observe que I(X)<4 é um subespaco de S<q e vamos provar que Cx(d) e S<q/1(X)<q s@o iso-
morfos.

Proposicao 3.1.3 A aplicagao

T:S<a/IX)<a — Cx(d)
f — g(f)

¢ um isomorfismo de K-espacos vetoriais.

Demonstragao. Inicialmente, vejamos que T estd bem definida. Sejam f,g € S<a/1(X)<q tais
que f =g. Vamos mostrar que T(f) = T(g). De fato, como f =7, entdo f —g € I(X)<4. Como
ker((q) = I(X)<q € Pgq ¢ linear, temos que

Pa(f) —alg) =Pa(f—g) =0,

ou Seja7 q)d(f) = ll)d(g)a isto é7 T(?) = T(g)
Agora, vejamos que T é um isomorfismo. Temos que

(1) T ¢ linear:
Sejam f, g € S<q/I(X)<q e A € K. Temos que

T(f+Ag) = T(f+Ag) = Ya(f +Ag) = Walf) +Mba(g) = T(f) +AT(g).
(i1) ker T = {0}
Seja f € ker T. Como T(f) = V4(f) = 0, temos que f € ker(g) = [(X)<q4. Logo, f = 0.

(iil) ImT = Cx(d):
E claro que ImT C Cx(d). Para provar a outra inclusao, seja a € Cx(d) = Im(1pq), entao

existe f € S<q4 tal que a = P4(f), ou seja, a = T(f) € ImT.

Portanto, T é um isomorfismo de K-espagos vetoriais. O

Proposicao 3.1.4 Seja Vg a aplicagao dada acima. Entao, temos que
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(a) g € sobrejetora, para todo d > m — 1.

(b) Wa(S<a) C Wa1(S<as1), para todo d > 1.

Demonstragao.

(a) Seja d > m — 1. Inicialmente, vamos construir um polinémio f; € S<4 tal que
J p < q
Pa(f1) = e € K™,
Considere

P = (pmpu,---,pls)
P2 = (p21,P22y---,P2s)

Pm = (pmhpmly e )pms)'
Como p; # p2, podemos escolher j € {1,...,s} tal que pij # pyj. Defina

t. _ .
h, .= ]—sz € K[t1,...,t5].
P15 — P2
Assim, temos que hy(p1) = 1 e hy(p2) = 0. Da mesma forma, definimos hs,...,h, €
Klty,...,ts] tais que hj(pi) =1 e hj(p;) =0, para todo j = 3,..., m. Considere
f] Z:hzm..'hqn.

Observe que deg(f;) = m —1 < d, logo f; € S<q. Mais ainda, fi(p1) =1 e fi(p;) =0,
para todo j = 2,..., m. Portanto, {4(f;) = e;.

Analogamente, construimos f,, ..., fn € S<q tais que Py(fj) = ¢;, para todoj =2,...,m.
Isso prova que P4 é sobrejetora, para todo d > m — 1.

(b) Sejad > Te (f(p1)y...,f(pm)) € Ya(S<a). Entaof € S<cq C S<qy1, logo (f(p1),...,f(pm)) €
Yay1(S<ar1).

U
Definicao 3.1.5 A funcgao afim de Hilbert de S/I1(X) ¢ dada por
Hx(d) := dimg S<4/I1(X)<q.
Corolario 3.1.6
(a) Hx(d) = m, para todo d > m — 1.
(b) Hx(d) é uma funcdo crescente para todo d > 1.
Demonstracgao.

(a) Vimos que
S<a/lX)<a = Cx(d).
Logo, para todo d > m — 1, temos que

Hx(d) = dlmK Sgd/I(X)gd = diIIlk Cx(d) = dlmK Im(ll)d) = dlmK K™ =m.
(b) Pelo item (b) da Proposicao 3.1.4, temos que $q(S<q) C War1(S<ar1). Logo,

dimg Pa(S<q) < dimgPar1(S<ar1), ou seja, Hx(d) < Hx(d + 1), para todo d > 1.



25

3.2 Cobdigo Parametrizado Projetivo

Sobre Ks*1\ {(0,...,0)} defina a seguinte relacao de equivaléncia:
(agy...,as) ~ (bgy...,bs) & (ag,...,as) = A(bg,...,bs), para algum A € K*.

Definicao 3.2.1 O espago projetivo de dimensdo s sobre o corpo K, P*, € o conjunto das
classes de equivaléncia de ~. A classe de equivaléncia de um ponto (ag,...,as) € K51\
{(0,...,0)} serd denotada por [ay,...,as].

Relembremos que um polinoémio é homogéneo quando é soma de termos de mesmo grau e um
ideal é homogéneo se for gerado por polinomios homogéneos.

Definicao 3.2.2 O conjunto
Y :={m(a),...,ms(a),1] € P*:a=(aj,...,a,) € (K)"}

¢ chamado de conjunto torico algébrico projetivo parametrizado pelos monomios
My, ..., Mg, Mgy, onde Mg = 1.

A préxima proposicao nos diz que os conjuntos toricos algébricos afim e projetivo possuem o
mesmo numero de elementos.

Proposicao 3.2.3 A aplicacao

p: X — Y
(X1y.euyXs) — [X9yeeay Xy 1]

¢ bigetora. Em particular, X e Y tém a mesma cardinalidade.

Demonstragao. E claro que p é sobrejetora. Vejamos que p é injetora. Sejam (Xq,...,Xs) €
(X1y...,xi) em X tais que p(X1,...,Xs) = P(X]y...yX1), isto é, [X1y...yXs, 1] = [X], ...y x5, 1]
Entao existe A € K* tal que (xq,...,%s) = A(x],...,x.,1). Da tdltima coordenada temos que
A =1, logo, (X1,...,%s) = (X],...,%x.). Logo, p ¢ injetora.

O

Observacao 3.2.4 Vimos que #Y = #X = m. Digamos que
Y = {[q1]) ey [qm]}

Entao, pela Proposicao 3.2.3 podemos supor sem perda de generalidade que
[qi] = [pi, 1], para todoi=1,...,m.

Vamos denotar o anel K[ty,...,ts,u por S[u].
Seja d € N e defina

Slulq :={f € S[u] : f é homogéneo de grau d} U{0}.
Note que S[u]q também é um K-espaco vetorial.
Seja fo(tyy...,tsi1) = tf e considere a aplicacao

Py Suly — K™

(f(qﬂ f(qm)>
folq1)’ " folqm)
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Vejamos que )} é uma transformacao linear:
Para provar que P estd bem definida, sejam [r] = [r] € Y. Entéo, r = Ar, para algum A € K*.
Digamos que [r] = [ry,...,Tsq] e [7] = [r1,...,Ts11]. Seja f € S[ulq, vamos provar que

f(r)  f(¥)

fo(r)  fo(¥)

Observe que (1) = fo(AT) = (AT7)¢ = Aty (T).
Como f é homogéneo de grau d, temos que (1) = f(AT) = AYf(T). Portanto,

f(r) B A (T) B f(7)
fo(r)  Adfo(t)  fo(T)’

Vamos provar que P é uma transformacao linear. Sejam f,g € S[ulq e A € K. Temos que

((f+7\9)(qﬂ (f+7\9)(qm)> _ (f(qﬂ +Ag(qr) f(qm) +7\9(qm))
folqr) 77777 folqm) fo(qr) T foldm)

f(q1) f(qm) ) (9(‘11) g(qm)> o /
(fo(q]))-.-,fo(qm) +A fo(q]))“.) fo(qm) ll)d(f) +)\1!)d(g)_

Definicao 3.2.5

Pa(f+Ag)

(a) A imagem da transformagao linear B} € um cédigo linear chamado de c6digo parame-
trizado projetivo de ordem d e denotamos por

Im(Py) = Cy(d).

(b) O ideal anulador de Y ¢ o ideal de S[u] gerado pelos polinomios homogéneos de S[u]
que se anulam em Y, ou seja,

[(Y) := ({f € S[u] : f é homogéneo ef(a) =0, Va € Y}
Definimos também 1(Y)q := I(Y) N S[ulg.

Observe que I(Y)q é um ideal homogéneo de S[u]. Assim, como no caso afim, temos que
ker(\}) = I(Y)q4. De fato:
Dado f € ker(j) temos que f € S[ulq e P)(f) = 0. Assim,

(f(qﬂ f(qm)
fo(q1)” " folqm)

Portanto, f é homogéneo de grau d e se anula em Y. Isso mostra que f € I(Y) N S[ulq = 1(Y)q.
Para provar a outra inclusdo, seja f € I1(Y)q, logo f € S[ulq e f € I(Y). Do fato de f € I(Y),

seguie que
ey flan) f(OIm)> - ( 0 0 ) -
balf) = <f0(q1),.”)fo(qm) ~ \folg1)” " folgm) =0,...,0).

Logo, f € ker({}).

) = (0,...,0), ou seja, f(qy) =--- =1f(qm) =0.

Note que I(Y)q é um subespaco de S[ulq.
Proposicao 3.2.6 A aplicagao
T Slula/I(Y)a — Cy(d)

¢ um isomorfismo de K—espagos vetoriais.
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Demonstragao. Inicialmente, veja que T’ estd bem definida. Sejam f, g € Sula/I(Y)q tais
que f =g. Entao, f—g € I(Y)q = ker(1}). Logo,

Yi(f) —ilg) =i(f—g) =0,

o seja, WA(f) = Pj(g):
Vamos provar que T’ é um isomorfismo. De fato:

(1) T’ é uma transformagao linear:
Sejam f, g € S[ulg/I1(Y)q e A € K. Assim, temos que

T'(f+Ag) = T'(f +Ag) = ba(f +Ag) = Vy(f) + Mbg(g) = T'(f) + AT'(g).
(i1) ker T/ = {0}
Seja f € ker T”. Como T'(f) = Vji(f) = 0, temos que f € ker(P}) = I(Y)4. Logo, f = 0.

(iil) ImT’ = Cy(d):
E claro que ImT’ C Cy(d). Seja a € Cy(d) = Im(y), entao existe f € Slulq tal que
a =)(f), ou seja, a =T'(f) € ImT’. Logo, Cy(d) C ImT".

O

Vamos mostrar que os cddigos parametrizados Cx(d) e Cy(d) possuem os mesmos parametros
bésicos, ou seja, eles tem a mesma dimensao, comprimento e distancia minima. Para isso,
precisaremos da seguinte definicao e de mais alguns resultados.

Definicao 3.2.7 Sejaf € S<4. A homogeneizacao de f com respeito au e d € o polinomio

dado por

t t
'ty .., t,u) == ulf (—,...,—S> .
u u
Observe que f* é um polindémio homogéneo de grau d.
Lema 3.2.8 Considere a fun¢ao homogeneiza¢ao

@:S<q — Slulg

t tg
£ty ... ts) — w%(ip“,—)
u jus

Temos que:
(a) @ € um isomorfismo de K-espacos vetoriais.
(b) @ (I(X)<a) = I(Y)a.
Demonstragao.
(a) Veja que
(1) @ ¢ linear: sejam f,g € S<q4 e A € K. Entao
Q(f(tyy...,ts) FAg(ty, ..., ts)) = @((f+Ag)(ty,...,t5))

t t,
_ ud((f-l—?\g) (__))

u u
t t t t
L N 3 LU ) I W G B
u ( u? )u + g u? )u
t t t t
— w2 S ) Al (L
u u, )u + ug u) )u

= (p(f(th- -'>ts)) +)\(P(9(t1)- . -»ts))-
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(i1) ker(¢@) ={0}

t 1
Seja f € ker(@), entdo f € S<q e @(f) =0, i.e., udf (E]’ . ’E) = 0. Tomando u =1,
obtemos f(ty,...,ts) = 0. Portanto, f = 0.

(ii1) Im() = STulq

E claro que Im(¢) C S[ulq. Seja F € S[ulg, entdo F = F(ty,...,t5,u) e é um polindomio
homogéneo de grau d. Tome f(ty,...,ts) = F(ty,...,ts, 1), entdao @(f) = F. De fato:

e(f(t,...,t)) = udf (t—],’E)

u u
t t

— Wi (X s
(u) ?u’
t t

= F( - .,u—s,u)
u u

= F(t1,...,ts,u).

De (i), (ii) e (iii) segue que @ é um isomorfismo.

(b) (C) Seja f € [(X)<q, entao f € S<q e f € I(X). Temos que

t t
o(f) = ulf (—‘—) € Shulg,
u u
e vamos mostrar que @(f) € I(Y). Para isso, seja q; € Y,i = 1,...,m. Sabemos que

qi = [pi, 1], com p; € X. Digamos que p; = (p},...,p}), entdo

] $
o(f)(a0) = (q) = f(py 1) = 14 (ﬁ—%) — f(ply...,p}) =O.

Logo, @(f) € I(Y), e portanto, @(f) € I(Y) N S[u]q = I(Y),.

(D) Seja F € I(Y)a = I(Y) N S[ulq. Como F € S[ulyq e @ é sobrejetora, existe f € S<4 tal
que @(f) = F, vamos mostrar que f € [(X). Seja p; € X,i=1,...,m e considere

(P_]ZS[U]d — Sgd

o f

a funcao inversa de @, entao, temos que

Teorema 3.2.9 A aplicacio & : Cx(d) — Cy(d) dada por

(F(p1), - o flpm)) = (

¢ um isomorfismo de K-espagos vetoriais.
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Demonstragao. Inicialmente veja que a aplicacao

d)S<d—)S la/1(Y)a
f — fh

é sobrejetora e que ker(¢p) = [(X)<q. De fato, note que ¢ é a composigdo de duas aplicagdes
sobrejetoras (¢ =y o @ - como indicado no diagrama abaixo), logo ¢é sobrejetora.

S<a — Slulq = S[U]d/I(Y)d

f — fh

Agora, vejamos que ker($p) = I(X)<q

Seja f € ker(d), entdo ¢(f) = 0, i.e., f* = 0. Logo, f* € I(Y)q e como @(I(X)<a) = I(Y)q,
segue que f € I(X)<q

Por outro lado, seja f € I(X)<q. Como @(I(X)<q) = I(Y)q, temos que @(f) € I(Y)q. Logo,
@(f) =0, ie., f* =0. Portanto, ¢(f) = f* = 0, ou seja, T € ker(d).

Assim, a aplicacao

G :S<a/I(X)<a — Shula/I(Y)a
o &f)

é um isomorfismo de K-espacos vetoriais.
Finalmente, pelas Proposicoes 3.1.3, 3.2.6 e do exposto acima segue que

S<d/I( J<a Cx(d)
ula/I(Y)a =~ Cv(d) = Cx(d) = Cy(d).
SSd/I( J<a =~ Shula/I(Y)a
Explicitamente, temos o seguinte diagrama:
O D se/iee B Shla/IY)e Cv(a)
(F(P1)y -y F(pm)) — T — m Pl () = (fh(q‘) . fh(qm)> ’
o d fo(q1)’ """ folqm)
ou seja, £ =T opoT ! e é dada por
fh(q1) fh(qm)) (f(p1) f(pm) )
F(p1)y ey F(pm)) = . - . .
e (Pn)) <fo(Q1) fo(qm) fo(p1) fo(pm)
]

Corolério 3.2.10 Os cddigos parametrizados Cx(d) e Cy(d) tém os mesmos parametros bdsicos.

Demonstragio. E claro que os comprimentos de Cx(d) e Cy(d) sdo iguais a m (uma vez que
Cx(d) e Cy(d) s@o subespagos de K™). Também é claro que eles possuem a mesma dimensao,
pois eles sao isomorfos. Vejamos que Cx(d) e Cy(d) tém a mesma distancia minima. Para isso,
note que & preserva distancias de Hamming, isto é,

d(&(a),&(b)) = d(a,b), para todos a,b € Cx(d).



De fato: sejam a,b € Cx(d). Digamos que a = (f(p1),...,f(pm)) e b = (f(p1)y..., f(Pm)),
para alguns f,f € S<4. Entao, temos que

_ f(p1) f(pm)) flpr)  flpm)
A8t £0)) = d((fo(m)”“’fo(pm) ’(fo(pn"'”fo(pm)))

d((f(p1)> .. ')f(pm))) (f(P1)> .. )f(pm)))
= d(a,b).

Portanto,

dmin(CX(d)) = Hlin{d(a7b) : aab S CX(d)) a 7é b}
min{d(&(a), £(b)) : &(a), E(b) € Cy(d)}

= dumin(Cv(d)).
O
Corolério 3.2.11 Os cddigos parametrizados Cx(d) e Cy(d) sao equivalentes.
Demonstracao. Basta considerar a isometria linear & : K™ — K™ dada por
X Xm
(X7y+eeyXm) o (fo(;1)).°.)m> .
O

Proposicao 3.2.12

(i) A dimensao de Cx(d) € crescente, como uma func¢ao de d, até atingir o valor constante
tgual a m.

(1) A distancia minima de Cx(d) € decrescente, como uma funcao de d, até atingir o valor
constante igual a 1.

Demonstragao.
(1) Como Cx(d) e S<a4/1(X)<q s@o isomorfos como K-espagos vetoriais, temos que
dim Cx(d) = dimg (S<a/I(X)<q) = Hx(d).
Pelo Corolario 3.1.6, segue o resultado.

(i1) Temos que
dimin(Cx(d)) = min{w((WPa(f)) : f € S<q,Palf) # 0},

onde

w(a(f)) = d(ba(f),0)
= #{p e X:f(p) #0}
= #X—#p e X:f(p)=0L

Seja Zx(f) == {p € X : f(p) = 0}. Note que o minimo do conjunto {w(Pp4(f)) : f €
S<a, Wa(f) # 0} é atingido quando #Zx(f) for a maior possivel.
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Vamos mostrar que se dpi(Cx(d)) > 1 entdo dpim(Cx(d)) > dmin(Cx(d + 1)). Pela
definicao de distancia minima é suficiente mostrar que

max{#(Zx(f)) : f € S<a, Va(f) # 0} < max{#(Zx(f)) : f € S<as1,Par1(f) # O}

Seja f € S<q, com P4 (f) # 0 e tal que #(Zx(f)) seja a maior possivel. Como dy,in(Cx(d)) >
1, entao existem dois pontos distintos a,b € X, com a = (aj,...,as) e b = (by,...,bs)
tais que f(a) e f(b) sdo nao nulos. Como a # b, temos que ay # by para algum
k=1,...,s. Seja g =f-(ax— tx). Assim, temos que g € S<4q11, g ndo se anula em X
(pois g(b) = f(b)(ax — byx) # 0) e g tem mais zeros do que f (f(a) #0 e g(a) =0). Isso
prova a desigualdade acima e a fortiori que dpyi(Cx(d)) > dmin(Cx(d + 1)).

Para finalizar a demonstragao vejamos que, se dmin(Cx(d)) =1, entao d;, (Cx(d+1)) =
1. De fato: como dyin(Cx(d)) = 1, entdo existe f € S<q4 tal que w(Py(f)) = 1. Como
Sgd C S§d+1, entao f € S§d+1 e (U(ll)d+](f)) =1, logo Amin (Cx(d+ 1)) =1.

]
Vamos trabalhar agora para obter expressoes para I(X) e I(Y). Para isso precisaremos dos
resultados que seguem abaixo.

Proposicao 3.2.13 Seja G um polinomio em K[yq,...,ynl. Se G se anula em (K*)™ e o grau
de G como um polinomio em y; é menor que q — 1, para todoi=1,...,n, entao G = 0.

Demonstracao. Vamos fazer indugao sobre n. Se n = 1, entao G é um polinémio em uma
variavel com deg(G) < q — 1. Por hipétese, G se anula em K*| isto é, G possui q — 1 raizes.
Relembre que um polinémio nao nulo de grau r em uma variavel pode ter no maximo 1 raizes
distintas. Como o grau de G é menor do que a quantidade de raizes que ele possui, segue que
G=0.

Suponha que a proposigao é verdadeira para n — 1 (com n > 2) e vamos prova-lo para n.
Seja G € Klyy,...,yn] satisfazendo as hipéteses da proposigao. Podemos escrever G como um
polinomio na variavel y, da seguinte forma

G = Z Gj(yh .. °>Un—1)yin
j=1

onde s = deg, (G) < q—1 e cada G; é um polinomio em Klys,...,yn 1] tal que o grau de G;
como um polinomio em y; € menor que q — 1, paratodoi=1,...,.n—1ej=1,...,s.

Para cada (n — 1)-upla fixada (aj,...,a,_1) € (K*)*', o polinémio em y, obtido de G pela
substituicao dos valores ay, ..., a,_; se anula para todo a,, € K*. Como o grau desse polinomio
¢ menor do que q — 1 e ele se anula em q — 1 elementos, segue que ele é identicamente nulo,
logo Gj(ay,...,an_1) =0, para todo (a,...,a,_1) € (K*)"'. Pela hipétese de indugdo, segue
que G; = 0, para todo j = 1,...,s e, portanto G = 0. U

Proposigao 3.2.14 Sejam B = K[y, ..., Yn,t1y...,tl, S =K[ty,...,t] e [ C B um ideal. Se
G € uma base de Groebner para 1 com respeito a ordem lexicogrdfica (com y; >y > -+ >
Yn >t > >t), entdo G' = G NS € uma base de Groebner para I’ =1NS.

Demonstragao. Como G’ C I’ por construcao, é suficiente mostrar que
(It(1) = (16(G")),

pela definicao de base de Groebner. Uma inclusao é 6bvia e para provar a outra inclusao
(1t(1)) < (1t(G")), nés precisamos mostrar que dado f € I’; o termo lider 1t(f) é divisivel por
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It(g), para algum g € G'.

Seja f € I’ =1NS, entdao f € [ e como G é uma base de Groebner para I, o termo lider de
f é divisivel por It(g), para algum g € G. Como f € I’; isso nos diz que 1t(g) envolve apenas
as variaveis ty,...,t;. Agora, observe que, como estamos utilizando a ordem lexicografica com
yYyp > - >yn >ty > - > tg, qualquer monomio envolvendo yi,..., Y, ¢ maior do que todos
os monomios em S, logo todos os mondmios de g envolvem somente as variaveis t;,...,ts e
portanto g € S. Isso mostra que g € G’ e conclui a demonstragao. 0]

Definicao 3.2.15 Um binémio de S é um polinémio da forma t* —t°, com a,b € N5. Um
1deal gerado por binomios € dito um ideal binomial.

Proposicao 3.2.16 O resto da divisao de um binomio em S por uma lista de binomios em S
ou € zero ou € também um binomio.

Demonstracgao. Inicialmente veja que a tese é verdadeira na divisao de um binomio por outro
binémio. De fato, suponha que queremos dividir o binémio t* — tf por t¥ — t°. E claro que
se t* — tP for divisivel por t¥ — t®, entdo o resto da divisdo serd zero. Também é ébvio que
se nenhum monodmio de t* — tP for multiplo de nenhum monomio de t¥ — t°, entdo o resto
da divisdo serd o préprio t* — tP. Excetuando-se esses dois casos triviais, vejamos que em
qualquer etapa da divisdo o resto é sempre um binémio. Suponha que t* = Im(t* — tP) e que
t¥ = lm(t¥ — t%). Temos dois casos:

e 1° caso: t¥|t*
Nesse caso, temos que t* = t't®, para algum 0 € N*, logo

t*— P =2t — %) + 7 — P,
ou seja, o resto nessa etapa da divisdo é o binomio t%+® — tP,

e 2° caso: tY ft*etY | tP
Nesse caso, temos que tP = 1¥t%, para algum 0 € N*, logo

t* —tP = (1 — %) 4t — 979,
ou seja, o resto nessa etapa da divisdo é o binémio t* — 842,

Assim, como as etapas da divisao se resumem a esses casos, segue que o resto da divisao de
t*— 1P por t¥ —t® ou é zero ou é um bindémio. Como cada etapa da divisao de um binémio por
uma lista de binomios é a divisao de um binoémio por outro bindémio, segue o resultado. ([l

Observacao 3.2.17 Note que se f = t* — P g = t¥ — t® sdo binémios em S, entdo o S-
polinomio de f e g também é um binéomio. De fato: suponha que 1t(f) = t*1t(g) = t¥ e
lem(Im(f),lm(g)) = t°, entdo:

1® t?
t° t®

— (4% By = (+Y _ 4
t“(t t) ty(t t%)

t— 5,

ondetr=0+4+0—v es =043 — « sao elementos de N°.



33

Lema 3.2.18 Sejam B =K[y1,...,yn,t1,...,t) e S =K[ty,...,t]. Sel é um ideal binomial
de B, entao 1NS € um ideal binomial de S.

Demonstracao. Como I é um ideal binomial de B, temos que I = (gi,...,g), onde g;
é um binomio de B, para todo i = 1,...,t. Considere em M a ordem lexicografica com
Yy > -+ >yp >ty > - > tg. Utilizando o algoritmo de Buchberger podemos a partir de
{g1,..., g} obter uma base de Groebner G para I. Pela observacao acima, da Proposigao 3.2.16
e do algoritmo de Buchberger segue que G consiste de binomios e, da Proposicao 3.2.14 segue
que GN S é uma base (de Groebner) para NS, portanto, IN'S é um ideal binomial.

O
Teorema 3.2.19 Sejam B = Kly1,...,Yn, t1,...,ts] € S =Klty,...,ts]. Temos que
I(X) = (ti —y", ..., ts—y"yf ' —1,..,y8 ' —=1)NS

e I(X) € um ideal binomial.
Demonstragao. Seja I’ = (t; —y",...,t, —yVS,yﬁH —1,...,y9 " —1) C B. Primeiro vamos
mostrar a inclusao I(X) € I’'N'S. Seja F = F(ty,...,ts) um polinomio que se anula em X.
Digamos que

F=Mt™ 4+ + A t™, (3.1)
onde A; € K*;m; = (myy,...,mi) € N¥, paral <i1<r Paracadal <i<rel <j<s,

temos que

£ = [ —y") +y¥™.

Aplicando o binomio de Newton no lado direito da equacao acima, obtemos

m-ljfl

my; ml Vi <t — Vi Vi .

=2 (ﬁ)(tj—yJ)W Ky | + )
k=0

aSSim, temos que tm pode ser escrito como
my __ My mis __ V1M Vs \ M4
tl—t1l"'tsls—Pi+(y1) 11,,,(ys) lS)

onde p; ¢ um polinémio do ideal (t; —y"',...,t; —y**). Substituindo t™,...,t™ em (3.1),
podemos escrever F como:

S
F=Zgj(tj—yvi)+H(y‘”,...,yv5), (3.2)
j=1
para alguns gj,...,gs em B. Considere em M a ordem lexicografica com y; > --- >y, > t; >
... > t,. Pelo algoritmo da divisdo em K[y, ...,y,] temos que
n
Hy",.0y™) =) eyl = 1)+ Glyiy- .-, yn) (3.3)
k=1
para alguns hy, ..., h, € K[yy,...,ynl), onde os monomios que aparecem em G nao sao divisiveis
por nenhum dos monomios y?_], ...,y97 1 isto é, o grau de G como um polinémio em yy é menor

do que q — 1, para todo k = 1,...,n. Substituindo (3.3) em (3.2), obtemos

n

F=Y gt —y")+ > hlyl =1+ Glyr,...,yn). (3.4)
=1 k=1
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Para mostrar que F € I’ NS, devemos mostrar que G = 0. Veja que G se anula em (K*)™: seja
X = (X1,...,%n) € (K*)", substituindo t; por x"i, para todo j € {1,...,s} em (3.4) e usando o
fato de que F se anula em X, temos que

n

0=F(x",...,x") = Zgj/(xvl' —yY) +th(y,‘3*] — 1)+ G(yiy.-.,Yn), (3.5)
j=1

k=1
! Y v 3
onde g/ = gj(x", ..., X", Y1,...,Yn), ou seja,

n

D> g =y + ) eyl =D+ Gy, yn)
j=1

k=1
é igual ao polinomio nulo para todos os valores de yi,...,Yyn. Assim, tomando y, = xx, para
todo k na equagao (3.5) segue que G se anula em x = (x1,...,%,). Logo, G se anula em (K*)"
e o grau de G como um polindémio na variavel yy é menor que q — 1, para todo k = 1,...,n,

entao pela Proposicao 3.2.13 segue que G = 0.
Para mostrar a outra inclusao I’'N'S C I(X), seja F € I'N'S. Como F € S, entao F envolve

apenas as variaveis ty,...,ts. Por outro lado, como F € I, temos que
F=D) gl —y")+ ) hulyl ' 1), (3.6)
j=1 k=1

para alguns polinémios gy, ..., gs, hq,...,h, € B eparatodosyi,...,yn. Sejap = (x",...,x") €
X. Substituindo t; por x*i em (3.6), temos que

FOX,ox) = g/(x —y") + ) hiyi ' —1), (3.7)

j=1 k=1

onde gj = gj(x", ..., X", Y1, ..., Yn), hy = ha(x"", ..., X", Y1, ..., Yn) € para quaisquer valores
de y1,...,Yn. Tomando y, = xy em (3.7), para todo k =1,...,n, temos que F(p) =0, logo F
se anula em X. Agora, como I’ é um ideal binomial de B, segue do Lema 3.2.18 que I(X) é um
ideal binomial de S. [

Definicao 3.2.20

(1) Seja f um polinomio em S de grau e. A homogeneizagao de f com respeito a u ¢
dada por
t t
= et <—‘,...,—s).
u u

(i1) Seja I um ideal em S = Klty,...,ts]. Definimos a homogeneizagao de I com respeito
a u como sendo o ideal homogéneo de S[u] dado por

"= (f":fel),
onde f* € a homogeneizacao de f com respeito a u.

Vamos mostrar que podemos obter o ideal anulador de Y a partir de I(X), mais especificamente,
vamos mostrar que

1Y) =I(X)" = (f": f € [(X)) C S[ul,
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onde f* é a homogeneizacao de f com respeito a u.
Vamos utilizar uma ordem monomial especifica em S[u] = K[t;,...,t;,u]. Veja que todo
monomio em S[u] pode ser escrito como

t et Ul =t

onde t* nao possui o fator u. Assim, podemos estender a ordem graduada > dos monomios em
S para uma ordem >, dos monomios em S[u] da seguinte maneira:

tu” >y tPu” = (1> tP) ou (1 =1tP e T > 7).
Observe que t; >, u para todo i =1,...,s, basta ver que
t; = t%u® >, u =tu', pois t% > t°.
Seja f um polinomio em S de grau d. Entao, podemos escrever f de maneira tinica como

f=Ff+fi +---+fq,

onde deg(f;) =1, paratodoi=0,...,d. Dizemos que fy, ..., fq sdo as componentes homogéneas
de f.
Lema 3.2.21 Sejam f € S =Klty,...,ts] e > uma ordem graduada dos monomios em S, entao

1m>h(fh) = lm. (f).

Demonstragao. Seja f € S e digamos que t* = Im.(f). Como > é uma ordem graduada,
temos que t* é um dos monomios que aparece na componente homogénea de f de maior grau.
Quando homogeneizamos f com respeito a u temos que t* nao é modificado.

Seja tPu" um monomio qualquer de f*. Como tP ¢ um monémio de f temos que t* > tP, logo

t* >, tPu’, portanto, t = lm., (). O
Teorema 3.2.22 Seja I um ideal em S = K[ty, ..., ts] e seja G ={qgi,..., g:} uma base de Gro-
ebner para 1 com respeito a alguma ordem monomial graduada em S. Entdao, G* ={g¥,...,g"}

¢ uma base de Groebner para I C S[ul.

Demonstracao. Vamos provar o teorema mostrando que G" é uma base de Groebner para I"
com respeito a ordem monomial >y, definida acima. Como g; € I, paratodoi=1,...,7, temos
que gl € I", para todo i =1,...,T.

Para mostrar que G" é uma base de Groebner para I", precisamos provar que

(Its, (IM) = (It (g])y .- -, 1t (g)-

Seja p € I" e vamos provar que Im.., (p) € (It (g}),...,1t=, (gM).

Como I™ é um ideal homogéneo, todas as componentes homogéneas de p pertencem a I™
Digamos que F é a componente homogénea de p de maior grau. Entdo, F € I" e F é homogéneo.
Observe que

Im., (p) =Im., (F).

Assim, basta provar que
I, (F) € (Its, (@), ..., 1, (g1))-

Pelo Teorema da Base de Hilbert, existem fq,...,f,, € I tais que

"= (f,..., ).
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Como F € I™ temos que
F=D) A,
=1

para alguns Aq,..., A, € S[ul. Seja f = F(ty,...,t;, 1) a desomogeneizacao de F com respeito
a . Assim,

m m

f=Fltiy.oyto 1) =) Ajlt .oyt D (ot 1) = ) Ajlty, ..y t, T
j=1 j=1

Isso mostra que f € I. Agora, homogeneizando f com respeito a u temos que
F = u®f",
para algum e > 0. Assim, pelo Lema 3.2.21, segue que
Im.., (F) = ulm., (f*) = ulm. (f). (3.8)
Como G é uma base de Groebner para I, temos que

(It- (1)) = (t=(g1), ..., 16=(gr))-
Sabemos que It~ (f) € 1t-(I), pois f € I, logo

It-(f) € <1t>(91)» .- ->1t>(9r)>>

ou seja, lm. (f) é divisivel por Im. (g;) para algum i € {1,...,1}.
Novamente, pelo Lema 3.2.21, temos que

Im.(gi) = Im., (g1").

Assim, Im.. (f) ¢ divisivel por Im.., (g") e sabemos, por (3.8), que Im.., (F) ¢ divisivel por Im..(f),
logo Im.., (F) ¢ divisivel por Im., (gl").
Isso prova que

1m>h(F) S <1t>h(9?)> ceey lt>h(93)>a

portanto, G™ é uma base de Groebner para I" com respeito a ordem monomial >.
O

Teorema 3.2.23 Se fq,...,f, € um base de Groebner para 1(X) com respeito a alguma ordem
monomial graduada em S, entio 1, ..., f* ¢ uma base de Groebner para I(X)" e vale que

I(Y) = I(X)" = (f},..., ).

Demonstracao. Vejamos que I(Y) C I(X)". Seja f € I(Y), entdao f € S[u] é um polinémio
homogéneo de grau d que se anula em Y. Seja g := f(t;,...,t;, 1) € S. Observe que f = u¢g",

para algum e > 0. Seja (aj,...,as) € X. Como f se anula em [ay,...,as, 1], temos que
f(a,...,as 1) =0, ou seja, g(ai,...,as) = 0, logo g se anula em X e, portanto, f = uégh
I(X)".

Para provar a outra inclusao I(X)™ C I(Y), basta mostrar que os geradores de I(X)" se anulam
em Y. Seja f um gerador de I(X)", entdo f = g", para algum g € I(X). Seja [aj,..., a5 1] €Y,
entdo (a,...,as) € X e como g € I(X), temos que
flar,...,as 1) =g"(ar,...,a, 1) = g(ay,...,as) =0,
h

portanto, f € I1(Y). Agora, segue imediatamente do Teorema 3.2.22 que ¥, ..., f' ¢ uma base
de Groebner para [(X)" e, em particular [(X)" = (f}, ..., ). O
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Definicao 3.2.24 A funcgao de Hilbert de S[u]/1(Y) € dada por

Hy(d) := dimy (Shula/I(Y)a) -
De modo andlogo ao que fizemos para a fungao afim de Hilbert de S/I(X), pode se mostrar
que Hy(d) = m = #Y, para todo d > m — 1. Vamos denotar por hy(t Z cit' € Q[t]

polinémio de Hilbert de S[u]/I(Y). O numero inteiro c,r! é chamado grau de Sul/I(Y) e
denotado por deg (S[ul/I(Y)). Sabemos que, para d suficientemente grande Hy(d) = hy(d),
veja [5].

Proposicao 3.2.25 A dimensdo e o comprimento de Cx(d) sao iguais a Hy(d) e deg (S[u]/I1(Y)),
respectivamente.

Demonstragao. Ja vimos que S[u]q/I(Y)q =~ Cy(d) ~ Cx(d), logo
dimg (Cx(d)) = dimg(Cy(d)) = dimy (S[ula/1(Y)a) = Hy(d).

Sabemos que o grau do polinémio de Hilbert de S[u]/I(Y) é igual a dimensao da variedade
projetiva Y (veja [5]). Como Y é finito, segue que hy(t) é igual a uma constante cy, assim,
deg (S[ul/I(Y)) = co. Por outro lado, para d suficientemente grande, temos que

#Y = Hy(d) = hy(d),
logo, hy(t) = ¢g = #Y, para todo t € N e, portanto, o comprimento de Cx(d) é dado por

#X = #Y = deg (Sul/1(Y)).



Capitulo 4

Cdédigo Parametrizado no Toro Afim

Vamos utilizar a teoria de bases de Groebner e a pegada de um ideal para calcular os parametros
bésicos de uma certa familia de cédigos parametrizados afins.

4.1 Toro Afim e Cédigo Parametrizado no Toro Afim

Seja K = Fy um corpo finito com ¢ elementos. Seja T o conjunto térico algébrico afim pa-
rametrizado por m; = Xq,...,Mg = X, onde Mmy,..., Mg € K[xy,...,%s]. Assim, T é dado
por

T = {(ml(a))--'ams(a))EAS:a:(ah-"aas)e(K*)s}
= {(a,...,a5) € A°:q e K,V i=1,...,s}

O conjunto T é chamado de toro afim. Como #(K*) = q — 1, segue que #T = (q — 1)°.
Digamos que

T={p1,P2y- s Prg=1)s -

Sejam fq,...,fs € K[ty,...,ts] dados por f; := tfH — 1, para todo i = 1,...,s e considere o
ideal

[=(f1,...,fs).
Veja que V(I) = T. De fato: seja a = (ay,...,as) € T, entdao a; € K*, para todoi=1,...,s
e fi(a;) = aﬁ_] —1 =0, para todo i = 1,...,s. Logo, a € V(I). Por outro lado, seja

b = (by,...,bs) € V(I). Temos que
fi(bry..., b)) =0=Db" —1=0=1b""=1,
logo b; # 0, i.e., by € K*, para todoi=1,...,s. Logo, b € T.

Observe que #(A(I)) = (q — 1)%. De fato: como Im(f;) = tfH, para todo i = 1,...,s, temos
que
A c{t]".- tF:0< o <q—1,Vi=1,...,s}.

Logo,
(q—=1) =#T=#V() <#A(I) < (q—1)°,

ou seja, #(A(1)) = (q — 1)°

38
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Proposicao 4.1.1 A aplicagao

@ : Kltyy...yt/T — K(a=1)
f+I — (f(pl))"')f(p(q—])s))

¢ um isomorfismo de K-espacos vetoriais.

Demonstracao. E claro que @ é uma transformagao linear. Do Teorema 2.4.4 e do exposto
acima segue que

dim(K[ty, ..., t]/1) = #(A(1) = (g = 1)°.
Pelo Lema 2.5.4 existem polinomios ﬂ, ooy Fgonys € Klty, ..., 5] tais que fi(p;) = 83 para todo
i,j €{1,...,(q—1)°}, entdo @(f;) = e;, onde e; é o i-ésimo vetor da base canonica de K@=1°
para todo i =1,...,(q — 1)%. Isso prova que @ é sobrejetora e a fortiori um isomorfismo. [

Para todo inteiro d > 0, considere o K-espaco vetorial de K[ty,...,ts]/I dado por
Lag:={p+1:p=0 ou deg(p) <d}.

Definigao 4.1.2 O cédigo parametrizado no toro afim, Cy(d), € a imagem @(L<q).

E claro que o comprimento de Cr(d) é igual a (g —1)°.

Lema 4.1.3 {fy,...,fs} € uma base de Groebner para 1.

Demonstracao. Basta notar que os monomios lideres de f; e fj sao primos entre si, para todos
i,j €{1,...,s}, com i #]j. O

Lema 4.1.4 O ideal de T é1, isto €, I(T) = 1.

Demonstragao. E claro que I C I(T), dai A(I(T)) € A(I). Como T é uma variedade afim,
sabemos que V(I(T)) = T. Entao, temos que

(q—=1)° =#T = #(V(I(T))) < #(A(T))) < #(AD) = (q—1)7,

logo, #(A(I(T))) = (g — 1)%. Assim, A(I(T)) C A(I) e eles possuem o mesmo nimero de
elementos, portanto A(I(T)) = A(I).
Pelo lema anterior, sabemos que {fi,...,fs} é base de Groebner para I, logo

A(I) = A(lm(f1 )) SRR} lm(fs))»

entao A(I(T)) = A(lm(fy),...,lm(fs)). E como f; € I(T), para todo 1 = 1,...,s, segue que
{f1,...,fs} é uma base (de Groebner) para I(T). Portanto, I(T) = (f,...,fs) =L O

Seja A(I)<q :={M € A(I) : deg(M) < d}.
Proposicao 4.1.5 O conjunto {M +I:Me A(Ugd} ¢ uma base para L<q.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.4.4, nés sabemos que {M +I:Me A(I)<d} ¢ um conjunto
linearmente independente, e claramente estd contido em L<g. -

Seja f € K[ty,...,t], f # 0 tal que deg(f) < d. Seja r o resto da divisao de f por {fy,..., f}.
Do algoritmo da divisdo, do fato de {fi,...,fs} ser uma base de Groebner para I e da Pro-
posicao 2.4.2, segue que r é uma combinagao linear de monémios em A(I)<q4, isso termina a
demonstracao. O
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4.2 Dimensao e Distancia Minima

Agora, nés vamos calcular a dimensao e a distancia minima de Cy(d). Como ¢ é um isomorfismo
e Cr(d) = @(L<q), temos que dim Cy(d) = dimy L<g.

Proposicao 4.2.1 Para todo inteiro d > s(q — 2) temos que:
(1) dim Cr(d) = #(A(D)<a) = (g —1)°.

(i1) dminCr(d) =1T.
Demonstracgao.
(i) Da Proposicao 4.1.5 e do fato de ¢ ser um isomorfismo, segue que
dim Cr(d) = dimg L<q = #(A(I)<q).
Agora, observe que, como {fi, ..., fs} é uma base de Groebner para I, entao
AD)={t".- - & :0< o <q—2,Vi=1,...,s}.
Como d > s(q — 2), temos que A(I)<q = A(I), logo #A(1)<qg = #A(1) = (q —1)*.

(ii) Como @ é um isomorfismo e @(L<q) = K!97V° segue que dy,i,Cr(d) = 1.

Teorema 4.2.2 A dimensdo de Ct(d) para 0 < d < s(q—2) ¢ dada por

) |
: - +d—jlg—T)
dm(cs(@) = 3 -(5) (T4

j=0
onde o conjunto () =0 se a <b.

Demonstracao. Seja 0 < d < s(q — 2) e seja M<q o conjunto de todos os mon()mios de
Klty,...,ts] de grau até d. Para cada j € {1,...,s} defina M(j) := {M € M : lm(f;) | M}.
Assim, temos que

Al)<a = M<g— | JM(j)<a

j=1

Sabemos que #(M<q) = (Szd) e pelo Principio da Inclusao-Exclusao, segue que

#(UMmg)::Z; (G)<a)— D #Mm@mMmka+m+vW#(ﬂMmg)
j=1 j=2

=1 2<j1<j2<s

(B e B 2o o)
(e

—.
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Logo,

admitindo que (g) =0 quando a < b.

Sejaj €{0,...,s}talque d—j(q—1)>0ed—(j+1)(q—1) <0. Observe que
L—1<'<L isto é, j = L
q_] )—q_«l) ) - .

Assim, temos que

dim Cr(d) = #(A)<a) = Y (1) (S) (S +d-jla- ‘)),

U

Para obtermos a distancia minima de Cy(d) para 0 < d < s(q — 2), precisaremos do seguinte
resultado:

S

Lema 4.2.3 Seja 0 < d < s(q —2) um inteiro e seja m(xq, ..., &) = H(q —1— ), onde
i=1
0 < o < q—1 sao inteiros, para todoi=1,...,s. Entdao
min{m((xh--')o‘s):oﬂ R < d}: (CI_US_k_](CI_”e»

onde k e £ sao unicamente determinados pork > 0,1 <{<q—2ed=%k(q—2)+¢.
Demonstracao. Considere o conjunto

Nd:{oc:(oq,...,ocs)eNs:ZoqueO§0q<q—1,1§i§s}.

i=1
Vamos denotar s(o) = Z o« e m(a) = H(q — 1 — ;). Observe que m(x) > 0, para todo
i=1 i=1
o« € Ng, pois q —1— oy > 0, para todo 1 € {1,...,s}. Nosso objetivo é calcular
Ug := min{m(a) : « € Ng}.

Inicialmente, observe que o minimo é atingido quando s(a) = d, isto é,

g = min{m(a) : x € Ngq e s(x) = d}.
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Seja & € Ng tal que s(x) < d. Vamos encontrar & € Ng tal que s(a) = s(a)+1em(a) < m(«).
Isso prova que se @ € Ng e m(«) = pq, entao s(x) = d.

Temos que s(ax) < d < s(q —2). Observe que existe i € {1,...,s} tal que oy < q — 2, pois
do contrario, oy = q — 2, para todo 1, logo, s(ax) = s(q — 2), que é um absurdo. Considere

o= (x,...,x) tal que
- { o5,  sej A1

% = o+1, sej=1

Assim, o =i +1<q—2+1=q—1leqx =& < q—1, para todo j # i. Além disso,
s(x) =s(a) +1 < d, logo, x € Ng. Observe que para j # i, temos que q —1—05 = q — 1 — o
eq—l—oa=q—1—a—1<q—1— oy, portanto,

S S

m@& =[Ja-1-%) <[](a—1- o) =m(«).

j=T1 =1

Seja o« € Ngq com s(a) = d. Como s(a) < s(q — 2), existe i € {1,...,s} tal que oy < q — 2.
Seja j = min{i: o; < q — 2}. Temos trés possibilidades para j:

Mi<k (I)j=k+1 (1) j>k+1

(I) Suponha que j < k. Nesse caso,

o+ 4oy = (—1)(q—2)+ o
< (G-M(q—2)+(qg—2)
= jlq—2)
< k(q—2)
< k(g—2)+8=d=s(x)

Assim, existe j; > j tal que o, > 0. Seja j’ =min{j; :j1 >j e «;, >0}

(I.1) Suponha que &; 4+ s < q — 2. Considere 3 = (P1,...,Bs) € N°* tal que
Bj = &+
By = 0
Bi = o, se 1€{j,j’}

Assim, i < q — 1 para todo i e s(f3) = s() = d, logo, p € Ng. Observe que «
e B diferem apenas nas posigoes j e j'. E facil ver que (q —1—o4)(q —1—o5) >
(q—1—p;)(g—1—pj). Portanto,

m(e) = J(g—1—a) > [J(a—1—B1) =m(p).
i=1 i=1
(I.2) Suponha que &; 4+ «j» > q — 2. Considere 3 = (B1,...,Bs) € N° tal que
Bj = q—-2
By = o —(q—2— )
Bi = o, se i¢{j,j’}

Assim, f; < q — 1, para todo i, e s(3) = s(a) = d. Logo, 3 € Ng. Observe que
o e {3 diferem apenas nas posicoes j e j’. Vejamos que (q —1—o5)(q —1— /) >
(q—=1—B;5)(q—T1—Pj-). De fato, sejam A = q—1—o; > 0e B = q—1—a; > 0. Como



(I1)

(I11)
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A—1>0eB—12>0, temos que (A—1)(B—1) >0, ouseja, AB—A—B+12>0,
ou seja, AB > A 4+ B — 1. Assim, temos que
Observe que
(@—1-B)a—=1=B5) = q—1—(y—(q—2)+ o)
(q=T—og)+(q—1—a5)—1
< (@=T—o5)(q—T—a5).
Portanto, m(a) > m(f).

Suponha que j = k+ 1. Nesse caso, temos que & =---=ox =q—2¢e o1 < q—2. Se
X1 = £, entdo o = -+ = g1 = 0. Tomamos B = «, que teremos m(a) = m(p).
Se g1 < £, temos que existe j, > k + 1 tal que oy, > 0. Seja

j,:min{jzljz >k+1e &5, >O}

Observe que oy + o5 < € < q — 2. Assim, como no caso (I.1), encontramos 3 € Ng
com s(f) =d tal que m(x) > m(p).

Suponha j > k+ 1. Nesse caso, 1 =+ = o1 = q—2. Como s(ax) =d =k(q—2)+¢,
com 1 <{<qg—2, temosque{ =q—2eque a2 =: =0 =0. Tomamos } = «,
que teremos m(o) = m(p).

Sejay = (v1,...,Ys) € N*® tal que

q—2 , 1<i<k
Yi = L y l:k+1
0 , k+2<i<s

Obtemos assim, um processo I' que a cada &« € Ng com s(«) = d, encontramos p = I'(«)
tal que B € Ng com s(f) = d tal que m() > m(p). Basta mostrar que em um ntmero
finito de etapas este processo atinge o elemento vy.

Considere em Ny a ordem lexicografica. Para todo o« € Ng, com s(x) = d e & # vy, temos
que &« < I'(«), logo em um ndmero finito de etapas, temos que I" atinge

v = max{ax € Ng : s(ax) = d}.
Mostramos assim que m(y) < m(«), para todo « € Ng com s(«) = d. Portanto,
pa=m(y) =(q—1-0(q—1)*"

O

Proposigao 4.2.4 Seja 0 < d < s(q — 2) um inteiro, a distancia minima de Cy(d) € igual a

(q—

1% 1(q—1—1), onde k e { sio unicamente determinados por k > 0,1 <0< q—2e

d=k(q—2)+¢.

Demonstracao. Seja f € L<g,f # 0 e seja J; := (f, fy,...,fs). Temos que

w(e(f) = d(e(f),0)
= #HpeT:f(p) #0}
#T —#{p € T: f(p) =0}
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Observe que #{p € T: f(p) = 0} = #(V(Js)). Logo, o peso de @(F) é dado por
w(@(f) = #T —#(V(J)) = (g —1)°* = #(V(Je).
Do Teorema 2.5.5, temos que #(V(J;)) < #(A(J)). Sabemos que
A(Je) € A(Im(f), Im(f;), ..., Im(#,)),
logo #(A(J¢)) < #(A(Im(f), Im(f,), ..., Im(f,))). Note que

A(lm(f),Im(fy),...,1Im(fs)) = {M € A(I) : Im(f) t M}
= A(l)—{M e A(I) : Im(f) | M}

Digamos que Im(f) =t]". -+ .t% e chame A; :={M € A(I) : Im(f) | M}. Entao, temos que

S

#(A) =] J(a—1— ).

i=1
De fato: se M = t?]."' APs € A¢, entao M € A(I) e Im(f) | M, ou seja, o < B; < q — 2, para

todoi = 1,...,s. Assim, existem q — 1 — o possibilidades para cada (3;, com i = 1,...,s.
S

Logo, #(A)) =(q—T—o).-+ (q—T—a) = J(a—T—eu).

i=1

Entao,
#(A(m(f), Im(f1),...,1m(f5))) = F#(A(1)) — #(As)
= (q=1—]Jta—1—)
i=1
Portanto,

#(V1)) < #(AJ6) < #(Am(f), lm(fy),...,Im(f) = (=1 = [(q =T — ).

Assim, temos que

wle®) >(@-1—q-1P+][[a-1-a)=[(q—1— ).
i=1 i=1
Como dyinCr(d) = min{w(@(f)) : f € Leg, f # 0}, segue do lema anterior que
dminCT(d) 2 (q — US—k_](q —1— e)

Para finalizar a demonstragao, vejamos que essa cota é atingida. Sejam Aj,..., Ay, Axyq sub-

conjuntos de K* tais que #A; = -+ = #Ay =q —2 e #Ax1 = L. Seja g € K[ty,...,t,] dado
por
gltr, ..., t) = H (t—ai).--. H (tk — bs). H (tirr — ci).
a; €AY bieAx Ci€AK LT

Entao, deg(g) = k(q —2) + € = d e g nao se anula em (q — 1)**'(q — 1 — ) pontos de
T = (K*)*. Logo,
w(e(@) =(q—1* "(q—1-0).
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Corolario 4.2.5 Se T é um toro afim em A', entdo C1(d) é um cédigo MDS e sua distancia
minima € dada por

_ _Jgq—=1—d se 1<d<q-—3
dmln(CT(d)) - { 1 se d Z q — 2.
Demonstracao. Observe que s = 1. Se d > q — 2, pela Proposicao 4.2.1 segue que

dmin(Cr(d)) =1 e dim(Cy(d)) = #T = q — 1, portanto,
dmin(Cr(d)) = #T — dim(Cr(d)) + 1,
isto é, C1(d) é um cédigo MDS.
Se d < q — 3, pela Proposicao 4.2.4, temos que
duin (Cr(d)) = (q = 1" (g —1-10),

onde k e £ sdo unicamente determinados por k > 0,1 <{ < q—2ed=k(q—2)+ (. Como
d < q—3, temos que k =0e € =d, logo dnin(Cr(d)) =q—1—d. Note que #T =q—1e
pelo Teorema 4.2.2 temos que

1 .
dim(Cr(d)) = Z(_”j(]_)(Hd—])(q—U)

)

o) (7)) )
)

O

Exemplo 4.2.6 Seja T um toro afim em A? e seja C1(d) o cddigo parametrizado afim de grau
d sobre o corpo K = Fy;. Sabemos que o comprimento de Ct(d) € igual a #T = 100 e usando
0s resultados vistos acima temos que

d dlmK(CT(d)) dmin(CT(d))
1 3 20
2 6 80
3 10 70
4 15 60
5 21 50
6 28 40
7 36 30
8 45 20
9 55 10
10 64 9
11 72 8
12 79 7
13 85 6
14 920 5
15 94 4
16 97 3
17 99 2
18 100 1
19 100 1
20 100 1
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