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LINHA DE PESQUISA: Geometria Algébrica.
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Ao Prof. Dr. Paulo Roberto Brumatti por ter aceito o convite para fazer parte da minha
banca. Não poderia deixar de agradecer a todos meus amigos da Pós-Graduação, em especial
Grégory e Rafaela que compartilharam todos os momentos ao longo desses dois anos. Ainda,
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma classe especial de códigos lineares: os códigos parametrizados
afins. Mostramos que esses códigos são de fácil construção e que, dado um código parametrizado
afim, pode-se facilmente obter um código parametrizado projetivo equivalente a ele. Também
estudamos algumas teorias que nos serviram como base teórica tais como: a teoria de Bases de
Groebner e a Pegada de um ideal e alguns tópicos de geometria algébrica e álgebra comutativa.
Este trabalho tem por objetivo principal obter os parâmetros básicos (comprimento, dimensão
e distância mı́nima) dos códigos parametrizados afins e relacioná-los com os códigos parame-
trizados projetivos, assim como na referência [7]. Encerramos aplicando a teoria de Bases de
Groebner a Pegada de um ideal para obter os parâmetros básicos do código parametrizado no
toro afim.

Palavras-chave: Bases de Groebner; Pegada; Códigos Parametrizados; Comprimento, Distância
mı́nima; Dimensão.
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OLIVEIRA, F. A. Parameterized Affine Codes. 2014. 53 p. M. Sc. Dissertation, Federal
University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

In this work, we present a special class of linear codes: parameterized affine codes. We show
that these codes are easy to construct and that given a parameterized affine code one can easily
obtain an equivalent projective parameterized code equivalent to it. We also studied some
topics which served as the theoretical foundations for the work, such as the theory of Groebner
Bases, the footprint of an ideal and some topics of algebraic geometry and commutative algebra.
This work has as main goal to obtain the basic parameters (length, dimension and minimum
distance) of parameterized codes related and also to relate them to the projective parameterized
codes, as done in [7]. We finish by applying the theory of Groebner Bases to the footprint of a
certain ideal in order to obtain the basic parameters of the parameterized code over an affine
torus.

Keywords : Groebner Bases; Footprint; Parameterized Codes; Length; Minimum Distance;
Dimension.
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Introdução

A teoria dos códigos corretores de erros é um campo de pesquisa ativo em diversas áreas
do conhecimento: matemática, computação, estat́ıstica, engenharia elétrica entre outras. Os
códigos com capacidade para detectar e corrigir erros estão presentes no nosso cotidiano de
várias maneiras, ao ouvir um CD de música, assistir a um filme em DVD, trocar informações
entre computadores ou celulares. Esses códigos são utilizados quando as mensagens são trans-
mitidas com algum tipo de rúıdo, ou seja, quando não transmitem a mensagem tal como foi
enviada. Um código corretor de erros procura, essencialmente, acrescentar de uma forma orga-
nizada, alguns dados a cada informação que se pretende transmitir para que possa recuperar
a informação detectando e corrigindo eventuais erros que possam surgir. A classe de códigos
mais utilizadas na prática é a chamada classe dos códigos lineares.

Neste trabalho apresentamos um tipo especial de códigos lineares, os códigos parametrizados
por monômios. Nosso objetivo principal é obter os parâmetros básicos do código parametri-
zado afim e mostrar que existe uma equivalência entre códigos parametrizados afins e projetivos.
Para isso, utilizaremos alguns tópicos de álgebra linear, corpos finitos, geometria algébrica e
álgebra comutativa.

No primeiro caṕıtulo apresentamos alguns conceitos e resultados básicos da teoria de códigos
lineares que serão utilizados nos caṕıtulos 3 e 4. Relembramos os conceitos de código linear,
comprimento, dimensão e distância mı́nima de um código linear, além de rever algumas pro-
priedades a respeito de corpos finitos.

No caṕıtulo 2, introduzimos a teoria de Bases de Groebner e a Pegada de um Ideal. Para
isso relembramos algumas propriedades a respeito dos ideais monomiais e do algoritmo da di-
visão em um anel de polinômios em várias variáveis. Em seguida, demonstramos o Teorema da
Base de Hilbert, definimos as bases de Groebner e apresentamos suas principais propriedades.
Finalizamos o caṕıtulo definindo a pegada de um ideal monomial e a relacionamos com as va-
riedades afins, quando a pegada é um conjunto finito.

No caṕıtulo 3, apresentamos os protagonistas deste trabalho: os códigos parametrizados
afins. Mostramos que tais códigos são de fácil construção, estão intimamente relacionados com
os códigos parametrizados projetivos e obtemos vários resultados interessantes a respeito desses
dois códigos lineares.

No caṕıtulo 4, utilizamos a teoria do caṕıtulo 2 para obter os parâmetros básicos de uma
famı́lia de códigos parametrizados: os códigos parametrizados no toro afim.

Fabricio Alves Oliveira
Uberlândia-MG, 27 de fevereiro de 2014.
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Caṕıtulo 1

Conceitos e Resultados Preliminares

Este caṕıtulo tem por finalidade estabelecer conceitos, notações e resultados básicos da teoria de
códigos lineares que serão utilizados nos caṕıtulos seguintes. O leitor menos familiarizado com
estes conceitos pode consultar qualquer livro sobre códigos corretores de erros, uma sugestão é
a referência [6].

1.1 Códigos Lineares

Seja K = Fq um corpo finito com q elementos. Consideremos o K-espaço vetorial

Kn = K× · · · × K︸ ︷︷ ︸
n vezes

de dimensão n, cujos elementos são n-uplas a = (a1, · · · , an) com ai ∈ K, i = 1, . . . , n.

Definição 1.1.1 Um subespaço vetorial C ⊂ Kn é chamado código linear.

Assim, todo código linear é, por definição, um K-espaço vetorial de dimensão finita.
De maneira usual, denotaremos por #A o número de elementos de um conjunto A.

Definição 1.1.2

(i) Dados a = (a1, · · · , an) e b = (b1, · · · , bn) ∈ Kn definimos a distância de Hamming
entre a e b como sendo o número de coordenadas que estes elementos diferem, ou seja,

d(a, b) := # {i : ai ̸= bi, 1 ≤ i ≤ n} .

(ii) O peso de um elemento a = (a1, · · · , an) ∈ Kn é definido como

ω(a) := # {i : ai ̸= 0} .

Em outras palavras, temos que ω(a) = d(a, 0).

Observação 1.1.3 A distância de Hamming é uma métrica sobre Kn. Mais especificamente,
dados a, b e c em Kn, temos que:

(i) d(a, b) ≥ 0 e vale a igualdade se e só se a = b ;

(ii) d(a, b) = d(b, a);
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3

(iii) d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b);

(iv) d(a, b) = d(a− b, 0).

Definição 1.1.4 Seja C ⊂ Kn um código linear.

(i) Chamamos o número n de comprimento de C e a dimensão de C como K-espaço veto-
rial, dimKC, de dimensão do código C.

(ii) A distância mı́nima de C é o número

dmin(C) = min{d(a, b) : a, b ∈ C e a ̸= b}
= min{ω(a) = d(a, 0) : a ∈ C, a ̸= 0}.

O comprimento, a dimensão e a distância mı́nima constituem os parâmetros básicos de um
código linear. A importância da distância mı́nima situa-se em relação à capacidade de correção
de erros do código. Já a dimensão é uma medida da quantidade de informação que o código
pode transportar. A importância do comprimento é que quanto maior for o código, mais energia
deve ser gasta para transmitir cada palavra do código.

Assim, o código ideal teria uma dimensão e uma distância mı́nima grandes e um compri-
mento curto, mas estas condições não podem ser satisfeitas ao mesmo tempo. Mais especifica-
mente, se um código linear tem comprimento n, dimensão k e distância mı́nima d, então vale
a cota de Singleton:

d ≤ n− k+ 1.

Definição 1.1.5 Seja C ⊂ Kn um código linear de dimensão k e distância mı́nima d. Dizemos
que C é um código MDS (Maximum Distance Separable) quando vale a igualdade na cota
de Singleton, isto é, se d = n− k+ 1.

Observação 1.1.6 Seja m = dimKC e seja {v1, . . . , vm} uma base para C. Sabemos da Álgebra
Linear que todo elemento de C se escreve de modo único na forma

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λmvm,

onde λi ∈ K, para todo i = 1, . . . ,m. Pelo Prinćıpio Multiplicativo de Contagem, segue que C
possui qm elementos, ou seja, #C = qm.

Definição 1.1.7

(i) Dizemos que uma função F : Kn −→ Kn é uma isometria linear de Kn se ela é uma
transformação linear que preserva distâncias de Hamming, ou seja,

d(F(a), F(b)) = d(a, b), para todo a, b ∈ Kn.

(ii) Sejam C e C ′ dois códigos lineares em Kn. Dizemos que C ′ é equivalente a C quando
existe uma isometria linear F de Kn tal que F(C) = C ′.

Decorre imediatamente da definição que dois códigos equivalentes têm os mesmos parâmetros.
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1.2 Corpos Finitos

Seja p um número primo positivo em Z. Vamos denotar por Zp o corpo Z/pZ e vamos denotar
por N = {0, 1, 2, . . .}.
Seja F um corpo com elemento unidade 1. Vamos denotar

1+ · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n parcelas

por n · 1.

Seja F um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto

ΛF = {n ∈ N : n · 1 = 0}.

Observe que {n ·1 : n ∈ N} ⊂ F. Como F é finito, existem n1 < n2 tais que n1 ·1 = n2 ·1. Logo,
(n2 − n1) · 1 = 0, com n2 − n1 > 0. Assim, n2 − n1 ∈ ΛF e, portanto ΛF ̸= ∅.

Definição 1.2.1 A caracteŕıstica de um corpo finito F é o inteiro positivo

char(F) = minΛF.

Seja K um subcorpo de F. Como ΛK = ΛF, temos que char(K) = char(F).

Recordemos algumas propriedades dos corpos finitos. Todas as demonstrações podem ser en-
contradas na referência [6].

Proposição 1.2.2 Seja F um corpo finito de caracteŕıstica p e seja m = pr, para algum r ∈ N.
Temos que:

(a) p é um número primo.

(b) Se n ∈ Z e a ∈ F são tais que n · a = 0, então n é múltiplo de p ou a = 0.

(c) F contém um subcorpo isomorfo a Zp. Em particular, F tem pn elementos, para algum
natural n.

(d) (a+ b)m = am + bm e (a− b)m = am − bm.

Mais ainda, se F possui q elementos, então

(e) aq−1 = 1, para todo a ∈ F∗ = F \ {0}.

(f) aq
r

= a, para todo a ∈ F e para todo r ∈ N.

O próximo teorema nos garante a existência de polinômios irredut́ıveis em F[x], onde F é um
corpo finito e a unicidade de corpos finitos com o mesmo número de elementos.

Teorema 1.2.3

(i) Seja F um corpo finito. Para cada inteiro positivo n, existe pelo menos um polinômio
irredut́ıvel de grau n em F[x].

(ii) Dois corpos finitos com o mesmo número de elementos são isomorfos.



Caṕıtulo 2

Bases de Groebner e a Pegada de um
Ideal

A teoria de bases de Groebner fornece uma abordagem uniforme para a resolução de uma
ampla gama de problemas em geometria algébrica, álgebra comutativa e na teoria de ideais
polinomiais. Essa teoria tem se mostrado uma ferramenta atraente em álgebra computacional,
pois revela uma maneira simples de entender e de implementar algoritmos computacionais,
fazendo com que ela seja aplicada em várias áreas da ciência e engenharia e não apenas pelos
matemáticos.

2.1 Monômios e Ordens Monomiais

Definição 2.1.1 Um monômio em x1, . . . , xn é um produto da forma xα1

1 · . . . ·xαn
n , onde todos

os expoentes são inteiros não negativos. Vamos utilizar a notação multi-́ındice para monômios.
Escreveremos xα = x

α1

1 · . . . · xαn
n , onde α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn. O grau desse monômio é a

soma |α| := α1 + · · ·+ αn.

Vamos denotar por M o conjunto de todos os monômios em F[x1, . . . , xn].
Seja F um corpo. Um polinômio f em F[x1, . . . , xn] é uma combinação linear de monômios com
coeficientes em F. Dessa forma podemos escrever

f =
∑
α

aαx
α, aα ∈ F,

que é uma soma sob um número finito de n-uplas α = (α1, . . . , αn). Chamamos aα de coefici-
ente do monômio xα. Se aα ̸= 0, então aαxα é um termo de f. O grau total de f, denotado
por deg(f), é o máximo |α| tal que aα ̸= 0.

Definição 2.1.2

(i) Sejam f1, . . . , fs polinômios em F[x1, . . . , xn]. Definimos o ideal gerado por f1, . . . , fs
como sendo o conjunto

⟨f1, . . . , fs⟩ =

{
s∑
i=1

hifi : h1, . . . , hs ∈ F[x1, . . . , xn]

}
.

Observe que este conjunto é, de fato, um ideal de F[x1, . . . , xn].

5
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(ii) Chamamos um ideal I de F[x1, . . . , xn] de finitamente gerado se existem f1, . . . , fs ∈
F[x1, . . . , xn] tais que I = ⟨f1, . . . , fs⟩, e dizemos que {f1, . . . , fs} é uma base para I.

Definição 2.1.3 Uma ordem monomial ≼ em M ⊂ F[x1, . . . , xn] é qualquer relação em Nn
satisfazendo:

(i) ≼ é uma ordem total em Nn;

(ii) se α ≼ β em Nn e γ ∈ Nn, então α+ γ ≼ β+ γ;

(iii) todo subconjunto não vazio de Nn possui elemento mı́nimo em relação a ≼.

Vejamos dois exemplos de ordens monomiais:

Exemplo 2.1.4

(i) A ordem lexicográfica (com xn ≼ · · · ≼ x1) é definida por xα ≼lex x
β se α = β ou se a

primeira entrada entrada diferente de zero da esquerda para direita de β−α for positiva.
Assim, nós temos por exemplo que x10002 ≼lex x1 e x

2
1x
2013
3 ≼lex x

2
1x2.

(ii) A ordem lexicográfica graduada (com xn ≼ · · · ≼ x1) é definida por xα ≼ xβ se α = β

ou
∑n

i=1 αi <
∑n

i=1 βi ou se
∑n

i=1 αi =
∑n

i=1 βi então x
α ≼lex x

β, onde ≼lex é a ordem
lexicográfica, definida anteriormente.
Temos por exemplo que x31x

2
2 ≼ x1x

2
2x
3
3, pois o grau do primeiro é menor que o grau

do segundo. E x1x2x
5
3 ≼ x1x

2
2x
4
3, pois embora eles possuam o mesmo grau, temos que

x1x2x
5
3 ≼lex x1x

2
2x
4
3.

Definição 2.1.5 Seja

f =

m∑
i=1

aix
αi ∈ F[x1, . . . , xn]

um polinômio não nulo, onde ai ∈ F, ai ̸= 0 e xαi ∈ M para todo i = 1, . . . ,m, e seja ≼
uma ordem monomial definida em M. Então o multigrau de f (com respeito a ≼) é dado
por mdeg(f) := max{αi ∈ Nn : i = 1, . . . ,m}, o monômio ĺıder de f (com respeito a ≼) é
lm(f) := xmdeg(f), o coeficiente ĺıder de f (com respeito a ≼) é lc(f) := amdeg(f) e o termo
ĺıder de f (com respeito a ≼) é lt(f) := amdeg(f)x

mdeg(f).

Assim, por exemplo, se f(x1, x2, x3) = 4x
3
1x
4
2+5x1x

8
3+2 ∈ R[x1, x2, x3] e nós considerarmos o con-

junto dos monômios com a ordem lexicográfica, então temos que lm(f) = x31x
4
2 e lt(f) = 4x31x

4
2,

por outro lado, se considerarmos a ordem graduada lexicográfica, teremos que lm(f) = x1x
8
3 e

lt(f) = 5x1x
8
3.

Uma ferramenta importante na teoria de Bases de Groebner é a divisão de um polinômio por
uma lista de polinômios não nulos.

Teorema 2.1.6 (Algoritmo da Divisão) Considere uma ordem monomial ≼ em M. Seja
G = (g1, . . . , gs) uma s-upla ordenada de polinômios não nulos em F[x1, . . . , xn]. Então, cada
f ∈ F[x1, . . . , xn] pode ser escrito como

f = q1g1 + · · ·+ qsgs + r

onde qi, r ∈ F[x1, . . . , xn], e r = 0 ou nenhum monômio que aparece em r é múltiplo de lm(gi),
para algum i ∈ {1, . . . , s}.
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Demonstração. Uma prova deste teorema poderá ser encontrada no caṕıtulo 2 da referência
[5]. �

É importante observar no algoritmo da divisão acima que se o resto r não é zero, então o
monômio ĺıder de r é menor ou igual do que o monômio ĺıder de f. Além disso, uma importante
propriedade do algoritmo da divisão em K[x] não é sempre válida: a unicidade do resto.

2.2 Ideais Monomiais

Definição 2.2.1 Um ideal I ⊂ F[x1, . . . , xn] é um ideal monomial se existe um subconjunto
não vazio A ⊂ Nn tal que

I = ⟨xα : α ∈ A⟩ :=

{∑
α∈B

fαx
α : fα ∈ F[x1, . . . , xn], B ⊂ A é finito

}
.

Proposição 2.2.2 Seja I = ⟨xα : α ∈ A⟩ um ideal monomial. Então um monômio xβ ∈ I se,
e somente se, xα divide xβ para algum α ∈ A.

Demonstração. (⇒) Seja xβ ∈ I. Então xβ =
∑k

i=1 hix
αi , onde αi ∈ A e hi =

∑ti
j=1 aijx

γij , aij ∈
K. Podemos supor que

xβ = (a11x
γ11xα1 + · · ·+ a1t1xγ1t1xα1) + · · ·+ (ak1x

γk1xαk + · · ·+ aktkxγktkxαk)

logo o multigrau de algum monômio do lado direito é β.

(⇐) Seja α ∈ A tal que xβ = pxα. Logo, xβ ∈ I. �

Dado um ideal I ⊂ F[x1, . . . , xn], podemos definir o ideal dos termos ĺıderes:

Definição 2.2.3 Seja I um ideal em F[x1, . . . , xn], com I ̸= 0.

(i) O conjunto dos termos ĺıderes dos elementos de I é dado por

lt(I) = {cxα : ∃f ∈ I tal que lt(f) = cxα}.

(ii) O ideal dos termos ĺıderes de I é o ideal gerado pelos elementos de lt(I) e será denotado
por ⟨lt(I)⟩.

Analogamente, definimos o conjunto do monômios ĺıderes de I, lm(I), e o ideal dos
monômios ĺıderes de I, denotado por ⟨lm(I)⟩.

Seja I ̸= 0 um ideal finitamente gerado em F[x1, . . . , xn], digamos I = ⟨f1, . . . , fs⟩.
É claro que ⟨lt(f1), . . . , lt(fs)⟩ ⊂ ⟨lt(I)⟩:
Seja f ∈ ⟨lt(f1), . . . , lt(fs)⟩, então f = g1lt(f1) + · · · + gslt(fs), com gi ∈ F[x1, . . . , xn]. Para
cada i ∈ {1, . . . , s}, temos lt(fi) ∈ lt(I) ⊂ ⟨lt(I)⟩. Assim, cada parcela de f pertence a ⟨lt(I)⟩ e,
a fortiori f ∈ ⟨lt(I)⟩.

Lema 2.2.4 (Lema de Dickson) Seja I = ⟨xα : α ∈ A⟩ um ideal monomial em F[x1, . . . , xn].
Então I pode ser escrito da forma I = ⟨xα1 , . . . , xαs⟩, onde α1, . . . , αs ∈ A. Em particular, I
possui uma base finita.
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Demonstração. Uma prova do Lema de Dickson pode ser encontrada no caṕıtulo 2 da re-
ferência [5]. �

Observação 2.2.5 Em geral, não é verdade que ⟨lt(I)⟩ ⊂ ⟨lt(f1), . . . , lt(fs)⟩:
Seja I = ⟨f1, f2⟩, onde f1 = x3 − 2xy e f2 = x2y − 2y2 + x, e considere a ordem lexicográfica
graduada. Como x2 = xf2 − yf1, temos que x2 ∈ I. Assim,

x2 = lt(x2) ∈ lt(I) ⊂ ⟨lt(I)⟩.

Mas, x2 /∈ ⟨lt(f1), lt(f2)⟩, pois ⟨lt(f1), lt(f2)⟩ = ⟨x3, x2y⟩ é um ideal monomial e x2 não é múltiplo
de x3 nem de x2y.

Proposição 2.2.6 Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal, com I ̸= 0. Então:

(i) ⟨lt(I)⟩ é um ideal monomial.

(ii) Existem g1, . . . , gt ∈ I tais que ⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩.

Demonstração.

(i) Considere o ideal monomial ⟨lm(g) : g ∈ I\{0}⟩.
Observe que ⟨lm(g) : g ∈ I\{0}⟩ = ⟨lt(g) : g ∈ I\{0}⟩, de fato:
Seja f ∈ ⟨lm(g) : g ∈ I\{0}⟩, então existe um subconjunto finito A ⊆ I\{0} tal que

f =
∑
g∈A

aglm(g) =
∑
g∈A

ag(lc(g))
−1lc(g)lm(g) =

∑
g∈A

ag(lc(g))
−1lt(g),

logo, f ∈ ⟨lt(g) : g ∈ I\{0}⟩.
Agora seja f ∈ ⟨lt(g) : g ∈ I\{0}⟩, então existe um subconjunto finito B ⊆ I\{0} tal que

f =
∑
g∈B

aglt(g) =
∑
g∈B

aglc(g)lm(g),

portanto, f ∈ ⟨lm(g) : g ∈ I\{0}⟩.
Como ⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(g) : g ∈ I\{0}⟩ = ⟨lm(g) : g ∈ I\{0}⟩, segue que ⟨lt(I)⟩ é um ideal
monomial.

(ii) Como lt(I) é um ideal monomial, pelo Lema de Dickson, existem g1, . . . , gt ∈ I tais que
⟨lt(I)⟩ = ⟨lm(g1), . . . , lm(gt)⟩. Observe que ⟨lm(g1), . . . , lm(gt)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩, de
fato: Dado f ∈ ⟨lm(g1), . . . , lm(gt)⟩, temos que

f =

t∑
i=1

ailm(gi) =

t∑
i=1

ai(lc(gi))
−1lc(gi)lm(gi) =

t∑
i=1

ai(lc(gi))
−1lt(gi) ∈ ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩.

Dado f ∈ ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩, temos

f =

t∑
i=1

ailt(gi) =
t∑
i=1

ailc(gi)lm(gi) ∈ ⟨lm(g1), . . . , lm(gt)⟩.

Portanto, ⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩.

�
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Observação 2.2.7 Utilizando a notação da proposição anterior temos que

⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩ = ⟨lm(g1), . . . , lm(gt)⟩ = ⟨lm(I)⟩.

Teorema 2.2.8 (Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal I ⊂ F[x1, . . . , xn] é finitamente
gerado, isto é, existem g1, . . . , gt ∈ I tais que I = ⟨g1, . . . , gt⟩.

Demonstração. Se I = {0}, nada a provar. Se I ̸= {0}, sabemos que

⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩,

para alguns g1, . . . , gt ∈ I. Vamos mostrar que I = ⟨g1, . . . , gt⟩.
É claro que ⟨g1, . . . , gt⟩ ⊂ I. Seja f ∈ I. Aplicando o algoritmo da divisão para dividir f por
(g1, . . . , gt), obtemos

f = a1g1 + · · ·+ atgt + r,
onde nenhum termo de r é diviśıvel por nenhum dos lt(g1), . . . , lt(gt).
Observe que r = f− a1g1 − · · ·− atgt, e logo r ∈ I.
Se r ̸= 0, então lt(r) ∈ lt(I) ⊂ ⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩, logo lt(r) é diviśıvel por algum
lt(gi), absurdo! Logo, r = 0.
Assim, podemos escrever f = a1g1 + · · ·+ atgt e portanto, f ∈ ⟨g1, . . . , gt⟩.
Isso mostra que I = ⟨g1, . . . , gt⟩. �

2.3 Bases de Groebner

O conceito de bases de Groebner apareceu pela primeira vez na tese de doutorado do ma-
temático austŕıaco Bruno Buchberger, publicada em 1965 (veja [2]). Seu orientador, Wolfgang
Groebner, propôs o seguinte problema para sua tese: dado um ideal I ⊂ F[x1, . . . , xn], encontrar
uma base para F[x1, . . . , xn]/I como um F-espaço vetorial.

Quando estamos trabalhando com um anel de polinômios em uma única variável a res-
posta é conhecida: I é gerado por um certo polinômio de grau d (no caso em que I ̸= 0) e
{1+ I, x+ I, . . . , xd−1 + I} forma uma base para F[x]/I.

Agora, quando estamos trabalhando com um anel de mais de uma variável a situação muda
radicalmente. Pelo Teorema da Base de Hilbert, nós sabemos que I é gerado por um número
finito de polinômios, mas I não é necessariamente um ideal principal; mais ainda o anel quoci-
ente F[x1, . . . , xn]/I pode ser um F-espaço vetorial de dimensão infinita.

A ideia de Buchberger para solucionar o problema acima foi fixar uma ordem monomial em
M e determinar um conjunto especial de geradores para I cuja propriedade principal é que as
classes dos monômios que não são múltiplos de nenhum dos monômios ĺıderes dos polinômios
que estão nessa base especial, formam uma base para F[x1, . . . , xn]/I como F-espaço vetorial.
Em 1976 Buchberger decidiu chamar essa base especial para I de “bases de Groebner” em
virtude da influência das ideias de seu orientador em seu trabalho de tese (veja [3]).

Definição 2.3.1 Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal não nulo e fixe uma ordem monomial ≼ em
M. Um conjunto {g1, . . . , gt} ⊂ I é uma base de Groebner para I (com respeito a ≼) se

⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩ = ⟨lt(I)⟩.

O lema a seguir nos fornece uma maneira elegante de definir uma base de Groebner para um
ideal.

Lema 2.3.2 O conjunto G = {g1, . . . , gt} ⊂ I é uma base de Groebner para I (com respeito a
≼) se para todo f ∈ I, f ̸= 0 temos que lm(f) é múltiplo de lm(gi) para algum i ∈ {1, . . . , t}.
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Demonstração. Seja f ∈ I, com f ̸= 0, então

lm(f) ∈ ⟨lm(I)⟩ = ⟨lt(I)⟩ hip.
= ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩ = ⟨lm(g1), . . . , lm(gt)⟩.

Como ⟨lm(g1), . . . , lm(gt)⟩ é um ideal monomial, segue que lm(f) é múltiplo de lm(gi), para al-
gum i = 1, . . . , t. Por outro lado, é claro que ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩ ⊂ ⟨lt(I)⟩. Vejamos que ⟨lt(I)⟩ ⊂
⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩. Como ⟨lt(I)⟩ = ⟨lm(I)⟩, basta mostrar que ⟨lm(I)⟩ ⊂ ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩, ou
seja, lm(I) ⊂ ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩. Seja f ∈ I, f ̸= 0. Por hipótese, existe i ∈ {1, . . . , t} tal que
lm(f) é múltiplo de lm(gi), logo lm(f) ∈ ⟨lm(g1), . . . , lm(gt)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩. Portanto,
lm(I) ⊂ ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩ como queŕıamos. �

Fixada uma ordem monomial, segue da Proposição 2.2.6 que todo ideal I ⊂ F[x1, . . . , xn], com
I ̸= {0}, possui uma base de Groebner. Mais ainda, qualquer base de Groebner para um ideal
I é uma base para I.
Vejamos algumas propriedades das bases de Groebner.

Proposição 2.3.3 Seja G = {g1, . . . , gt} uma base de Groebner para um ideal I ⊂ F[x1, . . . , xn]
e seja f ∈ F[x1, . . . , xn]. Então existe um único r ∈ F[x1, . . . , xn] com as seguintes propriedades:

(i) Nenhum termo de r é diviśıvel por qualquer dos termos lt(g1), . . . , lt(gt).

(ii) Existe g ∈ I tal que f = g+ r.

Em particular, r é o resto da divisão de f por G, não importando a ordem dos elementos de G.

Demonstração. O algoritmo da divisão nos dá f = a1g1 + · · ·+ atgt + r, onde r satisfaz (i).
Para provar (ii), considere g = a1g1 + · · ·+ atgt ∈ I. Basta provar a unicidade de r.
Suponha que f = g+ r = g ′ + r ′ satisfazendo (i) e (ii). Então,

r− r ′ = g ′ − g ∈ I.

Se tivermos r ̸= r ′, então

lt(r− r ′) ∈ ⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩.

Logo, lt(r − r ′) é diviśıvel por algum lt(gi). Então lm(r − r ′) é diviśıvel por lt(gi). Por outro
lado, como lm(r− r ′) é um monômio de r ou de r ′, não ocorre que lm(r− r ′) seja diviśıvel por
lt(gi). Absurdo! Portanto, r = r

′. �

Corolário 2.3.4 Seja G = {g1, . . . , gt} uma base de Groebner para um ideal I ⊂ F[x1, . . . , xn]
e seja f ∈ F[x1, . . . , xn]. Então f ∈ I se, e somente se, o resto da divisão de f por G é zero.

Demonstração. (⇐) Se o resto é zero, é claro que f ∈ I.

(⇒) Seja f ∈ I, então f = f + 0 satisfaz as duas condições da Proposição 2.3.3 Pela unici-
dade do resto, segue o resultado. �

Definição 2.3.5 Sejam f, g ∈ F[x1, . . . , xn] polinômios não nulos.

(i) Se mdeg(f) = α e mdeg(g) = β, então seja γ = (γ1, . . . , γn), onde γi = max{αi, βi} para
cada i. Dizemos que xγ é o mı́nimo múltiplo comum de lm(f) e lm(g), e denotamos
por lcm(lm(f), lm(g)).
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(ii) O S-polinômio de f e g é a combinação dada por

S(f, g) =
xγ

lt(f)
f−

xγ

lt(g)
g.

Exemplo 2.3.6 Sejam f = x3y2−x2y3+x e g = 3x4y+y2 em R[x, y] com a ordem lexicográfica
graduada. Então γ = (4, 2). Logo,

lcm(lm(f), lm(g)) = lcm(x3y2, x4y) = x4y2.

Assim, o S-polinômio de f e g é dado por

S(f, g) =
x4y2

x3y2
f−

x4y2

3x4y
g = Xf−

1

3
Yg = −x3y3 + x2 −

1

3
y3.

Lema 2.3.7 Seja
∑s

i=1 cifi com ci ∈ F e mdeg(fi) = δ ∈ Nn, para todo i. Se mdeg (
∑s

i=1 cifi) <
δ, então

∑s

i=1 cifi é uma F-combinação linear de S-polinômios S(fj, fk), com 1 ≤ j, k ≤ s. Além
disso, mdeg (S(fj, fk)) < δ.

Demonstração. Seja di := lc(fi), assim lc(cifi) = cidi. Como mdeg(fi) = δ,∀i = 1, . . . , s

e mdeg (
∑s

i=1 cifi) < δ, temos que
∑s

i=1 cidi = 0 (do contrário, teŕıamos lt (
∑s

i=1 cifi) =
(
∑s

i=1 cidi) x
δ, logo mdeg (

∑s

i=1 cifi) = δ, absurdo!).

Defina pi =
fi

di
e observe que pi tem coeficiente ĺıder 1. Assim,

s∑
i=1

cifi =

s∑
i=1

cidipi

= c1d1p1 + · · ·+ csdsps
= c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3) + · · ·+ (c1d1 + · · ·+ cs−1ds−1)(ps−1 − ps)

+(c1d1 + · · ·+ csds)ps

Como lm(fi) = x
δ,∀i = 1, . . . , s, temos lcm(lm(fj), lm(fk)) = x

δ para todo i ∈ {1, . . . , s}.
Observe que

S(fj, fk) =
xδ

lt(fj)
fj −

xδ

lt(fk)
fk =

xδ

djXδ
fj −

xδ

dkXδ
fk =

fj

dj
−
fk

dk
= pj − pk.

Dáı,

s∑
i=1

cifi = c1d1S(f1, f2) + (c1d1 + c2d2)S(f2, f3) + · · ·+ (c1d1 + · · ·+ cs−1ds−1)S(fs−1, fs) + 0ps.

Finalmente, como lt(pi) = 1x
δ,∀i = 1, . . . , s, temos que mdeg(S(fj, fk)) = mdeg(pj − pk) < δ.

�

Vejamos agora um conhecido critério que nos permite decidir quando uma determinada base
para um ideal é uma base de Groebner para ele.

Teorema 2.3.8 (Critério de Buchberger) Sejam I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal e G = {g1, . . . , gt}

uma base para I. Então, G é uma base de Groebner para I se e somente se para todos i ̸= j o
resto na divisão de S(gi, gj) por G (listada em alguma ordem) é zero.
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Demonstração. (⇒) Dados i ̸= j, temos que

S(gi, gj) ∈ ⟨g1, . . . , gt⟩ = I.

Como G é uma base de Groebner para I temos que o resto na divisão de S(gi, gj) por G é zero.

(⇐) Para provar que ⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩, basta mostrar que lt(I) ⊂ ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩.
Seja f ∈ I\{0}. Como I = ⟨g1, . . . , gt⟩, existem h1, . . . , ht ∈ F[x1, . . . , xn] tais que

f = h1g1 + · · ·+ htgt. (2.1)

Assim,
mdeg(f) ≤ max{mdeg(higi) : 1 ≤ i ≤ t}.

Seja m(i) := mdeg(higi), para i = 1, . . . , t, e defina

δ = max{m(1), . . . ,m(t)}.

Assim, mdeg(f) ≤ δ. Agora, considere todas as posśıveis maneiras em que f pode ser expressada
na forma (2.1). Para cada expressão nós obtemos um δ ∈ Nn. Seja S o conjunto formado por
todos estes δ. Como a ordem monomial é uma boa ordem, S possui elemento mı́nimo, logo
podemos escolher uma expressão (2.1) para f tal que δ é minimal. Escolhido este δ minimal, é
verdade que mdeg(f) = δ (isto será provado!). Como δ = max{m(1), . . . ,m(t)} temos que

mdeg(f) = δ = m(i) = mdeg(higi)

para algum i ∈ {1, . . . , t}. Assim, lt(f) é múltiplo de lt(higi) e lt(higi) é múltiplo de lt(gi),
logo lt(f) é múltiplo de lt(gi), e portanto lt(f) ∈ ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩, e isso mostra que G é uma
base de Groebner para I.

Agora, resta provar que mdeg(f) = δ. Suponha por absurdo que mdeg(f) < δ. Podemos
escrever

f =
∑
m(i)=δ

higi +
∑
m(i)<δ

higi =
∑
m(i)=δ

(higi + lt(hi)gi − lt(hi)gi) +
∑
m(i)<δ

higi =

∑
m(i)=δ

(lt(hi)gi + (hi − lt(hi))gi) +
∑
m(i)<δ

higi =

∑
m(i)=δ

lt(hi)gi +
∑
m(i)=δ

(hi − lt(hi))gi +
∑
m(i)<δ

higi.

Observe que a segunda soma tem mdeg < δ, de fato

mdeg((hi − lt(hi))gi) = mdeg(hi − lt(hi)) +mdeg(gi) <

mdeg(hi) +mdeg(gi) = mdeg(higi) = m(i) = δ.

Assim, a segunda e a terceira soma tem mdeg < δ. Como mdeg(f) < δ, temos que a primeira

soma também tem mdeg < δ. Seja lt(hi) = ciX
α(i), então a primeira soma

∑
m(i)=δ

lt(hi)gi =∑
m(i)=δ

ciX
α(i)gi tem exatamente a forma descrita no lema anterior, com fi = xα(i)gi, ou seja,

mdeg(fi) = δ para todo i e mdeg

 ∑
m(i)=δ

cifi

 < δ. Então, este lema garante que
∑
m(i)=δ

ciX
α(i)gi
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é uma K-combinação linear dos S-polinômios S(xα(j)gj, x
α(k)gk) e mdeg(S(xα(j)gj, x

α(k)gk)) < δ.
Observe que

S(xα(j)gj, x
α(k)gk) =

xδ

xα(j)lt(gj)
xα(j)gj −

xδ

xα(k)lt(gk)
xα(k)gk =

xδ

lt(gj)
gj −

xδ

lt(gk)
gk =

xδ

xγjk

xγjk

lt(gj)
gj −

xδ

xγjk

xγjk

lt(gk)
gk =

xδ

xγjk

(
xγjk

lt(gj)
gj −

xγjk

lt(gk)
gk

)
= xδ−γjkS(gj, gk),

onde xγjk = lcm(lm(gj), lm(gk)). Então, existem constantes cjk ∈ K tais que∑
m(i)=δ

lt(hi)gi =
∑
j,k

cjkx
δ−γjkS(gj, gk). (2.2)

Vejamos que xδ−γjk é um monômio:
Seja xβ(i) := lm(gi), para todo i. Como mdeg(xα(i)gi) = δ temos que δ = α(i)+β(i) para todo
i. Denotando α(i) = (αi1, . . . , αin) e β(i) = (βi1, . . . , βin) temos que γj,k é obtido de β(j) e
β(k) da seguinte maneira:

γj,k = (max{βj1, βk1}, . . . ,max{βjn, βkn}).

Se δ = (δ1, . . . , δn), então δi ≥ max{βji, βki}, para todo i, de fato, como δ = α(j) + β(j) temos
que δi = αji + βji ≥ βji, e como δ = α(k) + β(k), temos que δi = αki + βki ≥ βki. Portanto,
δi ≥ max{βji, βki}, para todo i. Isso mostra que xδ é múltiplo de xγjk , e logo xδ−γjk é um
monômio.

Dividindo cada S-polinômio por g1, . . . , gt, por hipótese o resto é zero, assim temos

S(gj, gk) = a1jkg1 + · · ·+ atjkgt =
t∑
i=1

aijkgi

para alguns aijk ∈ K[x1, . . . , xn]. O algoritmo da divisão também nos garante que para todos
i, j, k temos

mdeg(aijkgi) ≤ mdeg(S(gj, gk)). (2.3)

Dáı,

xδ−γjkS(gj, gk) = x
δ−γjk

t∑
i=1

aijkgi =

t∑
i=1

bijkgi

onde bijk = x
δ−γjkaijk. Veja que

mdeg(bijkgi) = mdeg(xδ−γjkaijkgi) = mdeg(xδ−γjk) +mdeg(aijkgi)
(2.3)

≤

mdeg(xδ−γjk) +mdeg(S(gj, gk)) = mdeg(xδ−γjkS(gj, gk)) = mdeg(S(xα(j)gj, x
α(k)gk)) < δ.

De (2.2) segue que

∑
m(i)=δ

lt(hi)gi =
∑
j,k

cjkx
δ−γjkS(gj, gk) =

∑
j,k

cjk

(∑
i

bijkgi

)
=

∑
i

h̃igi.

Como mdeg(bijkgi) < δ segue que mdeg(h̃igi) < δ para todo i. Portanto, f se escreve como

f =
∑
i

h̃igi +
∑
m(i)=δ

(hi − lt(hi))gi +
∑
m(i)<δ

higi = p1g1 + · · ·+ ptgt
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com mdeg(pigi) < δ para todo i ∈ {1, . . . , t}. Logo,

δ0 := max{mdeg(pigi) : 1 ≤ i ≤ t}

é tal que δ0 ∈ S e δ0 < δ = min S, absurdo. �

Exemplo 2.3.9 Sejam g1 = y− x
2 e g2 = z− x

3 em F[x, y, z] e considere o ideal I = ⟨g1, g2⟩.
Então, G = {g1, g2} é uma base de Groebner para I com respeito à ordem lexicográfica com
y > z > x. Para provar isso, considere o S-polinômio

S(g1, g2) =
yz

y
(y− x2) −

yz

z
(z− x3) = −zx2 + xz3.

Dividindo S(g1, g2) por g1, g2 obtemos

−zx2 + yx3 = x3 · (y− x2) + (−x2) · (z− x3) + 0,

como o resto é zero, pelo Critério de Buchberger temos que G = {g1, g2} é uma base de Groebner
para I.

Agora, considere a ordem lexicográfica com x > y > z. Neste caso, temos que

S(g1, g2) =
x3

−x2
(−x2 + y) −

x3

−x3
(−x3 + z) = −xy+ z.

Dividindo S(g1, g2) por g1, g2 obtemos

−xy+ z = 0 · (−x2 + y) + 0 · (−x3 + z) + (−xy+ z).

Portanto, G não é uma base de Groebner para I.

Vamos denotar o resto na divisão de f pela s-upla ordenada F = (f1, . . . , ft) por f
F
.

Sabemos que todo ideal em F[x1, . . . , xn] possui uma base de Groebner. Vejamos, agora um
algoritmo que nos permite encontrar, de forma construtiva, uma base de Groebner para um
ideal polinomial I a partir de uma base para I. Inicialmente, vejamos isto através de um
exemplo:

Exemplo 2.3.10 Considere o anel F[x, y] com a ordem lexicográfica graduada e seja I =
⟨f1, f2⟩, onde f1 = x3 − 2xy e f2 = x2y − 2y2 + x. Dividindo S(f1, f2) = −x2 por F = {f1, f2}

obtemos como resto
S(f1, f2)

F
= −x2 ̸= 0.

Portanto, F = {f1, f2} não é uma base de Groebner para I.

Seja f3 := −x2 e considere agora F = {f1, f2, f3}. Observe que

S(f1, f2) = −x2,

S(f1, f2)
F
= 0,

S(f1, f3) = −2xy,

S(f1, f3)
F
= −2xy ̸= 0.

Portanto, F = {f1, f2, f3} não é uma base de Groebner para I.
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Seja f4 := −2xy e considere agora F = {f1, f2, f3, f4}. Observe que

S(f1, f2)
F
= 0,

S(f1, f3)
F
= 0,

S(f1, f4)
F
= 0,

S(f2, f3)
F
= −2y2 + x ̸= 0.

Portanto, F = {f1, f2, f3, f4} não é uma base de Groebner para I.

Seja f5 := −2y2 + x e considere agora F = {f1, f2, f3, f4, f5}. Observe que

S(fi, fj)
F
= 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , 5}, i ̸= j.

Portanto, F = {f1, f2, f3, f4, f5} é uma base de Groebner para I.

Lema 2.3.11 O anel F[x1, . . . , xn] é noetheriano, isto é, dada uma cadeia ascendente de ideais
em F[x1, . . . , xn]

I1 ⊂ I2 ⊂ I3 ⊂ · · ·
existe um inteiro positivo N tal que

IN = IN+1 = IN+2 = · · · .

Demonstração. Seja

I :=

∞∪
i=1

Ii

e observe que I é um ideal em F[x1, . . . , xn], de fato, I ̸= ∅ pois 0 ∈ I. Dados f, g ∈ I e
p ∈ F[x1, . . . , xn], existem ı́ndices j, k tais que f ∈ Ij e g ∈ Ik, digamos que Ij ⊂ Ik. Assim,
f, g ∈ Ik. Como Ik é ideal temos que f + g ∈ Ik e fp ∈ Ik, logo f+ g, fp ∈ I. Pelo Teorema da
Base de Hilbert, I = ⟨f1, . . . , fs⟩, para alguns f1, . . . , fs ∈ F[x1, . . . , xn]. Para cada i ∈ {1, . . . , s},
temos que fi ∈ I, logo existe um ı́ndice ji tal que fi ∈ Iji . Seja

N := max{j1, . . . , js}.

Assim, fi ∈ Iji ⊂ IN, para todo i ∈ {1, . . . , s}. Logo,

I = ⟨f1, . . . , fs⟩ ⊂ IN ⊂ IN+1 ⊂ · · · ⊂ I.

Portanto, IN = IN+1 = IN+2 = · · · . �

Teorema 2.3.12 (Algoritmo de Buchberger) Seja I = ⟨f1, . . . , fs⟩ ̸= 0 um ideal polino-
mial. Então, uma base de Groebner para I pode ser constrúıda em um número finito de
operações através do seguinte algoritmo:

INPUT: F = (f1, . . . , fs)
OUTPUT: a Groebner basis G = (g1, . . . , gt) for I, with F ⊂ G

G := F
REPEAT

G ′ := G
FOR each pair {p, q}, p ̸= q in G ′ DO

S := S(p, q)
G ′

IF S ̸= 0 THEN G := G ′ ∪ {S}

UNTIL G = G ′
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Demonstração. Primeiramente, vejamos que em qualquer etapa do algoritmo temos que G
é uma base para I, de fato, inicialmente isso é verdade pois G = F. Suponha que numa dada
etapa temos que G ′ é uma base para I. Na etapa seguinte, dados p, q ∈ G ′, com p ̸= q, temos
que S(p, q) ∈ I, pois I = ⟨G ′⟩. Assim, o resto na divisão de S(p, q) por G ′ pertence a I, ou seja

S = S(p, q)
G ′

∈ I. Portanto, G = G ′∪ {S} é base para I. Agora, vamos mostrar que o algoritmo
termina após um número finito de operações. Como G ′ ⊂ G temos que lt(G ′) ⊂ lt(G), e logo
⟨lt(G ′)⟩ ⊂ ⟨lt(G)⟩. Observe que

G ′ ⊂ G⇒ ⟨lt(G ′)⟩ ⊂ ⟨lt(G)⟩,

de fato, seG ′ ⊂ G, então existe um resto r = S(p, q)
G ′

tal que r ̸∈ G ′ e r ∈ G. Sabemos que lt(r)
não é diviśıvel por nenhum dos termos ĺıderes dos elementos de G ′, e portanto lt(r) ̸∈ ⟨lt(G ′)⟩,
mas como r ∈ G temos lt(r) ∈ ⟨lt(G)⟩. Assim, é verdade que

⟨lt(G ′)⟩ = ⟨lt(G)⟩ ⇒ G ′ = G.

Denotando por Gi a base para I obtida na i-ésima etapa do algoritmo, temos a seguinte cadeia
ascendente de ideais em F[x1, . . . , xn]

⟨lt(G1)⟩ ⊂ ⟨lt(G2)⟩ ⊂ ⟨lt(G3)⟩ ⊂ · · ·

Como F[x1, . . . , xn] é um anel noetheriano, existe um inteiro N ≥ 1 tal que

⟨lt(GN)⟩ = ⟨lt(GN+1)⟩ = ⟨lt(GN+2)⟩ = · · ·

logo
GN = GN+1 = GN+2 = · · · .

Portanto, o algoritmo termina e a base obtida é G = GN. Por fim, resta provar que GN é uma

base de Groebner para I. Sejam p ̸= q em GN e considere SN := S(p, q)
GN

. Suponha por
absurdo que SN ̸= 0, então GN+1 = GN ∪ {SN} . Como lt(SN) não é diviśıvel por nenhum dos
termos ĺıderes dos elementos de GN, temos que SN ̸∈ GN = GN+1, absurdo. Portanto, SN = 0,
e pelo critério de Buchberger GN é uma base de Groebner para I. �

Vamos obter um critério mais simples para decidir quando uma base para um ideal é de Gro-
ebner. Para isso, precisaremos da seguinte definição

Definição 2.3.13 Seja G = {g1, . . . , gt} ⊂ F[x1, . . . , xn] e fixe uma ordem monomial em M.
Dado f ∈ F[x1, . . . , xn], dizemos que f reduz a zero módulo G, e denotamos por f −→G 0,
se f pode ser escrito na forma

f = a1g1 + · · ·+ atgt, com ai ∈ F[x1, . . . , xn],

tal que sempre que aigi ̸= 0 devemos ter que mdeg(f) ≥ mdeg(aigi).

Lema 2.3.14 Seja G = (g1, . . . , gt) um conjunto ordenado de elementos de F[x1, . . . , xn] e seja
f ∈ F[x1, . . . , xn]. Se f

G
= 0, então f −→G 0.

Demonstração. Aplicando o algoritmo da divisão para dividir f por G, obtemos

f = a1g1 + · · ·+ atgt, com mdeg(f) ≥ mdeg(aigi),

sempre que aigi ̸= 0. Portanto, f −→G 0. �
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Observe que, em geral, a rećıproca não é válida:

Se dividirmos f = xy2−x por G = (xy+1, y2−1) com respeito a ordem lexicográfica, obtemos

xy2 − x = y · (xy+ 1) + 0 · (y2 − 1) + (−x− y).

Então f
G
= −x− y ̸= 0. Mas podemos escrever

xy2 − x = 0 · (xy+ 1) + x · (y2 − 1),

e mdeg(xy2 − x) ≥ mdeg(x · (y2 − 1)), logo f −→G 0.

Teorema 2.3.15 Uma base G = {g1, . . . , gt} para um ideal polinomial I é uma base de Groebner
para I se, e somente se, S(gi, gj) −→G 0, para todo i ̸= j.

Demonstração. (⇒) Se G é uma base de Groebner para I, então S(gi, gj)
G
= 0, ∀ i ̸= j.

Pelo lema anterior, vem que S(gi, gj) −→G 0, ∀ i ̸= j.

(⇐) Suponha que S(gk, gj) −→G 0, ∀ k ̸= j. Então existem a1, . . . , at ∈ K[x1, . . . , xn] tais que

S(gk, gj) =

t∑
i=1

aigi e mdeg(S(gk, gj)) ≥ mdeg(aigi), se aigi ̸= 0.

Isso é suficiente para concluir que G é uma base de Groebner para I, basta seguir o racioćınio
da demonstração do Critério de Buchberger. �

Proposição 2.3.16 Dado um conjunto finito G ⊂ F[x1, . . . , xn], suponha que temos f, g ∈ G
tais que

lcm(lm(f), lm(g)) = lm(f)lm(g),

isto significa que os monômios ĺıderes de f e g são relativamente primos. Então, S(f, g) −→G 0.

Demonstração. Podemos assumir que lc(f) = lc(g) = 1, pois S(f, g) = S(cf, dg), para todos
c, d ∈ F, de fato:

S(cf, dg) =
xγ

lt(cf)
cf−

xγ

lt(dg)
dg =

xγ

clt(f)
cf−

xγ

dlt(g)
dg =

xγ

lt(f)
f−

xγ

lt(g)
g = S(f, g),

onde xγ = lcm(lm(f), lm(g)).
Escreva f = lm(f) + p e g = lm(g) + q. Como lcm(lm(f), lm(g)) = lm(f)lm(g), temos que

S(f, g) =
lm(f)lm(g)

lm(f)
f−

lm(f)lm(g)

lm(g)
g

= lm(g)(lm(f) + p) − lm(f)(lm(g) + q)

= lm(g)lm(f) + plm(g) − lm(f)lm(g) − qlm(f)

= p(g− q) − q(f− p)

= pg− qf.

Como f, g ∈ G, basta provar que

mdeg(S(f, g)) ≥ mdeg(pg) e mdeg(S(f, g)) ≥ mdeg(qf).

Vejamos que
mdeg(S(f, g)) = max{mdeg(pg),mdeg(qf)}.
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Isso segue do fato de que lm(pg) e lm(qf) são distintos e logo, não cancelam. Para provar isso,
suponha que lm(pg) = lm(qf), então

lm(p)lm(g) = lm(q)lm(f), dáı lm(g) | lm(q)lm(f).

Como lm(g) e lm(f) são relativamente primos, vem que lm(g) | lm(q), logo lm(g) ≤ lm(q),
absurdo! Pois lm(g) > lm(q), já que g = lm(g) + q. �

Corolário 2.3.17 Seja G = {g1, . . . , gt} uma base para um ideal polinomial I. Se lm(gi) e
lm(gj) são primos entre si, para todo i ̸= j, então G é uma base de Groebner para I.

Demonstração. Segue imediatamente do Teorema 2.3.15 e da Proposição 2.3.16. �

2.4 A Pegada de um Ideal

Definição 2.4.1 Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal. A pegada de I (com respeito a uma ordem
monomial fixada em M) é o conjunto

∆(I) = {M ∈ M :M não é monômio ĺıder de nenhum polinômio em I}.

A pegada de um ideal I está intimamente relacionada com uma base de Groebner para I (ambas
definidas com respeito a mesma ordem monomial em M).

Proposição 2.4.2 Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal e seja {g1, . . . , gt} uma base de Groebner
para I. Então um monômio M pertence a ∆(I) se, e somente se, M não é múltiplo de lm(gi),
para todo i = 1, . . . , t.

Demonstração. (⇒) Óbvio (segue imediatamente da definição de ∆(I)).
(⇐) Do Lema 2.3.2, nós sabemos que se M não é múltiplo de lm(gi), para todo i = 1, . . . , t

então M não é monômio ĺıder de nenhum polinômio em I, logo M ∈ ∆(I). �

Vimos que a demonstração acima é muito simples e utiliza apenas a definição de ∆(I) em uma
direção e a definição de bases de Groebner na outra. Isso sugere que os conceitos de base de
Groebner e pegada são equivalentes, e de fato são no seguinte sentido. Uma vez encontrada uma
base de Groebner para um ideal I, podemos obter a pegada de I usando apenas a proposição
acima. Por outro lado, nós podemos iniciar com a Definição 2.4.1 e então obter uma base de
Groebner para I como sendo um conjunto {g1, . . . , gt} ⊂ I tal que o o conjunto dos monômios
que são múltiplos de lm(gi) para algum i = 1, . . . , t é exatamente M \ ∆(I). No apêndice da
referência [4] o autor mostra que tal conjunto existe e satisfaz as condições da Definição 2.3.1.

No próximo exemplo, vamos mostrar como utilizar a proposição acima para obter uma repre-
sentação gráfica da pegada.

Exemplo 2.4.3 Seja

I = ⟨x3 − x, y3 − y, x2y− y⟩ ⊂ R[x, y]

e considere M com a ordem lexicográfica, onde y ≼ x. Veja que o conjunto

B := {x3 − x, y3 − y, x2y− y}
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é uma base de Groebner para I. De fato: se f1 = x
3 − x, f2 = y

3 − y e f3 = x
2y− y, calculando

os S-polinômios de f1, f2 e f3, obtemos

S(f1, f2) = x3y− xy3 = yf1 − xf2

S(f1, f3) = 0

S(f2, f3) = −x2y+ y3 = f2 − f3

ou seja, o resto da divisão de S(f1, f2), S(f1, f3) e S(f2, f3) por B é zero, logo pelo Critério de
Buchberger B é uma base de Groebner para I.
Temos que lm(x3−x) = x3, lm(y3−y) = y3 e lm(x2y−y) = x2y. Aplicando a proposição acima
vamos determinar ∆(I). Na figura abaixo, podemos visualizar a pegada de I, onde representamos
o monômio xmyn pelo par de inteiros não negativos (m,n).

m

n

32

3

1

Inicialmente marcamos os pontos (3, 0), (0, 3) e (2, 1) que correspondem aos monômios ĺıderes
da base de Groebner B. A partir deles é fácil determinar os monômios que são múltiplos de
pelo menos um deles (pontos pretos). Assim, determinamos o conjunto dos monômios que são
monômios ĺıderes dos polinômios de I. Então, segue da discussão feita anteriormente que a
pegada de I corresponde aos pontos brancos, ou seja, ∆(I) = {1, x, x2, y, xy, y2, xy2}.

O próximo teorema nos apresenta a solução do problema de tese de Buchberger.

Teorema 2.4.4 Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal. Então

B = {M+ I :M ∈ ∆(I)}

é uma base para F[x1, . . . , xn]/I como F-espaço vetorial. Em particular, dim(F[x1, . . . , xn]/I) =
#(∆(I)).

Demonstração. Seja f ∈ F[x1, . . . , xn], dividindo f por uma base de Groebner para I, nós
temos que o resto é da forma r =

∑t

i=1 aiMi, onde ai ∈ F e Mi ∈ ∆(I), para todo i = 1, . . . , t.
Como f + I = r + I, segue que B gera F[x1, . . . , xn]/I como F-espaço vetorial. Agora, vejamos
que B é linearmente independente sobre F. Suponha que

∑ℓ

i=1 bi(Mi + I) = 0+ I, onde bi ∈ F
e Mi ∈ ∆(I), para todo i = 1, . . . , ℓ. Então

∑ℓ

i=1 biMi ∈ I e assim temos que ter bi = 0, para

todo i = 1, . . . , ℓ, do contrário,
∑ℓ

i=1 biMi seria um elemento não nulo de I cujo monômio ĺıder
não é monômio ĺıder de nenhum polinômio em I. Absurdo. �

Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal e seja {f1, . . . , ft} uma base para I. Vamos denotar por
∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) o conjunto

∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) := {M ∈ M :M não é múltiplo de lm(fi), para todo i = 1, . . . , t}.
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Proposição 2.4.5 Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal e seja {f1, . . . , ft} uma base para I. Então

(i) ∆(I) ⊂ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)).

(ii) ∆(I) = ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) se, e somente se, {f1, . . . , ft} é uma base de Groebner para
I.

Demonstração.

(i) Seja M ∈ ∆(I). Então, pela definição de pegada temos que M /∈ ⟨lm(I)⟩. Como
⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩ ⊂ ⟨lm(I)⟩, segue que M /∈ ⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩, ou seja,

M ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)).

(ii) (⇒) Seja f ∈ I. Basta provar que lm(f) ∈ ⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩. Suponha, por absurdo,
que lm(f) /∈ ⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩. Então lm(f) ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) = ∆(I). Logo,
lm(f) /∈ ⟨lm(I)⟩ e assim, f /∈ I. Absurdo.

(⇐) Por (i) já temos que ∆(I) ⊂ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)). Para provar a outra inclusão,
seja M ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)). Então, como {f1, . . . , ft} é uma base de Groebner para I,
temos que M /∈ ⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩ = ⟨lm(I)⟩, ou seja M ∈ ∆(I).

�

2.5 Variedades Afins e a Pegada de um Ideal

Nesta seção vamos apresentar uma relação entre a variedade afim associada a um ideal I e a
sua pegada quando ∆(I) for um conjunto finito.

Definição 2.5.1 Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal. A variedade afim associada a I é o conjunto

V(I) = {(a1, . . . , an) ∈ Fn : f(a1, . . . , an) = 0, para todo f ∈ I}.

É fácil ver que se I = ⟨g1, . . . , gt⟩, então (a1, . . . , an) ∈ V(I) se, e somente se, gi(a1, . . . , an) = 0,
para todo i = 1, . . . , t.

Definição 2.5.2 Seja V uma variedade afim. O ideal da variedade V é o conjunto de todos
os polinômios que se anulam em V, ou seja,

I(V) := {f ∈ F[x1, . . . , xn] : f(a1, . . . , an) = 0, para todo (a1, . . . , an) ∈ V}.

É fácil ver que esse conjunto é, de fato um ideal de F[x1, . . . , xn].

Proposição 2.5.3 Se W é uma variedade afim, então V(I(W)) =W.

Demonstração. Segue das definições de ideal de uma variedade e variedade afim que W ⊂
V(I(W)). Por outro lado, sabemos que W = V(J), para algum ideal J ⊂ F[x1, . . . , xn] e é claro
que J ⊂ I(W), logo V(J) ⊃ V(I(W)), isto é, W ⊃ V(I(W)). �

Lema 2.5.4 Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal e sejam p1, . . . , pr os pontos distintos de V(I).
Então existem polinômios f1, . . . , fr ∈ F[x1, . . . , xn] tais que fi(pj) = δij, para todos i, j ∈
{1, . . . , r}, onde δij é o delta de Kronecker.
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Demonstração. Sejam pi = (ai1, . . . , ain) ∈ Fn, com i = 1, . . . , r. Vejamos como obter f1.
Como todos os pontos são distintos, para i ∈ {2, . . . , r} existe ji ∈ {1, . . . , n} tal que a1ji ̸= aiji .
Seja

hi =
xji − aiji
a1ji − aiji

,

então hi(p1) = 1 e hi(pi) = 0, para todo i = 2, . . . , r. Tome

f1 :=

r∏
i=2

hi,

assim, nós temos que f1(p1) = 1 e f1(pi) = 0, para todo i = 2, . . . , r. Analogamente podemos
obter f2, . . . , fr. �

Teorema 2.5.5 Seja I ⊂ F[x1, . . . , xn] um ideal tal que ∆(I) é um conjunto finito. Então V(I)
é também um conjunto finito e #(V(I)) ≤ #(∆(I)).

Demonstração. Sejam p1, . . . , pr pontos distintos de V(I). Do lema anterior nós sabemos que
existem f1, . . . , fr ∈ F[x1, . . . , xn] tais que fi(pj) = δij, para todo i, j ∈ {1, . . . , r}. Vejamos que
{f1+I, . . . , fr+I} é um conjunto linearmente independente em F[x1, . . . , xn]/I. De fato, suponha
que

∑r

i=1 ai(fi + I) = 0+ I, onde a1, . . . , ar ∈ F, então
∑r

i=1 aifi ∈ I. Logo,
∑r

i=1 aifi(pj) = 0,
isto é, aj = 0, para todo j = 1, . . . , r. Assim, {f1 + I, . . . , fr + I} é linearmente independente em
F[x1, . . . , xn]/I. Portanto,

#(V(I)) = r ≤ dim(F[x1, . . . , xn]/I) = #(∆(I)).

�



Caṕıtulo 3

Códigos Parametrizados

3.1 Código Parametrizado Afim

Seja K = Fq um corpo finito com q elementos. Considere As = Ks o espaço afim sobre o corpo
K e sejam m1, . . . ,ms monômios em K[x1, . . . , xn], onde

m1 = xv1 = xv111 · · · xv1nn
m2 = xv2 = xv211 · · · xv2nn

...

ms = xvs = xvs11 · · · xvsnn

Definição 3.1.1 O conjunto

X := {(m1(a), . . . ,ms(a)) ∈ As : a = (a1, . . . , an) ∈ (K∗)n}

é chamado de conjunto tórico algébrico afim parametrizado por m1, . . . ,ms.

Como K é finito, temos que X é finito, digamos que

X = {p1, . . . , pm}, ondem = #X.

Seja S = K[t1, . . . , ts] e seja d ∈ N. Considere o conjunto

S≤d := {f ∈ S : deg(f) ≤ d} ∪ {0}.

Observe que S≤d é um K-espaço vetorial. Considere a aplicação

ψd : S≤d −→ Km

f 7−→ (f(p1), . . . , f(pm))

Vejamos que ψd é uma transformação linear:
Sejam f, g ∈ S≤d e λ ∈ K. Temos que

ψd(f+ λg) = ((f+ λg)(p1), . . . , (f+ λg)(pm))

= (f(p1) + λg(p1), . . . , f(pm) + λg(pm))

= (f(p1), . . . , f(pm)) + λ(g(p1), . . . , g(pm))

= ψd(f) + λψd(g).

22
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Definição 3.1.2

(a) A imagem da transformação linear ψd é um código linear chamado código parametri-
zado afim de ordem d e denotado por

Im(ψd) = CX(d).

(b) O ideal anulador de X é o ideal de S que consiste de todos os polinômios de S que se
anulam em X, ou seja,

I(X) := {f ∈ S : f(p) = 0, para todo p ∈ X}.

Definimos também I(X)≤d := I(X) ∩ S≤d.

Note que ker(ψd) = I(X)≤d. De fato:
Se f ∈ ker(ψd), então f ∈ S≤d e ψd(f) = 0, isto é, (f(p1), . . . , f(pm)) = (0, . . . , 0), logo
f(p1) = · · · = f(pm) = 0. Portanto, f ∈ S≤d e se anula em todos os pontos de X, ou seja,
f ∈ I(X)≤d. Para provar a outra inclusão, seja f ∈ I(X)≤d, então f ∈ S≤d e f ∈ I(X). Como
f ∈ I(X), segue que ψd(f) = (f(p1), . . . , f(pm)) = (0, . . . , 0) = 0, ou seja, f ∈ ker(ψd).

Observe que I(X)≤d é um subespaço de S≤d e vamos provar que CX(d) e S≤d/I(X)≤d são iso-
morfos.

Proposição 3.1.3 A aplicação

T : S≤d/I(X)≤d −→ CX(d)

f 7−→ ψd(f)

é um isomorfismo de K-espaços vetoriais.

Demonstração. Inicialmente, vejamos que T está bem definida. Sejam f, g ∈ S≤d/I(X)≤d tais
que f = g. Vamos mostrar que T(f) = T(g). De fato, como f = g, então f− g ∈ I(X)≤d. Como
ker(ψd) = I(X)≤d e ψd é linear, temos que

ψd(f) −ψd(g) = ψd(f− g) = 0,

ou seja, ψd(f) = ψd(g), isto é, T(f) = T(g).
Agora, vejamos que T é um isomorfismo. Temos que

(i) T é linear:
Sejam f, g ∈ S≤d/I(X)≤d e λ ∈ K. Temos que

T(f+ λg) = T(f+ λg) = ψd(f+ λg) = ψd(f) + λψd(g) = T(f) + λT(g).

(ii) ker T = {0}:
Seja f ∈ ker T . Como T(f) = ψd(f) = 0, temos que f ∈ ker(ψd) = I(X)≤d. Logo, f = 0.

(iii) ImT = CX(d):
É claro que ImT ⊂ CX(d). Para provar a outra inclusão, seja a ∈ CX(d) = Im(ψd), então
existe f ∈ S≤d tal que a = ψd(f), ou seja, a = T(f) ∈ ImT .

Portanto, T é um isomorfismo de K-espaços vetoriais. �

Proposição 3.1.4 Seja ψd a aplicação dada acima. Então, temos que
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(a) ψd é sobrejetora, para todo d ≥ m− 1.

(b) ψd(S≤d) ⊂ ψd+1(S≤d+1), para todo d ≥ 1.

Demonstração.

(a) Seja d ≥ m− 1. Inicialmente, vamos construir um polinômio f1 ∈ S≤d tal que

ψd(f1) = e1 ∈ Km.

Considere

p1 = (p11, p12, . . . , p1s)

p2 = (p21, p22, . . . , p2s)
...

pm = (pm1, pm2, . . . , pms).

Como p1 ̸= p2, podemos escolher j ∈ {1, . . . , s} tal que p1j ̸= p2j. Defina

h2 :=
tj − p2j
p1j − p2j

∈ K[t1, . . . , ts].

Assim, temos que h2(p1) = 1 e h2(p2) = 0. Da mesma forma, definimos h3, . . . , hm ∈
K[t1, . . . , ts] tais que hj(p1) = 1 e hj(pj) = 0, para todo j = 3, . . . ,m. Considere

f1 := h2 · . . . · hm.

Observe que deg(f1) = m − 1 ≤ d, logo f1 ∈ S≤d. Mais ainda, f1(p1) = 1 e f1(pj) = 0,
para todo j = 2, . . . ,m. Portanto, ψd(f1) = e1.
Analogamente, constrúımos f2, . . . , fm ∈ S≤d tais que ψd(fj) = ej, para todo j = 2, . . . ,m.
Isso prova que ψd é sobrejetora, para todo d ≥ m− 1.

(b) Seja d ≥ 1 e (f(p1), . . . , f(pm)) ∈ ψd (S≤d). Então f ∈ S≤d ⊂ S≤d+1, logo (f(p1), . . . , f(pm)) ∈
ψd+1(S≤d+1).

�

Definição 3.1.5 A função afim de Hilbert de S/I(X) é dada por

HX(d) := dimK S≤d/I(X)≤d.

Corolário 3.1.6

(a) HX(d) = m, para todo d ≥ m− 1.

(b) HX(d) é uma função crescente para todo d ≥ 1.

Demonstração.

(a) Vimos que
S≤d/I(X)≤d ≃ CX(d).

Logo, para todo d ≥ m− 1, temos que

HX(d) = dimK S≤d/I(X)≤d = dimkCX(d) = dimK Im(ψd) = dimK K
m = m.

(b) Pelo item (b) da Proposição 3.1.4, temos que ψd(S≤d) ⊂ ψd+1(S≤d+1). Logo,

dimKψd(S≤d) ≤ dimKψd+1(S≤d+1), ou seja, HX(d) ≤ HX(d+ 1), para todo d ≥ 1.

�
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3.2 Código Parametrizado Projetivo

Sobre Ks+1 \ {(0, . . . , 0)} defina a seguinte relação de equivalência:

(a0, . . . , as) ∼ (b0, . . . , bs) ⇔ (a0, . . . , as) = λ(b0, . . . , bs), para algum λ ∈ K∗.

Definição 3.2.1 O espaço projetivo de dimensão s sobre o corpo K, Ps, é o conjunto das
classes de equivalência de ∼. A classe de equivalência de um ponto (a0, . . . , as) ∈ Ks+1 \

{(0, . . . , 0)} será denotada por [a0, . . . , as].

Relembremos que um polinômio é homogêneo quando é soma de termos de mesmo grau e um
ideal é homogêneo se for gerado por polinômios homogêneos.

Definição 3.2.2 O conjunto

Y := {[m1(a), . . . ,ms(a), 1] ∈ Ps : a = (a1, . . . , an) ∈ (K∗)n}

é chamado de conjunto tórico algébrico projetivo parametrizado pelos monômios
m1, . . . ,ms,ms+1, onde ms+1 = 1.

A próxima proposição nos diz que os conjuntos tóricos algébricos afim e projetivo possuem o
mesmo número de elementos.

Proposição 3.2.3 A aplicação

ρ : X −→ Y

(x1, . . . , xs) 7−→ [x1, . . . , xs, 1]

é bijetora. Em particular, X e Y têm a mesma cardinalidade.

Demonstração. É claro que ρ é sobrejetora. Vejamos que ρ é injetora. Sejam (x1, . . . , xs) e
(x ′1, . . . , x

′
s) em X tais que ρ(x1, . . . , xs) = ρ(x ′

1, . . . , x
′
s), isto é, [x1, . . . , xs, 1] = [x ′1, . . . , x

′
s, 1].

Então existe λ ∈ K∗ tal que (x1, . . . , xs) = λ(x ′1, . . . , x
′
s, 1). Da última coordenada temos que

λ = 1, logo, (x1, . . . , xs) = (x ′1, . . . , x
′
s). Logo, ρ é injetora.

�

Observação 3.2.4 Vimos que #Y = #X = m. Digamos que

Y = {[q1], . . . , [qm]} .

Então, pela Proposição 3.2.3 podemos supor sem perda de generalidade que

[qi] = [pi, 1], para todo i = 1, . . . ,m.

Vamos denotar o anel K[t1, . . . , ts, u] por S[u].
Seja d ∈ N e defina

S[u]d := {f ∈ S[u] : f é homogêneo de grau d} ∪ {0}.

Note que S[u]d também é um K-espaço vetorial.

Seja f0(t1, . . . , ts+1) = t
d
1 e considere a aplicação

ψ ′
d : S[u]d −→ Km

f 7−→ (
f(q1)

f0(q1)
, . . . ,

f(qm)

f0(qm)

)
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Vejamos que ψ ′
d é uma transformação linear:

Para provar que ψ ′
d está bem definida, sejam [r] = [̃r] ∈ Y. Então, r = λr̃, para algum λ ∈ K∗.

Digamos que [r] = [r1, . . . , rs+1] e [̃r] = [̃r1, . . . , r̃s+1]. Seja f ∈ S[u]d, vamos provar que

f(r)

f0(r)
=
f(̃r)

f0(̃r)
.

Observe que f0(r) = f0(λr̃) = (λr̃1)
d = λdf0(̃r).

Como f é homogêneo de grau d, temos que f(r) = f(λr̃) = λdf(̃r). Portanto,

f(r)

f0(r)
=
λdf(̃r)

λdf0(̃r)
=
f(̃r)

f0(̃r)
.

Vamos provar que ψ ′
d é uma transformação linear. Sejam f, g ∈ S[u]d e λ ∈ K. Temos que

ψ ′
d(f+ λg) =

(
(f+ λg)(q1)

f0(q1)
, . . . ,

(f+ λg)(qm)

f0(qm)

)
=

(
f(q1) + λg(q1)

f0(q1)
, . . . ,

f(qm) + λg(qm)

f0(qm)

)
=

(
f(q1)

f0(q1)
, . . . ,

f(qm)

f0(qm)

)
+ λ

(
g(q1)

f0(q1)
, . . . ,

g(qm)

f0(qm)

)
= ψ ′

d(f) + λψ
′
d(g).

Definição 3.2.5

(a) A imagem da transformação linear ψ ′
d é um código linear chamado de código parame-

trizado projetivo de ordem d e denotamos por

Im(ψ ′
d) = CY(d).

(b) O ideal anulador de Y é o ideal de S[u] gerado pelos polinômios homogêneos de S[u]
que se anulam em Y, ou seja,

I(Y) := ⟨{f ∈ S[u] : f é homogêneo e f(a) = 0, ∀ a ∈ Y}⟩

Definimos também I(Y)d := I(Y) ∩ S[u]d.

Observe que I(Y)d é um ideal homogêneo de S[u]. Assim, como no caso afim, temos que
ker(ψ ′

d) = I(Y)d. De fato:
Dado f ∈ ker(ψ ′

d) temos que f ∈ S[u]d e ψ ′
d(f) = 0. Assim,(

f(q1)

f0(q1)
, . . . ,

f(qm)

f0(qm)

)
= (0, . . . , 0), ou seja, f(q1) = · · · = f(qm) = 0.

Portanto, f é homogêneo de grau d e se anula em Y. Isso mostra que f ∈ I(Y) ∩ S[u]d = I(Y)d.
Para provar a outra inclusão, seja f ∈ I(Y)d, logo f ∈ S[u]d e f ∈ I(Y). Do fato de f ∈ I(Y),
segue que

ψ ′
d(f) =

(
f(q1)

f0(q1)
, . . . ,

f(qm)

f0(qm)

)
=

(
0

f0(q1)
, . . . ,

0

f0(qm)

)
= (0, . . . , 0).

Logo, f ∈ ker(ψ ′
d).

Note que I(Y)d é um subespaço de S[u]d.

Proposição 3.2.6 A aplicação

T ′ : S[u]d/I(Y)d −→ CY(d)

f 7−→ ψ ′
d(f)

é um isomorfismo de K−espaços vetoriais.
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Demonstração. Inicialmente, veja que T ′ está bem definida. Sejam f, g ∈ S[u]d/I(Y)d tais
que f = g. Então, f− g ∈ I(Y)d = ker(ψ ′

d). Logo,

ψ ′
d(f) −ψ

′
d(g) = ψ

′
d(f− g) = 0,

ou seja, ψ ′
d(f) = ψ

′
d(g).

Vamos provar que T ′ é um isomorfismo. De fato:

(i) T ′ é uma transformação linear:
Sejam f, g ∈ S[u]d/I(Y)d e λ ∈ K. Assim, temos que

T ′(f+ λg) = T ′(f+ λg) = ψ ′
d(f+ λg) = ψ

′
d(f) + λψ

′
d(g) = T

′(f) + λT ′(g).

(ii) ker T ′ = {0}:
Seja f ∈ ker T ′. Como T ′(f) = ψ ′

d(f) = 0, temos que f ∈ ker(ψ ′
d) = I(Y)d. Logo, f = 0.

(iii) ImT ′ = CY(d):
É claro que ImT ′ ⊂ CY(d). Seja a ∈ CY(d) = Im(ψ ′

d), então existe f ∈ S[u]d tal que
a = ψ ′

d(f), ou seja, a = T ′(f) ∈ ImT ′. Logo, CY(d) ⊂ ImT ′.

�

Vamos mostrar que os códigos parametrizados CX(d) e CY(d) possuem os mesmos parâmetros
básicos, ou seja, eles tem a mesma dimensão, comprimento e distância mı́nima. Para isso,
precisaremos da seguinte definição e de mais alguns resultados.

Definição 3.2.7 Seja f ∈ S≤d. A homogeneização de f com respeito a u e d é o polinômio
dado por

fh(t1, . . . , ts, u) := u
df

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

)
.

Observe que fh é um polinômio homogêneo de grau d.

Lema 3.2.8 Considere a função homogeneização

φ : S≤d −→ S[u]d

f(t1, . . . , ts) 7−→ udf

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

)
Temos que:

(a) φ é um isomorfismo de K-espaços vetoriais.

(b) φ (I(X)≤d) = I(Y)d.

Demonstração.

(a) Veja que

(i) φ é linear: sejam f, g ∈ S≤d e λ ∈ K. Então

φ(f(t1, . . . , ts) + λg(t1, . . . , ts)) = φ((f+ λg)(t1, . . . , ts))

= ud
(
(f+ λg)

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

))
= ud

(
f

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

)
+ λg

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

))
= udf

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

)
+ λudg

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

)
= φ(f(t1, . . . , ts)) + λφ(g(t1, . . . , ts)).
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(ii) ker(φ) = {0}

Seja f ∈ ker(φ), então f ∈ S≤d e φ(f) = 0, i.e., udf

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

)
= 0. Tomando u = 1,

obtemos f(t1, . . . , ts) = 0. Portanto, f = 0.

(iii) Im(φ) = S[u]d
É claro que Im(φ) ⊂ S[u]d. Seja F ∈ S[u]d, então F = F(t1, . . . , ts, u) e é um polinômio
homogêneo de grau d. Tome f(t1, . . . , ts) = F(t1, . . . , ts, 1), então φ(f) = F. De fato:

φ(f(t1, . . . , ts)) = udf

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

)
= udF

(
t1

u
, . . . ,

ts

u
, 1

)
= F

(
u
t1

u
, . . . , u

ts

u
, u

)
= F(t1, . . . , ts, u).

De (i), (ii) e (iii) segue que φ é um isomorfismo.

(b) (⊂) Seja f ∈ I(X)≤d, então f ∈ S≤d e f ∈ I(X). Temos que

φ(f) = udf

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

)
∈ S[u]d,

e vamos mostrar que φ(f) ∈ I(Y). Para isso, seja qi ∈ Y, i = 1, . . . ,m. Sabemos que
qi = [pi, 1], com pi ∈ X. Digamos que pi = (p1i , . . . , p

s
i), então

φ(f)(qi) = f
h(qi) = f

h(pi, 1) = 1
df

(
p1i
1
, . . . ,

psi
1

)
= f(p1i , . . . , p

s
i) = 0.

Logo, φ(f) ∈ I(Y), e portanto, φ(f) ∈ I(Y) ∩ S[u]d = I(Y)d.

(⊃) Seja F ∈ I(Y)d = I(Y) ∩ S[u]d. Como F ∈ S[u]d e φ é sobrejetora, existe f ∈ S≤d tal
que φ(f) = F, vamos mostrar que f ∈ I(X). Seja pi ∈ X, i = 1, . . . ,m e considere

φ−1 : S[u]d −→ S≤d

fh 7−→ f

a função inversa de φ, então, temos que

f(pi) = φ
−1(φ(f)(qi)) = φ

−1(F(qi)) = φ
−1(0) = 0.

�

Teorema 3.2.9 A aplicação ξ : CX(d) −→ CY(d) dada por

(f(p1), . . . , f(pm))
ξ7−→ (

f(p1)

f0(p1)
, . . . ,

f(pm)

f0(pm)

)
é um isomorfismo de K-espaços vetoriais.
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Demonstração. Inicialmente veja que a aplicação

ϕ : S≤d −→ S[u]d/I(Y)d

f 7−→ fh

é sobrejetora e que ker(ϕ) = I(X)≤d. De fato, note que ϕ é a composição de duas aplicações
sobrejetoras (ϕ = γ ◦φ - como indicado no diagrama abaixo), logo é sobrejetora.

S≤d
φ−→ S[u]d

γ−→ S[u]d/I(Y)d
f 7−→ fh 7−→ fh

Agora, vejamos que ker(ϕ) = I(X)≤d.

Seja f ∈ ker(ϕ), então ϕ(f) = 0, i.e., fh = 0. Logo, fh ∈ I(Y)d e como φ(I(X)≤d) = I(Y)d,
segue que f ∈ I(X)≤d.
Por outro lado, seja f ∈ I(X)≤d. Como φ(I(X)≤d) = I(Y)d, temos que φ(f) ∈ I(Y)d. Logo,

φ(f) = 0, i.e., fh = 0. Portanto, ϕ(f) = fh = 0, ou seja, f ∈ ker(ϕ).
Assim, a aplicação

ϕ̃ : S≤d/I(X)≤d −→ S[u]d/I(Y)d

f 7−→ ϕ(f)

é um isomorfismo de K-espaços vetoriais.
Finalmente, pelas Proposições 3.1.3, 3.2.6 e do exposto acima segue que

S≤d/I(X)≤d ≃ CX(d)
S[u]d/I(Y)d ≃ CY(d)
S≤d/I(X)≤d ≃ S[u]d/I(Y)d

 ⇒ CX(d) ≃ CY(d).

Explicitamente, temos o seguinte diagrama:

CX(d)
T−1

−→ S≤d/I(X)≤d
ϕ̃−→ S[u]d/I(Y)d

T ′
−→ CY(d)

(f(p1), . . . , f(pm)) 7−→ f 7−→ fh 7−→ ψ ′
d(f

h) =

(
fh(q1)

f0(q1)
, . . . ,

fh(qm)

f0(qm)

) ,

ou seja, ξ = T ′ ◦ ϕ̃ ◦ T−1 e é dada por

ξ(f(p1), . . . , f(pm)) =

(
fh(q1)

f0(q1)
, . . . ,

fh(qm)

f0(qm)

)
=

(
f(p1)

f0(p1)
, . . . ,

f(pm)

f0(pm)

)
.

�

Corolário 3.2.10 Os códigos parametrizados CX(d) e CY(d) têm os mesmos parâmetros básicos.

Demonstração. É claro que os comprimentos de CX(d) e CY(d) são iguais a m (uma vez que
CX(d) e CY(d) são subespaços de Km). Também é claro que eles possuem a mesma dimensão,
pois eles são isomorfos. Vejamos que CX(d) e CY(d) têm a mesma distância mı́nima. Para isso,
note que ξ preserva distâncias de Hamming, isto é,

d(ξ(a), ξ(b)) = d(a, b), para todos a, b ∈ CX(d).
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De fato: sejam a, b ∈ CX(d). Digamos que a = (f(p1), . . . , f(pm)) e b = (f̃(p1), . . . , f̃(pm)),

para alguns f, f̃ ∈ S≤d. Então, temos que

d(ξ(a), ξ(b)) = d

((
f(p1)

f0(p1)
, . . . ,

f(pm)

f0(pm)

)
,

(
f̃(p1)

f0(p1)
, . . . ,

f̃(pm)

f0(pm)

))
= d((f(p1), . . . , f(pm)), (f̃(p1), . . . , f̃(pm)))

= d(a, b).

Portanto,

dmin(CX(d)) = min{d(a, b) : a, b ∈ CX(d), a ̸= b}
= min{d(ξ(a), ξ(b)) : ξ(a), ξ(b) ∈ CY(d)}
= dmin(CY(d)).

�

Corolário 3.2.11 Os códigos parametrizados CX(d) e CY(d) são equivalentes.

Demonstração. Basta considerar a isometria linear ξ : Km −→ Km dada por

(x1, . . . , xm)
ξ7−→ (

x1

f0(p1)
, . . . ,

xm

f0(pm)

)
.

�

Proposição 3.2.12

(i) A dimensão de CX(d) é crescente, como uma função de d, até atingir o valor constante
igual a m.

(ii) A distância mı́nima de CX(d) é decrescente, como uma função de d, até atingir o valor
constante igual a 1.

Demonstração.

(i) Como CX(d) e S≤d/I(X)≤d são isomorfos como K-espaços vetoriais, temos que

dimCX(d) = dimK (S≤d/I(X)≤d) = HX(d).

Pelo Corolário 3.1.6, segue o resultado.

(ii) Temos que
dmin(CX(d)) = min{ω(ψd(f)) : f ∈ S≤d, ψd(f) ̸= 0},

onde

ω(ψd(f)) = d(ψd(f), 0)

= #{p ∈ X : f(p) ̸= 0}
= #X−#{p ∈ X : f(p) = 0}.

Seja ZX(f) := {p ∈ X : f(p) = 0}. Note que o mı́nimo do conjunto {ω(ψd(f)) : f ∈
S≤d, ψd(f) ̸= 0} é atingido quando #ZX(f) for a maior posśıvel.
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Vamos mostrar que se dmin(CX(d)) > 1 então dmin(CX(d)) > dmin(CX(d + 1)). Pela
definição de distância mı́nima é suficiente mostrar que

max{#(ZX(f)) : f ∈ S≤d, ψd(f) ̸= 0} < max{#(ZX(f)) : f ∈ S≤d+1, ψd+1(f) ̸= 0}.

Seja f ∈ S≤d, comψd(f) ̸= 0 e tal que #(ZX(f)) seja a maior posśıvel. Como dmin(CX(d)) >
1, então existem dois pontos distintos a, b ∈ X, com a = (a1, . . . , as) e b = (b1, . . . , bs)
tais que f(a) e f(b) são não nulos. Como a ̸= b, temos que ak ̸= bk para algum
k = 1, . . . , s. Seja g = f · (ak − tk). Assim, temos que g ∈ S≤d+1, g não se anula em X

(pois g(b) = f(b)(ak − bk) ̸= 0) e g tem mais zeros do que f (f(a) ̸= 0 e g(a) = 0). Isso
prova a desigualdade acima e a fortiori que dmin(CX(d)) > dmin(CX(d+ 1)).
Para finalizar a demonstração vejamos que, se dmin(CX(d)) = 1, então dmin(CX(d+1)) =
1. De fato: como dmin(CX(d)) = 1, então existe f ∈ S≤d tal que ω(ψd(f)) = 1. Como
S≤d ⊂ S≤d+1, então f ∈ S≤d+1 e ω(ψd+1(f)) = 1, logo dmin(CX(d+ 1)) = 1.

�
Vamos trabalhar agora para obter expressões para I(X) e I(Y). Para isso precisaremos dos
resultados que seguem abaixo.

Proposição 3.2.13 Seja G um polinômio em K[y1, . . . , yn]. Se G se anula em (K∗)n e o grau
de G como um polinômio em yi é menor que q− 1, para todo i = 1, . . . , n, então G ≡ 0.

Demonstração. Vamos fazer indução sobre n. Se n = 1, então G é um polinômio em uma
variável com deg(G) < q − 1. Por hipótese, G se anula em K∗, isto é, G possui q − 1 ráızes.
Relembre que um polinômio não nulo de grau r em uma variável pode ter no máximo r ráızes
distintas. Como o grau de G é menor do que a quantidade de ráızes que ele possui, segue que
G ≡ 0.
Suponha que a proposição é verdadeira para n − 1 (com n ≥ 2) e vamos prová-lo para n.
Seja G ∈ K[y1, . . . , yn] satisfazendo as hipóteses da proposição. Podemos escrever G como um
polinômio na variável yn da seguinte forma

G =

s∑
j=1

Gj(y1, . . . , yn−1)y
j
n,

onde s = degyn(G) < q− 1 e cada Gj é um polinômio em K[y1, . . . , yn−1] tal que o grau de Gj
como um polinômio em yi é menor que q− 1, para todo i = 1, . . . , n− 1 e j = 1, . . . , s.
Para cada (n − 1)-upla fixada (a1, . . . , an−1) ∈ (K∗)n−1, o polinômio em yn obtido de G pela
substituição dos valores a1, . . . , an−1 se anula para todo an ∈ K∗. Como o grau desse polinômio
é menor do que q − 1 e ele se anula em q − 1 elementos, segue que ele é identicamente nulo,
logo Gj(a1, . . . , an−1) = 0, para todo (a1, . . . , an−1) ∈ (K∗)n−1. Pela hipótese de indução, segue
que Gj ≡ 0, para todo j = 1, . . . , s e, portanto G ≡ 0. �

Proposição 3.2.14 Sejam B = K[y1, . . . , yn, t1, . . . , ts], S = K[t1, . . . , ts] e I ⊂ B um ideal. Se
G é uma base de Groebner para I com respeito a ordem lexicográfica (com y1 > y2 > · · · >
yn > t1 > · · · > ts), então G ′ = G ∩ S é uma base de Groebner para I ′ = I ∩ S.

Demonstração. Como G ′ ⊂ I ′ por construção, é suficiente mostrar que

⟨lt(I ′)⟩ = ⟨lt(G ′)⟩,

pela definição de base de Groebner. Uma inclusão é óbvia e para provar a outra inclusão
⟨lt(I ′)⟩ ⊂ ⟨lt(G ′)⟩, nós precisamos mostrar que dado f ∈ I ′, o termo ĺıder lt(f) é diviśıvel por
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lt(g), para algum g ∈ G ′.
Seja f ∈ I ′ = I ∩ S, então f ∈ I e como G é uma base de Groebner para I, o termo ĺıder de
f é diviśıvel por lt(g), para algum g ∈ G. Como f ∈ I ′, isso nos diz que lt(g) envolve apenas
as variáveis t1, . . . , ts. Agora, observe que, como estamos utilizando a ordem lexicográfica com
y1 > · · · > yn > t1 > · · · > ts, qualquer monômio envolvendo y1, . . . , yn é maior do que todos
os monômios em S, logo todos os monômios de g envolvem somente as variáveis t1, . . . , ts e
portanto g ∈ S. Isso mostra que g ∈ G ′ e conclui a demonstração. �

Definição 3.2.15 Um binômio de S é um polinômio da forma ta − tb, com a, b ∈ Ns. Um
ideal gerado por binômios é dito um ideal binomial.

Proposição 3.2.16 O resto da divisão de um binômio em S por uma lista de binômios em S

ou é zero ou é também um binômio.

Demonstração. Inicialmente veja que a tese é verdadeira na divisão de um binômio por outro
binômio. De fato, suponha que queremos dividir o binômio tα − tβ por tγ − tδ. É claro que
se tα − tβ for diviśıvel por tγ − tδ, então o resto da divisão será zero. Também é óbvio que
se nenhum monômio de tα − tβ for múltiplo de nenhum monômio de tγ − tδ, então o resto
da divisão será o próprio tα − tβ. Excetuando-se esses dois casos triviais, vejamos que em
qualquer etapa da divisão o resto é sempre um binômio. Suponha que tα = lm(tα − tβ) e que
tγ = lm(tγ − tδ). Temos dois casos:

• 1o caso: tγ | tα
Nesse caso, temos que tα = tγtθ, para algum θ ∈ Ns, logo

tα − tβ = tθ(tγ − tδ) + tθ+δ − tβ,

ou seja, o resto nessa etapa da divisão é o binômio tθ+δ − tβ.

• 2o caso: tγ - tα e tγ | tβ

Nesse caso, temos que tβ = tγtθ, para algum θ ∈ Ns, logo

tα − tβ = tθ(tγ − tδ) + tα − tθ+δ,

ou seja, o resto nessa etapa da divisão é o binômio tα − tθ+δ.

Assim, como as etapas da divisão se resumem a esses casos, segue que o resto da divisão de
tα− tβ por tγ− tδ ou é zero ou é um binômio. Como cada etapa da divisão de um binômio por
uma lista de binômios é a divisão de um binômio por outro binômio, segue o resultado. �

Observação 3.2.17 Note que se f = tα − tβ, g = tγ − tδ são binômios em S, então o S-
polinômio de f e g também é um binômio. De fato: suponha que lt(f) = tα, lt(g) = tγ e
lcm(lm(f), lm(g)) = tθ, então:

S(f, g) =
tθ

lt(f)
f−

tθ

lt(g)
g

=
tθ

tα
(tα − tβ) −

tθ

tγ
(tγ − tδ)

= tθ+δ−γ − tθ+β−α

= tr − ts,

onde r = θ+ δ− γ e s = θ+ β− α são elementos de Ns.
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Lema 3.2.18 Sejam B = K[y1, . . . , yn, t1, . . . , ts] e S = K[t1, . . . , ts]. Se I é um ideal binomial
de B, então I ∩ S é um ideal binomial de S.

Demonstração. Como I é um ideal binomial de B, temos que I = ⟨g1, . . . , gt⟩, onde gi
é um binômio de B, para todo i = 1, . . . , t. Considere em M a ordem lexicográfica com
y1 > · · · > yn > t1 > · · · > ts. Utilizando o algoritmo de Buchberger podemos a partir de
{g1, . . . , gt} obter uma base de Groebner G para I. Pela observação acima, da Proposição 3.2.16
e do algoritmo de Buchberger segue que G consiste de binômios e, da Proposição 3.2.14 segue
que G ∩ S é uma base (de Groebner) para I ∩ S, portanto, I ∩ S é um ideal binomial.

�

Teorema 3.2.19 Sejam B = K[y1, . . . , yn, t1, . . . , ts] e S = K[t1, . . . , ts]. Temos que

I(X) = ⟨t1 − yv1, . . . , ts − yvs, yq−11 − 1, . . . , yq−1n − 1⟩ ∩ S

e I(X) é um ideal binomial.

Demonstração. Seja I ′ = ⟨t1 − yv1, . . . , ts − yvs, yq−11 − 1, . . . , yq−1n − 1⟩ ⊂ B. Primeiro vamos
mostrar a inclusão I(X) ⊂ I ′ ∩ S. Seja F = F(t1, . . . , ts) um polinômio que se anula em X.
Digamos que

F = λ1t
m1 + · · ·+ λrtmr , (3.1)

onde λi ∈ K∗,mi = (mi1, . . . ,mis) ∈ Ns, para 1 ≤ i ≤ r. Para cada 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ s,
temos que

t
mij

j = [(tj − y
vj) + yvj]mij .

Aplicando o binômio de Newton no lado direito da equação acima, obtemos

t
mij

j =

mij−1∑
k=0

(
mij

k

)
(tj − y

vj)mij−k(yvj)k

+ (yvj)mij ,

assim, temos que tmi pode ser escrito como

tmi = tmi1

1 · · · tmis
s = pi + (yv1)mi1 · · · (yvs)mis,

onde pi é um polinômio do ideal ⟨t1 − yv1 , . . . , ts − yvs⟩. Substituindo tm1 , . . . , tmr em (3.1),
podemos escrever F como:

F =

s∑
j=1

gj(tj − y
vj) +H(yv1, . . . , yvs), (3.2)

para alguns g1, . . . , gs em B. Considere em M a ordem lexicográfica com y1 > · · · > yn > t1 >
. . . > ts. Pelo algoritmo da divisão em K[y1, . . . , yn] temos que

H(yv1, . . . , yvs) =

n∑
k=1

hk(y
q−1
k − 1) +G(y1, . . . , yn), (3.3)

para alguns h1, . . . , hn ∈ K[y1, . . . , yn], onde os monômios que aparecem em G não são diviśıveis
por nenhum dos monômios yq−11 , . . . , yq−1n , isto é, o grau de G como um polinômio em yk é menor
do que q− 1, para todo k = 1, . . . , n. Substituindo (3.3) em (3.2), obtemos

F =

s∑
j=1

gj(tj − y
vj) +

n∑
k=1

hk(y
q−1
k − 1) +G(y1, . . . , yn). (3.4)
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Para mostrar que F ∈ I ′ ∩ S, devemos mostrar que G ≡ 0. Veja que G se anula em (K∗)n: seja
x = (x1, . . . , xn) ∈ (K∗)n, substituindo tj por x

vj , para todo j ∈ {1, . . . , s} em (3.4) e usando o
fato de que F se anula em X, temos que

0 = F(xv1 , . . . , xvs) =

s∑
j=1

g ′
j(x

vj − yvj) +

n∑
k=1

hk(y
q−1
k − 1) +G(y1, . . . , yn), (3.5)

onde g ′
j = gj(x

v1 , . . . , xvs, y1, . . . , yn), ou seja,

s∑
j=1

g ′
j(x

vj − yvj) +

n∑
k=1

hk(y
q−1
k − 1) +G(y1, . . . , yn)

é igual ao polinômio nulo para todos os valores de y1, . . . , yn. Assim, tomando yk = xk, para
todo k na equação (3.5) segue que G se anula em x = (x1, . . . , xn). Logo, G se anula em (K∗)n

e o grau de G como um polinômio na variável yk é menor que q − 1, para todo k = 1, . . . , n,
então pela Proposição 3.2.13 segue que G ≡ 0.
Para mostrar a outra inclusão I ′ ∩ S ⊂ I(X), seja F ∈ I ′ ∩ S. Como F ∈ S, então F envolve
apenas as variáveis t1, . . . , ts. Por outro lado, como F ∈ I ′, temos que

F =

s∑
j=1

gj(tj − y
vj) +

n∑
k=1

hk(y
q−1
k − 1), (3.6)

para alguns polinômios g1, . . . , gs, h1, . . . , hn ∈ B e para todos y1, . . . , yn. Seja p = (xv1, . . . , xvs) ∈
X. Substituindo tj por x

vj em (3.6), temos que

F(xv1, . . . , xvs) =

s∑
j=1

g ′
j(x

vj − yvj) +

n∑
k=1

h ′
k(y

q−1
k − 1), (3.7)

onde g ′
j = gj(x

v1 , . . . , xvs, y1, . . . , yn), h
′
k = hk(x

v1 , . . . , xvs, y1, . . . , yn) e para quaisquer valores
de y1, . . . , yn. Tomando yk = xk em (3.7), para todo k = 1, . . . , n, temos que F(p) = 0, logo F
se anula em X. Agora, como I ′ é um ideal binomial de B, segue do Lema 3.2.18 que I(X) é um
ideal binomial de S. �

Definição 3.2.20

(i) Seja f um polinômio em S de grau e. A homogeneização de f com respeito a u é
dada por

fh = uef

(
t1

u
, . . . ,

ts

u

)
.

(ii) Seja I um ideal em S = K[t1, . . . , ts]. Definimos a homogeneização de I com respeito
a u como sendo o ideal homogêneo de S[u] dado por

Ih = ⟨fh : f ∈ I⟩,

onde fh é a homogeneização de f com respeito a u.

Vamos mostrar que podemos obter o ideal anulador de Y a partir de I(X), mais especificamente,
vamos mostrar que

I(Y) = I(X)h = ⟨fh : f ∈ I(X)⟩ ⊂ S[u],
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onde fh é a homogeneização de f com respeito a u.
Vamos utilizar uma ordem monomial espećıfica em S[u] = K[t1, . . . , ts, u]. Veja que todo
monômio em S[u] pode ser escrito como

tα1

1 · · · tαs

s u
r = tαur,

onde tα não possui o fator u. Assim, podemos estender a ordem graduada > dos monômios em
S para uma ordem >h dos monômios em S[u] da seguinte maneira:

tαur >h t
βur

′ ⇐⇒ (tα > tβ) ou (tα = tβ e r > r ′).

Observe que ti >h u para todo i = 1, . . . , s, basta ver que

ti = t
eiu0 >h u = t0u1, pois tei > t0.

Seja f um polinômio em S de grau d. Então, podemos escrever f de maneira única como

f = f0 + f1 + · · ·+ fd,

onde deg(fi) = i, para todo i = 0, . . . , d. Dizemos que f0, . . . , fd são as componentes homogêneas
de f.

Lema 3.2.21 Sejam f ∈ S = K[t1, . . . , ts] e > uma ordem graduada dos monômios em S, então

lm>h
(fh) = lm>(f).

Demonstração. Seja f ∈ S e digamos que tα = lm>(f). Como > é uma ordem graduada,
temos que tα é um dos monômios que aparece na componente homogênea de f de maior grau.
Quando homogeneizamos f com respeito a u temos que tα não é modificado.
Seja tβur um monômio qualquer de fh. Como tβ é um monômio de f temos que tα > tβ, logo
tα >h t

βur, portanto, tα = lm>h
(fh). �

Teorema 3.2.22 Seja I um ideal em S = K[t1, . . . , ts] e seja G = {g1, . . . , gr} uma base de Gro-
ebner para I com respeito a alguma ordem monomial graduada em S. Então, Gh = {gh1 , . . . , g

h
r }

é uma base de Groebner para Ih ⊂ S[u].

Demonstração. Vamos provar o teorema mostrando que Gh é uma base de Groebner para Ih

com respeito a ordem monomial >h definida acima. Como gi ∈ I, para todo i = 1, . . . , r, temos
que ghi ∈ Ih, para todo i = 1, . . . , r.
Para mostrar que Gh é uma base de Groebner para Ih, precisamos provar que

⟨lt>h
(Ih)⟩ = ⟨lt>h

(gh1 ), . . . , lt>h
(ghr )⟩.

Seja p ∈ Ih e vamos provar que lm>h
(p) ∈ ⟨lt>h

(gh1 ), . . . , lt>h
(ghr )⟩.

Como Ih é um ideal homogêneo, todas as componentes homogêneas de p pertencem a Ih.
Digamos que F é a componente homogênea de p de maior grau. Então, F ∈ Ih e F é homogêneo.
Observe que

lm>h
(p) = lm>h

(F).

Assim, basta provar que
lm>h

(F) ∈ ⟨lt>h
(gh1 ), . . . , lt>h

(ghr )⟩.

Pelo Teorema da Base de Hilbert, existem f1, . . . , fm ∈ I tais que

Ih = ⟨fh1 , . . . , fhm⟩.
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Como F ∈ Ih temos que

F =

m∑
j=1

Ajf
h
j ,

para alguns A1, . . . , Am ∈ S[u]. Seja f = F(t1, . . . , ts, 1) a desomogeneização de F com respeito
a u. Assim,

f = F(t1, . . . , ts, 1) =

m∑
j=1

Aj(t1, . . . , ts, 1)f
h
j (t1, . . . , ts, 1) =

m∑
j=1

Aj(t1, . . . , ts, 1)fj.

Isso mostra que f ∈ I. Agora, homogeneizando f com respeito a u temos que

F = uefh,

para algum e ≥ 0. Assim, pelo Lema 3.2.21, segue que

lm>h
(F) = uelm>h

(fh) = uelm>(f). (3.8)

Como G é uma base de Groebner para I, temos que

⟨lt>(I)⟩ = ⟨lt>(g1), . . . , lt>(gr)⟩.

Sabemos que lt>(f) ∈ lt>(I), pois f ∈ I, logo

lt>(f) ∈ ⟨lt>(g1), . . . , lt>(gr)⟩,

ou seja, lm>(f) é diviśıvel por lm>(gi) para algum i ∈ {1, . . . , r}.
Novamente, pelo Lema 3.2.21, temos que

lm>(gi) = lm>h
(ghi ).

Assim, lm>(f) é diviśıvel por lm>h
(ghi ) e sabemos, por (3.8), que lm>h

(F) é diviśıvel por lm>(f),
logo lm>h

(F) é diviśıvel por lm>h
(ghi ).

Isso prova que
lm>h

(F) ∈ ⟨lt>h
(gh1 ), . . . , lt>h

(ghr )⟩,
portanto, Gh é uma base de Groebner para Ih com respeito a ordem monomial >h.

�

Teorema 3.2.23 Se f1, . . . , fr é um base de Groebner para I(X) com respeito a alguma ordem
monomial graduada em S, então fh1 , . . . , f

h
r é uma base de Groebner para I(X)h e vale que

I(Y) = I(X)h = ⟨fh1 , . . . , fhr ⟩.

Demonstração. Vejamos que I(Y) ⊂ I(X)h. Seja f ∈ I(Y), então f ∈ S[u] é um polinômio
homogêneo de grau d que se anula em Y. Seja g := f(t1, . . . , ts, 1) ∈ S. Observe que f = uegh,
para algum e ≥ 0. Seja (a1, . . . , as) ∈ X. Como f se anula em [a1, . . . , as, 1], temos que
f(a1, . . . , as, 1) = 0, ou seja, g(a1, . . . , as) = 0, logo g se anula em X e, portanto, f = uegh ∈
I(X)h.
Para provar a outra inclusão I(X)h ⊂ I(Y), basta mostrar que os geradores de I(X)h se anulam
em Y. Seja f um gerador de I(X)h, então f = gh, para algum g ∈ I(X). Seja [a1, . . . , as, 1] ∈ Y,
então (a1, . . . , as) ∈ X e como g ∈ I(X), temos que

f(a1, . . . , as, 1) = g
h(a1, . . . , as, 1) = g(a1, . . . , as) = 0,

portanto, f ∈ I(Y). Agora, segue imediatamente do Teorema 3.2.22 que fh1 , . . . , f
h
r é uma base

de Groebner para I(X)h e, em particular I(X)h = ⟨fh1 , . . . , fhr ⟩. �
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Definição 3.2.24 A função de Hilbert de S[u]/I(Y) é dada por

HY(d) := dimk (S[u]d/I(Y)d) .

De modo análogo ao que fizemos para a função afim de Hilbert de S/I(X), pode-se mostrar

que HY(d) = m = #Y, para todo d ≥ m − 1. Vamos denotar por hY(t) =

r∑
i=0

cit
i ∈ Q[t] o

polinômio de Hilbert de S[u]/I(Y). O número inteiro crr! é chamado grau de S[u]/I(Y) e
denotado por deg (S[u]/I(Y)). Sabemos que, para d suficientemente grande HY(d) = hY(d),
veja [5].

Proposição 3.2.25 A dimensão e o comprimento de CX(d) são iguais a HY(d) e deg (S[u]/I(Y)),
respectivamente.

Demonstração. Já vimos que S[u]d/I(Y)d ≃ CY(d) ≃ CX(d), logo

dimK(CX(d)) = dimK(CY(d)) = dimK (S[u]d/I(Y)d) = HY(d).

Sabemos que o grau do polinômio de Hilbert de S[u]/I(Y) é igual a dimensão da variedade
projetiva Y (veja [5]). Como Y é finito, segue que hY(t) é igual a uma constante c0, assim,
deg (S[u]/I(Y)) = c0. Por outro lado, para d suficientemente grande, temos que

#Y = HY(d) = hY(d),

logo, hY(t) = c0 = #Y, para todo t ∈ N e, portanto, o comprimento de CX(d) é dado por

#X = #Y = deg (S[u]/I(Y)) .

�



Caṕıtulo 4

Código Parametrizado no Toro Afim

Vamos utilizar a teoria de bases de Groebner e a pegada de um ideal para calcular os parâmetros
básicos de uma certa famı́lia de códigos parametrizados afins.

4.1 Toro Afim e Código Parametrizado no Toro Afim

Seja K = Fq um corpo finito com q elementos. Seja T o conjunto tórico algébrico afim pa-
rametrizado por m1 = x1, . . . ,ms = xs, onde m1, . . . ,ms ∈ K[x1, . . . , xs]. Assim, T é dado
por

T = {(m1(a), . . . ,ms(a)) ∈ As : a = (a1, . . . , as) ∈ (K∗)s}

= {(a1, . . . , as) ∈ As : ai ∈ K∗,∀ i = 1, . . . , s}.

O conjunto T é chamado de toro afim. Como #(K∗) = q − 1, segue que #T = (q − 1)s.
Digamos que

T = {p1, p2, . . . , p(q−1)s}.

Sejam f1, . . . , fs ∈ K[t1, . . . , ts] dados por fi := t
q−1
i − 1, para todo i = 1, . . . , s e considere o

ideal

I = ⟨f1, . . . , fs⟩.

Veja que V(I) = T . De fato: seja a = (a1, . . . , as) ∈ T , então ai ∈ K∗, para todo i = 1, . . . , s

e fi(ai) = a
q−1
i − 1 = 0, para todo i = 1, . . . , s. Logo, a ∈ V(I). Por outro lado, seja

b = (b1, . . . , bs) ∈ V(I). Temos que

fi(b1, . . . , bs) = 0 =⇒ b
q−1
i − 1 = 0 =⇒ b

q−1
i = 1,

logo bi ̸= 0, i.e., bi ∈ K∗, para todo i = 1, . . . , s. Logo, b ∈ T .

Observe que #(∆(I)) = (q − 1)s. De fato: como lm(fi) = t
q−1
i , para todo i = 1, . . . , s, temos

que

∆(I) ⊂ {tα1

1 . · · · .t
αs

s : 0 ≤ αi < q− 1,∀ i = 1, . . . , s} .

Logo,

(q− 1)s = #T = #V(I) ≤ #∆(I) ≤ (q− 1)s,

ou seja, #(∆(I)) = (q− 1)s.

38
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Proposição 4.1.1 A aplicação

φ : K[t1, . . . , ts]/I −→ K(q−1)s

f+ I 7−→ (f(p1), . . . , f(p(q−1)s))

é um isomorfismo de K-espaços vetoriais.

Demonstração. É claro que φ é uma transformação linear. Do Teorema 2.4.4 e do exposto
acima segue que

dim(K[t1, . . . , ts]/I) = #(∆(I)) = (q− 1)s.

Pelo Lema 2.5.4 existem polinômios f1, . . . , f(q−1)s ∈ K[t1, . . . , ts] tais que fi(pj) = δij para todo
i, j ∈ {1, . . . , (q− 1)s}, então φ(fi) = ei, onde ei é o i-ésimo vetor da base canônica de K(q−1)s ,
para todo i = 1, . . . , (q− 1)s. Isso prova que φ é sobrejetora e a fortiori um isomorfismo. �

Para todo inteiro d ≥ 0, considere o K-espaço vetorial de K[t1, . . . , ts]/I dado por

L≤d := {p+ I : p = 0 ou deg(p) ≤ d}.

Definição 4.1.2 O código parametrizado no toro afim, CT(d), é a imagem φ(L≤d).

É claro que o comprimento de CT(d) é igual a (q− 1)s.

Lema 4.1.3 {f1, . . . , fs} é uma base de Groebner para I.

Demonstração. Basta notar que os monômios ĺıderes de fi e fj são primos entre si, para todos
i, j ∈ {1, . . . , s}, com i ̸= j. �

Lema 4.1.4 O ideal de T é I, isto é, I(T) = I.

Demonstração. É claro que I ⊂ I(T), dáı ∆(I(T)) ⊂ ∆(I). Como T é uma variedade afim,
sabemos que V(I(T)) = T . Então, temos que

(q− 1)s = #T = #(V(I(T))) ≤ #(∆(I(T))) ≤ #(∆(I)) = (q− 1)s,

logo, #(∆(I(T))) = (q − 1)s. Assim, ∆(I(T)) ⊂ ∆(I) e eles possuem o mesmo número de
elementos, portanto ∆(I(T)) = ∆(I).
Pelo lema anterior, sabemos que {f1, . . . , fs} é base de Groebner para I, logo

∆(I) = ∆(lm(f1), . . . , lm(fs)),

então ∆(I(T)) = ∆(lm(f1), . . . , lm(fs)). E como fi ∈ I(T), para todo i = 1, . . . , s, segue que
{f1, . . . , fs} é uma base (de Groebner) para I(T). Portanto, I(T) = ⟨f1, . . . , fs⟩ = I. �

Seja ∆(I)≤d := {M ∈ ∆(I) : deg(M) ≤ d}.

Proposição 4.1.5 O conjunto
{
M+ I :M ∈ ∆(I)≤d

}
é uma base para L≤d.

Demonstração. Pelo Teorema 2.4.4, nós sabemos que
{
M+ I :M ∈ ∆(I)≤d

}
é um conjunto

linearmente independente, e claramente está contido em L≤d.
Seja f ∈ K[t1, . . . , ts], f ̸= 0 tal que deg(f) ≤ d. Seja r o resto da divisão de f por {f1, . . . , fs}.
Do algoritmo da divisão, do fato de {f1, . . . , fs} ser uma base de Groebner para I e da Pro-
posição 2.4.2, segue que r é uma combinação linear de monômios em ∆(I)≤d, isso termina a
demonstração. �
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4.2 Dimensão e Distância Mı́nima

Agora, nós vamos calcular a dimensão e a distância mı́nima de CT(d). Comoφ é um isomorfismo
e CT(d) = φ(L≤d), temos que dimCT(d) = dimK L≤d.

Proposição 4.2.1 Para todo inteiro d ≥ s(q− 2) temos que:

(i) dimCT(d) = #(∆(I)≤d) = (q− 1)s.

(ii) dminCT(d) = 1.

Demonstração.

(i) Da Proposição 4.1.5 e do fato de φ ser um isomorfismo, segue que

dimCT(d) = dimK L≤d = #(∆(I)≤d).

Agora, observe que, como {f1, . . . , fs} é uma base de Groebner para I, então

∆(I) = {tα1

1 . · · · .t
αs

s : 0 ≤ αi ≤ q− 2, ∀ i = 1, . . . , s} .

Como d ≥ s(q− 2), temos que ∆(I)≤d = ∆(I), logo #∆(I)≤d = #∆(I) = (q− 1)s.

(ii) Como φ é um isomorfismo e φ(L≤d) = K
(q−1)s , segue que dminCT(d) = 1.

�

Teorema 4.2.2 A dimensão de CT(d) para 0 ≤ d < s(q− 2) é dada por

dim(CT(d)) =

⌊ d
q−1⌋∑
j=0

(−1)j
(
s

j

)(
s+ d− j(q− 1)

s

)

onde o conjunto
(
a

b

)
= 0 se a < b.

Demonstração. Seja 0 ≤ d < s(q − 2) e seja M≤d o conjunto de todos os monômios de
K[t1, . . . , ts] de grau até d. Para cada j ∈ {1, . . . , s} defina M(j) := {M ∈ M : lm(fj) | M}.
Assim, temos que

∆(I)≤d = M≤d −

s∪
j=1

M(j)≤d.

Sabemos que #(M≤d) =
(
s+d
d

)
e pelo Prinćıpio da Inclusão-Exclusão, segue que

#

 s∪
j=1

M(j)≤d

 =

s∑
j=1

#(M(j)≤d) −
∑

2≤j1<j2≤s

#(M(j1)≤d ∩M(j2)≤d) + · · ·+ (−1)s#

 s∩
j=2

M(j)≤d


=

[(
s

1

)(
s+ d− (q− 1)

s

)
−

(
s

2

)(
s+ d− 2(q− 1)

s

)
+

(
s

3

)(
s+ d− 3(q− 1)

s

)
+ · · ·+ (−1)s+1

(
s

s

)(
s+ d− s(q− 1)

s

)]



41

Logo,

#(∆(I)≤d) = #(M≤d) −#

(
s∪
j=1

M(j)≤d

)

=

(
s

0

)(
s+ d− 0 · (q− 1)

s

)
−

(
s

1

)(
s+ d− 1 · (q− 1)

s

)
+

(
s

2

)(
s+ d− 2(q− 1)

s

)
+ · · ·+ (−1)s

(
s

s

)(
s+ d− s(q− 1)

s

)
=

s∑
j=0

(−1)j
(
s

j

)(
s+ d− j(q− 1)

s

)
,

admitindo que
(
a

b

)
= 0 quando a < b.

Seja j ∈ {0, . . . , s} tal que d− j(q− 1) ≥ 0 e d− (j+ 1)(q− 1) < 0. Observe que

d

q− 1
− 1 < j ≤ d

q− 1
, isto é, j =

⌊
d

q− 1

⌋
.

Assim, temos que

dimCT(d) = #(∆(I)≤d) =

⌊ d
q−1⌋∑
j=0

(−1)j
(
s

j

)(
s+ d− j(q− 1)

s

)
.

�

Para obtermos a distância mı́nima de CT(d) para 0 ≤ d < s(q − 2), precisaremos do seguinte
resultado:

Lema 4.2.3 Seja 0 ≤ d < s(q − 2) um inteiro e seja m(α1, . . . , αs) :=

s∏
i=1

(q − 1 − αi), onde

0 ≤ αi < q− 1 são inteiros, para todo i = 1, . . . , s. Então

min{m(α1, . . . , αs) : α1 + · · ·+ αs ≤ d} = (q− 1)s−k−1(q− 1)ℓ,

onde k e ℓ são unicamente determinados por k ≥ 0, 1 ≤ ℓ ≤ q− 2 e d = k(q− 2) + ℓ.

Demonstração. Considere o conjunto

Nd =

{
α = (α1, . . . , αs) ∈ Ns :

s∑
i=1

αi ≤ d e 0 ≤ αi < q− 1, 1 ≤ i ≤ s

}
.

Vamos denotar s(α) =

s∑
i=1

αi e m(α) =

s∏
i=1

(q − 1 − αi). Observe que m(α) > 0, para todo

α ∈ Nd, pois q− 1− αi > 0, para todo i ∈ {1, . . . , s}. Nosso objetivo é calcular

µd := min{m(α) : α ∈ Nd}.

Inicialmente, observe que o mı́nimo é atingido quando s(α) = d, isto é,

µd = min{m(α) : α ∈ Nd e s(α) = d}.
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Seja α ∈ Nd tal que s(α) < d. Vamos encontrar α̃ ∈ Nd tal que s(α̃) = s(α)+1 em(α̃) < m(α).
Isso prova que se α ∈ Nd e m(α) = µd, então s(α) = d.
Temos que s(α) < d < s(q − 2). Observe que existe i ∈ {1, . . . , s} tal que αi < q − 2, pois
do contrário, αi = q − 2, para todo i, logo, s(α) = s(q − 2), que é um absurdo. Considere
α̃ = (α̃1, . . . , α̃s) tal que

α̃j =

{
αj, se j ̸= i

αj + 1, se j = i

Assim, α̃i = αi + 1 < q − 2 + 1 = q − 1 e α̃j = αj < q − 1, para todo j ̸= i. Além disso,
s(α̃) = s(α) + 1 ≤ d, logo, α̃ ∈ Nd. Observe que para j ̸= i, temos que q− 1− α̃j = q− 1−αj
e q− 1− α̃i = q− 1− αi − 1 < q− 1− αi, portanto,

m(α̃) =

s∏
j=1

(q− 1− α̃j) <

s∏
j=1

(q− 1− αj) = m(α).

Seja α ∈ Nd com s(α) = d. Como s(α) < s(q − 2), existe i ∈ {1, . . . , s} tal que αi < q − 2.
Seja j = min{i : αi < q− 2}. Temos três possibilidades para j:

(I) j ≤ k (II) j = k+ 1 (III) j > k+ 1

(I) Suponha que j ≤ k. Nesse caso,

α1 + · · ·+ αj = (j− 1)(q− 2) + αj

< (j− 1)(q− 2) + (q− 2)

= j(q− 2)

≤ k(q− 2)

< k(q− 2) + ℓ = d = s(α).

Assim, existe j1 > j tal que αj1 > 0. Seja j
′ = min{j1 : j1 > j e αj1 > 0}.

(I.1) Suponha que αj + αj ′ ≤ q− 2. Considere β = (β1, . . . , βs) ∈ Ns tal que
βj = αj + αj ′

βj ′ = 0

βi = αi, se i /∈ {j, j ′}

Assim, βi < q − 1 para todo i e s(β) = s(α) = d, logo, β ∈ Nd. Observe que α
e β diferem apenas nas posições j e j ′. É fácil ver que (q − 1 − αj)(q − 1 − αj ′) ≥
(q− 1− βj)(q− 1− βj ′). Portanto,

m(α) =

s∏
i=1

(q− 1− αi) ≥
s∏
i=1

(q− 1− βi) = m(β).

(I.2) Suponha que αj + αj ′ > q− 2. Considere β = (β1, . . . , βs) ∈ Ns tal que
βj = q− 2
βj ′ = αj ′ − (q− 2− αj)
βi = αi, se i /∈ {j, j ′}

Assim, βi < q − 1, para todo i, e s(β) = s(α) = d. Logo, β ∈ Nd. Observe que
α e β diferem apenas nas posições j e j ′. Vejamos que (q − 1 − αj)(q − 1 − αj ′) ≥
(q−1−βj)(q−1−βj ′). De fato, sejam A = q−1−αj > 0 e B = q−1−αj ′ > 0. Como
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A− 1 ≥ 0 e B− 1 ≥ 0, temos que (A− 1)(B− 1) ≥ 0, ou seja, AB−A−B+ 1 ≥ 0,
ou seja, AB ≥ A+ B− 1. Assim, temos que

(q− 1− αj)(q− 1− αj ′) ≥ (q− 1− αj) + (q− 1− αj ′) − 1.

Observe que

(q− 1− βj)(q− 1− βj ′) = q− 1− (αj ′ − (q− 2) + αj)

= (q− 1− αj) + (q− 1− αj ′) − 1

≤ (q− 1− αj)(q− 1− αj ′).

Portanto, m(α) ≥ m(β).

(II) Suponha que j = k+ 1. Nesse caso, temos que α1 = · · · = αk = q− 2 e αk+1 < q− 2. Se
αk+1 = ℓ, então αk+2 = · · · = αs−1 = 0. Tomamos β = α, que teremos m(α) = m(β).
Se αk+1 < ℓ, temos que existe j2 > k+ 1 tal que αj2 > 0. Seja

j ′ = min{j2 : j2 > k+ 1 e αj2 > 0}.

Observe que αk+1 + αj ′ ≤ ℓ ≤ q − 2. Assim, como no caso (I.1), encontramos β ∈ Nd

com s(β) = d tal que m(α) ≥ m(β).

(III) Suponha j > k+ 1. Nesse caso, α1 = · · · = αk+1 = q− 2. Como s(α) = d = k(q− 2) + ℓ,
com 1 ≤ ℓ ≤ q − 2, temos que ℓ = q − 2 e que αk+2 = · · · = αs = 0. Tomamos β = α,
que teremos m(α) = m(β).

Seja γ = (γ1, . . . , γs) ∈ Ns tal que

γi =


q− 2 , 1 ≤ i ≤ k
ℓ , i = k+ 1
0 , k+ 2 ≤ i ≤ s

Obtemos assim, um processo Γ que a cada α ∈ Nd com s(α) = d, encontramos β = Γ(α)
tal que β ∈ Nd com s(β) = d tal que m(α) ≥ m(β). Basta mostrar que em um número
finito de etapas este processo atinge o elemento γ.
Considere em Nd a ordem lexicográfica. Para todo α ∈ Nd, com s(α) = d e α ̸= γ, temos
que α < Γ(α), logo em um número finito de etapas, temos que Γ atinge

γ = max{α ∈ Nd : s(α) = d}.

Mostramos assim que m(γ) ≤ m(α), para todo α ∈ Nd com s(α) = d. Portanto,

µd = m(γ) = (q− 1− ℓ)(q− 1)s−k−1.

�

Proposição 4.2.4 Seja 0 ≤ d < s(q − 2) um inteiro, a distância mı́nima de CT(d) é igual a
(q − 1)s−k−1(q − 1 − ℓ), onde k e ℓ são unicamente determinados por k ≥ 0, 1 ≤ ℓ ≤ q − 2 e
d = k(q− 2) + ℓ.

Demonstração. Seja f ∈ L≤d, f ̸= 0 e seja Jf := ⟨f, f1, . . . , fs⟩. Temos que

ω(φ(f)) = d(φ(f), 0)

= #{p ∈ T : f(p) ̸= 0}
= #T −#{p ∈ T : f(p) = 0}.
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Observe que #{p ∈ T : f(p) = 0} = #(V(Jf)). Logo, o peso de φ(f) é dado por

ω(φ(f)) = #T −#(V(Jf)) = (q− 1)s −#(V(Jf)).

Do Teorema 2.5.5, temos que #(V(Jf)) ≤ #(∆(Jf)). Sabemos que

∆(Jf) ⊂ ∆(lm(f), lm(f1), . . . , lm(fs)),

logo #(∆(Jf)) ≤ #(∆(lm(f), lm(f1), . . . , lm(fs))). Note que

∆(lm(f), lm(f1), . . . , lm(fs)) = {M ∈ ∆(I) : lm(f) -M}

= ∆(I) − {M ∈ ∆(I) : lm(f) |M}.

Digamos que lm(f) = tα1

1 . · · · .tαs
s e chame ∆f := {M ∈ ∆(I) : lm(f) |M}. Então, temos que

#(∆f) =

s∏
i=1

(q− 1− αi).

De fato: se M = tβ1

1 . · · · .tβs
s ∈ ∆f, então M ∈ ∆(I) e lm(f) |M, ou seja, αi ≤ βi ≤ q− 2, para

todo i = 1, . . . , s. Assim, existem q − 1 − αi possibilidades para cada βi, com i = 1, . . . , s.

Logo, #(∆f) = (q− 1− α1). · · · .(q− 1− αs) =

s∏
i=1

(q− 1− αi).

Então,

#(∆(lm(f), lm(f1), . . . , lm(fs))) = #(∆(I)) −#(∆f)

= (q− 1)s −

s∏
i=1

(q− 1− αi).

Portanto,

#(V(Jf)) ≤ #(∆(Jf)) ≤ #(∆(lm(f), lm(f1), . . . , lm(fs))) = (q− 1)s −

s∏
i=1

(q− 1− αi).

Assim, temos que

ω(φ(f)) ≥ (q− 1)s − (q− 1)s +

s∏
i=1

(q− 1− αi) =

s∏
i=1

(q− 1− αi).

Como dminCT(d) = min{ω(φ(f)) : f ∈ L≤d, f ̸= 0}, segue do lema anterior que

dminCT(d) ≥ (q− 1)s−k−1(q− 1− ℓ).

Para finalizar a demonstração, vejamos que essa cota é atingida. Sejam A1, . . . , Ak, Ak+1 sub-
conjuntos de K∗ tais que #A1 = · · · = #Ak = q − 2 e #Ak+1 = ℓ. Seja g ∈ K[t1, . . . , ts] dado
por

g(t1, . . . , ts) =
∏
ai∈A1

(t1 − ai). · · · .
∏
bi∈Ak

(tk − bi).
∏

ci∈Ak+1

(tk+1 − ci).

Então, deg(g) = k(q − 2) + ℓ = d e g não se anula em (q − 1)s−k−1(q − 1 − ℓ) pontos de
T = (K∗)s. Logo,

ω(φ(g)) = (q− 1)s−k−1(q− 1− ℓ).

�
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Corolário 4.2.5 Se T é um toro afim em A1, então CT(d) é um código MDS e sua distância
mı́nima é dada por

dmin(CT(d)) =

{
q− 1− d se 1 ≤ d ≤ q− 3,

1 se d ≥ q− 2.

Demonstração. Observe que s = 1. Se d ≥ q − 2, pela Proposição 4.2.1 segue que
dmin(CT(d)) = 1 e dim(CT(d)) = #T = q− 1, portanto,

dmin(CT(d)) = #T − dim(CT(d)) + 1,

isto é, CT(d) é um código MDS.
Se d ≤ q− 3, pela Proposição 4.2.4, temos que

dmin(CT(d)) = (q− 1)s−k−1(q− 1− ℓ),

onde k e ℓ são unicamente determinados por k ≥ 0, 1 ≤ ℓ ≤ q − 2 e d = k(q − 2) + ℓ. Como
d ≤ q − 3, temos que k = 0 e ℓ = d, logo dmin(CT(d)) = q − 1 − d. Note que #T = q − 1 e
pelo Teorema 4.2.2 temos que

dim(CT(d)) =

1∑
j=0

(−1)j
(
1

j

)(
1+ d− j(q− 1)

1

)
=

(
1

0

)(
1+ d

1

)
−

(
1

1

)(
1+ d− (q− 1)

1

)
=

(
1

0

)(
1+ d

1

)
= d+ 1,

portanto, dmin(CT(d)) = #T − dim(CT(d)) + 1, ou seja, CT(d) é um código MDS.
�

Exemplo 4.2.6 Seja T um toro afim em A2 e seja CT(d) o código parametrizado afim de grau
d sobre o corpo K = F11. Sabemos que o comprimento de CT(d) é igual a #T = 100 e usando
os resultados vistos acima temos que

d dimK(CT (d)) dmin(CT (d))

1 3 90

2 6 80

3 10 70

4 15 60

5 21 50

6 28 40

7 36 30

8 45 20

9 55 10

10 64 9

11 72 8

12 79 7

13 85 6

14 90 5

15 94 4

16 97 3

17 99 2

18 100 1

19 100 1

20 100 1
...

...
...
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