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algébrico projetivo. Também apresentamos uma caracterização para toros utilizando o conceito
de “clutters”. As ferramentas utilizadas provêm da teoria de bases de Groebner e da geometria
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Abstract

This work aims at presenting the parameters of codes parameterized on the algebraic projective
torus. We also present a characterization for the torus using the concept of clutters. The tool
that we use come from Groebner basis theory and algebraic geometry. The thesis contains a
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Introdução

Este trabalho trata de códigos corretores de erros, em particular, dos parâmetros básicos que
são: distância mı́nima, dimensão e comprimento. Os códigos corretores de erros participam
da vida moderna de inúmeras formas como, por exemplo, nas comunicações via satélite, na
telefonia celular e na comunicação entre computadores. Um dos fundadores da teoria dos
códigos corretores de erros foi o matemático americano Claude Elwood Shannon. Em 1948,
Shannon publicou um importante artigo cient́ıfico que tinha como t́ıtulo: “A Mathematical
Theory of Communication”, enfocando o problema de qual é a melhor forma para codificar
uma informação que um emissor queira transmitir para um receptor. Inicialmente, os maiores
interessados na teoria dos códigos foram os matemáticos que a desenvolveram consideravelmente
nas décadas de 50 e 60. A partir da década de 70, com as pesquisas espaciais e a grande
popularização dos computadores, essa teoria começou a interessar também aos engenheiros, e
desde então tem sido muito estudada.

Este trabalho está dividido em cinco caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo, veremos alguns conceitos
e resultados sobre bases de Groebner tais como: critério de Buchberger, algoritmo de Buch-
berger, base de Groebner minimal e base de Groebner reduzida. Além de exemplos, também
inclúımos uma série de resultados sobre estes conceitos. No segundo caṕıtulo, apresentamos
a definição do espaço projetivo n-dimensional, interpretação geométrica e algumas proprieda-
des. Em seguida, definimos polinômios homogêneos, variedades projetivas, ideais homogêneos
e vimos as propriedades que serão mais utilizadas no desenvolvimento deste trabalho.

O caṕıtulo 3 trata de corpos finitos, que é uma ferramenta essencial para este trabalho. Inicia-
mos com algumas propriedades sobre a caracteŕıstica de um corpo finito, em seguida provamos
alguns resultados auxiliares com a finalidade de provar a existência e unicidade de corpos finitos.
O caṕıtulo 4, traz somente uma breve introdução à teoria de códigos lineares para familiarizar
o leitor com as definições e notações. Este caṕıtulo contém os seguintes conceitos: definição de
código linear, peso, distância de Hamming, comprimento, dimensão, distância mı́nima, cota de
Singleton e códigos MDS.

No caṕıtulo 5 introduzimos o conjunto tórico algébrico X ⊂ Ps−1 parametrizado por s monômios
de K[y1, . . . , yn]. Assim, constrúımos o código parametrizado de ordem d, denotado por CX(d),
como sendo a imagem de uma aplicação de avaliação. Um caso particular é quando consideramos
o código CT(d), onde T é um toro projetivo em Ps−1. Neste caṕıtulo 5, exibimos o ı́ndice de
regularidade do ideal I(T), além disso, encontramos o comprimento, a dimensão e a distância
mı́nima do código CT(d). Na parte final, provamos que quando X é uma interseção completa
associada a um clutter, temos que X = T, e isso nos permite encontrar uma cota ótima para a
regularidade do ideal I(X).

Grégory Duran Cunha
Uberlândia-MG, 27 de fevereiro de 2014.
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Caṕıtulo 1

Bases de Groebner

1.1 Bases de Groebner

Definição 1.1.1 Um monômio em x1, . . . , xn é um produto da forma xα1

1 · · · xαn
n , onde todos

os expoentes são inteiros não negativos. O grau total deste monômio é a soma α1 + · · ·+ αn.

Poderemos simplificar a notação dos monômios da seguinte maneira: seja α = (α1, . . . , αn) uma
n-upla de inteiros não negativos. Então definimos xα = x

α1

1 · · · xαn
n . Quando α = (0, . . . , 0),

temos que xα = 1, também definimos |α| = α1 + · · ·+αn como sendo o grau total do monômio
xα.

Definição 1.1.2 Seja f =
∑

α aαx
α um polinômio em K[x1, . . . , xn].

(i) Chamamos aα de coeficiente do monômio xα;

(ii) Se aα ̸= 0, então chamamos aαx
α um termo de f;

(iii) O grau total de f é denotado por deg(f), é máximo |α| tal que aα ̸= 0.

Definição 1.1.3 Uma ordem monomial ≽ no conjunto dos monômios Mn ⊆ K[x1, . . . , xn] é
qualquer relação ≽ em Nn, ou equivalentemente, qualquer relação no conjunto dos monômios
xα, α ∈ Nn, satisfazendo:

(i) ≽ é uma ordem total em Nn;

(ii) se α ≽ β em Nn e γ ∈ Nn, então α+ γ ≽ β+ γ;

(iii) ≽ é uma boa ordem em Nn, isso significa que todo subconjunto não vazio de Nn possui
elemento mı́nimo em relação a ≽.

As ordens monomiais mais utilizadas são: lexicográfica, lexicográfica graduada e lexicográfica
graduada reversa.

Seja f =
∑
α

aαx
α um polinômio não nulo em K[x1, . . . , xn] e ≥ uma ordem monomial. Defini-

mos:

(i) O multigrau de f é mdeg(f) = max{α ∈ Nn : aα ̸= 0} ∈ Nn
(o máximo é tomado com relação à ordem ≥)

(ii) O coeficiente ĺıder de f é lc(f) = amdeg(f)

2
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(iii) O monômio ĺıder de f é lm(f) = xmdeg(f)

(iv) O termo ĺıder de f é lt(f) = lc(f) · lm(f)

Exemplo 1.1.4 Seja f = 4xy2z+ 4z2 − 5x3 + 7x2z2 e considere a ordem lexicográfica. Então,

mdeg(f) = (3, 0, 0)

lc(f) = −5

lm(f) = x3

lt(f) = −5x3

Dado um ideal I ⊆ K[x1, . . . , xn], podemos definir o ideal dos termos ĺıderes e dos monômios
ĺıderes:

Definição 1.1.5 Seja I um ideal em K[x1, . . . , xn], com I ̸= 0.

(i) Denotamos por lt(I) o conjunto dos termos ĺıderes dos elementos de I e por lm(I) o
conjunto dos monômios ĺıderes dos elementos de I. Então

lt(I) = {cxα : ∃f ∈ I tal que lt(f) = cxα},

lm(I) = {xα : ∃f ∈ I tal que lm(f) = xα}.

(ii) Denotamos por ⟨lt(I)⟩ o ideal gerado pelos elementos de lt(I) e por ⟨lm(I)⟩ o ideal gerado
pelos elementos de lm(I).

Definição 1.1.6 Fixe uma ordem monomial. Um subconjunto finito G = {g1, . . . , gt} de um
ideal I é chamado uma base de Groebner se

⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩ = ⟨lt(I)⟩.

Definição 1.1.7 Vamos denotar o resto na divisão de f pela s-upla ordenada F = (f1, . . . , fs)

por f
F
.

Definição 1.1.8 Sejam f, g ∈ K[x1, . . . , xn] polinômios não nulos.

(i) Se mdeg(f) = α e mdeg(g) = β, então seja γ = (γ1, . . . , γn), onde γi = max{αi, βi} para
cada i. Nós chamamos xγ o mı́nimo múltiplo comum de lm(f) e lm(g), e denotamos por
xγ = lcm(lm(f), lm(g)).

(ii) O S-polinômio de f e g é a combinação

S(f, g) =
xγ

lt(f)
f−

xγ

lt(g)
g.

Exemplo 1.1.9 Sejam f = x3y2−x2y3+x e g = 3x4y+y2 em R[x, y] com a ordem lexicográfica
graduada. Então γ = (4, 2). Logo,

lcm(lm(f), lm(g)) = lcm(x3y2, x4y) = x4y2.

Assim,

S(f, g) =
x4y2

x3y2
f−

x4y2

3x4y
g = Xf−

1

3
Yg = −x3y3 + x2 −

1

3
y3.
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Lema 1.1.10 Seja
s∑
i=1

cifi com ci ∈ K e mdeg(fi) = δ ∈ Nn, para todo i.

Se mdeg

(
s∑
i=1

cifi

)
< δ, então

s∑
i=1

cifi é uma K-combinação linear de S-polinômios S(fj, fk),

com 1 ≤ j, k ≤ s. Além disso, mdeg (S(fj, fk)) < δ.

Demonstração. Seja di := lc(fi), assim lc(cifi) = cidi. Como mdeg(fi) = δ,∀i = 1, . . . , s

e mdeg

(
s∑
i=1

cifi

)
< δ, temos que

s∑
i=1

cidi = 0 (do contrário, teŕıamos lt (
∑s

i=1 cifi) =

(
∑s

i=1 cidi) x
δ, logo mdeg (

∑s

i=1 cifi) = δ, absurdo!).

Defina pi =
fi

di
e observe que pi tem coeficiente ĺıder 1. Assim,

s∑
i=1

cifi =

s∑
i=1

cidipi

= c1d1p1 + · · ·+ csdsps
= c1d1(p1 − p2) + (c1d1 + c2d2)(p2 − p3) + · · ·+ (c1d1 + · · ·+ cs−1ds−1)(ps−1 − ps)

+(c1d1 + · · ·+ csds)ps

Como lm(fi) = x
δ,∀i = 1, . . . , s, temos lcm(lm(fj), lm(fk)) = x

δ para todo i ∈ {1, . . . , s}.
Observe que

S(fj, fk) =
xδ

lt(fj)
fj −

xδ

lt(fk)
fk =

xδ

djXδ
fj −

xδ

dkXδ
fk =

fj

dj
−
fk

dk
= pj − pk.

Dáı,

s∑
i=1

cifi = c1d1S(f1, f2) + (c1d1 + c2d2)S(f2, f3) + · · ·+ (c1d1 + · · ·+ cs−1ds−1)S(fs−1, fs) + 0ps.

Finalmente, como lt(pi) = 1x
δ,∀i = 1, . . . , s, temos que

mdeg(S(fj, fk)) = mdeg(pj − pk) < δ.

Teorema 1.1.11 (Critério de Buchberger) Sejam I ⊆ K[x1, . . . , xn] um ideal e G = {g1, . . . , gt}

uma base para I. Então, G é uma base de Groebner para I se e somente se para todos i ̸= j o
resto na divisão de S(gi, gj) por G (listada em alguma ordem) é zero.

Demonstração. (⇒) Dados i ̸= j, temos que

S(gi, gj) ∈ ⟨g1, . . . , gt⟩ = I.

Como G é uma base de Groebner para I temos que o resto na divisão de S(gi, gj) por G é zero.

(⇐) Para provar que ⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩, basta mostrar que lt(I) ⊆ ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩.
Seja f ∈ I\{0}. Como I = ⟨g1, . . . , gt⟩, existem h1, . . . , ht ∈ K[x1, . . . , xn] tais que

f = h1g1 + · · ·+ htgt. (1.1)
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Assim,

mdeg(f) ≤ max{mdeg(higi) : 1 ≤ i ≤ t}.

Seja m(i) := mdeg(higi), para i = 1, . . . , t, e defina

δ = max{m(1), . . . ,m(t)}.

Assim, mdeg(f) ≤ δ. Agora, considere todas as posśıveis maneiras em que f pode ser expressada
na forma (1.1). Para cada expressão nós obtemos um δ ∈ Nn. Seja S o conjunto formado por
todos estes δ. Como a ordem monomial é uma boa ordem, S possui elemento mı́nimo, logo
podemos escolher uma expressão (1.1) para f tal que δ é minimal. Escolhido este δ minimal, é
verdade que mdeg(f) = δ (isto será provado!). Como δ = max{m(1), . . . ,m(t)} temos que

mdeg(f) = δ = m(i) = mdeg(higi)

para algum i ∈ {1, . . . , t}. Assim, lt(f) é múltiplo de lt(higi) e lt(higi) é múltiplo de lt(gi),
logo lt(f) é múltiplo de lt(gi), e portanto lt(f) ∈ ⟨lt(g1), . . . , lt(gt)⟩, e isso mostra que G é uma
base de Groebner para I.

Agora, resta provar que mdeg(f) = δ. Suponha por absurdo que mdeg(f) < δ. Podemos
escrever

f =
∑
m(i)=δ

higi +
∑
m(i)<δ

higi =
∑
m(i)=δ

(higi + lt(hi)gi − lt(hi)gi) +
∑
m(i)<δ

higi =

∑
m(i)=δ

(lt(hi)gi + (hi − lt(hi))gi) +
∑
m(i)<δ

higi =

∑
m(i)=δ

lt(hi)gi +
∑
m(i)=δ

(hi − lt(hi))gi +
∑
m(i)<δ

higi.

Observe que a segunda soma tem mdeg < δ, de fato

mdeg((hi − lt(hi))gi) = mdeg(hi − lt(hi)) +mdeg(gi) <

mdeg(hi) +mdeg(gi) = mdeg(higi) = m(i) = δ.

Assim, a segunda e a terceira soma tem mdeg < δ. Como mdeg(f) < δ, temos que a primeira

soma também tem mdeg < δ. Seja lt(hi) = ciX
α(i), então a primeira soma

∑
m(i)=δ

lt(hi)gi =∑
m(i)=δ

ciX
α(i)gi tem exatamente a forma descrita no lema anterior, com fi = xα(i)gi, ou seja,

mdeg(fi) = δ para todo i e mdeg

 ∑
m(i)=δ

cifi

 < δ. Então, este lema garante que
∑
m(i)=δ

ciX
α(i)gi

é uma K-combinação linear dos S-polinômios S(xα(j)gj, x
α(k)gk) e mdeg(S(xα(j)gj, x

α(k)gk)) < δ.
Observe que

S(xα(j)gj, x
α(k)gk) =

xδ

xα(j)lt(gj)
xα(j)gj −

xδ

xα(k)lt(gk)
xα(k)gk =

xδ

lt(gj)
gj −

xδ

lt(gk)
gk =

xδ

xγjk

xγjk

lt(gj)
gj −

xδ

xγjk

xγjk

lt(gk)
gk =

xδ

xγjk

(
xγjk

lt(gj)
gj −

xγjk

lt(gk)
gk

)
= xδ−γjkS(gj, gk),
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onde xγjk = lcm(lm(gj), lm(gk)). Então, existem constantes cjk ∈ K tais que∑
m(i)=δ

lt(hi)gi =
∑
j,k

cjkx
δ−γjkS(gj, gk). (1.2)

Vejamos que xδ−γjk é um monômio:
Seja xβ(i) := lm(gi), para todo i. Como mdeg(xα(i)gi) = δ temos que δ = α(i)+β(i) para todo
i. Denotando α(i) = (αi1, . . . , αin) e β(i) = (βi1, . . . , βin) temos que γj,k é obtido de β(j) e
β(k) da seguinte maneira:

γj,k = (max{βj1, βk1}, . . . ,max{βjn, βkn}).

Se δ = (δ1, . . . , δn), então δi ≥ max{βji, βki}, para todo i, de fato, como δ = α(j) + β(j) temos
que δi = αji + βji ≥ βji, e como δ = α(k) + β(k), temos que δi = αki + βki ≥ βki. Portanto,
δi ≥ max{βji, βki}, para todo i. Isso mostra que xδ é múltiplo de xγjk , e logo xδ−γjk é um
monômio.

Dividindo cada S-polinômio por g1, . . . , gt, por hipótese o resto é zero, assim temos

S(gj, gk) = a1jkg1 + · · ·+ atjkgt =
t∑
i=1

aijkgi

para alguns aijk ∈ K[x1, . . . , xn]. O algoritmo da divisão também nos garante que para todos
i, j, k temos

mdeg(aijkgi) ≤ mdeg(S(gj, gk)). (1.3)

Dáı,

xδ−γjkS(gj, gk) = x
δ−γjk

t∑
i=1

aijkgi =

t∑
i=1

bijkgi

onde bijk = x
δ−γjkaijk. Veja que

mdeg(bijkgi) = mdeg(xδ−γjkaijkgi) = mdeg(xδ−γjk) +mdeg(aijkgi)
(1.3)

≤

mdeg(xδ−γjk) +mdeg(S(gj, gk)) = mdeg(xδ−γjkS(gj, gk)) = mdeg(S(xα(j)gj, x
α(k)gk)) < δ.

De (1.2) segue que

∑
m(i)=δ

lt(hi)gi =
∑
j,k

cjkx
δ−γjkS(gj, gk) =

∑
j,k

cjk

(∑
i

bijkgi

)
=

∑
i

h̃igi.

Como mdeg(bijkgi) < δ segue que mdeg(h̃igi) < δ para todo i. Portanto, f se escreve como

f =
∑
i

h̃igi +
∑
m(i)=δ

(hi − lt(hi))gi +
∑
m(i)<δ

higi = p1g1 + · · ·+ ptgt

com mdeg(pigi) < δ para todo i ∈ {1, . . . , t}. Logo,

δ0 := max{mdeg(pigi) : 1 ≤ i ≤ t}

é tal que δ0 ∈ S e δ0 < δ = min S, absurdo.
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Exemplo: Sejam g1 = y−x
2 e g2 = z−x

3 em K[x, y, z] e considere o ideal I = ⟨g1, g2⟩. Então,
G = {g1, g2} é uma base de Groebner para I com respeito à ordem lexicográfica com y > z > x.
Para provar isso, considere o S-polinômio

S(g1, g2) =
yz

y
(y− x2) −

yz

z
(z− x3) = −zx2 + xz3.

Dividindo S(g1, g2) por g1, g2 obtemos

−zx2 + yx3 = x3 · (y− x2) + (−x2) · (z− x3) + 0,

como o resto é zero, pelo Critério de Buchberger temos que G = {g1, g2} é uma base de Groebner
para I.

Agora, considere a ordem lexicográfica com x > y > z. Neste caso, temos que

S(g1, g2) =
x3

−x2
(−x2 + y) −

x3

−x3
(−x3 + z) = −xy+ z.

Dividindo S(g1, g2) por g1, g2 obtemos

−xy+ z = 0 · (−x2 + y) + 0 · (−x3 + z) + (−xy+ z).

Portanto, G não é uma base de Groebner para I.

1.2 O Algoritmo de Buchberger

Sabemos que todo ideal em K[x1, . . . , xn] possui uma base de Groebner. Vejamos, agora um al-
goritmo que nos permite encontrar, de forma construtiva, uma base de Groebner para um ideal
polinomial I partindo de uma dada base para I. Mas, primeiro vejamos isto por um exemplo:

Considere o anel K[x, y] com a ordem lexicográfica graduada e seja I = ⟨f1, f2⟩, onde f1 =
x3 − 2xy e f2 = x

2y− 2y2 + x. Dividindo S(f1, f2) = −x2 por F = {f1, f2} obtemos como resto

S(f1, f2)
F
= −x2 ̸= 0.

Portanto, F = {f1, f2} não é uma base de Groebner para I.

Seja f3 := −x2 e considere agora F = {f1, f2, f3}. Observe que

S(f1, f2) = −x2,

S(f1, f2)
F
= 0,

S(f1, f3) = −2xy,

S(f1, f3)
F
= −2xy ̸= 0.

Portanto, F = {f1, f2, f3} não é uma base de Groebner para I.

Seja f4 := −2xy e considere agora F = {f1, f2, f3, f4}. Observe que

S(f1, f2)
F
= 0,

S(f1, f3)
F
= 0,

S(f1, f4)
F
= 0,

S(f2, f3)
F
= −2y2 + x ̸= 0.
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Portanto, F = {f1, f2, f3, f4} não é uma base de Groebner para I.

Seja f5 := −2y2 + x e considere agora F = {f1, f2, f3, f4, f5}. Observe que

S(fi, fj)
F
= 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , 5}, i ̸= j.

Portanto, F = {f1, f2, f3, f4, f5} é uma base de Groebner para I.

Lema 1.2.1 O anel K[x1, . . . , xn] é noetheriano, isto é, dada uma cadeia ascendente de ideais
em K[x1, . . . , xn]

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · ·

existe um inteiro positivo N tal que

IN = IN+1 = IN+2 = · · · .

Demonstração. Seja

I :=

∞∪
i=1

Ii

e observe que I é um ideal em K[x1, . . . , xn], de fato, I ̸= ∅ pois 0 ∈ I. Dados f, g ∈ I e
p ∈ K[x1, . . . , xn], existem ı́ndices j, k tais que f ∈ Ij e g ∈ Ik, digamos que Ij ⊆ Ik. Assim,
f, g ∈ Ik. Como Ik é ideal temos que f + g ∈ Ik e fp ∈ Ik, logo f+ g, fp ∈ I. Pelo Teorema da
Base de Hilbert, I = ⟨f1, . . . , fs⟩, para alguns f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn]. Para cada i ∈ {1, . . . , s},
temos que fi ∈ I, logo existe um ı́ndice ji tal que fi ∈ Iji . Seja

N := max{j1, . . . , js}.

Assim, fi ∈ Iji ⊆ IN, para todo i ∈ {1, . . . , s}. Logo,

I = ⟨f1, . . . , fs⟩ ⊆ IN ⊆ IN+1 ⊆ · · · ⊆ I.

Portanto, IN = IN+1 = IN+2 = · · · .

Teorema 1.2.2 (Algoritmo de Buchberger) Seja I = ⟨f1, . . . , fs⟩ ̸= 0 um ideal polinomial.
Então, uma base de Groebner para I pode ser constrúıda em um número finito de operações
através do seguinte algoritmo:

INPUT: F = (f1, . . . , fs)
OUTPUT: a Groebner basis G = (g1, . . . , gt) for I, with F ⊆ G

G := F
REPEAT

G ′ := G
FOR each pair {p, q}, p ̸= q in G ′ DO

S := S(p, q)
G ′

IF S ̸= 0 THEN G := G ′ ∪ {S}

UNTIL G = G ′

Demonstração. Primeiramente, vejamos que em qualquer etapa do algoritmo temos que G
é uma base para I, de fato, inicialmente isso é verdade pois G = F. Suponha que numa dada
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etapa temos que G ′ é uma base para I. Na etapa seguinte, dados p, q ∈ G ′, com p ̸= q, temos
que S(p, q) ∈ I, pois I = ⟨G ′⟩. Assim, o resto na divisão de S(p, q) por G ′ pertence a I, ou seja

S = S(p, q)
G ′

∈ I. Portanto, G = G ′∪ {S} é base para I. Agora, vamos mostrar que o algoritmo
termina após um número finito de operações. Como G ′ ⊆ G temos que lt(G ′) ⊆ lt(G), e logo
⟨lt(G ′)⟩ ⊆ ⟨lt(G)⟩. Observe que

G ′ ⊂ G⇒ ⟨lt(G ′)⟩ ⊂ ⟨lt(G)⟩,

de fato, seG ′ ⊂ G, então existe um resto r = S(p, q)
G ′

tal que r ̸∈ G ′ e r ∈ G. Sabemos que lt(r)
não é diviśıvel por nenhum dos termos ĺıderes dos elementos de G ′, e portanto lt(r) ̸∈ ⟨lt(G ′)⟩,
mas como r ∈ G temos lt(r) ∈ ⟨lt(G)⟩. Assim, é verdade que

⟨lt(G ′)⟩ = ⟨lt(G)⟩ ⇒ G ′ = G.

Denotando por Gi a base para I obtida na i-ésima etapa do algoŕıtmo, temos a seguinte cadeia
ascendente de ideais em K[x1, . . . , xn]

⟨lt(G1)⟩ ⊆ ⟨lt(G2)⟩ ⊆ ⟨lt(G3)⟩ ⊆ · · ·

Como K[x1, . . . , xn] é um anel noetheriano, existe um inteiro N ≥ 1 tal que

⟨lt(GN)⟩ = ⟨lt(GN+1)⟩ = ⟨lt(GN+2)⟩ = · · ·

logo
GN = GN+1 = GN+2 = · · · .

Portanto, o algoritmo termina e a base obtida é G = GN. Por fim, resta provar que GN é uma

base de Groebner para I. Sejam p ̸= q em GN e considere SN := S(p, q)
GN

. Suponha por
absurdo que SN ̸= 0, então GN+1 = GN ∪ {SN} . Como lt(SN) não é diviśıvel por nenhum dos
termos ĺıderes dos elementos de GN, temos que SN ̸∈ GN = GN+1, absurdo. Portanto, SN = 0,
e pelo critério de Buchberger GN é uma base de Groebner para I.

Lema 1.2.3 Seja G uma base de Groebner para um ideal polinomial I. Seja p ∈ G um po-
linômio tal que lt(p) ∈ ⟨lt(G − {p})⟩. Então, G − {p} é também uma base de Groebner para
I.

Demonstração. Como G−{p} ⊆ G, temos que lt(G−{p}) ⊆ lt(G), logo ⟨lt(G−{p})⟩ ⊆ ⟨lt(G)⟩.
Por hipótese, lt(p) ∈ ⟨lt(G− {p})⟩, logo lt(G) ⊆ lt(G− {p}), dáı ⟨lt(G)⟩ ⊆ ⟨lt(G− {p})⟩.
Portanto, ⟨lt(G− {p})⟩ = ⟨lt(G)⟩.
Como G é uma base de Groebner para I, temos que ⟨lt(G − {p})⟩ = ⟨lt(G)⟩ = ⟨lt(I)⟩. Logo,
G− {p} é uma base de Groebner para I.

Definição 1.2.4 Uma base de Groebner minimal para um ideal polinomial I é uma base de
Groebner para I tal que:

(i) lc(p) = 1, para todo p ∈ G;

(ii) Para todo p ∈ G, lt(p) /∈ ⟨lt(G− {p})⟩.

Exemplo: Considere a ordem lexicográfica graduada e a seguinte lista de polinômios:

f1 = x3 − 2xy
f2 = x2y− 2y2 + x
f3 = −x2

f4 = −2xy
f5 = −2y2 + x
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Considere I = ⟨f1, f2⟩. Vimos anteriormente que G = {f1, . . . , f5} é uma base de Groebner para
I. Veja que

lt(f1) = −xlt(f3)
lt(f2) = − 1

2
xlt(f4).

Pelo lema anterior temos que {f3, f4, f5} é uma base de Groebner para I.
Agora considere

f̃3 = −1f3 = x
2

f̃4 = − 1
2
f4 = xy

f̃5 = − 1
2
f5 = y

2 − 1
2
x

e G̃ = {f̃3, f̃4, f̃5}. Como lt(f̃i) /∈ ⟨lt(G̃ − {f̃i})⟩, i = 3, 4, 5 e lc(p) = 1, ∀ p ∈ G̃, segue que G̃ é
uma base de Groebner minimal para I.

Observação: Infelizmente um ideal I ⊆ K[x1, . . . , xn] pode ter muitas bases de Groebner
minimais. Por exemplo, o ideal I considerado acima também tem a seguinte base de Groebner
minimal

f̂3 = x
2 + aXY, f̂4 = xy e f̂5 = y

2 −
1

2
x,

com a ∈ K.

Definição 1.2.5 Uma base de Groebner reduzida para um ideal I é uma base de Groebner G
para I tal que:

(i) lc(p) = 1, para todo p ∈ G;

(ii) Para todo p ∈ G, nenhum monômio de p pertence a ⟨lt(G− {p})⟩.

Se fizermos a = 0 na observação acima, obtemos uma base de Groebner reduzida para I.

Proposição 1.2.6 Seja I ̸= 0 um ideal polinomial. Então, fixada uma ordem monomial, I tem
uma única base de Groebner reduzida.

Demonstração. Seja G uma base de Groebner minimal para I. Vamos dizer que g ∈ G é
reduzido em G se nenhum monômio de g pertence a ⟨lt(G− {g})⟩.
Nosso objetivo é modificar G até que todos os seus elementos sejam reduzidos.

Afirmação 1: Se g é reduzido em G e H é uma outra base de Groebner minimal para I,
com g ∈ H e lt(H) = lt(G), então g é reduzido em H.

De fato: Como lt(G) = lt(H) e g ∈ G ∩ H temos que lt(G − {g}) = lt(H − {g}), logo
⟨lt(G − {g})⟩ = ⟨lt(H − {g})⟩. Como g é reduzido em G, temos que nenhum monômio de
g pertence a ⟨lt(G− {g})⟩ = ⟨lt(H− {g})⟩, portanto g é reduzido em H.

Agora, dado g ∈ G seja g ′ = g G−{g} e considere G ′ = (G− {g})
∪
{g ′}.

Afirmação 2: G ′ é uma base de Groebner minimal para I e g ′ é reduzido em G ′.

• lt(g ′) = lt(g):
Como G é uma base de Groebner minimal para I, temos que lt(g) /∈ ⟨lt(G − {g})⟩, logo
lt(g) não é diviśıvel por nenhum dos termos ĺıderes dos polinômios de G − {g}. Assim,
lt(g) será o termo ĺıder do resto g ′ na divisão de g por G− {g}. Logo, lt(g) = lt(g ′).
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• G ′ é uma base de Groebner para I.
Como g ∈ I e G− {g} ⊂ I segue que o resto g ′ pertence a I. Logo, G ′ ⊂ I. Sabemos que
lt(g ′) = lt(g), então lt(G ′) = lt(G), logo ⟨lt(G ′)⟩ = ⟨lt(G)⟩ = ⟨lt(I)⟩, portanto G ′ é uma
base de Groebner para I.

• G ′ é uma base de Groebner minimal para I.
Como G é minimal, basta provar que lt(g ′) /∈ ⟨lt(G ′ − {g ′})⟩ e que lc(g ′) = 1.
É claro que lc(g ′) = 1, pois lt(g ′) = lt(g) e lc(g) = 1.
De G ′− {g ′} = G− {g} vem que lt(G ′− {g ′}) = lt(G− {g}), assim ⟨lt(G ′− {g ′})⟩ = ⟨lt(G−
{g})⟩. ComoG é minimal e g ∈ G, temos que lt(g ′) = lt(g) /∈ ⟨lt(G−{g})⟩ = ⟨lt(G ′−{g ′})⟩,
logo G ′ é minimal.

• g ′ é reduzido em G ′.
Como g ′ é o resto na divisão de g por G− {g}, segue que nenhum monômio de g ′ pertence
ao ideal ⟨lt(G− {g})⟩ = ⟨lt(G ′ − {g ′})⟩. Logo, g ′ é reduzido em G ′.

Agora, aplicando o processo acima em todos os elementos de G obtemos uma base de Groebner
reduzida para I, já que este processo não modifica termos ĺıderes.

Para provar a unicidade, considere G e G̃ duas bases de Groebner reduzidas para I.

Afirmação 3: lt(G) = lt(G̃)

Observe que ⟨lt(G)⟩ = ⟨lt(I)⟩ = ⟨lt(G̃)⟩. Então lt(G) ⊆ ⟨lt(G̃)⟩ e lt(G̃) ⊆ ⟨lt(G)⟩.
Seja lt(g) ∈ lt(G), então lt(g) ∈ ⟨lt(G̃)⟩, logo lt(g) é diviśıvel por algum lt(g̃) em lt(G̃). Como
lt(g̃) ∈ ⟨lt(G)⟩, temos que lt(g̃) é diviśıvel por algum lt(gk) em lt(G). Como G é reduzida, em
particular minimal, segue que lt(g) = lt(gk).

Como lt(g̃) | lt(g) e lt(g) | lt(g̃) temos que lt(g) = lt(g̃) ∈ lt(G̃), pois g e g̃ tem coeficiente
ĺıder 1.
Portanto, lt(G) = lt(G̃).

Como G e G̃ são bases minimais, temos que #G = #lt(G) = #lt(G̃) = #G̃.

Como lt(G) = lt(G̃), dado g ∈ G, existe g̃ ∈ G̃ tal que lt(g) = lt(g̃). Se provarmos que g = g̃,

conclúımos que G = G̃.
Como g, g̃ ∈ I temos que g − g̃ ∈ I, e como G é uma base de Groebner para I, temos que

g− g̃
G
= 0. Vejamos que g− g̃

G
= g− g̃:

Como G é reduzida, temos que nenhum monômio de g pertence a ⟨lt(G− {g})⟩, então nenhum

monômio de g, exceto lm(g), pertence a ⟨lt(G̃)⟩ = ⟨lt(G)⟩. Como g e g̃ tem o mesmo termo
ĺıder, segue que este termo ĺıder não aparece em g− g̃, logo nenhum monômio de g− g̃ pertence

a ⟨lt(G)⟩. Portanto, g − g̃ é resto na divisão de g − g̃ por G. Logo, g − g̃ = g− g̃
G
= 0 e

portanto, g = g̃.

Como consequência da proposição acima, temos o seguinte fato:

⟨f1, . . . , fs⟩ = ⟨g1, . . . , gt⟩ ⇐⇒ ⟨f1, . . . , fs⟩ e ⟨g1, . . . , gt⟩ tem a mesma base de Groebner redu-
zida.

Definição 1.2.7 Seja G = {g1, . . . , gt} ⊆ K[x1, . . . , xn] e fixe uma ordem monomial. Dado
f ∈ K[x1, . . . , xn], dizemos que f reduz a zero módulo G (notação: f −→G 0 ) se f pode ser
escrito na forma

f = a1g1 + · · ·+ atgt, com ai ∈ K[x1, . . . , xn],
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tal que sempre que aigi ̸= 0 devemos ter que mdeg(f) ≥ mdeg(aigi).

Lema 1.2.8 Seja G = (g1, . . . , gt) um conjunto ordenado de elementos de K[x1, . . . , xn] e seja

f ∈ K[x1, . . . , xn]. Se f
G
= 0, então f −→G 0.

Demonstração. Aplicando o algoritmo da divisão para dividir f por G, obtemos

f = a1g1 + · · ·+ atgt, com mdeg(f) ≥ mdeg(aigi),

sempre que aigi ̸= 0. Portanto, f −→G 0.

Observe que, em geral, a rećıproca não é válida:

Se dividirmos f = xy2−x por G = (xy+1, y2−1) com respeito a ordem lexicográfica, obtemos

xy2 − x = y · (xy+ 1) + 0 · (y2 − 1) + (−x− y).

Então f
G
= −x− y ̸= 0. Mas podemos escrever

xy2 − x = 0 · (xy+ 1) + x · (y2 − 1),

e mdeg(xy2 − x) ≥ mdeg(x · (y2 − 1)), logo f −→G 0.

Teorema 1.2.9 Uma base G = {g1, . . . , gt} para um ideal polinomial I é uma base de Groebner
se, e somente se, S(gi, gj) −→G 0, ∀ i ̸= j.

Demonstração. (⇒) Se G é uma base de Groebner para I, então S(gi, gj)
G
= 0, ∀ i ̸= j.

Pelo lema anterior, vem que S(gi, gj) −→G 0, ∀ i ̸= j.

(⇐) Suponha que S(gk, gj) −→G 0, ∀ k ̸= j. Então existem a1, . . . , at ∈ K[x1, . . . , xn] tais que

S(gk, gj) =

t∑
i=1

aigi e mdeg(S(gk, gj)) ≥ mdeg(aigi), se aigi ̸= 0.

Isso é suficiente para concluir que G é uma base de Groebner para I, basta seguir o racioćınio
da demonstração do Critério de Buchberger.

Proposição 1.2.10 Dado um conjunto finito G ⊆ K[x1, . . . , xn], suponha que temos f, g ∈ G
tais que

lcm(lm(f), lm(g)) = lm(f)lm(g),

isto significa que os monômios ĺıderes de f e g são relativamente primos. Então, S(f, g) −→G 0.

Demonstração. Podemos assumir que lc(f) = lc(g) = 1, pois S(f, g) = S(cf, dg),∀c, d ∈ K,
de fato:

S(cf, dg) =
xγ

lt(cf)
cf−

xγ

lt(dg)
dg =

xγ

clt(f)
cf−

xγ

dlt(g)
dg =

xγ

lt(f)
f−

xγ

lt(g)
g = S(f, g),

onde xγ = lcm(lm(f), lm(g)).
Escreva f = lm(f) + p e g = lm(g) + q. Como lcm(lm(f), lm(g)) = lm(f)lm(g), temos que

S(f, g) =
lm(f)lm(g)

lm(f)
f−

lm(f)lm(g)

lm(g)
g

= lm(g)(lm(f) + p) − lm(f)(lm(g) + q)

= lm(g)lm(f) + plm(g) − lm(f)lm(g) − qlm(f)

= p(g− q) − q(f− p)

= pg− qf.
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Como f, g ∈ G, basta provar que

mdeg(S(f, g)) ≥ mdeg(pg) e mdeg(S(f, g)) ≥ mdeg(qf).

Vejamos que
mdeg(S(f, g)) = max{mdeg(pg),mdeg(qf)}.

Isso segue do fato de que lm(pg) e lm(qf) são distintos e logo, não cancelam. Para provar isso,
suponha que lm(pg) = lm(qf), então

lm(p)lm(g) = lm(q)lm(f), dáı lm(g) | lm(q)lm(f).

Como lm(g) e lm(f) são relativamente primos, vem que lm(g) | lm(q), logo lm(g) ≤ lm(q),
absurdo! Pois lm(g) > lm(q), já que g = lm(g) + q.

Exemplo: Seja G = {yz+ y, x3 + y, z4} e use a ordem lexicográfica graduada em K[x, y, z].
Como

lcm(x3, z4) = x3z4 = lm(x3 + y)lm(z4),

segue da proposição anterior que S(x3 + y, z4) −→G 0. No entanto, usando o algoritmo da
divisão, obtemos

S(x3 + y, z4) = (z3 − z2 + z− 1)(yz+ y) + 0 · (x3 + y) + 0 · (z4) + y,

então, S(x3 + y, z4)
G
= y ̸= 0.



Caṕıtulo 2

Geometria Algébrica Projetiva

2.1 Espaço Projetivo

Vamos denotar o espaço afim Kn por An(K).

Defina uma relação de equivalência em An+1(K) \ {0} da seguinte maneira:

(x0, . . . , xn) ∼ (y0, . . . , yn) ⇔ (x0, . . . , xn) = λ(y0, . . . , yn), para algum λ ∈ K∗.

Definição 2.1.1 O espaço projetivo n-dimensional sobre K é o conjunto

Pn(K) =
(
An+1(K) \ {0}

)
/ ∼

Denotamos um ponto p de Pn(K) por

p = [x0, . . . , xn] = {(y0, . . . , yn) : (x0, . . . , xn) ∼ (y0, . . . , yn)},

e dizemos que (x0, . . . , xn) são as coordenadas homogêneas de p.

Geometricamente, podemos pensar nos pontos de Pn(K) como o conjunto das retas passando
pela origem em An+1(K).

Proposição 2.1.2 Seja U0 = {[x0, . . . , xn] ∈ Pn(K) : x0 ̸= 0}. Então a aplicação

ϕ : An(K) −→ Pn(K)
(a1, . . . , an) 7−→ [1, a1, . . . , an]

é injetora e Imϕ = U0.

Demonstração. Como ϕ(a1, . . . , an) = [1, a1, . . . , an] ∈ U0, podemos considerar

ϕ : An(K) −→ U0.

Defina ψ : U0 −→ An(K) por [a0, a1, . . . , an] 7−→ (
a1
a0
, . . . , an

a0

)
.

Vejamos que ψ está bem definida:
Sejam [a0, . . . , an] = [b0, . . . , bn] emU0, então existe λ ∈ K∗ tal que (b0, . . . , bn) = λ(a0, . . . , an).
Assim, bi = λai, para i = 0, . . . , n. Logo,(

b1

b0
, . . . ,

bn

b0

)
=

(
λa1

λa0
, . . . ,

λan

λa0

)
=

(
a1

a0
, . . . ,

an

a0

)
.
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Vejamos que ψ ◦ ϕ = IdAn(K) e ϕ ◦ψ = IdU0
, de fato:

ψ ◦ ϕ(a1, . . . , an) = ψ([1, a1, . . . , an]) =
(a1
1
, . . . ,

an

1

)
= (a1, . . . , an)

e

ϕ ◦ψ([a0, . . . , an]) = ϕ
(
a1

a0
, . . . ,

an

a0

)
=

[
1,
a1

a0
, . . . ,

an

a0

]
= [a0, a1, . . . , an].

Assim, podemos identificar Pn(K) = U0 ∪H, onde

H = {p ∈ Pn(K) : p = [0, x1, . . . , xn]}.

Como ϕ é injetora e Imϕ = U0 podemos identificar U0 com An(K).
Como Pn−1(K) −→ H, dada por [x1, . . . , xn] 7−→ [0, x1, . . . , xn] é uma bijeção, podemos identi-
ficar H com Pn−1(K). Assim, podemos escrever

Pn(K) = An(K) ∪ Pn−1(K).

Em particular, para n = 1 temos P1(K) = A1(K) ∪ P0(K), onde identificamos P0(K) com o
conjunto {[0, y] : y ∈ K} = {[0, 1]}. Então, P0(K) tem um único ponto, e vamos denotá-lo por∞. Portanto, a reta projetiva pode ser escrita como

P1(K) = A1(K) ∪ {∞}.

Vejamos que além de U0 temos outras cópias de An(K) dentro de Pn(K).

Corolário 2.1.3 Para cada i ∈ {0, . . . , n} seja

Ui = {[x0, . . . , xn] ∈ Pn(K) : xi ̸= 0}.

(i) Existe uma correspondência biuńıvoca entre Ui e An(K), para todo i = 0, . . . , n.

(ii) Pn(K) \Ui pode ser identificado com Pn−1(K).

(iii) Pn(K) =
n∪
i=0

Ui.

2.2 Variedades Projetivas

Nosso próximo objetivo é estender a definição de variedades ao espaço projetivo.
Por exemplo, se f = x1− x

2
2 ∈ R[x0, x1, x2], podemos tentar construir V(f) ⊂ P2(R) como sendo

os pontos [a, b, c] em P2(R) tais que f(a, b, c) = 0. Nesse caso, como f(1, 4, 2) = 0 teŕıamos
que p = [1, 4, 2] ∈ V(f).
Observe que 2(1, 4, 2) = (2, 8, 4), logo p = [2, 8, 4] e f(2, 8, 4) = −8 ̸= 0, assim, p /∈ V(f).
Para evitar problemas desse tipo, vamos usar polinômios homogêneos para definir variedades
projetivas.

Definição 2.2.1 Um polinômio f é homogêneo de grau d se todo termo de f tem grau total
igual a d.

Exemplo 2.2.2 Em K[x, y, z] temos que x2y2 + 5x não é homogêneo e x7 + 2x5y2 − 3xy6 é
homogêneo de grau 7.
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Proposição 2.2.3 Seja f ∈ K[x0, . . . , xn] um polinômio homogêneo de grau d. Se f(a0, . . . , an) =
0 então f(b0, . . . , bn) = 0,∀(b0, . . . , bn) ∈ [a0, . . . , an]. Em particular,

V(f) = {[a0, . . . , an] ∈ Pn(K) : f(a0, . . . , an) = 0}

está bem definida como subconjunto de Pn(K).

Demonstração. Seja (b0, . . . , bn) ∈ [a0, . . . , an], digamos que (b0, . . . , bn) = λ(a0, . . . , an),
para algum λ ∈ K∗.
Como f é homogêneo de grau d, temos que

f(λa0, . . . , λan) = λ
df(a0, . . . , an) = 0.

Logo, f(b0, . . . , bn) = 0.

Definição 2.2.4 Sejam f1, . . . , fs ∈ K[x0, . . . , xn] polinômios homogêneos. O conjunto

V(f1, . . . , fs) = {[a0, . . . , an] ∈ Pn(K) : fi(a0, . . . , an) = 0,∀i = 1, . . . , s}

é chamado de variedade projetiva definida por f1, . . . , fs.

Vejamos agora uma relação entre variedades afins e variedades projetivas.

Proposição 2.2.5 Seja V = V(f1, . . . , fs) uma variedade projetiva em Pn(K). Então W =
V∩U0 pode ser identificado com a variedade afim V(g1, . . . , gs) ⊂ An(K), onde gi(y1, . . . , yn) =
fi(1, y1, . . . , yn), para todo i = 1, . . . , s.

Demonstração. Sabemos que

ψ : U0 −→ An(K)

[a0, . . . , an] 7−→ (
a1

a0
, . . . ,

an

a0

)
é uma bijeção.
Vejamos que ψ(W) ⊆ V(g1, . . . , gs):
Seja

(
a1
a0
, . . . , an

a0

)
= ψ([a0, . . . , an]), onde [a0, . . . , an] ∈W. Como W = V ∩U0, [a0, . . . , an] ∈

U0, logo a0 ̸= 0.
Como [a0, . . . , an] =

[
1, a1

a0
, . . . , an

a0

]
∈ V , temos que fi

(
1, a1

a0
, . . . , an

a0

)
= 0,∀i = 1, . . . , s. Logo,

gi

(
a1
a0
, . . . , an

a0

)
= 0,∀i = 1, . . . , s. Portanto,

(
a1
a0
, . . . , an

a0

)
∈ V(g1, . . . , gs).

Agora, vejamos que V(g1, . . . , gs) ⊆ ψ(W):
Seja (a1, . . . , an) ∈ V(g1, . . . , gs). Assim, [1, a1, . . . , an] ∈ U0 e fi(1, a1, . . . , an) = gi(a1, . . . , an) =
0, ∀i = 1, . . . , s.
Logo, [1, a1, . . . , an] ∈ V ∩U0 =W, ou seja, ψ−1((a1, . . . , an)) ∈W, e portanto, (a1, . . . , an) ∈
ψ(W).

Exemplo 2.2.6 Considere a variedade projetiva V = V(x21 − x2x0, x
3
1 − x3x

2
0) ⊆ P3(R). Para

intersectar V com U0, basta desomogeneizar os polinômios x21−x2x0 e x
3
1−x3x

2
0 fazendo x0 = 1.

Assim, obtemos
W = V(x21 − x2, x

3
1 − x3) ⊆ A3(R).

Também podemos desomogeneizar com respeito a outras variáveis, por exemplo V ∩U1 é iden-
tificado com a variedade afim V(1− x2x0, 1− x3x

2
0).
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Definição 2.2.7 Seja f ∈ K[x1, . . . , xn] com deg f = d. Podemos escrever f de maneira única
como

f =

d∑
i=0

fi,

onde deg fi = i, ∀i = 0, . . . , d. Dizemos que f0, . . . , fd são as componentes homogêneas de f.

Agora, vamos ver que uma variedade afim em Ui pode ser escrita como V ∩ Ui para alguma
variedade projetiva V .
Por exemplo, considere a variedade afim W = V(x2 − x

3
1 + x

2
1) em U0 = A2(R). Como f =

x2 − x
3
1 + x

2
1 não é homogêneo, vamos incluir uma variável x0 para tornar f homogêneo. Como

f tem grau total 3, modificamos f de modo que todo termo tenha grau total igual a 3. Assim,
obtemos

fh = x2x
2
0 − x

3
1 + x

2
1x0.

Logo, W = U0 ∩ V(fh). Note que desomogeneizando fh fazendo x0 = 1, obtemos f.

Proposição 2.2.8 Seja g(x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn] um polinômio de grau total d.

(i) Seja g =
∑d

i=0 gi a expansão de g como uma soma de componentes homogêneas, onde gi
tem grau total i. Então

gh(x0, . . . , xn) =

d∑
i=0

gi(x1, . . . , xn)x
d−i
0

é um polinômio homogêneo de grau total d em K[x0, . . . , xn]. Chamamos gh a homoge-
neização de g com respeito a x0.

(ii) A homogeneização de g com respeito a x0 pode ser calculada usando a fórmula

gh = xd0g

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
.

(iii) Desomogeneizando gh com respeito a x0 obtemos g, isto é,

gh(1, x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn).

(iv) Seja F(x0, . . . , xn) um polinômio homogêneo e seja xe0 a maior potência de x0 que divide
F. Se f = F(1, x1, . . . , xn) é uma desomogeneização de F, então F = xe0 f

h.

Demonstração.

(i) Como gi tem grau total i segue que gix
d−i
0 tem grau total i+ d− i = d. Logo,

gh = g0(x1, . . . , xn)x
d
0 + g1(x1, . . . , xn)x

d−1
0 + · · ·+ gd(x1, . . . , xn)xd−d0

é um polinômio homogêneo de grau total d em K[x1, . . . , xn].

(ii) Observe que

xd0g

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
= xd0

d∑
i=0

gi

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
= x0g0

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
+ x0g1

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
+ · · ·+ xd0gd

(
x1

x0
, . . . ,

xn

x0

)
= xd0g0(x1, . . . , xn) + x

d
0

1

x0
g1(x1, . . . , xn) + · · ·+ xd0

1

xd0
gd(x1, . . . , xn)

= xd0g0(x1, . . . , xn) + x
d−1
0 g1(x1, . . . , xn) + · · ·+ xd−d0 gd(x1, . . . , xn)

= gh.
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(iii) Como gh(x0, . . . , xn) =
∑d

i=0 gi(x1, . . . , xn)x
d−i
0 , temos que

gh(1, x1, . . . , xn) =

d∑
i=0

gi(x1, . . . , xn)1
d−i = g(x1, . . . , xn).

(iv) Seja d = deg F. Digamos que F = a1x
p1
0 x

α1 + · · · + atxpt0 xαt , onde ai ∈ K e xαi é um
monômio em K[x1, . . . , xn].
Como F é homogêneo de grau d, temos que pi + |αi| = d,∀i = 1, . . . , t. Como f =
F(1, x1, . . . , xn), temos que

f = a1x
α1 + · · ·+ atxαt.

Observe que deg f = d−e, pois xe0 é a maior potência de x0 que divide F. Agora, digamos
que

fh = a1x
q1
0 x

αi + · · ·+ atxqt0 x
αt .

Assim, qi + |αi| = d − e, ∀i = 1, . . . , t. Logo, qi + e = d − |αi| = pi,∀i = 1, . . . , t.
Portanto,

xe0f
h = a1x

q1+e
0 xαi + · · ·+ atxqt+e0 xαt

= a1x
p1
0 x

α1 + · · ·+ atxpt0 x
αt

= F.

Observação: A homogeneização e a desomogeneização de um polinômio pode ser feita de
forma análoga com respeito a qualquer outra variável.

Exemplo 2.2.9 Seja g = y−x3+x ∈ K[x, y] e considere a variedade afim V(g) ⊆ U2 = A2(K).
Temos que gh = yz2−x3+xz2. Logo, V(g) é identificada com V∩U2 em P2(K) onde V = V(gh).

Definição 2.2.10 Seja I um ideal em K[x0, . . . , xn]. Dizemos que I é um ideal homogêneo se
para cada f ∈ I, as componentes homogêneas fi de f também pertencem a I.

Exemplo 2.2.11 Seja I = ⟨y− x2⟩ ⊆ K[x, y]. As componentes homogêneas de f = y− x2 são
f1 = y e f2 = −x2. Nenhum desses polinômios pertencem a I pois nenhum é múltiplo de y−x2.
Portanto, I não é ideal homogêneo.

Lema 2.2.12 Sejam f, f1, . . . , fs ∈ K[x1, . . . , xn] polinômios homogêneos. Dividindo f por
f1, . . . , fs (com respeito a qualquer ordem monomial) escrevemos

f = a1f1 + · · ·+ asfs + r,

onde a1, . . . , as, r ∈ K[x1, . . . , xn] e nenhum termo de r é diviśıvel por nenhum dos termos
ĺıderes dos f ′is. Então, a1, . . . , as, r também são polinômios homogêneos. Mais precisamente,
deg(r) = deg(f) e deg(ai) = deg(f) − deg(fi), 1 ≤ i ≤ s.

Demonstração. Sejam d = deg f e di = deg fi para i = 1, . . . , s.
Dividindo f por f1, . . . , fs, olhamos para lt(f) e digamos que seja diviśıvel por lt(fj), assim aj
recebe um termo p de grau d−dj para que haja o cancelamento. Assim, temos que f ′ = f−pfj
é o novo polinômio a ser dividido por f1, . . . , fs. Agora, observe que pfj é homogêneo de grau
d. Logo, f ′ é homogêneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o lt(f ′) e adicioná-lo ao
resto, temos que r já começa como um polinômio homogêneo de grau d.
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Prosseguindo, vamos dividir f ′ por f1, . . . , fs. Digamos que lt(f ′) seja diviśıvel por lt(fi), assim
ai recebe um termo q de grau d − di para que ocorra o cancelamento. Assim, temos que
f ′′ = f ′ − qfi é o novo polinômio a ser divido por f1, . . . , fs. Observe que qfi é homogêneo de
grau d, logo f ′′ é homogêneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o lt(f ′′) e adicioná-lo
ao resto, temos que r continua sendo um polinômio homogêneo de grau d. Observe também
que se i = j, temos que aj = p+ q continua sendo um polinômio homogêneo de grau d− dj.
Prosseguindo com o algoritmo da divisão, terminaremos com cada aj homogêneo de grau d−dj
e o resto homogêneo de grau d.

Lema 2.2.13 Se f, g ∈ K[x1, . . . , xn] são polinômios homogêneos, então o S-polinômio S(f, g)
é homogêneo.

Demonstração. Seja xγ = lcm(lm(f), lm(g)) e digamos que deg xγ = d.
Temos que

S(f, g) =
xγ

lt(f)
f−

xγ

lt(g)
g.

Sejam d1 = deg f e d2 = deg g. Assim, deg

(
xγ

lt(f)

)
= d− d1 e deg

(
xγ

lt(g)

)
= d− d2.

Como f é homogêneo cada termo de f tem grau d1, logo cada termo de
xγ

lt(f)
f tem grau (d −

d1) + d1 = d. Portanto,
xγ

lt(f)
f é um polinômio homogêneo de grau d.

Como g é homogêneo cada termo de g tem grau d2, logo cada termo de
xγ

lt(g)
g tem grau

(d− d2) + d2 = d. Portanto,
xγ

lt(g)
g é um polinômio homogêneo de grau d.

Logo, S(f, g) é um polinômio homogêneo de grau d.

Teorema 2.2.14 Seja I um ideal em K[x0, . . . , xn]. São equivalentes:

(i) I é ideal homogêneo.

(ii) I = ⟨f1, . . . , fs⟩, onde f1, . . . , fs são polinômios homogêneos.

(iii) Uma base de Groebner reduzida para I (com respeito a qualquer ordem monomial) consiste
de polinômios homogêneos.

Demonstração.

(i) ⇒ (ii) Suponha que I é um ideal homogêneo. Pelo Teorema da Base de Hilbert, temos
que I = ⟨F1, . . . , Ft⟩, para alguns F1, . . . , Ft ∈ K[x0, . . . , xn]. Escreva cada Fj como soma de suas
componentes homogêneas

Fj =
∑
i

Fji.

Como I é homogêneo, temos que todos Fji pertencem a I.

Seja I ′ o ideal gerado pelos polinômios homogêneos Fji. Assim, cada Fj =
∑
i

Fji pertencem a

I ′. Logo, I ⊆ I ′. Como Fji ∈ I para todos i, j temos que I ′ ⊆ I. Portanto, I = I ′.
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(ii) ⇒ (i) Se f =
∑

i fi e g =
∑

i gi são as expansões de dois polinômios como a soma de suas
componentes homogêneas, então as componentes homogêneas hk do produto h = fg são dadas
por

hk =
∑
i+j=k

figj,

de fato, observe que

fg =
∑
i+j=0

figj +
∑
i+j=1

figj + · · ·

é expansão de fg como soma de componentes homogêneas. Por hipótese, I = ⟨f1, . . . , fs⟩ onde
f1, . . . , fs são polinômios homogêneos.
Seja f ∈ I, então f = a1f1 + · · · + asfs, para alguns a1, . . . as ∈ K[x0, . . . , xn]. Escrevendo a1
como a soma de suas componentes homogêneas temos

a1 =
∑
i

a1i.

Como f1 é homogêneo, digamos de grau d, temos que f1 = fd é a expansão de f1 como soma
de suas componentes homogêneas. Logo, a expansão de a1f1 como soma de suas componentes
homogêneas é

a1f1 =
∑
i+d=0

a1ifd +
∑
i+d=1

a1ifd + · · ·

Como fd = f1 ∈ I temos que cada componente homogênea de a1f1 pertence a I.
Esse processo pode ser feito para cada aifi. Logo, cada componente homogênea de aifi pertence
a I. Assim, cada componente homogênea de f pertence a I. Portanto, I é um ideal homogêneo.

(ii) ⇒ (iii) Por hipótese, I = ⟨f1, . . . , fs⟩, onde f1, . . . , fs são polinômios homogêneos. Pelo
Lema 2.2.13 os S-polinômios S(fi, fj) são homogêneos.
Utilizando o Algoritmo de Buchberger obtemos uma base de Groebner

G = {f1, . . . , fs, fs+1, . . . , fm}

para I, onde fs+1, . . . , fm são obtidos como restos nas divisões dos S-polinômios por uma lista
de f ′is, e logo fs+1, . . . , fm são polinômios homogêneos pelo Lema 2.2.12. Assim, temos uma
base de Groebner G para I formada por polinômios homogêneos.
Como a base de Groebner reduzida G̃ para I é tal que seus elementos são alguns dos elementos
de G multiplicados por uma constante (para que tenham coeficiente ĺıder igual a 1), segue que

G̃ é uma base de Groebner reduzida para I formada por polinômios homogêneos.

(iii) ⇒ (ii) É imediato.

Seja I um ideal homogêneo em K[x0, . . . , xn]. Vejamos que

V(I) = {p ∈ Pn(K) : f(p) = 0, ∀f ∈ I},

está bem definido como um conjunto.
Seja [a0, . . . , an] = [b0, . . . , bn] ∈ Pn(K) e suponha que f(a0, . . . , an) = 0,∀f ∈ I. Vamos
mostrar que f(b0, . . . , bn) = 0, ∀f ∈ I.
Seja f ∈ I. Como [a0, . . . , an] = [b0, . . . , bn], existe λ ∈ K∗ tal que (b0, . . . , bn) = λ(a0, . . . , an).
Como I é um ideal homogêneo, existem polinômios homogêneos f1, . . . , fs ∈ K[x0, . . . , xn],
digamos que deg(fi) = di, tais que I = ⟨f1, . . . , fs⟩. Como f ∈ I, temos que

f = g1f1 + · · ·+ gsfs,
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para alguns g1, . . . , gs ∈ K[x0, . . . , xn]. Temos que fi(a0, . . . , an) = 0, ∀i = 1, . . . , s, logo

f(b0, . . . , bn) =

s∑
i=1

gi(b0, . . . , bn)fi(b0, . . . , bn)

=

s∑
i=1

gi(λa0, . . . , λan)fi(λa0, . . . , λan)

=

s∑
i=1

gi(λa0, . . . , λan)λ
difi(a0, . . . , an)

= 0.

Proposição 2.2.15 Seja I um ideal homogêneo em K[x0, . . . , xn] e suponha que I = ⟨f1, . . . , fs⟩,
onde f1, . . . , fs são homogêneos. Então

V(I) = V(f1, . . . , fs).

Demonstração. Seja p ∈ V(I). Como f1, . . . , fs ∈ I, temos que fi(p) = 0,∀i = 1, . . . , s. Logo,
p ∈ V(f1, . . . , fs).
Agora, seja q ∈ V(f1, . . . , fs). Dado f ∈ I, temos que

f = g1f1 + · · ·+ gsfs,

para alguns g1, . . . , gs ∈ K[x0, . . . , xn]. Assim, temos que

f(q) = g1(q)f1(q) + · · ·+ gs(q)fs(q) = 0.

Portanto, q ∈ V(I).

Proposição 2.2.16 Seja V ⊆ Pn(K) uma variedade projetiva e seja

I(V) = {f ∈ K[x0, . . . , xn] : f(a0, . . . , an) = 0, ∀[a0, . . . , an] ∈ V}

(isto significa que f precisa zerar todas as coordenadas homogêneas de todos os pontos em V).
Se K é infinito, então I(V) é um ideal homogêneo em K[x0, . . . , xn].

Demonstração. Como I(V) é fechado para a soma e fechado para produtos com elementos
de K[x0, . . . , xn], temos que I(V) é um ideal.
Seja f ∈ I(V), digamos que deg f = d, e seja a = [a0, . . . , an] ∈ V . Escreva

f =

d∑
i=0

fi,

onde f0, . . . , fd são as componentes homogêneas de f. Vamos mostrar que fi ∈ I(V), para todo
i ∈ {0, . . . , d}.
Como f ∈ I(V) e [a0, . . . , an] ∈ V temos que f(λa0, . . . , λan) = 0,∀λ ∈ K∗.
Observe que

f(λa0, . . . , λan) =

d∑
i=0

fi(λa0, . . . , λan) =

d∑
i=0

λifi(a0, . . . , an),
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logo
d∑
i=0

λifi(a0, . . . , an) = 0, para todo λ ∈ K∗.

Defina

p(x) =

d∑
i=0

xifi(a0, . . . , an) ∈ K[x].

Como p(λ) = 0,∀λ ∈ K∗ e K∗ é infinito, temos que p = 0, ou seja, todos os coeficientes de p
são iguais a zero, isto é, fi(a0, . . . , an) = 0,∀i = 0, . . . , d.
Como fi é homogêneo temos que fi se anula em todas as coordenadas homogêneas de a. Por-
tanto, para cada i ∈ {0, . . . , d} temos que fi(a) = 0, ∀a ∈ V , ou seja, fi ∈ I(V). Isso prova que
I(V) é um ideal homogêneo.

Proposição 2.2.17 Seja W ⊆ Pn(K) uma variedade projetiva e suponha que I(W) é um ideal
homogêneo. Então V(I(W)) =W.

Demonstração. Dado p ∈ W temos que f(p) = 0 para todo f ∈ I(W), logo p ∈ V(I(W)).
Portanto, W ⊆ V(I(W)).
Por outro lado, como W é uma variedade projetiva, temos que W = V(f1, . . . , fs) para alguns
polinômios homogêneos f1, . . . , fs. Seja J = ⟨f1, . . . , fs⟩, temos que W = V(J). Assim, I(W) =
I(V(J)).
É claro que J ⊆ I(V(J)) = I(W), e logo V(J) ⊇ V(I(W)), ou seja, W ⊇ V(I(W)).



Caṕıtulo 3

Corpos Finitos

Seja p um número primo positivo em Z. Vamos denotar por Zp o corpo Z/pZ.
Seja F um corpo com elemento unidade 1. Vamos denotar 1+ · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

n parcelas

por n · 1.

3.1 A caracteŕıstica de um corpo finito

Seja F um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto

ΛF = {n ∈ N : n · 1 = 0}.

Observe que {n ·1 : n ∈ N} ⊆ F. Como F é finito, existem n1 < n2 tais que n1 ·1 = n2 ·1. Logo,
(n2 − n1) · 1 = 0, com n2 − n1 > 0. Assim, n2 − n1 ∈ ΛF. Portanto, ΛF ̸= ∅.

Definição 3.1.1 A caracteŕıstica de um corpo finito F é o inteiro positivo

char(F) = minΛF.

Seja K um subcorpo de F. Como ΛK = ΛF, temos que char(K) = char(F).

Proposição 3.1.2 Se F é um corpo finito, então char(F) é um número primo.

Demonstração. Seja m = char(F) e suponha que m não seja primo. Logo, m = m1 ·m2,
onde 1 < m1,m2 < m. Então

0 = m · 1 = (m1 ·m2) · 1 = m1 · (m2 · 1) = (m1 · 1) · (m2 · 1).

Como F é domı́nio, temos que m1 · 1 = 0 ou m2 · 1 = 0, o que contradiz a minimalidade de m.

Proposição 3.1.3 Seja F um corpo finito com char(F) = p. Sejam m ∈ Z e a ∈ F tais que
m · a = 0. Então, m é um múltiplo de p ou a = 0.

Demonstração. Como m · a = 0, temos que (m · 1) · a = 0, logo m · 1 = 0 ou a = 0.
Suponha que m · 1 = 0. Dividindo m por p, obtemos q e r inteiros tais que m = q ·p+ r, onde
0 ≤ r < p. Logo,

0 = m · 1 = (q · p+ r) · 1 = q · (p · 1) + r · 1 = 0+ r · 1 = r · 1.

Pela minimalidade de p temos que r = 0.

23
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Teorema 3.1.4 Seja F um corpo finito com char(F) = p, onde p é um número primo. então
F contém um subcorpo isomorfo a Zp (que ainda denotaremos por Zp). Em particular, F tem
pn elementos para algum natural n.

Demonstração. Considere o homomorfismo

φ : Zp −→ F

m 7−→ m · 1

Vejamos que esta aplicação está bem definida:
Sejam m = k em Zp, então m ≡ k(mod p), ou seja, existe λ ∈ Z tal que m = k+ λp. Logo,

m · 1 = (k+ λp) · 1 = k · 1+ (λp) · 1 = k · 1+ λ · (p · 1) = k · 1+ 0 = k · 1.

Seja m ∈ kerφ, então m · 1 = 0. Logo, p | m, ou seja, m = 0. Portanto, kerφ = {0}.
Assim, Zp ≃ Zp/ kerφ ≃ φ(Zp). Portanto, Zp é isomorfo ao subcorpo φ(Zp) de F.
Observe que F é um Zp-espaço vetorial de dimensão finita, pois F é finito. Digamos que
dimZp

F = n e seja {v1, . . . , vn} uma base para F. Então, todo elemento de F se escreve de
modo único na forma

a1v1 + · · ·+ anvn,

com ai ∈ Zp, i = 1, . . . , n. Portanto, |F| = pn elementos.

Proposição 3.1.5 Seja F um corpo finito de caracteŕıstica p e seja q = pr para algum r ∈ N.
Se a, b ∈ F, temos que

(a+ b)q = aq + bq e (a− b)q = aq − bq.

Demonstração. Faremos uma indução sobre r. Para r = 1, utilizando o binômio de Newton,
temos que

(a+ b)p =

(
p

0

)
apb0 +

(
p

1

)
ap−1b1 + · · ·+

(
p

p− 1

)
a1bp−1 +

(
p

p

)
a0bp.

Como p |
(
p

i

)
, para todo i = 1, . . . , p− 1. Temos que (a+ b)p = ap + bp.

Também temos que

(a− b)p =

(
p

0

)
apb0 −

(
p

1

)
ap−1b1 + · · ·+ (−1)p

(
p

p

)
a0bp.

Logo, (a− b)p = ap + (−1)pbp = ap − bp (pois, para p = 2, temos que 1 ≡ −1 (mod 2)).
Suponha o resultado verdadeiro para r− 1.
Observe que

(a+ b)p
r

= ((a+ b)p
r−1

)p
h.i.
= (ap

r−1

+ bp
r−1

)p = ap
r

+ bp
r

.

E também

(a− b)p
r

= ((a− b)p
r−1

)p
h.i.
= (ap

r−1

− bp
r−1

)p = ap
r

− bp
r

.

Portanto, (a+ b)q = aq + bq e (a− b)q = aq − bq.

Observação: Se a1, . . . , an são elementos de um corpo finito F de caracteŕıstica p, e se q é
uma potência de p, então:
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(i) (a1 + · · ·+ an)q = aq1 + · · ·+ aqn
De fato: faremos uma indução sobre n. Para n = 1, 2 já sabemos ser verdade.
Suponha que este fato seja verdadeiro para n− 1. Assim,

(a1 + · · ·+ an)q = (a1 + · · ·+ an−1)q + aqn
h.i.
= a

q
1 + · · ·+ aqn.

(ii) Se p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anXn ∈ F[x], então

p(x)q = aq0 + a
q
1X

q + · · ·+ aqnXnq.

Corolário 3.1.6 Seja F um corpo finito com char(F) = p. Se q = pr para algum r ∈ N, então

fq : F −→ F

x 7−→ xq

é um isomorfismo de corpos (conhecido como isomorfismo de Frobenius).

Demonstração. Temos que fq(ab) = (ab)q = aqbq = fq(a)fq(b).
Pela proposição anterior temos fq(a + b) = (a + b)q = aq + bq = fq(a) + fq(b) e como
fq(1) = 1

q = 1, segue que fq é um homomorfismo.
Seja a ∈ ker f, então aq = 0, logo a = 0. Portanto, f é injetora.
Como F é finito, temos que f é sobrejetora.

Corolário 3.1.7 Seja F um corpo com char(F) = p e seja q uma potência inteira de p. Então

K = {a ∈ F : aq − a = 0},

é um subcorpo de F.

Demonstração. Observe que K ̸= ∅, pois 1, 0 ∈ K.
Sejam a, b ∈ K, com b ̸= 0. Como

(a− b)q − (a− b) = aq − bq − a+ b = (aq − a) − (bq − b) = 0− 0 = 0,

temos que a− b ∈ K.
Como (a

b

)q
−
a

b
=
aq

bq
−
a

b
=
a

b
−
a

b
= 0,

temos que
a

b
∈ K.

Portanto, K é um subcorpo de F.

Proposição 3.1.8 Sejam F um corpo finito de caracteŕıstica p e f(x) ∈ F[x]. Temos que
f ′(x) = 0 se, e somente se, existe g(x) ∈ F[x] tal que f(x) = g(x)p.

Demonstração. (⇒) Suponha que f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anXn. Por hipótese, f ′(x) = 0, ou
seja,

a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + · · ·+ nanXn−1 = 0.

Assim, iai = 0, para todo i = 1, . . . , n. Então, p | i sempre que ai ̸= 0. Logo,

f(x) = a0 + apX
p + a2px

2p + · · · .
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Como fp : F −→ F, dada por x 7→ xp, é um isomorfismo, podemos escolher bi ∈ F tal que
b
p
i = aip.

Tome g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + · · · . Assim,

g(x)p = bp0 + b
p
1X

p + bp2X
2p + · · · = f(x).

(⇐) Por hipótese, existe g(x) ∈ F[x] tal que f(x) = g(x)p.
Digamos que

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnxn.
Então,

g(x)p = bp0 + b
p
1X

p + · · ·+ bpnxnp.
Logo,

f ′(x) = (g(x)p) ′ = pbp1X
p−1 + 2pbp2X

2p−1 + · · ·+ npbpnXnp−1 = 0.

Proposição 3.1.9 Seja F um corpo finito de caracteŕıstica p e seja q = pr para algum r ∈ N.
O polinômio f(x) = xq − x não possui fatores irredut́ıveis múltiplos em F[x].

Demonstração. Como f ′(x) = qXq−1−1 = −1 é invert́ıvel em F[x], temos que mdc(f(x), f ′(x)) =
1.
Suponha, por absurdo, que f(x) possui um fator irredut́ıvel múltiplo em F[x], ou seja, existe
g(x) irredut́ıvel em F[x] tal que f(x) = g(x)sh(x), para algum h(x) ∈ F[x] e s ≥ 2.
Assim,

f ′(x) = sg(x)s−1g ′(x)h(x) + g(x)sh ′(x).

Como s − 1 ≥ 1, temos que g(x) divide f ′(x). Logo, g(x) divide mdc(f(x), f ′(x)) = 1, ou seja,
g(x) é invert́ıvel, absurdo!

Lema 3.1.10 Seja F um corpo finito com q elementos. Para todo a ∈ F∗ = F \ {0} temos que
aq−1 = 1.

Demonstração. Seja a ∈ F∗ e considere a aplicação

φa : F
∗ −→ F∗

x 7−→ ax

Sejam x, y ∈ F∗ tais que φa(x) = φa(y), assim ax = ay. Como a ∈ F∗, temos que x = y.
Logo, φa é injetora.
Como F∗ é finito, temos que φa é bijetora.
Se F∗ = {x1, . . . , xq−1}, então {ax1, . . . , axq−1} = {x1, . . . , xq−1}.
Assim, (ax1)(ax2) · · · (axq−1) = x1x2 · · · xq−1, ou seja, aq−1x = x, onde x = x1x2 · · · xq−1 é
invert́ıvel em F. Portanto, aq−1 = 1.

Corolário 3.1.11 Seja F um corpo finito com q elementos. Para todo a ∈ F e para todo n ∈ N,
temos que aq

n

= a.

Demonstração. Faremos uma indução sobre n.
Para n = 1, se a ̸= 0 temos aq−1 = 1, e portanto aq = a. Para a = 0, é claro que aq = a.
Seja n > 1 e suponha que aq

n−1

= a. Assim,

aq
n

= (aq
n−1

)q
h.i
= aq = a.

Portanto, aq
n

= a, para todo n ∈ N.
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Corolário 3.1.12 Seja K um corpo finito de caracteŕıstica p com q elementos. Seja F uma
extensão de K. Então os elementos de K são os elementos de F que são ráızes do polinômio
xq − x, enquanto que os elementos do subcorpo Zp de F são as ráızes do polinômio xp − x.

Demonstração. Como K tem q elementos, aq − a = 0, para todo a ∈ K. Logo, todos os q
elementos de K são ráızes de xq − x.
Como xq − x tem no máximo q ráızes, segue que todas as ráızes de xq − x são elementos de K.
Como Zp tem p elementos, o argumento acima prova que os elementos de Zp são as ráızes de
xp − x.

Seja F um corpo finito e seja a ∈ F∗. Como aq−1 = 1, onde |F| = q, temos que

{n ∈ N : an = 1} ̸= ∅.

3.2 Existência e Unicidade de Corpos Finitos

Proposição 3.2.1 Seja K um corpo finito com q elementos e seja f(x) um polinômio mônico

irredut́ıvel em K[x] de grau d. Considere o corpo F =
K[x]

(f(x))
. Então:

(i) 1, x, x2, . . . , xd−1 formam uma base para F como um K-espaço vetorial, onde x é a classe
de x.

(ii) xq
d

= x em F

(iii) f(x) divide xq
d

− x em K[x]

(iv) Os elementos x, xq, . . . , xq
d−1

de F são distintos e são as ráızes de f(x).

Demonstração.

(i) Suponha que a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ ad−1xd−1 = 0. Então,

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ ad−1xd−1 ∈ (f(x)).

Como d − 1 < deg(f(x)), segue que a0 + a1x + a2x
2 + · · · + ad−1xd−1 = 0. Portanto,

ai = 0, para todo i = 0, . . . , d− 1.
Isso prova que 1, x, x2, . . . , xd−1 é l.i.
Seja g(x) ∈ F. Dividindo g(x) por f(x), obtemos que q(x) e r(x) em K[x] tais que
g(x) = q(x)f(x) + r(x), onde r(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ ad−1xd−1.
Como g(x) = r(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ ad−1xd−1, temos que 1, x, x2, . . . , xd−1 geram
F.

(ii) Observe que F é um corpo finito com qd elementos. Sabemos que xq
d

= x.

(iii) Como xq
d

= x, temos que xqd − x = 0, logo xq
d

− x ∈ (f(x)).

(iv) Considere o polinômio

g(y) = (y− x)(y− xq) · · · (y− xq
d−1

) ∈ F[y].

Temos que

g(yq) = (yq − x)(yq − xq) · · · (yq − xqd−1

)

= (yq − xq
d

)(yq − xq) · · · (yq − xqd−1

)

= ((y− xq
d−1

)(y− x) · · · (y− xq
d−2

))q = g(y)q.
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Assim, g(yq) = g(y)q. Se g(y) = b0 + b1y+ · · ·+ bd−1yd−1 + yd, temos que

b0+b1y
q+ · · ·+bd−1y(d−1)q+ydq = g(yq) = g(y)q = bq0 +b

q
1Y

q+ · · ·+bqd−1Y
(d−1)q+ydq,

então bi = b
q
i , para todo i = 0, . . . , d− 1.

Como bi é raiz de xq − x, para todo i = 0, . . . , d − 1, temos que bi ∈ K, para todo
i = 0, . . . , d− 1. Logo, g(y) ∈ K[y].
Como f(y), g(y) ∈ K[y] possuem uma raiz comum numa extensão F de K (tal raiz é
x ∈ F), segue que o mdc(f(y), g(y)) é não constante em F[y] e pertence a K[y].
Como f(y) é irredut́ıvel e mônico, temos que f(y) = mdc(f(y), g(y)). Logo, f(y) divide
g(y). Como f(y) e g(y) são mônicos e de mesmo grau, temos que f(y) = g(y).
Por (iii) sabemos que g(y) divide yq

d

− y. Como yq
d

− y não possui fatores irredut́ıveis
múltiplos em F[y], segue que g(y) não possui fatores irredut́ıveis múltiplos em F[y].

Logo, as ráızes x, xq, . . . , xq
d−1

de g(y) são duas a duas distintas.

Seguindo a notação da proposição anterior, temos que se x ∈ K[x]/(f(x)) com f(x) ∈ K[x]
irredut́ıvel de grau d, então

d = min{j ∈ N : xq
j

= x}.

Lema 3.2.2 Sejam q ≥ 2,m e n inteiros positivos. Então

mdc(xq
n

− x, xq
m

− x) = xq
e

− x,

onde e = mdc(n,m).

Demonstração. Dados m e n inteiros positivos, vamos primeiramente provar que

mdc(xn − 1, xm − 1) = xmdc(n,m) − 1.

É claro que isto é verdade quando n = m.
Suponhamos que n > m. Pelo algoritmo da divisão em Z, temos que n = mq + r, com
0 ≤ r < m. Observe que

xn − 1 = (xm − 1)(xn−m + xn−2m + · · ·+ xn−qm) + xr − 1 (3.1)

Considere agora o algoritmo de Euclides para o cálculo do mdc de n e m:

n = mq1 + r1

m = r1q2 + r2

r1 = r2q3 + r3
...

rs−1 = rsqs+1 + rs+1

onde rs+1 = 0. Logo, mdc(n,m) = rs.
Usando as igualdades acima e por (3.1), temos que

xn − 1 = (xm − 1)Q1(x) + x
r1 − 1

xm − 1 = (xr1 − 1)Q2(x) + x
r2 − 1

xr1 − 1 = (xr2 − 1)Q3(x) + x
r3 − 1

...

xrs−1 − 1 = (xrs − 1)Qs+1(x) + x
rs+1 − 1
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onde xrs+1 − 1 = x0 − 1 = 0.
Portanto,

mdc(xn − 1, xm − 1) = xrs − 1 = xmdc(n,m) − 1.

Seja a ≥ 2 um inteiro. Então, temos que

mdc(an − 1, am − 1) = amdc(n,m) − 1.

Finalmente,

mdc(xq
n

− x, xq
m

− x) = xmdc(xq
n−1

− 1, xq
m−1

− 1)

= x(xmdc(qn−1,qm−1) − 1)

= x(xq
e−1 − 1)

= xq
e

− x,

onde e = mdc(n,m).

Proposição 3.2.3 Seja F um corpo finito com q elementos e seja n um inteiro positivo. Em
F[x] temos a igualdade:

xq
n

− x =
∏
d|n

Gd(x),

onde Gd(x) é o produto de todos os polinômios mônicos irredut́ıveis de grau d em F[x].

Demonstração. Seja f ∈ F[x] um polinômio mônico irredut́ıvel de grau d. Como xq
n

− x não
possui fatores irredut́ıveis múltiplos, basta provar a seguinte afirmação:

f divide xq
n

− x⇐⇒ d divide n.

(⇒) Como F tem q elementos e deg(f) = d temos que f | xq
d

− x.
Como f divide xq

n

− x e xq
d

− x temos que f divide mdc(xq
n

− x, xq
d

− x). Pelo Lema 3.2.2
temos que

mdc(xq
n

− x, xq
d

− x) = xq
e

− x,

onde e = mdc(n, d). Logo, f divide xq
e

− x.

Em
F[x]

(f)
temos que xqe − x = 0, logo xq

e

= x. Como

d = min{j ∈ N : xq
j

= x},

segue que d ≤ e. Como e = mdc(n, d), temos que e ≤ d. Logo, d = e = mdc(n, d). Portanto,
d | n.

(⇐) Do Lema 3.2.2 e de d | n vem que

mdc(xq
d

− x, xq
n

− x) = xq
mdc(d,n)

− 1 = xq
d

− x.

Logo, xq
d

− x | xq
n

− x.
Como F tem q elementos e deg(f) = d, segue que f | xq

d

− x. Portanto, f | xq
n

− x.

Corolário 3.2.4 Seja I(n) o número de polinômios mônicos irredut́ıveis de grau n em K[x],
onde K é um corpo finito com q elementos. Então,

qn =
∑
d|n

dI(d).
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Demonstração. Sabemos que xq
n

− x =
∏
d|n

Gd(x).

Como degGd(x) = dI(d), temos que deg

∏
d|n

Gd(x)

 =
∑
d|n

dI(d).

Logo, qn = deg(xq
n

− x) = deg

∏
d|n

Gd(x)

 =
∑
d|n

dI(d).

Exemplo 3.2.5 Vamos calcular I(n) para alguns valores de n em Z2[x].
Como os únicos polinômios mônicos irredut́ıveis de Z2[x] de grau 1 são x e x + 1, temos que
I(1) = 2.
Usando a fórmula do corolário, temos que

22 = I(1) + 2I(2) = 2+ 2I(2) =⇒ I(2) = 1.

O único polinômio mônico irredut́ıvel de grau 2 em Z2[x] é x2 + x+ 1.
Novamente pelo corolário anterior, temos que

23 = I(1) + 3I(3) = 2+ 3I(3) =⇒ I(3) = 2.

Os únicos polinômios mônicos irredut́ıveis de grau 3 em Z2[x] são x3 + x+ 1 e x3 + x2 + 1.
Do mesmo modo, podemos obter I(4) = 3, I(5) = 6, etc.

Teorema 3.2.6 Seja F um corpo finito. Para cada inteiro positivo n, existe pelo menos um
polinômio irredut́ıvel de grau n em F[x].

Demonstração. Para n = 1, basta considerar o polinômio x.
Suponha n ≥ 2. Sejam 1 = d1 < · · · < ds < n os divisores de n. Digamos que q = |F|. Pelo
corolário acima, temos que

qn =
∑
d|n

dI(d)

= d1I(d1) + · · ·+ dsI(ds) + nI(n)
≤

∑
d|d1

dI(d) + · · ·+
∑
d|ds

dI(d) + nI(n)

= qd1 + · · ·+ qds + nI(n)
≤ q+ q2 + · · ·+ qds + nI(n)

=
qds+1 − 1

q− 1
+ nI(n)

< qds+1 + nI(n).

Portanto, nI(n) > qn − qds+1.
Como ds | n e ds < n, temos que n = λds, para algum λ ≥ 2. Assim,

ds =
n

λ
≤ n

2
e qds+1 ≤ qn

2
+1.

Logo,
nI(n) > qn − qds+1 ≥ qn − q

n
2
+1 = qn(1− q−n

2
+1). (3.2)

Observe que

n ≥ 2⇒ n

2
≥ 1⇒ 0 ≥ 1− n

2
⇒ 1 = q0 ≥ q1−

n
2 ⇒ 1− q1−

n
2 ≥ 0.

Caso n ≥ 2, temos que nI(n) > 0. Portanto, I(n) > 0.
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Teorema 3.2.7 (Existência de Corpos Finitos) Se p e n são inteiros positivos com p primo,
então existe um corpo com pn elementos.

Demonstração. Sabemos que existe f(x) ∈ Zp[x] tal que f(x) é irredut́ıvel de grau n. Logo,
Zp[x]/f(x) é um corpo com pn elementos.

Teorema 3.2.8 (Unicidade dos Corpos Finitos) Dois corpos finitos com o mesmo número de
elementos são isomorfos.

Demonstração. Seja L um corpo finito com pn elementos, logo a caracteŕıstica de L é p e ele
contém um corpo isomorfo a Zp. Assim, L é um Zp-espaço vetorial de dimensão n.
Como L tem pn elementos, todas as ráızes de xp

n

− x são exatamente todos os elementos de L.
Seja f ∈ Zp[x] um polinômio mônico irredut́ıvel de grau n. Sabemos que f divide xp

n

− x em
Zp[x]. Logo, existe u ∈ L tal que f(u) = 0.

Afirmação: B = {1, u, . . . , un−1} é uma base para L.

Como dimL = n, basta provar que B é l.i.
Suponha, por absurdo, que existam a0, . . . , an−1 ∈ Zp, não todos nulos, tais que

a0 + a1u+ · · ·+ an−1un−1 = 0.

Então, r(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1xn−1 ∈ Zp[x] é um polinômio não nulo de grau < n tal que
r(u) = 0. Assim, mdc(f, r) ̸= 1 em L, e como f, r ∈ Zp[x] temos que mdc(f, r) ̸= 1 em Zp.
Como f é irredut́ıvel, temos que f | r, o que é imposśıvel, pois deg(r) < deg(f).
Portanto, B é uma base para L como um Zp-espaço vetorial.

Seja F =
Zp[x]
(f)

. Sabemos que F é um Zp-espaço vetorial e uma base para F é B ′ =
{
1, x, . . . , xn−1

}
.

Considere a aplicação

φ : F −→ L
n−1∑
i=0

aix
i 7−→ n−1∑

i=0

aiu
i

(i) φ está bem definida:

Suponha que
n−1∑
i=0

aix
i =

n−1∑
i=0

bix
i. Assim,

n−1∑
i=0

aiX
i −

n−1∑
i=0

biX
i ∈ (f), ou seja, existe g ∈

Zp[x] tal que
n−1∑
i=0

aiX
i −

n−1∑
i=0

biX
i = fg. Logo,

n−1∑
i=0

aiu
i −

n−1∑
i=0

biu
i = f(u)g(u) = 0.

Portanto,
n−1∑
i=0

aiu
i =

n−1∑
i=0

biu
i.

(ii) φ é um homomorfismo de corpos:

Sejam g =

n−1∑
i=0

aix
i e h =

n−1∑
i=0

bix
i em F. Então,

φ(g+ h) =

n−1∑
i=0

(ai + bi)u
i =

n−1∑
i=0

aiu
i +

n−1∑
i=0

biu
i = φ(g) +φ(h).

Dividindo gh por f obtemos q, r ∈ Zp[x] tais que gh = fq + r, onde r é zero ou é um
polinômio de grau ≤ n− 1. Logo,
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g h = f g+ r = r e g(u)h(u) = f(u)q(u) + r(u) = r(u).

Assim, φ(g h) = φ(r) = r(u) = g(u)h(u) = φ(g)φ(h).

(iii) φ é sobrejetora:

Seja
n−1∑
i=0

aiu
i um elemento de L. Defina g =

n−1∑
i=0

aiX
i. Então g ∈ F e φ(g) = g(u) =

n−1∑
i=0

aiu
i, o que prova que φ é sobrejetora.

(iv) φ é injetora:

Como ker(φ) é um ideal de F e φ não é o homomorfismo nulo, segue que ker(φ) = {0}.



Caṕıtulo 4

Códigos Lineares

Seja K = Fq um corpo finito com q elementos. Consideremos o K-espaço vetorial

Kn = K× · · · × K︸ ︷︷ ︸
n vezes

de dimensão n, cujo os elementos são n-uplas a = (a1, . . . , an) com ai ∈ K, i = 1, . . . , n.

Definição 4.0.9 Um subespaço vetorial C ⊂ Kn é chamado código linear.

Assim, todo código linear tem dimensão dimensão finita.
De maneira usual, denotaremos por |A| o número de elementos de um conjunto A.

Definição 4.0.10

(i) Dados a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn) em Kn definimos a distância de Hamming
entre a e b como sendo o número de coordenadas que estes elementos diferem, ou seja,

d(a, b) := |{i : ai ̸= bi, 1 ≤ i ≤ n}|.

(ii) O peso de um elemento a = (a1, . . . , an) ∈ Kn é definido como

w(a) := |{i : ai ̸= 0}|.

Em outras palavras, temos que w(a) = d(a, 0).

Observação 4.0.11 A distância de Hamming é uma métrica sobre Kn. Mais especificamente,
dados a, b e c em Kn, temos que:

(i) d(a, b) ≥ 0 e vale a igualdade se e só se a = b ;

(ii) d(a, b) = d(b, a);

(iii) d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b);

(iv) d(a, b) = d(a− b, 0).

Definição 4.0.12 Seja C ⊂ Kn um código linear.

(i) Chamamos o número n de comprimento de C e a dimensão de C como K-espaço vetorial,
dimKC, de dimensão do código C.
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(ii) A distância mı́nima de C é o número

δ = min{d(a, b) : a, b ∈ C e a ̸= b} = min{w(a) = d(a, 0) : a ∈ C, a ̸= 0}.

O comprimento, a dimensão e a distância mı́nima constituem os parâmetros básicos de um
código linear. Se um código linear tem comprimento n, dimensão k e distância mı́nima d,
então vale a cota de Singleton:

d ≤ n− k+ 1.

Definição 4.0.13 Seja C ⊂ Kn um código linear de dimensão k e distância mı́nima d. Dize-
mos que C é um código MDS (Maximum Distance Separable) quando vale a igualdade na cota
de Singleton, isto é, se d = n− k+ 1.



Caṕıtulo 5

A distância mı́nima de códigos
parametrizados no toro projetivo

A partir de agora vamos considerar:

• K = Fq um corpo finito com q elementos

• m1, . . . ,ms monômios em K[y1, . . . , yn], onde

m1 = yv1 = yv111 · · ·yv1nn
...

ms = yvs = yvs11 · · ·yvsnn

• S = K[t1, . . . , ts]

• Sd = K[t1, . . . , ts]d = {f ∈ K[t1, . . . , ts] : f é homogêneo de grau d ou f = 0}

• M é o conjunto de todos os monômios de K[t1, . . . , ts].

Definição 5.0.14 Seja I um ideal em K[t1, . . . , ts]. Definimos a Pegada de I como sendo o
conjunto

∆(I) = {m ∈ M : m ̸∈ ⟨lm(I)⟩}.
Também definimos

∆(I)d = ∆(I) ∩ Sd.

Proposição 5.0.15 Seja I um ideal em K[t1, . . . , ts] e sejam f1, . . . , ft ∈ I. Então,

(i) ∆(I) ⊆ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft))

(ii) ∆(I) = ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) se e somente se {f1, . . . , ft} é uma base de Groebner para I.

Demonstração.

(i) Seja m ∈ ∆(I). Como m ̸∈ ⟨lm(I)⟩ e ⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩ ⊆ ⟨lm(I)⟩ temos que m ̸∈
⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩. Portanto, m ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)).

(ii) (⇒) Seja f ∈ I. Vamos mostrar que lm(f) ∈ ⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩. Suponha por absurdo
que lm(f) ̸∈ ⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩. Assim, lm(f) ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)) = ∆(I), ou seja,
lm(f) ̸∈ ⟨lm(I)⟩. Portanto, lm(f) ̸∈ lm(I), absurdo, pois f ∈ I.

(⇐) Seja m ∈ ∆(lm(f1), . . . , lm(ft)). Temos que, m ̸∈ ⟨lm(f1), . . . , lm(ft)⟩ = ⟨lm(I)⟩.
Portanto, m ∈ ∆(I).
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Proposição 5.0.16 Seja I um ideal homogêneo em K[t1, . . . , ts]. Então, B = {m : m ∈ ∆(I)d}
é uma base para K[t1, . . . , ts]d/Id como um K-espaço vetorial.

Demonstração. Seja f ∈ K[t1, . . . , ts]d, isto é, f é homogêneo de grau d. Como I é um ideal
homogêneo, existem g1, . . . , gn ∈ K[t1, . . . , ts] homogêneos tais que G = {g1, . . . , gn} é uma base
de Groebner para I. Dividindo f por {g1, . . . , gn} obtemos f1, . . . , fn, r ∈ K[t1, . . . , ts] tais que
f = f1g1+ · · ·+fngn+r e r é uma K-combinação linear de monômios de ∆(I)d. Como f−r ∈ Id,
temos que f = r. Portanto, f é uma K-combinação linear de elementos de B.

Para provar que B é linearmente independente, sejam m1, . . . ,ml ∈ B e c1, . . . , cl ∈ K tais que
c1m1+· · ·+clml = 0. Suponha por absurdo que algum cj ̸= 0. Como r := c1m1+· · ·+clml ∈ Id
temos que lm(r) ∈ lm(Id) ⊆ lm(I). Logo, lm(r) ∈ ⟨lm(I)⟩, ou seja, lm(r) ̸∈ ∆(I). Como
lm(r) = mi para algum i ∈ {1, . . . , l} temos mi ̸∈ ∆(I), logo mi ̸∈ ∆(I)d. Portanto, B é
linearmente independente.

5.1 O Código Parametrizado de ordem d

Definição 5.1.1 O conjunto

X = {[m1(a), . . . ,ms(a)] ∈ Ps−1 : a = (a1, . . . , an) ∈ (K∗)n}

é chamado conjunto tórico algébrico parametrizado por m1, . . . ,ms.

Como K é finito, temos que X é finito, digamos que

X = {[p1], . . . , [pm]}, ondem = |X|.

Dado d ∈ N, seja f0(t1, . . . , ts) = td1 e considere a aplicação

ϕd : Sd −→ Km

f 7−→ (
f(p1)

f0(p1)
, . . . ,

f(pm)

f0(pm)

)
.

Vejamos que ϕd é uma transformação linear:
Para provar que ϕd está bem definida, sejam f ∈ Sd e [a] = [b] ∈ X. Digamos que a =
(a1, . . . , as) e b = (b1, . . . , bs). Temos que a = λb, para algum λ ∈ K∗. Vamos provar que

f(a)

f0(a)
=
f(b)

f0(b)
.

Observe que f0(a) = f0(λb) = (λb1)
d = λdf0(b).

Como f é homogêneo de grau d, temos que f(a) = f(λb) = λdf(b). Portanto,

f(a)

f0(a)
=
λdf(b)

λdf0(b)
=
f(b)

f0(b)
.

Vamos provar que ϕd é uma transformação linear. Sejam f, g ∈ Sd e λ ∈ K. Temos que

ϕd(f+ λg) =

(
(f+ λg)(p1)

f0(p1)
, . . . ,

(f+ λg)(pm)

f0(pm)

)
=

(
f(p1) + λg(p1)

f0(p1)
, . . . ,

f(pm) + λg(pm)

f0(pm)

)
=

(
f(p1)

f0(p1)
, . . . ,

f(pm)

f0(pm)

)
+ λ

(
g(p1)

f0(p1)
, . . . ,

g(pm)

f0(pm)

)
= ϕd(f) + λϕd(g).



37

Definição 5.1.2 A imagem da transformação linear ϕd é chamada de código parametrizado
de ordem d e denotamos por

ϕd(Sd) = CX(d).

Definição 5.1.3 O ideal anulador de X, denotado por I(X), é o ideal de S gerado pelos po-
linômios homogêneos de S que se anulam em X.

Observe que I(X) é um ideal homogêneo.

Considere I(X)d := I(X)∩Sd. Assim, I(X)d é um subgrupo normal de Sd. Logo, Sd/I(X)d é um
grupo com as operações usuais de classes. Portanto, Sd/I(X)d é um K−espaço vetorial.

Observe que ker(ϕd) = I(X)d:
Dado f ∈ ker(ϕd) temos que f ∈ Sd e ϕd(f) = 0. Assim,(

f(p1)
f0(p1)

, . . . ,
f(pm)
f0(pm)

)
= (0, . . . , 0), ou seja, f(p1) = · · · = f(pm) = 0.

Portanto, f é homogêneo de grau d e se anula em X. Isso mostra que f ∈ I(X) ∩ Sd = I(X)d.
Para provar a outra inclusão, seja g ∈ I(X)d, logo g ∈ Sd e g ∈ I(X). Assim,

g(p1) = · · · = g(pm) = 0.

Logo, ϕd(g) = 0.

Proposição 5.1.4 A aplicação

T : Sd/I(X)d −→ CX(d)

f 7−→ ϕd(f)

é um isomorfismo de K−espaços vetoriais.

Demonstração. Vamos provar que T é um isomorfismo. De fato:

(i) T é uma transformação linear:
Sejam f, g ∈ Sd/I(X)d e λ ∈ K. Assim, temos que

T(f+ λg) = T(f+ λg) = ϕd(f+ λg) = ϕd(f) + λϕd(g) = T(f) + λT(g).

(ii) ker T = {0}:
Seja f ∈ ker T . Como T(f) = ϕd(f) = 0, temos que f ∈ ker(ϕd) = I(X)d. Logo, f = 0.

(iii) ImT = CX(d):
Seja a ∈ CX(d) = Im(ϕd), então existe f ∈ Sd tal que a = ϕd(f), ou seja, a = T(f) ∈
ImT .

Dado um ideal homogêneo I em K[t1, . . . , ts] vamos denotar por HI : N −→ N a função de
Hilbert de I. Assim, temos que

HI(X)(d) = dimK (Sd/I(X)d) = dimKCX(d).

Observação 5.1.5 Como B = {m : m ∈ ∆(I(X))d} é uma base para Sd/I(X)d como K-espaço
vetorial, temos que

dimKCX(d) = dimK (Sd/I(X)d) = |∆(I(X))d|.
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Teorema 5.1.6 HI(X)(d) = |X| para todo d ≥ |X|− 1.

Demonstração. Seja d ≥ |X| − 1. Vamos construir um polinômio f1 ∈ Sd tal que ϕd(f1) =
e1 ∈ Km. Denotaremos os pontos de X por

p1 = (p11, p12, . . . , p1s)
p2 = (p21, p22, . . . , p2s)

...
pm = (pm1, pm2, . . . , pms),

tais que p11 = · · · = pm1 = 1. Como p1 ̸= p2, podemos escolher k ∈ {1, . . . , s} tal que p1k ̸= p2k.
Defina

h2 =
tk − p2kt1
p1k − p2k

∈ K[t1, . . . , ts].

Observe que h2(p1) = 1 e h2(p2) = 0. Da mesma forma, definimos h3, . . . , hm ∈ K[t1, . . . , ts]
tais que

hi(pj) =

{
0, se i = j
1, se j = 1.

Considere
f1 := t

d−m+1
1 h2 · · ·hm.

Observe que f1 é um polinômio homogêneo de grau (d−m+1)+(m−1) = d, ou seja, f1 ∈ Sd.
Mais ainda, f1(p1) = 1 e f1(pj) = 0, para 2 ≤ j ≤ m. Portanto, ϕd(f1) = e1 ∈ Km.

Analogamente, constrúımos f2, . . . , fm ∈ Sd tais que ϕd(fj) = ej para 1 ≤ j ≤ m. Isso prova
que ϕd é sobrejetora para todo d ≥ |X|− 1. Portanto,

HI(X)(d) = dimSd/I(X)d = dimϕd(Sd) = dimKm = m = |X|,

para todo d ≥ |X|− 1.

Dado um ideal homogêneo I em K[t1, . . . , ts] vamos denotar por hI(t) ∈ Q[t] o polinômio de
Hilbert de I. Observe que deg(hI(X)(t)) = dimX = 0. Assim, temos que hI(X)(t) é o polinômio
constante c0.

Definição 5.1.7 O ı́ndice de regularidade de um ideal I, denotado por reg(I), é o menor inteiro
p ≥ 0 tal que

hI(d) = HI(d), para d ≥ p.

Observe que hI(X)(t) = |X| e HI(X)(d) = |X| para todo d ≥ reg(I(X)). De fato, seja d =
max{reg(I(X)), |X|− 1}. Assim, c0 = hI(X)(d) = HI(X)(d) = |X|. Portanto, c0 = |X|.

5.2 Os parâmetros do Código do Toro Projetivo

Considere
T = {[x1, . . . , xs] ∈ Ps−1 : (x1, . . . , xs) ∈ (K∗)s}

um toro projetivo em Ps−1. Vamos ver que o ideal I(T) é gerado pelos polinômios f2, . . . , fs,
onde fi = t

q−1
i − tq−11 , com 2 ≤ i ≤ s.

Proposição 5.2.1 I(T) = ⟨f2, . . . , fs⟩.
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Demonstração. Vamos considerar a ordem lexicográfica com t1 < · · · < ts. Como K é um
corpo finito com q elementos, temos que aq−1 = 1 para todo a ∈ K∗. Logo, fi(x1, . . . , xs) = 0

para todo [x1, . . . , xs] ∈ T e para todo i ∈ {2, . . . , s}. Portanto, ⟨f2, . . . , fs⟩ ⊆ I(T).

Para mostrar que I(T) ⊆ ⟨f2, . . . , fs⟩ faremos uma indução sobre s. Usaremos a notação

Ts = {[x1, . . . , xs] ∈ Ps−1 : (x1, . . . , xs) ∈ (K∗)s}.

Suponha s = 2 e seja f ∈ I(T2). Dividindo f por tq−12 − tq−11 obtemos

f = g(tq−12 − tq−11 ) + r

para alguns g, r ∈ K[t1, t2] com

r =

q−2∑
j=0

ajt
n−j
1 t

j
2,

onde n = deg(f) e aj ∈ K para todo j. Dado x2 ∈ K∗, como f e tq−12 − tq−11 se anulam em (1, x2),
temos que r(1, x2) = 0. Assim, r(1, t2) ∈ K[t2] se anula em K∗. Portanto tq−12 − 1 divide r(1, t2)
e deg(r(1, t2)) ≤ q− 2. Isso mostra que r(1, t2) = 0, ou seja,

q−2∑
j=0

ajt
j
2 = 0.

Logo, aj = 0 para todo j, o que prova que r = 0 e consequentemente que f ∈ ⟨f2⟩. Portanto,
I(T2) = ⟨f2⟩.

Agora, suponha que I(Ts−1) = ⟨f2, . . . , fs−1⟩. Vamos provar que I(Ts) ⊆ ⟨f2, . . . , fs⟩. Seja
f ∈ I(Ts). Dividindo f por {f2, . . . , fs} obtemos

f = g2f2 + · · ·+ gsfs + r,

onde g1, . . . , gs, r ∈ K[t1, . . . , ts] e

r =

q−2∑
j=0

pj(t1, . . . , ts−1)t
j
2.

Como f, f2, . . . , fs ∈ I(Ts), temos que r ∈ I(Ts). Dado [x1, . . . , xs−1] ∈ Ts−1 temos que
r(x1, . . . , xs−1, ts) é um polinômio em K[ts] que se anula em todo xs ∈ K∗. Assim, tq−1s − 1
divide r(x1, . . . , xs−1, ts) e deg(r(x1, . . . , xs−1, ts)) ≤ q−2. Logo, r(x1, . . . , xs−1, ts) = 0, ou seja,

q−2∑
j=0

pj(x1, . . . , xs−1)t
j
2 = 0.

Portanto, pj(x1, . . . , xs−1) = 0 para todo j e para todo [x1, . . . , xs−1] ∈ Ts−1. Por hipótese de
indução, para cada j temos

pj(t1, . . . , ts−1) ∈ I(Ts−1) = ⟨f2, . . . , fs−1⟩ ⊆ ⟨f2, . . . , fs⟩.

Observe que pj(t1, . . . , ts−1)t
j
s ∈ ⟨f2, . . . , fs⟩, para todo j. Logo, r ∈ ⟨f2, . . . , fs⟩. Isso prova que

f ∈ ⟨f2, . . . , fs⟩. Portanto, I(Ts) = ⟨f2, . . . , fs⟩.

A partir de agora vamos denotar I = I(T).
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Teorema 5.2.2 O ı́ndice de regularidade de I é (s− 1)(q− 2).

Demonstração. Considere a aplicação injetora

ψd : ∆(I)d −→ ∆(I)d+1
t
α1

1 · · · tαs
s 7−→ t

α1+1
1 t

α2

2 · · · tαs
s

e observe que vale a seguinte afirmação:

ψd é sobrejetora ⇐⇒ d ≥ (s− 1)(q− 2).

(=⇒) Suponha que d < (s − 1)(q − 2), ou seja, d + 1 ≤ (s − 1)(q − 2). Dividindo d + 1 por
q− 2 obtemos d+ 1 = r(q− 2) + l onde

(i) r = s− 1 e l = 0 ou (ii) r < s− 1 e 0 ≤ l < q− 2.

Caso ocorra (i), defina β1 = 0 e βi = q − 2, para 2 ≤ i ≤ s. Como
s∑
j=1

βj = r(q − 2) = d + 1

e βj ≤ q−2 para todo j, temos que tβ1

1 · · · tβs
s ∈ ∆(I)d+1 mas tβ1

1 · · · tβs
s ̸∈ ψd(∆(I)d), pois β1 = 0.

Caso ocorra (ii), defina

βi =


0, se i = 1
q− 2, se 2 ≤ i ≤ r+ 1
l, se i = r+ 2
0, se r+ 3 ≤ i ≤ s

.

Como
s∑
j=1

βj = r(q − 2) + l = d + 1 e βj ≤ q − 2 para todo j, temos que tβ1

1 · · · tβs
s ∈ ∆(I)d+1

mas tβ1

1 · · · tβs
s ̸∈ ψd(∆(I)d), pois β1 = 0. Portanto, ψd não é sobrejetora.

(⇐=) Suponha que d ≥ (s − 1)(q − 2). Dado tβ1

1 · · · tβs
s ∈ ∆(I)d+1 temos que

s∑
j=1

βj = d + 1

e βj ≤ q − 2 para todo j ∈ {1, . . . , s}. Temos que ter β1 ≥ 1, pois do contrário teŕıamos que
β1 = 0 e assim β1 + · · · + βs ≤ (s − 1)(q − 2), ou seja, d + 1 ≤ (s − 1)(q − 2) ≤ d, que é um
absurdo. Logo

t
β1

1 · · · tβs

s = ψd(t
β1−1
1 · · · tβs

s ) ∈ ψd(∆(I)d).

Portanto, ψd é sobrejetora.

Agora, observe que {
|∆(I)d| < |∆(I)d+1|, se d < (s− 1)(q− 2)
|∆(I)d| = |∆(I)d+1|, se d ≥ (s− 1)(q− 2)

.

Ou seja, {
HI(d) < HI(d+ 1), se d < (s− 1)(q− 2)
HI(d) = HI(d+ 1), se d ≥ (s− 1)(q− 2)

.

Portanto, o ı́ndice de regularidade de I é (s− 1)(q− 2).

Observe que HI(d) = |T| para todo d ≥ (s− 1)(q− 2).

Proposição 5.2.3 Se d ≥ (s− 1)(q− 2), então a distância mı́nima de CT(d) é δd = 1.
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Demonstração. Como d ≥ (s− 1)(q− 2), temos que HI(d) = |T|. Observe que

dimCT(d) = HI(d) = |T| = dimK|T|.

Logo, CT(d) = K
|T|. Portanto, δd = 1.

Teorema 5.2.4 O comprimento de CT(d) é (q− 1)s−1 e

dimKCT(d) =

⌊ d
q−1⌋∑
j=0

(−1)j
(
s− 1

j

)(
s− 1+ d− j(q− 1)

s− 1

)
.

Demonstração. Observe que |T| = (q − 1)s−1, pois dado um ponto [1, a2, . . . , as] ∈ T temos
q− 1 possibilidades para cada entrada a2, . . . , as.

Para cada j ∈ {2, . . . , s} defina M(j) = {m ∈ M : lm(fj) | m}. Assim, temos que

∆(I)d = Md −

s∪
j=2

M(j)d.

Portanto, temos que

|∆(I)d| = |Md|−

(
s∑
j=2

|M(j)d|−
∑

2≤j1<j2≤s

|M(j1)d ∩M(j2)d|+ · · ·+ (−1)s|

s∩
j=2

M(j)d|

)
=

(
d+ s− 1

d

)
−

[(
s− 1

1

)(
s− 1+ d− (q− 1)

s− 1

)
−

(
s− 1

2

)(
s− 1+ d− 2(q− 1)

s− 1

)
+(

s− 1

3

)(
s− 1+ d− 3(q− 1)

s− 1

)
+ · · ·+ (−1)s

(
s− 1

s− 1

)(
s− 1+ d− (s− 1)(q− 1)

s− 1

)]
=(

s− 1

0

)(
s− 1+ d− 0 · (q− 1)

s− 1

)
−

(
s− 1

1

)(
s− 1+ d− 1 · (q− 1)

s− 1

)
+(

s− 1

2

)(
s− 1+ d− 2(q− 1)

s− 1

)
+ · · ·+ (−1)s−1

(
s− 1

s− 1

)(
s− 1+ d− (s− 1)(q− 1)

s− 1

)
=

s−1∑
j=0

(−1)j
(
s− 1

j

)(
s− 1+ d− j(q− 1)

s− 1

)
,

admitindo que
(
a

b

)
= 0 quando a < b.

Seja j ∈ {0, . . . , s− 1} tal que d− j(q− 1) ≥ 0 e d− (j+ 1)(q− 1) < 0. Observe que

d

q− 1
− 1 < j ≤ d

q− 1
.

Logo, j =
⌊

d
q−1

⌋
. Portanto,

dimKCT(d) = |∆(I)d| =

⌊ d
q−1⌋∑
j=0

(−1)j
(
s− 1

j

)(
s− 1+ d− j(q− 1)

s− 1

)
.
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5.3 A Distância Mı́nima

Agora vamos encontrar a distância mı́nima do código CT(d) quando d < (s− 1)(q− 2).

Vamos considerar a ordem lexicográfica com t1 < · · · < ts. Digamos que T = {[p1], . . . , [pm]},
onde a primeira entrada à esquerda de pi é 1, para todo i = 1, . . . ,m. Observe que {f2, . . . , fs}

é uma base de Groebner para I, pois lm(fi) e lm(fj) são primos entre si, pra todos i ̸= j. A
distância mı́nima de CT(d) é dada por

δd = min{w(ϕd(f)) : f ∈ Sd e f ̸∈ Id}.

onde w(a1, . . . , am) = |{i : ai ̸= 0}|.

Definição 5.3.1 Seja J um ideal em K[t1, . . . , ts] e seja f ∈ K[t1, . . . , ts]. Definimos o seguinte
conjunto

∇(J, f) = {m ∈ ∆(J) : lm(f) | m}.

Vamos considerar ∇(J, f)e = ∇(J, f) ∩ Se.

Teorema 5.3.2 Seja d < (s− 1)(q− 2) e seja e ≥ |T|− 1. Então,

min{|∇(I,m)e| : m ∈ ∆(I)d} ≤ δd ≤ w(ϕd(f)),

para todo f ∈ Sd\Id.

Demonstração. Dado f ∈ Sd\Id, é claro que δd ≤ w(ϕd(f)). Para provar a outra desigual-
dade, considere

Tf = {[p] ∈ T : f(p) = 0}.

Observe que

w(ϕd(f)) = |{[p] ∈ T : f(p) ̸= 0}| = |T|− |Tf|. (5.1)

Como I(Tf) ⊇ I+ ⟨f⟩, temos

Se

����

// // Se/I(Tf)e

Se/(I+ ⟨f⟩)e

77 77ooooooooooo

Logo,

dimSe/(I+ ⟨f⟩)e ≥ dim Se/I(Tf)e. (5.2)

Dividindo f por {f2, . . . , fs} obtemos um resto não nulo que continuaremos a denotar por f.
Como I+ ⟨f⟩ = ⟨f2, . . . , fs, f⟩, temos que

⟨lm(I+ ⟨f⟩)⟩ ⊇ ⟨lm(f2), . . . , lm(fs), lm(f)⟩.

Logo,

∆(I+ ⟨f⟩) ⊆ ∆(lm(f2), . . . , lm(fs), lm(f)). (5.3)

Por 5.2 temos que

dimSe/I(Tf)e ≤ dimSe/(I+ ⟨f⟩)e = |∆(I+ ⟨f⟩)e|
5.3

≤ |∆(lm(f2), . . . , lm(fs), lm(f))e|.
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Como {
∇(I, f) ∩ ∆(lm(f2), . . . , lm(fs), lm(f)) = ∅
∇(I, f) ∪ ∆(lm(f2), . . . , lm(fs), lm(f)) = ∆(I)

temos que
|∆(lm(f2), . . . , lm(fs), lm(f))e| = |∆(I)e|− |∇(I, f)e|,

logo
|∆(I(Tf))e| = dimSe/I(Tf)e ≤ |∆(I)e|− |∇(I, f)e|. (5.4)

Como e ≥ |T|− 1 ≥ |Tf|− 1 temos que |T| = |∆(I)e| e |Tf| = |∆(I(Tf))e|. Assim,

w(ϕd(f))
5.1
= |T|− |Tf| = |∆(I)e|− |∆(I(Tf))e|

5.4

≥ |∆(I)e|− (|∆(I)e|− |∇(I, f)e|) = |∇(I, f)e|.

Portanto,

δd = min{w(ϕd(f)) : f ∈ Sd e f ̸∈ Id} ≥ min{|∇(I, f)e| : f ∈ ∆(I)d} = min{|∇(I,m)e| : m ∈ ∆(I)d}.

Agora, vamos trabalhar no sentido de encontrar o min{|∇(I,m)e| : m ∈ ∆(I)d}.
Seja d < (s− 1)(q− 2). Considere o conjunto

Nd =

{
α = (α1, . . . , αs−1) ∈ Ns−1 :

s−1∑
i=1

αi ≤ d e 0 ≤ αi < q− 1, 1 ≤ i ≤ s− 1

}
.

Vamos denotar s(α) =

s−1∑
i=1

αi e m(α) =

s−1∏
i=1

(q − 1 − αi). Observe que m(α) > 0, para

todo α ∈ Nd, pois q − 1 − αi > 0, para todo i ∈ {1, . . . , s − 1}. Nosso objetivo é calcular
µd := min{m(α) : α ∈ Nd}.

Lema 5.3.3 Temos que µd = min{m(α) : α ∈ Nd e s(α) = d}.

Demonstração. Seja α ∈ Nd tal que s(α) < d. Vamos encontrar α̃ ∈ Nd tal que s(α̃) =
s(α) + 1 e m(α̃) < m(α). Isso prova que se α ∈ Nd e m(α) = µd, então s(α) = d.
Temos que s(α) < d < (s− 1)(q− 2). Observe que existe i ∈ {1, . . . , s− 1} tal que αi < q− 2,
pois do contrário, αi = q − 2, para todo i, logo, s(α) = (s − 1)(q − 2), que é um absurdo.
Considere α̃ = (α̃1, . . . , α̃s−1) tal que

α̃j =

{
αj, se j ̸= i

αj + 1, se j = i

Assim, α̃i = αi + 1 < q − 2 + 1 = q − 1 e α̃j = αj < q − 1, para todo j ̸= i. Além disso,
s(α̃) = s(α)+1 ≤ d. Portanto, α̃ ∈ Nd. Observe que para j ̸= i, temos que q−1−α̃j = q−1−αj
e q− 1− α̃i = q− 1− αi − 1 < q− 1− αi. Portanto,

m(α̃) =

s−1∏
j=1

(q− 1− α̃j) <

s−1∏
j=1

(q− 1− αj) = m(α).

Proposição 5.3.4 Sejam k e ℓ os únicos inteiros não negativos tais que 1 ≤ ℓ ≤ q − 2 e
d = k(q− 2) + ℓ. Então,

µd = (q− 1− ℓ)(q− 1)s−k−2.
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Demonstração. Observe que k < s − 1, pois do contrário teŕıamos d > (s − 1)(q − 2). Veja
que d = k(q − 2) + ℓ < k(q − 2) < (s − 1)(q − 2). Seja α ∈ Nd com s(α) = d. Como
s(α) < (s− 1)(q− 2), existe i ∈ {1, . . . , s− 1} tal que αi < q− 2. Seja j = min{i : αi < q− 2}.
Temos três possibilidades para j:

(I) j ≤ k (II) j = k+ 1 (III) j > k+ 1

(I) Suponha que j ≤ k. Nesse caso,

α1 + · · ·+ αj = (j− 1)(q− 2) + αj

< (j− 1)(q− 2) + (q− 2)

= j(q− 2)

≤ k(q− 2)

< k(q− 2) + ℓ = d = s(α).

Assim, existe j1 > j tal que αj1 > 0. Seja j
′ = min{j1 : j1 > j e αj1 > 0}.

(I.1) Suponha que αj + αj ′ ≤ q− 2. Considere β = (β1, . . . , βs−1) ∈ Ns−1 tal que
βj = αj + αj ′

βj ′ = 0

βi = αi, se i /∈ {j, j ′}

Assim, βi < q − 1 para todo i e s(β) = s(α) = d, logo, β ∈ Nd. Observe que α
e β diferem apenas nas posições j e j ′. É fácil ver que (q − 1 − αj)(q − 1 − αj ′) ≥
(q− 1− βj)(q− 1− βj ′). Portanto,

m(α) =

s−1∏
i=1

(q− 1− αi) ≥
s−1∏
i=1

(q− 1− βi) = m(β).

(I.2) Suponha que αj + αj ′ > q− 2. Considere β = (β1, . . . , βs−1) ∈ Ns−1 tal que
βj = q− 2
βj ′ = αj ′ − (q− 2− αj)
βi = αi, se i /∈ {j, j ′}

Assim, βi < q − 1, para todo i, e s(β) = s(α) = d. Logo, β ∈ Nd. Observe que
α e β diferem apenas nas posições j e j ′. Vejamos que (q − 1 − αj)(q − 1 − αj ′) ≥
(q−1−βj)(q−1−βj ′). De fato, sejam A = q−1−αj > 0 e B = q−1−αj ′ > 0. Como
A− 1 ≥ 0 e B− 1 ≥ 0, temos que (A− 1)(B− 1) ≥ 0, ou seja, AB−A−B+ 1 ≥ 0,
ou seja, AB ≥ A+ B− 1. Assim, temos que

(q− 1− αj)(q− 1− αj ′) ≥ (q− 1− αj) + (q− 1− αj ′) − 1.

Observe que

(q− 1− βj)(q− 1− βj ′) = q− 1− (αj ′ − (q− 2) + αj)

= (q− 1− αj) + (q− 1− αj ′) − 1

≤ (q− 1− αj)(q− 1− αj ′).

Portanto, m(α) ≥ m(β).
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(II) Suponha que j = k+ 1. Nesse caso, temos que α1 = · · · = αk = q− 2 e αk+1 < q− 2. Se
αk+1 = ℓ, então αk+2 = · · · = αs−1 = 0. Tomamos β = α, que teremos m(α) = m(β).
Se αk+1 < ℓ, temos que existe j2 > k+ 1 tal que αj2 > 0. Seja

j ′ = min{j2 : j2 > k+ 1 e αj2 > 0}.

Observe que αk+1 + αj ′ ≤ ℓ ≤ q − 2. Assim, como no caso (I.1), encontramos β ∈ Nd

com s(β) = d tal que m(α) ≥ m(β).

(III) Suponha j > k+ 1. Nesse caso, α1 = · · · = αk+1 = q− 2. Como s(α) = d = k(q− 2) + ℓ,
com 1 ≤ ℓ ≤ q − 2, temos que ℓ = q − 2 e que αk+2 = · · · = αs−1 = 0. Tomamos β = α,
que teremos m(α) = m(β). Seja γ = (γ1, . . . , γs−1) ∈ Ns−1 tal que

γi =


q− 2 , 1 ≤ i ≤ k
ℓ , i = k+ 1
0 , k+ 2 ≤ i ≤ s− 1

Obtemos assim, um processo Γ que a cada α ∈ Nd com s(α) = d, encontramos β = Γ(α)
tal que β ∈ Nd com s(β) = d tal que m(α) ≥ m(β). Basta mostrar que em um número
finito de etapas este processo atinge o elemento γ.
Considere em Nd a ordem lexicográfica. Para todo α ∈ Nd, com s(α) = d e α ̸= γ, temos
que α < Γ(α), logo em um número finito de etapas, temos que Γ atinge

γ = max{α ∈ Nd : s(α) = d}.

Mostramos assim que m(γ) ≤ m(α), para todo α ∈ Nd com s(α) = d. Portanto,

µd = m(γ) = (q− 1− ℓ)(q− 1)s−k−2.

Teorema 5.3.5 Seja d < (s− 1)(q− 2) e seja e ≥ |T|− 1. Então,

min{|∇(I,m)e| : m ∈ ∆(I)d} = (q− 1− l)(q− 1)s−k−2,

onde k e l são os únicos inteiros não negativos tais que 1 ≤ l ≤ q− 2 e d = k(q− 2) + l.

Demonstração. Observe que ∆(I)d = {tα1

1 · · · tαs
s : α1 + · · · + αs = d e αj ≤ q − 2,∀j ≥ 2}.

Seja m = tα1

1 · · · tαs
s ∈ ∆(I)d. Temos que

∇(I,m)e = {N ∈ ∆(I)e : m | N}.

Seja N = t
β1

1 · · · tβs
s ∈ ∇(I,m)e. Assim, β1 + · · · + βs = e e βj ≤ q − 2, para todo j ≥ 2.

Como m | N temos que αj ≤ βj, para todo j ≥ 1. Logo, αj ≤ βj ≤ q − 2, para todo j ≥ 2, e
α1 ≤ β1 = e− (β2 + · · ·+ βs) ≥ e− (q− 2)(s− 1).
Podemos escolher e ≥ (s − 1)(q − 2) + α1. Assim, β1 sempre existe para toda escolha de
β2, . . . , βs, portanto,

|∇(I,m)e| =

s∏
j=2

(q− 1− αj).

Pela Proposição 5.3.4, temos que

min{|∇(I,m)e| : m ∈ ∆(I)d} = (q− 1− l)(q− 1)s−k−2.
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Teorema 5.3.6 Se k e l os únicos inteiros não negativos tais que 1 ≤ l ≤ q − 2 e d =
k(q− 2) + l, então existe f ∈ Sd\Id tal que

w(ϕd(f)) = (q− 1− l)(q− 1)s−k−2.

Demonstração. Digamos que K∗ = {a1, . . . , aq−1}. Para cada j ∈ {2, . . . , k+ 1} defina

hj = (tj − a1) · · · (tj − aq−2).

Observe que cada hj tem grau q− 2 e se anula em {a1, . . . , aq−2}. Agora, considere

g =

(
k+1∏
j=2

hj

)
(tk+2 − a1)(tk+2 − a2) · · · (tk+2 − al).

Seja f a homogeneização de g com respeito a t1. Assim, temos que

deg(f) = deg(g) = k(q− 2) + l = d.

Seja p = [1, b2, . . . , bs] ∈ T tal que f(p) ̸= 0, ou seja, g(p) ̸= 0. Veja que
b2, . . . , bk+1 ∈ {aq−1}

bk+2 ∈ {al+1, . . . , aq−1}

bk+3, . . . , bs ∈ {a1, . . . , aq−1}.

Portanto, temos (q − 1 − l)(q − 1)s−k−2 possibilidades para a escolha de p. Isso mostra que
w(ϕd(f)) = (q− 1− l)(q− 1)s−k−2.

Mostramos assim que,

(q− 1− l)(q− 1)s−k−2 ≤ δd ≤ (q− 1− l)(q− 1)s−k−2.

Teorema 5.3.7 Se d < (s− 1)(q− 2), então a distância mı́nima do código CT(d) é

δd = (q− 1− l)(q− 1)s−k−2,

onde k e l são os únicos inteiros não negativos tais que 1 ≤ l ≤ q− 2 e d = k(q− 2) + l.

Proposição 5.3.8 Se T é um toro projetivo em P1, então CT(d) é um código MDS e sua
distância mı́nima é dada por

δd =

{
q− 1− d se 1 ≤ d ≤ q− 3,

1 se d ≥ q− 2.

Se T é um toro projetivo em P2, então a distância mı́nima de CT(d) é dada por

δd =


(q− 1)2 − d(q− 1) se 1 ≤ d ≤ q− 2,

2q− d− 3 se q− 1 ≤ d ≤ 2q− 5,
1 se d ≥ 2q− 4.

Demonstração. Seja T um toro projetivo em P1. Observe que reg(I(T)) = q−2. Se d ≥ q−2
temos que δd = 1 e dimKCT(d) = |T| = q − 1, portanto, δd = |T| − dimKCT(d) + 1, isto é,
CT(d) é um código MDS.
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Se d ≤ q− 3, temos que
δd = (q− 1− l)(q− 1)s−k−2,

onde k e l são os únicos inteiros não negativos tais que 1 ≤ l ≤ q − 2 e d = k(q − 2) + l.
Observe que s = 2 e como d ≤ q− 3, temos que k = 0 e l = d. Isso mostra que δd = q− 1−d.
Note que |T| = q− 1 e

dimKCT(d) =

1∑
j=0

(−1)j
(
1

j

)(
1+ d− j(q− 1)

1

)
=

(
1

0

)(
1+ d

1

)
−

(
1

1

)(
1+ d− (q− 1)

1

)
=

(
1

0

)(
1+ d

1

)
= d+ 1.

Portanto, δd = |T|− dimKCT(d) + 1, ou seja, CT(d) é um código MDS.

Agora, seja T um toro projetivo em P2. Nesse caso, s = 3 e reg(I(T)) = 2(q − 2) = 2q − 4.
Seja d < reg(I(T)). Assim,

δd = (q− 1)1−k(q− 1− l)

onde k e l são os únicos inteiros não negativos tais que 1 ≤ l ≤ q− 2 e d = k(q− 2) + l.

Se d < q− 2 temos que k = 0 e l = d, logo

δd = (q− 1)(q− 1− d) = (q− 1)2 − d(q− 1).

Se d = q− 2 temos que k = 1 e l = 0, logo

δd = (q− 1)0(q− 1− 0) = q− 1 = (q− 1)2 − d(q− 1).

Se d > q− 2, como d < 2(q− 2) temos que k = 1 e l = d− (q− 2), logo

δd = (q− 1)0(q− 1− d+ q− 2) = 2q− d− 3.

Portanto,

δd =


(q− 1)2 − d(q− 1) se 1 ≤ d ≤ q− 2,

2q− d− 3 se q− 1 ≤ d ≤ 2q− 5,
1 se d ≥ 2q− 4.

Observe que se T é um toro projetivo em P2, então CT(d) pode não ser um código MDS. De
fato, considere F um corpo com 5 elementos e d = 2. Assim, temos que |T| = 16, δd = 10 e
dimFCT(d) = 6. Nesse caso,

δd < |T|− dimFCT(d) + 1.



48

5.4 Toros Projetivos Parametrizados por Clutters

Proposição 5.4.1 Seja G um polinômio em K[y1, . . . , yn]. Se G se anula em (K∗)n e o grau
de G como um polinômio em yi é menor que q− 1, para todo i = 1, . . . , n, então G = 0.

Demonstração. Vamos fazer indução sobre n. Se n = 1, então G é um polinômio em uma
variável com deg(G) < q − 1. Por hipótese, G se anula em K∗, isto é, G possui q − 1 ráızes.
Relembre que um polinômio não nulo de grau r em uma variável pode ter no máximo r ráızes
distintas. Como o grau de G é menor do que a quantidade de ráızes que ele possui, segue que
G = 0.
Suponha que a proposição é verdadeira para n − 1 (com n ≥ 2) e vamos prová-la para n.
Seja G ∈ K[y1, . . . , yn] satisfazendo as hipóteses da proposição. Podemos escrever G como um
polinômio na variável yn da seguinte forma

G =

s∑
j=1

Gj(y1, . . . , yn−1)y
j
n,

onde s = degyn(G) < q− 1 e cada Gj é um polinômio em K[y1, . . . , yn−1] tal que o grau de Gj
como um polinômio em yi é menor que q− 1, para todo i = 1, . . . , n− 1 e j = 1, . . . , s.
Para cada (n − 1)-upla fixada (a1, . . . , an−1) ∈ (K∗)n−1, o polinômio em yn obtido de G pela
substituição dos valores a1, . . . , an−1 se anula para todo an ∈ K∗. Como o grau desse polinômio
é menor do que q − 1 e ele se anula em q − 1 elementos, segue que ele é identicamente nulo,
logo Gj(a1, . . . , an−1) = 0, para todo (a1, . . . , an−1) ∈ (K∗)n−1. Pela hipótese de indução, segue
que Gj = 0, para todo j = 1, . . . , s e, portanto G = 0.

Proposição 5.4.2 Sejam B = K[t1, . . . , ts, y1, . . . , yn, z], S = K[t1, . . . , ts] e I ⊂ B um ideal.
Se G é uma base de Groebner para I com respeito a ordem lexicográfica (com z > y1 > y2 >

· · · > yn > t1 > · · · > ts), então G ′ = G ∩ S é uma base de Groebner para I ′ = I ∩ S.

Demonstração. Como G ′ ⊂ I ′ por construção, é suficiente mostrar que

⟨lt(I ′)⟩ = ⟨lt(G ′)⟩,

pela definição de base de Groebner. Uma inclusão é óbvia e para provar a outra inclusão
⟨lt(I ′)⟩ ⊂ ⟨lt(G ′)⟩, nós precisamos mostrar que dado f ∈ I ′, o termo ĺıder lt(f) é diviśıvel por
lt(g), para algum g ∈ G ′.
Seja f ∈ I ′ = I ∩ S, então f ∈ I e como G é uma base de Groebner para I, o termo ĺıder de
f é diviśıvel por lt(g), para algum g ∈ G. Como f ∈ I ′, isso nos diz que lt(g) envolve apenas
as variáveis t1, . . . , ts. Agora, observe que, como estamos utilizando a ordem lexicográfica com
z > y1 > · · · > yn > t1 > · · · > ts, qualquer monômio envolvendo y1, . . . , yn, z é maior do que
todos os monômios em S, logo todos os monômios de g envolvem somente as variáveis t1, . . . , ts
e portanto g ∈ S. Isso mostra que g ∈ G ′ e conclui a demonstração.

Definição 5.4.3 Um binômio de S é um polinômio da forma ta− tb, com a, b ∈ Ns. Um ideal
gerado por binômios é dito um ideal binomial.

Proposição 5.4.4 O resto da divisão de um binômio em S por uma lista de binômios em S

ou é zero ou é também um binômio.

Demonstração. Inicialmente veja que a tese é verdadeira na divisão de um binômio por outro
binômio. De fato, suponha que queremos dividir o binômio tα − tβ por tγ − tδ. É claro que
se tα − tβ for diviśıvel por tγ − tδ, então o resto da divisão será zero. Também é óbvio que
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se nenhum monômio de tα − tβ for múltiplo de nenhum monômio de tγ − tδ, então o resto
da divisão será o próprio tα − tβ. Excetuando-se esses dois casos triviais, vejamos que em
qualquer etapa da divisão o resto é sempre um binômio. Suponha que tα = lm(tα − tβ) e que
tγ = lm(tγ − tδ). Temos dois casos:

• 1o caso: tγ | tα
Nesse caso, temos que tα = tγtθ, para algum θ ∈ Ns, logo

tα − tβ = tθ(tγ − tδ) + tθ+δ − tβ,

ou seja, o resto nessa etapa da divisão é o binômio tθ+δ − tβ.

• 2o caso: tγ - tα e tγ | tβ

Nesse caso, temos que tβ = tγtθ, para algum θ ∈ Ns, logo

tα − tβ = tθ(tγ − tδ) + tα − tθ+δ,

ou seja, o resto nessa etapa da divisão é o binômio tα − tθ+δ.

Assim, como as etapas da divisão se resumem a esses casos, segue que o resto da divisão de
tα− tβ por tγ− tδ ou é zero ou é um binômio. Como cada etapa da divisão de um binômio por
uma lista de binômios é a divisão de um binômio por outro binômio, segue o resultado.

Observação 5.4.5 Note que se f = tα − tβ, g = tγ − tδ são binômios em S, então o S-
polinômio de f e g também é um binômio. De fato: suponha que lt(f) = tα, lt(g) = tγ e
lcm(lm(f), lm(g)) = tθ, então:

S(f, g) =
tθ

lt(f)
f−

tθ

lt(g)
g

=
tθ

tα
(tα − tβ) −

tθ

tγ
(tγ − tδ)

= tθ+δ−γ − tθ+β−α

= tr − ts,

onde r = θ+ δ− γ e s = θ+ β− α são elementos de Ns.

Lema 5.4.6 Sejam B = K[t1, . . . , ts, y1, . . . , yn, z] e S = K[t1, . . . , ts]. Se I é um ideal binomial
de B, então I ∩ S é um ideal binomial de S.

Demonstração. Como I é um ideal binomial de B, temos que I = ⟨g1, . . . , gt⟩, onde gi é um
binômio de B, para todo i = 1, . . . , t. Considere a ordem lexicográfica com z > y1 > · · · >
yn > t1 > · · · > ts. Utilizando o algoritmo de Buchberger podemos a partir de {g1, . . . , gt}

obter uma base de Groebner G para I formada por binômios. Assim, temos que G ∩ S é uma
base (de Groebner) para I ∩ S, portanto, I ∩ S é um ideal binomial.

Teorema 5.4.7 Sejam B = K[t1, . . . , ts, y1, . . . , yn, z] e S = K[t1, . . . , ts]. Temos que

I(X) = ⟨t1 − yv1z, . . . , ts − yvsz, yq−11 − 1, . . . , yq−1n − 1⟩ ∩ S

e I(X) é um ideal binomial.
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Demonstração. Seja I ′ = ⟨t1 − yv1z, . . . , ts − yvsz, yq−11 − 1, . . . , yq−1n − 1⟩ ⊆ B. Primeiro
vamos mostrar a inclusão I(X) ⊆ I ′ ∩ S. Seja F = F(t1, . . . , ts) um polinômio homogêneo de
grau d que se anula em X. Digamos que

F = λ1t
m1 + · · ·+ λrtmr ,

onde λi ∈ K∗,mi = (mi1, . . . ,mis) ∈ Ns, para 1 ≤ i ≤ r, e deg(tmi) = d para todo i. Para cada
1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ s, temos que

t
mij

j = [(tj − y
vjz) + yvjz]mij .

Aplicando o binômio de Newton no lado direito da equação acima, obtemos

t
mij

j =

mij−1∑
k=0

(
mij

k

)
(tj − y

vjz)mij−k(yvjz)k

+ (yvjz)mij .

Com isso, temos que tmi pode ser escrito como

tmi = tmi1

1 · · · tmis
s = pi + (yv1z)mi1 · · · (yvsz)mis,

onde pi é um polinômio do ideal ⟨t1 − yv1z, . . . , ts − yvsz⟩. Assim,

F = λ1p1 + · · ·+ λrpr + F(yv1z, . . . , yvsz) = λ1p1 + · · ·+ λrpr + zdF(yv1 , . . . , yvs).

Como λ1p1 + · · ·+ λrpr ∈ ⟨t1 − yv1z, . . . , ts − yvsz⟩, temos que

F =

s∑
i=1

gi(ti − y
viz) + zdF(yv1 , . . . , yvs),

para alguns g1, . . . , gs em B. Considere a ordem lexicográfica com

z > y1 > · · · > yn > t1 > · · · > ts.

Pelo algoritmo da divisão em K[y1, . . . , yn] temos que

F(yv1 , . . . , yvs) =

n∑
k=1

hk · (yq−1k − 1) +G(y1, . . . , yn),

para alguns h1, . . . , hn ∈ K[y1, . . . , yn], onde os monômios que aparecem em G não são diviśıveis
por nenhum dos monômios yq−11 , . . . , yq−1n , isto é, o grau de G como um polinômio em yk é menor
do que q− 1, para todo k = 1, . . . , n. Assim,

F =

s∑
j=1

gj · (tj − yvjz) + zd
(

n∑
k=1

hk · (yq−1k − 1)

)
+ zdG(y1, . . . , yn). (5.5)

Para mostrar que F ∈ I ′ ∩ S, devemos mostrar que G = 0. Vejamos que G se anula em (K∗)n.
Seja x = (x1, . . . , xn) ∈ (K∗)n. Substituindo tj por x

vj , para todo j ∈ {1, . . . , s} em (5.5) e
usando o fato de que F se anula em X, temos que

0 = F(xv1 , . . . , xvs) =

s∑
j=1

g ′
j · (xvj − yvjz) + zd

(
n∑
k=1

hk · (yq−1k − 1)

)
+ zdG(y1, . . . , yn), (5.6)
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onde g ′
j = gj(x

v1 , . . . , xvs, y1, . . . , yn, z), ou seja,

s∑
j=1

g ′
j · (xvj − yvjz) + zd

(
n∑
k=1

hk · (yq−1k − 1)

)
+ zdG(y1, . . . , yn)

é igual ao polinômio nulo para todos os valores de y1, . . . , yn, z. Assim, tomando z = 1 e
yk = xk, para todo k, na equação (5.6) segue que G se anula em x = (x1, . . . , xn). Portanto,
G = 0.

Agora, vamos mostrar a inclusão I(X) ⊇ I ′ ∩ S. Como I ′ é um ideal binomial em B, temos que
I ′∩S é um ideal binomial em S. Assim, basta mostrar que todo binômio em I ′∩S é homogêneo e
se anula em X. Seja f = ta− tb um binômio em I ′∩S, onde a = (a1, . . . , as) e b = (b1, . . . , bs).
Como f ∈ I ′, podemos escrever

f =

s∑
i=1

gi · (ti − yviz) +
n∑
j=1

hj · (yq−1j − 1), (5.7)

para alguns polinômios g1, . . . , gs, h1, . . . , hn em B. Substituindo ti = yviz, para i = 1, . . . , s,
obtemos

f(yv1z, . . . , yvsz) =

n∑
j=1

h ′
j · (y

q−1
j − 1),

onde h ′
j = hj(y

v1z, . . . , yvsz, y1, . . . , yn, z). Substituindo yi = 1, para i = 1, . . . , n, vemos que
f(z, . . . , z) = 0, ou seja,

za1 · · · zas − zb1 · · · zbs = 0.

Assim, temos que a1 + · · ·+ as = b1 + · · ·+ bs, logo f é homogêneo.
Seja [p] = [xv1, . . . , xvs] ∈ X. Tomando ti = x

vi em (5.7), obtemos

f(xv1 , . . . , xvs) =

s∑
i=1

g̃i · (xvi − yviz) +
n∑
j=1

h̃j · (yq−1j − 1).

Substituindo z = 1 e yi = xi para todo i, vemos que f(p) = 0. Isso mostra que I(X) ⊇ I ′ ∩ S.

Definição 5.4.8 Um clutter C é uma famı́lia de subconjuntos de um conjunto base finito VC =
{y1, . . . , yn} tal que se A,B ∈ C, A ̸= B, então A ̸⊂ B. O conjunto base VC é chamado conjunto
de vértices de C. Os elementos de C são chamados de arestas.

Definição 5.4.9 Seja C um clutter com conjunto de vértices VC = {y1, . . . , yn} e seja A uma
aresta de C. O vetor caracteŕıstico de A é o vetor

v =
∑
yi∈A

ei,

onde ei é o i-ésimo vetor unitário do Rn.

Em toda esta seção vamos assumir que {v1, . . . , vs} é o conjunto de todos os vetores carac-
teŕısticos das arestas de C.
Relembre que o conjunto tórico algébrico parametrizado por m1, . . . ,ms é o conjunto

X = {[m1(a), . . . ,ms(a)] ∈ Ps−1 : a = (a1, . . . , an) ∈ (K∗)n},
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onde

m1 = yv1 = yv111 · · ·yv1nn
...

ms = yvs = yvs11 · · ·yvsnn

são monômios em K[x1, . . . , xn].

Definição 5.4.10 Se a = (a1, . . . , as) ∈ Rs, seu suporte é definido como sendo o conjunto

supp(a) = {i : ai ̸= 0}.

Observe que se VC = {y1, y2, y3, y4, y5} e A = {y2, y5}, temos que o vetor caracteŕıstico de A é

v = e2 + e5 = (0, 1, 0, 0, 1)

e o suporte de v é dado por supp(v) = {2, 5}.

Observe que num clutter não podemos ter dois vetores caracteŕısticos v1 ̸= v2 tais que supp(v1) ⊂
supp(v2).

Lema 5.4.11 Seja C um clutter e seja f ̸= 0 um polinômio homogêneo de I(X) da forma tbi −t
c

com b ∈ N, c ∈ Ns e i ̸∈ supp(c), então,

(i) deg(f) ≥ q− 1.

(ii) Se deg(f) = q− 1, então f = tq−1i − tq−1j para algum j ̸= i.

Demonstração. (i) Suponha por absurdo que b < q − 1. Seja β o gerador do grupo ćıclico
(K∗, ·). Vamos assumir que

f = tb1 − t
c2
2 · · · tcrr ,

onde cj ≥ 1 para 2 ≤ j ≤ r e b = c2 + · · ·+ cr. Dado x = (x1, . . . , xn) ∈ (K∗)n, como f se anula
em X temos que f(m1(x), . . . ,ms(x)) = 0, ou seja, m1(x)

b −m2(x)
c2 · · ·mr(x)

cr = 0, assim

(xv111 · · · xv1nn )b = (xv211 · · · xv2nn )c2 · · · (xvr11 · · · xvrnn )cr . (5.8)

Afirmação: Se v1k = 1 para algum k ∈ {1, . . . , n}, então vjk = 1 para todo j = 2, . . . , r.

De fato, suponha que vjk = 0 para algum j ∈ {2, . . . , r}. Escolhendo xi = 1 para todo i ̸= k em
(5.8) obtemos

(xv1kk )b = (xv2kk )c2 · · · (xvrkk )cr .

Como v1k = 1 temos que xbk = x
m
k , onde m = v2kc2 + · · ·+ vrkcr. Veja que m < b, pois vjk = 0.

Assim, xb−mk = 1 para todo xk ∈ K∗. Em particular, βb−m = 1. Com isso, temos que b −m é
um múltiplo de q− 1 e portanto b ≥ q− 1, contradição. Isso prova a afirmação.

Assim, temos que supp(v1) ⊆ supp(vi) para i = 2, . . . , r, absurdo, pois C é um clutter. Por-
tanto, b ≥ q− 1.

(ii) Basta mostrar que r = 2. Suponha por absurdo que r ≥ 3.
Afirmação: Se v2k = 1 para algum k ∈ {1, . . . , n}, então vjk = 1 para todo j ≥ 3.
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De fato, suponha que vjk = 0 para algum j ≥ 3. Substituindo xi = 1, para todo i ̸= k, e
b = q − 1 em (5.8) temos que 1 = xbk = xmk , onde m < b = q − 1. Assim, xmk = 1 para todo
xk ∈ K∗, contradição, pois βm ̸= 1.

Isso mostra que supp(v2) ⊆ supp(vi) para todo i ≥ 3. Absurdo, pois C é um clutter. Portanto,
r = 2.

Se f1, . . . , fr são polinômios homogêneos em K[t1, . . . , ts], temos que dimV(f1, . . . , fr) ≥ s−1−r,
veja em [4].

Se V ⊆ Ps−1 é uma variedade projetiva de dimensão k, temos que I(V) é gerado por no mı́nimo
s − 1 − k polinômios. De fato, digamos que I(V) = ⟨f1, . . . , fr⟩. Como V = V(I(V)) =
V(f1, . . . , fr), temos que

k = dimV = dimV(f1, . . . , fr) ≥ s− 1− r,

logo, r ≥ s− 1− k.

Definição 5.4.12 Uma variedade V ⊆ Ps−1 é uma interseção completa se I(V) é gerado por
(s− 1) − dimV elementos.

Sabemos que I(T) = ⟨tq−11 − tq−1s , . . . , t
q−1
s−1 − t

q−1
s ⟩, logo, T é uma interseção completa.

Lema 5.4.13 Seja B = {h1, . . . , hs−1} ⊂ S um conjunto minimal de binômios homogêneos que
gera I(X), isto é, ⟨B\{hj}⟩ ( ⟨B⟩ para todo 1 ≤ j ≤ s − 1. Então, ti não divide hj para todos
1 ≤ i ≤ s e 1 ≤ j ≤ s− 1.

Demonstração. Suponha por absurdo que ti divide hj para alguns i ∈ {1, . . . , s} e j ∈
{1, . . . , s − 1}. Assim, hj = ti(t

a − tb), onde deg(ta − tb) = deg(hj) − 1. Como hj se anula em
X e ti não se anula em nenhum elemento de X, temos que ta − tb é homogêneo e se anula em
X, ou seja ta − tb ∈ I(X). Como I(X) = ⟨B⟩, temos que

ta − tb =

s−1∑
l=1

λlhl,

onde λl ∈ S. Como deg(ta − tb) < deg(hj), temos que

ta − tb =

s−1∑
l=1
l̸=j

λ ′
lhl ∈ ⟨B\{hj}⟩.

Dáı, temos que hj ∈ ⟨B\{hj}⟩ e logo, ⟨B\{hj}⟩ = ⟨B⟩, absurdo.

Teorema 5.4.14 Seja C um clutter. Se X é uma interseção completa, então

I(X) = ⟨tq−11 − tq−1s , . . . , t
q−1
s−1 − t

q−1
s ⟩.

Demonstração. Como X ⊂ Ps−1 é uma interseção completa, temos que o ideal binomial I(X) é
gerado por s−1 binômios homogêneos, digamos B = {h1, . . . , hs−1}, e temos que ⟨B\{hi}⟩ ( I(X),
para todo 1 ≤ i ≤ s− 1. Vamos assumir que h1, . . . , hm são os binômios de B que contém um
termo da forma tcii , ou seja, são da forma tcii − tc e i ̸∈ supp(c). Pelo lema 5.4.11, temos que
deg(hi) ≥ q− 1 para 1 ≤ i ≤ m.
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Assumindo que h1, . . . , hk são os binômios de B de grau q− 1 que contém um termo da forma
t
ci
i , temos que hk+1, . . . , hm tem grau maior que q−1. Pelo lema 5.4.11, os binômios h1, . . . , hk
são da forma tq−1i −tq−1j . Observe que os termos dos binômios hm+1, . . . , hs−1 não pertencem ao

conjunto {ta11 , . . . , t
as
s : ai ≥ 1, 1 ≤ i ≤ s}. Dado i ∈ {1, . . . , s−1}, temos que tq−1i −tq−1s ∈ I(X),

assim

t
q−1
i − tq−1s =

k∑
l=1

λlhl +

m∑
l=k+1

µlhl +

s−1∑
l=m+1

θlhl,

para λl, µl, θl ∈ S. Como h1, . . . , hs−1 são binômios homogêneos, podemos reescrever esta
igualdade como

t
q−1
i − tq−1s =

k∑
l=1

λ ′
lhl +

s−1∑
l=m+1

θ ′
lhl,

onde λ ′
l ∈ K para 1 ≤ l ≤ k e para cada m+ 1 ≤ l ≤ s− 1 ou ocorre deg(hl) > q− 1 e θ ′

l = 0
ou ocorre deg(hl) ≤ q− 1 e deg(hl) + deg(θ ′

l) = q− 1. Assim, temos

t
q−1
i − tq−1s −

k∑
l=1

λ ′
lhl =

s−1∑
l=m+1

θ ′
lhl.

Temos que ter o lado esquerdo igual ao polinômio nulo, pois do contrário temos que os monômios
do lado esquerdo tem que aparecer do lado direito, mas isto é imposśıvel pois os monômios do
lado esquerdo tem a forma tq−1j . Isso mostra que

t
q−1
i − tq−1s =

k∑
l=1

λ ′
lhl ∈ ⟨h1, . . . , hk⟩.

Agora, seja hl ∈ {h1, . . . , hk}, digamos que hl = t
q−1
i − tq−1j . Como

hl = (tq−1i − tq−1s ) − (tq−1j − tq−1s ),

temos que hl ∈ ⟨tq−11 − tq−1s , . . . , t
q−1
s−1 − t

q−1
s ⟩. Assim,

⟨tq−11 − tq−1s , . . . , t
q−1
s−1 − t

q−1
s ⟩ = ⟨h1, . . . , hk⟩.

Como I(T) = ⟨h1, . . . , hk⟩ temos que T = V(I(T)) = V(h1, . . . , hk). Como

0 = dimT = dimV(h1, . . . , hk) ≥ s− 1− k,

temos que k ≥ s− 1 e logo k = s− 1. Portanto,

⟨tq−11 − tq−1s , . . . , t
q−1
s−1 − t

q−1
s ⟩ = ⟨h1, . . . , hs−1⟩ = I(X).

Corolário 5.4.15 Seja C um clutter. São equivalentes:

(i) X é uma interseção completa.

(ii) I(X) = ⟨tq−11 − tq−1s , . . . , t
q−1
s−1 − t

q−1
s ⟩.

(iii) X = T.
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Demonstração. (i) ⇒ (ii) Já está provado.
(ii) ⇒ (iii) Como I(X) = I(T), temos que V(I(X)) = V(I(T)), ou seja, X = T.
(iii) ⇒ (i) Observe que I(X) = I(T) = ⟨tq−11 − tq−1s , . . . , t

q−1
s−1 − t

q−1
s ⟩ é um ideal gerado por s−1

polinômios, logo, X é uma interseção completa.

Lema 5.4.16 Seja i ∈ N e considere as aplicações entre K- espaços vetoriais

ψts : Si−1/I(X)i−1 −→ Si/I(X)i

f+ I(X)i−1 7−→ tsf+ I(X)i

ϕ : Si/I(X)i −→ Si/⟨I(X), ts⟩i
f+ I(X)i 7−→ f+ ⟨I(X), ts⟩i.

Temos a seguinte sequência exata:

0 −→ Si−1/I(X)i−1
ψts−→ Si/I(X)i

ϕ−→ Si/⟨I(X), ts⟩i −→ 0.

Demonstração. Inicialmente, vejamos que ψts e ϕ estão bem definidas. Sejam f, g ∈ Si−1 tais
que f+ I(X)i−1 = g+ I(X)i−1, ou seja, f− g ∈ I(X)i−1. Assim, temos que ts(f− g) ∈ I(X)i, ou
seja, tsf− tsg ∈ I(X)i, logo, ψts(f) = ψts(g). Suponha f, g ∈ Si tais que f+ I(X)i = g+ I(X)i.
Assim, f−g ∈ I(X)i. Como I(X)i ⊆ ⟨I(X), ts⟩i, temos que f−g ∈ ⟨I(X), ts⟩i, logo, ϕ(f) = ϕ(g).

É fácil ver que ψts e ϕ são transformações lineares e que ϕ é sobrejetora, assim basta mos-
trar que ψts é injetora e que Im(ψts) = ker(ϕ). Para mostrar que ψts é injetora, seja
f+ I(X)i−1 ∈ ker(ψts). Temos que tsf+ I(X)i = 0+ I(X)i, ou seja, tsf ∈ I(X)i. Como ts não se
anula em nenhum elemento de X, temos que f ∈ I(X)i−1. Isso prova que f+I(X)i−1 = 0+I(X)i−1.

Agora, vejamos que Im(ψts) = ker(ϕ). Seja f + I(X)i−1 ∈ Si−1/I(X)i−1. Vamos mostrar que
ψts(f+ I(X)i−1) ∈ ker(ϕ). Observe que

ϕ(ψts(f+ I(X)i−1)) = ϕ(tsf+ I(X)i) = tsf+ ⟨I(X), ts⟩i.

Como tsf ∈ ⟨I(X), ts⟩i, temos que tsf + ⟨I(X), ts⟩i = 0 + ⟨I(X), ts⟩i. Assim, Im(ψts) ⊆ ker(ϕ).
Para provar a outra inclusão, seja f+ I(X)i ∈ ker(ϕ). Temos que f+ ⟨I(X), ts⟩i = 0+ ⟨I(X), ts⟩i,
ou seja, f ∈ ⟨I(X), ts⟩i. Podemos escrever

f = g+ tsh,

onde g ∈ I(X)i e h ∈ Si−1. Como f − tsh = g ∈ I(X)i, temos que f + I(X)i = tsh + I(X)i.
Observe que,

ψts(h+ I(X)i−1) = tsh+ I(X)i = f+ I(X)i.

Assim, Im(ψts) = ker(ϕ).

Lema 5.4.17 Se d > (q− 2)(s− 1) então

K[t1, . . . , ts−1]d

⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩d

= {0}.

Demonstração. Seja d > (q−2)(s−1) e sejam = tα1

1 · · · tαs−1

s−1 ummonômio em K[t1, . . . , ts−1]d.

Vamos mostrar quem = 0. Como α1+· · ·+αs−1 = d e d > (q−2)(s−1), existe j ∈ {1, . . . , s−1}
tal que αj > q − 2. Assim, t

αj

j é múltiplo de tq−1j , ou seja, t
αj

j ∈ ⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩, logo,

m ∈ ⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩. Como m tem grau d segue que m ∈ ⟨tq−11 , . . . , t

q−1
s−1 ⟩d. Isso prova que

m = 0.
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Lema 5.4.18 Dado i ∈ N, temos que
Si

⟨I(T), ts⟩i
é isomorfo a

K[t1, . . . , ts−1]i

⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩i

como K-espaços

vetoriais.

Demonstração. Considere a aplicação

ψ : K[t1, . . . , ts−1]i −→ Si/⟨I(T), ts⟩i
f 7−→ f

É fácil ver que ψ é uma transformação linear. Inicialmente, vamos mostrar que

ker(ψ) = ⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩i.

Dado j ∈ {1, . . . , s−1}, temos que tq−1j = tq−1j − tq−1s = 0 em S/⟨I(T), ts⟩, logo, tq−1j ∈ ⟨I(T), ts⟩.
Assim, temos que ⟨tq−11 , . . . , t

q−1
s−1 ⟩ ⊆ ⟨I(T), ts⟩. Dáı, vem que ⟨tq−11 , . . . , t

q−1
s−1 ⟩i ⊆ ⟨I(T), ts⟩i.

Dado f ∈ ⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩i, temos que f ∈ ⟨I(T), ts⟩i, logo, ψ(f) = f = 0. Isso prova que

⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩i ⊆ ker(ψ).

Para provar a outra inclusão seja f ∈ K[t1, . . . , ts−1]i tal que ψ(f) = 0, isto é,

f ∈ ⟨I(T), ts⟩i = ⟨tq−11 − tq−1s , . . . , t
q−1
s−1 − t

q−1
s , ts⟩i.

Podemos escrever f como

f =

s−1∑
j=1

gj(t
q−1
j − tq−1s ) + gsts,

onde g1, . . . , gs ∈ S. Para cada j ∈ {1, . . . , s}, existe hj e rj em S tais que gj = hjts + rj onde ts
não aparece em rj. Assim,

f =

s−1∑
j=1

(hjts + rj)(t
q−1
j − tq−1s ) + (hsts + rs)ts,

que podemos escrever como

f =

s−1∑
j=1

rjt
q−1
j + tsF,

onde F ∈ S. Dáı,

tsF = f−

s−1∑
j=1

rjt
q−1
j .

Observe que ts não aparece em nenhum monômio do lado direito, logo,

f =

s−1∑
j=1

rjt
q−1
j .

Como f tem grau i, temos que f ∈ ⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩i.

Agora, vamos mostrar que Im(ψ) = Si/⟨I(T), ts⟩i. Seja g ∈ Si/⟨I(T), ts⟩i. Dividindo g por ts
obtemos g = tsh+ r onde h ∈ S e r ∈ K[t1, . . . , ts−1]i. Assim,

g = tsh+ r = r = ψ(r) ∈ Im(ψ).

Portanto,
K[t1, . . . , ts−1]i

⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩i

é isomorfo a
Si

⟨I(T), ts⟩i
como K-espaços vetoriais.
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Teorema 5.4.19 reg(I(X)) ≤ (q− 2)(s− 1) e vale a igualdade se X for uma interseção com-
pleta.

Demonstração. Para cada i ∈ N considere hi := dimK

Si

⟨I(X), ts⟩i
. Como

0 −→ Si−1

I(X)i−1

ψts−→ Si

I(X)i

ϕ−→ Si

⟨I(X), ts⟩i
−→ 0

é uma sequência exata, temos que

dimK

Si

⟨I(X), ts⟩i
= dimK

Si

I(X)i
− dimK

Si−1

I(X)i−1
,

ou seja, hi = HI(X)(i) − HI(X)(i − 1), para i ≥ 1. Como X ⊆ T, temos que I(T) ⊆ I(X), logo,
⟨I(T), ts⟩i ⊆ ⟨I(X), ts⟩i. Assim, existe uma transformação linear sobrejetora

Si

⟨I(T), ts⟩i
−→ Si

⟨I(X), ts⟩i
,

logo,

dimK

Si

⟨I(T), ts⟩i
≥ dimK

Si

⟨I(X), ts⟩i
= hi.

Seja

Di :=
K[t1, . . . , ts−1]i

⟨tq−11 , . . . , t
q−1
s−1 ⟩i

.

Pelo Lema 5.4.18, temos que
Si

⟨I(T), ts⟩i
é isomorfo a Di, logo, 0 ≤ hi ≤ dimKDi, para todo

i ∈ N. Pelo Lema 5.4.17, temos que Di = {0} para todo i > (q− 2)(s− 1). Assim,

0 ≤ hi ≤ dimKDi = 0, para i ≥ (q− 2)(s− 1) + 1.

Como hi = HI(X)(i) −HI(X)(i− 1), temos que

HI(X)(i− 1) = HI(X)(i), para i− 1 ≥ (q− 2)(s− 1).

Isso mostra que reg(I(X)) ≤ (q − 2)(s − 1). Se X é uma interseção completa, então X = T,
logo, reg(I(X)) = (q− 2)(s− 1).

Proposição 5.4.20 Se d ≥ reg(I(X)), então δd = 1.

Demonstração. Dado d ≥ reg(I(X)), temos que

dimK(CX(d)) = HI(X)(d) = |X| = dimK K
|X|.

Assim, temos que δd = 1.

Proposição 5.4.21 A distância mı́nima de CX(d) é decrescente, como uma função de d, até
atingir o valor constante igual a 1.
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Demonstração. A distância mı́nima de CX(d) é dada por:

δd = min{w(ϕd(f)) : f ∈ Sd e ϕd(f) ̸= 0}.

Temos que
w(ϕd(f)) = |X|− |Xf|,

onde Xf = {[p] ∈ X : f(p) = 0}. Observe que o mı́nimo do conjunto

{w(ϕd(f)) : f ∈ Sd e ϕd(f) ̸= 0}

é atingido quando |Xf| for o maior posśıvel. Suponha que δd > 1. Vamos mostrar que δd > δd+1.
Para isto, basta mostrar que

max{|Xf| : f ∈ Sd e ϕd(f) ̸= 0} < max{|Xf| : f ∈ Sd+1 e ϕd+1(f) ̸= 0}. (5.9)

Seja f ∈ Sd, com ϕd(f) ̸= 0, tal que |Xf| = max{|Xf| : f ∈ Sd e ϕd(f) ̸= 0}. Como δd > 1, existem
dois elementos distintos [a], [b] ∈ X, digamos que a = (1, a2, . . . , as) e b = (1, b2, . . . , bs), tais
que f(a) e f(b) são não nulos. Como a ̸= b, temos que ak ̸= bk para algum k ∈ {2, . . . , s}. Seja

g := f · (akt1 − tk).

Observe que g ∈ Sd+1 e ϕd+1(g) ̸= 0, pois g(b) = f(b) · (ak − bk) ̸= 0. Como g(a) = 0 e
f(a) ̸= 0, temos que g tem mais zeros do que f. Isso prova a desigualdade (5.9), e portanto
δd > δd+1.

Agora, suponha que δd = 1. Vamos mostrar que δd+1 = 1. Como δd = 1, temos que w(ϕd(f)) =
1 para algum f ∈ Sd com ϕd(f) ̸= 0. Seja

g := t1 · f ∈ Sd+1.

Como t1 não se anula em X, temos que os zeros de f e os zeros de g coincidem. Assim,
w(ϕd+1(g)) = 1. Isso prova que δd+1 = 1.
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