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CUNHA, G. D. A Distancia Minima de Cddigos Parametrizados no Toro Projetivo. 2014. 66
p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar os parametros de codigos parametrizados no toro
algébrico projetivo. Também apresentamos uma caracterizacao para toros utilizando o conceito
de “clutters”. As ferramentas utilizadas provem da teoria de bases de Groebner e da geometria
algébrica. A tese contem uma breve introducao a esses conceitos, bem como os fatos basicos
da teoria de corpos finitos e codigos lineares. Apresentamos ainda uma cota étima para a
regularidade do ideal de um toro projetivo.

Palavras-chave: Bases de Groebner; Clutter; Cédigos de Avaliagdao; Distancia minima; In-
tersecao Completa; Pegada.
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CUNHA, G. D. The minimum distance of parameterized codes on projective tori. 2014. 66 p.
M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

This work aims at presenting the parameters of codes parameterized on the algebraic projective
torus. We also present a characterization for the torus using the concept of clutters. The tool
that we use come from Groebner basis theory and algebraic geometry. The thesis contains a
brief introduction to these concepts as well as the basic facts from finite field theory and linear
codes theory. We also present an optimal bound for the regularity of the ideal of a projective
torus.

Keywords: Clutter; Complete Intersection; Evaluation Codes; Footprint; Groebner bases; Mi-
nimum distance.
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Introducao

Este trabalho trata de cédigos corretores de erros, em particular, dos parametros basicos que
sao: distancia minima, dimensao e comprimento. Os cddigos corretores de erros participam
da vida moderna de inimeras formas como, por exemplo, nas comunicagoes via satélite, na
telefonia celular e na comunicacao entre computadores. Um dos fundadores da teoria dos
cédigos corretores de erros foi o matematico americano Claude FElwood Shannon. FEm 1948,
Shannon publicou um importante artigo cientifico que tinha como titulo: “A Mathematical
Theory of Communication”, enfocando o problema de qual é a melhor forma para codificar
uma informacao que um emissor queira transmitir para um receptor. Inicialmente, os maiores
interessados na teoria dos codigos foram os matematicos que a desenvolveram consideravelmente
nas décadas de 50 e 60. A partir da década de 70, com as pesquisas espaciais e a grande
popularizacao dos computadores, essa teoria comecgou a interessar também aos engenheiros, e
desde entao tem sido muito estudada.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. No primeiro capitulo, veremos alguns conceitos
e resultados sobre bases de Groebner tais como: critério de Buchberger, algoritmo de Buch-
berger, base de Groebner minimal e base de Groebner reduzida. Além de exemplos, também
incluimos uma série de resultados sobre estes conceitos. No segundo capitulo, apresentamos
a definicao do espacgo projetivo n-dimensional, interpretacao geométrica e algumas proprieda-
des. Em seguida, definimos polinomios homogéneos, variedades projetivas, ideais homogéneos
e vimos as propriedades que serao mais utilizadas no desenvolvimento deste trabalho.

O capitulo 3 trata de corpos finitos, que é uma ferramenta essencial para este trabalho. Inicia-
mos com algumas propriedades sobre a caracteristica de um corpo finito, em seguida provamos
alguns resultados auxiliares com a finalidade de provar a existéncia e unicidade de corpos finitos.
O capitulo 4, traz somente uma breve introducao a teoria de cédigos lineares para familiarizar
o leitor com as defini¢oes e notagoes. Este capitulo contém os seguintes conceitos: definicao de
c6digo linear, peso, distancia de Hamming, comprimento, dimensao, distancia minima, cota de
Singleton e cédigos MDS.

No capitulo 5 introduzimos o conjunto térico algébrico X C P5~! parametrizado por s mondmios
de K[y1,...,ynl. Assim, construimos o c6digo parametrizado de ordem d, denotado por Cx(d),
como sendo a imagem de uma aplicagao de avaliacao. Um caso particular é quando consideramos
o cédigo Cr(d), onde T é um toro projetivo em PS~'. Neste capitulo 5, exibimos o indice de
regularidade do ideal I(T), além disso, encontramos o comprimento, a dimensao e a distancia
minima do cédigo Cr(d). Na parte final, provamos que quando X é uma intersecao completa
associada a um clutter, temos que X = T, e isso nos permite encontrar uma cota étima para a
regularidade do ideal I(X).
Grégory Duran Cunha
Uberlandia-MG, 27 de fevereiro de 2014.



Capitulo 1

Bases de Groebner

1.1 Bases de Groebner

Definicao 1.1.1 Um monémio em Xi,...,Xn € um produto da forma x;"---x%*, onde todos
0s expoentes sao inteiros nao negativos. O grau total deste monomio é a soma &y + - -+ + &y.

Poderemos simplificar a notacao dos monémios da seguinte maneira: seja & = (q,..., &,) uma
n-upla de inteiros nao negativos. Entao definimos x* = x7" ---x%*. Quando o = (0,...,0),

temos que x* = 1, também definimos || = o¢; + - - - + &, como sendo o grau total do mondémio

XO(

Definicao 1.1.2 Seja f =} anx® um polinémio em K[xi, ..., xn].
(1) Chamamos ay de coeficiente do mondomio x*;
(il) Se ay # 0, entdo chamamos a,x* um termo de f;

(ii1) O grau total de f é denotado por deg(f), é mdzximo || tal que ay # 0.

Defini¢ao 1.1.3 Uma ordem monomial = no conjunto dos monomios M, C Kxq,...,xn] €
qualquer relagao = em N™, ou equivalentemente, qualquer relagao no conjunto dos monomios
x*, « € N satisfazendo:

(1) = € uma ordem total em N";
(il) se x = B em N" ey € N, entdo a+7vy = B +y;

(iil) > € wma boa ordem em N" isso significa que todo subconjunto ndao vazio de N™ possui
elemento minimo em relacao a >.

As ordens monomiais mais utilizadas sao: lexicografica, lexicografica graduada e lexicografica
graduada reversa.

Seja f = E aex* um polinémio nao nulo em K[xq,...,%,] € > uma ordem monomial. Defini-

mos:

(i) O multigrau de f é mdeg(f) = max{oc € N": a, # 0} € N"
(o maximo é tomado com rela¢ao a ordem >)

(ii) O coeficiente lider de f é lc(f) = Qmdeg(r)



(iii) O monomio lider de f é Im(f) = xmdee(?)

(iv) O termo lider de f é 1t(f) = le(f) - lm(f)
Exemplo 1.1.4 Seja f = 4xy’z + 42> — 5> + 7x*2* ¢ considere a ordem lexicogrdfica. Entdo,

mdeg(f) = (3,0,0)

le(f) =5

Im(f) = x°

It(f) = —5%3
Dado um ideal I C K[xq,...,X,], podemos definir o ideal dos termos lideres e dos monomios
lideres:

Definicao 1.1.5 Seja I um ideal em K[xq,...,%xn], com I #0.

(i) Denotamos por 1t(1) o conjunto dos termos lideres dos elementos de 1 e por Im(I) o
conjunto dos monomios lideres dos elementos de 1. Entao

It(I) ={cx*: If € T tal que 1t(f) = cx*},
Im(I) ={x*:3f €1 tal que lm(f) = x*}.

(il) Denotamos por (1t(1)) o ideal gerado pelos elementos de 1t(1) e por (Im(I)) o ideal gerado
pelos elementos de Im(1).

Definicao 1.1.6 Fize uma ordem monomial. Um subconjunto finito G = {g1,...,g¢} de um
tdeal I € chamado uma base de Groebner se

(It(g1), ..., 1t(ge)) = (1t(1)).

Definigcao 1.1.7 Vamos denotar o resto na divisao de f pela s-upla ordenada F = (f1,...,fs)
por T
Definicao 1.1.8 Sejam f, g € K[x1,...,Xn] polinomios nao nulos.

(i) Se mdeg(f) = e mdeg(g) = B, entao sejay = (Y1,...,Yn), onde y; = max{xi, 3i} para
cada i. Nds chamamos XY o minimo maltiplo comum de lm(f) e Im(g), e denotamos por
xY = lem(lm(f),lm(g)).

(il) O S-polinomio de f e g € a combinagao

xY xY
A TG

Exemplo 1.1.9 Sejam f = x*y?—x*y®+x e g = 3x*y+y? em Rx,y] com a ordem lezicogrdfica
graduada. Entaoy = (4,2). Logo,

lem(Im(f),lm(g)) = lem(x*y?, x*y) = x*y2.

Assim,

4, 2 4,2
S(1,q) = S r— XY 1

T X3y? o 3xMy

1
g =Xf—3Vg= Py X — §y3.




S
Lema 1.1.10 Seja Z cif; com ¢ € K e mdeg(f;) = & € N, para todo 1.

i=1

Se mdeg (Z c-lfi> < b, entao Z cif; € uma K-combinagao linear de S-polinomios S(fj, fy),
i=1 i=1

com 1 <j,k <s. Além disso, mdeg (S(fj, fi)) < o.
Demonstragao. Seja d; := lc(f;), assim lc(cif;) = cidi. Como mdeg(f;) = 6,Vi = 1,...,s

S S
e mdeg (Z ciﬂ) < 6, temos que thdi = 0 (do contrério, terfamos 1t (}_{ ;cifi) =
i=1 i=1

(> cidi) X%, logo mdeg (>_;_; ¢ifi) = §, absurdol!).

Defina p; = El e observe que p; tem coeficiente lider 1. Assim,
i

Z cifi = Z cidipi
i=1 i=1
= cidipr + -+ csdsps

= cdi(p1—p2) + (crdi +cada)(p2 —p3) + -+ (cidi + - - + ce1ds—1) (Ps—1 — Ps)
+(crdy 4+ -+ - + csds)ps

Como Im(f;) =x% Vi=1,...,s, temos lem(lm(f;), lm(fy)) = x® para todo i € {1,...,s}.
Observe que

x° x° x® x° f;  fx

f5,fi) = ———f; — fo = ——f; — L R
36 il 600 (R < XS dXe T4 d D Px

Dali,
Z cifi = crdiS(fi, f2) + (c1dy + ¢c2d2)S(f2, f3) + -+ + (erdy + - + ¢5-1ds1)S(fs1, f5) + Ops.
i=1
Finalmente, como lt(p;) = 1x%, Vi =1,...,s, temos que
mdeg(S(fj, fx)) = mdeg(p; — px) < o.

Teorema 1.1.11 (Critério de Buchberger) Sejam I C Klxy,...,xn] um ideal e G ={g1,..., g¢}
uma base para 1. Entao, G € uma base de Groebner para 1 se e somente se para todos i #j o
resto na divisio de S(gi, g;) por G (listada em alguma ordem) € zero.

Demonstracao. (=) Dados i # j, temos que

S(95,9)) € (g1y-+-590) = L.

Como G é uma base de Groebner para I temos que o resto na divisao de S(gy, gj) por G é zero.

(&) Para provar que (It(I)) = (It(gy),...,1t(g¢)), basta mostrar que 1t(I) C (It(g1),...,1t(g¢)).
Seja f € I\{0}. Como I = (gy,...,g), existem hy,..., hy € K[xy,...,x,] tais que

f:h]g]+"'+htgt. (].].)



Assim,
mdeg(f) < max{mdeg(h;g;): 1 <1i <t}

Seja m(i) := mdeg(hig;), parai=1,...,t, e defina
& = max{m(1),..., m(t)}.

Assim, mdeg(f) < 8. Agora, considere todas as possiveis maneiras em que f pode ser expressada
na forma (1.1). Para cada expressdo nds obtemos um & € N". Seja S o conjunto formado por
todos estes 6. Como a ordem monomial é uma boa ordem, S possui elemento minimo, logo
podemos escolher uma expressao (1.1) para f tal que & é minimal. Escolhido este  minimal, é
verdade que mdeg(f) = & (isto serd provado!). Como & = max{m(1),..., m(t)} temos que

mdeg(f) = 6 = m(i) = mdeg(h;g:)
para algum i € {1,...,t}. Assim, 1t(f) é maltiplo de lt(hig;) e lt(hig;) é multiplo de 1t(g;),

logo 1t(f) é multiplo de 1t(g;), e portanto 1t(f) € (1t(g1),...,1t(gt)), e isso mostra que G é uma
base de Groebner para I.

Agora, resta provar que mdeg(f) = 6. Suponha por absurdo que mdeg(f) < 6. Podemos
escrever

f= > hgi+ > hgi= ) (hug+lt(h)g—1lt(h)g)+ Y higi=
m(i)=5 (i)<5

m(i)=> m(i)<é

3 () g+ (h—lt(h))g) + Y hugi =

m(i)=s m(i)<d
> lt(hdgi+ D> (hi—lt(hi))gi+ Y higu.
m(i)=> m(i)=»5 m(i)<d

Observe que a segunda soma tem mdeg < 8, de fato
mdeg((hi —1t(hi))gi) = mdeg(hi —1t(hi)) + mdeg(gi) <

mdeg(h;) + mdeg(gi) = mdeg(h;gi) = m(i) = 8.
Assim, a segunda e a terceira soma tem mdeg < §. Como mdeg(f) < 0, temos que a primeira
soma também tem mdeg < 8. Seja lt(h;) = ¢;X*Y, entdo a primeira soma Z It(hi)g; =
m(i)=8
Z ciX"‘m gi tem exatamente a forma descrita no lema anterior, com f; = x ) gi, ou seja,

m(i)=>

mdeg(f;) = 6 para todo i e mdeg Z cifi | < 6. Entao, este lema garante que Z e X*Wg;
m(i)=58 m(i)=5

é uma K-combinagao linear dos S-polinomios S(x*g;, x*gy.) e mdeg(S(x* g;, x*M gy )) < 8.

Observe que

5 5 5
S(xg, x*Kg )= — *  yallg X
g x0l(g;) ™ 7 x*Mlt(gy)

X
1t(gx

ak), X
I 1t(gj

)91'— )9k=

x® XYk X% xYix X8 (x%'k XYk

R o — 57Y'k .
X It(g) D X It(gi) O 1t(g) ¥ lt(gk)gk) xSl 9

- xYik



onde xV* = lem(Im(gj),Im(gy)). Entao, existem constantes cj € K tais que

Z chx “Yi%S(gj, gu). (1.2)

m(i)=8

Vejamos que x®7Vik ¢ um monomio:

Seja xPY :=Im(g;), para todo i. Como mdeg(x*Vg;) = & temos que & = (i) + B(i) para todo
i. Denotando (i) = (Xiry...y0tn) € B(i) = (Biry..., Bin) temos que yjx é obtido de B(j) e
B(k) da seguinte maneira:

Yix = (maX{th Bty -, maX{Bjm Bin))-

Se & = (81,...,04), entdo &; > max{fji, Bxi}, para todo i, de fato, como & = «(j) + B(j) temos
que &; = o + Bﬁ > Bji, e como & = o(k) + B(k), temos que & = oui + Pri > Pii. Portanto,
8 > max{pji, Pri}, para todo i. Isso mostra que x° é multiplo de x¥i*, e logo x*7Yi* ¢ um

monomio.
Dividindo cada S-polinémio por gy,..., g, por hipotese o resto é zero, assim temos
S(9j> gk) - a]ij] + -+ at)kgt Z al]kgl
para alguns aijx € K[x,...,xy]. O algoritmo da divisdao também nos garante que para todos

1,3, k temos
mdeg(aygi) < mdeg(S(gj, gi)). (1.3)

Dali,

t t
X TYES(gj, gi) = XV Z Qijkgi = Z bijigi

i=1

onde by = X3 Yikq, k. Veja que

(1.3)
mdeg(bigi) = mdeg(x* V*aigi) = mdeg(x* V%) + mdeg(aigi) <

mdeg(x* %) + mdeg(S(g;, gx)) = mdeg(x*"%S(gj, gi)) = mdeg(S(x*Vg;, x* M gi)) < 5.
De (1.2) segue que

Z lt( Z C; kX ~Yik 9], gk Z Cik <Z bt]k91> = Z FHQI
m(i)=8 i

Como mdeg(bijgi) < & segue que mdeg(ﬂigi) < § para todo i. Portanto, f se escreve como

f—ZhLQHF Z hi —1t(hi))gi + Z higi =p1g1 + -+ Pige

m(i)<b
com mdeg(pigi) < 0 para todo i € {1,...,t}. Logo,
6o := max{mdeg(pigi) : 1 <1<t}

é tal que 8y € S e 8y < 8 = min S, absurdo. m



Exemplo: Sejam g1 =y—x? e g, = z— x> em K[x,y, z] e considere o ideal I = (g7, g,). Entao,
G ={g1, g2} é uma base de Groebner para I com respeito a ordem lexicografica com y > z > x.
Para provar isso, considere o S-polinomio

z 4
S(gr, ) = %(y ) — %(z—x% — x4 X2

Dividindo S(gs,g2) por g1, g> obtemos
—zx* 4y =% (y—x) + (—xH) - (z—x}) +0,

como o resto é zero, pelo Critério de Buchberger temos que G = {gs, g2} é uma base de Groebner
para I.

Agora, considere a ordem lexicografica com x >y > z. Neste caso, temos que
x3 x3 ;
S(g1,92) = 2 ——(—x* +y)—?(—x +2z) = —xy +z.
Dividindo S(gs, g2) por g1, gz obtemos
—xy+z=0(—*+y)+0- (—x+2z)+ (—xy +z2).

Portanto, G nao é uma base de Groebner para I.

1.2 O Algoritmo de Buchberger

Sabemos que todo ideal em K[xq,...,x,] possui uma base de Groebner. Vejamos, agora um al-
goritmo que nos permite encontrar, de forma construtiva, uma base de Groebner para um ideal
polinomial I partindo de uma dada base para I. Mas, primeiro vejamos isto por um exemplo:

Considere o anel K[x,y] com a ordem lexicogréfica graduada e seja I = (fq,f;), onde f; =
x> — 2xy e f; = x*y — 2y* + x. Dividindo S(f;,f,) = —x? por F = {f, 2} obtemos como resto

S, fa) = —x2 #0.

Portanto, F = {f;, f2} ndo é uma base de Groebner para I.

Seja f3 := —x? e considere agora F = {fi, f, f3}. Observe que
S(fy, z)
S(f1,f2) z)
S(fy, 3) = —ZXU,
S(f,3) = —2xy # 0.

Portanto, F = {f;, f2, f3} ndo é uma base de Groebner para I.

Seja fq := —2xy e considere agora F = {fy, f;, f3, f4}. Observe que

S(fhfz)
S(f1,f3)
S(f1,f4)
S(T,ﬁ) = —-2y* +x #0.

0,
0,
=0,



Portanto, F = {f, f,, f3, f4} ndo é uma base de Groebner para I.

Seja fs := —2y? + x e considere agora F = {f;, f,, f3, f4, f5}. Observe que

St f) =0, Viyje{l,...,5h1i#].

Portanto, F = {f, f, f3, f4, f5} ¢ uma base de Groebner para I.

Lema 1.2.1 O anel K[xq,...,X,] € noetheriano, isto €, dada uma cadeia ascendente de ideais
em K[X1y ...y Xnl
LECLCLC---

existe um inteiro positivo N tal que
In=Ihyi=Inpp="--.
Demonstracao. Seja

I:= [OJ Ii
i=1

e observe que I é um ideal em K[xj,...,x,], de fato, I # ) pois 0 € I. Dados f,g € T e
p € Klxi,...,xy], existem indices j, k tais que f € I; e g € I, digamos que I; C Iy. Assim,
f,g € Ix. Como I € ideal temos que f+ g € Ix e fp € Iy, logo f 4 g, fp € I. Pelo Teorema da
Base de Hilbert, I = (fy,...,fs), para alguns fy,...,fs € K[xq,...,x,]. Paracadai € {1,... s},
temos que f; € I, logo existe um indice j; tal que f; € I;,. Seja

N := max{j1,...,js}
Assim, f; € I, C Iy, para todo i € {1,...,s}. Logo,
I=(f1,...,f) CIy CIyp € --- C L
Portanto, In=Iny1=In2=---. &

Teorema 1.2.2 (Algoritmo de Buchberger) Seja I = (f,...,fs) # 0 um ideal polinomial.
Entao, uma base de Groebner para 1 pode ser construida em um niumero finito de operacoes
através do sequinte algoritmo:

INPUT: F = (f1,...,f.)
OUTPUT: a Groebner basis G = (gy,...,g¢) for I, with F C G

G:=F
REPEAT
G'=G
FOR each pair {p,q},p # q in G’ DO
G/
S:=S(p,q)
IF S # 0 THEN G := G’ U{S}
UNTIL G =G’

Demonstragao. Primeiramente, vejamos que em qualquer etapa do algoritmo temos que G
¢ uma base para I, de fato, inicialmente isso é verdade pois G = F. Suponha que numa dada



etapa temos que G’ é uma base para I. Na etapa seguinte, dados p,q € G’, com p # (, temos
que S(p, q) € I, pois I = (G’). Assim, o resto na divisdao de S(p, q) por G’ pertence a I, ou seja

S=S(p,q) €1 Portanto, G = G’ U{S} é base para I. Agora, vamos mostrar que o algoritmo
termina ap6s um numero finito de operagoes. Como G’ C G temos que 1t(G’) C It(G), e logo

(It(G")) C (1t(G)). Observe que
G' Cc G = (It(G")) C (It(G)),

de fato, se G’ C G, entao existe um resto r = S(p, q)G talquer & G’ er € G. Sabemos que It(r)
nao é divisivel por nenhum dos termos lideres dos elementos de G’, e portanto 1t(r) & (1t(G')),
mas como T € G temos lt(r) € (1t(G)). Assim, é verdade que

(1t(G")) = (1t(G)) = G’ = G.

Denotando por G; a base para I obtida na i-ésima etapa do algoritmo, temos a seguinte cadeia
ascendente de ideais em K[xq,...,X;]

(It(Gy)) € (1t(G2)) € (t(G3)) € -
Como K[xq,...,%,] é um anel noetheriano, existe um inteiro N > 1 tal que

(It(Gn)) = (It(Gn+1)) = (It(Gns2)) = -

logo
GN :GNH :GN+2:"' .

Portanto, o algoritmo termina e a base obtida é G = Gy. Por fim, resta provar que Gy é uma

base de Groebner para I. Sejam p # q em Gy e considere Sy = S(p,q) ™. Suponha por
absurdo que Sy # 0, entdo Gni1 = Gy U{Sn} . Como 1t(Syn) nao é divisivel por nenhum dos
termos lideres dos elementos de Gy, temos que Sy € Gy = Gna1, absurdo. Portanto, Sy = 0,
e pelo critério de Buchberger Gy é uma base de Groebner para 1. m

Lema 1.2.3 Seja G uma base de Groebner para um ideal polinomial 1. Seja p € G um po-
linomio tal que 1t(p) € (t(G —{p})). Entdo, G —{p} é também uma base de Groebner para
L.

Demonstracao. Como G—{p} C G, temos que It(G—{p}) C 1t(G), logo (It(G—{p})) C (1t(G)).
Por hipétese, 1t(p) € (It(G —{p})), logo It(G) C It(G — {p}), dai (It(G)) C (It(G —{p})).
Portanto, (1t(G —{p})) = (It(G)).

Como G é uma base de Groebner para I, temos que (It(G — {p})) = (It(G)) = (It(I)). Logo,
G — {p} é uma base de Groebner para [. =

Definicao 1.2.4 Uma base de Groebner minimal para um ideal polinomial I é uma base de
Groebner para I tal que:

(1) le(p) =1, para todo p € G;
(il) Para todo p € G, lt(p) ¢ (1t(G — {p})).

Exemplo: Considere a ordem lexicogréafica graduada e a seguinte lista de polinomios:

f1 = X —2xy

f, = xfy—2y*+x
f3 = —Xz

fs = —2xy

f5 = —Zyz +x



10

Considere I = (f, f;). Vimos anteriormente que G = {fy, ..., fs} é uma base de Groebner para
[. Veja que

lt(f]) = —Xlt(fg)

16(f;) = —Ixlt(fy).

Pelo lema anterior temos que {f3, f4, f5} é uma base de Groebner para I.
Agora considere

'F3 = —]fg, = Xz
fi = —3fi=xy
f5 = —%f5 =y?— %X

e G ={f3, f4, f5}. Como It(f) ¢ (1t(G — {f})),i=3,4,5¢lc(p) =1, V p € G, segue que G é

uma base de Groebner minimal para I.

Observacao: Infelizmente um ideal I C K[xq,...,x,] pode ter muitas bases de Groebner
minimais. Por exemplo, o ideal I considerado acima também tem a seguinte base de Groebner
minimal

~ ~ ~ 1
fy=x*+aXy, f;=xy e f5=y2—§x,
com a € K.

Definicao 1.2.5 Uma base de Groebner reduzida para um ideal I é uma base de Groebner G
para I tal que:

(1) le(p) =1, para todo p € G;

(ii) Para todo p € G, nenhum monomio de p pertence a (I1t(G — {p})).
Se fizermos a = 0 na observacao acima, obtemos uma base de Groebner reduzida para I.

Proposicao 1.2.6 Seja I # 0 um ideal polinomial. Entao, fizada uma ordem monomial, 1 tem
uma unica base de Groebner reduzida.

Demonstracao. Seja G uma base de Groebner minimal para [. Vamos dizer que g € G é
reduzido em G se nenhum monémio de g pertence a (1t(G —{g})).
Nosso objetivo é modificar G até que todos os seus elementos sejam reduzidos.

Afirmacao 1: Se g ¢é reduzido em G e H é uma outra base de Groebner minimal para I,
com g € H e lt(H) =1t(G), entao g é reduzido em H.

De fato: Como lt(G) It(H) e g € GN H temos que 1t(G — {g}) = It(H — {g}), logo
(It(G —{g})) = (t(H —{g})). Como g é reduzido em G, temos que nenhum mondémio de
g pertence a (1t(G — {g} ) = (It(H —{g})), portanto g é reduz1d0 em H.

Agora, dado g € G seja g’ =g ©'9 e considere G’ = (G —{g}) U{g'}.

Afirmacgao 2: G’ é uma base de Groebner minimal para I e g’ é reduzido em G’.

e lt(g’) =1t(g):
Como G é uma base de Groebner minimal para I, temos que 1t(g) ¢ (It(G —{g})), logo
1t(g) nao é divisivel por nenhum dos termos lideres dos polinomios de G —{g}. Assim,
1t(g) serd o termo lider do resto g’ na divisao de g por G —{g}. Logo, 1t(g) = lt(g’).
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e G’ é uma base de Groebner para I.
Como g € T e G —{g} C I segue que o resto g’ pertence a I. Logo, G’ C I. Sabemos que
It(g’) = 1t(g), entao 1t(G’) = 1t(G), logo (It(G’)) = (It(G)) = (It(I)), portanto G’ é uma
base de Groebner para I.

e G’ é uma base de Groebner minimal para I.
Como G ¢ minimal, basta provar que lt(g’) ¢ (1t(G" —{g'})) e que le(g’) = 1.
E claro que le(g’) =1, pois 1t(g’) =1t(g) e le(g) = 1.
De G'—{g'} =G — {g} vem que 1t(G'—{g'}) = 1t(G —{g}), assim (t(G'—{g'})) = (It(G —
{g})). Como G é minimal e g € G, temos quelt(g’) = lt(g) € (t(G—{g})) = (It(G'—{g’})),

logo G’ é minimal.

e g’ é reduzido em G'.
Como g’ é o resto na divisao de g por G —{g}, segue que nenhum monémio de g’ pertence
ao ideal (It(G —{g})) = (t(G’ —{g'})). Logo, g’ é reduzido em G’.

Agora, aplicando o processo acima em todos os elementos de G obtemos uma base de Groebner
reduzida para I, ja que este processo nao modifica termos lideres.

Para provar a unicidade, considere G e G duas bases de Groebner reduzidas para [.
Afirmacao 3: It(G) = lt(é)

Observe que (16(G)) = (It( > (1t(G)). Entao 1t(G) C (1t(G)) e 1t(G) C (1t(G)).

Seja lt(g) € 1t(G), entdo lt(g) € <lt( )), logo 1t(g) é divisivel por algum lt(g) em lt(é). Como
1t(g) € (1t(G)), temos que lt( ) é divisivel por algum lt(gy) em 1t(G). Como G é reduzida, em
particular minimal, segue que lt(g) = 1t(gy).

Como 1t(g) | It(g) e 1t(g) | It(g) temos que lt(g) = lt(g) € lt(é), pois g e g tem coeficiente
lider 1. B

Portanto, It(G) = It(G).

Como G e G sdo bases minimais, temos que #G = #1t(G) = #lt((NS) = #(NS.

Como 1t(G) = 1t(G), dado g € G, existe g € G tal que It(g) = 1t(g). Se provarmos que g = g,
concluimos que G = G.

Como g, g € I temos que g — g € I, e como G é uma base de Groebner para I, temos que

g—ﬁ =0. Vejamos que g—g =g—g:

Como G é reduzida, temos que nenhum monoémio de g pertence a (1t(G —{g})), entdo nenhum

monodmio de g, exceto lm(g), pertence a (1t(G)) = (It(G)). Como g e g tem o mesmo termo

lider, segue que este termo lider nao aparece em g— g, logo nenhum mondémio de g— g pertence
~ o ~ -~ —=

a (It(G)). Portanto, g — g é resto na divisao de g — g por G. Logo, g—g=9g—¢g =0e

portanto, g =¢g. m

Como consequéncia da proposicao acima, temos o seguinte fato:

(f1y...yfs) =(g1y...,gr) & (f1,...,fs) e (g1,...,gt) tem a mesma base de Groebner redu-
zida.

Definigao 1.2.7 Seja G = {g1,...,9¢} € Klxq,...,x,] e fixe uma ordem monomial. Dado
f € Klxqy...,%n], dizemos que f reduz a zero médulo G (notacdo: f —g 0 ) se f pode ser
escrito na forma

f=ajgr+ -+ aigy, com a; € K[xq,...,Xn],
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tal que sempre que a;g; # 0 devemos ter que mdeg(f) > mdeg(a;g;).
Lema 1.2.8 Seja G = (g1,...,g¢) um conjunto ordenado de elementos de K[x1,...,Xx,] e seja
feKxy...,xn]. Se = 0, entao f —¢ 0.
Demonstracgao. Aplicando o algoritmo da divisao para dividir f por G, obtemos
f=ag1+ -+ aigy, com mdeg(f) > mdeg(aig;),

sempre que a;g; # 0. Portanto, f —g 0. =
Observe que, em geral, a reciproca nao ¢é valida:

Se dividirmos f = xy? —x por G = (xy+1,y*—1) com respeito a ordem lexicografica, obtemos
xyP—x=y - (xy+1)+0-(y* =1+ (—x—y).
Entio f© = —x — y # 0. Mas podemos escrever
xy? —x=0-(xy + 1) +x- (y*—1),
e mdeg(xy? —x) > mdeg(x - (y*> — 1)), logo f —¢ 0.

Teorema 1.2.9 Uma base G ={gs,..., gt} para um ideal polinomial I € uma base de Groebner
se, e somente se, S(gi, gj) —c 0, V1i#]j.

Demonstracao. (=) Se G é uma base de Groebner para I, entao S(gi, g;) ¢ _ 0, Vi #j.
Pelo lema anterior, vem que S(gi, g;) —¢ 0, Vi #j.

(&) Suponha que S(gk, g;) —¢ 0, Vk #j. Entao existem ay,...,a; € K[x1,...,x,] tais que

t
S(gx, gj) = Z a;g; e mdeg(S(gx, g;)) > mdeg(a;igi), se a;g; # 0.

i=1
Isso é suficiente para concluir que G é uma base de Groebner para I, basta seguir o raciocinio
da demonstragao do Critério de Buchberger. m

Proposicao 1.2.10 Dado um conjunto finito G C Klxq,...,xnl, suponha que temos f,g € G
tais que
lem(lm(f),1m(g)) = Im(f)lm(g),
isto significa que os monomios lideres de f e g sao relativamente primos. Entao, S(f,g) —¢g 0.
Demonstragao. Podemos assumir que lc(f) = lc(g) = 1, pois S(f, g) = S(cf,dg),Vc,d € K,
de fato:
xY xY xY xY xY xY
S(cf,dg) = ——cf — dg = f— dg =

(¢f,d9) = i~ Tiag Y9~ e S gy () 1t(g)
onde xY = lem(Im(f),lm(g)).
Escreva f =1m(f) +p e g =Im(g) + q. Como lem(lm(f),Ilm(g)) = lm(f)lm(g), temos que

Im(f)lm(g) . lm(f)lm(g)

Im(f) Im(g)
= 1m(g)(Im(f) +p) — Im(f)(Im(g) + q)
= Im(g)lm(f) + plm(g) — Im(f)lm(g) — qlm(f)
= plg—q)—q(f—p)
= pg—df.

g= S(f) 9))

S(f,g)
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Como f, g € G, basta provar que
mdeg(S(f, g)) > mdeg(pg) e mdeg(S(f, g)) > mdeg(qf).
Vejamos que
mdeg(S(f, g)) = max{mdeg(pg), mdeg(qf)}.

Isso segue do fato de que Im(pg) e lm(qf) sao distintos e logo, ndo cancelam. Para provar isso,
suponha que Im(pg) = lm(qf), entao

Im(p)lm(g) = Im(q)lm(f), daf lm(g) | Im(q)lm(f).

Como lm(g) e Im(f) sdo relativamente primos, vem que lm(g) | Im(q), logo Im(g) < Im(q),
absurdo! Pois Im(g) > lm(q), jd que g =1m(g) +q. =

Exemplo: Seja G = {yz +y,x> +y,z'} e use a ordem lexicogréfica graduada em K[x,y, z].
Como

3

lem(x®, z*) = x*z" = Im(x® 4+ y)lm(z*),

segue da proposicao anterior que S(x* +y,z') — g 0. No entanto, usando o algoritmo da
divisao, obtemos

S +y, =2 -2 +z—Dyz+y)+0- X +y)+0- (") +v,

entao, S(x3 + vy, z*) ¢ =y #0.



Capitulo 2

Geometria Algébrica Projetiva

2.1 Espaco Projetivo
Vamos denotar o espaco afim K™ por A™(K).
Defina uma relacao de equivaléncia em A™'(K) \ {0} da seguinte maneira:
(X0y -+ +yXn) ~ (Yoy-++yYn) & (X0y -+ -y Xn) = A(Yoy-..,Yn), para algum A € K*.
Definicao 2.1.1 O espaco projetivo n-dimensional sobre K € o conjunto
P™(K) = (A™1(K)\{0}) / ~
Denotamos um ponto p de P™(K) por

P = [xoy- oy Xl ={(Yoy .-y yn) 2 (X053 Xn) ~ (Yo, - -y Ynll,

e dizemos que (Xoy...,Xn) $G0 as coordenadas homogéneas de Pp.

Geometricamente, podemos pensar nos pontos de P*(K) como o conjunto das retas passando

pela origem em A™(K).
Proposigao 2.1.2 Seja Uy = {[xg,...,xn] € P*(K) : xo # 0}. Entdo a aplicagao

$:AMK) — PY(K)
(ary...,a,) — [l,ay,...,a4]

¢ injetora e Im¢p = U,.
Demonstracao. Como ¢(ay,...,a,) =[1,ai,...,a.] € Uy, podemos considerar

¢ : A"(K) — U,.

Defina { : Uy — A™(K) por [ag, ay...,an] — (2—;,,‘;—2)
Vejamos que 1 estd bem definida:
Sejam [ay, ..., ay] = [bg, ..., b,] em Uy, entdo existe A € K* tal que (bg,..., b)) = A(ap,...

Assim, by = Aq;i, parai=0,...,n. Logo,

b b, (A Aan)  [a a,
b ) T e R ) Na )

14

, Qn).
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Vejamos que P o ¢ = Idank) e ¢ 0 = Idy,, de fato:

Iboq)(a])'--»an):lp(H»a])--')an]): <%) »%) Z(CI],...,Cln)
(6
d)oll)([a())-")an]):Cb(ﬁw-')&):|:]>E >&}=[00>01» )an]
Qo Qo 0 Qo
| |

Assim, podemos identificar P"(K) = Uy U H, onde
H={p e P"(K):p=10,%X1,...,Xn]}.

Como ¢ é injetora e Im¢dp = Uy podemos identificar Uy com A™(K).
Como P '(K) — H, dada por [x1,...,xn] — [0,%1,...,%n] é uma bijecdo, podemos identi-
ficar H com P™'(K). Assim, podemos escrever

P™(K) = A™(K) UP™ ' (K).

Em particular, para n = 1 temos P'(K) = A'(K) UP°(K), onde identificamos P°(K) com o
conjunto {[0,y] : y € K} = {[0, 1]}. Entao, P°(K) tem um tnico ponto, e vamos denoté-lo por
oco. Portanto, a reta projetiva pode ser escrita como

P'(K) = A'(K) U{oo}.
Vejamos que além de U, temos outras copias de A™(K) dentro de P™(K).
Corolario 2.1.3 Para cada i € {0,...,n} seja
U; ={[x0y...,xn) € P*(K):x; # O}
(1) Eziste uma correspondéncia biunivoca entre U; e A™(K), para todo i =0,...,n.

(i) P™(K) \ U; pode ser identificado com P™1(K).

(it1) P(K) = J U

i=0

2.2 Variedades Projetivas

Nosso proximo objetivo € estender a definicao de variedades ao espago projetivo.

Por exemplo, se f = x; —x3 € Rlxo, X1, X2, podemos tentar construir V(f) C P?(R) como sendo
os pontos [a,b,c] em P?(R) tais que f(a,b,c) = 0. Nesse caso, como f(1,4,2) = 0 terfamos
que p = [1,4,2] € V(f).

Observe que 2(1,4,2) = (2,8,4), logo p = [2,8,4] e f(2,8,4) = —8 # 0, assim, p ¢ V(f).

Para evitar problemas desse tipo, vamos usar polinomios homogéneos para definir variedades
projetivas.

Definicao 2.2.1 Um polinomio f é homogéneo de grau d se todo termo de f tem grau total
wqual a d.

Exemplo 2.2.2 Em K[x,y,z] temos que x*y? + 5x ndo é homogéneo e x” + 2x>y?> — 3xy® ¢
homogéneo de grau 7.
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Proposicao 2.2.3 Seja f € K[xo,...,x] um polinomio homogéneo de grau d. Se f(ag,...,an) =
0 entdo f(bg,...,bn) =0,V(bg,...,bn) € [ao,...,an]. Em particular,
V(f) ={laog,...,a,) € P*(K): f(ag,...,a,) =0}
estda bem definida como subconjunto de P™(K).
Demonstragao. Seja (bg,...,b,) € [ag,...,a,], digamos que (bg,...,bn) = Alagy...,an),
para algum A € K*.
Como f é homogéneo de grau d, temos que
f(Aag, ..., Aan) = A%(ag,...,a,) =0.
Logo, f(bgy...,by) =0. m
Definicao 2.2.4 Sejam fy,...,fs € Klxo,...,Xn] polinémios homogéneos. O conjunto
V(f1y...,f) ={lagy...,as] € PY(K): fi(apy...,a,) =0,Vi=1,...,s}
¢ chamado de variedade projetiva definida por fq,...,fs.
Vejamos agora uma relacao entre variedades afins e variedades projetivas.
Proposigao 2.2.5 Seja V = V(fi,...,fs) uma variedade projetiva em P™(K). Entao W =
VNU, pode ser identificado com a variedade afim V(gq,...,9s) C A™(K), onde gi(y1y...,Yn) =
fi(1,Y1y. -+, Yn), para todoi=1,...,s.

Demonstracgao. Sabemos que

Pv:Uy — A™(K)
[agy...,an] +—— (E,...,&)
QAo QAo
¢ uma bijecao.

Vejamos que 11)( ) g V(Q], )95):

Seja (— ) W([ao,- .., anl), onde [ag, ..., an € W. Como W = VN Uy, [ag, . .., an] €
Uy, logo ay 7é 0.
Como [ay, .. [],2(‘) ’ﬂoi| €V, temos que f; <1,a0) ’a_n>:O,Vi:1,...,s. Logo,

gi (2—; . ao) =0,Vi=1,...,s. Portanto, (2—(‘), . ao) e V(giy...,gs).
Agora, vejamos que V(gi,..., gs) CYP(W):

Seja (ay...,an) € V(g1y...,9s). Assim, [1,a7,...,a, € Ugefi(l,ar,...,a,) = gi(as,...,a,) =
o,Vi=1,...,s

Logo, [1,a1,...,a. € VNUy = W, ou seja, ' ((ai,...,a,)) € W, e portanto, (aj,...,a,) €
Y(W). =

xemplo 2.2. onstdere a variedade projetiva V = V(X7 — XX, X7 — X3X5) C . Para
E plo 2.2.6 Consid dade projetiva V = V(x? 0, X3 —x3x3) C P3(R). P
intersectar V-com Uy, basta desomogeneizar os polinomios X%—xzxo e X? —X3xé fazendo xo = 1.
Assim, obtemos

W =V(xi —x2,%] —x3) € A*(R).

Também podemos desomogeneizar com respeito a outras varidveis, por exemplo VN U; € iden-

tificado com a variedade afim V(1 —xxo, 1 — x3%3).
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Definicao 2.2.7 Seja f € K[x1,...,xn] com degf = d. Podemos escrever f de maneira inica
como
d
=> f,
i=0
onde deg f; =1,Vi=0,...,d. Dizemos que fy,...,fq sao as componentes homogéneas de f.

Agora, vamos ver que uma variedade afim em U; pode ser escrita como V N U; para alguma
variedade projetiva V.

Por exemplo, considere a variedade afim W = V(x; — x3 + x%) em Uy = A?(R). Como f =
X2 — X} + %} ndo é homogeéneo, vamos incluir uma variavel xo para tornar f homogéneo. Como
f tem grau total 3, modificamos f de modo que todo termo tenha grau total igual a 3. Assim,

obtemos
fh 2

= x2%5 — X3 + xixo.
Logo, W = Uy N V(f'). Note que desomogeneizando f* fazendo xo = 1, obtemos f.
Proposigao 2.2.8 Seja g(x1y...,%xn) € K[X1,...,Xn] um polinémio de grau total d.

(1) Seja g = Zfzo gi a expansao de g como uma soma de componentes homogéneas, onde g;
tem grau total i. Entao

d
g™ (X0y+ -y Xn) = Z gilxXty ey X )x3
i—0

¢ um polinémio homogéneo de grau total d em K[xo,...,xn]. Chamamos g" a homoge-
neizacao de g com respeito a Xo.

(il) A homogeneizagao de g com respeito a Xy pode ser calculada usando a formula

9" =xdg (...,
0 XO .‘-’_Xro .

(iii) Desomogeneizando g™ com respeito a xo obtemos g, isto é,

gh(1>x1>-'°)xn) = Q(Xh”-)xn)-

(iv) Seja F(xoy...,Xn) um polindmio homogéneo e seja x§ a maior poténcia de X que divide
F. Se f =F(1,x1,...,%a) € uma desomogeneizacao de F, entdo F = x§ ™.
Demonstragao.

(i) Como g; tem grau total i segue que gix3™* tem grau total i+ d —i = d. Logo,
g 9iXo
9" = go(X1y -+ oy X )X§ 4 g1 (X1y ooy X )XG T e GalXry ey X0 )xG T

é um polinémio homogéneo de grau total d em Klxq,...,xn].

(i1) Observe que

N Xq Xn\ _ Z X1 xn
dg <) T gi i

X1 Xn X1 Xn X1 Xn
= Xogo( ...,—)—f—Xog] (—,...,— + - +Xogd yeeey—
Xo X0 X0 X0 Xo X0

1 1
= ngo(X1,...,Xn) +X8X—g1(X1,...,Xn) +"’+X§ng(X1,...,Xn)
0 0
ngo(X1,--->Xn) +X87]91(X1>--->Xn) +"'+X87d9d(x1>--->xn)

= gh_

)
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(ii1) Como g"(Xoy«++yXn) = 3 oo GilX1y .. vy X )XE™, temos que
d
gh(1>X1>--->Xn) = Z gi(Xh-“)Xn)]d_l = g(X1)'-->Xn)-
0

(iv) Seja d = degF. Digamos que F = a;x§'x* + -+ + axx{'x™, onde a; € K e x* é um
monomio em K[xq,...,Xq].
Como F é homogéneo de grau d, temos que p; + || = d,Vi = 1,...,t. Como f =
F(1,X1,...,Xn), temos que
f=ax™ + - 4+ ax*.

Observe que deg f = d— e, pois x§ é a maior poténcia de xo que divide F. Agora, digamos
que
= apxd" x% + -+ axdtx

ASSiHI, qi+|(xi| = d—e,Vi = 1,...,t. LOgO, qi+e = d—|0(i’ = 'pi,Vi = 1,...,t.
Portanto,

erh +e «; +e, «
X" = axg XN 4 4 axd T
Xt

= ax)'x¥ 4 axtx
- F

Observagao: A homogeneizacao e a desomogeneizacao de um polinomio pode ser feita de
forma andloga com respeito a qualquer outra variavel.

Exemplo 2.2.9 Seja g =y—x*+x € K[x,y] e considere a variedade afim V(g) C U, = A?(K).
Temos que g = yz>—x>+xz2. Logo, V(g) é identificada com VNU, em P?(K) onde V = V(g").

Definicao 2.2.10 Seja I um ideal em K[xg,...,Xn]. Dizemos que 1 é um ideal homogéneo se
para cada f € 1, as componentes homogéneas f; de f também pertencem a 1.

Exemplo 2.2.11 Seja I = (y —x?) C K[x,yl. As componentes homogéneas de f =y — x> sdo

fi =y ef, = —x%. Nenhum desses polinémios pertencem a 1 pois nenhum é miiltiplo de y—x2.
Portanto, 1 nao € ideal homogéneo.

Lema 2.2.12 Sejam f,fy,...,fs € Klx1,...,xn] polindmios homogéneos. Dividindo f por
f1y...,fs (com respeito a qualquer ordem monomial) escrevemos

f=aifi+---+afs+m,

onde ai,y...,a5,7 € KlX1,...,Xn] € nenhum termo de v € divisivel por nenhum dos termos
lideres dos f{s. Entao, ai,...,as1 também sdo polindmios homogéneos. Mais precisamente,
deg(r) = deg(f) e deg(a;) = deg(f) —deg(fi), 1 <i<s.

Demonstracao. Sejam d = degf e di = degf; parai=1,...,s.

Dividindo f por fi,...,fs, olhamos para lt(f) e digamos que seja divisivel por 1t(f;), assim aq;
recebe um termo p de grau d — d; para que haja o cancelamento. Assim, temos que f' = f —pf;
¢ o novo polinomio a ser dividido por fy,...,f;. Agora, observe que pfj é homogéneo de grau
d. Logo, f' é homogéneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o 1t(f’) e adiciona-lo ao
resto, temos que 1 ji comega como um polindmio homogéneo de grau d.
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Prosseguindo, vamos dividir f’ por fy,...,fs. Digamos que It(f’) seja divisivel por 1t(f;), assim
a; recebe um termo q de grau d — d; para que ocorra o cancelamento. Assim, temos que
f"” = f' — qf; é o novo polinémio a ser divido por fi,...,fs. Observe que qf; é homogéneo de
grau d, logo f” é homogéneo de grau d. Caso haja necessidade de retirar o It(f”) e adicioné-lo
ao resto, temos que 1 continua sendo um polinomio homogéneo de grau d. Observe também
que se i = j, temos que a; = p + ¢ continua sendo um polinomio homogeneo de grau d — d;.
Prosseguindo com o algoritmo da divisao, terminaremos com cada a; homogeneo de grau d — d;
e o resto homogéneo de grau d. m

Lema 2.2.13 Se f,g € K[xq,...,X,] sdo polinomios homogéneos, entio o S-polinomio S(f, g)
¢ homogéneo.

Demonstragao. Seja x¥ = lem(Im(f),lm(g)) e digamos que degx” = d.
Temos que
xY xY

S(fvg) = lt(f)f_ lt(g)g

1t(f)

Como f é homogéneo cada termo de f tem grau d;, logo cada termo de

Y Y
Sejam d; = degf e d; = degg. Assim, deg (X—) =d—d; edeg (ﬁ) =d—d,.
Y

ltjf)f tem grau (d —

v

d;) + d; = d. Portanto, ltx(_f)f ¢ um polinébmio homogéneo de grau d.

XY
Como g é homogéneo cada termo de g tem grau d,, logo cada termo de

1t(g)

g tem grau

xY
(d —d;) + d; = d. Portanto, ——g é um polinémio homogéneo de grau d.

1t(g)

Logo, S(f,g) é um polinomio homogéneo de grau d. =

Teorema 2.2.14 Seja I um ideal em K[xo,...,xn]. Sdo equivalentes:
(1) T € ideal homogéneo.
(il) I = (fy,...,fs), onde fy,...,fs sao polindmios homogéneos.

(iit) Uma base de Groebner reduzida para 1 (com respeito a qualquer ordem monomial) consiste
de polinomios homogéneos.

Demonstragao.

(i) = (ii) Suponha que I é um ideal homogéneo. Pelo Teorema da Base de Hilbert, temos
que I = (Fy,...,Fy), para alguns Fy,...,F € K[xo,...,Xn]. Escreva cada Fj como soma de suas
componentes homogéneas
F=> Fi
i

Como I ¢ homogeéneo, temos que todos Fj; pertencem a I.
Seja I’ o ideal gerado pelos polinémios homogeéneos Fj;. Assim, cada F; = Z F;; pertencem a

i
I’ Logo, I C I'. Como Fj; € I para todos 1i,j temos que I’ C I. Portanto, I =1".
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(ii) = (i) Se f =) ;fi e g =), gi sdo as expansdes de dois polindmios como a soma de suas
componentes homogéneas, entao as componentes homogéneas hy do produto h = fg sao dadas

por
hvk - Z figj)
i+j=k
de fato, observe que
fg=) figi+ ) figi+--
i+j=0 i+j=1
é expansao de fg como soma de componentes homogéneas. Por hipdtese, I = (fy,...,fs) onde
f1,...,fs sao polindbmios homogéneos.
Seja f € I, entao f = a;f; + - - + a,fs, para alguns a;,...as € Klxg,...,x,]. Escrevendo a;

como a soma de suas componentes homogeneas temos
a) = E aqg.
i

Como f; é homogéneo, digamos de grau d, temos que f; = f4 é a expansao de f; como soma
) ) d
de suas componentes homogéneas. Logo, a expansao de a;f; como soma de suas componentes

homogéneas é
afy = Z arifq + Z arifg +---
i+d=0 i+d=1
Como fq = f; € I temos que cada componente homogénea de a;f; pertence a I.
Esse processo pode ser feito para cada a;f;. Logo, cada componente homogénea de a;f; pertence
a [. Assim, cada componente homogénea de f pertence a 1. Portanto, I é um ideal homogéneo.

(ii) = (iii) Por hipdtese, I = (fy,...,fs), onde fy,...,fs sdo polinémios homogéneos. Pelo
Lema 2.2.13 os S-polinomios S(fj, fj) sdo homogéneos.
Utilizando o Algoritmo de Buchberger obtemos uma base de Groebner

G :{fh-")fs»fsﬂw--)fm}

para I, onde fg.q,...,f, sd@o obtidos como restos nas divisoes dos S-polinémios por uma lista
de fls, e logo fgi1y...,fn sdo polinémios homogéneos pelo Lema 2.2.12. Assim, temos uma
base de Groebner G para I formada por polinomios homogeéneos.

Como a base de Groebner reduzida G para I é tal que seus elementos sao alguns dos elementos
de G multiplicados por uma constante (para que tenham coeficiente lider igual a 1), segue que

G é uma base de Groebner reduzida para I formada por polinomios homogéneos.

(ii1) = (ii) E imediato.
| ]

Seja I um ideal homogéneo em Klxg, ..., X,]. Vejamos que
V(I) ={p € P*(K) : f(p) =0, Vf € I

estd bem definido como um conjunto.

Seja [agy...,an] = [bo,...,bs] € P*(K) e suponha que f(ag,...,a,) = 0,Vf € I. Vamos
mostrar que f(bg,...,b,) =0,Vf e L.

Seja f € 1. Como [ay,...,a,] = [bo,...,by], existe A € K* tal que (bg,...,bn) = Alagy...,an).
Como I é um ideal homogéneo, existem polindomios homogéneos fi,...,fs € Klxgy...,Xnl,
digamos que deg(f;) = d;, tais que I = (f,...,fs). Como f € I, temos que

f:g1f1+"'+gsfs>
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para alguns gi,...,gs € K[xo,...,x,]. Temos que fi(agp,...,a,) =0,Vi=1,...,s, logo
f(boy...,bn) = igi(bo,...,bn)ﬂ(bo,...,bn)
i=1
= i gi(Aag, ..., Aa,)fi(Aag, ..., Aay)
i=1

— Zgi(Aao,...,Aan)Adiﬂ(ao,...,an)
i=1

= 0.
Proposicao 2.2.15 Seja I um ideal homogéneo em Klxo, ..., xn] € suponha que I = (f1,...,fs),
onde fy,...,fs sao homogéneos. Entao

V(I) = V(f, ..., f.).

Demonstracao. Seja p € V(I). Como fy,...,fs € [, temos que fi(p) =0,Vi=1,...,s. Logo,

p € V(fi,...,fs).

Agora, seja q € V(fq,...,fs). Dado f € I, temos que
f:91f1 +"‘+95fs,

para alguns gi,...,gs € K[xg,...,Xx,]. Assim, temos que

f(q) = g1(q)f1(q) + - + gs(q)fs(q) = 0.

Portanto, g € V(I). =

Proposigao 2.2.16 Seja V C P*(K) uma variedade projetiva e seja
I[(V) ={f € K[xgy...,xn] : f(ag,...,an) =0,V]ag,...,a.] € V}

(isto significa que f precisa zerar todas as coordenadas homogéneas de todos os pontos em V).
Se K € infinito, entao I(V) é um ideal homogéneo em Klxg, ..., Xn].

Demonstragao. Como I(V) é fechado para a soma e fechado para produtos com elementos
de Klxg, ..., %n], temos que I(V) é um ideal.
Seja f € I(V), digamos que degf = d, e seja a = [ag,...,a,] € V. Escreva

d
f=> f
i=0
onde fy, ..., fq sdo as componentes homogéneas de f. Vamos mostrar que f; € I(V), para todo
ie{0,...,d}

Como f € I(V) e [ag,...,a,] € V temos que f(Aayg,...,Aa,) = 0,VA € K*.
Observe que

d d
f(Aag,y ..., Aa,) = Zﬂ(?\ao, coAay) = Z?\ifi(ao, ceeyQn),

i=0 i=0



22

d

logo Z?\iﬂ(ao, ..., Q) =0, para todo A € K*.
i=0

Defina

d
p(x) = infi(ao,...,an) € K[x].
i=0

Como p(A) = 0,VA € K* e K* é infinito, temos que p = 0, ou seja, todos os coeficientes de p
sao iguais a zero, isto é, fi(ag,...,a,) =0,Vi=0,...,d.

Como f; é homogéneo temos que f; se anula em todas as coordenadas homogéneas de a. Por-
tanto, para cada i € {0,..., d} temos que f;(a) = 0,Va € V, ou seja, f; € I(V). Isso prova que
I(V) é um ideal homogéneo. m

Proposicao 2.2.17 Seja W C P*(K) uma variedade projetiva e suponha que I(W) € um ideal
homogéneo. Entao V(I(W)) =W.

Demonstracao. Dado p € W temos que f(p) = 0 para todo f € I(W), logo p € V(I(W)).
Portanto, W C V(I(W)).

Por outro lado, como W é uma variedade projetiva, temos que W = V(fy,...,fs) para alguns
polinémios homogéneos fq,...,fs. Seja ] = (fy,...,fs), temos que W = V(]). Assim, [(W) =
I(V(])).

E claro que ] CI(V(])) = (W), e logo V(]) D V(I(W)), ou seja, W D V(I(W)). =



Capitulo 3

Corpos Finitos

Seja p um numero primo positivo em Z. Vamos denotar por Z, o corpo Z/pZ.
Seja F um corpo com elemento unidade 1. Vamos denotar 1 +--- 41 por n - 1.
—_——

n parcelas

3.1 A caracteristica de um corpo finito
Seja F um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto
Ar={neN:n-1=05L

Observe que {n-1:n € N} C F. Como F é finito, existem n; < n; tais que ny-1 =n;,-1. Logo,
(le — TL]) -1 = O, com n; —nyg > 0. ASSiHl, n, —n; € Ar. Portanto, AF 75 .

Definicao 3.1.1 A caracteristica de um corpo finito F € o inteiro positivo
char(F) = min Af.

Seja K um subcorpo de F. Como Ax = Ay, temos que char(K) = char(F).

Proposigao 3.1.2 Se F € um corpo finito, entao char(F) é um niamero primo.

Demonstragao. Seja m = char(F) e suponha que m nao seja primo. Logo, m = my - my,
onde T < my, m; < m. Entao

O=m-T=(m -my)-T=my-(my-1)=(my-1)-(my-1).

Como F é dominio, temos que m; -1 =0 ou m; -1 =0, o que contradiz a minimalidade de m.
[ |

Proposigao 3.1.3 Seja F um corpo finito com char(F) = p. Sejam m € Z e a € F tais que
m-a=0. Entao, m é um maultiplo de p ou a = 0.

Demonstracao. Como m-a =0, temos que (m-1)-a=0,logom-1=0o0ua=0.
Suponha que m-1 = 0. Dividindo m por p, obtemos q e 1 inteiros tais que m = q-p + 1, onde
0 <r < p. Logo,

O=m-1=(q-p+7r)-1T=q-(p-1)+r-1=04+1r-1=1-1.

Pela minimalidade de p temos que r=0. =

23
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Teorema 3.1.4 Seja F um corpo finito com char(F) = p, onde p € um nimero primo. entao
F contém um subcorpo isomorfo a Z, (que ainda denotaremos por Z,). Em particular, F tem
p" elementos para algum natural n.

Demonstracao. Considere o homomorfismo

¢:%2, — F
m — m-1

Vejamos que esta aplicagao estd bem definida:
Sejam m = k em Z,, entdao m = k(mod p), ou seja, existe A € Z tal que m =k + Ap. Logo,

m-1=(k+Ap)-1=k-1+Ap)-T=k-T4+A-(p-1)=k-14+0=k-1.

Seja ™ € ker @, entdo m -1 = 0. Logo, p | m, ou seja, m = 0. Portanto, ker @ = {0}.

Assim, Z, ~ Z/ ker ¢ ~ @(Z,). Portanto, Z, é isomorfo ao subcorpo ¢(Z,) de F.

Observe que F é um Z,-espaco vetorial de dimensao finita, pois F ¢ finito. Digamos que
dimz, F = n e seja {vi,..., v} uma base para F. Entao, todo elemento de F se escreve de
modo tnico na forma

aivq +--+ Qn'Vn,

com a; € Zp,i=1,...,n. Portanto, [F| = p" elementos. m

Proposigao 3.1.5 Seja F um corpo finito de caracteristica p e seja ¢ =p" para algum v € N.
Se a,b € F, temos que

(a+b)9=a9+b% e (a—b)!=a%—DbI.

Demonstracgao. Faremos uma indugao sobre r. Para r = 1, utilizando o binomio de Newton,
temos que

(a+b)P = <p) a"b® + (p) @ ( P )dbp‘ + (p) b,
0 1 p—1 P

Como p | (‘z), para todoi=1,...,p — 1. Temos que (a + b)P = aP + bP.
Também temos que

(a—b)P = (p) aPb® — (p) 'O 4 (—1)P (p) a’bP.
0 1 P

Logo, (a —b)P = aP + (—1)PbP = aP? — bP (pois, para p = 2, temos que 1 = —1 (mod 2)).
Suponha o resultado verdadeiro para r — 1.
Observe que

r—1 r—1

(a+b)P =((a+b)P P (@ +bP P =a +b".

E também

r—1

(a—b)" =((a—Db)P" )P (a”

Portanto, (a+b)9=a%+b%e (a—b)I=a9—Db9. =

_pr P =a" —b".

Observagao: Se aj,...,a, sao elementos de um corpo finito F de caracteristica p, e se q é
uma poténcia de p, entao:
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1) (e ++a)i=al+---+ad
De fato: faremos uma indugao sobre n. Para n = 1,2 ja sabemos ser verdade.
Suponha que este fato seja verdadeiro para n — 1. Assim,

(a4 +a)!=(ar+-+ap1)+a? 2 alf+--. +al.
1

(ii) Sep(x) = ao+ a1x + -+ + a, X" € F[x], entao

p(x)9=aj + afX%+ -+ alX™.

Corolario 3.1.6 Seja F um corpo finito com char(F) =p. Se q =p" para algum r € N, entao

fq:F — F
x — x4

¢ um isomorfismo de corpos (conhecido como isomorfismo de Frobenius).

Demonstragao. Temos que fq(ab) = (ab)9 = a9b9 = f,(a)f,(b).

Pela proposicao anterior temos fq(a +b) = (a + b)9 = a9 + b9 = f4(a) + f4(b) e como
fq(1) =19 =1, segue que fq é um homomorfismo.

Seja a € ker f, entao a? =0, logo a = 0. Portanto, f é injetora.

Como F ¢ finito, temos que f é sobrejetora. m

Corolario 3.1.7 Seja F um corpo com char(F) =p e seja q uma poténcia inteira de p. Entao
K={aeF:a%9—a=0}
¢ um subcorpo de F.

Demonstragao. Observe que K # (), pois 1,0 € K.
Sejam a,b € K, com b # 0. Como

(a—b)9—(a—b)=a'—b9—a+b=(a%—a)— (b9—b)=0—-0=0,

temos que a — b € K.
Como

a
temos que 5 e K.

Portanto, K é um subcorpo de F. m

Proposigao 3.1.8 Sejam F um corpo finito de caracteristica p e f(x) € Flx]. Temos que
f'(x) =0 se, e somente se, existe g(x) € FIx] tal que f(x) = g(x)P.

Demonstragao. (=) Suponha que f(x) = ap + a;x + - - - + a,X". Por hipétese, f'(x) =0, ou
seja,
ar + 2(12)( -+ 3(137(2 4+ ..+ nanxnfl —0.

Assim, ia; = 0, para todo i =1,...,n. Entao, p | i sempre que a; # 0. Logo,

f(x) = ap + apXP + azpx® + - -
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Como f, : F — F, dada por x — xP, é um isomorfismo, podemos escolher b; € F tal que
bf = Clip.
Tome g(x) = by + byx + byx? + - - - . Assim,

g(x)P = by + BIXP + BEXP + .- = f(x).

(&) Por hipétese, existe g(x) € Flx] tal que f(x) = g(x)P.
Digamos que
g(x) =bo+bix+--- 4+ byx".

Entao,
g(x)P =bf +bYXP + - + bPX"P.
Logo,
f'(x) = (g(x)P) = pbIXP! 4+ 2pbEX?P ! 4. £ npbP X! = 0.
]

Proposigao 3.1.9 Seja F um corpo finito de caracteristica p e seja ¢ =p" para algum v € N.
O polinomio f(x) = x% — x nao possui fatores irredutiveis multiplos em F[x].

Demonstragao. Como f'(x) = gX9'—1 = —1 é invertivel em F[x], temos que mdc(f(x), f'(x)) =
1.
Suponha, por absurdo, que f(x) possui um fator irredutivel miltiplo em F[x], ou seja, existe
g(x) irredutivel em F[x] tal que f(x) = g(x)*h(x), para algum h(x) € F[x] e s > 2.
Assim,

f'(x) = sg(x)*'g'(x)h(x) + g(x)*h'(x).

Como s —1 > 1, temos que g(x) divide f'(x). Logo, g(x) divide mdc(f(x),f’(x)) =1, ou seja,
g(x) é invertivel, absurdo! m

Lema 3.1.10 Seja F um corpo finito com q elementos. Para todo a € F* = F\ {0} temos que
ad™! =1.

Demonstracao. Seja a € F* e considere a aplicacao

e.:FF — F
X — ax

Sejam X,y € F* tais que @q(x) = @q(y), assim ax = ay. Como a € F*, temos que x = y.
Logo, @4 ¢ injetora.

Como F* ¢ finito, temos que @, é bijetora.

Se F* ={x1,...,Xq-1}, entao {axq,...,axq_1} = {X1, ..., Xq-1}.

Assim, (axj)(axz)---(axq—1) = x1X2 - Xq-1, OU s€ja, a%'x = x, onde x = X1X2 - Xgo1 €
invertivel em F. Portanto, a% ' =1. m

Corolario 3.1.11 Seja F um corpo finito com q elementos. Para todo a € F e para todom € N,
temos que ad" = a.

Demonstragao. Faremos uma indugao sobre n.

Paran =1, se a # 0 temos a%' = 1, e portanto a9 = a. Para a = 0, é claro que a% = a.
. -1 .

Seja 1 > 1 e suponha que a9" = a. Assim
J p q )

a?" = (a0 )M qa = q.

Portanto, a4” = a, paratodon € N. m
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Corolario 3.1.12 Seja K um corpo finito de caracteristica p com q elementos. Seja F uma
extensao de K. Entao os elementos de K sao os elementos de F que sao raizes do polinomio
x4 —x, enquanto que os elementos do subcorpo Z, de F sao as raizes do polinomio xP — x.

Demonstracao. Como K tem ¢ elementos, a9 — a = 0, para todo a € K. Logo, todos os ¢
elementos de K sao raizes de x4 —x.

Como x9 —x tem no maximo q raizes, segue que todas as raizes de x4 —x sao elementos de K.
Como Z, tem p elementos, o argumento acima prova que os elementos de Z, sao as raizes de
X —x. n

Seja F um corpo finito e seja a € F*. Como a9! =1, onde |F| = q, temos que

MmeN:a"=1}#£0.

3.2 Existéncia e Unicidade de Corpos Finitos

Proposicao 3.2.1 Seja K um corpo finito com q elementos e seja f(x) um polinémio monico

K[x]

irredutivel em K[x] de grau d. Considere o corpo F = w Entao
(i) 1,x,%%,..., X% formam uma base para F como um K-espaco vetorial, onde X € a classe
de x.

(i1) X =% emF
(i) f(x) divide x%* —x em K[x]
(iv) Os elementos X, X9, ... ,quq de F sao distintos e sao as raizes de f(x).
Demonstragao.
(1) Suponha que ag+ a;X + x> + - - - + ag_1x¢' = 0. Entdo,
ao + arx + apx? 4 -+ ag x4 € (f(x)).

Como d — 1 < deg(f(x)), segue que ag + a;x + ax? + --- + aqg_1x4" = 0. Portanto,

a; =0, paratodoi=0,...,d—1.

Isso prova que 1,%X,%%,..., x4 é Li.

Seja g(x) € F. D1V1d1ndo g(x) por f(x), obtemos que q(x) e r(x) em K[x] tais que
g(x) = q(x)f(x) + r(x), onde 1(x) = ao + arx + axx* + - -+ + ag_1x+".

Como g(x) = r(x) = ag + a1X + aX> 4 - - - + ag_1 x4, temos que 1,%,%%,...,x¢" geram

F.

.. A . —qd —
(i1) Observe que F é um corpo finito com q¢ elementos. Sabemos que X% = X.

(ii1) Como X9 = X, temos que x4* —x =0, logo x9* —x € (f(x)).

(iv) Considere o polinémio

d—1

gly) = (y—x)y—x4---(y—x* ) e Flyl.

Temos que

d—1

glyy) = I -3y —xY---(y*—xT )
(Yt —x9) (Y —x9) - [yt —x )

= (y—x""y—%) - (y—x")9 = g(y)9.
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Assim, g(y9) = g(y)9. Se g(y) =bo+ by +---+ba_1y? ! +y4, temos que
bo+ by ba gy Ty = g(yT) = g(y)? =bg + bV b VT y

entao b; = b{, para todo i =0,...,d —1.

Como b; é raiz de x9 — x, para todo i = 0,...,d — 1, temos que b; € K, para todo
i=0,...,d—1. Logo, g(y) € K[yl

Como f(y),g(y) € K[y] possuem uma raiz comum numa extensao F de K (tal raiz é
x € F), segue que o mde(f(y), g(y)) é ndo constante em Fly] e pertence a K[y].

Como f(y) é irredutivel e monico, temos que f(y) = mdc(f(y), g(y)). Logo, f(y) divide
g(y). Como f(y) e g(y) s@o monicos e de mesmo grau, temos que f(y) = g(y).

Por (iii) sabemos que g(y) divide y* —y. Como y9° —y nao possui fatores irredutiveis
multiplos em F[y], segue que g(y) ndo possui fatores irredutiveis multiplos em Fly].
Logo, as raizes x,X9,... ,quq de g(y) s@o duas a duas distintas.

Seguindo a notacao da proposicao anterior, temos que se X € K[x]/(f(x)) com f(x) € K[x]
irredutivel de grau d, entao _
d = min{j € N:x% =x}.

Lema 3.2.2 Sejam q > 2, m e n inteiros positivos. Entao
mde(x9" —x,x9" —x) =x9° —x,
onde e = mdc(n, m).
Demonstragao. Dados m e n inteiros positivos, vamos primeiramente provar que
mde(x™ — 1,x™ — 1) = xmdemvm) _ 1,

E claro que isto é verdade quando n = m.
Suponhamos que n > m. Pelo algoritmo da divisao em Z, temos que n = mq + 1, com
0 <r < m. Observe que

XT— 1= (x™ = 1) (X XTI XTI X — ] (3.1)

Considere agora o algoritmo de Euclides para o calculo do mdc de n e m:

n = mq + 1

m = T qz —+ T

T = T3+ 73
Ts—1 = Ts(st1 + Top1

onde 1¢,; = 0. Logo, mdc(n, m) = .

Usando as igualdades acima e por (3.1), temos que
xX"—=1 = (x™=1)Qi(x) +x" —1
xm—1 = (X" —1)Qz(x) +x7 —1
xT—1 = (x?—=1)Qz(x) +x" —1

X —1 = (X" = 1)Qsp1(x) +x"+1 —1
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onde x"s+1 —1=x"—1=0.
Portanto,

mde(x™ — T,x™ — 1) = x"s — 1 = xndelvm) _ 7,

Seja a > 2 um inteiro. Entao, temos que

mde(a® —1,a™ — 1) = g@demm 1,
Finalmente,
mde(x?" —x,x9" —x) = xmde(x?" —1,x4" " —1)
— X(Xrndc(q“—1,qm—1) - ])
= x(x9T-1)
= x4 —x,

onde e = mdc(n,m). =

Proposigao 3.2.3 Seja F um corpo finito com q elementos e seja n um inteiro positivo. Em
Fix] temos a igualdade:
x4 —x = H Gal(x),

dn

onde Gq(x) € o produto de todos os polinémios monicos irredutiveis de grau d em F[x].

Demonstracao. Seja f € F[x] um polinémio ménico irredutivel de grau d. Como x9" — x nao
possui fatores irredutiveis multiplos, basta provar a seguinte afirmacao:

f divide x9" — x <= d divide n.

(=) Como F tem q elementos e deg(f) = d temos que f | x4 —x.
Como f divide x4" — x e x9° — x temos que f divide mde(x9" — x,x9" — x). Pelo Lema 3.2.2
temos que

mde(x9" —x, x4¢ — x) =x9" —x,

onde e = mdc(n, d). Logo, f divide x9° — x.

X —— = — _
Em — temos que x4° —x = 0, logo X9° = X. Como

()
d =min{j € N:x¢ =%},

segue que d < e. Como e = mdc(n, d), temos que e < d. Logo, d = e = mdc(n, d). Portanto,
d|n.

(&) Do Lema 3.2.2 e de d | n vem que
mdc(qu —x, x4 —x) =x

Logo, x9° —x | x4" —x.
Como F tem ¢ elementos e deg(f) = d, segue que f | x9* —x. Portanto, f|x9" —x. =

Corolério 3.2.4 Seja I(n) o numero de polinémios ménicos irredutiveis de grau n em K[x],
onde K € um corpo finito com q elementos. Entao,

qr =) dI(d).

dn
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Demonstracao. Sabemos que x9" —x = H Galx).
dn

Como deg G4(x) = dI(d), temos que deg H Galx) | = Z di(d).

dn dn

Logo, q™ = deg(x9" —x) = deg H Gax) | = Z di(d). m
dn din

Exemplo 3.2.5 Vamos calcular I(n) para alguns valores de n em Z[x].
Como os 1unicos polinomios monicos irredutiveis de Z;[x] de grau 1 sao x e x + 1, temos que

I(1) = 2.

Usando a formula do coroldrio, temos que
22 =1(1)+212) =2+2I2) = 1(2) =1.

O 1inico polinémio monico irredutivel de grau 2 em Zy[x] é x> +x + 1.
Novamente pelo coroldrio anterior, temos que

2 =1(1)+3I(3) =2+ 31(3) = I(3) = 2.

Os 1inicos polinémios monicos irredutiveis de grau 3 em Z[x] sao x> +x+1 e x3 +x* + 1.
Do mesmo modo, podemos obter 1(4) = 3,1(5) = 6, etc.

Teorema 3.2.6 Seja F um corpo finito. Para cada inteiro positivo n, existe pelo menos um
polinomio irredutivel de grau n em F[x].

Demonstracao. Para n = 1, basta considerar o polinomio x.
Suponha n > 2. Sejam 1 =d; < --- < dg < n os divisores de n. Digamos que q = |F|. Pelo
corolario acima, temos que

= > di(d)

dn
dII(d1) + -+ dsI(ds) + TLI(TL)

< ) di(d)+---+ ) di(d)+nl(n)
dld; dlds

= q% +---+q% +nln)

< q+q2+...+qu+n1(n)
qu+1 _1

= qT"f—TLI(TL)

< g% +nl(n).

Portanto, nI(n) > q™ — q%*.
Como ds | 1 e dg < n, temos que 1 = Ads, para algum A > 2. Assim,

n n
= - < = ds+1 < g2+,
L=3s7¢4" =9
Logo,
TII(TI) > qn_ quH > qn_ q%H — qn(] . qf%ﬂ). (32)

Observe que

W

n2252>15021-221=q2q"F31-q%20

Caso n > 2, temos que nI(n) > 0. Portanto, I(n) > 0. m
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Teorema 3.2.7 (Existéncia de Corpos Finitos) Se p e n sdo inteiros positivos com p primo,
entao existe um corpo com p™ elementos.

Demonstracao. Sabemos que existe f(x) € Zy[x] tal que f(x) é irredutivel de grau n. Logo,
Zyp[x]/f(x) é um corpo com p" elementos. m

Teorema 3.2.8 (Unicidade dos Corpos Finitos) Dois corpos finitos com o mesmo niumero de
elementos sao isomorfos.

Demonstracao. Seja L um corpo finito com p™ elementos, logo a caracteristica de L é p e ele
contém um corpo isomorfo a Z,. Assim, L é um Z,-espaco vetorial de dimensao n.

Como L tem p™ elementos, todas as raizes de xP" — x sdo exatamente todos os elementos de L.
Seja f € Zp[x] um polindmio monico irredutivel de grau n. Sabemos que f divide xP" —x em
Zyp[x]. Logo, existe u € L tal que f(u) = 0.

Afirmacao: B ={1,u,...,u™'} é uma base para L.

Como dim L = n, basta provar que B é L.i.

Suponha, por absurdo, que existam ay,...,an_1 € Zy, nao todos nulos, tais que
a+au+ -+ apqut ! =0.

Entdo, r(x) = ap+ a;x + - 4+ an1x"' € Z,[x] é um polinémio nao nulo de grau < n tal que
r(u) = 0. Assim, mdc(f,r) # 1 em L, e como f,r € Z,[x] temos que mdc(f,r) # 1 em Z,.
Como f é irredutivel, temos que f | r, o que é impossivel, pois deg(r) < deg(f).

Portanto, B é uma base para L como um Z,-espago vetorial.

Lo |x
Seja F = (pf[) ] . Sabemos que F é um Z,-espaco vetorial e uma base para F é B’ = {1 Xy ey X }
Considere a aplicagao
o:F — L
n—1 n—I1
Z a;xt — Z a;ut
i=0 i=0

(1) @ estd bem definida:

n—1 n—1 n—1 n—1

Suponha que Z X = Zbiii. Assim, Z a X — ZbiXi € (f), ou seja, existe g €
i=0 i=0 i=0 i=0
n—1 n—1 n—1 n—1

Zyp[x] tal que ZaiXi — ZbiXi = fg. Logo, Zaiui — Zbiui = f(u)g(u) = 0.
i=0 i=0 i=0 i=0

n—1 n—1
Portanto, E a;ut = E b;u'.
i=0 i=0

(il) @ é um homomorfismo de corpos:

—1 n—1

3

Sejam g = ax'eh = Z b;x" em F. Entao,
i=0 i=0
n—1 n—1 n—1
e(g+h) =) (a+bJu' =) au'+) bu'=e(g) +e(h).
i=0 i=0 i=0

Dividindo gh por f obtemos q,7 € Z,[x] tais que gh = fq + 1, onde r é zero ou é um
polinémio de grau < n — 1. Logo,
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gh=fg+7T=7e guwh(u) = f(wqu) +ru) =r(u).

Assim, @(gh) = @(T) = r(u) = g(Wh(u) = e(g)e(h).

(ii1) @ é sobrejetora:

n—1 n—1
Seja Z a;u’ um elemento de L. Defina g = Z a;X'. Entdo g € Fe @(g) = g(u) =
i=0 i=0

n—1
E a;u', o que prova que @ € sobrejetora.
i=0

(iv) @ é injetora:

Como ker(¢) é um ideal de F e @ nao é o homomorfismo nulo, segue que ker(¢) = {0}.



Capitulo 4

Cddigos Lineares

Seja K =Ty um corpo finito com ¢ elementos. Consideremos o K-espaco vetorial

Kt'=Kx---xK
—_——

n vezes

de dimensao n, cujo os elementos sao n-uplas a = (aj,...,a,) com a; € K,i=1,...,n.

Definicao 4.0.9 Um subespaco vetorial C C K™ é chamado codigo linear.

Assim, todo cédigo linear tem dimensao dimensao finita.
De maneira usual, denotaremos por |A| o nimero de elementos de um conjunto A.

Definicao 4.0.10

(1) Dados a = (ajy...,a,) € b = (by,...,b,) em K" definimos a distancia de Hamming
entre a e b como sendo o numero de coordenadas que estes elementos diferem, ou seja,

d(a,b) :=[{i: a; #b;, 1 <1< nj.
(i1) O peso de um elemento a = (ay,...,a,) € K* € definido como

w(a):=[{i: a; # O}
Em outras palavras, temos que w(a) = d(a,0).

Observagao 4.0.11 A distancia de Hamming é uma métrica sobre K*. Mais especificamente,
dados a,b e c em K", temos que:

(1) d(a,b) >0 e vale a igualdade se e s6 se a="D> ;
(ii) d(a,b) =d(b,a);

(iit) d(a,b) < d(a,c) + d(c,b);

(iv) d(a,b) =d(a—b,0).

Definicao 4.0.12 Seja C C K™ um codigo linear.

(1) Chamamos o nimero n de comprimento de C e a dimensao de C como K-espago vetorial,
dimyg C, de dimensao do cddigo C.
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(il) A distancia minima de C é o numero

0 = min{d(a,b):a,b e Ce a+#b}=min{w(a) =d(a,0):a € C,a # 0}

O comprimento, a dimensao e a distancia minima constituem os parametros bdsicos de um
cdédigo linear. Se um codigo linear tem comprimento mn, dimensao k e distancia minima d,
entao vale a cota de Singleton:

d<n-—k+1.

Definicao 4.0.13 Seja C C K™ um cédigo linear de dimensao k e distancia minima d. Dize-
mos que C € um codigo MDS (Mazimum Distance Separable) quando vale a igualdade na cota
de Singleton, isto é, sed =n—k+ 1.



Capitulo 5

A distancia minima de cdédigos
parametrizados no toro projetivo

A partir de agora vamos considerar:
e K =Ty um corpo finito com q elementos
e my,...,mg monémios em K[y,...,yy,], onde

_ %2 V11 V1
m =Y =Y Y™

ms =y =ypooypt
e S =Klty,...,td]
e Sy =Klty,...,tg ={f € K[ty,...,ts] : f é homogéneo de grau d ou f = 0}
e M é o conjunto de todos os monomios de K[ty,...,tg].

Definicao 5.0.14 Seja I um ideal em K[ty,...,ts]. Definimos a Pegada de 1 como sendo o

conjunto
Al) ={m e M:m ¢ (Im(I))}.

Também definimos

A(l)g = A(I) N S,.
Proposigao 5.0.15 Seja I um ideal em K[ty,...,ts] e sejam fy,...,f, € 1. Entao,
(1) A(I) € A(lm(fy),...,1m(f,))
(i1) A(I) = A(Im(fy),...,Im(fy)) se e somente se {fy,...,fi} € uma base de Groebner para 1.

Demonstragao.

(1) Seja m € A(I). Como m ¢ (Im(I)) e (Im(fy),...,Im(fy)) C (Im(I)) temos que m ¢&
(Im(fq),...,Im(fy)). Portanto, m € A(lm(fy),...,lm(f;)).

(il) (=) Seja f € I. Vamos mostrar que Im(f) € (Im(fy),...,lm(f;)). Suponha por absurdo
que lm(f) & (Im(fy),...,lm(fy)). Assim, Im(f) € A(Im(f;),...,lm(f;)) = A(I), ou seja,
Im(f) ¢ (Im(I)). Portanto, Im(f) ¢ Im(I), absurdo, pois f € L.

(&) Seja m € A(lm(fy),...,lm(fy)). Temos que, m ¢ (lm(f;),...,Im(fy)) = (Im(I)).
Portanto, m € A(I).
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Proposicao 5.0.16 Seja I um ideal homogéneo em K[ty,...,t]. Entdo, B={m:m € A(I)q}

¢ uma base para Kty ..., tsla/Iqa como um K-espaco vetorial.
Demonstragao. Seja f € K[ty,...,tq, isto é, f é homogéneo de grau d. Como I é um ideal
homogéneo, existem g,...,gn € K[ty,...,ts] homogéneos tais que G ={g1, ..., gn} é uma base

de Groebner para I. Dividindo f por {gs,...,gn} obtemos fy,...,f,, v € K[ty,...,ts] tais que
f=figi+ - -+fagntrer é_uma K-combinacao linear de monomios de A(I)q. Como f—r € Ig,
temos que f =T. Portanto, f é uma K-combinacao linear de elementos de B.

Para provar que B é linearmente independente, sejam my,...,m; € B e c1,...,c; € K tais que
¢+ - -+cumy = 0. Suponha por absurdo que algum ¢; #0. Como 1 :=cimy+---+cymy € Iy
temos que lm(r) € Im(I4) € Im(I). Logo, Im(r) € (lm(I)), ou seja, Im(r) & A(I). Como
Im(r) = my para algum i € {1,...,1} temos m; € A(I), logo m; € A(I)q. Portanto, B é
linearmente independente. m

5.1 O Cdédigo Parametrizado de ordem d

Definicao 5.1.1 O conjunto
X={m(a),...,mga)] eP':a=(ay...,a,) € (K}
é chamado conjunto torico algébrico parametrizado por my, ..., ms.
Como K ¢ finito, temos que X é finito, digamos que
X =A{lp1l,..., [pml}, onde m = |X].
Dado d € N, seja fo(ty,...,ts) = t{ e considere a aplicacio

(bd:sd — K™

fo(p1)” " folpm) )

Vejamos que ¢4 é uma transformacao linear:

Para provar que ¢4 estd bem definida, sejam f € S4 e [a] = [b] € X. Digamos que a =

(ary...,as) e b= (by,...,bs). Temos que a = Ab, para algum A € K*. Vamos provar que
fla)  f(b)

fola)  fo(b)

Observe que fo(a) = fo(Ab) = (Ab;)¢ = A%f,(b).
Como f é homogéneo de grau d, temos que f(a) = f(Ab) = A%f(b). Portanto,

fla)  AM(b)  f(b)
fola)  Adfo(b)  fo(b)

Vamos provar que ¢4 é uma transformacao linear. Sejam f,g € S4 e A € K. Temos que

[ (f+Ag)(p1) (f+Ag)(pwm)\ _ [ flp1) +Ag(p1) f(pm) +Ag(Pm)
$alf+Ag) = ( o) 7 folpm) )_( o) T folpm) )
(f(Pl) f(pm)>+7\(9(p1) g(pm)

folp1)’ " folpm) fo(P1)’”"Tpm)) = balf) +Adalg)-
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Definicao 5.1.2 A imagem da transformacao linear &g € chamada de codigo parametrizado
de ordem d e denotamos por

$a(Sq) = Cx(d).

Definicao 5.1.3 O ideal anulador de X, denotado por 1(X), € o ideal de S gerado pelos po-
linomios homogéneos de S que se anulam em X.

Observe que I(X) é um ideal homogéneo.

Considere I(X)q := I(X) N Sq. Assim, I(X)q é um subgrupo normal de Sq. Logo, Sq/1(X)4q é um
grupo com as operagoes usuais de classes. Portanto, Sq/I1(X)q é um K—espago vetorial.

Observe que ker(dq) = 1(X)q:
Dado f € ker(dq) temos que f € Sg e ¢pg(f) =0. Assim,

(Sﬁj‘l]),...,fz(&“:)) = (0,...,0), ou seja, f(p1) =--- =f(pm) =0.

Portanto, f é homogéneo de grau d e se anula em X. Isso mostra que f € I(X) NSy = I(X)q.
Para provar a outra inclusao, seja g € [(X)q, logo g € Sq e g € I(X). Assim,

g(p1) =---=glpm) =0.
Logo, da(g) =0.
Proposicao 5.1.4 A aplicacao

T:S4/1(X)

a —
f — dalf)

¢ um isomorfismo de K—espagos vetoriais.

Demonstracao. Vamos provar que T é um isomorfismo. De fato:

(1) T é uma transformagao linear:
Sejam f, g € Sq/1(X)q e A € K. Assim, temos que

T(f+Ag) = T(f +Ag) = balf +Ag) = da(f) +Ada(g) = T(f) +AT(g).
(i1) ker T = {0}:
Seja f € ker T. Como T(f) = dq(f) = 0, temos que f € ker(dq) = I(X)q. Logo, f = 0.

(1i1) ImT = Cx(d): ~
Seja a € Cx(d) = Im(dyq), entdo existe f € Sq tal que a = dq(f), ou seja, a = T(f) €
ImT.

Dado um ideal homogéneo I em Klty,...,ts] vamos denotar por H; : N — N a fungao de
Hilbert de I. Assim, temos que

HI(X)(d) = diHlK (Sd/I(X)d) = diHlK Cx(d)

Observacgao 5.1.5 Como B ={m : m € A(I(X))q} € uma base para Sq/1(X)q como K-espago
vetorial, temos que
dimg Cx(d) = dimy (Sq/1(X)a) = [A(I(X))4l-
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Teorema 5.1.6 Hyx)(d) = [X| para todo d > [X| —1.

Demonstragao. Seja d > [X| — 1. Vamos construir um polinomio f; € Sq tal que ¢pq4(fy) =
e; € K™. Denotaremos os pontos de X por

P1 = (Pn,Pu,---)P]s)
P2 = (chpzz,.-qus)

Pm = (pmhme) e >pms)>

tais que p11 =+ = pmy = 1. Como p; # Pz, podemos escolher k € {1,..., s} tal que pi1x # pax-
Defina ¢ ¢
h; = B~ Patt S K[t1,...,t5].

Pk — P2k
Observe que hy(p1) = 1 e hy(p2) = 0. Da mesma forma, definimos hs, ..., hy, € Klty,...,t;]
tais que

|0, sei=)
ni(py) _{ 1, sej=1.

Considere

f1 = tf7m+]h2 - hy.

Observe que fy é um polinomio homogéneo de grau (d—m+1)+ (m—1) = d, ou seja, f1 € Sq.
Mais ainda, fi(p1) =1 e fi(p;) =0, para 2 <j < m. Portanto, ¢p4(f;) =e; € K™

Analogamente, construimos fs,...,fm € S4 tais que ¢q4(f;) = ¢ para 1 <j < m. Isso prova
que ¢4 é sobrejetora para todo d > |X| — 1. Portanto,

paratodod > [X|—1. m

Dado um ideal homogéneo I em Kl[ty,...,t] vamos denotar por hi(t) € Q[t] o polinémio de
Hilbert de I. Observe que deg(hyx)(t)) = dim X = 0. Assim, temos que hyx(t) é o polinémio
constante cy.

Definigao 5.1.7 O indice de reqularidade de um ideal 1, denotado porreg(1), € o menor inteiro
p > 0 tal que
hi(d) = Hi(d), para d > p.

Observe que hyx(t) = |X| e Hyx)(d) = [X| para todo d > reg(I(X)). De fato, seja d =
max{reg(I(X)),[X] — 1}. Assim, ¢y = hyx)(d) = Hyx)(d) = [X]. Portanto, ¢y = [X|.
5.2 Os parametros do Cédigo do Toro Projetivo

Considere
T={[x1,...,x] € P :(x1,...,%s) € (K*)}

um toro projetivo em P!, Vamos ver que o ideal I(T) é gerado pelos polinomios fs, ..., fs,
onde f; = tiq_] — t?_], com 2 <1i<s.

Proposicao 5.2.1 I(T) = (f,...,f).
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Demonstracao. Vamos considerar a ordem lexicografica com t; < --- < t;. Como K é um
corpo finito com ¢ elementos, temos que a9~' = 1 para todo a € K*. Logo, fi(x1,...,%s) = 0
para todo [xq,...,%s] € T e para todo i € {2,...,s}. Portanto, (f;,...,fs) C I(T).

Para mostrar que I(T) C (fy,...,fs) faremos uma indugao sobre s. Usaremos a notagao

Te ={[x1,..., %] €P 1 (x1,...,%) € (K}
Suponha s = 2 e seja f € I(T;). Dividindo f por t]~ - t7 ! obtemos
f=gtd ' —t7 ) 4+

para alguns g, r € K[t;, t;] com
q—2

= Z ajt?ﬂtJZa
j=0

onde n = deg(f) e a; € K para todo j. Dado x, € K*, como f e tj~ ! —t” "se anulam em (1,x;),
temos que 1(1,%x;) = 0. Assim, r(1,t,) € K[t;] se anula em K*. Portanto tq — 1 divide r(1, t)
e deg(r(T1,t2)) < g — 2. Isso mostra que r(1,t2) = 0, ou seja,

q—2

(ljth =

j=0

Logo, a; = 0 para todo j, o que prova que r = 0 e consequentemente que f € (f,). Portanto,

I[(T,) = (f2).

Agora, suponha que 1(Ts_1) = (fs,...,fs_1). Vamos provar que [(Ts) C (fs,...,fs). Seja
f € I(T). Dividindo f por {f,...,fs} obtemos

f=gufr +---+gsfs +1,

onde g1,y...,9gs, T € K[tq,...,t] e

q—2
T= ij(th-")ts—])t)z-
j=0

Como f,fy,...,fs € I(Ts), temos que v € I(T). Dado [x1,...,xs_1] € Ts_; temos que
T(X1y...yXs_1,ts) € um polinémio em K[t] que se anula em todo x; € K*. Assim, td~' — 1
divide 7(xq1, ..., X5 1, ts) e deg(r(x1,...,%s1,ts)) < q—2. Logo, T(X1,...,Xs_1,ts) = 0, ou seja,

q—2

ij(xh...,xs_])tjz =0.

j=0

Portanto, pj(x1,...,%Xs_1) = 0 para todo j e para todo [xi,...,%s_1] € Ts_;. Por hipdtese de
indugao, para cada j temos

p]'(th"')tsf]) € I(Tsfl) = <f2)"'>f571> - <f2>-°°)fs>-

Observe que p;j(ty,...,ts_1)th € (f,...,fs), para todo j. Logo, T € (f2,...,fs). Isso prova que
fe (fay...,fs). Portanto I(Ty) = (fz,...,fs). n

A partir de agora vamos denotar I = I(T).
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Teorema 5.2.2 O indice de reqularidade de 1 € (s —1)(q — 2).

Demonstracao. Considere a aplicacao injetora

Ya:  All)a  — AT a1
Bt s TR

e observe que vale a seguinte afirmacao:
Py € sobrejetora <= d > (s — 1)(q — 2).

(=) Suponha que d < (s —1)(q —2), ou seja, d+ 1 < (s —1)(q — 2). Dividindo d + 1 por
q—2 obtemos d+1=1(q—2) + 1 onde

(i) r=s—1lel=0ou (ii) r<s—1e0<l<q—2

Caso ocorra (i), defina 1 =0e B; =q—2, para 2 < i <s. Como Z Bi=1(q—2)=d+1
j=1
e B; < q—2 para todo j, temos que t?l - -tPs € A(I)gqy1 mas tf" o tPs Z Py (A(T)g), pois By = 0.

Caso ocorra (ii), defina

0, sei=1
) q—2, se2<i<r+1
Bi = 1, sei=r+42
0, ser+3<i<s

Como Z Bi=1(q—2)+1=d+1ep; <q—2 para todo j, temos que t?‘ cotBs e A(D) gy
j=1
mas tf‘ o tPs Z Py (A(D)g), pois B1 = 0. Portanto, g nio é sobrejetora.

(&) Suponha que d > (s — 1)(q — 2). Dado t?l s € ATy temos que Z Bi=d+1
j=1
e B35 < q— 2 para todo j € {1,...,s}. Temos que ter 3; > 1, pois do contrario terfamos que
Bi=0ecassim P+ ---+Ps < (s—1)(q—2),ouseja, d+ 1< (s—1)(q—2) < d, que é um
absurdo. Logo
et =g (1 tBe) € pa(A(Da).

Portanto, 14 é sobrejetora.

Agora, observe que

{ [A(Dg| < |A(Dgnl, sed<(s—T)(q—2)
A(Dgl = A(Danl, sed=(s—=1)(q—2) °

Ou seja,

Hl(d) < Hl(d+]), se d < (S—])(q—Z)
Hi(d) =Hi(d+1), sed=(s—1)(q—2) °

Portanto, o indice de regularidade de 1 é (s —1)(q —2). =
Observe que Hi(d) = |T| para todo d > (s — 1)(q — 2).

Proposicao 5.2.3 Sed > (s —1)(q — 2), entao a distancia minima de Cr(d) € 64 = 1.
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Demonstragao. Como d > (s — 1)(q — 2), temos que Hi(d) = [T|. Observe que
dim Cr(d) = H;(d) = |T| = dim K'™.
Logo, Cr(d) = K. Portanto, 54 =1. m

Teorema 5.2.4 O comprimento de Cp(d) é (q—1)" e

L) .
(s—1 —14+d—j(g—1
dim Cr(d) = Y (1) (s . ><s +d—ilq ))_
P j s—1
Demonstracao. Observe que |T| = (q — 1), pois dado um ponto [1,az,...,as] € T temos
g — 1 possibilidades para cada entrada ay,..., as.

Para cada j € {2,...,s} defina M(j) ={m € M : Im(f;) | m}. Assim, temos que

AD)g =Ma — | JM()a-
j=2

Portanto, temos que

[A(T)al = M| — (Z IMG)al— D IMGDaNMG2)dl + -+ (=11 M(j)d|> =
=2

2<j1<j2<s j=2
d+s—1 s—1\/s—1+d—(q—1) s—1\/s—1+d—2(q—1)
()G CTTET) e )
(s—])(s—1+d—3(q—1))+.“+(_1)S(s—1)<s—1+d—(s—1)(q—1))}:
3 s—1 s—1 s—1
s—1\/s—1+d—0-(q—1) s—1\/(s—1+d—T1-(q—1)
Co )T L))
s—1\/s—1+d—2(q—1) caf(s—=1\[(s—=1+d—=(s=1)(q—1)\ _
N G e ) [ G

admitindo que (g) =0 quando a < b.
Sejaj €{0,...,s—T1}talqued—j(q—1)>0ed—(j+1)(q—1) <0. Observe que

q-— “q-1

Logo, j = L%J Portanto,

dimy Cz(d) = [A(Dal = Y (1) (S S ‘) (5 “rrasas U)_
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5.3 A Distancia Minima

Agora vamos encontrar a distancia minima do cédigo Cr(d) quando d < (s —1)(q — 2).

Vamos considerar a ordem lexicografica com t; < --- < tg. Digamos que T = {[p1],..., [pml},
onde a primeira entrada a esquerda de p; é 1, para todo i =1,...,m. Observe que {fs,...,f}
é uma base de Groebner para I, pois Im(f;) e Im(fj) sdo primos entre si, pra todos i # j. A
distancia minima de Cr(d) é dada por

5(1 = mln{w(d)d(f)) :fe Sd ef ¢ Id}
onde w(as,...,an) = [{i:a; #0}.

Definigao 5.3.1 Seja | um ideal em K[ty,...,ts] e seja f € K[ty,...,t]. Definimos o sequinte
conjunto

V(J,f) ={m € A(]) : Im(f) | m}.
Vamos considerar V(J,f). = V(J,f) N S..
Teorema 5.3.2 Seja d < (s —1)(q—2) e seja e > |T|—1. Entao,
min{[V(I, m)e| : m € A(I)a} < 8a < w(a(f)),
para todo f € Sa\lq.

Demonstracao. Dado f € Sg\Ig4, é claro que 64 < w(dq(f)). Para provar a outra desigual-
dade, considere

Ty ={lpl € T: f(p) =0}.

Observe que
W(dpa(f) = {Ip] € T: f(p) # 0} = |T| — |Tyl. (5.1)

Como I(Ty) D I+ (f), temos

Se Se/I(Tf)e

,

Se/(I+(f))e

Logo,
dim Se/(I 4 (f))e > dim S¢/I(T¢)e. (5.2)

Dividindo f por {fs,...,fs} obtemos um resto nao nulo que continuaremos a denotar por f.
Como [+ (f) = (fy,...,fs, ), temos que

(Im(I+ (f))) D (Im(f;),...,lm(f), lm(f)).

Logo,
A(I+ (f)) € A(Im(f,), ..., Im(f), Im(f)). (5.3)

Por 5.2 temos que

dim Se/I(T¢)e < dim Se/(I+ (f))e = AL+ (£))e] < JA(m(f), . ., Im(f,), Im(F))dl.
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Como
V(L f) N A(lm(f;),...,Im(fs),Im(f)) =0
{ V(I, f) U A(lm(f3),...,Im(fs), Im(f)) = A(I)
temos que
’A(lm(fl)v ceey hn(fs)) hn(f))e’ = ’A(I)e’ - |V(I> f)e’)
logo

JA(L(T))el = dim Se/I(Tr)e < [A(De| — V(I f)el. (5.4)

Como e > |T| —1 > |T¢| — 1 temos que |T| = |A(I)e| e |T¢| = |A(I(T¢))e|. Assim,

w(dba(f)) 2 [T| — Tl = |A(D] — [A((TY))e| Eg IA(D)e| — (IA(T)el = V(I f)e]) = [V(T, f)el.
Portanto,
dqg = min{w(dy(f)) : f € Sqge fe&lq}>min{|V(I,fle]: fe A(l)g} = min{|V(I,m)e| : m € A(I)g4}.

Agora, vamos trabalhar no sentido de encontrar o min{|V (I, m).| : m € A(I)q}.
Seja d < (s —1)(q — 2). Considere o conjunto

s—1
Ny = {ocz(oq,...,ocs_]) e N :Zoqu e0<<q—1,1 §i§5—1}.
i=1
s—1 s—1
Vamos denotar s(a) = Z(xi e m(a) = H(q — 1 — ;). Observe que m(x) > 0, para
i=1 i=1
todo &« € Ny, pois ¢ — 1 — o > 0, para todo i € {1,...,;s — 1}. Nosso objetivo é calcular
g ;= min{m(a) : & € Ngq}.

Lema 5.3.3 Temos que ug = min{fm(a) : o« € Ngq e s(x) = d}.

Demonstragao. Seja o« € Ny tal que s(x) < d. Vamos encontrar @ € Ng tal que s(x) =
s(a) +1 em(a) < m(a). Isso prova que se x € Ng e m(a) = Hq, entao s(a) = d.

Temos que s(x) < d < (s—1)(q—2). Observe que existe i € {1,...,s —1} tal que oy < q —2,
pois do contrério, o; = q — 2, para todo 1, logo, s(x) = (s — 1)(q — 2), que é um absurdo.
Considere &« = (&, ..., 1) tal que

~ o, se j#1

o‘“_{ o+1, sej=1i

Assim, o = i +1<q—2+1=q—1eqx =& < q—1, para todo j # i. Além disso,
s(x) = s(x)+1 < d. Portanto, & € Ngq. Observe que para j # i, temos que q—1—0; = q—1—q;
eq—1l—oa=q—1—0o;—1<q—1— 0. Portanto,

s—1 s—1

m(x) =[Jla-1-%) <] [(a—1— o) =m(a).

j=1 j=1

Proposigao 5.3.4 Sejam k e £ os unicos inteiros nao negativos tais que 1 < £ < q—2 e
d =k(q—2)+¢. Entdo,
ma=(q—1-0(q—1)"2
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Demonstracao. Observe que k < s — 1, pois do contrario teriamos d > (s — 1)(q — 2). Veja
que d = k(qg—2)+€ < k(q—2) < (s—1)(q—2). Seja « € Ngq com s(x) = d. Como
s(a) < (s—1)(q—2), existeie{l,...,s—T} tal que &y < g —2. Sejaj =min{i: o; < q—2}.
Temos trés possibilidades para j:

Mij<k (1)j=k+1 (1) j>k+1

(I) Suponha que j < k. Nesse caso,

o+ 4o = (G—1)(q—2)+ o
< (G=Dlg=2)+(q—2)
= jlqg—2)
< k(q—2)
< k(qg—2)+{0=d=s(x)

Assim, existe j; > j tal que &, > 0. Seja j’ = min{j; :j1 >j e «j, > 0}

(I.1)

Suponha que o + o5, < g — 2. Considere B = (B1,...,Bs—1) € N tal que

Bi = o5+

B;; = 0

Bi = o, seig{jj't
Assim, i < g — 1 para todo i e s(f3) = s(x) = d, logo, B € Ng. Observe que «
e B diferem apenas nas posicoes j e j’. E facil ver que (q — 1 — oG)(q—1—0o4) >
(q—1—p;)(g—1—Bj). Portanto,

s—1

s—1
m(e) = Jlg—1—o) > [[(a— 1= Bi) =m(B).
i=1

i=1
Suponha que o + o > q — 2. Considere B = (B1,...,Bs1) € N tal que
By = q-2
By = o —(q—2—a)
Bi = o, seig{j,j’}

Assim, (3; < q — 1, para todo i, e s() = s(x) = d. Logo, 3 € Ng. Observe que
o e (3 diferem apenas nas posicoes j e j’. Vejamos que (q —1—o5)(q —1—o/) >
(q—1—B;)(q—1—pj-). De fato, sejam A = q—1—; > 0e B = q—1—a; > 0. Como
A—1>0eB—12>0, temos que (A—1)(B—1) >0, ouseja, AB—A—B+12>0,
ou seja, AB > A 4+ B — 1. Assim, temos que

(q—T—a)lg—T—ap) > (q—1—ag)+(q—T—ag) — 1.
Observe que

(q=1=B)q—=1=By) = q—T1— (o —(q—2)+ o)
(q—=T1T—0)+(q—1—05)—1
< (q=1—0)(q—1—04).

Portanto, m(a) > m(f).
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(IT) Suponha que j =k + 1. Nesse caso, temos que 0 =--- =0 =q—2 e 01 < q—2. Se
X1 = £, entdo o = -+ = g1 = 0. Tomamos B = «, que teremos m(x) = m(p).
Se og1 < L, temos que existe j, >k + 1 tal que oy, > 0. Seja

ji"=minfj; :jo >k +1 e &, >0}

Observe que oy + o < € < g — 2. Assim, como no caso (I.1), encontramos 3 € Ng
com s(f) = d tal que m(x) > m(p).

(III) Suponha j > k+ 1. Nesse caso, &1 =+ = o1 = q—2. Como s(x) =d =k(q—2)+1¢,
com 1 << q—2, temos que { =q—2eque &2 =--- = g1 = 0. Tomamos = «,
que teremos m(o) = m(B). Sejay = (v1,...,Vs_1) € N7 tal que

q—2 , 1<i<k
Yi = ¢ y 1:k+]
0 , k+2<i<s—1

Obtemos assim, um processo I' que a cada « € Ng com s(«) = d, encontramos 3 = I'(«)
tal que B € Ng com s(f) = d tal que m(«) > m(p). Basta mostrar que em um ntmero
finito de etapas este processo atinge o elemento .

Considere em Ng4 a ordem lexicografica. Para todo o € Ng, com s(a) = d e & # 7y, temos
que & < I'(a), logo em um numero finito de etapas, temos que I' atinge

Y =max{x € Ng:s(x) =d}.
Mostramos assim que m(y) < m(«), para todo « € Ng com s(x) = d. Portanto,
ma=m(y) =(q—1-0(q—1)""
u
Teorema 5.3.5 Seja d < (s —1)(q —2) e seja e > |T| —1. Entao,
min{[V(I, m)e[: m € A(T)a} = (¢ =1 =1)(q = 1),
onde k e 1 sao os unicos inteiros ndo negativos tais que 1 <1< q—2ed=%k(q—2)+1

Demonstracao. Observe que A(I)g = {t}" -+t 1o+ -+ =deoy < q—2,Vj > 2}
Seja m =t7" -+ -t% € A(I)q. Temos que

V(I,m)e ={N € A(I)e : m | N}.

Seja N = t?l ~oths e V(I,m)e. Assim, B1+ -+ ps =ee By < q— 2, para todo j > 2.
Como m | N temos que o; < 3, para todo j > 1. Logo, o < B < q — 2, para todo j > 2, e
o <Pr=e—(B2+--+Bs)>e—(q—2)(s—1).

Podemos escolher e > (s — 1)(q — 2) + oy. Assim, 3; sempre existe para toda escolha de
B2,..., s, portanto,

S

|V(I> m)e| - H(q —1-— (x))

j=2

Pela Proposicao 5.3.4, temos que

min{[V(I,m)|: m € A(T)a} = (q =T —1)(q — 1)
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Teorema 5.3.6 Se k e 1 os unicos inteiros nao negativos tais que 1 < 1 < gq—2ed =

k(g —2) + 1, entao existe f € Sg\lq tal que
w(da(f)) =(qg—1-1(q—1)" 2
Demonstracao. Digamos que K* ={ay,...,aq_1}. Para cadaj € {2,...,k + 1} defina
hj={t—a) - (f —ag2).

Observe que cada h; tem grau q — 2 e se anula em {ay,...,aq—2}. Agora, considere

K-+1
g= <H W) (tes2 — @) (tg2 — @) -+ - (b2 — i)
j=2

Seja f a homogeneizacao de g com respeito a t;. Assim, temos que
deg(f) = deg(g) =k(q—2)+1=d.
Seja p = [1,by,...,bs] € T tal que f(p) # 0, ou seja, g(p) # 0. Veja que
by, ...y byt €{ag1}

bz € {ay, ..., a0}
bk+3)--->bs € {ab---vaq—]}-

Portanto, temos (q — 1 —1)(q — 1)%2 possibilidades para a escolha de p. Isso mostra que

w(ba(f)) =(q—1-1(q—1)*2 m
Mostramos assim que,

(q—1=U(q—1)"" 2 <8< (q—1-1(q—1) " 2
Teorema 5.3.7 Se d < (s —1)(q —2), entdo a distancia minima do cdédigo Cr(d) €

da=(q—1—1(q—1)"7

onde k el sdo os unicos inteiros nao negativos tais que 1 <1< q—2ed=%k(q—2)+ 1L

Proposicao 5.3.8 Se T ¢ um toro projetivo em P', entio Cr(d) é um cddigo MDS e sua

distancia minima € dada por

5. — q—1—d se 1<d<q-3,
= 1 se d>q-—2.

Se T ¢é um toro projetivo em P?, entdo a distancia minima de Cr(d) é dada por

(q—1)2—d(qg—1) se 1<d<q-2,
da = 2q—d—3 se q—1<d<2q-5,
1 se d>2q—4.

Demonstracao. Seja T um toro projetivo em P'. Observe que reg(I(T)) = q—2. Sed > q—2
temos que 64 = 1 e dimg Cr(d) = |T| = q — 1, portanto, 84 = |T| — dimg Cr(d) + 1, isto é,

Cr(d) é um cédigo MDS.
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Se d < g — 3, temos que
da=(q—1-=1(q—1)"72

onde k e 1 sdo os unicos inteiros nao negativos tais que 1 <1< q—2ed =k(q—2) + 1.
Observe que s = 2 e como d < q—3, temos que k =0 e | = d. Isso mostra que 8 = q—1—d.
Note que [T|=q—1e

1 .
dimny Co(d Z ()(htd—]J(CI—U) _

j=

- <><1+d SUNAECRE

Portanto, 64 = |T| — dimg Cr(d) 4+ 1, ou seja, Cr(d) é um cédigo MDS.

Agora, seja T um toro projetivo em P?. Nesse caso, s = 3 e reg(I(T)) = 2(q — 2) = 2q — 4.
Seja d < reg(I(T)). Assim,
da=(q—1"¥ q—1-1

onde k e 1 s@o os unicos inteiros nao negativos tais que 1 <1< q—2ed=k(q—2)+1.
Se d < q— 2 temos que k=0 e 1 = d, logo
8a=(q—1)(q=1-d)=(q—1)*—d(g—1).
Sed=q—2 temos que k=1¢e1=0, logo
8a=(q—=1(q—1-0=qg—T=(q—D*—d(q-1).
Sed>q—2,comod<2(q—2)temosquek=Tel=d—(q—2), logo

S¢=(q—1°(q—1—-d+q—2)=2q—d—3.

Portanto,
(q—1)—d(qg—1) se 1<d<q-2,
da = 2q—d—-3 se q—1<d<2q-5,
1 se d>2q—4.
[ |

Observe que se T é um toro projetivo em P2, entdao Cr(d) pode ndo ser um cédigo MDS. De
fato, considere F um corpo com 5 elementos e d = 2. Assim, temos que |T| = 16, 3 = 10 e
dimr Cp(d) = 6. Nesse caso,

da < ’T| — dimg C’H‘(d) +1.
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5.4 Toros Projetivos Parametrizados por Clutters

Proposigao 5.4.1 Seja G um polinomio em Klyq,...,ynl. Se G se anula em (K*)™ e o grau
de G como um polinomio em y; € menor que q — 1, para todoi=1,...,n, entao G = 0.

Demonstragao. Vamos fazer indugao sobre n. Se n = 1, entao G é um polinémio em uma
variavel com deg(G) < q — 1. Por hipdtese, G se anula em K*, isto é, G possui q — 1 raizes.
Relembre que um polindmio nao nulo de grau r em uma variavel pode ter no maximo r raizes
distintas. Como o grau de G é menor do que a quantidade de raizes que ele possui, segue que
G=0.

Suponha que a proposigao é verdadeira para n — 1 (com n > 2) e vamos prova-la para n.
Seja G € K[yy,...,yn] satisfazendo as hipéteses da proposigao. Podemos escrever G como um
polinomio na variavel y, da seguinte forma

G = Z Gj(yh .- ->Un71)yin
=1

onde s = deg, (G) < q—1 e cada G; é um polinomio em Klys,...,yn 1] tal que o grau de G;
como um polinémio em y; é menor que q — 1, paratodoi=1,...,n—1ej=1,...,s.

Para cada (n — 1)-upla fixada (ai,...,a, 1) € (K*)™', o polinomio em y, obtido de G pela
substituicao dos valores aj,...,a,_1 se anula para todo a,, € K*. Como o grau desse polinomio
¢ menor do que g — 1 e ele se anula em q — 1 elementos, segue que ele ¢ identicamente nulo,
logo Gj(ar,...,an_1) =0, para todo (aj,...,a,_1) € (K*)*'. Pela hipétese de indugao, segue
que Gj = 0, para todo j =1,...,s e, portanto G =0. m

Proposigao 5.4.2 Sejam B = K[ty,...,ts,Y1y...,Yn, 2, S = Kltq,...,t] e I C B um ideal.
Se G € uma base de Groebner para 1 com respeito a ordem lexicogrifica (com z > y; > y; >
>y >t > >t), entdo G' = GNS € uma base de Groebner para I’ =1N'S.

Demonstragao. Como G’ C I’ por construgao, é suficiente mostrar que

(16(11) = (1t(G"),

pela definicao de base de Groebner. Uma inclusao é 6bvia e para provar a outra inclusao
(It(1")) € (1t(G’)), nds precisamos mostrar que dado f € I’; o termo lider 1t(f) é divisivel por
It(g), para algum g € G'.

Seja f € I’ =1NS, entdao f € [ e como G é uma base de Groebner para I, o termo lider de
f é divisivel por It(g), para algum g € G. Como f € I’; isso nos diz que 1t(g) envolve apenas
as variaveis tq,...,t;. Agora, observe que, como estamos utilizando a ordem lexicografica com
zZ>Yy; > >Yn >t > >t qualquer monomio envolvendo yy,...,Yn,z é maior do que
todos os monomios em S, logo todos os monomios de g envolvem somente as variaveis ty, ..., t;
e portanto g € S. Isso mostra que g € G’ e conclui a demonstracao. m

Definicao 5.4.3 Um binémio de S é um polinémio da forma t*—1t®, com a,b € N*. Um ideal
gerado por binomios é dito um ideal binomial.

Proposicao 5.4.4 O resto da divisao de um binomio em S por uma lista de binomios em S
ou € zero ou € também um binomio.

Demonstragao. Inicialmente veja que a tese é verdadeira na divisao de um binoémio por outro
bindémio. De fato, suponha que queremos dividir o binémio t* — tP por t¥ — t°. E claro que
se t* — tP for divisivel por t¥ — t®, entdo o resto da divisdo serd zero. Também é ébvio que
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se nenhum monoémio de t* — t? for multiplo de nenhum mondémio de t¥ — t®, entdao o resto
da divisao serd o préprio t* — tP. Excetuando-se esses dois casos triviais, vejamos que em
qualquer etapa da divisdo o resto é sempre um binémio. Suponha que t* = Im(t* — t?) e que
tY = Im(tY —t°). Temos dois casos:

e 1° caso: t¥|t*
Nesse caso, temos que t* = t't®, para algum 0 € N*, logo

t* —tP = (1 — %) + 1910 — P,
ou seja, o resto nessa etapa da divisao é o binomio t%+° — tP.

e 2° caso: tY ft*et” | tP
Nesse caso, temos que tP = 1¥t%, para algum 0 € N*, logo

t* —tP = (Y — %) 4+t — %9,

ou seja, o resto nessa etapa da divisao é o binomio t* — %+,

Assim, como as etapas da divisao se resumem a esses casos, segue que o resto da divisao de
t* — 1P por t¥ —t® ou é zero ou é um bindémio. Como cada etapa da divisao de um binémio por
uma lista de binomios é a divisao de um binoémio por outro binoémio, segue o resultado. ®

Observacao 5.4.5 Note que se f = t* —tP g = t¥ — t® sdo bindémios em S, entdo o S-
polinomio de f e g também é um binéomio. De fato: suponha que 1t(f) = t*1t(g) = t¥ e
lem(Im(f),lm(g)) = t°, entdo:

° t°
Sthg) = wM (g ?
t° ?
— (4x By _ Z (+Y _ 4
t“(t t) ty(t t°)

t—t°,
ondetr=0+4+0—v es =043 — « sao elementos de N°.

Lema 5.4.6 Sejam B =K[t1,...,ts,Y1y...,Yn, 2zl €S =Klty,...,t]. Sel € um ideal binomial
de B, entao INS € um ideal binomial de S.

Demonstracao. Como I é um ideal binomial de B, temos que I = (gy,...,g¢), onde g; é um
binémio de B, para todo i = 1,...,t. Considere a ordem lexicografica com z > y; > --- >
Yn > t; > .-+ > t,. Utilizando o algoritmo de Buchberger podemos a partir de {gi,...,g¢}
obter uma base de Groebner G para I formada por binomios. Assim, temos que G NS é uma
base (de Groebner) para I NS, portanto, INS é um ideal binomial. m

Teorema 5.4.7 Sejam B = K[t1,...,t,Y1y...,Yn, 2] € S =Klty,...,t]. Temos que
IX) = (t=y"2. . o=y zyf =1,y =)0

e 1(X) € um ideal binomial.
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Demonstragao. Seja I’ = (t; —y"'z,...,ts —y”z,y7  —1,...,y9" —1) C B. Primeiro
vamos mostrar a inclusao I(X) € I'’N'S. Seja F = F(ty,.. ,ts) um poliné6mio homogéneo de
grau d que se anula em X. Digamos que

F=At™ - At™,

onde A; € K*,my = (myy,...,mi) € N*, para 1 <1i<r, edeg(t™) = d para todo i. Para cada
1<i<rel<j<s, temos que

my;

" = [(t —y"z) +y"iz™,

Aplicando o binémio de Newton no lado direito da equagao acima, obtemos

mij—l

ij My Vi o, \ Ty — vj Vi o, ) Myj

§ = (k]>(tj—y’2) K YMZ)E |+ (yYiz)m
k=0

Com isso, temos que t™ pode ser escrito como
tT =t =y (Y 2) T (YY) ™
onde p; é um polindémio do ideal (t; —y"'z,...,t —y“z). Assim,
F=Mp1 4+ AP FFYz, . y%z) = Mpr 4 -+ + Apr + 20F(YY, ..,y

Como Mpy + -+ +Apr € (t1 —y”'z,...,ts —y"z), temos que

S
F=> gilti—y"z) +2'Fy",...,y"),
i1
para alguns gp,...,gs em B. Considere a ordem lexicografica com

Z>Yr > >Yp >t > >t

Pelo algoritmo da divisdo em K[y, ...,ys] temos que

M-
i
<

v v
F(U]w--)ys): _1)+G(U1,°“)yn)>
k=1
para alguns hy, ..., h, € K[y, o , Ynl, onde os mondémios que aparecem em G nao sao divisiveis
por nenhum dos monémios y{ ', ...,yd', isto é, o grau de G como um polinémio em yy é menor

do que g — 1, para todo k =1,...,n. Assim,

F= Z g (—yYz) + (Z hy - )) +24G(y1y .-+, Yn)- (5.5)
j=1

Para mostrar que F € I’ NS, devemos mostrar que G = 0. Vejamos que G se anula em (K*)™.
Seja X = (X1,...,%n) € (K*)*. Substituindo t; por x", para todo j € {1,...,s} em (5.5) e
usando o fato de que F se anula em X, temos que

0=F(x", ZgJ X —yz) + (th )) +2'G(y1,...,yn), (5.6)
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, .
onde g/ = gj(x",..., X", Y1,...,Yn, 2, ou seja,

Z 9)’/ (Y _yvjz) _|_Zd <Z hy - (UE_] — ])) —|—ZdG(y1, .. .,yn)
j=1 k=1

¢ igual ao polinomio nulo para todos os valores de yi,...,Yn,z. Assim, tomando z = 1 e
Yk = Xx, para todo k, na equacao (5.6) segue que G se anula em x = (x1,...,%x,). Portanto,
G=0.

Agora, vamos mostrar a inclusao I(X) D I’N'S. Como I’ é um ideal binomial em B, temos que
['NS é um ideal binomial em S. Assim, basta mostrar que todo binémio em I’NS é homogéneo e
se anula em X. Seja f = t* —1t° um binémio em I’'NS, onde a = (a,...,a,) e b = (by,...,b).
Como f € I, podemos escrever

f:ZQi'(ti—yviZ)+Zhj'(U?4—1)> (5.7)
i=1 j=1
para alguns polinomios gi,...,ds, hy,...,h, em B. Substituindo t; = y"iz, parai=1,...,s,

obtemos

f(yv‘zv-')yvsz) = Zhj/ ) (y]gJ - 1)»
j=1

onde hj = hj(y"'z,...,Y"z,Y1,...,Yn, z). Substituindo y; =1, para i =1,...,n, vemos que
f(z,...,z) =0, ou seja,

ap .,

Z% g8 P g =,

Assim, temos que a; +---+ as = b; + - -- + b, logo f é homogéneo.
Seja [p] = [x"1,...,x"] € X. Tomando t; = x** em (5.7), obtemos

O, x™) =) G (X —yYz) + ) Ry (yf =1,
i=1 j=1
Substituindo z = 1 e y; = x; para todo i, vemos que f(p) = 0. Isso mostra que I(X) D I'NS.

Definicao 5.4.8 Um clutter C é uma familia de subconjuntos de um conjunto base finito Ve =
{Yyry ...y yn} tal que se A,B € C, A # B, entdo A ¢ B. O conjunto base V¢ é chamado conjunto
de vértices de C. Os elementos de C sao chamados de arestas.

Definicao 5.4.9 Seja C um clutter com conjunto de vértices Ve = {y1,...,Yn} € Seja A uma
aresta de C. O vetor caracteristico de A € o vetor

Yi€A
onde e; € o i-ésimo vetor unitdrio do R™.
Em toda esta se¢ao vamos assumir que {vi,...,Vvs} é o conjunto de todos os vetores carac-
teristicos das arestas de C.
Relembre que o conjunto torico algébrico parametrizado por my,..., mgs é o conjunto

X={m(a),...,m(a)] eP':a=(ay...,a,) € (K},
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onde
— Vi 4,V v
mp = Yyl =y ey
v v v
ms o= y© =yeyyt
sao monoémios em K[xq,...,Xxu].
Definigao 5.4.10 Se a = (aj,...,qs) € R®, seu suporte € definido como sendo o conjunto

supp(a) = {i: a; # 0}
Observe que se Ve = {y1,Y2,Y3,Y4,Ys} € A ={yz,Ys}, temos que o vetor caracteristico de A é
v=e,+e5=(0,1,0,0,1)
e o suporte de v é dado por supp(v) ={2,5}.

Observe que num clutter nao podemos ter dois vetores caracteristicos v; # v; tais que supp(vy) C
supp(va).

Lema 5.4.11 Seja C um clutter e seja f # 0 um polindmio homogéneo de 1(X) da forma t? —t¢
comb €N, c e N’ eidsupplc), entdo,

(1) deg(f) = q—1T.

(i1) Sedeg(f) =q—1, entdo f =t} — tjq_] para algum j # 1i.
Demonstracao. (i) Suponha por absurdo que b < g — 1. Seja 3 o gerador do grupo ciclico
(K*,-). Vamos assumir que
Fot g,

ondecj>1para2<j<reb=cy+---+c,. Dadox = (x1,...,%,) € (K)", como f se anula
em X temos que f(m;(x),...,ms(x)) =0, ou seja, m;(x)® —m,(x)¢2 - m,(x)* = 0, assim

(X\]’n .. .X;’l]n)b — (X‘]}Z] .. ~X}’f“)°2 . (X;’ﬂ .. .Xflm)‘?r, (5.8)
Afirmagao: Se vy = 1 para algum k € {1,...,n}, entao vj =1 para todo j = 2,...,7.

De fato, suponha que vj, = 0 para algum j € {2,...,r}. Escolhendo x; = 1 para todo i # k em
(5.8) obtemos
(X¥1k)b — (XEZk)CZ .. (erk)cr.

Como vix = 1 temos que XE = X, onde M = vy + - - - + ViCr. Veja que m < b, pois vy = 0.
Assim, XE’"‘ = 1 para todo x € K*. Em particular, B*>~™ = 1. Com isso, temos que b —m é

um multiplo de ¢ — 1 e portanto b > q — 1, contradigao. Isso prova a afirmagao.

Assim, temos que supp(vy) C supp(v;) para i = 2,...,r, absurdo, pois C é um clutter. Por-
tanto, b > q — 1.

(i1) Basta mostrar que r = 2. Suponha por absurdo que r > 3.
Afirmagao: Se vy = 1 para algum k € {1,...,n}, entao v = 1 para todo j > 3.
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De fato, suponha que vjx = 0 para algum j > 3. Substituindo x; = 1, para todo 1 # k, e
b=q—1em (5.8) temos que 1 =x? = x*, onde m < b = q— 1. Assim, x]* = 1 para todo
xx € K*, contradicao, pois ™ # 1.

Isso mostra que supp(v;) C supp(v;) para todo i > 3. Absurdo, pois C é um clutter. Portanto,
r=2.

[ ]
Se fq,..., f; sdo polinomios homogéneos em K[ty, ..., t], temos que dim V(fy,...,f,) > s—1—r,
veja em [4].

Se V C P*7! é uma variedade projetiva de dimenséo k, temos que I(V) é gerado por no minimo
s — 1 — k polinémios. De fato, digamos que I(V) = (f;,...,f;). Como V = V(I(V)) =
V(fi,...,f.), temos que

k=dimV =dimV(fy,...,f,) >s—1—m,
logo, v >s—1—k.

Definicao 5.4.12 Uma variedade V C P57 ¢ wma intersecio completa se I(V) é gerado por
(s—1)—dimV elementos.

Sabemos que I(T) = (t§' —t3",...,t% —t3"), logo, T é uma intersecio completa.

Lema 5.4.13 Seja B ={hy,...,hs_ 1} C S um conjunto minimal de binomios homogéneos que
gera 1(X), isto €, (B\{hj}) € (B) para todo 1 <j < s—1. Entdo, t; nao divide h;j para todos
1<i<sel<j<s—1.

Demonstracao. Suponha por absurdo que t; divide h; para alguns i € {I,...,s} ej €
{1,...,s =1} Assim, h; = t;(t* — t°), onde deg(t* —t°) = deg(h;) — 1. Como h; se anula em
X e t; nao se anula em nenhum elemento de X, temos que t* — t® é homogéneo e se anula em
X, ou seja t* — t° € I(X). Como I(X) = (B), temos que

s—1
=t =3 Ahy,
1=1

onde A € S. Como deg(t* — t°) < deg(hy), temos que

s—1
t*—1° =3 Ahi € (B\{hy)).

14
Dai, temos que h; € (B\{h;}) e logo, (B\{h;}) = (B), absurdo. m

Teorema 5.4.14 Seja C um clutter. Se X € uma intersecao completa, entao

I(X) = (&0 — 9. 0] — oy,
Demonstracao. Como X C P*~! ¢ uma intersecao completa, temos que o ideal binomial I(X) é
gerado por s—1 bindmios homogéneos, digamos B = {hy, ..., hs 1}, e temos que (B\{h;}) C I(X),
para todo 1T < 1i < s —1. Vamos assumir que hy,...,h; sao os binomios de B que contém um

termo da forma t{*, ou seja, sao da forma t;* —t¢ e i & supp(c). Pelo lema 5.4.11, temos que
deg(hy) > q—Tparal <i<m.
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Assumindo que hy, ..., hy sao os binomios de B de grau q — 1 que contém um termo da forma
t:', temos que hy;1, ..., hy tem grau maior que q — 1. Pelo lema 5.4.11, os binémios hy, ..., hy
sao da forma tff] —tfH. Observe que os termos dos binomios hy,.1, ..., hs_; nao pertencem ao
conjunto {t}",...,t& :a; > 1, 1 <i<s} Dadoie{l,...,s—1}, temos que tf_] —t971 e I(X),
assim
k m s—1
tg_] — tgil = Z)\lhl + Z why + Z O1hy,
1=1 1=k+1 l=m+1
para A, u, 0 € S. Como hy,...,hs ; sao binomios homogéneos, podemos reescrever esta
igualdade como
k s—1
it => A+ ) 0h,
1=1 l=m+1

onde A € Kpara1 <1<keparacada m+1<1<s—1ouocorre deg(hy) >q—1e6/ =0
ou ocorre deg(hy) < q—1 e deg(hi) + deg(6{) = q— 1. Assim, temos

k s—1
-t =) A= ) 6.
1=1 l=m+1

Temos que ter o lado esquerdo igual ao polinémio nulo, pois do contrario temos que os monémios

do lado esquerdo tem que aparecer do lado direito, mas isto é impossivel pois os monomios do
-1

lado esquerdo tem a forma t]q . Isso mostra que

k
17—t =) Nhie (.. h).
1=1

Agora, seja hy € {hy, ..., h}, digamos que hy = t¥' — t;k]. Como

—1 — -1 _
hy = (=) — (g —td),

i

temos que hy € (97 — 371 .. t9 — 97", Assim,

Tttt = (.. ).
Como I(T) = (hy,..., hy) temos que T = V(I(T)) = V(hy,..., hy). Como
0=dimT=dimV(hy,...,h) >s—1—k,

temos que k > s — 1 e logo k = s — 1. Portanto,

=0t =t = (hy, .. he ) = IX).

S

[ |
Corolario 5.4.15 Seja C um clutter. Sdo equivalentes:
(i) X € uma interse¢ao completa.

S

(i) T(X) = (t9" — a1 .t — o),

(iii) X =T.
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Demonstracao. (i) = (ii) J4 estd provado.

(i) = (iii) Como I(X) = I(T), temos que V(I(X)) = V(I(T)), ou seja, X =T.

(ii1) = (i) Observe que I(X) = [(T) = (tJ ' —t3",...,t% —t3™") é um ideal gerado por s — 1
polinomios, logo, X é uma intersecao completa. m

Lema 5.4.16 Seja i € N e considere as aplicagoes entre K- espagos vetoriais

Py, - Sia/I(X)is — Si/1(X);
f+I(X)ir — tf+1(X);

¢ S/IX)e — Si/(LX), o)

Temos a sequinte sequéncia exata:

0 — Sip/IX)im 25 Sy /1(X); —5 S/(1(X), t5); — 0.

Demonstracao. Inicialmente, vejamos que 1y, e ¢ estao bem definidas. Sejam f, g € S;_; tais
que f 4+ I[(X)i1 = g+ I(X)i_1, ou seja, f —g € I(X);_1. Assim, temos que ts(f — g) € I(X);, ou
seja, tsf —tsg € [(X)y, logo, Py, (f) =P, (g). Suponha f, g € S; tais que f+ I(X); = g + [(X);.
Assim, f—g € I(X);. Como I[(X); C (I(X), ts)i, temos que f—g € (I(X), ts)i, logo, d(f) = d(g).

E facil ver que P, e ¢ sao transformagoes lineares e que ¢ é sobrejetora, assim basta mos-
trar que P, é injetora e que Im(\YP,,) = ker(¢p). Para mostrar que P, € injetora, seja
f+ I(X)ig € ker(Py,). Temos que tsf + I(X); = 04 [(X);, ou seja, t,f € I(X);. Como ts nao se
anula em nenhum elemento de X, temos que f € I(X);_7. Isso prova que f+1I(X);_7 = 0+1(X);_;.

Agora, vejamos que Im(\y,) = ker(¢d). Seja f+ [(X)i1 € Si1/1(X)i_;. Vamos mostrar que
Py, (f + [(X)i1) € ker(d). Observe que

G, (F+ 1(X)i1)) = bt + 1(X);) =t + (I(X), ts)s.

Como tsf € (I(X), ts)i, temos que tsf + (I(X),ts); = 0+ (I(X), ts)i. Assim, Im(y,) C ker(d).
Para provar a outra inclusao, seja f+1(X); € ker(¢). Temos que f+ (I(X), ts); = 0+ (I(X), ts)i,
ou seja, T € (I(X),ts)i. Podemos escrever

f =g+ th,

onde g € I(X); e h € S ;. Como f—tsh = g € [(X);, temos que f+ [(X); = tsh + [(X);.
Observe que,
Y (h+ I[(X)i1) = tsh + I(X); = f + [(X)s.

Assim, Im(y,) = ker(d). =

Lema 5.4.17 Se d > (q—2)(s — 1) entdo
K[th-")tsf]]

d
- —— = {0k
<t? ]) e ,tg_]]>d
Demonstragao. Sejad > (q—2)(s—1) esejam =" -+ - t;°;" um mondmio em K[ty ..., ts 1]

Vamos mostrar que m = 0. Como oy +---+as 1 =ded > (q—2)(s—1), existe j € {1,...,s—1}
tal que oy > q — 2. Assim, t;xj ¢ multiplo de tf'_], ou seja, t;xj e (9., t%)), logo,
m e 9. t9)). Como m tem grau d segue que m € (t97' ... t9)4. Isso prova que

m=0. =
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K[t1, . ,tsf1]i

Lema 5.4.18 Dado i € N, temos que — -
.t

€ isomorfo a como K-espacos

S
<I(T)7 ts>i

vetoriais.
Demonstracao. Considere a aplicacao
P Kty .ot — ST, t)s
f — f
E f4cil ver que P é uma transformacao linear. Inicialmente, vamos mostrar que
ker(V) = (t?_], ey tgj)i.

Dadoj € {1,...,s—1}, temos que t]g*] = t]g*] — 3" =0em S/(I(T), t,), logo, tqq e (I(T), ts).
Assim, temos que (t37',...,t9]) C (I(T),t,). Dai, vem que (t3',... t3 11>i C (I(T), tg);.
Dado f € (t97' ... t% :)1, temos que f € (I(T),t);, logo, W(f) = f = 0. Isso prova que

(t?q» ,t? 11> C ker(1).

Para provar a outra inclusio seja f € K[ty,...,t, 1); tal que P(f) =0, isto é,

fe (I(T),t = @7 =197 t%] — 1977t

S

Podemos escrever f como
s—1

= Z g]'(tlgi] - tgil) + gsts,
j=1

onde gi,...,9gs € S. Para cada j € {1,...,s}, existe h;j e 1; em S tais que g; = hjt; +1j onde t,
nao aparece em 1j. Assim,

s—1
f=3 (hte+71) (4" =t + (hete + 1)t
j=1

que podemos escrever como
s—1

f = Z T'jtjqi1 + tSF)
j=1

onde F € S. Dai,
s—1
tF=f—) mti.
j=T1

Observe que tg nao aparece em nenhum monomio do lado direito, logo,
s—1
— 491
f= Z U1
j=1
Como f tem grau i, temos que f € (t?_], ceey tg:ﬂ)i.

Agora, vamos mostrar que Im() = S;/(I(T ),ts>i. Seja g € Si/(I(T), ts);. Dividindo g por ts
obtemos g =tsh+ronde h € SereK[ty,...,ts1]i. Assim,

K
g= +T=T=1Y(r) € Im(1p).

K[th---)tsf]]i ;. i ..
¢é isomorfo a ————— como K—espagos vetorials. W

Portanto,
(.t (I(T), ts):
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Teorema 5.4.19 reg(1(X)) < (q—2)(s—1) e vale a igualdade se X for uma interse¢cao com-
pleta.

Demonstragao. Para cada i € N considere h; := dimg 10X, &) Como
y ¥s/1
Sit e Si ¢ Si
0 — — —0
I(X)i I(X): (I(X), ts)i
é uma sequéncia exata, temos que
. Si : i . Si
dimg ——— =d —d
TP IR P (PP (P
ou seja, hy = Hyx (1) — Hyx (i — 1), parai > 1. Como X C T, temos que I(T) C I[(X), logo,
(I(T), ts)i € (I(X), ts);. Ass1m existe uma transformacao linear sobrejetora
Si N
(I(T), ts)s (I(X), to)i’
logo,
Si : Si
dimg ————— > dimgx ————— = h;.
1T, ) X, )
Seja
Klty, ... tso1li
Di = q_]) ’ —\ "
<t1 )°°"t571>i
Pelo Lema 5.4.18, temos que W é isomorfo a Dy, logo, 0 < h; < dimg Dy, para todo
y Ls/i

i€ N. Pelo Lema 5.4.17, temos que D; = {0} para todo i > (q —2)(s — 1). Assim,
0<h; <dimgD;=0, parai>(q—2)(s—1)+1.

Como h; = Hyx (1) — Hyx) (i — 1), temos que
Hipx(i—1) = Hyx(i), parai—12>(q—2)(s—1).

Isso mostra que reg(I(X)) < (q — )(s —1). Se X é uma intersecao completa, entao X = T,
logo, reg(I(X)) = (q —2)(s —1).

Proposicao 5.4.20 Se d > reg(I(X)), entdo 83 = 1.

Demonstracao. Dado d > reg(I(X)), temos que
dimg (Cx(d)) = Hyx)(d) = [X| = dimy KX,

Assim, temos que dg =1. =

Proposicao 5.4.21 A distancia minima de Cx(d) € decrescente, como uma funcdo de d, até
atingir o valor constante iqual a 1.
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Demonstracao. A distancia minima de Cx(d) é dada por:

8q = min{fw(a(f)) : f € Sa e Pa(f) # O}
Temos que
w(da(f)) = X —[Xql,
onde Xy ={[p] € X: f(p) = 0}. Observe que o minimo do conjunto
{w(da(f)): f € Sa e ba(f) # 0}

é atingido quando |X¢| for o maior possivel. Suponha que 64 > 1. Vamos mostrar que g4 > 84,1.
Para isto, basta mostrar que

max{|X¢| : f € Sq e pa(f) # 0} < max{|X¢|: f € Sqi1 e pay1(f) # 0} (5.9)

Seja f € Sq, com dq(f) # 0, tal que |X¢| = max{|X¢| : f € Sq e bq(f) # 0}. Como &3 > 1, existem
dois elementos distintos [a], [b] € X, digamos que a = (1, az,...,as) e b = (1,by,...,bs), tais
que f(a) e f(b) sdo nao nulos. Como a # b, temos que ay # by para algum k € {2,...,s}. Seja

g: =T (axt; —ti).
Observe que g € Sq1 e dari1(g) # 0, pois g(b) = f(b) - (ax —byx) # 0. Como g(a) =0 e

f(a) # 0, temos que g tem mais zeros do que f. Isso prova a desigualdade (5.9), e portanto
0a > day1-

Agora, suponha que 64 = 1. Vamos mostrar que 84,1 = 1. Como 84 = 1, temos que w(dq4(f)) =
1 para algum f € S4 com dq4(f) # 0. Seja

g =t -fe Sd—Ho
Como t; nao se anula em X, temos que os zeros de f e os zeros de g coincidem. Assim,

w(dq.1(g)) = 1. Isso prova que 8441 = 1.
[
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