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OLIVEIRA, N. M. Curvas elipticas e o caso n = 4 da conjectura de Fuler. 2014. 65 p.
Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Do tltimo teorema de Fermat sabemos que a equacao X3 +Y?3 = Z3 nao possui solucoes inteiras
nao triviais. Euler conjecturou em 1769 que este resultado pode ser generalizado aumentando a
poténcia e o nimero de variaveis. Neste trabalho damos um contra-exemplo para a conjectura
de Euler no caso n = 4 mostrando que a equacio A*+ B*+C* = D* possui solucoes inteiras nao
triviais. Para tal estudamos curvas algébricas planas, curvas elipticas e usamos resultados da
teoria dos nimeros, em especial sobre a reciprocidade quadratica. A reciprocidade quadratica é
peca chave na escolha de uma curva eliptica particular, de tal forma que uma solugao nesta curva
eliptica, se torna uma solucao nao trivial da equacao de Euler para n = 4. Por fim, a aritmética
da curva eliptica nos permite encontrar infinitas solucoes inteiras para A* + B* + C* = D*.

Palavras-chave: Conjectura de Euler; Curvas elipticas; Reciprocidade quadratica.
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OLIVEIRA, N. M. Elliptic curves and the n = 4 case of Euler’s conjecture. 2014. 65 p. M. Sc.
Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

From Fermat’s last theorem we know that the equation X2+ Y3 = Z3 does not have nontrivial
integral solutions. In 1769 Euler conjectured that this result may be generalized increasing
the powers and the number of variables. In this work we give a counterexample to Euler’s
conjecture in the case of n = 4 showing that the equation A* + B* + C* = D* has nontrivial
integral solutions. To do that we study plane algebraic curves, elliptic curves and use results
from number theory, especially those on quadratic reciprocity. The quadratic reciprocity is the
key factor in the choice of a particular elliptic curve, such that a solution in that elliptic curve
becomes a nontrivial solution of the Euler’s equation with n = 4. Finally, the arithmetic of the
elliptic curves allows us to find infinite integral solutions for A* + B* 4+ C* = D*.

Keywords: Euler’s conjecture; Elliptic curves; Quadratic reciprocity.

viii



Sumario

Resumo vii
Abstract viii
Sumario ix
Introducao 1
1 Curvas algébricas planas 3
1.1 Plano projetivo . . . . . . .. 6
1.2 Curvasracionais. . . . . . . . . . . . 11
1.3 Funcoes regulares e fungoes racionais . . . . . . . .. ... 14

1.4 Intersecao de uma curva com uma reta . . . . . . . . . ... 20

1.5 Pontos multiplos . . . . . . . .. 22

1.6 Intersegao de uma reta com uma curva (caso projetivo) . . . . . . ... ... .. 25

2 Curvas Elipticas 28
2.1 Curvas elipticas como ctbicas nao singulares . . . . . . .. .. .. ... .. ... 28
2.2 Aleidegrupo . . . . . . 34
2.2.1 Foérmulas explicitas para a lei de grupo . . . . . . ... ... ... .. .. 36

2.3 Pomtos detorcao . . . . . . ... 39
2.4 Curvas projetivas planas e divisores . . . . . . . . ... ..o 41
2.5 Um exemplo interessante . . . . . . . . . . . ... 43

3 Teoria dos Nimeros 45
3.1 Residuos quadraticos . . . . . . . . . ... 47

4 Conjectura de Euler 51
4.1 Um pouco de historia . . . . . . . . . ... 51
4.2 O cason =4 da conjectura de Euler . . . . .. .. ..o 52
421 Asuperficie Sy :r* +s* +12=1. . . . ... 52

422 Asuperficie Sy :r* +st+tt=1. . ... ... ... 60

4.3 O contra-exemplo para A*+ B*+C*=D*. . . . ... ... ... ... ... .. 63
4.4 Obtendo mais solugoes racionais para rt +s* +tt=1 ... .. ... ... . ... 64
Referéncias Bibliograficas 66

1X



Introducao

Um dos problemas mais famosos na matemética foi levantado por Pierre de Fermat (1601-
1665), ele afirmou que nao existem x,y, z inteiros positivos satisfazendo a equacao

2" +yt=2" n>3.

Essa afirmacao constava na margem de um de seus livros, Diophantus e é conhecida como
o ultimo teorema de Fermat. Muitos matemédticos se dedicaram a sua demonstragao, Euler
(1707-1783), por exemplo, demonstrou o caso n = 3, 0 que o motivou a conjecturar no ano de
1769 que a equacao
AT+ AL = AL (n=>4),

nao possui solugoes inteiras nao triviais. Em 1966, através de uma busca computacional, os
matematicos L. J. Lander e T. R. Parkin (ver [4]) , encontraram um contra-exemplo para o
caso n = 9,

27° +84° + 110° + 133° = 144°.

Naquela época, foram feitas buscas computacionais de solucoes inteiras para
A4—|—B4+C4:D4,

porém nao houve sucesso. Em 1988, usando técnicas de Geometria Algébrica e auxilio compu-
tacional, o matemético Noam D. Elkies (ver [2]) encontrou a primeira soluc¢ao

2682440* 4+ 15365639* + 18796760* = 20615673*.

Este trabalho serda dedicado a dar um contra-exemplo para o caso n = 4 dessa conjectura.
Precisamos para isso, de conceitos basicos de geometria algébrica e teoria dos niimeros.

No primeiro capitulo, veremos alguns conceitos e resultados béasicos sobre curvas algébricas
planas, em particular, veremos a definicao de plano projetivo e curva plana projetiva. Estu-
damos ainda funcoes regulares e funcoes racionais e finalizamos este capitulo com o estudo de
multiplicidades e enunciamos o teorema de Bézout, que serd muito utilizado no desenvolvimento
deste trabalho. Para a teoria desenvolvida neste capitulo utilizamos [11]. O segundo capitulo
foi baseado em [1], [6], [9] e [10], nele abordamos o estudo de curvas elipticas e desenvolvemos
nossa teoria com o objetivo de mostrar que o conjunto de pontos racionais desse tipo de curva
forma um grupo, sendo assim, precisamos definir uma operagao em E(Q), onde E(Q) denota
o conjunto de pontos racionais de uma curva eliptica E. Esse grupo tem caracteristicas muito
interessantes, a saber, a ordem de um ponto de E(Q) ou é infinita ou tem ordem 2,3,...,10
ou 12. Assim, se um ponto diferente do elemento neutro, nao é de ordem menor ou igual a 12,
entao esse ponto gera infinitos pontos racionais. O estudo de curvas elipticas serd de extrema
importancia ao buscarmos nosso contra-exemplo para A* + B* + C* = D*.

No capitulo 3, o qual a referéncia utilizada é [5], estudamos algumas nogoes de teoria dos
nimeros. Provamos o teorema de Legendre, um importante resultado, que fornece condigoes
necessarias e suficientes para que uma equacao da forma aX? + bY?2 + ¢Z? = 0, possua solucao



inteira nao trivial. Antes de chegar a esse resultado falamos sobre reciprocidade quadratica,
que tera destaque em nosso tltimo capitulo.

Por fim, trabalhamos para obter um contra-exemplo para A*+B*+C* = D*, ou equivalente-
mente, buscamos pontos racionais sobre a superficie r* +s*4t* = 1. Para isto, parametrizamos
esta superficie através de um feixe de curvas de género um. Quando uma destas curvas possui
um ponto racional, ela é chamada de curva eliptica. Este ponto racional gera o primeiro contra-
exemplo para o caso n = 4 da conjectura de Euler e a estrutura de grupo da curva eliptica gera
infinitos contra-exemplos, uma vez que provamos que este ponto nao é de torcao. Este capitulo
¢ baseado no artigo de Noam D. Elkies [2].

Nathélia Moraes de Oliveira
Uberlandia-MG, 21 de janeiro de 2014.



Capitulo 1

Curvas algébricas planas

De forma intuitiva, podemos dizer uma curva algébrica sobre um corpo K, é o lugar dos
pontos cujas coordenadas cartesianas satisfazem a uma dada equacao polinomial

f(z,y) =0,

onde f é um polindmio nao constante.
Tomando f € Rz, y| entdao dizemos que a curva algébrica é uma curva algébrica plana real.
A definigao formal se encontra na definicao (1.1).

Exemplo 1.1 (1) Reta : f(x,y) = ax +by+c, (a,b) # (0,0).
(2) Chrculo: o circulo de raio r e centro (a,b) € o lugar dos pontos que satisfazem a equagao

(x—a)* + (y —b)* =r

(3) Elipse: a elipse é o lugar dos pontos cujas distancias a dois pontos fixos (digamos (£c,0))
tem soma soma constante 2a. A elipse satisfaz

.1'2 y2
2t rE=h

onde b =+/a? — 2.

(4) Hipérbole: a hipérbole é o lugar dos pontos cujas distancias a dois pontos fixos, chamados
focos (digamos (£¢,0)), tem diferenca constante 2a. A hipérbole satisfaz

{['2 2
@ v

a? b2

onde b = ¢ — a?.

(5) Pardbola: a pardbola é o lugar dos pontos equidistantes de um ponto fixo (foco, (0,b),b > 0)
e de uma reta fiza (diretriz, y = —b). Sua equagdo € dada por

x? = 4by .

(7) Seja f(x,y) = x*>+y?. Fazendo f(x,y) =0, temos que a curva algébrica possui um inico
ponto em R%. Se permitirmos solucoes complexas, a curva algébrica definida por f passa
a ter infinitos pontos.



1.1 O polinémio que define uma curva algébrica

Veremos a seguir em que condicoes dois polindmios representam a mesma curva algébrica.
Vamos considerar K um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero.

Proposicao 1.1 Sejam f(z,y) e g(x,y) polinomios com coeficientes em um corpo K. Entdo
flz,y) =0 e g(z,y) = 0 tem as mesmas solugoes em K? se, e somente se, os fatores irredutiveis
de f e g sdo 0s mesmos.

Demonstracgao:

(=) Seja p(x,y) € K[z,y] um fator irredutivel de f(x,y). Temos que para cada (z,y) € K2,

p(z,y) = 0= g(z,y) =0, (1.1)
pois p é um fator irredutivel de f, logo p(z,y) = 0= f(x,y) = 0 e da hipéitese
f(@,y) = 0= g(z,y) = 0.

Queremos provar que p também é um fator irredutivel de g.
Chamemos A = K[z] , F = K(z). Assim, Aly] = K[z][y] = K[z, y].

Como p ¢ irredutivel em K[z,y] = Aly| (pela hipétese), entdao p ¢ K, pois se p € K
teriamos que p é invertivel, pois K é corpo, mas isto nao pode ocorrer. Isso implica que
x ou y ocorre em p. Permutando = e y se necessario, podemos supor que y ocorre em p.
Assim, podemos supor que p € F.

Suponha por absurdo que p{ ¢ em Fly|. Como F[y] é dominio de ideais principais e p{ g
entao mdc(p, g) = 1. Dai, existem a,b € F[y], tais que ap + bg = 1.

Temos que

a = ao(z) + ar(z)y + - - - + a.(z)y", onde a;(z) = -2 aj(r) € Aec(r) € A

Assim,

y)7 onde a1 (z,y) = ap(x) + aj(x)y + -+ + a.(x)y".

y)’ onde by (z,y) € Aly] e d(x) € A.

Assim,

a(r,y) . bi,y)
o P W
= ai(z,y)d(@)p(z,y) + bi(z, y)e(x)g(z,y) = c(x)d(x),

=1

ap+bg=1

Como p(x,y) € A, entao existem infinitos valores de x tais que p(x,y) é um polinémio nao
constante em y. Assim existe uma sequéncia de pontos (x,,y,), tal que p(z,,y,) = 0.
Logo, por (1.1) temos g(x,,y,) = 0, e assim ¢(x,)d(z,) = 0. Absurdo, pois c¢(x)d(z)
possui um numero finito de raizes. Isto é, p | g em Fly]. Como consequéncia do lema
de Gauss, sabe-se que os fatores irredutiveis de g sdo os mesmos em F[y] e em A[y], logo
p|gem Alyl.



(«<=) Por hipétese os fatores irredutiveis de f e g sdo os mesmos. Assim,
f(z,y) = 0= Tp , fator irredutivel de f tal que p(x,y) = 0.

Da hipotese p também é um fator irredutivel de g, logo
g(z,y) = 0.

Analogamente, g(x,y) =0 = f(z,y) = 0.

A definigao mais formal de curva é a seguinte:

Definicao 1.1 Uma curva algébrica plana afim € uma classe de equivaléncia de polinomios nao
constantes f € K[z, y|, mddulo a relagao de equivaléncia que identifica dois tais polinémios, se
um € multiplo do outro por uma constante diferente de zero.

Dado um subcorpo K de K, dizemos que a curva esta definida sobre K se ela admitir uma
equacao com coeficientes em K.

Observagao 1.1 (i) O conjunto de pontos de uma curva algébrica plana afim [ sobre o
corpo K é o conjunto de pontos de K* que satisfazem f(z,y) = 0.

(17) O grau de uma curva f € o grau do polindmio que define a curva. Notagao: Of.

Definicao 1.2 Dizemos que uma curva f € irredutivel se o polinomio que define a curva €
irredutivel em Kz, y]. As componentes irredutiveis de f sao as curvas definidas por seus fatores
irredutiveis. A multiplicidade de uma componente p de f € o expoente com que p aparece na
fatoracdo do polinémio que define f em K.

Observacao 1.2 Com a nova nomenclatura, a proposicao 1.1 nos diz que duas curvas tem o
mesmo traco se, e somente se, possuem 0s mesmos fatores irredutiveis.

Lema 1.1 O polinémio y* — p(z) € redutivel, se e somente se, p(z) é um quadrado em K[z].

Demonstracao:

(=) Como y* — p(x) é redutivel, entao existem g(x,y), h(x,y), ndo constantes, tais que
y* —p(x) = g(z,y)h(z,y).

Considerando a varidvel y temos que 9,9 + d,h = 2, pois g - h = y* — p(x).
Se d,h = 2, entdo d,9 = 0. Isso implica, g € Kz], isto é, g(z,y) = ao(z).
E temos h(z,y) = ba(x)y* + by (x)y + bo(z).
Logo,

y* — p(x) = ao(x)ba()y” + ao()by(x)y + ao(x)bo(x).
Da igualdade de polinomios, segue que
ao(z)by(x) =1 = ap(x) = ap € K = y constante. Contradigao.
Analogamente, d,g # 2. Portanto, d,g = d,h = 1.

Assim,
9(z,y) = ar(x)y + ao(x)

b}



h(z,y) = bi(x)y + bo(x).

Logo

y* = p(x) = ar(2)bi(2)y” + (ar(2)bo(z) + ao(x)bi(x))y + ao(x)bo(x).
Temos a1 (x)by(z) =1 = by (z) = al%x) = i e K.
De ay(z)bo(z) + ao(x)by(z) = 0, temos a1by(x) + ap(z) - a—ll = 0. Isso implica

a2bo(z) + ap(z) = 0 = ap(x) = —abo(x).
E de ag(z)bo(z) = —p(x), temos

—arbo(z)bo(z) = —p(2),

Portanto,
p(x) = (arbo(2))*.

(«<=) Como p(z) é um quadrado, entdo p(z) = q(z)*. Assim,
y' = pla) =" —q(@)’ = (y — @) - (y + (x))

e portanto y* — p(z) é redutivel.

Exemplo 1.2 (1) Pelo lema anterior, a curva y* = z(x — 1)(x + 1) € irredutivel.

(2) Seja f(x,y) = 2*—bxy+6y*, temos que x*>—5xy+6y* = (x—2y)(x—3y) e as componentes
wrredutiveis de f sao x — 2y e x — 3y.

1.2 Plano projetivo

Duas retas nao paralalelas r e s possuem um tnico ponto em comum. Se elas forem para-
lelas, elas nao se encontram. De forma intuitiva, quando vemos duas retas paralelas, elas se
encontram no infinito. Dessa forma, gostariamos de definir um plano no qual toda par de retas
se intersectam. Antes de definirmos esse plano, definiremos o plano afim.

Definicao 1.3 Dado um corpo K, o plano afim € o espaco de dimensao 2 sobre o corpo K
denotado por K?2.

Definicao 1.4 O plano projetivo P? € o conjunto das retas do espaco tridimensional que passam
pela origem.

Os pontos (w1, Y1, 21), (22, Y2, 22) determinam a mesma reta em K3, se existe A € K, A # 0
tal que:

)‘('IIJ Y1, Zl) - (fL’Q, Y2, ZQ).

Denotamos por (z : y : z) o ponto de P? que representa a reta que liga a origem a um ponto
(x,y,2) # (0,0,0); z,y, z sdo as coordenadas homogéneas do ponto (z: y : 2).
Em outras palavras

Az:dy:dz)=(x:y:2),VA#0eK,

De forma mais geral podemos definir os espacgos projetivos:

6



Definicao 1.5 O espago projetivo P(V') associado a um espago vetorial V € o conjunto dos
subespacos de V' de dimensao 1. Se V. = K" escrevemos Py = P(V), ou simplesmente P™.
Note que se V = R?® entdo os subespacos de dimensdo 1 sdo justamente as retas que passam
pela origem.

As coordenadas homogéneas de um ponto p € P(V) relativas a uma base {vg, v1,...,v,} de
V séo as coordenadas (zg, 21, . . ., Z,) de um vetor ndo nulo »_"_ z;v;, pertencentes ao subespaco
representado por p. Fixada a base escrevemos p = (zg : ... : x,) para indicar um ponto com
essas coordenadas homogéneas.

Para cada ¢ =0,...,n , o subconjunto de P"

Up={(xg:...,2,):2; # 0},

pode ser identificado com K" através da bijecao

Xo x . Ly
(moz...:xn)H(—,...,—n) (omltlr—l)

Vejamos que esta aplicacao ¢ injetora.
Sejam (%, - ‘”—") , (y—o y—") € K". Temos que

b x vi’ T Yi

T Tn n X ; . .
(__):(y_y_) Yy
Ty Ly Yi Yi Ti  Yi

= ;= ;yj,w # 1.

Chame % = A, daf z; = \y;.
Assim,
(o:oooixn)=Ayo:ooo: AYn) = (Yo i - v 2 Yn)-
Vejamos que a aplicagao é sobrejetora.
Seja (y1,...,yn) € K". Temos

n Yn
(yl:"':yifl:1:yi+1:'“:yn)'—>(Ta"'aT):(yla"'ayn>'

Portanto a aplicacao ¢ bijetora.

Convencionamos escrever A" = U, identificando K" com A" C P". O complementar de A"
em P" consiste de pontos da forma (xq : ... : 2,1 : 0). Assim, P* — A" identifica-se com P"~!,
que é chamado hiperplano no infinito, o conjunto A™ é chamado de espaco afim de dimensao n.

Para n = 2, podemos identificar K2 com A% C P2. Ou seja,

A% = {(z¢: 21 : 23) 1 29 # 0}
e a bijecao ¢ dada por
A? — K2
(ro:xy:m9) > (i—z,%) :
O complementar de A? em P2, ou seja, P? — A2 é:

{(zg : 21 :0): (zg,21) # (0,0)},

7



que ¢ identificado com P!, também chamada de reta projetiva (por ser o espaco projetivo de
dimensao 1).
Para n = 1, podemos identificar o corpo K com A! C P!, onde

A' = {(zo: 21) : 21 # 0}

A identificacao é dada por

Al — K

Zo

: — —

(xo 1) o

e o complementar P! — A! é

Como

0= (2: 1)~ 120,

To o

logo
P'=A'"U{(1:0)}.

Definicao 1.6 Seja f = Z?:o fi, onde cada f; € Klx,y] € homogéneo de grau i, fq # 0. A
homogeneizagao de f € o polinomio de grau d = Of,

d

f*(xaya Z) = sziifi(lyy)'

i=0
Exemplo 1.3 Seja f(z,y) =2+ 2z +y+ay+ 2> + 3> + 23 + y*x. A homogeneizacio de f € :

f*(xaya Z) = 2370f0($7y) + Zgilfl(xa y) + 2372f2(x7y) + 2373f3($7 y)
= 228+ (v +9)2% 4+ (zy +2* + 922+ 2 + P

Definicao 1.7 Uma curva plana projetiva é uma classe de equivaléncia de polinomios ho-
mogéneos nao constantes, F' € K|x,y, z|, mddulo a relagao que identifica dois tais polindmios,
se um for multiplo do outro.

A homogeneizacao de uma curva plana afim f é um exemplo de curva projetiva.

Observagao 1.3 (i) O conjunto de pontos de uma curva plana projetiva C definida pelo
polinomio homogéneo F € o conjunto

C(K)={(z:y:2) € P*| Fz,y,2) = 0}.
(17) O grau de uma curva plana projetiva é o grau do polindmio que a define.
(1it) Se F' é um polinémio homogéneo, entao
F(tz, ty,tz) = t°7 F(x,y, 2).

Isso mostra que a condi¢ao de um ponto (x : y : z) pertencer ao conjunto de pontos da
curva plana projetiva, independe das coordenadas homogéneas.

Definicao 1.8 (i) O fecho projetivo de uma curva afim f, é a curva plana projetiva definida
pela homogeneizacao f*.



(1) A desomogeneizagio de F' com respeito a z, é o polinomio F(z,y,1), denotado por F,.

Observagao 1.4 (i) O conjunto dos pontos de uma curva algébrica plana afim, definida por
f € Klz,y|, serd considerado implicitamente, como o conjunto dos pontos do plano afim
A?, sobre a curva plana projetiva f*.

(17) Os pontos do plano afim sobre uma curva F' sao obtidos pela equagio F(x,y,1) = 0.

Exemplo 1.4 (1) A curva y = 2% (uma pardbola no plano R?) pode ser vista como yz = x°.

De fato, a homogeneizacao de f(x,y) =y — a2 €

2
f*(l',y,Z) = Zzz_lfz(a:,y):zfl(x,y)—l—fg(x,y)
=0
= yZ—LL'Z

(2) Os pontos do plano afim da cénica 2—; + i—; = 22 representam um elipse (sobre R). De
ato, para encontrar os pontos do plano afim desta conica, devemos fazer F(x,y,1) =0,
)
dai obtemos ) , , ,
T Y T Yy
—+b—2—1—0:>—+§—1,

que € uma elipse.

(3) Considere as curvas f(x,y) = y—x? e g(z,y) = y+xy+y>. Temos que as homogeneizagoes
de f e g sao

f(zy,2) =yz — 2% e
3
g (x,y,2) = Y 2 g, y) = v + wyz + ot
i=0

O produto das homogeneizacoes é

g = yay? ayz+yt) - 2y Fayz + )
y223 + xyz2 + y4z — x2y22 — a:gyz — xzy?’

= P2+ (y® — 2%y) 2+ (- 2Py)z — 2y

Vejamos o que ocorre com a homogeneizagao do produto. Temos
frg9 = (y=2)y+zy+y’)

— oyt — 2ty — 2ty — o

= '+ (2’ —2y) + (v — 2%y) — 2%’
Assim,

5
(fo)r = D 2" (fo)(x,y)
i=0

= 2+ (wy® — 2%y)2 + (v — 2Py) — 2y

Portanto, f*-g* = (f-g)*.



O que obtivemos acima nos leva a questionar se f*-¢* = (f - g)* vale sempre. Isso de fato
ocorre.
Sejam as curvas planas afins

d l
i=0 =0

onde 0f; =i e dg; = j.
Temos

d
=0

— Z (Z fzg]> onde J(fig;) =i+ j.

Entao

_ i i Zd+l_(i+j)f7jgj-

1=0 j=0

.

M&

g =

Zd lfz Zzl jg]

<.
I
o

(=" f:) (=" g5)

]~

o

!
i=0 j=
!

a. |l

1=0

.
Il
=)

Portanto, f*¢* = (fg)* para quaisquer f, g curvas planas afins.

Proposicao 1.2 O produto de polinomios é homogéneo se, e somente se, cada fator é um
polinomio homogéneo.

Demonstragao:

(=)

(=)

E claro que se cada fator ¢ um polinomio homogéneo, entao, o produto serd um polinomio
homogéneo.

Seja f = gh, onde f é homogéneo. Devemos provar que g e h sao homogéneos. Suponha
que nao e tome g nao homogéneo.
Seja dg = d, assim
9=0i+ ga—1+ ...+ go, onde g4 # 0 e dg; = j, para 0 < j < d.
E seja Oh = [, dai
h=h +h_1+...+hg,onde h; 0 e Oh; =1, para 0 <1i <.

Temos que
dseN : g=ga+...+9gsegs #0,s <d (pois g é ndo homogéneo);
JkeN © h=h+...+hgehy#0k<I

Dai
f=gh=gshi+ ...+ gshy, com Of = I(gahy) =d+1.

Como g5 # 0, hy # 0, temos 0(gshy) = s+ k < d + [. Isso implica, f ndo é homogéneo.
Contradicao.

Portanto, g e h sao homogéneos.
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1.3 Curvas racionais

Definicao 1.9 Uma curva plana afim irredutivel f, é racional, se existir um par de funcoes
racionais x(t),y(t), nao ambas constantes, tal que f(z(t),y(t)) =0 em K(t). O par (z(t),y(t))
¢ chamado de parametrizacao racional de f.

Exemplo 1.5
da forma

w(t) =

Temos

f(t),y(t))

(1) A reta f(z,y) = ax + by + ¢ = 0,a # 0 admite parametriza¢ao racional

b c
——t—= t) =t
et y(t)
b c
= a(——t——)+bt+c
a a
= —bt—c+bt+c
= 0

(2) O circulo 2*> + y*> = 1 (sobre R) € racional. Para determinar a parametrizagdo, vamos
encontrar primeiro a reta que passa pelo pontos (—1,0),(0,t). Temos

t—0

y—0=m(x+1), onde m = —— =1,

logo

0+1

y=t(x+1).

Para encontrar a parametrizacao desejada fazemos a intersecao dessa reta com o circulo
2?2 +y? = 1. Ou seja, devemos resolver o sistema

{

=t(x+1)

Substituindo y = t(x + 1) na primeira equacao temos

22+t 2% + 12 = 1.

Isso implica

(1+tH2* + 2% +1* -1 =0.

Assim,

—2t% & At — 41+ ) (12 — 1)

2(1+2)
2 A 41— 1Y)
B 2(1 4 2)
22V
21+ 12)
= —1 ou L= t2.
14 ¢2
Assim, obtemos
o) = =L
142

E,




No exemplo anterior, vimos que a curva 22+ y? = 1 é racional, mas dependendo da poténcia
de x e y, isto nao ocorre. De um modo geral , temos

Lema 1.2 A curva 2 +y™ =1 (sobre R) € racional se, e somente se, m =1 ou m = 2.
Demonstracgao:

(=) Como 2™ + y™ = 1 é racional, entao existem z(t), y(t) tais que f(z(t),y(t)) =0e
(

1

com r(t) # 0 e podemos supor ¢ nao constante, pois se

p,q € K = reK (pois p" +¢" =1r")
— z,y € K, logo

x(t),y(t) ndo é uma parametrizacao.

Por outro lado, se dois dos polinémios tem fator comum e como p(t)™ + q(t)™ = r(t)™,
entao o terceiro polindbmio também tem o mesmo fator comum. Logo podemos supor
também que p, g e r sao polindmios sem fator comum dois a dois.

m—1,/

Derivando 2™ + y™ = 1 , obtemos ma™ 2’ + my™ Yy = 0 = 2™ 12/ +y™ 1y = 0.

Considere o sistema linear
ru+yv =1
2u+y'v=0

Temos que det [ i, z, } =y — 2’y # 0, pois

zy —2'y=0 = %:%
— Iny=Ihz+c
— ml=c
x
— g:ec.
x

Mas £ nao pode ser constante, jd que £ = 1% , ¢ ¢ nao constante e nao possui fator comum
com p.

Como det [ i, y/ } # 0 temos que o sistema admite solucao unica e,

/

x
tutyv=0=v=—-=u
Yy
Logo,
x/ y/
Y Yy —yx
Assim,
x/
= ———
ry' — 'y

12



Note que ©v = 2™ 1 e v = y™~! é solucao desse sistema, logo

y/ —!
U=—"——ev=——
xy — ! xy — !

Y Y Y Y

implicam

o' = =y zy - 2y)
y =a" oy —aly).
Substituindo p, ¢ e r nas equagoes (1.2) e (1.3), temos

/ <p>’ _ ' —pr’

T =|=
r rz
AL
O
T r
Assim,
;o p rd —q’ rp—pr' q
r r2 r2 r
g —qp
= S
Logo
rg —q’  p™ ' pd —qp

/__ .om—1 r
y =7 (xy x y) - 7,2 - Tm_l 7,2

= " Nrd —q’) =p" ' (pd — ap),
rp' —pr' ¢ pd —qpf
72 - ypm—1 r2

= " rp —pr') =q""(pd — ).

o' =y ey —aly) =

/

Como mdc(r,q) = 1, entao mdc(r™=1,p™~1) = 1. E portanto, 7™ | p¢’ — qp'.

Temos que
Apqd —qp') < max{dpq’,dqp'}
= max{dp+ Jdq—1,0q+ dq — 1}
= Op+0q—1.
Assim,

o™t < 9(pqd — qp') = (m —1)0r < Op+ dq — 1.
Por outro lado, mdc(r™t, p™~1) = 1, segue que p™ ! | r¢’ — qr’. Assim,
op™ 1t <a(rq — qr') , logo
P top < Oq + Or — 1.
Temos também que mde(r™=t, ¢™1) = 1, logo ¢! | rp’ — pr’ e analogamente

(m—1)0q < 0r+09dp— 1.
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Obtemos

(m—1)0r <dp+0q—1,
(m—1)0p <0q+0r—1,
(m—1)0q¢ < Or+9dp—1.

Adicionando as desigualdades

(m—1)(Op+ dq+ 0r) <2(0p+ dq+ Ir) — 3,

assim,

(m—3)(0p+0q+0r) < —=3.

Veja que dp + dq + Or > 0, para o produto ser negativo, é necessario que m — 3 < 0.
Assim m =1 oum = 2.

(<) Sem =1, entao f(x,y) = x+y— 1 é uma reta, e toda reta admite uma parametrizagao,
conforme feito anteriormente. Portanto, f é racional. Se m = 2, entao f(xz,y) = #*+y*—1
¢ o circulo de centro de 0 e raio 1 que também é racional.

1.4 Funcoes regulares e funcoes racionais

Seja K um corpo e C uma curva afim definida por f € K[z, y]. Escrevemos C(K) o conjunto
dos pontos de C definidos sobre o corpo K:

C(K) = {(z,y) € K*: f(z,y) = 0}.

Escreveremos C para denotar C(K). Quando houver necessidade de deixar claro o corpo K no
qual estamos trabalhando, escreveremos C(K).

Definicao 1.10 Seja C C A? uma curva afim irredutivel, definida por um polinémio f. Uma
aplicacio ¢ : C — Al € chamada regular ou polinomial se for igual a restri¢io de uma fungdo
polinomial A?> — Al isto é, se existir um polinomio p(x,y) tal que

¢<I7y) = p<x7y)7v($;y) eC.

O conjunto das fungoes regulares de C forma um anel, que denotamos por A(C). De fato,
seja F(C), o conjunto das fungoes de C em Al
Temos que F(C) é um anel com as operagoes usuais de adigao e multiplicacao de fungoes.
Como A(C) C F(C), basta mostrar que A(C) é um subanel de F(C).
Sejam ¢,¢ € A(C), entao existem p,q € Klz,y] : o(x,y) = p(z,y),¥(x,y) = q(z,y),
Ve,yeC. E
(o +)(z,y) = (p+q)(2,y),

(), y) = (pg)(2,y).

Portanto, ¢ + ¢ € A(C) e pyp € A(C)
Temos que (—¢)(z,y) = (=p)(z,y) = —¢ € A(C).
Portanto, A(C) é um subanel de F(C).
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Observacao 1.5 Por abuso de notagao, o representante em A(C) do elemento p(z,y) € Kz, y]
também serd denotado por p(x,y). Ou seja, dependendo do contexto, p denotard um elemento

de Kz, y] ou de A(C).

Lema 1.3 Sejam f,g € Klz,y] polinomios sem fatores irredutiveis em comum. Entdo existe
uma relacao
af +bg = c(x),

onde a,b € K[z, y] e ¢ € um polindmio nao nulo na varidvel x.
Um resultado andlogo, vale trocando x por y.

Demonstracao: Considere f, g polinémios em K(z)[y].

Da hip6tese temos que f, g € K[z]|[y] ndo possuem fatores irredutiveis em comum , logo pelo
lema de Gauss, nao podem possuir fatores irredutiveis em comum em K(z)[y].

Como K(z)[y] é dominio principal, entao existem r, s € K(z)[y] tais que

rf+sg=1.
Como r = alz,9) es= b(x,y)j temos
c() c(x)
a(z,y)

Isso implica,
a(z,y)f(xz,y) +b(z,y)g(z,y) = c(x).
O

Proposicao 1.3 O conjunto das solucoes de um sistema de duas equagoes polinomiais a duas
incognitas sem fatores irredutiveis em comum € finito.

Demonstracao: Sejam f,g € K[z,y] polindmios sem fatores irredutiveis. Pelo lema 2.4
temos
arf +big = c(z), a1,b1 € Klz, y]

asf + bag = d(y), ag,by € Kz, yl.
Note que f(z,y) =0 = g(x,y) = c¢(z) = 0 e d(y) = 0, cujo numero de solugoes ¢ finito

(em uma varidvel o nimero de solug¢oes de uma equagao ¢ finito). O

Lema 1.4 Seja C uma curva irredutivel definida por f, entao A(C) é um dominio isomorfo a

Klz, y]/(f)-

Demonstragao: Considere o homomorfismo
7 K[z, y] — A(C)

que associa a cada polinomio a sua restricao a C.
Tome p € ker 7 e suponha que f 1 p. Como f é irredutivel, f e p ndo possuem fator comum,
pela proposicao 1.3 temos
af +bp =r(x)

cf +dp = s(y),
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cujo numero de solucoes é finito. Assim, f e p se anulariam em um numero finito de pontos.
Mas, f,p se anulam em C que ¢ infinito, pois K é algebricamente fechado. Absurdo.

Portanto, f | p, isto é, p € (f).

Observe que (f) C kerm é 6bvio. Portanto, ker m = (f).

Como (f) é um ideal primo de K[z, y] e pelo teorema de homomorfismo entao K[z, y]/(f) é
um dominio e

Klz,y]/(f) ~ A(C).
(|

Exemplo 1.6 (1) Sel é uma reta, entao A(l) € isomorfo a um anel de polinémios em uma

varidavel. Se | é dada por y = ax + b, a aplica¢ao

0:Klx,y — K|z]
h +—— h(z,ax+0b)

€ um homomorfismo de anéis sobrejetor.

E fdcil ver que 6 € um homomorfismo de anéis, cujo nicleo é gerado por y—ax —b e que
€ sobrejetor, logo pelo teorema de isomorfismo

Kz, y]/(y — ax — b) ~ K]z].

Seja C a hipérbole (sobre R) xy = 1, temos que A(C) € isomorfo ao anel das fun¢des
racionais, cujos denominadores sao poténcias de x, isto €,

A(C) ~ B = {a"p(z) : m € Z,p(x) € K[z]} = K[z, 27 !].

Considere o homomorfismo

0:Klx,y] — K(x)
h h(:p,i).

Seja h(z,y) = am(x)y™ + -+ + ao(x), entdo

h(mé) - am(x)im+---+ao(x)

Portanto, Im 0 C B.
Vejamos que B C Im 6.

Seja t € B, ou seja, t = 2™p(x). Se m > 0, entdo h(z,y) = z"p(x) e se m < 0, entdo
h(z,y) =y ™p(z). Nesse ultimo caso,

O(h(z,y)) = h (w i) — ().

Portanto, Im 60 = B.
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Temos ainda que, kerf = (xy — 1). De fato, seja p € (vy — 1), isto é, p(x,y) =
pi(z,y)(xy — 1). Aplicando 0, temos 0(p) = 0.

Tome p(z,y) € ker 6.
Dividindo p(z,y) por zy — 1 em K(x)[y], temos

onde 0,r < Oy(zy — 1) our =0.
Como Oy(xy — 1) = 1, entdo r(x,y) = r(z). Assim,

z)

’Q
—~
8
<
~—
3
—~

p(x,y) = t(:(]) (l’y - 1) +

~

~—

(x

Isso implica,
t(x)p(z,y) = q(z,y)(vy — 1) + r(2).
Aplicando 0, obtemos

O(r(z)) =0.
Logo, r(z) = 0.
Assim,
p(x,y) = qf;a)y) (zy —1).
Em K|z, y] :

t(x)p(z,y) = q(z,y)(vy — 1).
Como zy—11tt(x), xy—1 € irredutivel e K|z, y] € dominio fatorial, entao xy—1 | p(x,y).

Portanto, ker = (zy — 1) e temos
K[z, y]/(wy — 1) ~ B.

Definicao 1.11 O corpo das funcoes racionais de uma curva afim irredutivel C € o corpo de
fragoes K(C) do dominio A(C).

Um elemento de K(C) pode ser escrito na forma §, com ¢ # 0 e p e g denotam fungoes
polinomiais restritas a C. Dizemos que § e - representam a mesma fungao racional, se e
somente se, ps — qr = 0 (como elemento de (A(C)), ou seja, ps — gr (como elemento de K[z, y])

é multiplo de f.

Definicao 1.12 Dizemos que a fungao racional ¢ € K(C) € regular no ponto P € C, se ¢
admitir uma representa¢ao §, com p,q € A(C) e q(P) #0.

Exemplo 1.7 (1) Seja ¢ € K(I). Temos que ¢ € regular no ponto P € C, se ¢ admitir uma
representacao ]—9, comp,q € K[z] e q(P) # 0. Tomando ¢ = Ll’ temos que p € reqular
q T —

em todo ponto da reta y = ax + b, com v # 1.

-1
(2) Seja C o circulo x* +y*> =1 e seja o = Y2 Temos que ¢ € reqular em todo ponto de
x
C com x # 0. Note que podem ezistir mais pontos onde € reqular, por exemplo, ¢ €
—x
regular no ponto (0,1), basta tomar uma outra representagdo, a saber ¢ = 1
)
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Observe que toda funcao regular é racional, pela definicao de funcao regular. Queremos
estabelecer uma condicao para que uma funcao racional seja regular. Mas antes precisamos de
algumas defini¢oes e resultados.

Considere um sistema de equacoes f; = --- = f, = 0. Note que toda solucao desse sistema,
também é solugao de fig; + -+ fngn =0, onde ¢g; € K[z, yl,i =1,...,n.

Considere I = (f1,..., fn) = {Z?Zlgjfj | g; € K[m,y]}, um ideal de K[z, y].

Definicao 1.13 Dizemos que P é um zero do ideal I, se f(P)=0,Vf € I.

Assim, P é um zero do ideal, se todos os polinomios do ideal gerado por fi, ..., f, se anulam
em P. Observe que se 1 € I, entao I nao admite nenhum zero.

Um importante resultado, Nullstellensatz de Hilbert, afirma que se I é um ideal préprio
do anel de polinomios com coeficientes num corpo algebricamente fechado, entao I admite um
zero. Uma demonstracao para este resultado pode ser encontrada em [3].

Seja M = (z —a,y — b). Temos que M é maximal. De fato, considere a aplicagao

0:Klx,y — K
flz,y) — f(a,b)

E claro que aplicacao # ¢ um homomorfismo sobrejetor. Logo
K[z, y]/ ker ~ K,

o que implica ker # é maximal.
Temos que

kerd = {f €Kz, y][0(f) =0}
= {f eKlz,y]| fa,b) =0}
Seja g € (x —a,y —b), entao g = gi1(z,y)(x — a) + g2(z,y)(y — b). Aplicando 6, temos
0(g) = 0.
Portanto, g € ker 6.
Assim, (z — a,y — b) C ker 6.
Seja g € ker ). Temos

g = Z aijxiyj.

4,520

Assim

g(x—a+a,y—b+b) = Za,] —a+a)(y—b+0b)

= wa b)
= gl(w, y)(x —a) + ga(z,y)(y — b) + boo

Como g € ker = 0(g(z,y)) = 0 = by = 0.
Assim,

9(z,y) = gi1(z,y)(x — a) + g2(z,y)(y = b).
Isto é, g € (x —a,y —b).
Portanto ker = (x — a,y — b).
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Observagao 1.6 (a) Em um dominio vale que, se a € primo, entdo a € irredutivel. De fato,
dado a primo e a = be, devemos mostrar que b ou ¢ € invertivel. Como a € primo,
a|bc=al|boualc Digamos que a|b= b= ad. Logo,

a=bc=—= a=adc=1=dc = c € invertivel.

Portanto, a € irredutivel.

(b) Se I é um ideal mazimal de um anel A, entao I é um ideal primo de A. Pois, se I €
mazximal, entao A/I é um corpo. Em particular, A/I é um dominio, logo I é primo.

Proposicao 1.4 Se K € um corpo algebricamente fechado, entao todo ideal mazximal M de
Klx,y] € do tipo (x — a,y —b), para algum (a,b) € K2.

Demonstracao: Seja f € M um polinomio nao constante, f existe, pois M ¢ K. Podemos
supor ainda, f irredutivel, pois como K[z, y] ¢ dominio fatorial, entao f = fi... f,, onde f;
¢ irredutivel, V5 = 1,...,n. Como M é maximal, entao M ¢é primo, logo algum dos f;,j =
1,...,n, pertence a M. Chamaremos f; simplesmente de f.

Como K ¢é algebricamente fechado temos que, f possui um zero, digamos f(xq,yo) = 0. Se
M = (x — z9,y — yo), acabou. Se nao, existe g € M tal que g(x¢,y0) # 0. Em particular f 1 g
e pelo lema (2.4) existem ay, as, by, by € K|z, y] tais que

ar(z,y) f(2,y) + bi(x,y)g(x,y) = c(z)

az(z,y) f(x,y) + ba(w,y)g(x,y) = d(y).

Como c(x) € M , d(y) € M e K é algebricamente fechado, entao ¢(x) e d(y) se fatoram como
produto de fatores lineares. Como M é primo, algum desses fatores pertence a M, isto é, M
possui elementos da forma = —a,y—b. Como (z —a,y —b) é maximal, entdao M = (x—a,y—Db).
O

Proposicao 1.5 Se ¢ € K(C) é uma funcao racional reqular em cada ponto de C, entdo
p € A(C), isto €, ¢ € regular.

Demonstracao: Da hipdtese temos que para todo ponto P € C, ¢ admite uma representacao
g, com p,q € A(C) e q(P) # 0. Temos ¢ = § = q = qp, com q € A(C).
Assim, vamos considerar o ideal

I={q € AlC): dp € AC)}.

Se mostrarmos que 1 € I = 1- ¢ € A(C), isto é, p € A(C).

Mostremos primeiro que I é de fato um ideal de A(C).

Temos que 0 € I, pois 0 =0- ¢ € A(C).

Sejam q1,¢2 € I = qip, o € A(C) = qip + o € A(C) = (11 + @2)¢ € A(C) =
@+ q €l

Sejam ¢ € [ e ¢ € A(C).

Como ¢ € I, entao ¢'v € A(C). Isso implica, ¥ (q¢') € A(C). Entao, (vq)p € A(C).

Portanto, ¢ € A(C).

Suponha por absurdo que 1 ¢ I. Entao [ esta contido em algum ideal maximal de

A(C) ~ Klz,y]/(f). Pelo Nullstellensatz, I admite um zero, isto ¢, existe P € C, tal que
¢ (P) =0,Yq € I. Absurdo, pois ¢ nao seria regular nesse ponto. O
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1.5 Intersecao de uma curva com uma reta

Sejam f =y —2? el = y — 2x — 3. Para encontrar a intersecao de f e [, determinamos
o valor de y em funcao de x (em [) e substituimos em f. Ou seja, em [ temos y = 2z + 3,

substituindo em f temos
f(z,22+3) =21 + 3 — 2°.

Resolvendo a equacao —x% + 2z + 3 = 0, temos duas abcissas para os pontos de intersecao entre
le f. Asaber, z =—1 ez = 3. E portanto, os pontos de interse¢ao sao (—1,1) e (3,9).
Dada uma curva f e uma reta de equacao y = ax + b resolvemos a equacao

filz) = f(z,az +b) = 0,

para determinar os pontos de f N1I.
Temos as seguintes possibilidades para o polinomio fj(x):

(1) fi(z) é identicamente nulo, neste caso, [ uma componente de f.
(2) fi(x) é uma constante diferente de zero, caso em que f N1 = .

(3) fi(z) é um polinémio nao constante, decompondo-se na forma

T

filz) = cH(x — ;)™

i=1
onde ¢ é uma constante e x; sao as abcissas dos pontos de intersecao.

Um processo anédlogo ¢ feito para [ da forma x = cy + d.
Com base no polinomio f;(z) definimos:

Definicao 1.14 A multiplicidade ou indice de intersecao de l, f no ponto P ¢ dada por

0, seP&lnf
(I,f)lp=1] o0, sePelCf
m;, se P = (z;,ax; +b)
Sel d f, chamamos o inteiro
Moo = Of — Z m;
i=1
de multiplicidade de L, f no infinito.

Para a curva f =y — 2% e areta | =y — 2o — 3 temos
filx) = (=1)(z + 1)(z - 3),
logo (I, f)p =1, para P =(—1,1) e P = (3,9).
Exemplo 1.8 (1) Seja f =y — 22, | =y — (ax +b). Temos fi(z) = f(z,ax +b). Fazendo
fi(x) =0, temos
ar +b— 2 =0= A = a® + 4b.

Se a? 4+ 4b > 0 temos duas intersecoes distintas.

Se a? + 4b = 0 temos uma intersecao com multiplicidade 2.
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(2) Seja f=y—2® el =ax+by+c.
Seb#0ea=c=0 temosl=by. Assim,

filz) = f(x,0) = —2°.

filz) =0 = —2® = 0= (0,0) € ponto de intersecio com multiplicidade 3.
Portanto (I, f)p = 3, para P = (0,0).
Sea#0=0b,1=ar+ c. Assim,

—C

fl($)=0:>f(%c,y>=O:>y—(—)3:0:>y:__

a

Portanto, hda uma intersecao com multiplicidade 1 e no infinito temos

Me =3 —1=2.

Portanto o ponto de intersecao no infinito tem multiplicidade 2.

Se b # 0 temos que |l = ax + by + ¢, implica

f(x,_?&x—g) :0:>a:3+%a:—|—220.

Como uma cibica tem sempre trés solugoes (em um corpo algebricamente fechado), entao

[ e f seintersectam em trés pontos (contando as multiplicidades).

(3) Seja f=y* —2*(x+1) el =y—=.
Temos fi(x) = f(z,x) = 0 = a? — 22(x + 1) = 0 = —z® = 0.
Portanto, (I, f)p = 3, onde P = (0,0).

(4) Para a mesma curva do exemplo anterior, se l =y — ax, temos
filz) = f(x,ax) = a*a? — 2*(x + 1) = 2%(a® — 2z — 1).
Logo,
filz) =0=2*(* -2 -1)=0.
Assim, a origem € um ponto de interse¢ao com multiplicidade 2.

Lema 1.5 Seja f = f, + -+ + f4, com f; homogéneo de grav i, m < i < d e f,, # 0. Se
x{ fm, entdo

f(ovy) = ym (fm(07 1) +-o+ fd(07 1>ydim) e fm(07 1) 7é 0.

Demonstragao: Substituindo x =0 em f(x,y) temos

= y"f(0,1) +--- +y'f(0,1)
= Y (fm(0,1) + - +yT " F(0,1)).

Observe que f,, € um polinémio da forma a,,y™ +- - -+ apx™. Se z nao divide f,, # 0, entao

am # 0, logo f,(0,1) = a,, # 0. O
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1.6 Pontos miltiplos

Nesta secao queremos caracterizar os pontos de uma curva f. Mais precisamente, queremos
identificar se P ¢ singular ou nao, mas antes precisamos de algumas defini¢oes.

Proposicao 1.6 Seja f uma curva e P um ponto de f. Fxiste um inteiro
m =mp(f) > 1, tal que, para toda reta | passando por P,

(lvf)P > m,

ocorrendo a desiqualdade estrita para no mdximo m retas e no minimo uma.

Demonstragao: Sem perda de generalidade suponha P = (0,0) (podemos supor P = (0,0)
pois para um ponto P qualquer basta fazer uma translagao).
Existe m > 0, tal que

f(x7y> - f0+f1(x7y) —|—f2(x,y) +oe +fn(x7y)7

onde n =0f e df; =7, para 0 < j < n.
Observe que f(0,0) = fo(x,y) e como P € f, entao fo(x,y) = 0.
Seja m > 1 o menor inteiro positivo, tal que

fO('T?y) == fm—l(x;y> =0e f()(l',y) 7é 0.
Assim
f(a?,y) = fm<m7y) +eeet fn(xay)7

onde 1 <m <n.
Para uma reta | = y — tx passando pela origem, tem-se

filw) = fl,tx) = 2™ (fu(L,1) + - + fa(L, )a"™™).

Se f(1,t) # 0, entao (I, f)o = m. Veja que f,(1,t) = 0, para no maximo m retas [ (aquelas
para as quais t ¢ raiz de f,,,(1,1)). O

Definicao 1.15 O inteiro m = mp(f) descrito na proposi¢cao acima € a multiplicidade do
ponto P na curva f ou a multiplicidade de f em P.

Se P ¢ f, convencionamos mp(f) = 0.

Se P = (a,b) € f, escrevemos

fx+a,y+0b) = f(x,y) + ( termos de grau > m).

O polinémio homogéneo f,,(z,y) pode ser decomposto de maneira unica,

S

fnl,y) = [ [ (i + Biy) ™,

=0

onde os fatores lineares a;x + ;1 sao retas distintas.

Definicao 1.16 As retas
li =7i(z —a) + Bi(y — b)

sao as retas tangentes de f em P = (a,b), o expoente v; é a multiplicidade da tangente I;.
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Definicao 1.17 Dizemos que um ponto P de uma curva f é nao singular em P se mp(f) = 1.
Caso contrdario dizemos que P € singular. A curva f € ndo singular se mp(f) =1,YP € f. Se
mp(f) =2,...,m, dizemos que P € um ponto duplo, ... , m-iplo.

Dizemos que P € ordindrio se f admitir m tangentes distintas em P.

Uma cuspide é um ponto duplo com tangentes coincidentes.

Um no é um ponto duplo ordindrio.

Proposicao 1.7 (1) Um ponto P € f ¢ nao singular, se e somente se, uma das derivadas
parciais fy, f, nao se anula em P.

(2) Se P = (a,b) € f € nao singular, entao a tangente a f em P € dada por
fo(P)(x —a) + f,(P)(y —b) = 0.
Demonstracgao:

(1) (=) Seja P = (a,b).

f=h+f+ -,

onde f; é da forma
J
=Y wijle—a)ly—b)’,
i=0
isto é, f; é homogéneo nas varidveis * — a,y — b. Em particular
fl = 0401(3/ - b) + &11(1’ — CL).

P nao singular = mp(f) =1= f1 # 0 = ap; # 0 ou ayy; # 0.

Observe que

(f3)z(a,b) = 0,Vj > 2,
(fi)y(a;b) =0,Vj =2,
(a,b) = (f1)z(a,b) = aun,
(a,b) = (f1)y(a,b) = ao1.

Isso implica

Fula,b) # 0 ou f,(a,b) 0.

(<) Seja P = (a,b).

Pela férmula de Taylor, temos

f(x,y) = f(a,b) + f:ﬁ(av b)(ZL’ - CL) + fy(avb)(y - b) + g(.’L’ -4y — b)?
onde todos os termos de g nas variaveis x — a,y — b tém grau > 2.

Da hipétese f1 = f.(a,b)(x —a) + f,(a,b)(y —b) # 0, logo mp(f) = 1.
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(2) Como P é nao singular temos mp(f) = 1, isto é, f; # 0. Como

fi = fo(P)(x —a) + f,(P)(y =),

entao a reta tangente de f em P é
fo(P)(x —a) + fy(P)(y = b) = 0.
O

Exemplo 1.9 (1) As tangentes a f(z,y) = 2% — y* + 23 + y> na origem sio x —y e x +y,
POILS
faz,y) = 2% =y = (x —y)(z + y).

E no ponto (1,—1) a dnica tangente é 5(x —1)+5(y+1). Chameu=x—1ev=y+1.

flu,v) = (w+12—@w—-12+(uw+1>+(v—-1)>3
= W +2u+1—0v"+20—14+u* +3u* +3u+1—-0> -3 +3v -1
= Bu+5v+4u? — 202 +ud +0?
= 5z -1 +5y+1)+4x -1 =20y +1)2+(x—-1)>+(y+1)>

Portanto, fi =5(x — 1)+ 5(y + 1) € a reta tangente em P = (1, —1).

Podemos encontrar a tangente usando a proposi¢cao anterior, para isso encontramos as
derivadas parciais de f no ponto (1,—1).

fo(P)=22+32" =5
fy(P)=—=2y+3y°=5
Assim, P € nao singular e a tangente € 5(x — 1) +5(y + 1).
(2) Seja f=x2* —y(y*> + 2?). Temos
fo=2x—2yx

fy = _33/2 — 2

Na origem f,(0) = 0 e f,(0) = 0. Entdao a origem € um ponto singular de f e como
fo = 2 a tangente € x.

Portanto, f tem cuspide na origem.

(3) Seja f(x,y) = x*+y*—y>. Temos que P = (0,0) € f e mp(f) =2, isto é, P é um ponto
duplo.

Como fy = 2* +y* = (x — yi)(x + yi), temos as tangentes de f em P dadas por

lh=x—uyi
lo=x+y

Assim P € duplo e possui tangentes distintas (nao reais), logo P € um nd.
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Proposicao 1.8 Se f ¢ uma curva sem componentes multiplas, entao o conjunto dos pontos
singulares de f € finito.

Demonstracao: Temos que f é uma curva sem componentes multiplas, isto é, nao existe p
componente de f tal que p* | f.

O conjunto dos pontos singulares de f ¢ o conjunto de pontos de f tais que f, =0 = f,.
Isto é

f:fx:fyzo-
Temos que f = f,, + -+ fge fun #0. Seja

1

fm - anm + 6len_ y+---+ amyma

onde pelo menos um dos a; # 0. Como
(fm)x = maoxm—l + o+ a’m—lym_l e

(fm)y = algUm_1 + -+ many™,

entao

(fr)e=0=>apm #0=>(fn)y #0 e

Assim, podemos supor que uma das derivadas parciais é nao identicamente nula, digamos
fe # 0. Temos que f = f, = 0 admite um nimero finito de solugoes. Caso contrério, pela
proposicao (1.3) existiria uma componente irredutivel p comum a f e f,. Mas isso implica que
p? | f, o que é absurdo. O

1.7 Intersegao de uma reta com uma curva (caso proje-
tivo)

Nesta se¢ao estamos interessados na intersecao de uma reta L com uma curva plana projetiva
F. O que foi feito no caso afim sera aproveitado para o caso projetivo. Ja vimos que o conjunto
de pontos de uma curva plana afim, f(x,y) = 0, pode ser considerado implicitamente como
o conjunto dos pontos do plano afim sobre uma curva plana projetiva f*(z,y,z) = 0 e além
disso os pontos do plano afim sobre uma curva plana projetiva I sao obtidos pela equacao
F, = F(z,y,1) = 0, isto é, a desomogeneizagao de F' com relagao a variavel z (ou em relagao
a qualquer outra variavel).

A multiplicidade de intersecao de uma reta L com uma curva F' no ponto P € P? serd
denotada por (L, F')p. Podemos supor P um ponto do plano afim. Como os pontos do plano
afim sao obtidos através da desomogeneizacao de F, temos

(LaF)P = (L*7F*)P’ )

onde P’ é obtido através da bijecao de Uy com A2,
Ty T
(xo: a1t @) —> (—0,—1> .
Ty T

Seja P = (0:0: 1) entao (L, F)p = (L, Fy)pr, onde P' = (0,0). Sabemos também que
LN F pode ter um ponto de intersegao no infinito, nesse caso P = (a : b : 0) e a0 menos a ou b
¢ diferente de 0, e portanto podemos estudar esse caso em Uy ou Uj.

Assim, voltamos ao caso afim e valem as defini¢oes:
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Definicao 1.18 (i) (L, F)p € a multiplicidade de interse¢cio de uma reta L com uma curva
F e € definida por
>~ ,sePeLCF
(L,F)p=¢ 0 ,sePgLNF |
m; , seP=DP
onde P; é o ponto de intersecao de uma reta L N F e m; é o expoente que aparece no
polinomio ao substituir L em F';

(17) O inteiro mp(F) tal que para toda reta L passando por P,
(L, F)p > mp(F)
¢ a multiplicidade de F' em P;
(7it) P € F € nao singular em F se mp(F) =1;
(iv) P € F € singular se mp(F) > 2.

Se f é uma curva afim e F' = f* entao mp(F) = mp/(f),VP" € A% Para determinar mp(F)
e as retas tangentes, reduzimos ao caso afim, desomogeneizando I’ em relacao a uma variavel
que nao se anula em P.

Exemplo 1.10 Seja a pardbola cibicay = 23. Temos que a homogeneizagdo de f(x,y) = y—a°
com relagao a varidvel z é F(xz,y,2) = 2%y — a3,
Vamos determinar a intersec¢ao da reta z =0 com a curva plana projetiva F' no ponto
P=(0:1:0). Para isso fagcamos

(2, F)p = (2, F)p = (2,2 — 2°)pr ,
onde P' = (0,0), pois (0:1:0) € U — (0,0) € A%
Fazendo z = 0 e substituindo em F, =0, temos —2* =0 = (2, F)p = 3.
Agora vamos determinar mp(F) = mp/(F}).
Como F, = 2* — 23 = mp(F) = 2.

Exemplo 1.11 Seja o circulo 2 + y?> = 1.

Temos f*(x,y,z) = 2> +y*> — 2%2. Tomando P = (a : b : 1) € P? temos no plano afim
P’ = (a,b).

Suponha ainda que P pertence a curva. Chamando uw=x —a e v =1y — b temos

flzy) = flu,0) = (u+a)*+w+b)° -1

u? 4 2ua + a® + v + 2vb + b — 1

= (z—a)’+ @y —b+2x—a)a+2y—bb+a*+b—1
(z —a)? + (y — b)* + 2(x — a)a + 2(y — b)b

Logo, fi =2(x —a)a+2(y —b)b = mp/(f) =1 = mp(f*)=1,V(a:b:1) € f*.
Proposicao 1.9 Seja F uma curva de grau d e seja P € P2, Entao
(1) P € singular <= F,(P) = F,(P) = F,(P) =0;
(2) Se P € nao singular, entao a reta tangente a F' em P é:

Fo(P)z + Fy(p)y + F=(P)z = 0.
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Demonstracao: A demonstragao é similar a que foi feita no caso afim. O
O teorema que segue é um teorema importantissimo da Algebra Comutativa e sera muito
importante nesse estudo.

Teorema 1.1 Duas curvas planas projetivas E,G sobre um corpo K, sem componente em
comum, tem (OF)(0G) pontos em comum (em K) contados com multiplicidade, isto €,

> (F.G)p = (0F)(G).

PeFNG

Demonstracao: Uma demonstragao para este teorema pode ser encontrada em [3]. O

Corolario 1.1 Sejam F,G curvas sem componente em comum. Entdo

Y my(F)mp(G) < (9F)(0G).

PeFNG

Demonstragao: Ver [11]. O
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Capitulo 2

Curvas Elipticas

Neste capitulo nosso objeto de estudo sao curvas elipticas, que sao curvas de género um
(isto é, curvas de grau 3 no plano projetivo sem singularidades) com um ponto especifico.
Estamos interessados em estudar o conjunto dos pontos racionais de uma curva eliptica, para
isso precisamos definir uma operagao em E(Q), veremos que F(Q) com tal operacao forma um
grupo abeliano, o que ¢ de grande importancia, pois dependendo do ponto da curva eliptica que
conhecemos podemos determinar infinitos pontos. Mostraremos ainda que toda curva eliptica
pode ser escrita na forma de Weierstrass.

2.1 Curvas elipticas como cibicas nao singulares

Definicao 2.1 Uma curva eliptica E sobre Q € uma curva plana projetiva nao singular definida
sobre Q de grau 3, juntamente com um ponto racional O € E(Q).

Usualmente o ponto O serda o ponto no infinito da curva projetiva E. Assim, podemos
pensar em F como uma curva afim com um ponto no infinito.

Proposicao 2.1 As sequintes definicoes de curva eliptica sao birracionalmente equivalentes:
(i) A defini¢ao 2.1.

(71) Uma curva eliptica E sobre Q € uma curva plana projetiva nao singular de grau 3 com
um ponto de inflexdo racional (isto €, a multiplicidade de interse¢cdo da reta tangente a
E em P € maior ou igual do que 3).

(7i1) Uma curva plana projetiva nao singular E sobre Q da forma:

Y2Z +a XY Z +a3YZ? = X+ ayX?Z + ay X Z* + a5 Z°. (2.1)

Essa equacdao é chamada equacao de Weierstrass da curva eliptica.

Demonstracao: Vejamos que (i) = (i7). Seja C uma curva projetiva plana nao singular
sobre Q e seja O € C(Q). Suponha que O nao seja um ponto de inflexao, assim a reta tangente
a C no ponto O intersecta C em um ponto P # O. Podemos fazer uma mudanca de variaveis
de modo que a reta tangente seja o eixo Y e P = (0 : 0 : 1). Temos que uma ctibica esta
representada por um polinomio homogéneo de grau 3, podemos escrever o polinémio ordenado
pelo grau de Z, assim

Fo( X, VZP + F{ (X, Y)Z? + Fy(X,Y)Z + F5(X,Y) =0,
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onde F; é um polinomio homogéneo nas varidaveis X,Y de grau j. Logo, Fy é uma constante.
O ponto (0:0: 1) pertence a cibica, logo

F5(0,0) + F1(0,0) + F5(0,0) + F5(0,0) =0

como F; é homogéneo de grau j, entao F;(0,0) = 0, para j > 0. Logo a equacdo se torna
Fy5(0,0) +0+0+0 = 0. Como Fy é constante, entao Fy(X,Y) = Fy(0,0) = 0. Portanto, a
cubica é

C:F(X,Y)Z* + F(X,Y)Z + F3(X,Y) =0,

onde cada Fj,7 = 1,2,3 é homogéneo de grau i. Fazendo a desomogeneizacao em relacao a
variavel Z obtemos a curva afim

C F(X,Y) + F(X,Y) + F3(X,Y) = 0.
Seja O = (0,y), y # 0, entao y é raiz dupla de
Fi(0,1)Y + F»(0,1)Y? + F3(0,1)Y? = 0.

Temos que F(0,1)Y + F5(0,1)Y? + F3(0,1)Y3 = Y(F;(0,1) + F»(0,1)Y + F3(0,1)Y?) = 0.
Como y # 0, temos que ter Fy(0, 1)+ F5(0, 1)y+F3(0,1)y? = 0 e isso implica que o discriminante
dessa equagao deve ser igual a 0, isto é,

F5(0,1)? — 4F1(0,1)F5(0,1) = 0. (2.2)

Considere a reta Y = t.X, essa reta intersecta a curva afim nos pontos cuja coordenada X

satisfaz
XF(1,t) + X?Fy(1,t) + X*F3(1,t) = 0,

assim temos X (Fy(1,t) + X Fy(1,t) + X?F3(1,t)) = 0. A solugdo X = 0, implica Y =0 e
Fi(1,t) + X Fy(1,) + X?F3(1,t) = 0, (2.3)
que pode ser reescrita como
(2F3(1, )X + Fy(1,1))* = Fy(1,t) — 4F3(1, t) Fi (1, ¢).
Escrevendo
s=2F1,Y/ X)X+ F(1,Y/X), t=Y/X, (2.4)

obtemos a equagao
82 = G(t), G(t) = Fg(l,t)2 — 4F1<1,t)F3(1,t)

A relagio (2.4) define um mapa regular C%/\ O — E, onde E é a curva afim definida pela
equagao s* = G(t). O polindomio G(t) tem grau 3: de fato, o polinomio Fy(s, ) —4F (s, t)F3(s,t)
é homogeéneo em s, t de grau 4. Podemos escrevé-lo assim: H(s, t) = as*+bs*t+cs*t?+dst3+et?,
logo G(t) = H(1,t) = a+ bt + ct* + dt> + et*. Observe que H(0,1) = e. Em outras palavras
F5(0,1)? —4F;(0,1)F3(0,1) = 0 ¢ o coeficiente de t*. Podemos estender o homomorfismo
CY/\ O — E para um isomorfismo de C na homogeneizacio de E. Facamos

s t
S—— —, T+ —.
w w

Temos que

% —2F(1,Y/X)X/Z + F,(1,Y/X),
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P =

t
w
Para eliminar denominador escrevemos: w = ZX?, o que implica, t = XY Z e logo

2F(X,Y) | F(X,Y)
_ 2 3 y 2 )
=X ( Xz X
— 2F(X,Y) + Fy(X,Y)Z

Temos assim ¢ : C — E definida por (X : Y : Z) = (t: s : w), onde

t = XYZ
s = 2F3(X,)Y)+ R(X,Y)Z
w = X*Z

Se Z # 0, podemos considerar Z = 1 e nesse caso
(X :Y 1) = (XY :2F(X,Y) + FK(X,Y): X?).
A imagem de O =(0:y:1)é

e(0) = (0:2F5(0,y) + F5(0,y) : 0)
= (0:1:0),

que é um ponto de inflexao.
Mostremos agora que (i) = (7ii). Uma ctbica tem a forma

F(X,Y,Z) = 1 X4y XY 43 X2 243 XY+ s XY Z+c6 X 22+ Y P+ Y2 Z+coY Z2 41027,

Seja F' o polinomio que define E e seja P o ponto de inflexao. Considere uma transformacao
do plano, que envia P em (0 : 1 : 0). Esta transformacdo envia F em um polinémio G, que
define a curva E, com O como ponto de inflexdo. De F(0: 1:0) = 0 obtemos ¢; = 0.

A desomogeneizacao de F' em relagao a variavel Y é

F(X,1,Z) = X?+ o X? + 3 X?Z 4+ ey X + s XZ + c6 X Z* + ¢+ e Z + coZ° + 1022,
identificando U; com A?, temos (0: 1:0) — (0,0). Também temos que

oF

a—X(X, 7Z) =301 X% 4+ 20X + 205X 7 + ¢y + 57 + e Z°,
oF )
a—Z(X, Z) = C5X + 206XZ +cg + 2032 + 3010Z s

OF OF

entao, —X(O, 0)=cye —Z(O, 0) = ¢s. Como E é nao singular, entdo a reta tangente a F em

O é cy X + cgZ = 0. Também temos que a reta no infinito é Z = 0, assim devemos ter c; =0 e

portanto cg # 0. Se ¢4 # 0, entao realizamos a mudanca de variaveis Z =X+ z—jZ.
Substituindo Z = 0 em F(X, 1, Z), obtemos

F=cr4+c,X +eX? 4+, X3
Como O é ponto de inflexdo, entao (X, E)o > 3, logo co = 0. Assim, F fica

X+ 3 X?Z + s XY Z + s X2+ cgY?Z + oY Z? + c10Z°, s #0. (2.6)
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Observe que ¢; # 0, pois caso contrario o polinémio acima seria divisivel por Z. Queremos
que os coeficientes de X3 e de Y2Z sejam iguais a 1, entao vamos dividir (2.6) por ¢; e substituir

€1 .
Z por ——Z, assim obtemos E na forma
&

YVZ+a XYZ+a3YZ? = X + aeX?Z + ayX 2% + a5 Z°.
Por fim, temos que (iii) = (i), pois o ponto O é um ponto da ctubica dada em (ii).

O
Seja C uma cubica definida por

FX,Y,2)=Y?*Z+a XYZ +a3sYZ* - X — a;X*7Z — ay X 7% — ag Z°.
A desomogeneizagao de E em relagao a variavel Z é dada por
F.=Y*’+a, XY +a3Y — X3 —a,X? — ay X — ag,
ou seja, no plano afim, C pode ser vista como
Y2+ a XY + a3y = X° + ap X? + as X + as.

O ponto P = (0:1:0) € C é o ponto no infinito cuja multiplicidade é 3, pois tomando a
reta no infinito Z = 0, temos

(Z, C)p = (Z, F*)(O,O) = (Z,Z+ (ZlXZ + a3Z2 - X3 - CL2X2Z - CL4X22 - a6Z3) = 3.

Assim, P é um ponto de inflexao.
Quando for conveniente podemos fazer uma mudanca de varidveis e trabalhar com C numa

forma mais facil. No caso em que K = Q (isso pode ser feito sempre que a caracteristica de
K # 2 ou 3) fazemos

ai
X' =X, Y':Y+7X,Z':Z,
e eliminamos o termo X'Y' 7"
Renomeando as varidveis como X,Y,Z, podemos realizar uma nova mudanca de variaveis

X’:X+%, Y’:Y+%,Z’:Z.

Renomeamos novamente as variaveis como X,Y, 7 e realizamos uma nova mudanca de
varidveis e por fim eliminamos os termos em X? e Y, obtendo a equacao

Y2Z = X3 +aXZ?+ 073,

A proposicao a seguir nos ajudara a provar que com uma dada operacao no conjunto dos
pontos racionais de uma curva eliptica vale a lei associativa. Antes de passarmos a essa pro-
posicao vamos fazer um lema.

Lema 2.1 Sejam Py,..., Ps cinco pontos distintos, entdo existe uma conica Q (possivelmente
degenerada) que passa por eles.

Demonstracao: Sabemos que uma conica () tem equacao
aX?+bY? +cXY +dXZ +eYZ + f27, (2.7)

onde (a,b,c,d, e, f) # 0. Dados cinco pontos quaisquer, substituindo-os na equagao da conica
obtemos um sistema com cinco equagoes e seis incognitas. Isto pode ser representado por
uma aplicacao linear 7' : K¢ — K?®, cujo niicleo é cujo nticleo estd composto pelos pontos
(a,b,c,d,e, f) tais que os cinco pontos dados pertencem & conica definida por (2.7). Pelo
teorema do nucleo e da imagem, temos dimkerT" + dimImT = 6 e dimImT < 5, entao
dimkerT" > 1. Isto é, dados cinco pontos distintos quaisquer, existe uma conica () que passa
por eles. O
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Proposigao 2.2 Se duas curvas cibicas em P*(Q) se intersectam em nove pontos, entao toda
cubica que passa por oito desses pontos, também passard pelo nono ponto.

Demonstragao: Faremos o caso em que os pontos F;, ¢ = 1,...,9 sao distintos. Sejam E}
e F, duas ctbicas que se intersectam exatamente nos pontos Pi,..., Py e seja E uma cubica
que passa por Pi,..., Ps. Se E é dependente de E; e Fy, entao E = \{ Ey + Ay E», para algum
A, Ay € Q e portanto Py € E. Se E, E; e F5 sao independentes, entao A\, Ay, A3 podem ser
escolhidos de modo que F' = A\ E; + Ao Es + A3E passe por quaisquer dois pontos dados. De
fato, dados os pontos distintos A e B, (A1, A2, A3) pertence ao nicleo da transformagao linear
T : Q* — Q? definida pela matriz

(E1<A> Ba(A) E(A))
E\(B) Ex(B) E(B) )

Pelo teorema do ntcleo e da imagem, temos 3 = dim ker 74+dim ImT e além disso dim ImT <
2, entao existe ao menos um (Ay, Ay, Az) # (0,0, 0) no nicleo de 7.

Vejamos que a existéncia de F', satisfazendo as condi¢oes acima, levam a uma contradigao,
mas antes faremos algumas observagoes.

Observagao 2.1 (1) Vejamos primeiro que dos nove pontos P;, quatro nao podem estar em
uma mesma reta. De fato, pelo teorema de Bézout, uma reta e uma cubica sem com-
ponente comum (isto €, a reta ndo é uma componente da cibica) tem multiplicidade de
intersecao igual a 3, assim essa reta seria uma componente de Ey e Ey, mas essas duas
cubicas nao possuem componente comum.

(2) Também temos que sete desses pontos nao podem estar em uma mesma conica C, pois
pelo teorema de Bézout, uma conica e uma cubica sem componente comum se intersectam
em seis pontos, logo a conica e a cubica devem ter uma componente comum, mas E1 e Fs
nao tem componente comum, logo a unica possibilidade € que C = Ly U Lo, onde Ly C E;
e Ly C Ey. Observe que

CﬂElﬂEQ - (L1UL2)QE1QE2
- (leElmEg)U(LgﬂElmE2>
- (Ll HEQ) U (LQ ﬂEl)

Por hipotese Ey e Ey nao tem componente comum, entao
ICNE NEy) <|LiNEy+|LeNE|=3+3=6<T,
impossivel. Isso prova a afirmacdo inicial.
Vamos dividir nossa demonstragao em alguns casos:

(1) Suponha que Py, P5, Py estao em L. Afirmamos que existe uma unica conica que con-
tem os pontos Py, ..., FPs. Pelo lema 2.1, temos que existe uma conica que passa pelos
pontos acima. Vejamos agora que essa conica () é tnica. Suponha que exista uma outra
conica Q' passando pelos pontos acima, pelo teorema de Bézout temos que duas conicas
sem componente comum se intersectam em quatro pontos, assim ) e () devem ter uma
componente comum. Seja L' essa componente, isto é, L' C Q NQ', assim Q = L' U L; e
Q' = L'ULyeportanto QN Q" = (L'ULy)N(L'ULg) = L'U(Ly N Ly). Mas Ly N Ly tem
um ponto comum, logo L’ deve ter pelo menos quatro dos pontos P;, i =4,...,8, mas ja
vimos que isso nao pode ocorrer.
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(i)

(iid)

Seja A um ponto em L, distinto de P;, P, e P3 e seja B um ponto que nao estd nem
em (Q nem em L. Temos que F = ME] + A Fy + \3E contem P, ..., Py e podemos
escolher \i, Ao, A3 de modo que F contenha A e B. Observe que L serd necessariamente
uma componente de [F', pois intersecta F' em pelo menos quatro pontos, isto é, F' se
fatora como um polinémio de grau 1 e um polinémio de grau 2 (que pode ou nao se
fatorar). Isto é, FF = L U @Q", onde Q" é uma conica que pode ou nao se fatorar. Como
Py,...,Ps € Fe L contem Py, Py, P3, entao Py,..., Py € Q". Mas (Q é a tinica conica que
contem Py, ..., Py, logo Q" =Q e FF= LUQ. Mas isso nao pode ocorrer, pois B & ) e
B¢ L.

Figura 2.1: Caso (7)

Suponha que P, ..., Ps; sao pontos de uma conica (). Seja L a reta que passa por P; e
Ps;. Tomando A como um ponto de () e B um ponto que nao estd em () e nem em L
temos que ) deve ser uma componente de F', de fato, como E e () tém pelo menos 7
pontos em comum e pelo teorema de Bézout uma conica e uma ctibica sem componente
comum se intersectam em seis pontos, eqtéo Q@ e F' devem ter uma componente comum.
Seja L essa componente, entdo Q = LUL e F = LUQ (onde Q pode ou nao se fatorar),
assim QNF = LU (iﬂ@). Pelo teorema de Bézout, LN tem dois pontos de intersecio,
entao cinco dos sete pontos pertencem a Le portanto L passa por quatro dos pontos b,
mas isso nao é possivel, entao Le Q possuem uma componente comum, ou seja, z) - Q,
logo Q=LULCLUQ=F. Assim, F = QU L, onde Py, Py € L, ou seja, L = L. Mas
BeF=QULeB¢QeB¢ L. Contradicao.

Pg

Figura 2.2: Caso (i7)

Suponha agora que trés dos pontos P, ..., P nao se encontram em uma reta e que seis
dos pontos nao se encontram em uma conica. Considere L a reta que passa por P, e P
e () a conica que passa por Ps, ..., P;. Como L N F =4, entao L é uma componente de
F,assim F = LUQ. Como Ps,...,P; & L, entao Ps,...,Pr € Q, logo Q = Q. Assim,
F=LUQ, mas P € Q e Ps ¢ L. Absurdo.
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Figura 2.3: Caso (iii)

2.2 A lei de grupo

Sejam F uma curva eliptica e L C P?2 uma reta, como E tem grau 3, pelo teorema de Bezout,
L intersecta E em exatamente 3 pontos , digamos P, () e R. Observe que se L é tangente a F,
entao P, () e R nao sao distintos.

Considere P e () pontos da curva eliptica E e seja L a reta que passa por esses dois pontos.
Pelo teorema de Bezout, L intersecta a curva E em um terceiro ponto que sera denotado por
P % Q. Queremos introduzir uma lei de grupo sobre o conjunto dos pontos de E. Temos que
(E(Q),*) nao é um grupo, ja que nem sequer possui elemento neutro. Iremos definir a lei de
grupo da seguinte maneira:

Definigao 2.2 (Lei de composi¢ao) Sejam P,Q € E, L a reta que liga P e Q (a reta é tangente
a E se P=Q) e R o terceiro ponto de interse¢iao de L com E. Seja L' a reta que liga R e O,
entao P + Q) € o terceiro ponto de interse¢ao de L' com E.

Teorema 2.1 Sejam E uma curva eliptica sobre Q e O € E(Q), entao (E(Q),+) é um grupo
abeliano.

Figura 2.4: Lei de grupo

Demonstracao: Vejamos que + é comutativa, isto é, P + @ = ) + P. Temos que
PxQ=QxP,logo O*x(PxQ)=0x%(Q~*P).

Para ver que P+ O = P, considere L; a reta que passa por P e O, pelo teorema de Bezout
existe um terceiro ponto P x O € E'N Ly. Agora, seja Ly a reta que passa por O e por P x O.
Observe que Ly = L e o terceiro ponto em Ly que intersecta £ é o ponto P. Assim,

P=0%x(Px0)=P+0,

isto é, O é o elemento neutro de +.
Agora queremos determinar o inverso de um ponto () € E. Para isso tome L; a reta tangente
a cubica no ponto O e seja S o terceiro ponto de intersecao da curva E e a reta L.
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Figura 2.5: Elemento neutro

Seja Ly a reta que passa por () e S, entao existe um terceiro ponto em Ly N F, que chama-
remos de P, assim (Q x P = .S. Como a reta que passa por O e S é Ly, entao O xS = O, isto
é,

Q+P=0%(Q+P)=0x5S=0
e P é o inverso de Q).
Portanto, P = —Q).

Figura 2.6: Inverso de um ponto Q

Vejamos que + ¢ associativa.
Temos que
(P+Q)+R=0x((P+Q)*R),

P+(Q+R)=0%(Px(Q+R)).

Assim, devemos mostrar que (P + Q) x R = P (Q + R).
Considere as retas

e [, que passa por P, Qe Px() ;

e Ry, que passapor O, PxQ e P+Q ;

e [y, quepassapor P+ @, Re (P+Q)*R;
e Ry, que passa por ), Re () * R,

e [3, que passa por O, QxR e Q + R;

e R3, que passa por P, Q+ Re P*(Q + R).

Considere as cubicas E; definida pela uniao de L1, Lo e Lz e E,. definida pela uniao de Ry, Rs
e R3. Temos que

ENE ={P,Q,P+Q,R,(P+Q)*R,0,Q*R,Q+ R}.

Veja que E, passa por oito desses pontos, logo pela proposigao 2.2, F, passa também pelo
nono ponto, (P + Q) x R.
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Por outro lado
ENE ={0,PxQ,P+Q,Q,R,QxR,Q+ R, P,Px(Q+R)},

logo (P+Q)*R=Px(Q+R).

(P+Q)"R=P*(Q+R) R

Figura 2.7: Lei associativa

2.2.1 Formulas explicitas para a lei de grupo

Seja E/ uma cibica na forma de Weierstrass. Ja vimos que uma equacao nesta forma pode
ser transformada em uma equacao do tipo

Y?Z = X* 4+ AXZ? + BZ®.

Além disso uma curva eliptica na forma de Weierstrass possui o ponto O = (0 : 1 : 0).
Observe que uma reta que passa por esse ponto e por um ponto qualquer de P? é uma reta
vertical no plano afim. De fato, seja L : aX +bY +¢Z =0 e tome P = (z:y:1). O sistema

ar+by+c=0
a-0+b-1+c¢c-0=0

implica, ¢ = —ax, logo L : aX —axZ =0 e portanto L : X = x 7.
Queremos descrever algebricamente a adi¢ao de dois pontos P e () de uma curva eliptica
E. Vamos considerar as seguintes equagoes da curva eliptica (no plano afim):

Y?=X?+ AX + B, (2.8)

Y2+ a1 XY +asy = X2+ as X? + au X + ag. (2.9)

A reta que passa por O e por P = (z3,y3) é X = x3, intersectando essa reta com a curva
eliptica (2.8), obtemos
Y? =} + ax; + B,

isso implica Y2 = y3, assim temos (Y — y3)(Y + y3) = 0, portanto a reta X = x3 intersecta a
curva eliptica nos pontos O, (z3,ys3) e (x3, —y3).

Agora vamos fazer o mesmo para a curva eliptica (2.9). Intersectando a reta X = x3 com
essa ctbica, obtemos

Y2+ agx3Y + a3y = 353 + agxg + agx3 + ag,
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isso implica
Y2+ a1x3Y +aszY = yg + a1x3y3 + azys,

logo
(V2 = y3) + aras(Y — ys3) + az(Y — y3) = 0,

portanto (Y — y3)(Y + y3 + a123 + az) = 0.
Segue que a reta X = x3 tem os seguintes pontos de intersecao com a cubica:

0, (353, y3)’ (5133: —Y3z — a1x3 — (13)-

As figuras abaixo nos mostram o inverso de um ponto () e a adicao de pontos na cibica da
forma (2.8).

y
=(x,y)
X
(x,-y)

Figura 2.8: Inverso de um ponto @)

Q
-Q=

y

- P=(X.Y.)
P %i‘%mxm
N :
P1+P2=(x3,-y3)

Figura 2.9: Adicao de pontos de F

Sejam P = (z1,y1) e Q = (z2,92), pontos de uma curva eliptica E, pelo teorema de Bézout
existe Px @ = (z3,y3) € ENL, onde L é a reta que que passa por P e () e intersecta F nesses
pontos. Temos algumas possibilidades:

Y2 — U1
Lo — 1

(1) se x1 # 9, entao o coeficiente angular é dado por A = e L possui equacao

Y =ANX —x1) +u1.

i1) se x1 = X9 € y; = Yo, entao A é o coeficiente angular da reta tangente no ponto P. No
i Y1 = yo, entio \ & ficiente angular da reta tangent to P. N
caso em que E é dada pela equagao (2.9), temos

3at + 20971 + ay — ayyy
2y, + a1y + as

A

e no caso em que F é dada pela equacao (2.8), temos

3+ A

A
211

e L é dada também por Y = A\(X — 1) + y;.
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(7i1) se x1 = x9 € Y1 # Yo, entdo P+ Q = O.

Vamos encontrar as coordenadas de P + () quando a curva eliptica se encontra tanto na
forma (2.8), quanto na forma (2.9).

Caso em que a curva eliptica se encontra na forma (2.8):

Encontremos primeiro as coordenadas do ponto P x @), de acordo com (i) e (i7). Devemos
substituir a equagao da reta L em (2.8), ou seja,

(AX — Az +1)? = XP + AX + B,
o que implica
X3 NX2 4 (A4 2007 = 22) X + (B — 22X 42 2 —y3) =0

As raizes dessa cubica em X sdo as abcissas de P, Q) e P x (). Assim,
X3 NX2 4 (A4 2207 = 22y1) X + (B — 21N + 2211 — y1) = (X — 1) (X — 29) (X — x3).

Como

(X — xl)(X — l’Q)(X — 1’3) = X3 + (—1’1 — X9 — ng)XZ + (iUl.ﬁL'g + Xox3 + l'l)X — X1X9X3,

entao da igualdade de polinomios, temos \? = —x; — x5 — x3. Isto é,

T3 :)\2—.%1—1'2.
Temos ainda, y3 = A(z3 — 1) + y1, logo
P+ Q = (553, —y3> = ()\2 — X1 — Ta, —)\(.Tg — Il) — y1>

Caso em que a curva eliptica se encontra na forma (2.9):

Como antes, encontramos primeiro as coordenadas do ponto P* @, de acordo com (i) e (i7).
Substituindo a equagao da reta L em (2.9), obtemos

—XP+ (N Had—a) X2+ (201 N+ (a5 +2p1 —ar 1) A—as+ a1 1) X+
2N+ (—xyas —2x0 1) A —ag+yras+y7 = 0.
Um raciocinio analogo ao anterior nos fornece
133:)\2+a1/\—a2—131—$2
e além disso y3 = A(z3 — 1) + y1 e com isso obtemos
P + Q = (Ig, —Ys — a1z — ag) = ()\2 + (1,1/\ — a9 — 1 — T9, —A1T3 — A3 — )\(Zlfg — $1) — ?/1)
No caso (iii), temos que se P = (x1,y1) e Q = (x1,y2), com y; # ys, entdo a reta que liga

P e () é uma reta vertical e tem equacao X = x1, que em coordenadas projetivas tem a forma
X = x1Z. O terceiro ponto de intersecao dessa reta com E é o ponto 0. Assim,

P+rQ=0x0=0.
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Exemplo 2.1 Seja a curva eliptica Y* = X3 +1 e sejam P = (0,1), Q = (2,3) € E(Q).
Temos que o coeficiente angular da reta que liga P e QQ € X = 1. Assim,

LU3:)\2—$1—$2:12—0—2:—1,

y3:/\(x3—x1)—|—y1:1(—1—0)—|—1:0.

Logo, P+ @Q = (—1,0).
3¢+ A 3-02+0

Vamos obter agora P+ P. Nesse caso temos A = 5 =571 = 0. Também temos
que n
_ 9af + 6t A+ A —8uyyf 0
T3 = b) — Y
4y

ys = ANz — 1) +y1 = L.

Portanto, P+ P = (0, —1).
Observe que 3P = O, pois 3P =2P+ P = (0,—-1)+ (0,1) = O.

Figura 2.10: Curva eliptica £ : Y? = X3 + 1

2.3 Pontos de torcao

Dizemos que um elemento P do grupo F(Q) tem ordem m se

mP=P+P+---+P=0,

m vezes

e nP # O, para todo inteiro 1 < n < m. Se m existe, entao P tem ordem finita, caso contrario
dizemos que P tem ordem infinita. No exemplo 2.1, vimos que o ponto P = (0,1) é tal que
3P = O e tanto P quanto 2P sao diferentes de O. Assim, (0,1) é um ponto de ordem finita.

Vamos denotar por F(Q);.rs 0 subgrupo de tor¢ao de E(Q), isto é, o subgrupo de E(Q) dos
pontos de ordem finita. Simbolicamente,

E(Q)iors ={P € E(Q) | nP = O, para algum inteiro positivo n}.

Durante o século XIX muitos calculos foram realizados para encontrar a ordem dos elementos
de uma curva eliptica. Os valores obtidos por eles sempre eram um dos valores da lista abaixo

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 12.

Ninguém conseguiu encontrar uma curva E na qual F(Q) continha um ponto de ordem
11, 13 ou maior. Este resultado foi provado pelo matematico Barry Mazur em 1978.
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Teorema 2.2 (Mazur) Suponha que P € um ponto de ordem n em E(Q)os, entdo 1 < n < 10
oun =12. Além disso,

(1) E(Q)ors € um grupo ciclico de ordem 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 ou 12. Isto €,
E(Q)tors - <A1>

para algum ponto Ay que tem ordem 1,2,...,10 ou 12; ou

(17) E(Q)iors € gerado por dois elementos Ay e A, onde a ordem de Ay é 2,4,6 ou 8 e a
ordem de Ay € 2. Isto significa que

E(Q)tors - <A17 A2>7

onde as possiveis ordens de Ay e Ay estao acima.

O teorema a seguir também é bastante tutil para encontrar todos os pontos de torcao de
uma curva eliptica.

Teorema 2.3 (Teorema de Nagel-Lutz) Seja
Y?2 = X3 +aX?+bX +c,

uma cubica nao singular com coeficientes inteiros, a,b,c e seja A o discriminante da cibica
polinomial f(x),
A = —4d’c+ a®b® + 18abc — 4b° — 27¢”.

Seja P = (z,y) um ponto racional de ordem finita da curva eliptica. Entao x e y sdo
inteiros e temos y = 0 (neste caso P tem ordem 2) ouy | A.

Demonstracao: Ver [10], Chapter II, Section 5. O

Corolario 2.1 Nas condigoes acima, se P = (x,y) € um ponto racional de ordem finita com
y # 0, entao y* | A.

Demonstracao: Ver [9], Corollary 7.2. O

Exemplo 2.2 Considere a curva eliptica E definida por Y? = X3+ X — 2. O ponto (1,0) ¢é
um ponto de 2-torcao de E. De fato,

(1,0)+ (1,0) = O % ((1,0) x (1,0)) =0+ O = O.

Figura 2.11: E:Y?= X34+ X —2
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Exemplo 2.3 Seja E a curva eliptica definida por E : Y? = X3 4+ X + 2, entdo
E(Q)tors = {(_17 0)7 (17 _2)7 (17 2)? O}

Temos que
(—=1,0) 4+ (=1,0) = O % ((—=1,0) x (=1,0)) = O x O = O.
logo (—1,0) é um ponto de 2-tor¢ao.
O ponto P = (1,2) € um ponto de 4-tor¢ao. De fato, temos que 2P = (—1,0), pois
r3 =N —-21r,=1-2-1=—1,

Assim,
AP =2P +2P = (-1,0)+ (-1,0) = O.

Também temos que
(17 _2) + (17 _2) = (_170)7

logo 4(1,-2) = O.

Queremos ainda ver que os pontos acima sao 0s unicos pontos de tor¢ao de E(Q). Temos
que o discriminante A = —112. Pelo coroldrio 2.1, temos que um ponto (x,y) da curva eliptica
¢ de torgao, se v,y € Z, y = 0 ou y* | A. Como A = —112, entao os valores possiveis de
y sao: 0,£1,£2, 44, Paray = 0 e y = +2, obtemos os pontos acima. Para y = +1, a
cubica correspondente em x € 23 +x +1 =0 e para y = £4 a cibica correspondente em x €
22+ 2 — 14 =0. Ambas as cubicas nao possuem solucoes inteiras.

2.4 Curvas projetivas planas e divisores

Seja C uma curva projetiva plana sobre Q definida por um polinémio F' irredutivel, de grau
m. Um divisor D da curva C é uma soma formal de pontos da curva, isto é,

D= n,P,

onde P percorre todos os pontos de C e os inteiros n, sao zero, salvo em um numero finito de
pontos de C. O conjunto de todos os divisores de C formam um grupo chamado Div(C). A

soma
deg D = Z ny

¢ o grau de D.
G
Seja f uma funcao racional de C tal que f = I deg(G) = deg(H) = n e H nao é miltiplo
de F'. Podemos associar a f um divisor

Div(f) =Y _ordp(f)P,

PeC
onde ordp(f) = (F,G)p — (F, H)p. Pelo teorema de Bézout, temos
ZOpo(f) = Z(F,G)p - Z(F,H)p =nm —nm = 0.
Pec pec pec
O divisor de uma funcao racional sobre C ¢ dito divisor principal. O conjunto dos divisores

principais é denotado por P(C). Denotaremos ainda o conjunto dos divisores de grau 0 por
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Div°(C). Dizemos que dois divisores, D e D’ sao equivalentes se D — D’ é um divisor principal,
simbolicamente
D~ D' <= D — D' é principal.

Temos as seguintes inclusdes
P(C) C Din°(C) C Div(C),
definimos os grupos de Picard como
Pic(C) = Div(C)/P(C), Pic°(C) = Din"(C)/P(C)

(para mais detalhes sobre este assunto ver [6]).

O geénero de uma curva nao sera tratado neste trabalho, um texto sobre esse assunto pode
ser encontrado em [6], ainda assim iremos dizer o que é género de uma curva projetiva plana.
Seja C uma curva projetiva plana nao singular, o género de C é dado por

(degC — 1)(degC — 2)

9(C) = 5 :

Observe que uma curva projetiva plana de grau 1 ou 2 tem género 0 e no caso em que o
grau da curva é 3, temos que o género ¢ 1. Uma curva eliptica é uma curva de género 1 com
um ponto O € E(K).

Proposicao 2.3 Seja C uma curva projetiva nao singular de género 1 e seja O € C(K). A
funcao
P+ [P] - [0] : C(K) — Pic(C)

¢ uma bijecao.
Demonstracao:
Ver [6] pagina 35.

A bijegao C(K) — Pic’(C) define uma estrutura de grupo abeliano em C(K), que é deter-
minada pela condicao

P+Q=S<+=[P]+[Q]=[5]+]0].

Afirmamos que esta estrutura de grupo é a mesma que ja definimos conforme teorema 2.1.
Sejam P, @ € C(K) e suponha P+ @ = S com a lei de composicao ja vista. Considere também
L, a reta que passa por P e (Q e Ly a reta que passa por O e S, sabemos que L, e Ly tem
um ponto comum na intersecao com C, chamaremos esse ponto de R. Considere L; e Ly como

formas lineares em X,Y, Z e seja ¢ = L—l, entao ¢ tem zeros simples nos pontos P,Q) e R ¢
2

polos simples em O, S e R e portanto
Div(p) = [P]+ [Q] + [R] — [O] — [S] — [R] = [P] + [Q] — [S] — [O],

assim, [P] 4 [Q] ~ [S]+[0] e P+ Q = S, de acordo com a estrutura de grupo j& vista.

Observagao 2.2 Quando escolhemos um elemento neutro diferente O' € E(K) basta transla-
dar O, para obter a lei de grupo.
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2.5 Um exemplo interessante

Vamos encontrar uma férmula de duplicagdo de um ponto numa quartica.
Seja C; definida por
v =xt+ 2+t 1 (2.10)

Observe que os pontos (1,2),(1,—-2) € C;(Q), denotaremos esses pontos por Py e P_,
respectivamente. Considere também Cy obtida através da mudanca de variaveis

1 w
T = — [ —
u7 y u27
ou seja, Cy é definida por
w? = u* +u® 4 u+ 1 (2.11)

Observe que Py e P_ sao pontos de Cy e além disso (0,1) e (0, —1) também pertencem a
C,, denotaremos estes pontos por cot e oo™, respectivamente e serao chamados de pontos no
infinito de C}.

Considere a curva £ = C; UCy, onde um ponto (z,y) de C; é equivalente a um ponto (u, w)

deCosey =53¢ = % Através de uma mudanca de varidveis é possivel transformar este

tipo de curva em uma cubica no plano projetivo, um algoritmo para isso pode ser encontrado
em [8]. Isto é, a curva F ¢é isomorfa a uma curva eliptica e portanto seu conjunto de pontos
racionais possui estrutura de grupo abeliano.

Vamos calcular o divisor de z. Para isso fazemos x = 0 na equagao em (2.10), logo y = +1,
assim

Div(z) = (0,1)+(0,—1) — (00 +007)
= (0,1) — 00" +(0,—1) — 00" (2.12)

Calculemos agora o divisor de x — 1, isto é, fazemos x = 1 em (2.10), logo y = +2, assim
Div(z —1) = (1,2) + (1,-2) — (ccto0™) = P, + P_ — (00t 4+ 007).

Exemplo 2.4 Queremos obter a adi¢cao de pontos numa qudrtica, para iSS0 procuramos uma
pardbola f que se anula 3 vezes em Py, assim (f,C1) = Py + Py + Py + Q = 3P, + @, logo

Div(f) =3P, +Q — 2(c0™ + 007).
A pardbola [ deve se anular em Py, assim temos y — 2 = (x — 1)(ax + b), logo
y* = (z —1)*(az + b)* + 4(x — 1)(az + b) + 4.
Como y* = 2* + 2° + 2% + 1, entdo

(x — D(ax +b) + 4(x — 1)(ax +b) = z2*+2°+2> -3
= (z—1)(z° + 22% + 32 + 3),

logo (z — 1)(az + b)* = 23 + 222 + (3 — 4a)x + 3 — 4b e por fim obtemos
a’2® + (2ab — a*)z* + (b* — 2ab)x — b* = 2 + 22 + 32 — dax — 3 + 4b.

Da 1gualdade de polinomios seque que

a’® =1

2ab —a®> =2

b?> —2ab =3 —4a’
3—4b = —b?
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dai a®> = 1, assim —2ab = —3, portanto b* = 6 — 4a e por fim obtemos 3 — 4a = 4a — 6.
Dividindo x3 +2x* + (3 —4a)xr +4a— 6 por x — 1, obtemos como quociente x? + 3x + (6 — 4a)
e resto 0. Com isso temos

(z —1)*(ax +b)* = (x — 1)(2* + 32 + 6 — 4a),

portanto (ax + b)> = z* + 3x + 6 — 4a. Tomando v = 1, temos (a + b)? = 10 — 4a e de
3 —4b = 4a — 6 temos 9 = 4a + 40, entdoa—i—b— . Assim, 6= =10 —4a e temos a = g e
b= 05 Com 1sso temos que x =1 € raiz tripla e x = el € raiz simples.

64° 1 w 2145

Fazendo a mudanga de varidveis v = — = — na pardbola f =y — ((x —1)(ax+b) +2),
temos “ v

((——1) +b> +2) ,

portanto

— ((1 — u)(a + ub) + 2u?

f=2 )

Quando x = 0 temos 0s pontos no infinito com multiplicidade 2, logo

| 127 4608634 L

assim 3Py + Q = —2(o0t + 007).
Seja

g:y—((x—l)(a:c+b)+2
(z —1)?)

Temos que Div((x —1)?) = 2(P, + P_) — 2(co™ + 00™), entdo
Div(g) =3Py 4+ Q = 2(00" +007) = 2(Py + P) +2(00" +007) = P +Q — 2P

assim Py + Q) = 2P_ e seque que o inverso de P, — P_ é Q — P_.

A partir da definicao 2.2, encontramos uma formula para adicionar pontos em uma curva
eliptica, quando ela estd definida por uma cubica plana. No caso acima, a curva eliptica se
encontra definida por uma qudrtica. Se os coeficientes da curva eliptica na forma qudrtica
forem muitos grandes, eles podem ser maiores ainda quando essa curva eliptica for dada na
forma cubica e nesse caso os cdlculos da adicdo de pontos serao quase irrealizaveis. Assim,
dependendo do quao grande forem os coeficientes € mais conveniente trabalhar com a curva
eliptica na forma quartica, um exemplo claro disto serd dado no wltimo capitulo.
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Capitulo 3

Teoria dos Numeros

Neste capitulo apresentamos alguns resultados de teoria dos nimeros, falamos especialmente
sobre residuos quadraticos, tema de extrema importancia para o nosso tultimo capitulo. Um
resultado muito importante que sera demonstrado neste capitulo é sobre as condi¢oes para que
uma equacao do tipo ax? 4+ by? + cz? = 0 possua solucoes inteiras. Comecamos este capitulo
com o teorema de Legendre.

Teorema 3.1 (Legendre) Sejam a,b, ¢ inteiros livres de quadrados, primos entre si, dois a dois
e ndo todos do mesmo sinal. A equagdo ax®+by? +cz*> = 0 tem solugao (z,y,z) # (0,0,0) com
x,Y, z inteiros se, e somente se, —bc € quadrado modulo a, —ac € quadrado modulo b e —ab €
quadrado modulo c.

Demonstracgao:

(=) Vejamos que —bc é quadrado médulo a. Podemos supor que x,y, z sdo relativamente
primos dois a dois, pois se p é um primo tal que p | (z,y), entdao p? | cz?, mas c é livre de
quadrados, logo p | 2%, ou seja, p | z. Assim, (f—), %, i seria solucao da equacao.
Analisando a equagao médulo a, temos by? 4+ cz? = 0 (mod a), logo by? = —cz? (mod a).
Observe que z é primo com a, pois se p é um primo tal que p | a e p | 2, entao p | by?,
mas (a,b) = 1, logo p | y?, assim p | y. Absurdo, pois x,y, z sao relativamente primos
e portanto z é invertivel médulo a (vamos denotar o inverso de z médulo a por z71) e
temos (byz~')? = —bc (mod a).

De modo analogo, mostra-se que —ac ¢ quadrado médulo b e —ab é quadrado modulo c.

(«<=) Suponha sem perda de generalidade, a < 0,b < 0 e ¢ > 0. Por hipStese existem u, v, w € Z

tais que u? = —bc (mod a),v? = —ac (mod b) e w? = —ab (mod ¢). Assim, médulo a

temos que
by + ¢z = b H((by)? + bez?) = b ((by)? — u?2?)
b ((by —uz)(bu +uz)) = (y — b luz)(by +uz) (mod a).

az? + by? + c2*

Escrevendo Ly(x,y,z) =y — b luz e My(z,y,2) = by + uz, temos

azx’® + by + cz* = Li(z,y, 2)My(z,y,2) (mod a).

Analisando a equacao médulo b, temos

ar® + by +c2* = ar? + ¢’ =a ' ((ax)? + ac?) = a H((ax)? — v?2?)

a Y(ax —vz)(ax +v2)) = (r — a 'vz)(ax +vz) (mod b).
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Escrevendo Lo(x,y,2) = v —a vz e My(z,y,2) = ax + vz, temos

ax® + by* + c2® = Lo(w,y, 2)My(x,y,2)  (mod b).

Por fim, médulo ¢ temos

ar® +by* +c2* = ar? +by* = a ((ax)® + aby?) = o ((ax)? — w?y?)

= a Y(ar —wz)(az +w2)) = (r — a 'w2)(z +wz) (mod c).

Escrevendo Ls(x,y,2) = v — a 'wz e Ms(x,y,2) = ax + wz, temos

azx® + by* + cz* = Ls(,y, 2)Ms(x,y,z) (mod c).

Agora, procuramos uma forma linear L(z,y, z) = ax + By + 7z, tal que

L=L, (modb)

2)
L=1L, (moda)
(
L=L; (mod c)

Como isto deve ser valido para quaisquer x, vy, 2z, isto se resume a resolver os sistemas

a=0 (moda) =1 (mod a) v=-b"'u (mod a)
a=1 (mod b) =0 (mod b) v=—-a"'v (mod b)
a=1 (mod c) =0 (mod c) v=-atw (mod c)

como a, b, c sao relativamente primos dois a dois, temos pelo teorema chinés dos restos
que existem g, By, Yo, respectivamente, que é solucao dos sistemas acima modulo abc.
Esta forma linear satisfaz L = L; (mod a), L = Ly (mod b) e L = Lg (mod ¢). De modo
andlogo podemos obter também, M(z,y,z) = &'z + 'y + 'z, tal que M = M; (mod a),
M = M, (mod b) e M = M3 (mod ¢). Logo

azx® + by* + cz* = L(x,y, 2)M(z,y,2) (mod abc).

Considere agora todas as triplas (x,y,2) € Z?, com 0 < x < +/|bc], 0 < y < /|ac| e
0 <z < y/|ab|. Temos

(Lv/Ibel | + DL/ ]acl) + D([V]adl] + 1) > V/Jbel/laclv/]ab]
= /|a?b?*c?| = |abc| = (—a)(—b)c = abe,

pelo principio da casa dos pombos existem duas triplas distintas, (z1,y1, 21) € (2, Yo, 22)
com

L(z1,y1,21) = L(w2,Y2,22)  (mod abe) <= L(x1 — Z9,y1 — Yo, 21 — 22) =0 (mod abc).
Fazendo & = x1 — 29, Yy = y1 — Y2 € Z = 21 — 2o, temos

ai® + b + c2* = L(%,9,2)M(%,9,2) =0 (mod abc).
Note que (z,7,2) # (0,0,0), além disso a, b, ¢ sao primos entre si e livre de quadrados,
entdo \/|bc|, \/|ac| e \/|ab|] ndo sdo inteiros, logo |z| < \/|bc|, |y| < v/|ac| e |Z| < \/|abl,
ja que Z, 9, Z sao inteiros.
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Como |z| < 1/|be|, temos |bc| > 72, assim como |ac| > §*. Temos que a < 0,b < 0, logo
albe| < ai? e blac| < by?, assim

—2abe = albe| + blac| < ai? + by® < ai® + by + ¢z < c2* < c|ab| = abe.

Como abe | az? + by* + ¢z%, devemos ter az? + by* + ¢z* = 0 (o que resolve o problema)
ou az? + by? + cz* = —abc, nesse tltimo caso temos

0 = (aZ®+bj* + cz* + abe)(Z + ab)
= a(ZZ+ b)) +b(JZ — az)?* + c(Z* + ab)?,
que fornece a solugao (72 + by, jz — ai, 2% + ab), com 2%+ ab # 0 (pois 2% +ab > ab > 0).

O

3.1 Residuos quadraticos

Definicao 3.1 Seja p > 2 wm primo. Dizemos que um niumero inteiro a € um residuo
quadrdtico modulo p, se existe um inteiro x, tal que

2:

r=a (mod p).

Gostariamos de saber quantos residuos quadraticos modulo p existem, para isso considere
os ntimeros 1,...,p— 1 e sejam y; = 1%,i = 1,...,p — 1. Temos que

yi=vy; (modp) <= i*=3j* (modp)<=i’—;>=0 (mod p)
< (i—7)(i+j)=0 (modp)<=i=j (modp)oui=—j (modp).

Como 0 < 4,j < p— 1, entdo no caso em que ¢ = j (mod p) devemos ter i = j. No caso
;= —j (mod p), temos i + j = p, pois 0 < i+ j < 2p. Assim,

(p—1)* (mod p),

(p—2)* (mod p),

2 2
p—1 p+1
— ) = — mod p),
("57) =(*%")  moan
logo, ha ’%1 residuos quadraticos distintos médulo p. Temos ainda que 0 é um residuo
quadratico modulo p, entao existem 7%1 residuos quadraticos médulo p e existem ’%1 nimeros

que nao sao residuos quadraticos modulo p.

12

22

Definicao 3.2 Seja p um primo impar e a um inteiro qualquer. Definimos o simbolo de Le-
gendre por

a 1, septa ea éum residuo quadrdtico médulo p
(—) =< 0, sepla
p —1, septa ea nao é um residuo quadrdtico mddulo p

Proposicao 3.1 (Critério de Euler) Seja p > 2 wm primo e a um inteiro, entao

(9) =4’ (mod p).

p
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Demonstragao: No caso em que p | a, temos <1‘—;) = 0 e como a = 0 (mod p), entao

(%) = 4" (mod p).

No caso em que p 1 a, temos duas situagoes a considerar (—) =1le <]—J> = —1. Na primeira

situacao, temos que existe y € Z tal que y*> = a (mod p). Observe que pJ( poisp |y? —ae
pta. Assim, (y,p) = 1 e pelo pequeno teorema de Fermat temos y?~! = 1 (mod p) e portanto

az =1%)2 =y"'=1 (mod p).

Para o outro caso, considere a fungao f(x) = ' —T¢ Z/pZx], como Z/pZ é corpo, essa

~ , . 1 , . -1 ,
funcao tem no méaximo grau(f) = 5= raizes, por outro lado, sabemos que existem == residuos

o ~ . . p—1 . ; o
quadraticos nao nulos, os quais satisfazem a2 =1 (mod p), assim esses residuos quadraticos
~ . ~ , " ~ p=l
sao exatamente as raizes de f(z) e portanto se a nao for um residuo quadratico, entdo a2 nao

¢é conguente a 1 modulo p, mas como
At —1=(a"7 — 1)(@1%1 +1)ea”'—1=0 (mod p),
devemos ter 'z = —1 (mod p), pois p t a'z — 1. O
Teorema 3.2 O simbolo de Legendre é uma funcdo completamente multiplicativa, isto €,
ab a b
(5)-G)G)

Demonstracao: Pelo critério de Euler temos

() oo 2767 (2)(2)

como o simbolo de Legendre assume somente —1,0 ou 1, a congruéncia acima implica na

igualdade
(5)-G)6)
p p)\p)
Teorema 3.3 Para p um primo impar, temos

—1\_f1,sep=1 (mod4)
p ) | -1, sep=-1 (mod4)

Demonstracao: Pelo critério de Euler temos

—1 p—1
— | =(—=1) 2 (mod p).
() =0 odn)
Se -1 for par, entdo (%) =1 (mod p) e se I for fmpar teremos <_?1> = —1 (mod p).
No caso em que = é par, temos &= = 2k, logo p — 1 = 4k e isso implica p = 1 (mod 4). Se
21 ¢ fmpar, entao p21 =2k +1, isso 1mphca p—3 =4k, logo p=3 (mod 4). O

Teorema 3.4 Para p um primo impar, temos
2\ _ [ 1,sep=41 (mod8)
p) | —1,sep=43 (mod 8)
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Demonstragao: No caso em que p = +1 (mod 8), temos p = 8k =41, assim p* = 64k*+16k+1

e portanto ’% = 8k%+ 2k e isso mostra que ’% é par. Se p = £3 (mod 8), temos p = 8k +3,

logo p? = 64k? + 48k + 9, assiIQn Z% = 8k? £ 6k + 1 e portanto 1% é fmpar.
Vejamos que <%> = (—1)%. Temos que para i fmpar, p —i = i(—1)" (mod p) e para i
par, temos 7 = i(—1)" (mod p). Considere as congruéncias
p—1=1(-1)" (mod p)
2=2(—1)> (mod p)
p—3=3(—1)> (mod p)
4=4(-1)* (mod p)

t= p;l(—l)pT (mod p),

2
onde t = ;%1 se p%l é par, caso contrario t = p — pgl. Multiplicando membro a membro as
congruéncias acima obtemos
_ liop.qrst (P11
2-4-6---(p—1)=(-1) 3 ' (mod p). (3.1)
Temos que
—1 _ —1 L (p—1
2.4.6---(p—1)=(2-1)(2-2)- (2. L2 ) =25 (1.2... 2=} =9 (L2 )
2 2 2
e também temos que a soma dos termos da progressao aritmética 1 +2 + ...+ ;%1 é
n 2 8 .
Assim, substituindo em (3.1) obtemos
L (p—1 2, (p—1
o (L2 1= (- (222 )1 (mmod p).
2 2
Como ((p%l)!,p) =1, entao
p—1 P2
27 =(=1) 5 (mod p),
logo
2 - 2
(—) =2"7 = (=1)"s : (mod p).
p
Isto é, (%) = (—1)%. O
Observagao 3.1 Observe que 2(—1) = =2, logo se dois deles sao residuos quadrdticos moédulo

um primo impar, entao o terceiro também € um residuo quadrdtico modulo esse primo.

Proposicao 3.2 Seja p um primo impar. Se 2 e =2 (ou —1 e 2) sdo residuos quadrdticos
mddulo p, entdo p =1 (mod 8).
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Demonstragao: Como 2 é um residuo quadratico e p 1 2, entao (%) = 1 e nesse caso temos

p==+1 (mod 8). Também temos que —2 é um residuo quadrético, logo (%) =1 e como

)-C)G)

devemos ter <’71) = 1 e nesse caso p = 1 (mod 4). Observe que p = —1 (mod 8), implica
e

p=—1 (mod 4) e logo p =3 (mod 4). Assim, p sé pode ser congruente a 1 médulo 8. O
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Capitulo 4

Conjectura de Euler

4.1 Um pouco de historia
O ultimo teorema de Fermat diz que a equacao
2 +y"=2", n>3

nao possui solucoes inteiras. O caso n = 3 foi demonstrado por Euler, o que o motivou a
conjecturar no ano de 1769 que a equagao

Ap ok AL =AY (n24),

nao possui solugoes inteiras nao triviais.
Em 1966 os matematicos L. J. Lander e T. R. Parkin encontraram um contra-exemplo para

0 cason = 5,
27° 4+ 84° + 110° + 133° = 144°.

Foram feitas tentativas de buscar computacionalmente as solucoes inteiras para
A4+B4—|—C4:D4,

porém nao houve sucesso. Em 1988, usando técnicas de Geometria Algébrica e auxilio compu-
tacional, o matemético Noam D. Elkies (ver [2]) encontrou a primeira solug¢ao

2682440* + 15365639* + 18796760* = 206156732,

Posteriormente, Roger Frye (ver [4]) encontrou um menor contra-exemplo para o caso n = 4
da conjectura de Euler
95800* 4+ 217519* + 414560* = 422481,

Elkies exibiu varios contra-exemplos, dando uma construcao recursiva de infinitas solucoes

para
A4 4 B4 + 04 _ D4

em numeros naturais, A, B,C' e D primos entre si. Ele usou o fato de que buscar uma solugao
inteira para A* 4+ B* + C* = D*, ¢ equivalente a encontrar um ponto racional

A B (C
(T,S,t) = (:‘:E,i57i5) .

sobre a superficie r* + s* 4+ t* = 1.

51



4.2 O caso n =4 da conjectura de Euler

4.2.1 A superficie Sy : r* + st +t2 =1

Seja S, a superficie definida por f, onde f = r* + s*+¢? — 1. Observe que, se encontrarmos
um ponto racional (r, s, t), nesta superficie e se ¢ for um quadrado, entao encontramos um ponto
racional da superficie r* 4 s* 4+ t* = 1 e isto é equivalente a obter uma solucao inteira de

A'+ B*+C* = D"
A superficie Sy pode ser parametrizada por um feixe de conicas X, definida por
g = (u* +2)y* + (3u* — 8u + 6)x? + 2(u? — 2)z + 2u. (4.1)

Observe que para cada valor de u fixo, obtemos uma conica nas variaveis (z,y). Por isso é
que X ¢é chamado de feixe de conicas.

Definimos a parametrizagao i : X — S, da seguinte forma: dado (z,y,u) € X, escrevemos
U(z,y,u) = (r,s,t), onde

r=x+y,s=x—y (4.2)
(u? + 2)t = 4(u® — 2)2* + Sux + 2 — u? (4.3)

Lema 4.1 A aplicacao

'(bIX — 82

4(u* — 2)a® + Sux + 2 — u2)

— —
(2, y,u) (x+y,w Y, 210

¢ uma aplicacdo racional definida em X, exceto para u? + 2 = 0.

Demonstracao: A aplicacao 1 estd bem definida para u? + 2 # 0. Resta provar que se
(x,y,u) € X, entao ¥(z,y,u) € Ss.
Usando o maple [7], calculamos f(r,s,t) = f(¢(x,y,u)) e obtemos

2(y*u? + 2y? — 2u + 4z — 2zu® + 622 + 82%u + 32%u?) - g(x,y, u)
(U2 + 2)2

Como g(z,y,u) =0, entao f(r,s,t) =0. O
Queremos definir ¢ = ¢!, ou seja,

f(rv $>t) =

o(r,s,t) = (z,y,u).
De (4.1), obtemos uma equagao do segundo grau em u:
(4% + 32% + 22 )u + (=82 + 2)u + 622 — 4z + 2y* =0,

cujo discriminante é 4(1 — (2z* + 122%y* + 2y*)). Assim,

—2 + 822 £ 24/1 — (22* + 12222 + 2y4)
2(y? + 322 + 2z

—1 442 £ /1 — (22 + 1222y + 2y*)
312 +y? + 2x
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Para ¢ ser a inversa de v, devemos ter r =z +y e s = x — . Assim,

r+ s
r+s=2r—=ux= 5
r—s
r—s=2y=—y= 5

Queremos escrever u em funcao de r, s, t, logo devemos substituir x e y em (4.4). Temos

2

2 2
- 3
12022 = 12 (T a S) (T S) = S0 — 20282 + 5%,

4
1
20t =2 (T i S) = g(rA‘ + 4rs 4 67757 4 4rs® 4 s4),

2 4

4
— 1
2yt = (r 5 S) = g(r4 — 4135 + 6r?s% — 4rs® + s*),

22t + 120%% + 2yt = 1 + 57,

s [r—s 2_7’2—2r5+52
y - 2 - 4 )

s 3r?+6rs+3s°
= 1 ’
32+ +2e=r + s> +rs4r+s.

3z

Substituindo os valores encontrados em (4.4), temos

1+ (r+s)*+/1—(r*+st)
r24+s2+rs+r+s

1+ (r+s)3?*+t

r2+s24+rs+r+s

Escolhendo o sinal positivo para t , definimos

gbZSQ — X
(rs.t) r+s r—s —1+(r+s)?+t
o 27 2 'rP+s24rs+r+s/)’

Lema 4.2 A aplicagio ¢ : X — Sy, € uma aplicacao birracional, cuja aplica¢do racional
mversa € ¢ S — X. Esta aplicacao esta definida em todo Ss, exceto nos pontos que
satisfazem

P4+ s> +rs+r+s=0.
Demonstracgao:

e Primeiro, vejamos que ¢(S2) C X'. Com o auxilio do maple calculamos g(¢(r, s,t), obte-

mos
f(r,s,t)

r+s2+rs+r+s

g(l', Y, u) -
Como f =0, entao g = 0.
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e Vejamos que ¢ € a inversa de 1. Devemos mostrar que

QSO/I?Z}L)(I - ZdX/
pog, = ids,
Temos
r+sr—s —l1+(r+s)?+t
op)r,s,t) = , ,
(o 0) ) ¢( 2 2 2424 rs+r+s
— (T’,Sl,t/),
onde
, Tr+s n r—s .
T = =
2 2 ’
, Tr+s r+s
S = —_ = 8’
2 2
(st ) —14(r+s)+t 1t ()4t )
/ 4(<ﬁ> —2) +8(m)$+2— <ﬁ>
= .

—14+(r+s)2+t 2+2
r2+s24rs+r+s

a
Usando o maple, obtemos t' = 7 onde

a = —1+8trs® + 8tr’s + 8rts + 4ts> — 2r°s — r*s® + 2t%s + 25t + 853 tr + 125272

4t — 2 — 2% — O 4 At — O+ 2rs + %+ 27t + st 4 1% 2t 4+ 1257 4 22 — 2
b=1—2t+3r*+3s* +12+85%r+ 25t + 835+ 12r2s% + 2tr? + 8rs> +4drst +4r> + 45> + 8r2s.

Temos que
a—th = —(t+r’—1+2rs+s)(r'+s'+t7—1)
. t,_t_a—tb_—(t+r2—1—|—27‘5+52)-f
b b '

Como f =0, entao t’ = t.

Vejamos agora que ¢p o) = Idy.

4(u? —2)+38 9 _ 2
(po)(z,y,u) = ¢($+y,a¢—y, (u );+u;g+ u)

 (rtytr—y xt+y—c+y o
B 2 ’ 2 ’
= (z,y,v)

1+ (r+s)?+t
r24+s24+rs+r+s

a
Temos que v’ = . Substituindo 7, s e t, obtemos u' = 5 onde

a = 2u(—u + 42°u + 4z), b= (u*+2)(32* +y* + 27),
assim
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a —ub = —u(y*u® + 2y* + 2u — 4o + 2zu® + 3r*u® — 82%u + 62%) = —ug.

Como g = 0, entao v’ — u = 0, logo v’ = .
O

Queremos reescrever (4.3) com coeficientes inteiros. Desejamos fazer o mesmo para g = 0,
onde g esta definida em (4.1). Para isso considere a involucao abaixo:

Lema 4.3 A aplicacdo
c: X — X
2
(xvyau) — <_xay7__)
u

¢ uma involucao de X, isto é, 0®> = Idy. Em Ss, a involucdo correspondente é

TISQ — 82
(T,S,t) — (—S,—’f‘,—t),

(4.5)
pois ToY = oao.
Demonstracao: Vejamos que o é de fato uma involucao.
2 —2
(UOU)(«%%U) =0 —37,3/7—; = _(_x)aya__g = ('xayau)'
Isto é, 02 = Id.
Seja (z,y,1) € X ¢ (x,y,u) = (1, 5,1)
Vejamos que ¢(o(z,y,u)) = (—s, —r,—t) = 7(r,s,t) = 7(¢Y(z,y,u)). Temos
lo(z,y,u) = P(=z,y,—2/u)
= ( $+y,—$ yat/>
= (=s,-nt),
onde . 6
PN i
5 +2
Com auxilio computacional obtemos t +t' = 0, logo t' = —t e portanto
lo(z,y,u) = 7(o(z,y, u)).
O

Seja (z,y,u) € X uma solucdo racional de X, entao existem p, ¢ € Z,p,q # 0, mde(p, q) = 1,
tais que u = g. Se 2 1 p, entao pelo lema 4.3, temos o(z,y,u) = (—z,y,u) = (—x,y, —2—‘1 é

p . . a - —2q 1L
também um ponto racional do feixe de conicas X'. Observe que —— tem numerador multiplo de
p
. . - . C e - . 2m
2. Assim, se X’ possui solugoes racionais, existird uma solugao racional (x, y, u), tal que u = —,
n
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com m,n € Z nao nulos e mdc(n,2m) = 1. Em particular, n serd impar. Substituindo u em
g = 0 temos

4m? 4m?* 16 4
(A 2) = (o0 2 - 2 6) 2o (0 -0 - oy
n n n n

e multiplicando por ”72, obtemos

(2m? + n?)y* = (—6m?* — 8mn + 3n?)z? — 2(2m* — n?)z — 2mn (4.6)
Substituindo agora, u em (4.3), obtemos
(2m? + n?)t = 4(2m* — n?)2? + 8mnx + (n? — 2m?).
Definicao 4.1 Dado um nimero inteiro k # 0 definimos

(7) S(k) como o maior inteiro cujo quadrado divide k;

k
S(k)*

(i) R(k) =

Exemplo 4.1 Sejam k; = 24 e ky = —36, temos ky = 23 -3 = 22-2-3, logo S(ky) = 2 ¢
R(ky) = 6. Para ko, temos ky = —62%, logo S(ky) =6 e R(ky) = —

Note que dado um numero k que apresenta fatoragao k = pi* - p5? - ... - p™. Entao,
R(k) = pi* - p> - ... pP onde
5, = 0,se2|aq
ol 1,se2t oy
Antes de passar ao resultado que nos dé condi¢oes para que a conica (4.6) tenha infinitos

pontos racionais, precisamos do lema a seguir.

Lema 4.4 Sejam m,n inteiros, com n impar e (m,n) = 1. Entdo, m,n,2m? + n?,
2m? — 2mn +n? e 2m? — dmn + n? sdo relativamente primos dois a dois.

Demonstracao: Sabemos que (a,b) = 1 = (a,¢) <= (a,bc) =1 e (a,b) = (a,b — ka), onde
(a,b) denota o maximo divisor comum entre a e b.
Vejamos que o mdc entre niimeros acima € 1.

(a) (n,2m?+n?) = (n,2m*+n*> —n-n) = (n,2m?) =1, pois (2,n) =1 e (m,n) = 1.

2m? +n ,m)—le(2m +n*n)=1.

)
(b) (n,2m? —2mn + n?) = (n,2m?* — 2mn +n? — (=2m + n)n) = (n,2m?) = 1.
(¢) (n,2m? —4mn +n?) = (n,2m? — 4mn + n? — (—4m +n)n) = (n, 2m?) = 1.
(d) (m,2m?+n?) = (m,2m?* +n? — (2m)m) = (m,n?) = 1.
(e) (m,2m? —2mn +n?) = (m,2m? — 2mn + n® — (2m — 2n)m) = (m,n?) = 1.
(f) (m,2m2 — dmn +n?) = (m, 2m? — 4mn +n2 — (=2m + 4n)m) = (m, n?).
(9) EZm +n2,2m? — 2mn + n?) = (2m? + n?, —2mn) = 1, pois (2m? +n?2) = 1,

(

2m? 4+ n?,2m? — 4mn + n?) = (2m? + n?, —4mn) = 1.

(h)
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(i) (2m? —2mn +n?,2m? — 4mn +n?) = (2m? — 2mn +n?, —2mn) = (2m? +n?,2mn) = 1.

O

Lema 4.5 Sejam m,n inteiros, com n impar e (m,n) = 1. Os nimeros 2m? + 2mn + n?,
2m? — 2mn + n?,2m? + n? e 2m? — n? sdo relativamente primos dois a dois.

Demonstragao: Pelo item (g) do lema 4.4, temos que (2m? + n?%,2m? — 2mn + n?) = 1.
Vejamos que (2m? + n?,2m? + 2mn + n?) = 1. De fato,

(2m? + n?,2m* + 2mn + n?) = (2m* + n? 2mn) = 1,

pois (2m? +n? 2) =1, (2m? +n* m)=1e (2m?* +n? n) = 1.
Também temos

(2m? —n? 2m* + 2mn +n?) = (2m® —n? 2mn 4 2n?) = (2m® — n?, 2n(n +m))
= (2m* —n*n+m)=(2m*> —n*—2m(n +m),n +m)

= (—n(n+2m),n+m)=n+2mn+m)=(—m,n+m) =1
Por fim, temos

(2m* —n? 2m* — 2mn +n?) = (2m* —n? 2n* — 2mn)

= (2m? —n*2n(n—m)) = 2m* —n’*n—-m)=1

Observacao 4.1 Sejam a,b inteiros com (a,b) = 1 e considere também suas fatorag¢oes em
produto de primos distintos, isto €,

a:pf‘l...pg’“,b:qfl...qfl.
Temos que R(a) = pi'...p)*, onde v; = 0, se2 | oy ey = 1, se 2 t ;. E temos

Rb)y=¢q0...¢" , onde 6, =0, s¢2|B; e, =1, se 21 ;.

Como a-b:p‘f‘l...pgkqfl...qfl, entdo

R(ab) = pI* ... pj*d* ... q/' = R(a)R(b).
Observe que se p € primo, temos p = R(p). Assim,
R(a) = R(p") ... R(pi"),
onde
R
Lema 4.6 A cénica (4.6) tem infinitos pontos racionais (x,y), se e somente se,
R(2m? +n?) , R(2m? — 4mn + n?)

sao ambos produtos de primos congruentes a 1 modulo 8.
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Demonstragao: Vamos colocar (4.13) na forma
aX? 4+ bY? 4 cZ% =0,

onde a, b, ¢ sao inteiros livres de quadrados, nao todos do mesmo sinal e relativamente primos
dois a dois. Para isso, tome X = 2mn + (2m? + n?)z, entao

X2 = (2mn?) +4mn(2m® — n?)z + (2m? — n?)*2?
= 2mn(2mn + 2(2m* — n 2)z) + (2m?* — n?)2? (4.7)
De (4.13) temos que 2(2m? — n?*)z = —(6m?* — 8mn + 3n?)z? — 2mn — (2m? 4+ n?)y?, assim

substituindo em (4.7) temos

X2 = 2mn(2mn — (6m?* — 8mn + 3n?)z? — 2mn — (2m? + n?)y®) + (2m? — n?)*a?
= —2mn(2m?* + n?)y® + (=2mn(6m* — 8mn + 3n?) + (2m* — n?)*z?
= —2mn(2m* + n?)y? + (dm* + n* — 12mn — 6mn® + 12m*n?)2?
2

= 2mn(2m?* + n?)y* + (2m? — 2mn + n?)(2m?* — 4mn + n?)z?.

Vamos tomar X? = —aa?y? + b3%z%, onde a = R(2mn(2m? + n?)), a = S(2mn(2m? + n?)),
b = R((2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?)) e B = S((2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?)).
Chamando Y = ay e Z = pz, temos

X2 +aY? b7 =0, (4.8)

nas condicoes desejadas. J& vimos que para n impar (ver proposigao 4.4) temos que m, n, 2m? +
n?,2m? — 2mn +n? e 2m? — 4mn + n 2 sao relativamente primos dois a dois. Pelo teorema 3.1,
temos que a equagao (4.8) possui solugao inteira nao trivial se, e somente se, —a é um quadrado
modulo b e b é um quadrado médulo a. Assim,

—a=c* (modb), b=d* (moda).

Como (2mn(2m?+n?), (2m? —2mn+n?)(2m?* —4mn+n?)) = 1, entao (a?,b) =1 e (8% a) = 1.
Assim,
—2mn(2m* +n?) = (ac)®  (mod b) e
(2m? — 2mn +n?)(2m?* — 4mn +n?) = (Bd)* (mod a).
Como b = R((2m? —2mn+n?)(2m? —4mn +n?)) e (2m? — 2mn+n?,2m? —dmn +n?) = 1,
entdo pela observacao (4.1), temos que

b= R(2m?* — 2mn + n®)R(2m* — 4mn + n?).

E claro que todo primo na fatoracio de R(2mn(2m?2 + n?)) e R(2m? — 4mn + n?) divide
—R(2mn(2m? + n?)) — (ac)? (pois b | —2mn(2m? + n?)) — (ac)?). Isto é, —2mn(2m?* + n?) é
um quadrado médulo cada primo que divide R(2mn(2m? + n?)) e R(2m? — 4mn + n?).

Também temos

a = R(2mn(2m? +n?)) = R(2m)R(n)R(2m* + n?).

Observe que todo nimero impar é um quadrado médulo 2, por isso pede-se que o niimero
(2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) seja um quadrado médulo cada primo que divide R(m),
pois se isso acontecer, esse niumero serd um quadrado médulo cada primo que divide R(2m).
Devemos pedir agora que (2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) seja um quadrado médulo cada
primo na fatoracao de R(m), R(n) e R(2m?* + n?).

Trés dessas condicoes sempre ocorrem:
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(i) (2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) é congruente médulo m ao quadrado n?, isto é,
2m? — 2mn + n?)(2m?* — 4mn + n?) = n* (mod n).

(
(
(it) (2m?* — 2mn + n?)(2m?* — 4mn + n?) é congruente médulo n ao quadrado 4m?, ou seja,
(2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) = 4m* (mod n).
(i17) —2mn(2m?* + n?) = (2m?* — n?)? (mod 2m?* — 2mn + n?). De fato,
—2mn(2m?* 4+ n?) — (2m? —n?)? = —4m* +4m*n® —n* — 2mn(2m? + n?)
= (2m? —2mn + n?)(—2m?* — 4mn — n?).
A préxima condicao diz que
(iv) (2m? — 2mn + n?)(2m?* — 4mn + n?) deve ser um quadrado médulo cada fator primo de
R(2m?* + n?). Como
(2m? — 2mn + n?)(2m? — 4mn + n?) = 2(2mn)*>  (mod 2m?* + n?),
(pois (2m? — 2mn + n?)(2m?* — 4mn + n?) — 2(2mn)? = (2m? + n?)(n? — 6mn + 2m?)),
entao esse nimero deve ter 2 como residuo quadratico. Também temos —2 como residuo
quadrdtico, pois n? = —2m? (mod 2m? + n?) e (m?,2m? + n?) = 1.
v) Como —2mn(2m” +n”) = —2(2mn mod 2m~ — 4mn + n”) (pois —2mn(Z2m” +n”) +
C 2 2m? 2 2(2 2 d2m? —4 2 s —2 2m? 2

2(2mn)? = —2mn(2m? —4mn+n?), entao —2 é um residuo quadratico médulo cada fator
primo de 2m? — 4mn + n?.

Para ver que 2 também ¢ um quadrado mdédulo cada fator primo de 2m? — 4mn + n?,
observe que 2m? — 4mn +n? = 2(m — n)? — n? e portanto,
2(m —n)* =n® (mod 2m?* — 4mn +n?).

Como os residuos quadraticos de cada um desses primos sao —2 e 2 , entao pela proposicao
3.2, todos esses primos devem ser congruentes a 1 médulo 8. O

Exemplo 4.2 Seja (m,n) = (2,1), o que implica u = 4. Temos S(2m? +n?) = S(9) = 3, logo
R(2m?+n?) = 3 = 1. Além disso, S(2m* —4mn+n?) = S(1) =1 e R(2m? — 4mn +n?) = 1.
Assim |, estao verificadas as condi¢oes do lema 4.6.

Substituindo (m,n) = (2,1) em (4.6), obtemos a conica

9y® = —112% — 14z — 4. (4.9)
Observe que o ponto (x,y) = (—%,%) ¢ solugdo da equagao acima. Assim, (z,y,u) =
(—%, %, ), obtemos (r,s,t) = (%’ %7 g).

Vamos obter uma parametrizacao a partir do ponto (x,y) = (—
de inclinacao g, que passa por esse ponto. A equacdao dessa reta

substituindo em (4.9) temos

), considerando a reta

11
26 k k41 -
¢y = 3+ . Assim,

1
4

1 17
(K +11)2% + (K* + k + 14)z + k;2+§k:+z = 0.
Dai obtemos a parametrizacao

k* 42k +17  k*+6k—11
(x7y): - :

2k2+22 7 6k2+66
Com isso uma solucdo para r* + s* +t2 =1 ¢
(r,5,1) = (2k2 + 6k +20 k% +31 4(2k* — 3k? + 28k* — T5k + 80))
o 3k2+33 7 3k?+4 33’ (3k% + 33)? '
Em geral, quando u satisfaz a hipdtese do lema 4.6 encontramos r e s de grau 2 et de grau
4 com quadrado no denominador.
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4.2.2 A superficie S :r* + st +tt =1
Para encontrar uma solucao racional (r, s, t) de
sttt =1 (4.10)

devemos resolver r* + s +t? = 1 com a restricao adicional de que %t seja um quadrado. Pelo
realizado anteriormente, temos que

r=r+Yy,s=2—Y; (4.11)
(2m? + n?)y® = —(6m* — 8mn + 3n?)z* — 2(2m? — n*x — 2mn); (4.12)
+(2m? + n*)t* = 4(2m* — n?)a® + 8mnx + (n® — 2m?); (4.13)

onde m,n sao inteiros relativamente primos e n é impar.
Exemplo 4.3 Facamos por exemplo, (m,n) = (0,1). Obtemos
y? = =327 4 2, (4.14)

+t2 = —42% + 1 (4.15)

O ponto (0,0) € um ponto da primeira conica. A reta que passa por (0,0) e cujo coeficiente
angular € k, fornece a sequinte parametriza¢ao para (4.14):

g — (2 2%
DY T\ Rr3 e +3)

Substituindo o valor acima em (4.15) temos

2
TNy G 1o 16
k2 +3 k* 4+ 6k2+9

Com a nova varidvel z = (k* + 3)t, temos
+27 =K'+ 6k - T.

FEssas sao duas curvas de género um com o ponto racional (k,z) = (1,0). Sdao portanto
curvas elipticas. Para obter a forma de Weierstrass associada, realizamos a mudanca de coor-
denadas

4
k=41
17X’
8Y
7=\
(1FX)?
Para 2> = k* + 6k> — 7, substitua k =1 — 4 ez = L Assim, encontramos
’ - X (1—x) ’

Y2=X34+X+2

4 8Y
Para —z* = k* 4+ 6k?, substitua k = 1 — T X ez = m Logo,

Y2=X>+X—2.
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A curva Y? = X3 + X — 2 tem os pontos racionais: (1,0), ponto de 2-tor¢do e o ponto no
infinito. Jd a curva Y? = X3 + X + 2 possui os pontos racionais: (—1,0), ponto de 2-tor¢ao,
(1, 2), pontos de 4-tor¢ao e o ponto no infinito. Para ver que esses sao os unicos pontos de
torcio da curva Y? = X3 + X + 2, consulte o ezemplo 2.5.

Tomando por exemplo, Y? = X3 + X + 2 e o ponto (1,2), temos k = —1 e portanto
(x,y) = (%, —%) Substituindo o valores de x e y na parametrizagao de Sy, temosr =0, s =1

et = +1. Na verdade para qualquer uma das curvas elipticas acima e seus pontos racionais
obtemos os valores 0,4+ — 1 para as varidveis r, s, t. Portanto, essa nao foi uma boa escolha de
m en; uma boa escolha de m en deve fornecer uma curva de género um com um ponto racional
e que gere solugoes nao triviais para Sy. Para diminuir nossas escolhas de m e n, usamos o
lema 4.6 e o lema a sequir.

Lema 4.7 A cénica (4.13) possui infinitos pontos racionais (x,t) se, e somente se,
R(2m?* — 2mn +n?), R(2m* +n?) e R(2m?+2mn + n?)
sao todos produtos de primos congruentes a 1 modulo 8.

Demonstragao: Seja X = 4mnz + (n? — 2m?). Temos

X? = (4mnx)*+ 8mnx(n* — 2m?) + (n* — 2m?)?

= (n® —2m?)(8mnx + n* — 2m?) + (4mn)*z?
Somando e subtraindo 4(2m? — n?)x?(n? — 2m?), temos

X% = (n® —2m*) (8mnx + n® — 2m? + 4(2m* — n?)2?) — 8m*n’2? + 16m*2?
+ 4n*z? — 8n*m22® + 16m*n s’
= (n? —2m?)(8mnz +n* — 2m? +4(2m* — n?)2?) + 4(4m* + n*)2?
= F(2m? — n?)(2m? — nHt* + 4(2m?* — 2mn + n?)(2m* + 2mn + n?)

Assim, X? = Fao’t? + 4b3%2?, onde
a=R(2m* —n®)2m* +n?), a=S(2m’ —n’)2m*+n?)),

b= R((2m* — 2mn + n?)(2m? 4+ 2mn +n?)) e B = S((2m* — 2mn + n?)(2m* + 2mn + n?)).

Chamando Y = at e Z = Sz, temos X? £ aY? — 4bZ% = 0. Observe que
(2m? — 2mn + n?)(2m? + 2mn + n?) = 4m* + n* > 0, logo b > 0, assim o sinal dos coeficientes
da equacao acima nao sao todos iguais. Além disso, 2m? — 2mn +n?, 2m? 4 2mn +n?, 2m? +n?
e 2m? —n? sao relativamente primos dois a dois ( veja lema 4.5) e logo (a,b) = 1. Pelo teorema
3.1, a equagao acima tem solucao inteira nao trivial se, e somente se, +a é um quadrado médulo
4b e 4b é um quadrado médulo a. Assim devemos ter

4 4 4

m—2n = (mod 4b) = F4m* —n* = (ac)® (mod 4b),
o

pois (a?,4b) = 1, logo F4m* — n* deve ser um quadrado médulo cada primo que divide
R(2m? — 2mn + n?) e R(2m? + 2mn + n?).

Também devemos ter
4 4 4 4
%) =d*> (moda) = (Bd)* (mod a),
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logo 4m™* + n* deve ser um quadrado médulo R(2m? — n?) e R(2m? + n?). Como
4m* —n* =2(2m*)?* = —2n*4  (mod 2m? & 2mn + n?),
entao 2 e —2 devem ser resfduos quadraticos de cada fator primo de R(2m? 4 2mn + n?). As

congruéncias acima de fato ocorrem, pois

4m* —n* — 8m* = —4m* —n* = —(2m? — 2mn + n?)(2m* + 2mn + n?),

4m* —n* + 2n* = (2m? — 2mn + n?)(2m> + 2mn + n?).

Temos
4m* +n* = 4m* +n* — 2m* +n?)(2m? — n?) = 2n*  (mod 2m?* + n?),
4m* +nt — 2m? +n?)? = —(2m? +n?)?  (mod 2m?* + n?).

Assim, 2 e —1 devem ser residuos quadraticos de cada fator primo de R(2m? + n?). A
condicao que resta é sempre satisfeita, pois

4m* +n* = (2mn)?  (mod 2m? — n?).

Observe que os residuos quadraticos de cada fator primo dos nimeros acima sao —2, —1 ou
2, logo pela proposicao 3.2, todos esses primos devem ser congruentes a 1 modulo 8. O

Os lemas 4.6 e 4.7 nos fornecem condigoes para que as conicas (4.6) e (4.13), respectivamente
tenham infinitos pontos racionais. Observe que a existéncia de pontos racionais nessas conicas
sao condigoes necessarias para haver pontos racionais na curva eliptica.

Exemplo 4.4 Vejamos que (m,n) = (4,—7), satisfaz as condi¢oes do lema 4.7. Temos
2m? —2mn+n? = 137, 2m?+2mn+n?* = 25 e 2m?+n? = 81, assim R(2m?* —2mn+n?) = 137,
R(2m?* 4+ 2mn +n?) = 1 e R(2m? + n?) = 1. Como todos esses primos sio congruentes a 1
modulo 8, entao a conica

+81¢* = —682” — 224 + 17,

tem infinitos pontos racionais. Substituindo (m,n) = (4,—7) em (4.12) obtemos
81y? = —467x° + 34z + 56.

Essas duas equagoes nao tem solucao comum. De fato, vejamos que a primeira equagao faz com

que x tenha denominador nao divisivel por 5. Suponha t = %, (t1,t0) =1, x = o (x1,m9) = 1.
Temos ) )
t
+81- = —68°L — 22472 417,
logo

+81t205 = —68x7t5 — 224x 12015 + 172513,

Suponha que 5 | x2, entao 5| x1 (pois (x1,29) = 1). Como 5 | £81t323, entao 5 | —68x3t3,
mas 51 —68 e 512, logo 5 | ty. Sejam a e B a maior poténcia de 5 em x4 e ty respectivamente.
Assim,
+8112525%* = —6812t,5%° — 224w, 7515557 + 1755155275,

1850 implica
520 (£8112552) = 5°7(—68a2L,° — 224555 + 17751552,

Como 2 ¢ —681‘%{22 — 224555% 4+ 1745t,5%%, entdo o = . Assim,

181125, = —68a2y” — 224555% + 1756257
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Mdodulo 5 esta equacgao fica
+t17,% = 223t,  (mod 5),

logo +2 € um quadrado maodulo 5. Absurdo.
Também temos que
+81t* = —687* — 2247 + 17 (mod 5)
— 4+t = 227 —4r+2 (mod 5)
— +t* = 2(z—1)? (mod 5).

Se 51 t, entao 51z — 1, logo (%) =1, o que € absurdo. Logo 5 |t eb5 | z — 1, assim
xr =5x+ 1 e portanto

—467x% 4 34z + 56 = —116753% — 4500% — 377 = —2 (mod 5).

Assim,
81y* = —2  (mod 5),
mas —2 nao é um residuo quadrdtico mddulo 5. Portanto, as equacoes 81y? = —467x% 4342456
e £81t2 = —682% — 224z + 17 ndo ocorrem simultaneamente.

4.3 O contra-exemplo para A* + B*+ C* = D*

Como nao obtivemos sucesso com (m,n) = (4,—7), vamos tentar outros valores de m
e n. Vamos tomar agora (m,n) = (8,—5). Temos R(2m? — 2mn + n?) = R(233) = 1,
R(2m? + 2mn + n?) = R(73) = 1 e R(2m? + n?) = R(153) = 17. Observe que todos esses
nimeros sao congruentes a 1 médulo 8. Substituindo (m,n) = (8,—5) em (4.12) e (4.13),

obtemos
153y% = —7792% — 206z + 80, +£153t? = 4122% — 3202 — 103.

3 1
Observe que (z,y) = <ﬂ’ E) ¢ uma solucao racional da primeira curva. Considere a reta

que passa por esse ponto e tem coeficiente angular 3 istoé, r:y= %x — 1—’“4 + %. Substituindo

y na equacao da primeira curva, obtemos

51 17 153 51 15663
17k? 2 —— k4 =k 42 — k- —k - ——=0.
(17k* 4+ 779)x +( - + - + 06)a:+ T 03 196 0

Resolvendo esta equacgao em relagao a x, obtemos

3 B 51k? — 34k — 5221

DT T Tk £ 19)
Assim,
k | (17k? 4 7558k — 779
y = —1‘2 _ — + _— = —
3 14 42 42(17k% 4+ 779)
Isto nos fornece uma parametrizacao de 153y? = —77922 — 206z + 80. Observe que tomando

y positivo, também temos uma parametrizacao; para os préximos calculos iremos considerar y
dessa forma.

51k% — 34k — 5221
Substituindo x(k) =

14(17k2 + 779)

na segunda conica, obtemos

+29988(17k>+779)%1% +8646880k" — 1160624k> + 533984960k — 264928816k — 17200608704 = 0.
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Multiplicando esta equacao por 6—18 , temos

+21%(17k* + 779)%t? = —4(31790k* — 4267k + 1963180k* — 974003k — 63237532).  (4.16)
Médulo 3, o lado direito da equagao (4.16) fica

—4(31790k* — 4267k + 1963180k — 974003k — 63237532) = 2(2k* — K>+ kK> +k —1)
E*— 3K —k* +2k+1
(k* —k—1)* (mod 3)

Isso mostra que para manter x e t racionais, devemos escolhar o sinal positivo em (4.16).
Facamos agora a mudanca de coordenadas
k+2 3(17k? + T79)t

X="12 v=
7 14

9
Observe que Y2 = 1—(17l<:2 + 779)2t%, logo 196Y? = 9(17k* + 779)%*t*, assim
212(17k? 4+ 779)%*t* = 7% - 196Y. Com o auxilio do maple, o segundo membro de (4.16) apds a
mudanca de coordenadas fica

—305311160X* + 354781364X> — 53934143 X 2> + 277065796 X + 211576120.

Finalmente obtemos a equagao
Y? = —31790X* + 36941.X° — 56158 X2 + 28849.X + 22030. (4.17)

Com auxilio computacional buscamos (X,Y’) racionais satisfazendo (4.17), essa busca re-
tornou

1 1
(xX.y)— (3L 8073178
467" 4672

k+2 1151
Como X = il , entao k = —%. Substituindo k£ em z(k) e y(k), temos
2685720 10739600

68718017 YT T 20615673

Devemos substituir ainda x e y na parametrizacao dada para a superficie Sy, logo

( ) 18796760 2682440 15365639
r,s,t)=(— .
o 206156737 20615673 20615673

Assim, obtemos o primeiro contra-exemplo para a conjectura de Euler, que é
2682440" + 15365639 + 18796760" = 20615673".

Este contra-exemplo foi dado por Noam D. Elkies em [2].

4.4 Obtendo mais solucoes racionais para r* + s* +t* =1

Queremos obter mais pontos racionais para (4.17) a partir dos pontos conhecidos

_ (31 30731278
=7\ 467 4672
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Observe que a curva eliptica (4.17) ¢ da forma Y? = quartica(X), entdo um processo
analogo ao que fizemos no exemplo 2.4, nos fornece a adicao de pontos de E. Lembre que
devemos encontrar a e b tal que a pardbola Y = aX? + bX + ¢ tenha um ponto de intersecao
tripla com E no ponto Py, isto é, dado Py = (Xo, £Yp), temos Y — Yy = (X — X)(aX + ),
logo

Y= (X — Xo)*(aX +b)* — 2Y5(X — Xo)(aX +b) + Y.

Substitua Y2 em (4.17) para obter a e b e com isso encontrar a raiz desejada. Definindo

Y (X = Xo)(aX + D) 4
9= (X — X, )2 ’

calculamos Div(g) e assim conseguimos encontrar o ponto —@Q = —(P, — P_). Para nossa
curva eliptica de interesse os resultados obtidos (conforme [2]) foram

937766474523
o =
467 - 15365639’

_2096569897386251210893331
f=- 2 - 153656393 ’
2096569897386251210893331
B 2 - 153656393 ’

, _ 334937219677623362815466
153656393 ’
~1076124066222818157529571
°= 2 - 15365639° ’

a partir do qual encontramos a coordenada X de —()

127473934493966820221865642313563283
129759559485872431282952710668698569

a =

e assim conseguimos a segunda solucao para A* + B* + C* = D*
A = 1439965710648954492268506771833175267850201426615300442218292336336633,

B = 4417264698994538496943597489754952845854672497179077898864124209346920,
C' = 90339645577482532388059482429398457291004947925005743028147465732645880,
D = 9161781830035436847832452398267266038227002962257243662070370888722169.

Para decidir se conseguimos infinitas solugoes racionais a partir dos pontos P, e P_, devemos
mostrar que () = P, — P_ é um ponto de ordem infinita, isto é, () nao é um ponto de torcao,
pelo teorema de Mazur, precisamos calcular n@), para n = 2,...,10 e n = 12. Isso serd um
tanto quanto trabalhoso e nao sera feito neste trabalho.
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