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Resumo

Nosso objetivo é formular uma demonstracao para o Teorema da Média usando métodos
de andlise classica. Para isto estudamos alguns resultados que nos serviram como base
tedrica, como por exemplo, o Teorema de Estabilidade de Liapunov. Além disso, aplicare-
mos o Teorema da Média a um sistema fisico com dois graus de liberdade, que é composto
de uma massa Unica com acoplamento nao-linear e excitacao paramétrica. Com isso, a
investigacao de existéncia e estabilidade de érbitas peridédicas neste sistema, reduz-se ao
estudo da estabilidade de pontos de equilibrio do sistema médio. Tal estudo foi feito com
o auxilio do Critério de Routh-Hurwitz.
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Abstract

The aim of this work is to formulate a demonstration for the Averaging Theorem using
classical analysis methods. In order to do that we studied some results that was used as
the theoretical basis, such as the Liapunov Stability Theorem. Moreover, we will apply the
Averaging theorem to a physical system with two degrees of freedom, wich is composed by
a single mass with nonlinear coupling and parametric excitation. Thus, the investigation
of the existence and stability of periodic orbits in this system is reduced to studying the
stability of equilibrium points of the average system. This study was made using the
Routh?Hurwitz stability criterion.
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INTRODUCAO

Neste trabalho estudaremos, por meio do Teorema da Média, um sistema de massa unica
com excitagao paramétrica no sistema primério e um acoplamento nao-linear expresso pe-
los termos de segunda ordem na equagao diferencial. Dizemos que um sistema oscilatorio
esta sujeito a uma excitacao paramétrica quando suas oscilagoes sao influenciadas pela
variagao periodica de algum de seus parametros o que no nosso caso ocorrerd devido a
excitacao cinética do suporte.

Este tipo de sistema surge em varias areas da fisica e da engenharia, por exemplo:

e Dispositivos em mecatronica, assim como em estruturas inteligentes, como por exem-
plo, rolamentos magnéticos controlados ativamente.

e Materiais ferroelétricos imersos em campos elétricos alternados. Tais materiais sao
amplamente utilizados na producao de dispositivos eletronicos modernos.

Esses dispositivos estao normalmente associados a outros fenomenos nao-lineares, dai
a importancia de explicar bem sua natureza para o melhor desempenho de suas fungoes.

Para estudar o sistema fisico em questao vamos primeiramente, no capitulo 1, apre-
sentar alguns teoremas e defini¢coes da teoria bésica de equacoes diferenciais ordinarias,
juntamente com alguns resultados de andlise classica que serao necessarios para o desenvol-
vimento da teoria de estabilidade apresentada no capitulo 2. Toda essa teoria preliminar
serd usada para demonstrar o Teorema da Média no capitulo 3 e com isso estudar de-
talhadamente o sistema fisico no capitulo 4. Os calculos computacionais assim como o0s
graficos apresentados neste trabalho foram feitos utilizando o software Maxima, a Com-
puter Algebra System. Version 5.25.1 (2011). http://maxima.sourceforge.net/, que é um
software livre e de cédigo aberto.

Murilo Rodolfo Candido
Uberlandia-MG, 18 de Fevereiro de 2014.



CAPITULO 1
TEORIA PRELIMINAR

Neste capitulo vamos introduzir algumas definigoes e resultados preliminares fundamentais
para o estudo criterioso do Teorema da Média, que sera apresentado posteriormente.

1.1 Existéncia e Unicidade

O principal intuito deste trabalho é estudar a existéncia e a estabilidade de solugoes
peridédicas para uma certa classe especifica de equacoes diferenciais, neste contexto, é
natural que o primeiro resultado a ser apresentado seja o de existéncia e unicidade de
solugoes para equacgoes diferenciais. Ja o segundo teorema aqui apresentado tem uma
caracteristica mais técnica e serd usado para provar o Teorema de Liapunov um pouco
mais adiante no texto.

Teorema 1.1 Seja U C R x R™ um aberto e f : U — R™ uma func¢do de classe C*.
Considere a sequinte E.D.O

T = f(t,x). (1.1)
Entao:

i) Para cada ponto (to,zo) do dominio U, existe uma solu¢io v = @(t) para (1.1)
definida no intervalo r1 <t < ry, que satisfaz a sequinte condicao de valor inicial

©(to) = zo.
ii) Considere duas solugoes para (1.1), x = (t) definida no intervalo aberto J; e

x = x(t) definida no intervalo aberto Jo. Sety € JyNJy e p(t1) = x(t1) entao estas
solucoes sao idénticas em J1 N Jy.

Demonstragao. Veja [8], capitulo 1, Teorema 2. m
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Teorema 1.2 Assuma as hipdteses do Teorema 1.1. Seja ¢ uma solucao da equagao
(1.1) definida no intervalo maximal (m_,m.). Entao a aplicacio g(t) = (t,(t)) tende
para a fronteira de U quando t — m4. Isto €, para todo compacto S C U existe um
ey > 0 tal que, se t > my — e, entao g(t) ¢ S. Analogamente existe um €_ > 0 tal que
g(t) ¢ S sempre quet < m_ +¢e_.

Demonstracao. Veja [8], capitulo 4, secdo 24. m

1.2 Equacoes Lineares com Coeficientes Variaveis

O estudo de Equacoes Diferenciais Lineares é importante, nos dias de hoje, basicamente
por duas razoes. Primeiramente, as técnicas utilizadas para lidar com estas equacoes,
especialmente no estudo da estabilidade de suas solugoes, conferem analogias que podem
ser utilizadas para estudar equacoes diferenciais nao-lineares. Além disso, veremos pos-
teriormente, que uma vasta classe de equagoes diferenciais podem ser “linearizadas”, isto
é, poderemos estudar caracteristicas de equacoes diferenciais nao-lineares por meio das
aproximacoes lineares do campo vetorial. Esta secao também possui carater introdutorio,
de modo que todos os resultados aqui apresentados, incluindo o Teorema 1.13 estao de-
monstrados, em detalhe, em [8]. De modo geral, as equagoes diferenciais lineares tem a
forma & = A(t)x + B(t) onde, A(t) = (a?(t)) e B(t) = (b'(t)) sendo cada uma das funcdes
a;'- (t) e b'(t) continua em um dado intervalo de tempo para todo 1 < i, j < n. No entanto,
serd suficiente ao que se segue tratarmos de equagoes lineares homogéneas definidas da
seguinte forma:

Seja A : R — R™, a aplicacdo definida pela matriz A(t) = (a’(t)) onde a’(t) é continua
para todo 7,5 = 1,2, ...,n. Considere o sistema linear

T = A(t)z. (1.2)

Vamos estabelecer uma série de defini¢oes e propriedades que serao uteis nao sé para
o estudo de equacgoes lineares, mas para a teoria de modo geral.

Definicao 1.3 Um conjunto de solugoes de (1.2), p1(t),...,0:(t), t € I, é dito linear-
mente dependente se existem constantes cy,...,c, nao todas nulas tais que crp1(t) +
. + o (t) = 0 para todo t € I. Caso contrdrio dizemos que o sistema de solugioes €
linearmente independente.

Definicao 1.4 Se um conjunto de solucoes

Pr(t); s on(t)

¢ linearmente independente e n € a ordem de A(t), entdo dizemos que este € um sistema
fundamental de solugées para (1.2).

A proposicao abaixo nos mostra que um sistema fundamental de solugoes gera o espaco
das solugbes das equagoes do tipo (1.2).



Proposicao 1.5 Toda equagao diferencial do tipo (1.2) admite um sistema fundamental
de solugoes. Além disso, se o(t) € uma solugcio e {pi(t),....,0n(t)} € um sistema fun-
damental de solugdes para (1.2), entdo existem constantes ¢y, ..., ¢, tais que o(t) =
c1p1(t) + .o + cupn(t).

Demonstragao. Veja [8], pagina 129. m

Munido de um sistema fundamental de solu¢des podemos escrever todas as solugoes
de uma dada equagao linear, isto faz desse conjunto uma ferramenta indispensavel para
determinar as propriedades gerais dessas solugoes. A fim de simplificar a notacao convém
escrever o sistema fundamental de solugao por meio de uma matriz.

Definicao 1.6 A matriz

pr(t) - et
O(t) = L : (1.3)
er(t) - en(t)

n, formam um sistema fundamental de

onde @;(t) = (@i(t), ..., ¢} (t)), com 1 < j <
o de (1.2).

solucoes, € chamada de matriz soluca

Consideraremos agora o caso onde a matriz A(t) tem coeficientes T-periédicos. Con-
sidere a equagcao

T = A(t)z, (1.4)

onde A(t +T) = A(t), ¥t € R. Do estudo deste caso, obtemos resultados que nos
serao tteis quando formos tratar do caso geral de equagoes diferenciais com o lado direito
T-periodico.

Seja X = ®(¢) uma matriz solucao de (1.4), chamamos de uma matriz fundamental
de ®(t), a matriz constante C' definida conforme a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 1.7 Seja X = ®(t) uma matriz solugao da equagao (1.4). Entao existe uma
matriz C' constante (ndao-singular) tal que ®(t +T) = &(t)C.

Demonstragao. Veja [8], pagina 144. m

Os autovalores da matriz fundamental podem, como veremos nas secoes posteriores,
nos fornecer informacgoes sobre a estabilidade de solucoes de classes de equacoes diferen-
ciais.

Defini¢ao 1.8 Dizemos que A é um nimero caracteristico de multiplicidade k de (1.4),
se A é um autovalor de multiplicidade k de uma matriz fundamental C'.

Note que definimos os valores caracteristicos da equacao diferencial e nao de uma
matriz fundamental, isso decorre do fato de que todas as matrizes fundamentais sao
conjugadas, logo seus autovalores sao os mesmos para qualquer matriz fundamental.
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Proposicio 1.9 Seja ®(t) e ®(t) solugées para (1.4) onde C e C sio suas respectivas
matrizes fundamentais. Entdo existe uma matriz constante P tal que

C =PCP.

Demonstragao. Veja [8], pagina 145. m

O Teorema 1.13 abaixo, foi demonstrado por Liapunov, e consiste no principal resul-
tado desta secao. Segundo este teorema toda equacao diferencial T-peridédica linear, pode
ser estudada a partir de uma equagao linear com coeficientes constantes, através de uma
transformagao S(t) definida a seguir.

Definigao 1.10 As equagoes lineares T-periddicas © = A(t)r e y = B(t)y sdo ditas
equivalentes se exite uma transformagao x = S(t)y, com S(t) T-periddica e nao singu-
lar, que transforma a primeira equagao na sequnda.

Note que se substituirmos x = S(t)y na primeira equagao diferencial da defini¢ao
acima, teremos

= (S(t) + S(t)A(t)) S=L(t)y.

Portanto se B(t) = (S(t) + S(t)A(t)) S71(t), segue a equivaléncia das equagdes.
A préxima proposicao simplifica a forma de verificar a equivaléncia entre duas equagoes
relacionando este conceito com a igualdade de suas matrizes fundamentais.

Proposicao 1.11 As equagoes diferenciais & = A(t)z e y = B(t)y sao equivalentes se,
e somente se, existem ®(t) e W(t) matrizes solugoes respectivamente de © = A(t)x e
Yy = B(t)y com a mesma matriz fundamental.

Demonstragao. Veja [8], pagina 145. m

Observacao 1.12 A propriedade acima e a Proposi¢ao (1.9) mostram que se duas equagoes

diferenciais sao equivalentes entdo elas tem os mesmos nimeros caracteristicos.
Portanto, se duas equagoes sao equivalentes, toda informacao que dependa dos auto-

valores sao partilhadas por ambas equacoes, isso implicard na possibilidade de se estudar
a estabilidade das solugoes de uma equacao, através das solucoes de outra equagao, equi-
valente a primeira e, por vezes, mais simples de ser analisada. E exatamente isso que
afirma o seguinte teorema.

Teorema 1.13 Toda equacio & = A(t)r com A(t) T-periddica, € equivalente a uma
equacio § = By onde B é uma matriz constante. Se A(t) for uma matriz real com
periodo T entao esta equacao, se considerada com periodo 2T, € equivalente a equacao

y = By

onde a matriz By € constante e real, e a matriz S(t) que leva & = A(t)r em y = Byy
também € real.

Demonstragao. Veja [8], pagina 146. m



1.3 Lemas e Resultados Técnicos

Veremos agora algumas definigoes e resultados técnicos que serao usados no decorrer do
texto. Considere a equacao diferencial

w(t) = f(t,z(t)) (1.5)
e seja x(t) uma solucao de (1.5).
Lema 1.14 x(t) serd T-periddica se, e somente se, x(0) = x(T).

Demonstracao. (=) Imediato.
(<) Considere o Problema de Cauchy

Deste modo teremos que x(t) e z(t + 1) sdo solugoes para o mesmo problema de Cauchy,
e pela unicidade de solugoes temos que x(t) = z(t+ 7). m

T
Lema 1.15 x(t) satisfaz a condi¢io x(0) = x(T) se, e somente se, / f(t,z(t))dt = 0.
0

Demonstracao.
Para demonstrar esse lema basta reescrever a solu¢ao z(t) na forma,

z(t) = x(0) +/0 f(s,z(s))ds. (1.6)

(=) Por hipétese temos que z(T") —x(0) = 0. Por outro lado, usando (1.6) temos que,
T
z(T) — z(0) :/ f(s,z(s))ds. Portanto,
0

/OT f(s,z(s))ds = 0.

(<) Usando novamente (1.6), temos que z(7T) = z(0) + /T f(s,z(s))ds = 0. Como
0
/T f(t,z(t))dt = 0, temos que z(T) = x(0). m
0

Lema 1.16 Considere a Equagdo Diferencial Ordindria © = f(t,x). Seja z(t) uma
solugao desta equagdo, entao a solug¢ao z(t) é T-periddica se, e somente se,

/OT F(t,x(t))dt = 0.

Demonstragao. A demonstracao desse lema segue diretamente de 1.14 e 1.15. m
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Defini¢ao 1.17 Seja T € L(R",R") um operador linear, a norma uniforme de T é
definida como sendo

|T|| = maz{|Tx|; x € D} onde D= {x e R";|z| <1} (1.7)
sendo |.| : R" = R a norma euclidiana.

A existéncia do valor maximo, na definicao acima, se deve a compacidade de D e a
continuidade de T : R™ — R". A norma uniforme possui as seguintes propriedades:

Lema 1.18 Seja T € L(R",R") e ||.|| a norma uniforme, entao:
a) Para todo x € R" vale que |T'(z)| < ||T| |x].
b) ST < [ISI|- (1Tl -

¢) Para todo m € N wale que ||[T™|| < ||T||™.

Demonstracao. Ver [4]. m

A propriedade (a) é particularmente importante para obter uma estimativa dos auto-
valores de T'. Note que, se v € R" é um autovetor associado ao autovalor A de T', entao
esta desigualdade garante que |T'(v)| = |Av| < ||T|| |v| e portanto |A| < ||T']|. Sendo assim,
o moédulo de qualquer autovalor de um operador linear é menor ou igual a sua norma.

Sabemos que, fixada uma base de R", os elementos de L(R",R") sdo as matrizes, de
ordem n, com coeficientes reais. Além disso, pode-se provar que a aplicagdo determinante,
det : L(R",R") — R ¢ continua em L(R",R"). Este fato serda usado posteriormente.

O lema seguinte fornece uma caracterizacao por séries para inversa de matrizes reais.
Este resultado seréd utilizado em varias demonstragoes posteriores.

Lema 1.19 Seja A € L(R",R"™), invertivel e tal que |I — A|| < 1. Entao

AT =D (1 - Ak (1.8)
k=0
Demonstragdo. Primeiramente vamos mostrar que Z(I—A)k converge. Como ||I — A <

k=0
1 temos que dado € > 0 existe um ng € N | Vny,ny > ng tal que, pelo Lema 1.18 c,

n2

> (I - A

k=nq

<> u- A< (1.9)

k=nq

n

Logo S,, = Z(I — A)*, também € de Cauchy e portanto a série Z([ — A converge.
k=0 k=0

Considere agora a matriz C € L(R",R") tal que C = Z(I — A)*. Por outro lado, note
k=0



que

AT A (T = (1= A 3T - A)
k=0 k=0
— i(] — A — Y (I — Akt
k=0 k=0
=[(I-A°+(T-A) '+ + (1 —- A"

(I = A+ (I = A2+ (T — A"

=I— (I - A"
Quando n — oo temos que (I — A)"*' — 0. Como ||(I — A)nH” < || — A|", seque da
hipétese que lim (I — A)"™ = 0.
n—oo
Logo
— ; _ ANk
AC =A lim (Z(I A) )
k=0
= lim (A > I- A)k>
n—00 Pt
= lim (I — (I —A)"")
n—oo
=1 — lim (I — A)"*™!
n—oo
=I.
Portanto C = A™', ou seja, A™' = Z(I — A =
k=0

Uma das questoes fundamentais, no estudo de estabilidade de solugoes de equagoes dife-
renciais, é saber quando solugoes, passando por pontos arbitrariamente proximos, seguem
proximas uma das outras durante um certo intervalo de tempo. Para simplificar a notagao
ao tratarmos desse problema, vamos introduzir a noc¢ao de Ordem, como segue abaixo.

Definicao 1.20 Sejap: R x U x RT — R"™, onde U C R". Dizemos que p é de ordem
e se existem ¢y e €g tais que |p(t,x,e)| < coe para todo (t,x) € Rx U e 0 < e < &.

1
Indicamos isto por p = O(e). Dizemos que p = O(e) numa escala de tempo t ~ —, se
€

c
existem ¢; > 0, cg > 0 e g1 > 0 tais que |p(t,z,e)| < c1€ para todo v € U, 0 <t < 2 e
€
0<€<€1.

Outro resultado bastante utilizado no texto é a Formula de Taylor com resto Integral.

Teorema 1.21 Seja f : U — R"™ uma aplicacdo, de classe CP*', e [a,a+v] C U definida
no aberto U C R™. Entao

flat) = Fla) + Flahot 5 (@ + oo 5 FPa)? + 1y o). (1.10)
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onde

p—1 1
=5 (Gt) @ ¢ i =5 [0 a s e

| ‘p+1

(p+1)!

rp(v)

= 0.
o ol

Neste caso temos que existe M > 0 tal que |r,| < e portanto hm

Demonstragao. Ver [6], capitulo 5 se¢io 4. m

Vale a unicidade da Férmula de Taylor, se f : U — R" é p vezes diferencidvel no ponto
a € R™e, paracadai =1,2,--- ,pédada uma aplicagao i-linear ¢; : R™ x---xR™ — R",
de tal modo que

fla+v)= +Z !4,0@1) + rp(v) (1.11)

com lim = (V) =0, entdo ;.v' = f(i)(a).vi paratodoi=1,--- ,petodov € R™

v—0 |U‘p
A seguir temos o Lema de Gronwall que estabelece uma importante estimativa utili-
zada na demonstracao de varios resultados sobre equacoes diferenciais ordinarias.

Lema 1.22 Sejam u, v e ¢ fungoes continuas definidas em R. Suponha que c(t) > 0 em

t
[0,t], se c(t) € diferencidvel, e v(t) < c(t) +/ u(s)v(s)ds entio
0

t
u(t) < c(0)elo u@ds 4 / d(s) [efs WW} ds. (1.12)
0

Demonstragao. Seja P(t) = c(t) + /Otu(s)v(s)ds, portanto P'(t) = ¢(t) + u(t)v(t).

Dai, substituindo v(t) temos por hipdtese que
P'(t) < (t) +u(t)P(t). (1.13)
Disto seque que

P'(t) —u(t)P(t) < (t).

Multiplicando ambos os membros da equagao acima pelo fator integrante efﬂt(_“(s))ds, po-
demos reescreve-la

<P(t)€_ fot u(s)ds)l < Cl(t)e— fot u(s)ds‘

integrando a equacao de 0 a t obtemos

t
P(t)e” Jou)ds _ p(0) < / (w)e Jo s gy,
0



Usando o fato de que P(0) = ¢(0) e multiplicando tudo por e} “*)% teremos a desigualdade
t
P(t) < C(O)efo u(s)ds eo u(s)ds / c’(w)e_ IS u(s)dsdw,
0

ou seja,

t
P(t) < C(O)efo u(s)ds +/ c’(w)efw u(s)dsdw.
0
Note que v(t) < P(t), e portanto

t
v(t) < C(O)efo u(s)ds +/ c'(w)efw u(s)ds gy, (1.14)
0

O lema a seguir é uma ferramenta muito util para estudar o comportamento dos auto-
valores de operadores lineares arbitrariamente préoximos e sera utilizado adiante no texto.
A demonstracao seguinte é diferente da prova apresentada em [7] pagina 58.

Lema 1.23 Seja L € L(R",R"). Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que, se T € LR",R") e
|T — L|| <0 entdo para cada A no conjunto dos autovalores de T existe A, no conjunto
dos autovalores de L, de modo que ‘)\ — )\‘ <e.

Demonstragao. Suponha que o lema acima seja falso. Portanto, dado L € L(R" R")
e £ > 0, vamos supor que para qualquer § > 0, existe Ty € L(R",R") com ||Ts — L|| < 0
e \s um autovalor de Ty, tal que para qualquer autovalor de L, denotado por A, vale a
relagao ‘)\ — X5| > €.

Sendo assim, tome 0 = —, se identificarmos Ts e T},, para cada n € N teremos que
n

1 _
T, € L(R",R") com ||T,, — L|| < —, de modo que existe um autovalor A, de T,, tal que
n

para qualquer autovalor A de L, vale a relacao ‘)\ — Xn‘ > €.
Vejamos que a sequéncia {)\,}, estd contida em um conjunto compacto. De fato, para

1
todo n € N vale que ||T,, — L|| < — < 1. Por outro lado, ||T,|| = |7, — L+ L| <
n

T, — L|| + || L]|, substituindo a primeira desigualdade na segunda temos ||T,,|| < 1+ || L]|.
Além disso, segue da observacgao feita sobre o Lema 1.18 (a) que {Xn‘ < ||T5.||; e dai temos
que ‘Xn‘ < 1+ |/L| para todo n € N, e com isso temos que todos os A, estdo contidos no
disco de centro na origem do plano complexo e raio 1+ ||L]].

Logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia {\,z} conver-

gente, portanto existe um X tal que A = lim Ang -
N —r00

Com isso, vamos definir uma nova sequéncia {ay} tal que

ap = det(Ihn, — Th,), (1.15)

€como Xnk ¢ autovalor de T, temos que a; = 0 pra todo ny.
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Portanto, como L = lim T, , usando as propriedades de limite temos que
N —r00

nllinoo ([Xnk o Tnk ) = nllinoo ([Xnk ) o nELnOO (Tnk )

=IN—1L,

segue da continuidade do determinante que

Jimay, = det <n£iinoo (I, — Tnk)> (1.16)
= det(IX — L). (1.17)

Contudo, lim a,, =0, pois {a,, } é a sequéncia constante nula. Sendo assim, temos
Np—>00

que A é um autovalor de L. Além disso, temos que \,; converge para A, logo existe um

nk, € N tal que Xnko —X‘ < €. O que é um absurdo, pois X”ko é autovalor de Ty, €

1
T, — LH < — e por hipdtese detém a propriedade
Ny

L(R™ R™), que satisfaz a relagao ‘

de que ‘/\ — Xnk()’ > ¢ para qualquer autovalor A de L. m

A seguir temos a Féormula de Variagao de Parametros, que serd aplicada varias
vezes no decorrer do texto a fim de escrever certas equacoes diferenciais na forma canonica.

Lema 1.24 Considere a sequinte equagao diferencial
7= f(x) +2gla.t,e) (1.18)

sendo f e g funcées de classe C'. Entdio existe uma mudanca de varidvel © — vy tal que
a expressao (1.18) se escreve da forma

y:€g1(y,t,€). (119)

Demonstragao. Seja ¢(t, zp) o fluxo da equagao diferencial auxiliar 2 = f(z). Definimos
a seguinte mudanca de variavel

z(t) = o(t, y(t)). (1.20)
Das propriedades do fluxo temos imediatamente que y(t) = o(—t,z(t)), e além disso
podemos afirmar que

@(t) = 01 p(t,y(t)) + 02 o(t, y(1))y(t). (1.21)
Substituindo (1.20) e (1.21) em (1.18) obtemos
it y(t) + 2 0(t,y()u(t) = fle(t,yt)) +eglt, ot y(t)),e) (1.22)

devido a forma como foi definido temos que 0y p(t,y(t)) = f(p(t,y(t))), e além disso
sabemos que ¢(t, .) é um difeomorfismo assim 0, ¢(t, . ) é inversivel, logo 0y ¢(t,y(t)) é
inversivel e portanto podemos reescrever a equacao acima da forma

y(t) =€ [020(t y(1)] " g(t, o(t,y(1)), €) (1.23)
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como queriamos. m

Veremos posteriormente que a estabilidade de solucoes de equacgoes diferenciais esté
intimamente relacionada ao estudo e analise de seus autovalores. Mais precisamente,
veremos que em alguns casos, como no Teorema 2.9, o tipo de estabilidade depende
fortemente do sinal da parte real de certos autovalores, que por sua vez, sao as raizes de
um algum polinémio caracteristico. Tal observacao revela a necessidade de se determinar
sob quais condi¢oes um polinomio qualquer tem todas as raizes com partes reais negativas.
Tal resultado é conhecido como Critério de Routh-Hurwitz, enunciado abaixo.

Teorema 1.25 Dado o polinémio P(\) = A" + a NV an N+ a,, coma; € R
para todo i =1, ...,n. Defina as n matrizes de Hurwitz da sequinte forma

R <2 —7<
Hk:{a” agzi—j, se 0<21—j<k, com1<k<n. (1.24)

0, c.c.
Entao, todas as raizes de P tém partes reais negativas se valem as relagoes:

det(Hs) >0 Vs=1,..,n. (1.25)

Nos casos em que 2¢ — j = 0 definimos ag = 1.
Demonstragao. Uma demonstragao para este fato pode ser encontrada em [5]. m
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CAPITULO 2

ESTABILIDADE DE SOLUCOES
PERIODICAS

2.1 Teorema de Estabilidade de Liapunov

Nesta secao estudaremos a existéncia e estabilidade de solugoes periddicas de sistemas
com coeficientes peridédicos. Para isto, vamos dar a definicao de estabilidade de Liapunov.
Seja
T = f(t,x) (2.1)
a forma vetorial de um sistema de 1° ordem tal que f € C?, definida em um certo dominio
I' do espago das variaveis (¢,z). A solucao da equag@o (2.5) com valores iniciais ¢y e xg
serd denotada por ¢(t,t, z).

Definigao 2.1 A solugdao o(t,tg, xo) € dita Liapunov estdvel se as sequintes condigoes
sao satisfeitas:

i) Existe um nimero q > 0 tal que, para |x1 — xo| < q, a solugdo p(t,ty, 1) € definida
para todo t > to; em particular a propria solu¢do p(t,ty, xg) € também definida para
todo t > t.

ii) Para todo nimero positivo €, um nimero estritamente positivo 6 < q pode ser obtido
tal que, para |1 — xo| < 0 temos |p(t,to, x1) — @(t, to, xo)| < € para t > ty.

Definicao 2.2 A solucao ¢(t,to,x0) da equagio (2.1) a qual é Liapunov estdvel com
condigoes iniciais (to, o) € assintoticamente estdvel se um nimero estritamente po-
sitivo v < q pode ser obtido de modo que para

‘Il — .CL’O| <«

quando t — oo, tenhamos

|§0(t,t0,l‘1) - (p(tat07$0)| — 0.
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A fim de estudar o comportamento das solugoes de (2.1) na vizinhanca de uma dada
solucao T-periddica ¢(t) vamos introduzir uma nova variavel y, definida por

r=p(t)+y. (2.2)

Substituindo (2.2) em (2.1), usando o fato de que p(t) é solucao de (2.1), e expandindo o
lado direito usando a férmula de Taylor temos

y=0uf(t,p(t))y +r(t,y), (2.3)

2

sendo |r(t,y)| < , uma vez que o segmento [0, y| esteja contido em I'. Assumindo que

o lado direito de (2.1) é uma fungao T-periddica, podemos afirmar que o sistema linear

g =0:f(t,0(t))y (2.4)

tem coeficientes T-periddicos. Os préximos resultados vao nos mostrar como o sistema
(2.4) pode nos dar informagoes sobre a estabilidade das érbitas periddicas de (2.1). Para
isso, considere a equacao autonoma

& = f(z) (2.5)

Definicao 2.3 Seja F: U C R" — R uma fungdao escalar tal que
F(z',...,a") = F(z)

€ diferencidvel. Definimos a t-derivada de F' em relagao a equacao diferencial
(2.5) no ponto v = (z',...,2™) da seguinte maneira. Seja ©(t) uma solucdo da equagio
(2.5) tal que para t =ty tenha-se o(tg) = x. A derivada F(2.5) (x) com respeito a equagdo
(2.5) € definida pela formula

. d
Fas)(2) = 2 F((t))i=to-
Portanto desenvolvendo esta derivada temos que
: "\ OF (z) ,;
Fon() = 3 20 pia) = (aradF) (). s (). (2:6)

=1

Observacao 2.4 Pela formula (2.6) nota-se que a derivada F(gf,)(l’) nao depende da
solugao p(t) escolhida.

Definicao 2.5 Chamamos uma fungao escalar W : R" — R de forma quadrdtica
simétrica, se para x = (z',...,2") € R", W(x) seja determinada pela formula

W(x) = Z wyz'a?, (2.7)
ij=1

onde w;; = wj;. Chamamos uma forma quadrdtica de definida positiva se W(zx) > 0
sempre que x % 0.
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Proposicao 2.6 Dado W(x), uma forma quadrdtica definida positiva, sempre podemos
obter numeros positivos u e v tais que vale a relagao

ulz]® < W(z) <vlz|*, Vo € R™ (2.8)

Demonstragao. Ver [8], secao 26(D). m

Observagao 2.7 Da proposicdo acima seque diretamente que se x = (z',...,2"™) entdo

7] < /2 () (2.9)

para qualquer i tal que 1 < i < n.

Teorema 2.8 Seja
@ = Ax (2.10)

uma equacao linear com coeficientes constantes. Se todos os autovalores da matriz cons-
tante A = (aj) tém partes reais negativas, entio existe uma forma quadrdtica positiva
definida W (x) cuja derivada em relagdo ao sistema (2.10) satisfaz a desigualdade

W0 () < =W (z), (2.11)
onde B € um niumero real positivo independente de x.
Demonstracao. Ver [§], secao 26(E). m

Teorema 2.9 Considere a equagdo diferencial
Z=Bz+p(t, z), (2.12)

onde B = (b;) ¢ uma matriz constante, cujos autovalores tém partes reais negativas, e
p(t,z) € uma funcao definida parat >ty e |z| < ¢ (¢ > 0) satisfazendo a relagdo

Ip(t, 2)] < pol2l?, (2.13)

onde py € um numero positivo. Desta forma, teremos que z = 0 € uma solugao assintoti-
camente estdqvel de (2.12), e além disso,

IX(t, 21)| < 7|z | e (2.14)

vale para a solugdo z = x(t,z1) com as condigoes iniciais to , z1 , |21] < ¢1 <¢, comr e
a numeros positivos independentes de 2.

Demonstragao. Como B = (b;) tem todos autovalores com partes reais negativas, se

consideremos o sistema
2= Bz (2.15)

entao pelo Teorema 2.8 temos que existe uma forma quadratica definida positiva W (x)

tal que '
Wiaas)(2) < =BW(2), (2.16)

15



"L oW (2)
oxt

onde W(2,15)(z) = ( b;zj ) Por outro lado, temos que
=1

=1

o (Z bz ) Y T )

=1

W(2.12) (Z) = Z
i=1

<o)+ 3 2 ). 2.17)

Para majorar a segunda parcela desta soma usaremos o fato de que, como W(z) =
n
. _ O0W(z oW (z
Z w; j2'2, entao (2) A
e} 2k &zk

n

= 2Zwikzi para qualquer 1 < k£ < n. Logo
i=1

2 Z |wik ‘Z’|, e portanto, usando a Observacao 2.7, temos que

<2 W) (2.18)

a 1
Dai segue que, chamando 2n (Z |wm|> \/j = ¢ podemos escrever
u

=1

oW (z)
(9zk

< gV W(2). (2.19)

"L oW (z
Z 3ZE) -

i=1

Além disso, usando (2.13) e a primeira desigualdade da Proposigao 2.6 temos que

Ip(t.2)| < W (2). (2.20)

Contudo usando (2.20) e (2.19) em (2.17) e chamando g = PoT temos a expressao
u

Wiaas)(2) < =BW(2) + gW (2) VW (z). (2.21)

2
Entao, se W(z) < ¢ onde ¢ < 12 teremos
9

Wig12)(2) < —5W (). (2.22)
Denotaremos por E o elipsoide W (z) < ¢. Entao vamos tomar z; € E. Dada uma solucao

©(t, to, z0) de (2.12) podemos definir w(t) = W(p(t, to,20)) e t tal que @(t,to,20) € F,
substituindo z por ¢(t, g, z9) € usando (2.22) temos

w(t) < —2aw(t) (2.23)
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onde o = T Vamos mostrar que o(t, to, 29) esté definida para todo ¢t > t.

Suponha por absurdo que existam m; e ms nimeros reais tal que m; <t < msy seja o
intervalo maximal da solu¢ao. Vamos considerar o subconjunto compacto de R" definido
pelo elipsoide E. Pela Proposigao (1.2) existe um g5 > 0 tal que para t > mgy — &9,
o(t, to, 20) € E, tome t’ o valor para o qual a solu¢ao esta no fecho do elipsoide E, assim
w(t') = ¢, entdo para to <t < t' temos que ¢(t, g, 29) € E.

Por outro lado, a derivada de w(t) é negativa neste intervalo, veja (2.23), e portanto
estd fungdo é ndo crescente , logo ¢ = w(t') < w(ty) < ¢, o que é uma contradigio.
Portanto, a solugao ¢(t, to, z9) esta definida para todo ¢ > to. Por fim, temos que w(t) > 0,

entao podemos calcular
t t
/w(s)ds</ —2ads (2.24)
to ’lU(S) to

resolvendo esta integral obtemos,

wlt) 2t (2.25)
w(to)
e portanto,
W (p(t, to, 20)) < W (zg)e 20t (2.26)

Usando as relacoes fornecidas na Proposicao 2.6 concluimos que
lo(t, to, 20)| < 7 |20] ™. (2.27)
]
Teorema 2.10 Consideremos a equagao diferencial
T = f(t,x) (2.28)

tal que f seja de classe C* e T periédica na varidvel t. Seja o(t) uma solugio T-periddica
para (2.28) com condigies iniciais p(tg) = xo. Se 0s valores absolutos de todos os nimeros
caracteristicos do sistema

2= Dyf (L, 0(t))2 (2.29)

sao menores que 1, entdao a solugdo ¢(t) € assintoticamente estdvel. Além disso, existe
um nimero o > 0 tal que para |1 — xo| < o wvale a relagao

lo(t, to, x1) — ()| < re™* |2y — 0| (2.30)
para todo t > tg, com r e a numeros positivos e independentes de xy.

Demonstragao. Primeiramente usamos o Teorema 1.13 , considerando a matriz Dy f (¢, ¢(t))
2T -periddica, para afirmar que o sistema (2.29) é equivalente a equacao

y =By (2.31)
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com B constante. Logo se tomarmos um sistema fundamental de solugdes para (2.31),
{¢1(t), ..., pn(t)} de modo que a matriz solugao associada seja tal que ®(0) = Id, a matriz
fundamental de ®(¢) serd da forma C' = e*’” e com isso temos que seus autovalores serdo
da forma e*7* com \ percorrendo os autovalores de B.

Deste modo pela Observagao 1.12 temos os valores caracteristicos de Do f(t, ¢(t)) sao
iguais aos valores caracteristicos de C', portanto vale a relacao

e < 1. (2.32)

Portanto,

62TR6(>\) <1 7

ou ainda, Re(\) < 0. Portanto, todos autovalores de B tém partes reais negativas.
Por outro lado, seja
x=p(t)+ 2. (2.33)

Usando a férmula de Taylor com relagao a z em torno da origem, teremos que
ft0(t) +2) = f(E (b)) + Dof (t, (1) z +11(t, 2) (2.34)
M 5 o .
com |rq(t,z)] < o) |z|” onde M > 0. Substituindo (2.33) e (2.34) em (2.28) obtém-se

5= Dyf(t, p(t))z + ri(t, 2). (2.35)

Note que z = x — ¢(t). Entao usando a transformacao y = S(t)z fornecida pelo Teorema
1.13 em (2.35) segue que
y=By+St)r(t. S (t)y) (2.36)

Sttt 57 (0] < ISOI 5 |5~ (B

e portanto
M
St S7H(1)y)| < 71 lyl*. (2.37)

Com isso podemos usar o Teorema 2.9 para afirmar que z = p(t) é uma solugao assinto-
ticamente estével e, além disso para |z, — x| < o vale

lp(t,to, 21) — p(t)] < 7|21 — w0l €™, (2.38)

para todo t > ty. m
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CAPITULO 3
O TEOREMA DA MEDIA

O Teorema da Média é uma ferramenta poderosa para estudar equacoes diferenciais nao-
lineares com coeficientes periddicos. Este resultado possui basicamente trés implicagoes
fundamentais. A primeira fornece uma aproximacao das solucoes do sistema original em
termos do sistema médio, o qual serd apresentado neste capitulo. A segunda fornece
condigoes para existéncia de solucoes peridédicas para o sistema original. A tltima im-
plicacao trata das condigoes de estabilidade destas solugoes periddicas. Esse teorema
muitas vezes é tratado como um tnico resultado, veja [3], mas optamos enunciar o Teo-
rema da Média dividido nos trés teoremas abaixo a exemplo do que foi feito em [9].

3.1 Introducao
Considere a equacao diferencial na forma canonica
Tt =cf(t,x(t),e); reUCR" 0<e<<], (3.1)

onde f: R x R" x Rt — R" ¢ limitada em conjuntos limitados, de classe C" com r > 2 e
de periodo T" > 0 em ¢t. Vamos nos restringir a um conjunto limitado U C R". Com isso
fazemos as seguintes definigoes preliminares.

Definicao 3.1 Definimos a Média de f : R x R" x R™ — R" como sendo

_ 1 [T
fe) =7 [ stz (32)
T Jo
com z € U, nesta equacao, considerado constante em relagao a t.

Observacao 3.2 Seja Uy C R™ um subconjunto compacto e f continua, entio f € Lips-
chitz em Uj.

Definicao 3.3 Chamamos de Equagao Média do sistema (3.1) a equagdo

y=cf(y) (3.3)
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Definicao 3.4 Chamamos de Parte Oscilante de f a funcao

f(t,z,e) = f(t,z,e) — f(z),Yz € U. (3.4)
Note de f é T-periddica.

Teorema 3.5 Eziste uma mudanca de varidvel de classe C", x = y+ew(t,y) com respeito
a qual, a equagao diferencial (3.1) pode ser reescrita como

y=cf(y)+ filt.y.e) (3.5)

com f1 T-periddica.

Além disso se z(t) e y(t) sao solugoes de (3.1) e (3.3) respectivamente, com relagao as
condigoes iniciais zg e yo, em t = 0 e |xg — yo| = O(e) entdo |z(t) — y(t)| = O(e) sempre
1
que 0 <t < —.

Demonstracao.
Primeiramente, definimos w : R x U — R" tal que

w(t,z):/o f(s,2,0)ds (3.6)

com z € U independente de t. Pela definicao 3.4 temos

/OTf(t,z,o)dt = /OT (f(S,z,O) - %/OT f(v,z, O)dv> ds
— /OT f(s,z,O)ds—/oT (% /OT f(v,z,O)dv) ds
0.

Logo pelo Lema 1.14 temos que w(t, z) é T-periddica. Seja

x=1y(t) +ew(t,y(t)). (3.7)

Diferenciando (3.7) temos

b= g(0) + e (w6, 9(0))) = (0) + Dyt y(O)(E) + et (1),

Assim,

i~ e w(t, (1)) = [T + =Dyt y O] 1),

Usando a equagao (3.1), teremos

1+ eDyolt, y(O)] i) = 2(t,,2) — = ool (1))
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A partir de agora vamos omitir a dependéncia de y em ¢ para simplificar a notacao.
Pela Definigdo 3.4 e a equagao (3.7) podemos reescrever a equacao acima da seguinte
forma

[ +<Dyolt, )] 910 = F (y + 2(t,9) + F (by + 2(t,9).6) — epolty). (39

Vamos mostrar que

det([I +eD,w(t,y)]) # 0. (3.9)
1

7), e a continuidade do determinante,
temos que dado 0 < gy < 1, existe um &y > 0 tal que VX € L(R" R"); || X —I|| < do
teremos |det(X) —det(/)| < gy . Como det(/) = 1 temos que, neste caso, 1 — gy <
det(X) < 1+ &g. Dessa forma teremos det(X) # 0.

Como t — w(t,y) é periédica em t, segue que D,w(t,y) é peridédica em ¢, assim
podemos nos restringir a [0, 7]. Por hipdtese y € U sendo U aberto e limitado e portanto
contido em um compacto K. Temos que (¢,y) € [0,7] x K, e da continuidade de Dyw
segue que D,w(t,y) é limitada, portanto Dyw (t,y(t)) é limitada. Sendo assim, podemos
restringir ¢ a fim de garantir que

t
De fato, usando a norma uniforme, veja def.(1.

0

(!

17+ eDyw (t, y ()] = 1| < do,

ou seja, |[eDyw(t,y(t))|| < do e dai teremos a validade da equagdo (3.9). Portanto, esta
matriz admite inversa, e além disso, se 6y < 1 temos pelo Lema 1.19 teremos

o0

I +eDyw(t,y)] Z yw(t,y))k. (3.10)
k=0

Com isso, podemos reescrever a equagao (3.8) da seguinte maneira

y(t) = e[l + eDyw(t,y)] ™ {?(y + 6w(t,y)) + f(t,y + aw(t,y),a) — %w(t,y) . (3.11)

A Férmula de Taylor da funcao

fty+ew(t y)e)

em tornode e =0 ¢

f(t,y+ewt,y),e) = f(t,y,0) + e%(t, y,0) + 12(¢), (3.12)
onde }:1—I>n % = 0.
Pela Definicio 3.4 podemos escrever
F(t:9,0) =F(y) + f(t.9.0), ) (3.13)
(0.0 =L ot.0.0+ L powenn+ Loo. 6w
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Desta maneira, a equacao (3.12) fica na forma

f(t, y+ew(t,y), 8) = T(y) + f(t, Y, 0) + 8?)_5<t’ v, 0)w(t,y,0)
of of
—H—:a—JyC(t, Y, 0)w(t,y,0) + 58—];(3/, t,0) + ers(e) (3.15)

e substituindo (3.15) e (3.6) em (3.11) teremos

- - of
y=c[l+eDyw(t,y)] ! f(y) + f(t, Y, 0) + 56—‘5(75, v, 0)w(t,y,0)

of of )
+5a—£(t,y, 0)w(t,y,0) + ea—i(y,t, 0) +era(e) — f(t.y,0) |- (3.16)

Usando (3.10) podemos escrever
[ +eDyw(t,y)] " =1 —eDyw(t,y) + O (&) (3.17)

e sendo assim

y=¢c [I —eDyw(t,y)+ 0 (52)} T(y) + 6g(y)w(t,y, 0)

dy
—l—ag—“;(t, y, 0)w(t,y,0) + 8%(% t,0) +12(e)
e por fim temos
§= <)+ 2 | St .0 + S 00.0(t.0.0
of 5 3

+£(y> ta O) - Dyw(ta y>f<y) + O(€ ) (318)
i< )+ A1), (3.19)

Das equagoes (3.5) e (3.3) temos respectivamente
) =00) 4 ¢ [ Fllo)ds 42 [ s 2)ds (3.20)

0 0

() =9(0) += [ Flu(s)as (3.21)

Denote (t) = y.(t) — y(t), seja L a constate de Lipschitz de f e C o valor maximo de
f1, dai segue que

V(@B < [7(0)] +€/0 | (y=(5)) —T(y(S))\dSJr/O |f1(s,9e(s), €)| ds. (3.22)
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| Fye(s)) = Fly())] < Llye(s) = y(s)l e [fu(s,4:(s), €)| < C, temos

que
[y ()] < [7(0) |+6/ lye(s) — y(s)| ds + *Ct. (3.23)

Vamos usar a desigualdade de Gronwall, Lema 1.22, na equacao acima, fazendo c(t) =
|7(0)] + £2Ct e u(s) = €L, dai temos

t
O] <) el + [ e (cfistir) ds
0

< y(0)] et — £C (1 = esi)
- el

B eC\ B eC

<[hor+ e

Como resultado disso, se |y-(0) — y(0)] = O(e) nds concluimos que
eC
hol < o1+ e (3:24)

sempre que t € [0, -

Por fim, seja z(t) uma solugao da equagao (3.5) entao

|(t) = y(B)] <la(t) = y-(O)] + ly(t) — y-(1)]

usando a mudanca de varidvel (3.7) temos

2(t) —y(@)] < efw(t, y-(£))] + |7 (1) (3.25)
onde
€ |w(t, ye(t))] = O(e). (3.26)

De fato, como w(t,y) é T-periddica podemos considerar t € [0, 7] e portanto temos

ot )] < [ 1£(0.9.0) = Flo) s

< / (. 0)] ds + / HOMED

Como f élimitada em conjuntos limitados, temos que existe um M tal que | f(¢,y,¢)| < M,
logo
ltssr 0] < [ G0l ds+ [ | [ 60,00 a

<[ !f(s,ye,0)|d8+/0 ([ \f(s,ys,O)!dS) i

t t
g/ Mds+/ Mds < 2tM < 2T M.
0 0

23



Logo,
elw(ye(t),t)| < e(2MT) (3.27)

Contudo, se |z(0) — y(0)| = O(e) as equagoes (3.24) e (3.26) garantem que neste caso
z(t) — y(t)| = O(e), (3.28)

1
sempre que 0 <t < —. m
€

3.2 Existéncia de Orbitas Periédicas

O resultado a seguir mostra como o Teorema da Média reduz o trabalho de determinar
orbitas periddicas de equacoes diferenciais ao de encontrar os zeros da fungao, geralmente
nao-linear, f(FP).

Teorema 3.6 Se Py € U é ponto de equilibrio de (3.3), ou seja f(Py) = 0, e det (D?(Po)) =+
0. Entdo existe um g > 0, tal que para todo 0 < & < gy, a equagao (3.1) tem uma drbita

pertodica.

Demonstragao. Considere novamente a transformacao (3.7) com relagdo a qual a
equacao (3.1) se escreve da forma (3.5)

y=cfly) +filtye)
com f e f; T-periddicas. Considere a solugao

y(t) = y(0) + ¢ / Fly(s))ds + & / fi(5.4(s), €)ds.

Usando a notagao de fluxo, podemos escrever y(t) = ¢(t, yo,€) onde, yo = y(0), obtendo

¢(t> ?/OaE) = yO“‘E/O 7(¢(t,y0,6))d8+€2/0 f1(3>¢(t7y0a5)75)d5 (3'29>

note que se (3.29) fosse periédica teriamos

t+T t+T t
f d 2 ds = d
5/0 f(qb(tvyﬂ’g)) s+e€ /0 f1<87¢(t7y0’5)76) S 8/0 f(¢(t,y0,€)> S
2 d
w2t [ (s, oftm ). 2)as

o que implica em
T_ T
/O F(6(t v, €))ds + /O £1(5, 0t 90, €), £)ds = 0. (3.30)
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Note que em decorréncia do Lema 1.16, a solucao ¢(t, yo,¢) é periédica se, e somente se,
a relagao (3.30) é valida. Entao, vamos definir a fungao

T T
hie,z) = / f(o(t, z,€))ds + e/ fi(s, o(t, z,€),¢e)ds (3.31)
0 0
onde ¢(t, z,e) é solugao do problema de Cauchy
{ y=cf(y) +efit,y.¢)
y(0) ==z

Portanto, .
b0.7) = [ Flo(s. Po0))ds
0

onde ¢(t, Py, 0) é solugao de

{ C=0 L (t,Pn0) = Py

T

Logo h(0, Py) = / f(Py)ds =0, pois Py é ponto de equilibrio.

0
A fim de usar o teorema da fungao implicita em h(e,z) = 0, devemos mostrar que

0 0
6—h(0,P0) # 0. Primeiramente notemos que dxh(0, Fy) = 8—h(0,z) . De fato, seja
z Z z=Py

g(z) = h(0, z) por definigao temos que

h(0, Py + tv) — h(0, Ry) im 9(Po +tv) — g(P)

oh(0, oo =i t 150 t

= h/(07 Z) |z:P07

= g'(Po)v

T
onde, h(0,z) = / f(o(s,2,0))ds sendo ¢(s, z,0) solucio da equacio
0

{ ?y)(g)oz = 0(s.20)= 2

Deste modo h(0,z) = Tf(z), logo h'(0,z) = Tf (z) e sendo assim
0:h(0, Po) =1'(0, Po) =TT (Fy)

temos por hipétese que det (7,(]30)) = 0 portanto

det (951(0, Py)) =det (Tf’(P())) = T det (7’(130)) £ 0.

Logo 02h(0, Py) é um isomorfismo, e pelo Teorema da Fungao Implicita existe um
aberto V C R, 0 € V e um aberto Z C U, Py € Z tal que dado € € V existe uma tunica
aplicacao z : v — R" tal que z(¢) € Z e h(e, z(g)) = 0.
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Logo, para a vizinhanca V' de € = 0 temos que a equagao diferencial

{ gty = ef(y(t) + filt,y(y),e)
y(0) = z(¢)

possui uma solugao ¢(t, z(), €) satisfazendo a propriedade h(e, z(¢)) = 0 que implica em

/0 T(t,z(e),e))ds—l—e/o fi(s, 0(t, 2(e),€),e)ds = 0

garantindo, portanto, que ¢(t, z(¢),e) é T periddica. m

E importante notar que sendo o(t, z(g),e) solugao do sistema acima, temos que € —
0= z(e) = 2(0) = o(t, 2(g),e) = ¢(t, 2(0),0) por construgao temos z(0) = P, e portanto
o(t, 2(0),0) = ¢(t, Po,0) = Py. Em outras palavras, entao

lim 6(t, 2(c),£) = R (3.32)

3.3 Estabilidade da Solucao Periédica

A terceira vantagem que a Teoria da Média propicia é a possibilidade de estudar a es-
tabilidade das _sg)lu(;ées periédicas de uma equacao diferencial ordinaria por meio dos
autovalores de f ().

Teorema 3.7 Considere a equagdo (3.1) e suponha que as condigoes do Teorema 3.6 es-
tejam satisfeitas. Seja Py um ponto de equilibrio da equacao (3.3). Se todos os autovalores
de ?/(Po) tiverem partes reais negativas, entao a solug¢ao periddica ¢(t, z, ) correspondente
€ assintoticamente estdavel para € suficientemente pequeno.

D_emonstragéo. Pelo Teorema 3.6 a equacao (3.1) pode ser reescrita na forma y =
ef(y)+e®fi(t,y,e). Vamos analisar o que acontece na vizinhanca de uma solucao periédica.
Para isso, usaremos a expressao z + ¢(t, z,e). Observe que neste caso

S otz e)=cf(z+ ot x,e)) +eXfit,z + ot x,€),¢). (3.33)
Usando a férmula de Taylor em relagao a z, no lado direito de (3.33) temos:

ef(z+0(t,w,0)) + e filt, 2 + 6(t, 2, €),€) = e f(4(¢t, 2, ¢))

HE2fi(t, Bt 3, 8), ) + £ F (St 7, €))z + €2 £ (1, B2, 2, €), €)z + i (t 2, 2) (3.34)

2
m ||

2. —
(3.33), e lembrando que ¢(t,z,¢) = e f(p(t, ,€)) + 2 f1(t, d(t, 7, €), €), podemos escrever

sendo |r(t, e, 2)| < , para alguma constante m positiva. Substituindo (3.34) em

3= 5T(¢(t, r,e))z+ X f1(t, (t,x,e),e)z +1i(t, e, 2). (3.35)
A parte linear da equacao acima é dada por

w=cA(t, e)w (3.36)
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onde A(t,e) = ?l(gzﬁ(t, z,e))+efi(t, o(t, x,€),e). Agora considere um sistema fundamental
de solugoes, {z1(t,¢), ..., z,(t, )} para (3.36) cuja matriz solu¢ao associada seja

le <t7 5) Z% <t7 5) T Zi(t, 5)
@(t,é) _ 21 (1?’5) Z2<2375) e Zn(?’e) (337)
S(te) Alhe) oo 2te)

tal que ®(0,¢) = Id, deste modo a matriz fundamental desta solucao serd C' = ®(T,¢).
Usando a férmula de Taylor em torno de € = 0 em A(t, ) terfamos

A(t,e) = Ap(t,0) + €Ay (t,0) + ra(t, €). (3.38)

Por outro lado, considere 6(t,y, ) o fluxo de (3.36). Sabemos que 6 é diferencidvel em
relacao ao seus parametros, portanto podemos admitir uma féormula de Taylor para 6 em
torno de € = 0 de modo que

0(t,y,e) = Oo(t,y) + €01 (t,y) +r3(t,€). (3.39)

Por definicao temos que

0(t,y,e) = cA(t,e)0(t,y,¢) (3.40)
usando (3.38) e (3.39) em (3.40) temos a relagao
90(t7 y) + 891 (ta y) + 0(82) = SAO(ta O)Qo(tv y) + 52"41 (t’ O)el <t7 y) + 0(52)' (341)

Portanto, usando a unicidade da fégnula de Taylor, igualando os coeficientes acima ob-
temos que Oy(t,y) =y e 01(t,y) =tf (Py)y. Com isso, temos que

0(t,y,0) =y +etf (Py)y + O(?) (3.42)

sempre que 0 <t < T.
Sendo assim, pelo fato de que ®(0,¢) = Id temos que cada z; definido em (3.37) é da
forma
2i(t,0,¢:) = e; + etf (Py)e; + O(c?) (3.43)

com 1 <i < n, onde e; é 0 i-ésimo elemento da base canénica de R". Como C = ®(T),¢)
seque dai que
—
C=1Id+Tef (P)+ O(£?). (3.44)

Antes de continuarmos, vamos restringir o valor de € para garantir que os autovalores
de Tf (Py)+0(e) e os autovalores de T'f ( Py) estejam suficientemente préximos. Para isso,
sejam {A;(g), -+, Au(€)} os autovalores de TT(PD) +0(e) e {ay, ..., a,} os autovalores de
Tf' (Fy). Tome vg = min{|Re(c)|, ..., |[Re(an)|}, pelo Lema 1.23, temos que existe um
0 > 0 tal que, se

|77 () + 0te) - TT (R)| = 0@l < 5,
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entao para cada A € {A\1(e), -, A\, ()} existe a € {ay,...,a,} com |A —a| < . Como
e - 0= 0(e) = 0, de fato, existe um gy > 0 tal que se 0 < e < g entdo ||O(e)| < §.
Sendo assim, admitindo esta restricao para e, teremos

A —al <. (3.45)
E com isso temos
|Re(\) — Re(a)| <o,
ou seja,
—0 + Re(a) < Re(\) <7y + Re(a).

Por hipétese, Re(«) é negativo e pela forma como escolhemos vy segue da desigualdade
acima que Re(\) < 0 para cada A € {\i(g), -+, ()}

Agora vamos identificar os autovalores de C' = Id 4 ¢(T ?I(PO) + O(g)). Para isso,
considere um autovetor v; € R" correspondente a um autovalor \;(e) de T?I(PO) + O(e).
Note que

CUJ' :[[d —+ g(T?l(P()) -+ O(&?))]Uj = vj -+ 8/\j(€)1}j = (1 -+ EAj(E))Uj

Logo os autovalores de C' sdo do tipo 14 e);(g) com \;(g) percorrendo os autovalores de
T?/(PO) + O(e), ou seja, 1 < j <n.

Sendo assim, se \j(e) = a;(e) +if;(e) , m = min{|Re(A(g))|, ..., |[Re(M\,(€))]} e
M = maz{|A\i(e)],... [\1(e)], ..., | An(e)|} entdo, para todo 1 < j < n vale a relagao

1+ eXi(e)f* = (1 +ea())” + (e65(e))?

ou seja,
114 X()> = 1+ 2ea(e) + 2|\ (e)]

Lembrando que «;(e) < 0 podemos usar m e M para fazer a seguinte afirmacao
11+ X(0)]> <1 —e(2m—eM?). (3.46)

m
Deste modo, se 0 < e < e temos

11+ X(e) < 1—6%. (3.47)

Portando sempre que e é suficientemente pequeno os autovalores de C' tem mddulo
menor que 1 e, por fim,

1T+ X067 <1=[1+)E) <1, (3.48)

e pelo Teorema 2.10, ¢(t, z, €) é assintoticamente estével. m
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CAPITULO 4

EXCITACAO PARAMETRICA EM
DINAMICA NAO-LINEAR

Sistemas vibrantes nao-lineares normalmente consistem em dois sub-sistemas, ou mais,
onde um deles é excitado, chamado sistema priméario, e os outros sao acoplados ao sistema
primério por termos nao-lineares, formando o que chamamos de sistema secundario. O
sistema primario é um oscilador que pode ser excitado externamente, parametricamente
ou ser auto-excitado, enquanto sistema secundario é excitado indiretamente através do
seu acoplamento nao-linear.

Neste capitulo, estudaremos um sistema de massa tinica com excitagao paramétrica no
sistema primario e um acoplamento nao-linear expresso pelos termos de segunda ordem
na equacao diferencial. A excitacdo paramétrica ocorre devido a excitacao cinética do
suporte, e é transmitida para o sistema secundario através das molas nao-lineares, veja a
Figura 4.1 a seguir:
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£c cos2nt —gc cos2nt

]

Figura 4.1: Sistema de massa tinica, com dois graus de liberdade e excitagao paramétrica
na presenca de um campo de forca paralelo a direcao y.

Forca yL

X

O sistema é paramétrico simples quando as molas, na dire¢ao z, sao idénticas, e as
duas excitagoes cinéticas atuam, simultaneamente, tendo a mesma amplitude e frequéncia,
porém diregoes opostas. Tal sistema foi estudado em [10].

As equacoes de movimento para este sistema sao:

&+ 6x%d 4 Soi + (1 + ec cos(2nt))x + va* + axy = 0,

. : 4.1
i+ Ky + ¢*y + ba® = 0. (4.1)

Como coeficientes de amortecimento temos 9, g, £ > 0, ¢ > 0, 7 > 0 e € é um pequeno
parametro positivo. Uma deducao para esta equagao é dada no final do texto.

4.1 Estabilidade da solucao trivial

O Teorema da Média, nos permite obter uma informacao detalhada a respeito das solucoes
deste sistema e fornece expressoes precisas para as estimativas de erro. Portanto, para
que possamos aplicar o teorema neste caso, vamos introduzir uma mudanca de variavel
em x e y onde cada variavel é multiplicada por uma poténcia adequada de € a ser esco-
lhida posteriormente. Os parametros também serao modificados, de modo que os novos
parametros também estarao multiplicados por poténcias adequadas de . A finalidade
deste processo é obter uma equacao tal que os termos nao lineares estejam multiplicados
por g, consideremos:

r=¢e"T, y=¢e"y, a = e"a, b= ¢e"b, (4.2)
k=¢e"R, d=¢e"0, y=e"y e O§y=c¢c"0dy '
substituindo estes valores na equacao teremos o seguinte sistema
T+ 6T Tt 4 §omeo + (1 + ec cos(2nt))T +F T2+ faz et =0, (43)

U+ RYE PG+ bT et =0,
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Escolhendo adequadamente os termos na primeira equagao do sistema (4.1) teremos

Vs + 2V = Uy + 2V = Vg + 1y = 15, = L.

Escolhendo os termos na segunda equagao do sistema (4.1) obtemos
Vi = Up+ 20y — 1y = 1.

Temos portanto seis equagoes com oito variaveis, portanto a solugao para as equacgoes
nao ¢ tnica e resolvendo-as temos:

Vsy =Ve =1, vy=vs=1-2v,, vo=1-1v, e uv=1+v,—2v,.

A terceira e quarta equagoes resultam em

1
0<v;<7el=py=<L

Podemos escolher livremente v, bem como v,. Contudo, os parametros escolhidos

1 . 1_ 1_ 1_ 1 _

foram: v, = v, = v, = v, = 3 e sendo assim x = €27, y = €2%, a = €2a, b = 20, Kk = €k,
d=20,7=7edy=¢ed.

Introduzindo esta nova escala no sistema (4.1) e omitindo as barras temos

&+ (14 eccos(2nt))x + edoi + caxy + e(d2°% + vya®) = 0, (4.4)
i+ ¢y + ery + ebx® = 0. '
Chamando u = &, v = § e w = (z,u,y,v) podemos escrever a equagao acima, de modo
que,

w = Aw + e g(t, w) (4.5)
onde,
0 1 0 0
-1 0 0 O
A= 0 0 0 1
0 0 —¢> 0

e, além disso, g é uma funcao periédica em t definida da seguinte forma,

0
—(ccos(2nt) x+dou+azy+dxiu+~yad
g(t, w) == (ccos (2) =+ do 0 4 1) | (4.6)

- (kv—l—bx2)

A fim de colocar o sistema (4.5) na forma canonica, usaremos a férmula de variagdo de
parametros, Lema 1.24, obtendo

Wy = ce gt o(t, w1)) (4.7)
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Note que a matriz e * é tal que ,
cos (t) —sen(t) 0 0
sen (t) cos(t) 0 0
B ). :
¢ 0 0 cos (qt) _senla?) (48)
0 0 gsen(qt) cos(qt)

Além disso,

xgsen (t) + x; cos (1)
xo cos (t) — xq sen (t)

o(t,wy) = sen (qt)

4.9
92T+y1 cos (qt) (4.9)

yacos (qt) — y1gsen (qt)

com isso, podemos substituir a expressao (4.9) na equagao (4.6) e usar a matriz (4.8) a
fim de escrever explicitamente a equagao (4.7) obtendo,

T Xi(t, w1, 22,91, y2)
T Xo(t, @1, 22, 91, y2)
. (4.10)
U1 X3(t, w1, 22,91, 42)
U2 Xy(t, 21, 22,91, 12)

onde,

X1(t,x1,z2,x3,24) = —sen (t) <7a (z2 sen (t) + x1 cos (1)) (

y2 sen (qt)
q
—v (zasen () + 1 cos (t))2 — & (w2 cos (t) — o1 sen (£)) (za sen () + 1 cos (t))? — 8 (w2 cos (t) — z1 sen (t))) ,

+ y1 cos (q t)) — ¢ (xz2sen (t) + x1 cos (t)) cos (2nt)

Xo(t,x1,x2,x3,24) = cos (t) (—a (z2sen (t) + z1 cos (t)) ( + y1cos (qt)

t)
y2sen (g ) ¢ (zosen (t) + x1 cos(t)) cos(2nt)
(

— (zasen (t) + 1 cos (t))2 — & (w2 cos (t) — x1 sen (t)) (z2 sen (t) + 21 cos (t))? — 8o (w2 cos (t) — z1 sen (t)))

—k (y2cos(gt) —y1gsen(qt)) — b(x2sen (t) + x1 cos (t))2>

X3(t,x1,z2,x3,24) = —sen (qt) < p

Xa(t,x1,z2,23,24) = cos (qt) <7k (y2cos(gt) —y1gsen(qt)) — b(x2sen (t) + x1 cos (t))2> .

4.1.1 Estabilidade da solucao trivial: caso ressonante

Para que possamos aplicar o Teorema da Média em (4.10) é necessario que este sistema
seja periddico na variavel ¢. Como os termos sen(t), cos(t), sen(qt), sen(t) e cos(qt) estao
presentes, isto so sera possivel se ¢ é racional. Assumiremos o caso mais simples em que
g € N. Tal condicao é, na verdade, uma condicao de ressonancia. Usando o mesmo
argumento também ¢é assumido que 27 € N. Estas restrigoes serao validas somente nesta
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segao. Sendo assim, pode-se verificar que o lado direito da equagao (4.10) é 2r-periédica
quando ¢ é impar e m-periddica quando ¢ é par, e em ambos 0s casos a equacao média de
(4.7),

1

Bw) = 7 /0 gt (L, wy))dt (4.11)

tal que 7" é o periodo de (4.10), da origem ao seguinte sistema médio

ao o
T1a <_y1a#(q) - EO> + 220 (Yraaa(q) +a(2n) c)
la [ (#ra3, +ota) 6~ 3y a3, — 3707, w20
8
. ao 1
Toq T2a ym’f@ - 50) + Z1a (Y1aaa(q) +a(21) ¢
s ((w%ﬁx%ma) a+3w1awaa+3w%a> 7 (812)
Yla 8
) 2Z1a®2a b (q)  Y1ak
Y2a q 2
Y2a K
x%aba(Q)+$%uba((1)_ ;
onde a funcao a é definida da seguinte forma,
1 54 2
—— sesé
a(s) = 4 ’ (4.13)
0 caso contrario.

Pelo Teorema da Média, sabemos que dados (x(t), z2(t),y1(t), y2(t)) solugao de (4.10)
e (w1, (t), xa,(t), y1,(t), y2,(t)) solucdo (4.12) tais que suas condigoes iniciais z(0) e x,(0)
satisfacam a relagao |x(0) — z,(0)| < Cye teremos |z(t) — z,(t)| < Cie para todo t €

i

Temos que 0 € R? é uma solucéo de (4.10), usualmente chamada de solugao trivial da
equagao. Além disso 0 é um ponto de equilibrio da equacgao (4.12) e portanto usando o
Teorema 3.7, podemos estudar a estabilidade da solu¢do periddica o(t, 0, 0) = 0 através
dos autovalores da matriz

)
—50 ai2n)e 0 0
do
92 _20
po | @ =3 OK 0 (4.14)
0 0 —— 0
2 K
0 0 0 )
2ca(2 0 2ca(2n) — 0
sendo eles \; = —%, 9 = M ed3 =N\ = —g. O Teorema da Média

nos garante que se todos os autovalores de B tiverem partes reais negativas a solugao trivial
de (4.12) sera assintoticamente estdvel. Portanto, vamos analisar os seguintes casos:
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i)

i)

iii)

Quando 7 # £1, a(2n) = 0.

. . . 0o do

Todos autovalores terao parte real negativa, pois nesse caso, \; = 5 Ay = 5
K . ~ .. . T . .

e A3 = Ay = ——. Assim, a solugao trivial do sistema médio é assintoticamente

estavel. Esta afirmativa se estende ao sistema original. Isto significa que existe uma
orbita periddica, no sistema original, proxima de 0 que é assintoticamente estavel.

1
Quando n = £1, a(2n) = 1

— 20 —c — 20,
Temos Ay = € 0, Ay = % e N3 = M\ = —E. Sendo assim, Ay < 0,

A3 < 0 e Ay < 0 sempre que ¢ # 20y. Neste caso, a estabilidade da solucao trivial
Cc— 250

depende somente do autovalor \; = , que por sua vez, sera negativo quando

0y > g, garantindo a estabilidade assintética da solugao trivial da equacao média
e consequentemente da equacao original. Por outro lado, A; serd positivo quando
0y < g de modo que, a solucao trivial sera instavel.

Quando n = +1 e ¢ = 24,.

Neste caso, um dos quatro autovalores de B é zero. Enquanto os outros trés tém
partes reais negativas. A andlise linear neste caso nao é conclusiva ao que se refere a

estabilidade da solugao trivial. Devemos, assim, usar outras técnicas para examinar
o fluxo neste caso. Esta observacao se mantem no caso em que k = 0.

As figuras abaixo mostram as projecoes das solucoes associadas as condigoes acima
no espaco das variaveis z, y e . Note que a Figura (4.2) mostra uma convergéncia mais
direta que a Figura (4.3) porém ambas sugerem a estabilidade da origem como ponto de
equilibrio.

dy

-10

-15

Figura 4.2: Estabilidade da solugao trivial, caso i. Onde a = 1, b =4, ¢ = 10, ¢ = 3, §p = 10,
k=3,n=4,e=0.6¢€ (9,0.1,8,0.1) sendo o condicao inicial.
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Figura 4.3: Estabilidade da solugao trivial, caso i. Onde a =1, b =4, ¢ =4, ¢ = 3, §p = 10,
k=3,e=0.008,n=1¢ (10,0,8,0) sendo o condigao inicial.

As cores nas figuras representam a passagem do tempo, de modo que a medida que
o tempo avanca as cores mudam na seguinte ordem, preto, roxo, vermelho e amarelo.
Portanto as cores escuras representam o tempo inicial e as claras o tempo final.

A seguir temos representagoes do caso em que hé instabilidade, note que a Figura (4.4)
representa o movimento fisico do corpo de massa ilustrado na Figura (4.1). Ja a Figura
(4.5) é uma projecao do espaco de fase da Equagdo Média do sistema (4.4) no espago
das variaveis, x, y e 1, nas duas figuras nota-se a instabilidade da origem como ponto de
equilibrio.

Figura 4.4: Instabilidade da solugao trivial, caso ii. Onde a = 1, b =4, ¢ =4, ¢ = 3, §p = 1,
k=3,e=0.008,n=1¢ (10,0,8,0) sendo o condigao inicial.
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20

Ne

Figura 4.5: Projecao da Orbita instavel com a = 1, b =4, ¢ = 4, ¢ = 3, & = 10, k = 3,
e =0.008, n =1 e (10,0,8,0) sendo o condi¢ao inicial.

Vale a pena destacar a forma como as restrigoes acima afetam o espaco dos coeficientes
da equacao diferencial. Quando 7 é igual a 1 ou —1 a solucao trivial é assintoticamente
estavel, independentemente de quais sejam os outros coeficientes. No caso em que n # +1,
a estabilidade estd associada a duas regioes do plano-cdy, veja a Figura 4.6:

Figura 4.6: Plano-cd

. c .. e . ..  n
A regiao rosa, onde &y < 27 caracteriza instabilidade do sistema fisico e a regiao azul,

c ) ) . . o~ .
onde §g > 3 estd associada a estabilidade. A linha que separa as duas regides esta
associada ao autovalor com parte real nula.
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4.2 Estabilidade da solucao trivial: caso préximo da
ressonancia

Agora, vamos estudar o comportamento do sistema préximo da ressonancia. Para isso,
vamos assumir que n = 1 +ep e ¢> = 4+ o, onde o e p sdo parametros independentes
de ¢, e substitui-los em (4.4) obtendo

i4e(ary+da’i+dod+ya’+ceos(27) x) + 2 =0,

?)+5(fiy'+bx2+ay)+4y:(), (4.15)

onde 7 = (1 + eu)t, com isso, podemos reescrever a equacao (4.15) colocando todas as
derivadas com relagao a 7 obtendo,

- (da%+ b)) & axy+7x3+ccos(27')x) x
i+e
1+ep (1+ep)?

..+€< KY +bx2+ay)+ 4y
YT\ ren) @ rew?) T A tenp?

Usando a Férmula de Taylor nestas equagoes obtemos

it+x+ (vl +i62>+ (—2p+ccos(27) +ya) x+ i) €+ Ri(e®) =0,

.. . 4.1
j+4ay+ ((—8p+o)y+2>b+yk) e+ Ro(e) =0, (4.17)

onde, R; e Ry sao os restos da formula de Taylor para cada uma das equagoes. Sendo
3 3
mie Mol
e Ry(e) < —

As condigoes de ressonancia do sistema fisico (4.4) foram obtidas através das curvas de
ressonancia encontradas em [10].
Escrevendo a equagao (4.17) na forma canonica,

assim, existem constantes positivas, m; e mo tais que R (53) <

w=Aw+eg(r,w,e) (4.18)

onde w = (z,u,y,v), u =& e v =y. Além disso,

0 1 0 0
Ay = _01 8 8 (1) (4.19)
0 0 —4 0
e g1 (1, w,e) é uma funcao m-periédica tal que
0
o (rw, ) = —azy+ (—02° — Sou—ya® —g (2p—cos(27) ¢) ) + O1(?) (4.20)

—kv+ (8p—0)y—ba?+ 0y(c?)

Usando a férmula de variacao de parametros, vamos introduzir, de forma andloga a an-
terior, a mudanca de varidvel w = ¢1(7, wy), onde wy = (z1,x2, y1,¥y2). Lembramos que,
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o1(T, W) = e™Mw, é solucao do sistema linear, z = Az, portanto

xysen (1) + x; cos (7)

T cos (1) — 1 sen (7)
T,Wp) = 2 4.21
P17, w1) yz—sen2( ™) +y1cos(27) (4.21)
Y208 (27) — 2y sen (27)
Desta forma, podemos escrever
Wy = €€7TA1g1 (7, p1(T, W1), €), (4.22)
ou, escrevendo em forma de coordenadas,
Ty Xy (7,21, 02, Y1, Y2)
j;2 X2(T7-731>3727?Jla3/2)
. =c 4.23
Y1 X3(7, 21,02, Y1, 2) ( )
Y2 Xy(7, 21,02, Y1, 2)

onde,

X1(m @1, 22,91, ¥2) = u
(2z1sen(47) —2x2cos(47) +4xacos (27) —2x2) c+ ((2x1y1 —z2y2) sen (47) + (—x1y2 — 222 y1) cos (4 7)) 3
sen (47) cos(47)
il Sl 5) =\

8
+ (8ccz,u+4a:1 a:% o — 471’% + 460 1

a
(4z2yrcos(27) +z1y2 — 222Y1) 3 + ((Sx% To —:c‘;’) 0 —3vx1 x% +'y:c:1") + ((:c:f -3z $%)
sen (27)
8

1 a
—xo p — (3795'5' +3'yac% xo — 460 zl) 3 + (2z2y2sen (2 7)) s 3 ('yac% 1:2)

2
(—8x1p+ (223 — 22T w2) §+ 672123 + 45022 +2ya]) ) cos (27)

cos (47)

J
3 + (—:1:1 x% - :L";’) 3

4
st ) g )

Xao(7, 21, %2,Y1,Y2) =

(—2z2sen(47) —2z1cos(47) —4xicos(27) —2x1) ng ((—z1y2 —2y1x2) sen (47) + (z2y2 — 21 Y1) Ccos (47’))%
a . ; sen (41 ; cos(4T1
(—4z1y1cos(27) —xz2y2 — 21 Y1) s + ((23 — 321 x%) S+ a3 73723%:):2) % + ((«3 73x%x2) ) %
cos (4T sen (271 cos (2T
7(71?) #+(8x2u+(2x?72x1x3) 67271376'yx%12+460x1) ¥+ (811;1749@126) %
1 a cos (2T
+ (8z1p+ (fa:g — 22 z2) § —3yx1 x3 — 4680 a2 73'yx‘;’) 3 (221 y2sen (27)) 3 (472:{’) %
cos(4t cos(2T
+37$1$%%—460I2¥+R1(82),
X3(1,21,%2,91,y2) =
2 2 2 2 sen (471)
((#7 — 23) sen(47) —2z1 @2 cos (47) + (223 + 2a7) sen (27) + 2w122) b+ (2y10 — 16y p+2y2 k) ———
cos (4T 1 cos (4T
+ (4y1x) %+(y20—8y2M—4ym)§+(—y20+8y2u) %JrRz(aQ)v
Xa(r,21,®2,91,92) =
sen (4 1)

b
(—2z122sen(47) + (w% - w%) cos (47) + (—2$§ - 217%) cos (27) 4+ 23 — z%) 1 4+ (—y20+8y2u+4yi k)
cos (47) cos (41)

1
+(—2y10) +(16y1 — p2y2 K) —(2y1o+16y1u—2y25)§+R2(62)~

Pode-se verificar que a expressao acima é m-periédica em 7. Portanto, podemos calcular
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a equagao média de (4.23), obtendo o seguinte sistema médio

jzla (2w2ac+(2yla X2aq — Tla y2a) a+8$2au
+ (214 z2, + xla) §—3yaxd, —3ya2, 24 + 480 T1a)

24

€ — (210 c+ (P20 Y20 + 2T1a Y1a) @ — 8T1a 1
= g + (234 + 23, ¥24) 6 + 37210 73, + 480 720 +37235,) |, (424)
Y 22160 T2a b+ Y200 —8Y2a b — 4 y1a K
Y2a 2((:5511_35%(1) b—291a0+16y1au—2y2a5)
também podemos escrever a equacao acima na forma
Wo =8 (Wa), (4.25)

onde W, = (Z14, T2a, Y1a, Y24)- Note que zero é, novamente, um ponto de equilibrio da
equagao, e portanto pelo Teorema 3.7 podemos analisar a estabilidade da solucao nula
através dos autovalores da matriz

_doe e (2c+8p) 0 0
2 8
e (2c—8p) do € 0 0
B, = 8 2 (4.26)
0 0 _ER e (0 —8pu)
2
0 0 e(l6p—20) _EK
4 2

Sendo assim, podemos novamente utilizar o Teorema 2.13 que consiste em estudar os auto-

(50—85u)i—25/<a (o —8ep)i—2¢ek \ —ey/2—16pu>—20pe
y N3

valores, A\ = Ao = . — .
e\/c? — 16 u? — 25
e)\4 'u 0°

os autovalores da matriz B;. Desta forma podemos distinguir entre os seguintes casos:

. . . ., H .
. Para isto, vamos introduzir a varidvel z, = — para analisar
c

1
No caso em que |z,| > 7 temos que - 16 ,u2 < 0 e portanto a parte real dos auto-

650 850

valores serdo Re(A\) = —%i, Re(Xg) = —6;, Re(XA3) = —— e Re(\y) =

¢é positivo segue que A\; e Ay tem partes reais negativas. Ja para os autovalores A3 e A4
temos os seguintes sub casos:

. Como &

1. Se 6y > 0 todos os auto-valores tém partes reais negativas. Podemos dizer que a
solugdo trivial ¢ assintoticamente estavel. Ver figura (4.8).

2. Se 99 = 0 a analise linear revela-se inconclusiva.

Nesse caso, a estabilidade da equacao diferencial estd associada a regido ¢ — 16 u* < 0,
destacada pela cor azul. Veja Figura 4.7:
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mu

0 5 10 15 20 25 30
c

Figura 4.7: Regiao de estabilidade da equagao diferencial no plano ¢ x pu.

A Figura 4.8 mostra uma trajetéria cujos coeficientes ¢ e p satisfazem a desigualdade
¢ —16 4% < 0.

Figura 4.8: Exemplo de 6rbita obtida onde ¢ e p pertencem a regiao de estabilidade e
do > 0. Novamente as cores representam a passagem do tempo, indo da cor preta, quando
t = 0, até amarelo quando ¢ = 60.

1 - , .
No caso em que |z,| < 7 temos ¢ — 16 u*> > 0 e portanto Az e Ay sdo nimeros reais,

assim temos novamente trés sub-casos:

/2 _ 16 12
1. Se gy > YO 101

2
portanto a origem serd uma solucao assintoticamente estavel. Esta desigualdade

esta associada a porcao do espago dos coeficientes &y, p e ¢ estritamente acima da
regiao laranja na Figura 4.11.

teremos todos os autovalores com partes reais negativas e

A Figura 4.9 ilustra uma trajetéria obtida com os coeficientes satisfazendo as condigoes
acima.
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10

[ee]

6 4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 4.9: Representagao de uma érbita estavel obtida com ¢, e §y dentro da regiao de
estabilidade.

2_16 2
9. Se by < YE M

trivial é instavel. A Figura 4.10 representa o caso de instabilidade, note que nessa
configuragao ocorre o surgimento de uma érbita peridédica (em amarelo).

o autovalor A4 é um numero real positivo e portanto a solucao

Figura 4.10: Representacao de uma orbita estavel obtida com ¢, e dy dentro da regiao
de estabilidade.

2 — 16 p? P
3. Se ¢y = — teremos que A3 = 0 e portanto a andlise linear se torna

inconclusiva.

41



A Figura 4.11 mostra, em laranja, a regiao onde as varidveis ¢, u e Jy satisfazem

216 12

c
caracterizando a instabilidade da solugao trivial.

a desigualdade 9§y <

As demais regides estao associadas a estabilidade da solucao trivial.

do

Figura 4.11: Regiao de instabilidade em laranjado.

4.3 Solucoes peridédicas determinadas por pontos de
equilibrio nao triviais da equacao da média

Por fim vamos procurar por solugbes periédicas para o sistema (4.4). Para isto, vamos
encontrar os pontos de equilibrio de sua equagao média, que sera obtida usando novamente
a substituicao induzida pelo método de variacao de parametros escritas desta vez na forma
polar

(B
z(t — R (t)sen(t + t

y(t) | T | Ra(tycos(t+u(t) | (4.27)
y(t) —2Ry(t) sen(2t + (1))

Note que os valores R; e Ry estao associados a amplitude do movimento descrito nas
diregbes = e y respectivamente. Além disso, ¢ e 1 sao chamados angulos de fase da
solucao. Continuamos interessados em estudar o sistema fisico préximo da ressonancia,
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para isso vamos substituir (4.27) em (4.17) obtendo o sistema na forma canonica,

acos(t+ ¢) sin (¢t + @) cos (2¢ + ) R1 Ra + <7cos(t+¢)3sen(t+¢>) + & cos (t + ¢)*

I (t) —dcos (t+ ¢>)2> Ri% + ((ccos (2t) — 2 ) cos (t 4 ¢) sen (t + ¢) + 8o cos (t + ¢)? — 50) Ry
. acos (t + @)% cos (2t + ) Ra + (7 cos (t + ¢)* — 6 cos (t + $) sen (t + ¢)) R:?
Qb(t) —80 cos (t + @) sen (t + ¢) + (ccos (2t) — 2 ) cos (¢ + ¢)?
=c R (4.28)
((078;1) cos (2t 4 1) sen (2t + ) + 2k cos (2t + h)? 72/{) 72
: 2
RZ(t) +bcos (t + ¢)% sen (2t + 1) RTl
. —(25005(21‘—1—1&) sen (2t + )+ (8p — o) cos(2t+1/1)2>%
2
¢(t) +bcos (t + ¢)? cos (2t + 1) 1
2 Ry

A equacgao acima é w-periddica, portanto podemos calcular sua equacao média de forma
analoga as anteriores, obtendo

Rla (t) _ R (2sen (Ya — 2¢a) a Roq — 2856n (2¢a) ¢) + 8 R142 +460 Ria
¢a(t) 2C05(wa_2¢0«)aR2(1+3gRla2+2COS(2¢a)C—Sp,
- 2 (4.29)
: sen (Yo — 2¢a) b Ria” — 45 Raq
RQa(t) < 1 2
; (20 — 16 u) Rag + cos (Yo — 2 ¢a) b R1a>
Va(t) P

[gualando o lado direito da equagao acima a zero, obtemos as seguintes relagoes para
seus pontos de equilibrio:
(160 —20) Ry
bRy’ ’

cos (1) — 26) =

4/‘3}R2

sen (1) —2¢) = DRE

(4.30)
(324 —40) aRy*>+37bR* — 8 ubR,?

2bc Ry2 ’

cos (2¢) = —

8kaRy2+ bR +46,bRy?
2bc Ry? '

Usando as relagoes (4.30) podemos obter uma expressao para R; ao resolver a equagao
cos® (1) — 2¢) +sen? (¢ — 2¢) = 1. Dai temos que

sen (2¢) =

2 _ 2\/(0—8u)2+4H2R2

i b

(4.31)
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Isto nos permite reescrever as relagoes dadas em (4.30) de modo a obter:

cos (¢ — 2) ___ousgn(b)

w/aﬁ+4/~€2’

o, sgn (D)

NGET T (432)

cos(2¢) =P Ry + 22,

cos (1) — 2¢) =

sen (2¢) = a Ry +4 2,

L 5o ouab—3y (o) +45?)
onde o0, = 0 —8u, 2z, = —, z = —, a = , sgn(b) = — e
13 lu H c c /U—Z+4K/2 |b|C g () |b|

_ 2kab+6 (O’i+4/€2)

Voo +4k% b c

que R, assume os seguintes valores

. Usando a relacio cos (2¢)* +sen (2¢)* = 1 podemos afirmar

V4?22 +16afBz,2 - 168222+ (2 +a> —28z—4daz,
B2+ a? ’

R — (4.33)

—/—4a?22 +16aB2,2—-168%22 + 2 +a? —-2p2—4daz,

Ry = B2 1 a?

(4.34)

Com isso podemos estudar as solucgoes periddicas no caso de exata ressonancia, ou
seja, quando 0 = 0 e p = 0. Usaremos os resultados (3.6) e (3.7) do Teorema da Média,
que nos garante que se Py é ponto de equilibrio de (4.29), entao existe um g5 > 0 tal
que para qualquer 0 < € < gy a equacao diferencial possui uma solucao periédica. Além
disso, se os autovalores da parte linear do sistema em F, tiverem partes reais negativas
esta solugao periédica serd assintoticamente estavel. Quando 0 =0 e u = 0 os pontos de
equilibrio de (4.29) estarao associado as relagoes:

4I£R2
R =—
s L1 |b| 3
cos (1 — 26) = 0,

sen (¢ —2¢) =1, (4.35)

67k Ry
be

cos (2¢) =

(2ab+46K) Re+ 4000
2bc '

sen (2¢) =
Além disso se calcularmos a matriz jacobiana com relagao ao lado direito da equagao
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(4.29) em fungao das varidveis Ry, ¢, Ry e ¢ e substituirmos os valores acima teremos

§e Ry2 3veRy® ea Ry sgn(b) 0
4 4 4
3ve Ry SeR\*+46p¢ 0 e a Rysgn(b)
4 4 4
(4.36)
e |b| R EK
| | 1 0 __ 0
4 2
e |b] Ry? e |b] Ry?
; bl Ry ; el A
4R2 8R2
Calculando o polinomio caracteristico da matriz acima obtemos
p(z) = apr® + a12® + aex® + asr + ay,
onde
ag =1,
_ 255R2+(/€+(50) |b|
al = )
o]
B (462 +36+2) k2 |b] R22 + (2kab?sgn(b) |b| + (80 k2 +4806k) b?) Ro + (k2 + 460 k) b2 ]
@2 = 402 [b) ’
((46% +36+2) K3 |b| + 26 k2 ab?sgn (b)) R2? + ((k? + do k) ab?sgn (b) [b] + (26 K3 + 480 5 Kk2) b?) R (4.37)
= 462 b
80 k2 b2 [b] i
4v2 ||
((52 a? b2 sgn (b)? + (462 +3642) Ii4) |b] + 46 3 ab? sgn (b)) R»?2
= 1602 [b|
n (260 k% ab?sgn (b) [b] + 4806 k3 b?) Ry

1662 [b|

Portanto, nos resta verificar as condi¢oes necessarias para as quais todos autovalores da
matriz (4.36) tenham partes reais negativas. Para tanto, vamos usar o critério de Routh-
Hurwitz 1.25 em relagao ao polindmio caracteristico da matriz em questao. Podemos
escrever os determinantes das matrizes de Hurwitz das seguintes formas

25K Ry + (K +d0) [b
det(H;) = 2 IZEI O)H,

det(H2) = ((8(53 + 722 5) k2 RS + ((1662 K2+ (1260 62 +36+2 50) k) |b] +26kab®sgn b)) R+
((k + 80) ab®sgn (b) [b] + (86 k% + 16805 k + 465 8) b%) Ro + (k% + 4380k +443) b2 |b]) W)
det(Hg) = (86 (62 +977) w% RE + 6 [o] (s + 80)> asen (b) Rz + 0o s (s +260) ) (4.38)
+268 kb2 Ry (2 (k+60) asgn(b) R2 +/€2+450n+263) + 452 |b| R2 (52asgn(b) Ra+

62 (254 380) + 972 60)) (r2) <462nR§+36w2nR§+46n|b|R2+4606|b\R2+n\b\2+260 |b|2),

det(Hy) = ((45msgn (b) [b] + a2 b sgn (b)? + (46% 4 3642) 52) Ry +4806 b +
260 ab? sgn (®) (o] HQRQ) det(Hs).

45



Sendo assim, sabemos que os autovalores de (4.36) terao partes reais negativas se, e
somente se, valerem as relacoes

det(H;) > 0, det(Hs) > 0, det(Hs) > 0 e det(Hy) > 0. (4.39)

Omitindo as parcelas positivas dos determinantes, as desigualdades acima sao equivalentes
as expressoes

. 2(5I€R2

Dy
10|

+ (K +do) >0,

Dy = (((16(52 K2+ (1250524—3672502 k) [b] +25&ab23gn(b)) R?
+ (86% +72+26) k* RS + (k + &) ab?sgn (b) |b| R3
+ ((80K*+1660 0k +4655) b*) Ry + (k* + 480k +463) b° [b]) > 0,

Dy — (85 (62 4+ 9~2) K3 RS + b |b] ((/@+50)2asgn(b) R+ b0k (/@—1—250))
+20kb% Ry (2 (k+60) asgn (b) Ro + k% + 480k +267)
+4 17 |b| R3 (6% asgn (b) Ro+ + 6% (264 3380) +979%80)) > 0,

Dy = (45nasgn (b) |b] + a® b? sgn (b)* + (452 + 3672) m2> Ry + 4506k |b|
+2 60 a b?sgn (b) > 0.
(4.40)
Com isso, somos capazes de obter varias propriedades para as solugoes de (4.28). Neste
intuito, usaremos entre outras coisas, o fato de que quando o = 0 e u = 0 a amplitude
Ry se reescreve da forma

V—4a?22+ 32 +a2-282

R} = e , (4.41)
/a2 B4 a2 -206%
R~V 2 | (4.42)
6 b+26 0
ondea:—ﬂ,ﬁza—i_—ﬁez:—o.
| ¢ ] ¢ c

Note que as tnicas parcelas de (4.40) capazes de assumir valores negativos sao a sgn(b)
e Ry. A seguir apresentamos varios resultados sobre a estabilidade das solugoes periddicas
do sistema original no estado de exata ressonancia.

~ 1 . . o .
Proposicao 4.1 Suponha que ab > 0 e z < 3 entao a solucao periodica com amplitude

ao longo do eizo-y igual a Ry serd estdvel independentemente de quais sejam 0s outros
parametros.

- - 1 o
Demonstragao. A condi¢ao z < 5 garante a existéncia de Rj. De fato, nesse caso

2

1
2? < 1 e multiplicando ambos os lados dessa desigualdade por —4a? temos —4a?2% > —a?,
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somando o + 4% e extraindo a raiz quadrada, obtemos \/—4 a2 22 + 82 4+ a2 > (. Esta
desigualdade garante que Ry € R.

Por outro lado, temos que —23z > —f, e usando as duas desigualdades acima fica
evidente que Ry > 0. Além disso, a hipdtese de que ab > 0 implica em asgn(b) > 0 o que
garante que todas as desigualdades do critério de Routh-Hurwitz (4.40) s@o estritamente
positivas. Portanto todos autovalores de (4.36) tem parte real negativa o que garante,
pelo Teorema 3.7, que a solugao periddica nesse caso ¢é estavel. m

A figura 4.12 representa uma érbita no espago de fase da equagao (4.4) projetada
no espaco das variaveis 1, & e y. Nota-se na figura que a orbita, cujo ponto inicial é
representado pelo ponto verde, converge rapidamente para curva fechada em amarelo,
que por sua vez representa a solucao periddica estavel citada na proposicao acima.

0.01 |
y 0.005
-0.005

-0.01

Figura 4.12: Projecao de uma orbita periddica representada pela curva fechada em ama-
relo. Sendo e = 0.8, a =10, b =8, ¢ =10, k = 25, § = 58, dp = 2, v = 19 e o ponto
inicial (—0.403679, —0.241490, —0.024253, 1.08781).
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A préxima figura mostra como a 6rbita peridédica se manifesta no plano-z y.

0ot | \
0.005
- ol i

-0.005

-0.01 H

X

Figura 4.13: Representacao do movimento periédico, nas varidveis y e x associado a orbita
periddica estavel representada pela curva fechada em amarelo.

Proposicao 4.2 A solugao periédica com amplitude ao longo do eixo-y igual a R serd,
se existir, sempre instavel.

Demonstracao. Reescrevendo a quarta equacao do critério de Routh-Hurwitz (4.40)
temos,

(B> +a?®) b > Ry +20gab |b| + 456k |b].

Substituindo Ry por R; e simplificando temos

—* /40?22 + 2 +a?,

0 que garante que esta equacao sera sempre negativa e, portanto, a solucao periddica para
esta amplitude, quando existir, serd instavel. m

Na Figura (4.14) podemos visualizar a projecao de uma érbita que se aproxima e se
afasta da solucao peridédica de amplitude R, ao longo do eixo-y no espago das variaveis
Yy, © e y. Note que apesar de em algumas regides a orbita em azul se aproximar da
orbita peridédica em amarelo, ela continua se afastando em outras o que caracteriza a
instabilidade da solucao periddica

48



0.06
0.04
0.02 ¢

-.02 F
-0.04
-0.06

Figura 4.14: Projecao de uma orbita periddica representada pela curva fechada em ama-
relo. Sendo € = 0.008, a = 10, b =8, ¢ =40, k = 25, = 58, §p = 2, v = 19 e o ponto
inicial (—0.947436,1.75851,0.07181, 1.08781).

Ja o movimento fisico representado pela solucao da equagao original fica representado
pela seguinte Figura 4.15. Note que o caracter instavel da solugao se preserva.

Figura 4.15: Movimento no plano associado a orbita periddica representada pela curva
fechada em amarelo.

Observacao 4.3 Em algumas das proposicoes a sequir serd usado o sequinte resultado
para fungoes continuas. Seja f : R™ — R uma fungdo continua em a tal que f(a) > 0
(f(a) < 0). Entdo, existe § > 0 tal que f(z) > 0 (f(x) < 0) Vo € R" tal que ||z — a| < 6.
Este resultado € chamado de principio da permanéncia de sinal.
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- . 1
Proposicao 4.4 Dados os parametros c, &y, 0, v, b e Kk, suponha que ab < 0 e z < 3

entao existe um valor as > 0 tal que a solucao periddica com amplitude no eizo-y igual a
RY serd estdvel sempre que |a| < as.

. o . . . 1
Demonstragao. Como jd vimos nas proposicoes anteriores a condi¢ao z < 3 garante a

existéncia de Ry > 0 e além disso, temos que quando a = 0 as equagoes (4.40) ficam da
forma: 985k RT
1 = L + (KJ + 50) s
0]
Dy = (86° +727%68) k2 Ry° + (1662 K2 + (126, 6% + 3672 8p) ) [b] Ri*+
(80K + 16800k +46506) b* R + (k> + 4360k +405) b* |b],

Dy =86 (02 +97%) w° RE* +4k2 (8% (25 4+ 380) + 977 80) [b] R+
20k (K*+400Kk+267) b> R + 6ok (k+28) b* |b],

Dy = (46> +367%) k* Ry +4600% |b],

sendo todas estritamente positivas. Como todas as equagoes Dy, com 1 <1 < 4, dependem
continuamente de a, temos que para cada t existe um valor a; > 0 tal que, dado a € R com
la| < a; entao Di(a) > 0. Este resultado decorre do principio da permanéncia do sinal
(4.3). Deste modo, tomando as = min{a; |1 < i < 4}, temos satisfeitas as condigoes do
critério de Routh-Hurwitz sempre que |a| < as. E, portanto, temos garantida a estabilidade
da solucao periodica. m

A estabilidade da solucao peridédica neste caso fica perceptivel na Figura 4.17 a seguir,
note que a orbita, cujo ponto inicial é representado pelo ponto verde, se aproxima e depois
permanece sobre a curva fechada, em amarelo, representacao da solugao periodica.

0.06
0.04
0.02

-0.02
-0.04

-0.06 ' /\

o
T T T T T 1T

Figura 4.16: Projecao de uma orbita periddica representada pela curva fechada em ama-
relo.Sendo ¢ = 0.8, a = 0.8, b= —8, ¢ =40, Kk = 25, § = 58, dg = 2, v = 19 e o0 ponto
inicial (—0.85513, —0.041494,0.0157913, 1.28781).
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A Figura (4.17) representa como a 6rbita periédica se manifesta como solucao da
equagao original.

0.06 -

0.04 \/

0.02 |-
-0.02 |-

-0.06 -

I I I I I I I
-0.8 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8
X

Figura 4.17: Projecao de uma orbita periddica representada pela curva fechada em ama-
relo.

Proposicao 4.5 Dados os parametros c, d, v, b e k, suponha que § < 0, entdo existem

as,, G5, ambos positivos e z5 > 3 tais que a solugdo periddica com amplitude Ry ao longo

B 2
1 1+ a
do eixo-y serd estdvel para todo 3 < z < min %, Zs ¢, sempre que a condi¢do
as, < |a| < ag, for satisfeita.

- 2rkab+ 40 K> N —20K
Demonstragao. Sabemos que [ = W portanto, se § > 0 entao a > .
K |b| ¢

Além disso, destacamos o fato de que
lim p(a) =0.
.
. 20K 1 "
Definimos a,, = IR note que quando z = 3¢ la| = a5, temos Ry (|a|, z) = 0. Nessas

condigoes, quando |a| = as,, temos que as equagoes (4.40) ficam da forma

Dy = k + 9o,

Dy = (12 + 400k +403) o],
D3 = (6o w2 + 282 %) b,
Dy =890k |b].
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Garantindo a condicao de positividade para estas equagoes. Pelo principio da permanéncia
do sinal (4.3) sabemos que existe uma regiao aberta U no plano-za tal que (%, as, | €U
e a condicao de positividade se mantém para todo elemento de U. Vamos definir os
parametros as, € 2 tais que [%, ZS:| X (as,,as,) CU.

Para garantir a existéncia de RJ devemos ter 0 < —4a”z* + 3* + o, somando

1 2
402 2% em ambos os lados e isolando z obtemos 2% < 1 (6—2 + 1) extraindo raiz qua-
o)

—_

1 [ 32
drada temos a desigualdade z < 3 5—2 + 1. Portanto basta tomar —= < z <
o

2
min{%( §—2+1> ,zs}. [

Novamente ao ilustrarmos a projecao de uma orbita sobre o espaco das variaveis v,
& e y, cujo ponto inicial (em verde) reside na vizinhanga de um ponto de equilibrio, fica
evidente a estabilidade da solucao periddica representada pela curva fechada em amarelo.
Ver Figura 4.18.

0.4
0.3
0.2

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4

Figura 4.18: Projecao de uma orbita representada pela curva fechada em amarelo. Sendo
8

e =0.0001, a = 0.77, b = =800, ¢ = 207 k=25,0=>58, 0 =0.3, vy =1 e o ponto inicial

(—0.494327, —0.241490,9.774382, 1.08781).
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E essa solugao peridédica se manifesta no movimento real da particula da seguinte
forma, ver Figura (4.19).

Figura 4.19: Representagao do movimento fisico da particula.

Proposigcao 4.6 Dados os parametros c, dg, 0, v, b € k, suponha que ab < 0, entao existe
0 < a, < oo tal que a solucdo periddica com amplitude no eiro-y igual a Ry serd instdvel
sempre que |a| > a,.

20Kk — |b||al
|b] ¢
quando |a] — oo seque que B(a) — —oo. Por outro lado, sabemos que vale a relagao

1 B2 B2 :
z < 5 — + 1| portanto quando 8 — —oo, o2 +1 — oo e com isso z — 00
o

(satisfazendo portanto a condigao de existéncia da solugao periddica).

Demonstragao. Se ab < 0 entao podemos escrever 5(|a|) = naturalmente

Além disso, temos que ‘ llim Ry(|a]) = 0, de modo que
a|—o0

lim Dj(|a|) = (=8 &* — 28] k) b|* <0,

la]—o0

portanto, existe um valor 0 < a, < oo tal que Ds(a) < 0 para todo a € R tal que a > a,.
O que garante a instabilidade da solugao periddica. m

A Figura (4.20) mostra uma 6rbita cujo ponto inicial (em verde) esta na vizinhanga
da solucao periddica, no entanto, a d6rbita escapa para o infinito a medida que o tempo
passa, caracterizando a instabilidade da drbita.
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0.08
0.06
0.04
0.02

-0.02
-0.04
-0.06
-0.08

Figura 4.20: Proje¢ao de uma orbita representada pela curva fechada em amarelo.
Em verde temos o ponto inicial e em vermelho o ponto final. Sendo ¢ = 0.008,

9
a = —10.8, b = 700, ¢ = 207 k =5, 0 =50, 9 = 03, v =1 e o ponto inicial
(—0.054538, —0.241490, —0.014872, 1.08781).

Como esperado o movimento fisico descrito pela solugao do sistema original também
apresenta um comportamento instavel semelhante ao encontrado na projecao anterior.

Ver (4.21).

Figura 4.21: Representacao do movimento fisico da particula. Em verde temos o ponto
inicial e em vermelho o ponto final.
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Agora vamos estudar a estabilidade das solugoes periédicas no caso em que o = 0 e

v = 0. Neste caso o sistema médio da equagao (4.29), fica da forma

—R; (2sin (¢ —2¢) a Ry —2sin (2¢) ¢) — 6 Ry®

: 8
Rya(t)
_ 2cos (v —2¢) aRy+2cos(2¢) c—8u
A 8
. :8
Roya(1) sin (¢ — 2 ¢) bR\> — 4k Ry
8
ol
Ye(t) (20 —16 1) Ry + cos (¢ —26) b R;?
8 Ry
Neste caso, valem as seguintes relacoes
(16 —20) Ry
-9 —
cos (1 = 20) = =T,
4/€R2
sen(z/)—ng):W,
bR* — (32 —4 2
cos(2¢):8'u Ry (?),u2 a)aRg7
QbCRl
8kaRy>+6bRy*
2 p—
sen (29) 2bcR?Z
b 2
R | |R1

2 = :
2\/(0—8u)2+4m2

(4.43)

(4.44)

Portanto, calculando a matriz jacobiana do sistema (4.43), nos pontos de equilibrio

acima, teremos

_5R12 5. R _kasgn(b) By ouasgn(b) B Ry
1 pm 2D 4D
0 _5R12 _ouasgn(b) _kasgn(b) Ry
4 4D 2D
k|b| Ry o, |b] Ry K 0. bl R?
2D 4D 2 8D
0, bl Ry K [b] Ry o, |b| Ry? K [b] Ry
4D R, 2D R, 8 D Ry> 4D R,

%)

(4.45)



onde D = /4k2 + 7,2. Além disso, o polinémio caracteristico, p(x) = by +by2® + box® +
bsx + by, da matriz acima é tal que
bp =1,

O0DRs + Kk ‘b‘
bl = - 4
[o]

b 46% [b] D3 Ro? + (166 kb2 D? + (402 + 16 52) ab?sgn (b) |b]) Rz + (02 +4x2) b2 |b| D
27 1602 [b] D ’

B (462K |b] D+ (26Ji +835k?%) ab?sgn(b) D) Ro?

b3 1662 [b| D (4.46)
((50’5 +46k2) b2 D2+ (2&0’5 +8xk3%) ab?sgn (b) [b]) R2
+ 1602 |b| D ’
- ((62 0% +462K?) b] D* + (46 K07 + 165 K3) ab®sgn (b) D?
6402 |b| D2
(Uﬁ +8r? U;ZL +16 %) a®b%sgn (b)? |b|) Ry? (4#02 +16 k2 poy) ab?sgn (b) b D Ry
642 |b| D2 * 64 b2 |b| D2 '

Calculando o determinante das matrizes de Hurwitz para os coeficientes acima, apds
algumas simplificagoes, conseguimos as seguintes equivaléncias para o critério (1.25)

0D Ry
A1 =
P

+ Kk >0,
Ay =48 D?Ry® + 166k |b| D Ro? +268ab?sgn (b) D Ry?,
+2kab?sgn (b) |b| Ry +166 k2 b% Ry + k% |b| D > 0,
Az =166° k D* Ry* +26%b% |b| D* Ry (asgn (b) (D? —8poy, +20K%) Ry +8K*D)  (4.47)
+6kbD (4asgn (b) (D* = 8po, +4rK?) R2+D3)
+86° kb” D? Ry® (4asgn (b) D Ry + D* + 8 k%)
+86% |b| D? Ry3 (asgn (b) D Ry + 8/{2)
+2 k% ab*sgn (b) |b| (D2 —8uoy) >0,
Ay =ab’sgn (b) (asgn(b) DRy +4po,)+6>D* Ry +45kabD Ry > 0.

Com isso, podemos fazer algumas afirmagoes sobre as solugoes periddicas de (4.43).

Proposigao 4.7 Suponha que ab > 0 e |o| < 4V2k, entdo a solugdo periddica ao longo
do eiro-y igual a Ry, serd, se existir, sempre estdvel independente de quais sejam os
outros parametros.

Demonstragao. A condigao ab > 0 implica em asgn(b) > 0 o que garante que A; > 0,
Ay >0 e Ay > 0. Por outro lado, substituindo D = \/4k? + 0,2 e 0, = 0 — 8 i temos a
relacao

D?* — 8po, >0
é equivalente a

1284% — 24p0 + 4k* + 0% > 0. (4.48)
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O lado esquerdo da desigualdade acima pode ser visto como um polinomio em relagao a
[t que, por sua vez, tem a concavidade voltada para cima, e portanto vale se, e somente
se

(—240)% — 4(128) (4% + %) < 0.

Desenvolvendo esta expressdo obtemos ® < 32x%. Portanto, podemos dizer que se |o| <
4V/2k, entdo D2—8,uau > 0. O que, juntamente com a condicao ab > 0, garante a validade
da desigualdade Az > 0. Desta forma, usando os Teoremas (1.25) e (3.7) temos que a
solugao periddica sera estavel sempre que existir. m

Proposigao 4.8 Suponha que ab > 0 e |o| < 4V2k, entdo a solugdo periddica ao longo
do eiro-y igual a Ry, serd, se existir, sempre estdvel independente de quais sejam os
outros parametros.

Demonstragao. A condigao ab > 0 implica em asgn(b) > 0 o que garante que A; > 0,
Ay >0 e Ay > 0. Por outro lado, substituindo D = \/4k? + 0,2 ¢ 0, = 0 — 8 i temos a
relacao

D?* — 8uoy, >0
¢é equivalente a
1281 — 24p0 + 4k* + 0% > 0 (4.49)

O lado esquerdo da desigualdade acima pode ser visto como um polinomio em relagao a
[t que, por sua vez, tem a concavidade voltada para cima, e portanto vale se, e somente
se

(—240)% — 4(128) (4% + %) < 0.

Desenvolvendo esta expressao obtemos ® < 32x*. Portanto, podemos dizer que se |o| <
4V/2k, entéo D2—8,uau > 0. O que, juntamente com a condicao ab > 0, garante a validade
da desigualdade Ay > 0. Desta forma, usando os Teoremas (1.25) e (3.7) temos que a
solucao periddica sera estavel sempre que existir. m

Proposicao 4.9 A solucao periédica com amplitude ao longo do eixo-y igual a R serd,
caso exista, sempre instdavel.

Demonstragao. A equacio A, pode ser reescrita na forma (a? + 2)b*c2DR,
+4po,ab’sgn(b). Substituindo Ry por

—/—16B3% 22 + 32 +a? —4daz,
/62+a2

R, =

temos,

— <\/—1662zﬁ+62+a2> V*D—4az,b°c®D+4po,ab’sgn(b).

57



Note que

—4daz,0**D+4po,ab’sgn(b) =0. (4.50)
b b
De fato, se substituirmos o = |Z|“ aD’ 2y = He sgn(b) = ] na equacao (4.50) teremos
c c

dpo,ab®  4dpo,ab’ _0
|b] |b] '

Logo, a equacao A4 fica na forma

_ (\/—16ﬁ2zg+52 +a2) D
sendo sempre negativa e, por isso, a solucao periddica sera sempre instavel. m

Proposicao 4.10 Dados os parametros c, ji, 6, 0, b e k, suponha que ab < 0 e |z,| < 7
entdo existe um valor a, > 0 tal que a solugdo periddica ao longo do eizo-y iqual a Ry
serd estdavel sempre que |a| < a.

Demonstragao. Quando a = 0 as equagoes em (4.47) ficam da seguinte forma

D
AI — w + K/,
|b]
Ay =46 D*Ry®> +166%k |b| D Ry*> + 166 k% b* Ry + kb |b] D,
(4.51)
Az =166" k D* Ry* + 646" k* |b] D* Ry* + (80° kb® D* + 646° k°b* D*) R,?
+16 6% k> b |b| D* Ry + 6 kb* DY,

Ay =62D3R,.

|b| \/ 2 — 16 p? -
6 | D]

0. Como as equagoes (4.51) dependem continuamente de a, podemos afirmar que para

cada i com 1 < ¢ < 4 existe a; € R tal que A;(a) > 0 para todo a € R cujo |a| < a;.

Portanto, se definirmos a; = min {a; |1 < i < 4} a teremos, para todo a tal que |a| < as,

satisfeita a desigualdade A;(a) > 0, paratodoi = 1, 2, 3 e 4. Contudo, a solucao periédica

sera estavel pelo critério de Routh-Hurwtiz. m

. . 1 . .
Além disso, note que a condigao |z,| < 1 garante a existéncia de Ry =

Proposicao 4.11 Dados os parametros c, ji, §, o, b e k, suponha que ab > 0, |z,| < 1

1 . , , . o .
e |ul > 5/1, entao existem o1, oy € a, > 0 tais que a solu¢ao periodica ao longo do eixo-y

wgual a R; serd instavel sempre que |a| > a, e 01 < 0 < 0y,

Demonstragao. Primeiramente vamos definir h(o) := D? — 8uo, . Pelo visto na Pro-

posi¢ao 7?7, sabemos que se |pu| > §/<c entao h(o) < 0. Como h depende continuamente de
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o podemos afirmar, pelo principio da permanéncia do sinal (4.3), exitem oy e oy tais que
h(o) < 0 para todo o € (07, 02). Por outro lado, temos que a condicao |z,| < 2 garante
a existéncia de Ry . Além disso, ab > 0 = asgn(b) = |al, por isso podemos reescrever a
terceira equagao do critério da seguinte forma:

As(la)) 8% |a| |b| D* R} (a)’ | 160° kD4 R (a)* | 649% 5 Jo] D? R} (a)®
(D2 —8poy,) D2 —8puoyu D2 —8uoyu D2 —8uoyu

883 kb2 DIRS (a)® 16062 poy, |a| b2 b D2 RY (a) | 4087 K2 |a] 17 |b] D Ri(a)?
D2 —8puoy, D2 —8uoyu D2 —8uoyu

1662 k2 b2 |b| D3 RY (a) N 46+ |a| b* D3 R} (a) 325k poy |a| b* D RY (a)

(4.52)
D2 —8uoyu D2 —8puoy D2 —8uoyu

320% K |a| b2 D3 R (a)° 6463 k3b2 D2 RY (a)® 166 k3 |a| b% D RY (a)
+
D2 —8puoy D2 —8puoy D2 —8puoy

| 202 Jal b [p| D* Rf(a)®  &rbt D
D2 —8puoy D2 -8puo

+2k2 |a| b |b|
©

Vamos usar o fato de que | l‘im a Rf (a) existe juntamente com a relacio 1|im Ry (a) =0
a|—r 00 a|—0o0

para afirmar que |llim a (R;(a))n = 0 para todo n = 2,3,4,.... Usando isso temos
a|— o0
claramente que

lim —A3(|a|) =0
la]—o0 (D2 — 8/10';,)

sendo assim, como o € (01, 09) e D* — 8uo,, < 0 temos

lim As(la]) = —oc.
la]—o0

Com isso, podemos afirmar que existe um 0 < a, < oo tal que Az(a) < 0 para todo a tal
que |a| > a,, deste modo a solugao periddica serd instavel pelo critério de Routh-Hurwitz.
[ ]

Proposicao 4.12 Dados os parametros c, j1, 6, o, b e K, suponha que ab < 0, |z,| < 1

1
e lul < 3 entdo existe a, > 0 tal que a solugdo periddica ao longo do eiro-y igual a Ry

serd instavel sempre que |a| > a,.

~ : : 1 )
Demonstragao. Pelo visto anteriormente, quando |u| < 1 teremos que D? — 8o, sera

1
sempre positivo. Além disso, quando |a| tende ao infinito, a condicdo |z,| < ) garante a

existéncia de Ry . Note que

lim | RS = ] \/2D?—64K2p2+4dpo,b
|a]—o00 bD ’
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Por outro lado, como ab < 0 podemos reescrever a terceira equagao de (4.47) da forma

As(a) = 206D |a| R (453 Ib| D® RS + 1662 kb2 D2 RY” + 602 b] D3 R} — 850, b b DRY
+208 5207 |b] DRY +25b" D~ 16k 0, b* + 857 6%) —26 DR} (=86 n D* R}’
—326% K2 |b| D> R — 462 kb2 D® R — 3262 k302 D R — 86 k262 [b| D2>
+5 kb DY — 2k2 |a| bt |b| (D2 —SMO'H).

Destacamos que

lim RS =
la]—o0

e além disso,

, bl /D2 —64K2 2 +4po,b
1 - A
\(7L|1E>noo’a|ll:z2 bD

Deste modo é facil ver que

lim |a|Az(a) = —o0
la]—o0

(4.53)

Portanto, assim como no caso anterior, temos que existe um 0 < a,, < oo tal que Az(a) < 0
para todo a tal que |a| > a,, deste modo a solucao periddica sera instével pelo critério de

Routh-Hurwitz. m

Proposicao 4.13 Dados os parametros c, ji, 0, o, b e K, suponha que ab < 0, |z,| < 1

elo| < 4N2k, entio existe a, > 0 tal que a solucdo periddica ao longo do eizo-y igual a

Ry serd instdvel sempre que |a| > a,.

Demonstracao. Note que a condicio |o| < 4v/2r implica que D? —8poy, > 0. O restante

da demonstracao se segue semelhante a anterior. m
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CAPITULO 5
CONCLUSOES

Langando mao do Teorema da Média pudemos analisar um sistema fisico complexo,
usando os métodos de dinamica nao-linear na equacao média associada ao sistema. Dessa
forma pudemos obter condi¢oes para que a solucao trivial seja assintoticamente estdvel
através da analise dos autovalores dos sistema médio neste ponto. Além disso, analisamos
o sistema acima em condicdes de quase-ressonancia, quando ¢> = 4+¢co0 e n=1+4+¢epu,
sendo o e p pequenos parametros positivos independentes de €. Nesse caso ainda foi
possivel determinar as condigoes que caracterizavam estabilidade assintética ou instabi-
lidade da solucao trivial do sistema. Nao obstante, o Método da Média foi utilizado
também para encontrar solugoes periddicas nao-triviais do sistema, tanto em situacao de
exata ressonancia, ou seja, quando o = 0 e y = 0, quanto no caso em que 6y =0 e v = 0.
Para tanto, usamos os pontos de equilibrio do sistema médio da equagao (4.1) e, nas
suas vizinhancas, pudemos, com o auxilio do critério de Routh-Hurwitz, identificar sob
quais circunstancias os coeficientes da equagao acima garantem a existéncia e também a
estabilidade destas solugoes.

Por fim, vimos que o Teorema da Média, nos permite obter uma informagao detalhada
a respeito das solugoes deste sistema e fornece expressoes precisas para as estimativas de
erro, afirmando-se como um método extremante eficiente para as aplicagoes matematicas.
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APENDICE

Um sistema similar ao que vamos tratar nesta se¢ao pode ser encontrado em [1]. No
caso do qual vamos tratar, existe uma excitagao paramétrica devido a nao linearidade das
molas horizontais e a vibragao dos suportes laterais ver figura

AN N

ec cos(2nt) —eccos(2nt)
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Nesse sistema, chamaremos de [y o comprimento natural da mola linear fixada no
topo da figura, sua constante elastica sera representada por ko e M representa a massa do
corpo, que nesse trabalho sera tomado como uma massa pontual, portanto rotagoes foram
suprimidas deste sistema fisico. Na posicao de equilibrio esta mola terd o comprimento

Mg

= —+] 5.1
a Ko + 0 ( )

onde g é a aceleracao da gravidade. Na parte inferior temos outra mola linear com a
mesma constante elastica kg, porém seu comprimento sera denotado por by. Devido a
isso, no ponto de equilibrio, esta mola nao exerce nenhuma forga sobre o corpo. Portanto,
by é na verdade um parametro positivo livre no sistema. Se levarmos em conta apenas estas
molas teremos um sistema fisico que é essencialmente um péndulo elastico. No entanto,
existem outras forcas sobre este sistema, na parte inferior atua a seguinte forga dissipativa
—Ko ¥y, note que esta forca atua somente na direcao y. Nos suportes laterais do sistema
existem duas molas nao-lineares cujas forcas elasticas sao dadas por —%az — %x:s, onde

k1, (- Yo . . (o
5 ¢a constante eldstica de cada mola e 5 €0 coeficiente eldstico que descreve o quanto

o comportamento da mola se distingue do caso linear. E importante destacar que essas
forgas atuam somente na direcao x, além disso, ambas as molas laterais tem comprimento
c. Os suportes laterais vibram simultaneamente e em diregoes opostas de modo que seu
movimento é descrito pela relagao € ccos(2nt). Temos ainda do lado esquerdo uma forga
dissipativa nao-linear dada por —(ag+ axQ):i:, esta forca atua somente ao longo da direcao
z. Por fim, todo o sistema esta sujeito ao campo de forcas ;22 na direcdo v.

A fim de usarmos a formulacao lagrangiana devemos calcular a energia mecanica do
sistema. Primeiramente vamos definir as forcas conservativas que atuam sobre o sistema
na forma vetorial:

_ z “”Y

A = (Vo) (Vi Ve )
x —y — bo

Fy(x,y) = Ko (\/92+x2—bo> <_\/ ’ >>

(cy—bof 422 ey =)+ a2

Fy(x,y,t) = — (70 (1’—6(3;?08 (21t))” Lk (06—602008 (277t))> (0, (5.2)

F4(x7y’t):_(70(x+ecgos(2nt))3+kl (a:+602008(277t))><1 L 0).,
Fy(z,y)=gM (0 , —1).

Além disso, sabemos que, veja [2] pagina 4, uma condi¢do necesséria e suficiente para
que uma forga seja conservativa é dada por F' = —VV/(r,t), onde r é o vetor posigao
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da particula e V(r,t) é uma fungao escalar chamada de energia potencial. Deste modo,
podemos calcular a energia potencial de cada forca descrita acima obtendo:

o (Yo ra 1)

Vi(z,y) = 5 :

/@0< (y+b)2+:c2—b)2

Va(z,y) = 5 :

(5.3)

Yo (z —eccos (2nt))! n ki (x — eccos (2nt))”

Vv?)('x7 y?t) = 8 4 )

Yo (x4 eccos (2nt))* N ki (x+eccos (2nt))?

‘/ZL(Q:, y?t) = 8 4 Y

Vs(z,y) = gMy.

Somando todos estes potenciais temos o seguinte potencial resultante:

n0< (y+b)2+x2—b)2 Ko (\/(y—a)Q—i—xQ—lo)

V(z,y,t) = 5 + 5 +gMy

C zt + (670 €% ¢ cos (2nt)? + 2k1) a?
1 .

2

Expandindo a expressao

/@-0( (y+b)2+x2—b>2 mo( (y—a)2+x2—l0)2

2 * 2

até os termos de terceira ordem em z,y e usando (5.1), descartando os termos constantes,
podemos reescrever o potencial resultante da seguinte forma:

(Q/iogM—i-Zfi%lo) y2 + ko g M z2 n (HUQQMQ+2H%l0gM—ﬁglob+/€glg) z2y

V(z,y,t) =
@y, %) 29 M+ 2r0lo 2092 M2+ drglobg M + 212 12b

Yo x* + (670 e2 ¢ cos (2nt)? +2k1) x?
1 .

+

M
A energia cinética do sistema é definida por T' = 7(302 +97?) e por sua vez, a Lagrangiana
do sistema é dada por L =T — V, ou seja:

7x(t)2y(t) (nog2M2+2HglogM—N%l0b+Hgl8) n (Q(t)2+9b(t)2) M

L =
2692 M2 +4rglobg M +2k212b 2

2 2
y (t)? (2nogM+2ﬁglo)+nogm(t)2M B z (1) (6705202'308(27]0 +2"‘€1) B oz (£)*
29 M +2kglo 4 4
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No caso de forcas nao conservativas as equagoes de Lagrange ficam da forma

% (g_g) _ (g_fc’) = —(ao + az?)s, (5.7)

d oL oL 7_/{1 _’70 3
i) ()53 o

Escrevendo explicitamente temos,

kox(t) y(t) (2 M2 +2k0logM — k3lob+ K213) ko g M

3
x(t) y (1) b(gMJrIiolo)Q x(t) m+’70x(t)
YE(E) M+ x(t) (370 22 (%) +m) = —&(t) (ax(t)? +a0), (5.9)
n 2 272 p k2 122
xa)?( 0 g"M G OIO)> 2Ry (®) +E() M=y x® — R0y (510)

Para que as equagoes acima nao dependam das unidades de medida vamos passar-las
para forma adimensional. Para tanto, vamos introduzir as seguintes variaveis (1) =

%x (\/%T) ey (r) = %y <\/§7’) além disso, vamos mudar a variavel de derivagao para

T = \/gt deste modo podemos reescrever as equagoes (5.9) e (5.10), respectivamente,

COImo
3 2.2 l l M l2
55"1 (T) 1 (T) <COS <4777 l0> ]> Y0 l()& C 1 (T) ((0'51+H 0) g + Ko O,‘il)

29 M g2 M? + kologM
1Bayi 3 Vi
() () TR e () R () SRS

kol2 (g2 M2 +2rkologM — k2lob+ K213)

—+x1 (7 T
tnnin) bg M (9 M + ro lo)°

=0, (5.11)

g1 (1) +y1 (1)

2r0lo i (7) ,io\ﬂofgﬂcl (r)? (2Bvb—kold) g? M2+ (drol§nb—2kK313) gM
M M 4bg M (g M + ko lo)?
(23 1+ 18) b— i 14
4bg M (g M + kolp)*

=0. (5.12)

Por fim, vamos omitir os indices das variaveis dependentes a fim de simplificar a notacao
e definir as seguintes constantes

6_13a Tog 50_a0\/10g 61_37010& 2w_lo(klgM+kogM+kolok1)
gM gM '’ 29M gM (g M + kolo) ’
_ i3 . roviog q2:2k010 a:kozg (9> M2 +2kologM — k2 lob+ k2 12)
gM’ gM gM "’ bg M (g M + ko lo)? ’
. ((2ko 13 — 41341 b) g2 M2 + (4k213 —8kol3v1b) gM + (—4kZiE~v1 —2k313) b+ 2k313) = 2 lo
= ) 1= -
4bg M (g M + ko lo)? g

Desta forma, podemos reescrever as equagoes (5.11) e (5.12) da seguinte maneira
E(T)+ 0z (1) % (1) + 2w + Eey (14 cos(2m7))) z (1)
+z (1) wy 4 vz (1) + az (1) y (1) = 0, (5.13)

(1) + kg (1) + ¢y (1) + b (1)? = 0. (5.14)
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As equagdes (5.13) e (5.14) foram obtidas formalmente e descrevem completamente o
comportamento do sistema fisico, ¢ importante destacar que nessas equacdes € = £2, mas
omitiremos a barra por simplicidade de notacao.

Agora daremos inicio a um argumento heuristico cujo tinico propoésito € elucidar como

as equagoes (5.13) e (5.14) podem dar origem as expressoes (4.1) encontradas em [10].
t
Substituindo x (t) = A nas equagoes obtidas acima teremos,
2w+e C1

3 (t) ) (6clcos(277t)+1>+5z(t)273(t)+ vz (t)? +ay(t)z(t)_

2w+eq 2w+ecy (2w—|—gcl)3 (2w+601)3 2w+en
(5.15)
. bz(t)Q . 2
t)+ ———= +ry )+ t) =0.
i(t) Qwtea) yt)+q y(t)
(5.16)
Por outro lado, a expansao de Taylor da expressao ———, em torno de zero, é da
2w+ ey
forma 1
— + Of(e). 5.17
4 0(e) (517)

Como ¢ é um numero estritamente positivo e pequeno, poderia ser plausivel aproximar
a expressao acima por 5% omitindo por sua vez os termos de ordem superior. Essa
w

aproximacao nos fornece as expressoes

Z(t) ecycos (2nt) Szt 2(t) vz ay(t) z(t) B
o 20 (G ) A A I
i (t) + b(;gz +it)+rqy(t) =0, (5.19)

que s@o semelhantes as relagoes dadas em (4.1).
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