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POLAC, L. G. O adjunto de um polinomio homogéneo continuo entre espacos de Banach.
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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao ¢ estudar o adjunto de um polinomio homogéneo
continuo entre espacos de Banach. Primeiramente exibimos algumas propriedades bésicas
e exemplos de adjuntos de determinados polinomios homogéneos. Em seguida estudamos
o adjunto das composicoes uw o P e P owu, em que P é um polindomio homogéneo e u
¢ um operador linear, ambos continuos. No ultimo capitulo estudamos os adjuntos de
algumas classes especiais de polinomios homogéneos, a saber, polinomios de posto finito,
aproximaveis, compactos e fracamente compactos. Para isso estudamos a linearizacao
de polinomios homogéneos por meio do produto tensorial simétrico projetivo e também
aspectos introdutérios da teoria de ideais de operadores.

Palavras-chave: espagos de Banach, polindmios homogéneos continuos, adjunto, polinomios
de posto finito, polindmios aproximaveis, polindmios compactos e polindmios fracamente
compactos.

vii



POLAC, L. G. The adjoint of a continuous homogeneous polynomial on Banach spaces.
2013. 66p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is the study of the adjoint of a continuous homo-
geneous polynomial between Banach spaces. First we prove some basic properties and
provide some examples of adjoints of certain homogeneous polynomials. Next we study
the adjoint of the compositions uo P and Powu, where P is a homogeneous polynomial and
u is a linear operator, both of them continuous. In the last chapter we study the adjoints
of some special classes of homogeneous polynomials, namely, polynomials of finite rank,
approximable, compact and weakly compact. To accomplish this task we study the line-
arization of homogeneous polynomials through the projective symmetric tensor product
and also some introductory aspects of the theory of operator ideals.

Keywords: Banach spaces, continuous homogeneous polynomials, adjoint, finite rank poly-
nomials, approximable polynomials, compact polynomials, weakly compact polynomials.
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INTRODUCAO

A Anaélise Funcional Linear trata essencialmente de operadores lineares continuos entre
espacos normados e espacos de Banach. Além da linearidade, o natural é considerar
num primeiro momento fungoes nao lineares que mantém alguma proximidade com os
operadores lineares. Por exemplo, aplicacoes multilineares entre espagos normados. Ao
mesmo tempo em que estende a Andlise Funcional além da linearidade, a consideragao de
aplicagoes multilineares continuas

A:Eix---x E, — F,

emquem € Ne Fy,..., E,, F sao espacos normados, abre o caminho para o tratamento

matematico de funcoes analiticas entre espagos normados. Vejamos como isso é feito:

como se sabe, as fungoes analiticas no plano complexo sao fung¢oes que podem ser expan-
o0

didas em séries de poténcias da forma Z am(z — 29)™. A dificuldade imediata para a

m=0
transposicao disso para funcoes entre espacos normados é a auséncia das funcoes

fm: C—C, fi(z) =apz™, meN,

chamadas de polindmios homogeéneos. A ideia entao é contornar essa dificuldade encon-
trando fungoes que gozam da mesma propriedade fundamental dessas funcoes, a saber, a
m-homogeneidade:

fm(A2) = X" fu(2) para todos A, z € C.

Isso é feito da seguinte forma: dados espacos normados E, F sobre K=R ou C, m € N
e uma aplicagao m-linear A: E™ — F', chame de P a restricao de A a diagonal, isto é,

P:E— F, Plx)=A(z,...,x).
Da m-linearidade de A segue que P satisfaz a condicao
P(Az) = A" P(x) para todos A € Kex € F,

e por isso tais fungoes sao chamadas de polinomios m-homogéneos. Dessa forma, no caso
(o)

complexo a consideracao de séries convergentes da forma E P,(x—x), em que cada P,

m=0



¢ um polinomio m-homogéneo, da origem a teoria de fungoes holomorfas entre espacgos
normados complexos.

Assim, o estudo de polinomios homogéneos continuos entre espacos normados pode
ser visto tanto como um primeiro passo além da linearidade como também como um
caminho para o estudo de fung¢des holomorfas em infinitas dimensoes. Ao longo das
ultimas décadas os polinomios homogéneos tém sido exaustivamente estudados a partir
das duas perspectivas descritas na frase anterior.

Nesta dissertacao exploraremos varios aspectos relacionados ao adjunto de um po-
linomio homogéneo entre espacos de Banach. Transportanto para o caso polinomial a
nogao usual de adjunto de um operador linear, R. Aron e M. Schottenlher [4] introduzi-
ram em 1976 o adjunto de um polinémio m-homogéneo P € P(™E; F') entre espagos de
Banach como sendo o operador linear

P F'— P("E) , P'(¢)(x) = ¢(P(z)).

Desde entao o adjunto de um polinomio homogeéneo tem sido ferramenta importante no
estudo de espagos de polinomios homogéneos e em holomorfia em dimensao infinita (veja,
por exemplo, [3, 8, 12, 22, 21, 27]).

O estudo empreendido nesta dissertacao sobre o adjunto de um polinomio homogéneo
continuo entre espacos de Banach esta estruturado da seguinte maneira:

e O primeiro capitulo é dividido em trés secoes: a primeira é dedicada a definicoes e resul-
tados basicos da Analise Funcional, Topologia Geral e Teoria da Medida, os quais serao uti-
lizados no decorrer deste trabalho; a segunda secao estabelece resultados sobre aplicagoes
multilineares e a terceira secao fornece resultados e exemplos acerca dos polinémios ho-
mogéneos. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [9, 14, 27, 29].

e No segundo capitulo definiremos o adjunto de um polinomio homogéneo continuo entre
espacos de Banach. Algumas propriedades bésicas sao demonstradas e os adjuntos de
alguns polinomios homogéneos sao calculados.

e Motivados pela férmula (uov) =v' o' do adjunto da composigao de dois operadores
lineares continuos, no terceiro capitulo demonstraremos féormulas para os adjuntos das
composicoes u o P e Powv, em que u e v sao operadores lineares continuos e P é um
polinémio homogéneo continuo. Para isso, na Sec¢ao 3.1 veremos um resultado importante
sobre a linearizagao dos polinomios homogéneos continuos através do produto tensorial
simétrico projetivo, obtido por Ryan [27] e demonstrado com outra técnica por Mujica
[20]. Essa linearizagao de polinémios serd utilizada em outros momentos da dissertacao,
por exemplo na ultima secao deste Capitulo 3, Secao 3.4, na qual caracterizaremos os
operaradores lineares que sao adjuntos de polinomios homogeéneos.

e No quarto e ultimo capitulo estudaremos o adjunto de classes especiais de polinomios
homogéneos. A ideia é mostrar que se um polinomio homogéneo goza de determinada
propriedade, entao seu adjunto também goza da mesma propriedade e vice-versa. Nessa
diregao provaremos que um polinémio homogéneo é de posto finito (aproximével, com-
pacto, fracamente compacto, respectivamente) se, e somente se, seu adjunto é de posto
finito (aproximavel, compacto, fracamente compacto, respectivamente). Classes especiais
de polinomios homogéneos entre espacos de Banach tém sido um permanente tépico de



investigacao, desde Pelezyniski [24], passando por Aron e Schottenlher [4], Ryan [27] e
Mujica [20], e chegando até nossos dias com, por exemplo, [3, 6, 8, 7, 21, 23]. O estudo
de classes especiais de operadores lineares, que originam classes especiais de polinomios,
foi sistematizado por Pietsch [26] no ambito da teoria de Ideais de Operadores. Por isso
iniciamos o capitulo com a segao 4.1 que abordara a teoria abstrata de ideais de opera-
dores lineares entre espacos de Banach. E nas se¢oes subsequentes demonstraremos os
resultados sobre os adjuntos de polinomios de posto finito, aproximéveis, compactos e fra-
camente compactos. Para o estudo da relacao entre a compacidade fraca de um polinomio
e a de seu adjunto precisamos usar o Teorema de Krein-Smulian, que diz que a envoltéria
absolutamente convexa de subconjunto relativamente fracamente compacto de um espaco
de Banach é também relativamente fracamente compacta. Pesquisando na literatura, ob-
servamos que, apesar de se tratar de um teorema muito utilizado, sua demonstracao nao
é facilmente encontrada. Por isso incluimos uma demonstracao detalhada do Teorema de
Krein-Smulian na Secao 4.5.

Cabe ressaltar que varios resultados demonstrados nesta dissertacao, por exemplo a
formula para o adjunto da composta P o u, em que P é um polinomio homogéneo e u é
um operador linear, nao foram encontrados em nenhuma referéncia.

Leticia Garcia Polac
Uberlandia-MG, 26 de julho de 2013.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

O intuito deste capitulo é apresentar uma colecao de defini¢oes e resultados que serao
necessarios para o desenvolvimento desta dissertagao. Na primeira se¢ao apresentaremos
os principais conceitos e resultados da Anaélise Funcional, Topologia Geral e Teoria da
Medida. Por serem resultados classicos e muito conhecidos, nao incluiremos demons-
tracoes, mas sempre daremos referéncia de onde cada uma pode ser encontrada. Na
segunda secao introduziremos as aplicagoes multilineares continuas que servirao para de-
finir os polindmios homogéneos na terceira secao, que serao extremamente importantes
nesta dissertacao.

Alguns resultados basicos, cujas demonstragoes nao sao tao facilmente encontradas,
serao demonstrados a medida em que forem necessarios.

1.1 Conceitos e resultados basicos

Iniciaremos esta secao com conceitos e resultados cldssicos da Andlise Funcional Linear.
Por K denotaremos, indistintamente, os corpos R dos ntumeros reais e C dos nimeros
complexos. Sempre consideraremos espacos vetoriais sobre K

Sera denotado por L(E; F') o espago normado de todos os operadores lineares continuos
u: E — F entre os espagos normados E e F' sobre K, munido da norma usual de
operadores
uw€ L(E;F)— ||ul| :=sup{||T(2)|| : x € Eel|z| <1}.

Quando F' for o corpo dos escalares, escrevemos E’ no lugar de £(E;K), chamamos este
espago de dual topoldgico de E (ou simplesmente dual de E), e dizemos que seus elementos
sao funcionais lineares continuos.

Proposicao 1.1.1 Sejam E e F espacos normados.

(@) ||lu(z)|] < ||ul| - ||z|| para todos w € L(E;F) ex € E.

(b) Se F' for um espago de Banach, entao L(E; F) também é espago de Banach com a
norma usual de operadores.



Demonstragao. Veja [9, Proposigao 2.1.4]. m

Existem vérias expressoes alternativas para a norma ||u|| do operador linear e continuo
u: EF — F, sendo que uma das mais tuteis ¢ a seguinte:

|lu|| = inf{C >0 ||u(z)|] < C|z| para todo = € E}.

Ao longo deste trabalho, denotaremos por Bg a bola unitaria fechada no espaco nor-

o
mado F de centro na origem e raio 1, e por Bg a bola unitaria aberta em E de centro na
origem e raio 1, isto é,

By={zxeE:|z| <1} e Bp={z € E: ||| <1}.

Como é comum na literatura, tanto o Teorema de Hahn-Banach como algumas de suas
consequéncias serao chamadas de Teorema de Hahn-Banach.

Teorema 1.1.2 (Teorema de Hahn-Banach) Seja G um subespago vetorial de um espago
normado E sobre K e seja ¢: G — K um funcional linear continuo em G. Entao existe
um funcional linear continuo ¢: E — K em E cuja restricio a G coincide com ¢ e

121l = llell-

Demonstracao. Veja [9, Coroldrio 3.1.3]. m

Teorema 1.1.3 (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espa¢o normado, E # {0} e
xr € E. Entao

2]l = supf{le(x)] : ¢ € E" e [o] < 1},

e o supremo € atingido.
Demonstracao. Veja [9, Corolario 3.1.5]. m

Teorema 1.1.4 (Teorema de Hahn-Banach) Seja E um espago normado. Para todo xq €
E, xy # 0, existe um funcional linear continuo ¢ € E' tal que ||¢|| =1 e ¢(z0) = ||xo]|-

Demonstracao. Veja [9, Coroldrio 3.1.4]. m

Lembramos que um subconjunto A de um espaco topoldgico X é dito denso em X se
o fecho A de A em X coincide com X.

Definicao 1.1.5 Um espaco normado F que contém um subconjunto enumeravel e denso
em FE é dito separdvel.

Dado um subconjunto A de um espago vetorial F, por [A] denotaremos o subespago
vetorial de E gerado por A, isto é, o conjunto de todas as combinagoes lineares (finitas)
de elementos de A.

Lema 1.1.6 Um espaco normado E € separdvel se, e somente se, existe um subconjunto
enumerdvel A C E tal que [A] é denso em E.

5



Demonstragao. Veja [9, Lema 1.6.3]. m

O nicleo de um aplicacao f: E — I entre espacos vetoriais E e F' serd denotado
por ker(f), ou seja, ker(f) ={z € E: f(z) = 0}.

Precisaremos do seguinte resultado auxiliar da Algebra Linear:

Proposicao 1.1.7 Sejam E um espago vetorial, n € N e p, o1, ..., o, funcionais lineares

em E tais que () ker(p;) C ker(p). Entao existem escalares aq,...,a, tais que ¢ =
i=1

Zlai%'-

Demonstragao. Veja [9, Lema 6.3.5]. m

Definicao 1.1.8 Sejam E e F' espagos normados. Uma funcao f: £ — F tal que
|| f(z)|| = ||z|| para todo x € E é chamado de isometria.

E claro que toda isometria é injetora, mas nao é necessariamente sobrejetora. Alguns
autores usam a expressao imersao isométrica para o que chamamos de isometria e chamam
de isometria o que para nés é uma isometria sobrejetora.

Uma operador linear entre espacos normados que ¢ uma isometria é chamado de iso-
metria linear. E claro que toda isometria linear é continua e tem norma 1.

Para todo espaco normado E podemos considerar seu dual E’, que é sempre um espaco
de Banach. Podemos entao considerar o dual de E’, chamado de bidual de E e denotado
por E”. Ou seja, E" = (E').

Proposicao 1.1.9 Para todo espag¢o normado E, o operador
Jg: E— E" | Jg(x)(p) = p(x) para todos © € E e ¢ € E',
€ uma 1sometria linear.

Demonstragao. Veja [9, Proposigao 4.3.1]. m

A isometria linear Jg da proposicao acima é chamada de mergulho canonico de E em
E".

Definicao 1.1.10 Dizemos que dois espagos normados E e F' sao isomorfos se existir
um operador u: £ — F linear continuo bijetor cujo operador inverso u=!: I — E,
que é sempre linear, é também continuo. Tal operador u é chamado de isomorfismo.
Um isomorfismo u: £ — F que também é uma isometria é chamado de isomorfismo
1sométrico, e neste caso os espacgos F e F' sao ditos isomorfos isometricamente.

Para que o mergulho canénico Jg de E no seu bidual E” seja um isomorfismo isométrico
falta apenas que seja sobrejetor. Essa propriedade caracteriza uma classe importante de
espagos:



Definicao 1.1.11 Um espaco normado E é dito reflezivo se o mergulho canonico Jg: £ —
E" for sobrejetor, ou seja, Jg(E) = E”. Neste caso Jg é um isomorfismo isométrico.

Proposigao 1.1.12 Um espago de Banach E € reflexivo se, e somente se, seu dual E’
também é reflexivo.

Demonstracao. Veja [9, Proposigao 4.3.13 |. m

Enunciamos a seguir, para referéncia futura, alguns resultados tipicos e cléssicos da
Topologia Geral que serao tuteis nesta dissertagao.

Proposigao 1.1.13 Sejam X e Y espagos topoldgicos. Uma aplicagao f: X — Y €
continua se, e somente se, para cada S C X tem-se f (S) C f(9).

Demonstracao. Veja [30, Teorema 7.2]. m

Proposicao 1.1.14 Todo subconjunto fechado Y de um espacgo topologico compacto X ¢é
compacto.

Demonstragao. Veja [19, Proposigao 7.2.2]. m

Proposicao 1.1.15 Sejam X e Y espacos topologicos e f: X — Y uma aplicacao
continua. Para todo subconjunto compacto K de X, f(K) € um suconjunto compacto de
Y.

Demonstragao. Veja [19, Proposigao 7.2.4]. m

Sejam X um conjunto, (Y;);c;r uma familia de espagos topoldgicos e (f;)ie; uma familia
de fungoes f;: X — Y, para cada i € I. Para cada i € I e cada aberto A; em Y; considere
o conjunto

f-_l(Ai) = {ZE & X . f(l’) - Az}

(2

Chame de ® a colecao dos subconjuntos de X que podem ser escritas como intersecoes
finitas de conjuntos da forma f; *(A;).

Proposicao 1.1.16 Eziste uma topologia 7 em X que tem ® como uma base, isto €, os
elementos de T sao unioes de elementos de .

Demonstracao. Veja [30, 8.9]. m

Definigao 1.1.17 A topologia 7 da Proposicao 1.1.16 é chamada de topologia gerada pela
familia de fungoes (f;)ier-

Para a teoria bésica de redes em espagos topoldgicos veja [9, Apéndice BJ.
Proposigao 1.1.18 Sejam 7 a topologia em X gerada pela familia de funcoes (f;)icr €

(xx)x uma rede em X. Entao xx — x em (X, T) se, e somente se, fi(xy) — f(x) em
Y; para todo 1 € 1.



Demonstragao. Veja [9, Proposigao 6.1.3]. m

Apresentaremos agora duas topologias que serao amplamente utilizadas nesta dis-
sertacao.

Definigao 1.1.19 A topologia fraca no espago normado F, denotada por o(E, E’) ou sim-
plesmente por w, é a topologia gerada, de acordo com a Definicao 1.1.17, pelos funcionais
lineares continuos ¢ € E'.

Quando uma sequéncia (z,)%, em F convergir para z € E na topologia fraca, escre-
w
vemos r, — .

Proposicao 1.1.20 Seja E um espa¢o normado.
(a) Se z, — x em E, entio a sequéncia (||z,|)%, ¢ limitada.
(b) Sex, —= x em E e @, — p em E', entdo o, (1,) — p(x) em K.

Demonstragao. Veja [9, Proposigao 6.2.5]. m
Proposicao 1.1.21 Se E é um espago normado, entdo E' = (E,o(E, E"))".
Demonstracao. Veja [9, Coroldrio 6.2.7]. m

Proposicao 1.1.22 Sejam E e F espacos de Banach. Um operador linear u: E — F
¢ continuo se, e somente se, u: (E,0(E,E")) — (F,o(F,F")) € continuo.

Demonstracao. Veja [9, Proposigao 6.2.9]. m

E conveniente estabelecer uma notagao para o fecho de um conjunto na topologia fraca
e uma terminologia para a compacidade fraca: dado um subconjunto A do espaco normado
E, denotaremos o conjunto dos pontos de aderéncia de A em (E,o(F,E")) por XJ(E’E/)
ou por A". E quando A for compacto em (FE,o(E, E')), diremos que A é fracamente
compacto ou que A é o(E, E')-compacto, ou simplesmente que A é w-compacto.

Defini¢ao 1.1.23 Um subconjunto A de um espaco normado E ¢é relativamente fraca-
mente compacto se A ¢ fracamente compacto em F.

Teorema 1.1.24 (Teorema de Eberlein-Smulian) Sejam E um espa¢o de Banach e A
um subconjunto de E. Entao A € relativamente fracamente compacto (respectivamente,
fracamente compacto) se, e somente se, cada sequéncia em A admite uma subsequéncia
que converge fracamente para algum ponto em E (respectivamente, para algum ponto de

A).

Demonstracao. Veja [1, Theorem 3.40]. m

Definigao 1.1.25 Seja E um espacgo vetorial sobre K. Um subconjunto A C F ¢é dito
convero se ax + Py € A para todos z,y € A e escalares o, > 0 com o+ 5 = 1.



Teorema 1.1.26 (Teorema de Mazur) Sejam E um espago normado e K um subconjunto
convexo de E. Entao o fecho de K na topologia da norma coincide com o fecho de K na
topologia fraca. Em particular, um conjunto convexo € fechado na topologia fraca se, e
somente se, € fechado na topologia da norma.

Demonstracao. Veja [9, Teorema 6.2.11]. m

Teorema 1.1.27 (Teorema de Kakutani) Um espago de Banach E € reflexivo se, e so-
mente se, a bola unitdria fechada Bg € compacta na topologia fraca o(E, E').

Demonstragao. Veja [9, Teorema 6.4.5] m

Definig¢ao 1.1.28 A topologia fraca-estrela no dual E' do espaco normado F, denotada
por o(E’, E) ou simplesmente por w*, é a topologia em E’ gerada, de acordo com a
Definigao 1.1.17, pelas fungoes pertencentes ao conjunto Jg(F) = {Jg(z) : © € E}, isto
é, pelas fungoes v € E' — Jg(p)(z) = p(z) € K, onde x € E.

Quando uma sequéncia (¢, )2, em E’ convergir para ¢ € E’ na topologia fraca-estrela,

w
€sCrevemos @, — ¢.

Proposicao 1.1.29 Seja E um espag¢o normado. Entao:
(a) Para todo x € E, Jg(x): (E',0(E', E)) — K € continuo.
(b) Para cada ¢y € E’, os conjuntos da forma

Wi.={p € E :|o(x;) — ¢o(z;)] < & para todo i € J},

onde J € um conjunto finito, r; € E para todo i € J e e > 0, formam uma base de
vizinhangas abertas de o para a topologia fraca-estrela.

(c) Seja (pn)22, uma sequéncia em E'. Entdo ¢, LN © se, e somente se, pp(r) — p(x)
para todo x € F.

(d) A topologia fraca-estrela o(E', E) é de Hausdorff.

(e) Sejam Z um espago topoldgico e [ : Z — (E',0(E',E)). Entdo f € continua se, e
somente se, Jg(x)o f:Z — K € continua para todo x € E'.

Demonstracao. Veja [9, Teorema 6.3.2]. m

Denotamos por (E',o(E’, E))" o espago formado pelos funcionais lineares de E' em K
que sao continuos na topologia fraca-estrela o(E', E).

Proposicao 1.1.30 Sejam E um espa¢o normado e f: (E',o(E' E)) — K um fun-
cional linear e continuo. Entdo existe x € E tal que f = Jg(z). Em outras palavras
(E'o(E" E)) = Jg(E).

Demonstragao. Veja [9, Proposigao 6.3.6]. m

Proposicao 1.1.31 Seja E espago normado.

(a) Em E', a topologia fraca-estrela o(E', E) estd contida na topologia fraca o(E', E").
(b) As topologias fraca o(E', E") e fraca-estrela o(E', E) coincidem em E' se, e somente
se, E € reflexivo.



Demonstragao. Veja [9, Proposigao 6.3.8]. m

Teorema 1.1.32 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Para todo espago normado E,
a bola fechada Bg: é compacta na topologia fraca-estrela o(E', E) de E'.

Demonstracao. Veja [9, Teorema 6.3.9]. m

Um espaco topoldgico X diz-se metrizdvel quando é possivel definir uma métrica d em
X tal que a topologia em X induzida pela métrica d coincide com a topologia original de
X.

s

Teorema 1.1.33 Um espago normado E ¢é separdvel se, e somente se, (B, 0(FE', E)) é
um espacgo topologico metrizavel.

Demonstracao. Veja [1, Theorem 3.34]. m

Lema 1.1.34 Sejam E um espaco normado e F um subespaco vetorial de E. FEntdao a
topologia fraca o(F, F") em F coincide com a topologia induzida em F' pela topologia fraca
o(E,FE') de E.

Demonstracao. Veja [1, Lema 3.36]. =

Teorema 1.1.35 Sejam E um espago de Banach e f: E' — K um funcional linear.
Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) O funcional linear f € continuo na topologia fraca-estrela o(E', E) em E'.

(b) A restrigio do funcional linear f a bola unitdria fechada Bg de E' é continua na
topologia fraca-estrela o(E', E) em Bp.

Demonstracao. Veja [1, Theorem 3.41). m

Introduziremos agora o adjunto de um operador linear continuo.

Defini¢ao 1.1.36 Sejam E e F' espagos normados e v € L(F;F) um operador linear
continuo. Definimos o operador «': I/ — E’ por

' (¢)(z) = p(u(z)) para todos © € E e p € F'.
O operador u' é chamado de adjunto de u.
Proposigao 1.1.37 Sejam u,v € L(E; F) e A € K. Entao:
(a) v € L(F"; E).
(b) (u+v) =u + .
() (M) = .
(d) fJull = 1]
(e) Seu € um isomorfismo (isométrico), entao v’ também € um isomorfismo (isométrico),
e neste caso (u™') = (u/)71.
Em particular, a correspondéncia

uwe L(E;F)—u' € L(F'; E') (1.1)

¢ uma isometria linear, isto €, é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem em L(F'; E').
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Demonstragao. Veja [25, Proposigao 3.1.3]. m
Sejam E um espaco normado e
ldg: E — E | Idg(x) =z,
o operador identidade em FE, que é claramente linear e continuo de norma 1. Entao temos:
Proposicao 1.1.38 Seja E um espago normado. Entao (Idg) = Idg

Demonstragao. Veja [25, Lema 3.1.2]. m

Dados espagos normados E e F e u € L(E; F), por u” denotamos o adjunto de v/, isto
é, u”" = (u')'. Note que u” € L(E"; F").

Proposicao 1.1.39 Sejam E e F espagos normados e u € L(E;F). Entdo v’ € uma
extensao de u a E” no sentido de que u” o Jp = Jr o u, ou seja, o sequinte diagrama é
comutativo:

E// u’ F//

JE JF

E = F
Em particular, u” o Jg(E) C Jp(F).

Demonstragao. Veja [25, Prposigao 3.1.5]. m

O Teorema de Ascoli enunciado abaixo caracteriza os subconjuntos relativamente com-
pactos do espago métrico completo C'(K) das fungoes continuas f: K — K, onde K ¢
um espago métrico compacto, com a métrica

d(f,9) = sup{[f(t) —g(t)] : t € K}.

Teorema 1.1.40 (Teorema de Ascoli) Sejam K wum espago métrico compacto e A um
subcongunto de C(K). Entao A é compacto em C(K) se, e somente se, as sequintes
condigoes estao satisfeitas:

(a) A € equicontinuo, isto é, para todos to € K e e >0, existe 6 > 0 tal que

|f(t) — f(to)| < e para todos t € K com d(t;tg) <de f € A.

(b) O congunto {f(t): f € A} é limitado em K para todo t € K.

A demonstracao de uma forma do Teorema de Ascoli mais geral que a enunciada acima
encontra-se em [16, Teorema II1.2.1].

Enunciaremos agora alguns conceitos e resultados da Teoria de Medida, os quais podem
ser encontrados em [14].
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Teorema 1.1.41 (Teorema da Convergéncia Dominada) Sejam (X, X, ) um espago de
medida e (f,)02, uma sequéncia de fungoes Lebesgque-integrdveis que converge p-quase
sempre para uma funcao mensurdvel f: X — K. Se existe uma funcao g: X — K
Lebesque-integrdavel tal que |f,| < |g| para todo n, entdo f é Lebesque-integrdvel e

/f dp = lim / fn dp.
X n—oo X
Demonstracao. Veja [14, Theorem 2.24]. m

Dado um espaco topolégico X, a o-algebra em X gerada pela familia dos conjuntos
abertos de X é chamada de o-dlgebra de Borel de X e é denotada por B(X). Os elementos
de B(X) sao chamados de conjuntos de Borel ou borelianos.

Medidas podem tomar valores em R™ U {oo}, R ou C. No caso complexo usaremos o
termo medida complexa, no caso de reais quaisquer, usaremos o termo medida com sinal,
e no caso de reais nao-negativos usaremos o termo medida.

Uma medida, medida com sinal ou medida complexa definida na o-dlgebra de Borel
de um espaco topolégico X é conhecida como medida de Borel em X.

Definicao 1.1.42 Sejam X um espacgo topologico de Hausdorff, © uma medida de Borel
em X e A um boreliano de X.
(a) A medida p é denominada externamente regular sobre A se

w(A) =inf{u(U) : U D A, U aberto em X}.
(b) A medida p é denominada internamente regular sobre A se
wu(A) =sup{u(K): K C A, K compacto em X}.

(c) A medida p é denominada medida regular se for externamente regular e internamente
regular sobre todos os borelianos de X.

Definicao 1.1.43 Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff. Uma medida de Radon
em X é uma medida de Borel em X que é finita sobre todos subconjuntos compactos de
X, externamente regular sobre todos borelianos e internamente regular sobre os conjuntos
abertos. Assim, toda medida de Radon em um espago topoldgico compacto de Hausdorff
é finita.

Dizemos que uma medida de Borel 1 em um espaco topoldgico é uma medida de
Radon com sinal em X se p é uma medida de Borel com sinal cujas variacoes positiva ™
e negativa u~ sao medidas de Radon. E dizemos que p é uma medida de Radon compleza
se i ¢ uma medida de Borel complexa e suas partes real p, e imaginaria p; sao medidas
de Radon com sinal.

Denotaremos por M (X) o espago de Banach das medidas de Radon complexas em X
com a norma da variacgao.

Enunciaremos a seguir uma versao do teorema da representacao de Riesz que descreve
os funcionais lineares continuos no espaco (C'(X), ||-|l«) em que X é um espaco topoldgico
de Hausdorff compacto, como medidas de Radon nos borelianos de X.
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Teorema 1.1.44 (Teorema da Representagao de Riesz) Seja X um espago de Hausdorff
compacto. Entao a aplicacao

U M(X) —> (C(X))’
pr—1,: C(X
/ fdu

Demonstracao. Veja [14, Theorem 7.17] e [14, Corollary 7.18]. m

€ um isomorfismo isométrico.

1.2 Aplicacoes multilineares

Nesta dissertacao usaremos as aplicagoes multilineares para definir polinémios homogéneos
entre espacos de Banach, os quais constituem o tépico central do trabalho. Nesta se¢ao
apresentaremos os conceitos e resultados relativos as aplicagoes multilineares que neces-
sitaremos para o trato dos polinomios homogéneos.

Definigao 1.2.1 Sejamm € N, Ey, ..., E,, e F espacos vetoriais. Uma aplicacao A: Fj x
- X E,, — F ¢é dita multilinear (ou m-linear) se

Ay, o e+ 2o ) = XN Ay, @y ) + AT, ),
paratodosi=1,...,m, A € Ke x;, 2, € E,.

Os espagos vetoriais sobre K das aplicagoes multilineares e das aplicacoes multilineares
continuas, no caso em que os espacos sao normados, A: E; X --- x E,, — F serao de-
notados por L(Ey,...,En; F) e L(E, ..., Ey; F), respectivamente. Para toda aplicagao
multilinear A € L(Ey,. .., Ey; F) definimos

|A|l :=sup{||A(z1,...,2n)| : x; € Ej e ||lz;|| <1lparatodoj=1,...,m}. (1.2)

Apesar da notacao de norma, essa expressao nao define uma norma em L(Ey, ..., E,,; F),
pois neste espago pode ocorrer ||A|| = co. Por outro lado, essa expressao define uma norma
sobre o espago vetorial L(Fy, ..., E,; F), como se pode ver, por exemplo, em [29, Pro-

posicao 2.11]. O préximo resultado explicita isso e também mostra que, a exemplo do que
ocorre no caso linear, a multilinearidade de uma aplicacao simplifica o seu comportamento
topoldgico.

Proposicao 1.2.2 Sejam Ei,...,E, e F espacos normados e A € L(Ey,...,Ep; F)
uma aplicagao m-linear. Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) A € continua.

(b) A € continua na origem.

(¢c) Existe uma constante C' > 0 tal que

[A@ )| < Cllal - flzml]

para todo ponto (xq,...,%y) em Ey X - X Ey,.
(d) Al < oo.
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Demonstragao. Veja [29, Proposigao 2.7]. m

A norma de uma aplicagdo multilinear continua, definida em (1.2), também pode ser
calculada de varias maneiras equivalentes. Uma caracterizacao especialmente 1til dessa
norma é dada por

|A|l = inf {C : ||A(z1,...,zn)|| < Cllz1|| - - - |&m|| para todos j € {1,...,m}ex; € E;},
para toda A € L(Ey, ..., Ey,; F). E dai segue facilmente que
[A(@y, -z < NA- ol -l

para todo ponto (z1,...,%,) em By X -+ X Ep,.

Proposicao 1.2.3 Sejam Ei, ..., E, espacos normados e F um espago de Banach. O
espago vetorial L(FE1, ..., Ey; F), munido com a norma definida por (1.2), € um espago
de Banach.

Demonstragao. Veja [29, Proposigao 2.11]. m

As aplicagoes multilineares simétricas desempenharao um papel de destaque no estudo
dos polinomios homogéneos. Com a finalidade de comecar a estudar essas aplicacoes,
consideraremos a partir de agora o caso particular das aplicagoes multilineares em
L(Ey, ..., Ey,; F) onde

Ei=FEy=---=F,=F.

Neste caso os espagos vetoriais das aplicagoes multilineares e das aplicacoes multilineares
continuas A: E™ — F serao denotados por L(™E; F) e L(™E; F), respectivamente.
Além disso, adotaremos as seguintes notacoes simplificadas:

L(ME;K) = L("E), L(ME;K) = L("E).
Definicao 1.2.4 Uma aplicacao multilinear A: E™ — F' é simétrica se
A(Z‘l, NP ,l‘m) = A(Ig(l), . ,ZL’U(m)>

para todos (z1,...,z,) € E™ e o € S, onde S, denota o conjunto das permutagoes dos
m primeiros nimeros naturais.

Exemplo 1.2.5 Sejam E e F espagos vetoriais com dimensao de E maior ou igual a 2,
1, (o funcionais lineares nao nulos em F e 0 £ b € F. A aplicagao bilinear

AtEXE— F ) A(x17x2) = 901(1‘1)902(1‘2)1)7

nao é simétrica, a menos que ¢; = . De fato, como p; — w9 é um funcional linear nao-
nulo em F e E tem dimensao maior ou igual a 2, segue que ¢ — s nao ¢é injetor, e portanto
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existe y € E nao-nulo tal que p1(y) = ¢o(y). Tomando x € FE tal que ¢1(z) # o),
temos

Az, y) = @1(2)02(y)b # pa(x)01(y)b = Ay, x).

Por outro lado, é facil ver que a aplicacao bilinear

1
B: ExE—F, B(x1,23) = 5 (01(21)@a(22) + 1(22)p2(21)) by
é simétrica e A(z,r) = B(x,z) para todo = € E.

Os conjuntos das aplicagoes multilineares simétricas e das aplicacoes multilineares
simétricas continuas A: E™ — F serdo denotados por L*(™FE; F) e L5(™E; F), respec-
tivamente. Mais ainda, os conjuntos L*(™E; F') e L°(™E; F') sao subespagos vetoriais de
L(ME; F) e L(™E; F), respectivamente.

Vejamos que o artificio que usamos no exemplo acima para simetrizar a aplicagao
bilinear nao-simétrica A, mantendo os valores assumidos na diagonal, funciona em geral.
Sejam n,m € Ne A € L(™FE; F). Para cada (x1,...,2,) € E™ e cada a = (ay,...,a,) €
N§ com || :== oy + - - 4+ a;, = m, usaremos a notagao

a1 Qn
Azt ain = A(gl,...,xlj,...,g:n,...,xn)

v v
a1 Qn

para todo m > 1.
Proposicao 1.2.6 Para cada A € L(™E; F), defina A®: E™ — F por

s 1
A%(xq, .. ) = — Z A1), - > To(m))-

oESm
Entao as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(a) A€ L*("E; F).
(b) A* = A se, e somente se, A€ L°*("E; F).
(c) (A7) = A%,
(d) O operador s: L(™E; F) — L*(™E; F), definido por s(A) = A®, € linear.
(e) Se x € E entao Ax™ = A®x™.

Demonstracao. Veja [2, Proposigao 1.1.6]. m

O operador s da proposicao anterior é chamado de operador de simetrizacao. Essa
proposicao mostra, dentre outras consequéncias, que s é uma projecao de L("™FE; F') sobre
LS(™E; F).

Finalizaremos esta secao com a Férmula de Polarizacao.

Férmula de Polarizagao. Seja A € L(™E;F). FEntao para todos xg,..., T, € E
tem-se a formula

1
Az, ... xy) = —om Z g1 enAlro+ 121+ F emam)™,
' ajzil

que serd denominada Formula de polarizacado.

A demonstragao da Férmula de Polarizagao pode ser encontrada em [22, Theorem
1.10].
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1.3 Polindmios homogéneos

Nesta secao apresentaremos o objeto principal da investigacao realizada nesta dissertacao,
a saber, os polindbmios homogéneos continuos entre espacos de Banach. Enunciaremos
algumas propriedades basicas e daremos alguns exemplos de polinomios homogéneos que
serao uteis no decorrer do trabalho.

Definicao 1.3.1 Sejam E e F' espacos normados sobre K e m € N. Uma aplicagao
P: E — F é um polinomio m-homogéneo ou polinomio homogéneo de grau m, se existir
uma aplicacdo A € L(™FE; F) tal que P(z) = Axz™ para todo ponto x € E. Neste caso
dizemos que P é o polinomio m-homogéneo associado a aplicagao m-linear A.

E facil ver que o conjunto constituido pelos polinomios m-homogéneos P: F — F
¢ um espaco vetorial sobre K com as operacoes usuais de aplicacoes. Denotaremos esse
espago por P("E; F).

Exemplo 1.3.2 A funcao P: K — K, definida por P(x) = az™, a € K, é um polinémio
m-homogeéneo. Basta tomar A € L(™K) dada por A(z1,...,2,) = ax;...Z,,, e assim
temos P(x) = Az™. Note que esses sao os Unicos polinémios m-homogéneos de K em K.
De fato, se A € L("K) e z1,...,x, € K, temos

Ay, .y xm) =21 . 2 AL L) = axy . Ty,
onde a = A(1,...,1).

Proposicao 1.3.3 Sejam E e F espagos normados sobre K. Para cada A € L*(™E; F),
considere a aplicagao

A E— F | Az) = Az™.

Entdo a correspondéncia A — A éum isomorfismo entre os espagos vetoriais L*(™E; F)
e P("E; F).

Demonstragao. Veja [5, Proposigao 1.3.5]. m

Observagao 1.3.4 Da Proposicao anterior vemos que para todo polinomio P € P("E; F),
existe uma tunica aplicagdo multilinear simétrica A € L*("E; F') tal que

Az™ = P(x)
Vv
para todo x € E. Nesse caso denotaremos P:= A.

O subespago de P(™FE; F) formado pelos polinomios m-homogéneos continuos entre
os espacos normados E e F' serd denotado por P("E; F). Quando F' = K, denotaremos
P(™E;K) por P(™E).

A continuidade de um polindmio homogéneo pode ser apurada de diversas maneiras:
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Proposigao 1.3.5 Sejam E e F espacos normados e P € P("™E; F). Entao as sequintes
condi¢oes sao equivalentes:

(a) P é continuo.

(b) P € continuo em algum ponto de E.

(¢c) P € continuo na origem.

(d) sup {[|[P(z)[| : = € E"e ||z]| <1} < oco.

(e) Eziste C > 0 tal que ||P(z)|| < C||z||"™ para todo ponto x em E.

(f) P(A) € limitado em F sempre que A for limitado em E.

(g) P € limitado em toda bola fechada Bg|xo,r] centrada em xq € E de raio r > 0.

(h) P € limitado em alguma bola fechada Bg|xg,r] centrada em xy € E de raio r > 0.

(
(

i) A aplicagio m-linear P ¢ continua.
j) Existe A€ L(™E, F) tal que P(x) = Ax™ para todo ponto x em E.

Demonstragao. Veja [2, Proposicao 1.2.7]. m

O proximo resultado nos diz que o espaco dos polindmios m-homogéneos continuos é
um espago vetorial normado se munido com a norma

I1P|| = sup{[[P(z)]| : z € E e |[zf| < 1}.

Proposigao 1.3.6 Sejam E e F' espagos normados. Entao (P("E; F);| - ||) € um espago
normado.

Demonstragao. Veja [2, Proposigao 1.2.8]. m

Proposigao 1.3.7 Sejam E e F espagos normados e P € P(™E; F). Entdao
(a) [|P|| =sup{[|P(z)|| : w € E e |lzf| = 1}.

(b) [|P]| =inf{M > 0: ||P(z)|| < M||z||™, para todo x € E}.

() I1P@)| < Pl |lz™ para todo x € E.

Demonstracao. Veja [5, Proposigao 1.3.5]. m

V
Proposicao 1.3.8 Sejam E e F espacgos normados e m € N. A correspondéncia P — P
induz um isomorfismo topoldgico entre os espagos normados L*("™E; F) e P(™E; F). Além
disso,

Vv mm™ v
[Pl <I[Pl<—IPI
m!
para todo P € P(™E; F).
Demonstragao. Veja [5, Proposigao 1.3.8]. m

Teorema 1.3.9 Sejam m € N, E um espaco normado e F espa¢o de Banach. FEntao
P("E; F) é um espago de Banach.

Demonstragao. Veja [5, Proposigao 1.3.10]. m

Daremos agora alguns exemplos de polindmios m-homogéneos que serao tuteis na
sequéncia da dissertacao.
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Exemplo 1.3.10 Sejam E e F espagos normados, ¢ € E', u € L(E;F) e m € N.
Considere a aplicacao

P:E—F P(x)= (o)™ "u(z).

Obviamente P estd bem definida. Verifiquemos que P € P(™FE; F'). Para isso, considere
a aplicacao A: E™ — F dada por

Az, 2, .oy ) = @(T1)0(22) - o o(Tme1)u(Tpy,)-

E facil ver que A € L(™E; F) e P(z) = Az™ para todo = € E. Assim, segue que P é um
polinémio m-homogéneo. Além disso, note que
I1P|l = sup{[[P(z)[| : = € E e [|lz]| < 1}
= sup{||(p(«))" " u(z)|| :x € Ee |laf| <1}
= sup{|e()|" " u(@)]| : x € Ee [zf <1}
= (sup{lp(@)| : x € Ee [lafl <1)™  sup{[lu(z)|| sz € E e ol <1}

= [loll™ " flull < oo,

portanto P é continuo e ||P|| = ||| " ||ul|.
Em particular, definindo

" E— K, o"(z) = p(z)",
segue que o™ € P("E) e [lo™| = o™
Exemplo 1.3.11 Sejam E e F' espacos normados. A aplicacao dada por
Qu: E— (P("E)), Qu(x)(P)=P(z),

é um polindomio m-homogéneo continuo de norma 1. De fato, vejamos primeiramente que
Q. estd bem definida em (P(™E)). Sejam P, P, € P(™E), v € E e A € K. Entdo

= AP (z) + Py(x)
= AQm () (P1) + Qm () (F2).

Logo @Q,(x) é linear para todo x € E. De

|@m ()] = sup {|Qm(z)(P)| : P € P("E) e |[P|| <1}
=sup{|P(z)|: P € P("E) e |[P|| <1}
<sup{|[P|-|[z[|": P e P("E) e [|P| <1}

= [lz)™ - sup {| P[| - P € P("E) e || P|| <1}

= [l
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para todo x € E, segue que Q,,(z) é um operador linear continuo para todo = € E, ou
seja, Qm(x) € (P(™E)) para todo x € E. Considere a aplicacdo

A Ex " XE — (P("E)Y, Alz1,...,2m)(P) =P (21, .., m).

Vejamos que A é uma aplicacao m-linear. Primeiramente, provemos que esta aplicacao
estd bem definida em (P(™E))". Dados P, P, € P("E), (x1,...,7,) € Ex (m) <E e

A € K, temos
A<x1a s 7$m>(AP1 +P2) = ()‘Pl +P2)v(x17' . ,me)

Vv Vv
=APi(z1,..., %)+ Py (T1,...,2m)
= ANA(x1, .. ) (P) + Az, . 2 (Py)

para todo (z1,...,%y,) € EX o) x E, logo A(xy,...,xy) élinear para todo (z1,...,%,) €
Ex " xE. De
|A(z1, ... xm)|| =sup {|A(z1,...,20)(P)|: P € P("E) e ||P]| < 1}

\Y
:Sup{| P (z1,....2m)|: PEP(E) e |P| < 1}

V
< sup{u Pl lerll- - lewll s P e PO"E) e | P < 1}
mm
< ™ sl ol < o0,

para todo (x1,...,x,) € EX ) xE, segue que A(zy,...,7,) € (P(™E)) para todo

m \
(T1,...,2m) € EX o) x E. A m-linearidade de A segue da m-linearidade de P para cada

P e P("E). Além disso,

A@@™)(P) =P 2™ = P(z) = Qu(x)(P)

para todos z € E e P € P(™E), assim Ax™ = @Q,,(x) para todo = € E, o que mostra que
@ € um polindmio m-homogéneo.

Da desiguladade [|Q,(2)|| < ||z||™ para todo x € E provada acima segue que @, é
um polinémio m-homogéneo continuo e ||@,,|| < 1. Para provar a desiguldade inversa,
tome xg € E com ||zo|| = 1. Do Teorema de Hahn-Banach na forma da Proposigao 1.1.4
sabemos que existe um funcional linear ¢ € E’ tal que [|¢| =1 e ¢(x) = ||zo]| = 1. Do
Exemplo 1.3.10 segue que ¢™ € P(™E) e [|[¢™] = ||¢||™ = 1. Dessa forma,

|o(20)™| = l@(wo)[" =1 € {|P(x0)] : P € P("E) e |[P|| <1},

logo
|Qm (o) || = sup {|P(x0)| : P € P("E) e [|P|| <1} > 1.
Entao
1@l = sup {[|@m (@) : z € E e [lzf] < 1} = [[@m(xo)]| = 1,

provando que [|Q,| =1
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Exemplo 1.3.12 Sejam FE e F espacos normados, p € E' e b € F. A aplicacao dada por
" @b E— F, (9" ®@b)(z) = (¢(x))" b,
é um polindmio m-homogeéneo continuo. De fato, considere a aplicagao:

(m)

A:Ex - xE — F, A(xy,...,25) =@(@1)...0(Tm) b.

E fécil de verificar que A é m-linear e P(z) = Az™ para todo # € E. Logo P é um
polinomio m- homogéneo. De

le™ @ bll = sup {{l¢™ @ b(z)| : w € E, [Jx]| = 1}

= sup{|| (p(z))" 0l| : x € E, [|z] = 1}
sup {[e(2)"[[[b]| - « € E, [l«] =1}
= sup {[p(@)|"™ : x € E, [lz] = 1}[|0]
= [lell™lol],

segue a continuidade de ¢ ® b. Portanto, ¢ ® b é um polinomio m-homogéneo continuo
e [le™ @bl = llel™ bl

Defini¢ao 1.3.13 Um polinémio P € P(™FE; F) entre espagos normados e denominado
de tipo finito se é da forma

k
P=> ¢l'ab;,
j=1
onde k € N, ¢, € E' e b; € F para todo j € {1,...,k}.

E facil ver que o subconjunto de todos os polinomios m-homogéneos continuos de tipo
finito é um subespago vetorial de P(™E; F'), que sera denotado por Pr(™E; F). E também
nao é dificil verificar que se E tem dimensao finita, entao todo polindomio homogéneo em
E é de tipo finito, isto é,

P(ME; F) = Py("E; F)

para todo m € N e todo espago normado F.

Exemplo 1.3.14 Sejam m € N, E e F' espagos normados, ) € P("E) e b € F. Consi-
dere a aplicacao
Qb E— F ,Q®b(x) =Q(z)b.

Vejamos que Q ® b € P(™E; F) e que |Q @b = Q| - ||]l. E claro que Q ® b esté bem
definida. Considere a aplicacao

m Y
B: Ex o) XE — F, B(x1,...,xy) = Q (x1,...,Tm)b.
Verifica-se facilmente que B é m-linear. Para todo = € E,
\

QRb(z)=Q(x)b=0Q (z,...,x)b = Bx™,
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o que prova que ) ® b é um polinomio m-homogéneo. De

1@ ©b] = sup{[|Q®@b(x)]| : x € E, ||| <1}

=sup {[|Q(@)b]| - z € B, ||z[| < 1}
sup {|Q(@)|[|0]] : = € E, [lx]| <1}
sup {|Q(z)| -z € E, ||=[| < 1} - [|0]]
= [1QI - 1l#ll,

segue a continuidade de Q@ ® b e que ||Q ® b|| = |Q] - |16

Na Se¢ao 4.2 estudaremos em detalhes o subespaco vetorial de P("™E; F') gerado pelos
polinémios da forma Q ® b onde @ € P(™E) e b € F. E claro que este subespago contém
os polinémios de tipo finito.
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CAPITULO 2

O ADJUNTO DE UM POLINOMIO
HOMOGENEO

Conforme descrito na Introdugao, o adjunto de um polinomio homogéneo continuo é
indiscutivelmente o principal objeto de estudo desta dissertagao. Neste capitulo introdu-
ziremos este conceito, provaremos algumas propriedades basicas e apresentaremos alguns
exemplos de adjuntos de polinomios homogéneos continuos.

2.1 Definicao e primeiras propriedades

Para a definicao do adjunto de um polinomio m-homogéneo continuo precisamos de um
resultado preliminar sobre a composicao de um polinomio m-homogéneo continuo com
operadores lineares continuos.

Proposicao 2.1.1 Sejam E,F, G e H espagos normados, u € L(E; F), P € P("F; Q)
eveL(G;H). EntiovoPoue P(™E;H) e

[o o Poul <ol - [[P[| - [lu™.

Demonstragao. A compatibilidade dos dominios deixa claro que a composicao vo Pou
estd bem definida como aplicagao de ¥ em H. Para verificar que vo Powu é um polinomio
m~homogeéneo, considere a aplicagao dada por

A Ex " xE - H

(@1, ) — (00 P) (u(@1), ..., u(m)) .
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Vv
Da linearidade de u e de v e da m-linearidade de P segue facilmente que A é m-linear.
Além disso,

para todo x € E. Isso prova que v o P owu é um polinomio m-homogéneo. Para todo
r € F,

[(vo Pou)(z)| = [lv(Pou)@))]
< [l - [|(P o u)(z)]]
< ol 120 ffute) )™
< [olb- 21 Al - flf™

donde concluimos que v o Powu é continuo e que |[vo Poul| < |o| - || P] - |Ju|™. =

Sejamm € N, E,| F espacos Banach e P € P(™FE; F'). Para cada ¢ € F’, da Proposicgao
2.1.1 sabemos que ¢ o P € P(™E). Isso significa que a seguinte defini¢ao de adjunto de
um polinémio homogéneo, introduzida por R. Aron e M. Schottenloher em [4], estd4 bem
colocada:

Definicao 2.1.2 Sejam E e F' espagos de Banach e P: ' — F um polindmio m-
homogéneo continuo. A aplicacao

P:F — P(ME), P'(p)=poP,
é chamado o adjunto de P.

Apesar do adjunto de um polinomio homogéneo compartilhar de muitas das proprie-
dades do adjunto de um operador linear, conforme verificaremos a seguir; é importante
notar que, enquanto o adjunto de um operador linear é também um operador linear, o
adjunto de um polinomio homogéneo nao é um polinémio homogéneo, e sim um operador
linear:

Proposigao 2.1.3 Sejam E e F espacos de Banach, P e Q € P(™E; F) e A € K. Entao:
(a) P’ € um operador linear continuo, isto €, P' € L(F'; P(™E)).

(b) (P+Q) =P+ Q.

(¢) (AP) = AP".

(d) 1Pl =12l

23



Demonstracao. (a) Sejam ¢ e » € F' e A € K, entao

P'(Ap+¢)(x) = (Ap + ) o P) (x)
= (A +v) (P(x))
= Ap(P(2)) + (P(x))
= AP'(p)(x) + P'(¢)(x)
= (AP(¢) + P(¢)) (x)
para todo x € E. Logo P'(Ap+1) = AP'(¢) + P'(¢) provando assim a linearidade de P'.
De
1P (@)l = sup{|P"(p)(x) : = € E e [|lz]| <1}
=sup {|p(P(z))| : x € Ee |z]| <1}
<sup {llel - |1P(@)] -z € Ee [la] <1}
= [lell - sup {[|P(@)]| - w € E e [la] <1}
= llell - 121l
para todo ¢ € F', segue que P’ é continuo e ||P'|| < || P]|.
(b) Para todos p € [V e x € E,
(P+Q()@) = (0 (P+Q)
= o (P +Q)(x)
= ¢ (P(z) + Q(x))
—QO(P( ) + @ (P(x))
= P'(p)(z) + Q'(¢)(2)
= (P'+@)(¥) ().

x)

Logo (P+ Q) =P + Q.
(c) Temos
(AP)(p)(x) = (po (A P)) ()
= ¢ ((A P)(2))
= A p(P(x))
= A Pl(p)(x),
para todos ¢ € F' e x € E, portanto (A P)' =\ P'.

(d) No item (a) mostramos que ||P’|| < ||P]|. Por outro lado, pelo Teorema de Hanh-
Banach na forma do Teorema 1.1.3,

I1P(@)ll = sup {lp(P(z))] : ¢ € F'e [ol] <1}
= sup{|P'(p)(z)[ 1 p € F' e [lf| <1}
<sup {[|[P ()] - [l=]™ - o € F" e [lol] < 1}
=sup {[|[P'(o)] - o € F e [loll <1} - [|l=™,
= 1P ™

para todo x € E, logo ||P|| < ||P'||, provando assim que ||P|| = || P’||. m
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Corolario 2.1.4 Sejam F e F espacos de Banach. A aplicacao dada por
¢: P("E;F) — L(F';P(™E)), ®(P)=F,

é uma isometria linear.

A luz do Corolério acima, a seguinte pergunta é natural: qual é a imagem da corres-
pondéncia 7 No préximo capitulo (veja Teorema 3.4.7) veremos a resposta dessa per-
gunta.

A seguir daremos uma demonstracao do caso polinomial da Proposicao 1.1.39. Re-
lembre que Jr é o mergulho canonico do espaco normado F em F” e

Qm: E— P("E)", Qu(x)(P) = P(z),

é o polinomio m-homogéneo continuo de norma 1 do Exemplo 1.3.11.

Para P € P(™E;F), por P” denotamos o adjunto do operador linear P’, isto é,
P" = (P')". Note que P" € L(P(™E); F").

Proposicao 2.1.5 Sejam E e F espagos Banach e P € P("E;F). Entio P" é uma
extensao de P a P(™E) no sentido de que Jp o P = P" o Q,,, ou seja, o sequinte
diagrama é comutativo:

P(mE)/ p" "
Qm JF
E P F

Em particular, P"(Qm(E)) = Jp(P(E)).

Demonstragao. Para todos x € E e ¢ € F’', note que po P € P("E) e

(Jro P)(x)(¢) = Jr(P(z))(¢)
@

Assim, JroP=P"0(@Q,,. =
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2.2 Exemplos

Exemplo 2.2.1 Sejam FE e F espacos de Banach, ¢ € F' e b € F. Considere o polinémio
m-homogéneo continuo ™ ® b do Exemplo 1.3.12, isto é,

@b E— F, (" b)) = (p(x)" b
Vejamos que (¢ @ b)' = Jp(b) ® ¢™. De fato, sejam ¢ € F' e x € E. Entao

(©™ @b)' (Y)(x) = P o (™ @ b)(x)

portanto (¢ ®b) = Jp(b) ® ™.

Observagao 2.2.2 Vimos que um polinomio P € P(™E; F') é continuo de tipo finito se
¢ da forma

k
P=) ¢,
j=1

com @; € E'eb; € Fparacadaj € {1,...,k}. Da Proposigao 2.1.3 e do exemplo anterior
segue que

Como Jp(b;) € F" e ™ € P(™E) para j € {1,...,k}, segue que P’ é um operador
linear de posto finito. Assim, o adjunto de todo polindmio homogeéneo de tipo finito é um
operador linear de posto finito.

Exemplo 2.2.3 Sejam F e F espagos de Banach, Q € P("FE) e b € F. Determinemos o
adjunto do polinomio m-homogeéneo () ® b do Exemplo 1.3.14, isto é,

Q@b E— F,Q®b(z) = Qx)b.
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Temos

para todos ¢ € F' e x € E. Portanto (Q ® b) = Jp(b) ® Q.
Para o préximo exemplo precisaremos do seguinte resultado:
Lema 2.2.4 Sejam E um espa¢o normado e ¢ € E'. Entao a aplicagio dada por
T,: B' — P("E), T,(¥)(x) = ()" ¥(2),
€ linear e continua, ou seja, T, € L(E'; P(™E)).

Demonstracao. Do Exemplo 1.3.10 segue que a aplicacao T, estd bem definida, isto é,
T,() € P(™E) para todo ¢ € E'. Vejamos que T, ¢ linear. Para isso sejam ¢, ¢ € E' e
A € K. Entao

)
= ()" (M(2) + ¢
=X ()" (@) + ()" o(x)
=\ T, () (x) + T,(¢)(2)
= (A To(¢) + To(9)) (z),
para todo z € E, portanto T,(AY + ¢) = X T,,(¢) + T,,(¢) provando a linearidade de T,.

De

[T ()| = sup {|T(¥)(@)| : v € E e [z < 1}
= sup {|p(a)" " P(2)| : v € Eellz| < 1}
= sup {|g0(x)|m_1h/)(x)\ cx € Felz| < 1}
< (sup{lp(@)| : x € Ee | <1})" 'sup{|¢(x)| sz € Ee ||z <1}
= [lel™ I,

para todo ¢ € E’, segue a continuidade de 7,,. m

Exemplo 2.2.5 Sejam E e F espacos de Banach, ¢ € E', u € L(E;F) e m € N.
Considere o polinomio m-homogéneo P do Exemplo 1.3.10, isto é,

P:E— F, P(x)=o(x)" 'u(x).
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Vejamos que P’ = T, o «/, onde T, é o operador linear do Lema 2.2.4, ou seja, que o
seguinte diagrama é comutativo:

F' P p(mE)
X %
El

donde concluimos que P’ =T, o u'.

Exemplo 2.2.6 Sejam F espaco de Banach, ¢ € E' e m € N. Considere o polinémio
m-homogéneo
P:E— E, P(x)=p(x)" 'x.
Tomando v = Idp no exemplo anterior, temos P’ =T, o (Idg)’, e pela Proposi¢ao 1.1.38
segue que P’ =T, 0 Idg.
O polinomio homogeéneo deste exemplo é muito usado como o andlogo polinomial do
operador identidade (veja, por exemplo, [6]).
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CAPITULO 3

O ADJUNTO DA COMPOSICAO DE UM
POLINOMIO COM UM OPERADOR

E bem conhecido que se u: E — F ev: F — (G sao operadores lineares continuos entre
espagos normados, entao vale a férmula

(vou) =u' o

A validade dessa férmula nos leva naturalmente a buscar féormulas para os adjuntos das
compostas uo P e Powv, onde u e v sao operadores lineares continuos e P é um polinoémio
homogéneo continuo, todos com dominios e contra-dominios adequados para as compostas
terem sentido. O objetivo deste capitulo é provar férmulas para (uo P) e (Pow)'.

3.1 O adjunto de uo P

Dados m € N, E, F e G espagos de Banach, se u € L(G;F) e P € P("E;G), observe
que u': F' — G' e P': G — P(™E), e portanto os dominios e contra-dominios nos
permitem considerar a composta P’ o u/, operador este que é o candidato ébvio para ser
o adjunto de u o P:

Teorema 3.1.1 Sejam m € N E. F e G espagos de Banach. Se uw € L(G;F) e P €
P(ME;G), entio (uo P) = P o, ou seja, o diagrama sequinte é comutativo:

P("E)

N

G/
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Demonstragao. Da Proposicao 2.1.1 temos que uo P € P (™E; F). Seja ¢ € F', entao
pou € G Assim

(uo P) (¢) =¢o(uoP)
= (pou)o P
= P'(pou)
= P'(u(¢))
= (P'ou') (¢),

portanto (wo P) = P'ou'. m

Por outro lado, se w € L(E;G) e P € P("G; F), entao v': G' — E' e P': [ —
P("G), e portanto ndo ha nenhuma composta ébvia para ser o candidato a ser o adjunto
de (P ou). Precisamos desenvolver a teoria de linearizagdo de polindmios homogéneos
para chegar a uma férmula para (P ou)’, a qual, por sinal, ndo foi por nés encontrada na
literatura.

3.2 Linearizacao de polinémios

Nesta secao apresentaremos a linearizacao de polinomios homogeéneos continuos através do
produto tensorial simétrico projetivo, essencialmente devida a Ryan [27]. Uma abordagem
alternativa equivalente pode ser encontrada em Mujica [20]. O objetivo inicial é ter
ferramentas para apresentar uma férmula para o adjunto da composicao P o u de um
polinébmio homogéneo P com um operador linear u, entretanto a teoria desenvolvida
também serd aproveitada para responder a pergunta formulada apdés o Corolario 2.1.4.

Veremos que é possivel, em certo sentido, linearizar um polinomio homogéneo continuo
alterando o seu dominio. Mantendo o que vimos fazendo, todos os espagos vetoriais
considerados sao sobre o mesmo corpo K = R ou C, e E* denota o dual algébrico do
espago vetorial . Dados m € N, Fy, ..., E,, espacos vetoriaise 1 € Ey,...,x, € E,,, é
imediato que a aplicacao

1 Q- Qxy: L(EY, ..., Ep; K) — K
Ar— (21 ® - @ apm)(A) == Az, ..., 2p),

é linear. Desse modo segue que x1 ® -+ @ x,, € L(E1,. .., Ey,; K)*. Usando essa notagao,
vejamos as primeiras definigoes.

Definicao 3.2.1 Sejamm € Ne E, ..., E,, espacos vetoriais. Denominamos por produto
tensorial de Ey, ..., E,, o subespago vetorial de L(Fy, ..., E,;K)* gerado pelo conjunto

D;:{x1®---®mm:x1EEl,...,meEm}.

O produto tensorial de F, ..., E,, serd denotado por Fy ® --- ® E,,. Em particular, se
by =..--=F, = FE, o produto tensorial de E,..., E,, sera denotado por ®™FE.
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Os elementos do produto tensorial £} ® - - - ® E,,, sao chamados tensores, e os tensores
da forma 21 ®- - -®z,, serao denominados tensores elementares. Estes tensores elementares
satisfazem algumas propriedades titeis e de verificacao imediata, a saber:

¢ R QT+ T)R BTy =R QT ® QT + 11 R QI Q- Ty
para todo ¢ € {1,...,m}.

e N1 ® QLR Q) =21 R Q (A1) @+ @y, para todoi € {1,...,m}.
e Se x; =0 para algum ¢ € {1,...,m}, entdo 1 ® - -+ @ z,,, = 0.

Para a teoria algébrica dos produtos tensoriais, veja [28, Capitulo 1] e [10, Segao 2].

Vejamos a seguir um subespaco do produto tensorial que serd imprescindivel na line-
arizacao de polinomios homogéneos continuos.

Definicao 3.2.2 Sejam m € N e F um espaco vetorial. O subespaco do produto tensorial
®™ME gerado pelos tensores elementares da forma

T® ) ®Rr =", v € F,

serd denominado produto tensorial simétrico de E por E m vezes. Este subespaco sera
denotado por ®™°FE.

No caso em que F é um espago normado, pode-se introduzir no produto tensorial
simétrico ®*F uma norma que serd a chave para a linearizacao dos polinomios m-
homogeéneos continuos definidos em FE. Essa norma é denominada norma s-tensorial
projetiva, denotada por 7, e definida por

k k
To(2) = inf{z Nl g™ keNez=> A" xj}
j=1 j=1

para z € ®"°E. Denotaremos o espago normado (®™°E,m,) por @7 E.
Da definicao de 7, segue imediatamente que, para todo z € E, m,(™z) < |lz||™.
Prova-se também a desigualdade inversa, veja [15, Proposition 2.2(3)], e portanto

ms(®"x) = [z,
para todo x € E. Para a teoria dos produtos tensoriais simétricos projetivos veja, por
exemplo, [15] e [27].
A proposicao a seguir diz que a aplicacao natural de um espago normado E no seu
produto tensorial simétrico projetivo é um polindomio homogéneo continuo.
Proposigao 3.2.3 Seja m € N. A aplicacao
op: E— @IE , 6 (z) = @™z, (3.1)

€ um polinomio m-homogéneo continuo de norma 1.
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Demonstragao. Primeiramente vejamos que a aplicacao

A Ex U xE — omE

(1, T) — T1Q - Q Ty
¢ m-linear. Com efeito, dados A € K, i € {1,...,m} e xq,... 25,2, ..., 2, € E, segue
que
Ay, e+ 2, o) =01 Q- @ (A + 7)) @+ @ ay,
=A(T1® - RTi® RTy) +T1® TR ® Ty
=XNA(xy, . Ty ) AT, T T
e, por conseguinte, a aplicacao A é deveras multilinear. De acordo com a Proposicao
1.2.6, a simetrizacao A°® de A,

(m)

A’ Ex " xE —Q"FE

1
(21, 2p) ¥ ) Z A(To(1)s -+ To(m)) = ) Z To1) @+ @ To(m)

é uma aplicagdo multilinear simétrica (relembre que S, é o conjunto de todas as per-
mutagoes do conjunto {1,...,m}). Como a imagem da aplicacado A® é justamente o
produto tensorial simétrico @™*FE (veja [27, Proposition 1.4]), a aplicacao

B: E™ — Q™°E | B(x1,...,xy) = A%(x1,...,Tn),

estd bem definida e é multilinear. Mais ainda, Bx™ = §Z(z) para todo x em E, logo a
aplicagao 62 ¢ um polinémio m-homogéneo. Conforme vimos acima, é verdade que

ms(0 (7)) = ms(@™ ) = ||[|™
para todo x € E. De acordo com a Proposicao 1.3.5, isso prova que o polinomio m-

homogéneo 62 é continuo e tem norma 1. m

Agora estamos em condigoes de descrever em que sentido os polinomios homogéneos
continuos sao linearizados através do produto tensorial simétrico projetivo. Essa linea-
rizacao dos polindmios homogéneos através do produto tensorial simétrico projetivo, que
conforme ja dissemos ¢é devida a Ryan [27], diz que todo polindmio m-homogéneo continuo
em F se fatora através do polindmio m-homogéneo canonico §2:

Teorema 3.2.4 Sejam E e F espacos normados. Se P: E — F é um polinomio m-
homogéneo continuo, entdo existe um unico operador linear P* L(@7°E; F) tal que

P = Pro sk,

ou seja, o diagrama sequinte é comutativo:




Mais ainda, a correspondéncia P — P € um isomorfismo isométrico entre os espacos
normados P("E; F) e L(QT°E; F).

Demonstragao. Veja [27, Proposition 2.1] m

Definicao 3.2.5 O operador linear continuo P* do Teorema 3.2.4 é denominado lineari-
za¢ao do polinomio m-homogéneo continuo P.

Observagao 3.2.6 Em geral o produto tensorial simétrico projetivo ®7"*FE nao ¢ com-
pleto, mesmo que E o seja. Na verdade, ®"*FE s6 é completo se £/ tem dimensao finita.
Quando houver necessidade de se trabalhar com espacos de Banach, basta considerar o
completamento de ®7"*F e estender a linearizacao PL de um polindomio m-homogéneo P
definido em E a este completamento (relembre que todo operador linear continuo em um
espaco normado F pode ser estendido ao completamento de F mantendo-se a linearidade,
a continuidade e o valor da norma) .

Aprenderemos agora como fazer o produto tensorial simétrico projetivo de operadores
lineares continuos:

Proposicao 3.2.7 Sejam m € N, E e F espacos normados e u € L(E; F). Entao existe
um unico operador linear continuo

M u: @ E — @°F, (3.2)
tal que @™ u(®"x) = @™ u(x) para todo x € E.
Demonstragao. Considere a aplicagao

P E — @°F
r — QMu(x).

Provaremos agora que P € P("E;®"*F). Para isso, considere a aplicagao

(m)

A ExX - xE — QMF
(1, ) > u(r) @ Qu(xy,).
Vejamos que A é uma aplicagao multilinear. Com efeito, dados A € K, i € {1,...,m} e
Tlyeo oy Tiy Thy oo, Ty € E| temos
Az, o e+ 2, o ) = u(x) @ ®u()\xz+x)®---®u(xm)
— () @ ( () + u(@) @ - @ ulzm)
=\ (u(wl) cQu(r;) @ -+ @ u(Th))
tu(@) @ @u(r;) @ ® u(@m)
= A(q:l,...,xi,...,xm) + Ay, . ).



Isso prova que a aplicacao A é multilinear. Desse modo, mais uma vez de acordo com a
Proposigao 1.2.6, a simetrizacao A° da aplicagao multilinear A,

a5 Ex " xE — @mF
1 1
(X1, .oy Tp) — i Z A(To1), - Tom)) = p= Z W(Tr(1)) @ -+ @ U L (m))

’ O'Esm ) UGS’m

¢ uma aplicacao multilinear simétrica. Da mesma forma que jé fizemos antes, a imagem
da aplicacao A® esta contida no produto tensorial simétrico ®™*F', portanto a aplicacao

B: E™ — Q™F | B(x1,...,Tn) = A%(21,...,2m),
estd bem definida e é multilinear. Mais ainda,
Bxz™ = B(x,...,z) = A%(x,...,x) = A(x,...,z) = @"u(x) = P(x)

para todo x em F, logo a aplicacao P ¢ um polinomio m-homogéneo. Para comprovar
que o polinomio m-homogéneo P é continuo, basta notar que

ms(P(x)) = me(@"u(z)) = [lul)[™

para todo x em E. A continuidade do polindomio m-homogéneo P segue agora da Pro-
posicao 1.3.5. Do Teorema 3.2.4 existe um tinico operador linear continuo P* € £ (®?S’SE; ®Z’SF)
tal que P = P* o ¢E. Chame @™*u = P¥ para obter

@™ (@) = PH(&"7)
= (PL o 55) (x)
= P(z)
= ®"u(),

para todo x € E, o que completa a demonstracao. m

Observacao 3.2.8 Sera importante para nés considerar o caso escalar no Teorema 3.2.4,
isto ¢ F = K. Neste caso, chamando de AEZ a correspondéncia P — PZ, decorre que o
operador

AE.P("E) — (21°E)
é um isomorfismo isométrico e AZ(P) = PL para todo P em P (™FE). Obviamente
o isomorfismo isométrico inverso (Aﬁ)_l satisfaz (Aﬁ)_l (PY) = P para todo P em

P ("E).

s L. i . e ~1
Sera titil para os nossos propositos reconhecer o isomorfismo isométrico inverso (A7En)
da observagio acima como o adjunto do polindmio m-homogéneo canonico §Z:

Proposicao 3.2.9 Sejam m € N e E espaco de Banach. Entao o adjunto do polinomio
homogéneo 0% : E — @ E, 65 (x) = @™, € o isomorfismo isométrico (A7En)_1, assim
(62)" (P*) = P para todo P em P ("E).
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Demonstragao. Dados um funcional ¢ € (®Z’SE)/ e um vetor x € E, chamando
P, := (AZ)"*(p) € P(™E) e aplicando o Teorema 3.2.4 com F = K obtemos que
P, = ¢odE. Portanto

(62) () () = (p o o5) ()
= Ps@(m)

= (A7) (@) (@)
provando que (55)/ = (AZ)~1. Segue entdo que, para todo P € P (™E),

(85)" (PY) = (AE)'(P*) = P,

3.3 O adjunto de Pou

Com a linearizacao de polindmios homogéneos continuos através do produto tensorial
simétrico projetivo em maos, podemos finalmente apresentar uma férmula para o adjunto
da composicao P o u onde P é um polindomio homogéneo e u é um operador linear. Para
demonstrar essa férmula utilizaremos varios resultados anteriores, entre eles os seguin-
tes: Proposicao 3.2.7, Observacao 3.2.8 e Proposicao 3.2.9. Reiteramos que a férmula
apresentada a seguir nao foi encontrada em nenhuma referéncia:

Teorema 3.3.1 Sejam m € N, E, F' e G espacos de Banach. Se uw € L(E;G) e P €
P(™G; F) entio (Pou) € P(ME;F) e

(Pouy = (55)' o (&™) o [(55)] " o P!,

ou seja, o sequinte diagrama € comutativo:

(Pou)’

F’ P(ME)
» (o5)
67% 1™ / sy /

P("G) )] (210G) —=s (@)

Demonstragao. Segue da Proposigao 2.1.1 que Pou € P(™E;F). Sejam ¢ € F' e
xr € FE. Usando sucessivamente os seguintes resultados: Proposi¢ao 3.2.9, Proposicao
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3.2.7, Teorema 3.2.4, nesta ordem, segue que

~1
Portanto (P ou) = (551)/ o (®™%u) o [(52)/} oFP' . m
Combinando as férmulas obtidas para os adjuntos de P owu e u o P, temos:

Corolério 3.3.2 Sejam m € N, E,F,G e H espagos de Banach, u € L(E;F), P €
P(MF;G) eve L(G;H). Entio (voPou) e P(ME;H) e

(voPou) = (55)/ o (®@™*u) o [(55)/} - oPov.

Demonstracao. Da Proposi¢ao 2.1.1 sabemos que (vo Pou) € P(™E; H). Obtemos
a férmula enunciada aplicando primeiramente o Teorema 3.1.1 e em seguida o Teorema

3.3.1:

(voPou) = (Pou)ov = (6E) o (@™ u) o [((52),} TP v

3.4 Operadores que sao adjuntos de polinéomios

Aplicaremos nesta secao a teoria desenvolvida para linearizar polinomios na solugao da
pergunta formulada apds o Corolario 2.1.4.
No Corolario 2.1.4 provamos que a aplicacao

®: P("E;F) — L(F';P("E)), ®(P)="P,

36



¢ uma isometria linear. Quaisquer que sejam o nimero natural m e os espagos de Ba-
nach ¥ e F. A pergunta que fizemos é a seguinte: qual é a imagem dessa aplicacao
em L(F';P(™E))? Em outras palavras, quais operadores lineares de F’ em P("FE) sao
adjuntos de polinémios m-homogéneos de E em F? No caso linear (m = 1) a solugao é
conhecida, e a descreveremos a seguir.

Quando se trata de funcoes continuas entre espacos topoldgicos, na maior parte das
vezes as topologias envolvidas estao claras, e por isso nao precisam ser explicitadas a
todo momento. Quando houver necessidade de explicitar as topologias, adotaremos a
seguinte terminologia: dados espagos topoldgicos (X, 1), (Y, 72), uma fungao continua
f: (X, 1) — (Y, 72) serd dita 71-72 continua.

A solugao do nosso problema no caso linear é a seguinte:

Teorema 3.4.1 Sejam E e F espagos de Banach e T € L(F'; E'). O operador T € w*-w*
continuo se, e somente se, existe w € L(F; F') tal que v =T.

Demonstracao. Veja [25, Lema 3.1.7]. m

Precisamos do seguinte resultado elementar para dar a solucao completa do problema
no caso linear.

Lema 3.4.2 Sejam E um espago de Banach, F' um espa¢o normado e u € L(E; F) uma
isometria linear. Entao u(E) € fechado em F.

Demonstracao. Seja (u(x,,))2, uma sequéncia em u(E) tal que u(x,) — y € F. Como
u é uma isometria, para todos n e m € N temos

[z = 2|l = lu(zn = 2zm)|| = [[u(n) — w(zm)| — [ly =yl = 0.
Logo (2,)5°, é uma sequéncia de Cauchy em E, e portanto convergente pois F é completo.
Existe entao x € E tal que x, — x. Como u é continuo segue que u(z,) — u(x), e da
unicidade do limite temos y = u(x) € u(E), provando que u(E) ¢é fechado em F. m
Introduzindo a notacao
Ly (F5E") :={u € L(F'; E') : v é w*-w" continuo},

podemos enunciar a solugao completa do caso linear:

Corolario 3.4.3 Sejam E e F espacos de Banach. A correspondéncia
uw€ LB F)— u' € Ly (F'; E)

¢ um isomorfismo isométrico. Mais ainda, Ly (F'; E') € um subespaco fechado de
L(F';E).
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Demonstragao. A boa definigdo da correspondéncia sobre L+ (F’; E') decorre do Te-
orema 3.4.1. A linearidade e a preservagao da norma decorrem da Proposi¢ao 1.1.37. O

fato de L+ (F'; E') ser fechado em L(F'; E') decorre do Lema 3.4.2. m

Motivados pelo caso linear, tentaremos estender o Corolario 3.4.3 para o caso poli-
nomial. Para isso precisamos definir em P(™FE) uma topologia que faca o papel que a
topologia fraca-estrela faz em E’.

Definicao 3.4.4 Seja f: S — X uma aplicagao de um conjunto arbitrario S num espaco
topoldgico (X, 7). A colecao
T={f"4):Aer}

é uma topologia em S, denominada topologia induzida em S pela aplicacio f: S — X.
Observe que, munindo S com a topologia 7/, a funcao f é continua.

Sejam m € N e F um espago de Banach. De acordo com a Observagao 3.2.8, sabemos
que a aplicagao
AL P(mE) — (@m™°E)', AE(P) = PF,
¢ um isomorfismo isométrico. Podemos entao usar a Defini¢ao 3.4.4 para emular a topo-
logia fraca-estrela de (®7rms’sE)’ em P(™E):

Defini¢ao 3.4.5 Chamamos de topologia fraca-estrela em P(™E) a topologia induzida
em P(™FE) pela aplicacao

AL P(E) — ((eneE) o ((2m°B) ,erE)).

Denotaremos esta topologia em P(™E) por w*. Dessa forma o operador AL é w*-w
continuo.

Com essa terminologia, o caso polinomial do nosso problema tem a mesma solugao do
caso linear, ou seja, um operador linear é o adjunto de um polinémio se, e somente se, é
w*-w* continuo:

Teorema 3.4.6 Sejam E e F espagos de Banach ew € L(F';P(™E)). Entdo as sequintes
condigoes sao equivalentes:

(a) Existe P € P(™E; F) tal que P’ = u.

(b) O operador AE ou é w*-w* continuo.

(¢) O operador u é w*-w* continuo.

Demonstragao. (a) => (b) Seja P* € L (®7*FE; F) a linearizacao do polinémio m-
homogéneo P de acordo com o Teorema 3.2.4. Entao P = PL o 2. Do Teorema 3.1.1 e
da Proposi¢ao 3.2.9 temos

u=P = () o (PYY = (AE)™ o (PLY,

e portanto AL ou = (PL). Por ser o adjunto de um opeador linear, segue do Teorema
3.4.1 que AE oy é w*-w* continuo.
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(b)==(c) Pela Definicdo 3.4.5, AZ é w*-w* continuo, e como AZ é um aplicacio bijetora
segue que sua inversa, (AZ)™1 também ¢ w*-w* continua. Assim, u = (AE)"1o (AL ou)
é w*-w* continuo.
(¢)==(b) O operador u é w*-w* continuo por hipétese, e pela Defini¢ao 3.4.5, o operador
AE ¢ w*-w* continuo. Logo AE o é w*-w* continuo.
(b)==(a) Como o operador AZ oy ¢ w*-w* continuo, pelo Teorema 3.4.1 sabemos que
existe um operador v € L(®7"*E; F) tal que v' = AFE o . E pelo Teorema 3.2.4 sabemos
que existe um polinomio P € P(™E; F) tal que P* = v e P = vodZ. Entao, pelo Teorema
3.1.1,

P'=(6,) 0v' = (A}) ov' = (A7) o A cu =,

completando a demonstracao. m
Dados m € N e espacos de Banach E e F', definimos
Ly (F;P(ME)) :={u € LIF;P(ME)) : u é w*w" continuo}
E facil ver que Lo+ (F'; P(™E)) é subespaco vetorial de L(F'; P(™E)). Além disso:
Teorema 3.4.7 Sejam E e F espacos de Banach e m € N. Entao a correspondéncia
PeP("E;F)— P € Ly (F'; P(TE))
¢ um isomorfismo isométrico. Mais ainda, Ly (F'; P(ME)) € subespago fechado de
L(F'; P(™E)).
Demonstragao. Do Corolario 2.1.4 sabemos que a correspondéncia

PeP("E;F)— P € L(F'; P("E))

¢ uma isometria linear. Pelo Teorema 3.4.6, a imagem dessa correspondéncia coincide
com Ly« (F'; P(E)). Portanto

PeP("E;F)— P € Ly (F'; P(TE))

é um isomorfismo isométrico, e do Lema 3.4.2 decorre que L+ (F'; P(™E)) é subespago
fechado de L(F'; P("E)). m

Vejamos um exemplo de um operador linear que nao é o adjunto de nenhum polinémio
homogéneo. Precisamos de alguma preparacao.

Por ¢y denotaremos o espaco vetorial de todas as sequéncias de escalares que convergem
para zero, ou seja,

co = {(ag)p2y : ax € K para todo k € Ne ap — 0},

o qual se torna um espaco de Banach com as operacoes usuais de sequéncias e com a
norma

I(ar)iZilloo = sup{lax| - k € N}.
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Para cada nimero real p > 1, definimos

l, = {(aj);‘;l ta; € K para todo j e Ne Z\aj]p < oo},
j=1

o qual se torna um espaco de Banach com as operacoes usuais de sequéncias e com a

norma )
oo 0
(@)1l = (Z |aj|p> :

=1

Proposicao 3.4.8 Os espacos {1 e (cy) sao isomorfos isometricamente por meio da
relacao de dualidade

b= (bj)?il €l — gy € (co), gpb((aj);‘;l) = Zajbj para toda (aj);.";l € ¢p. (3.3)
=1

Demonstragao. Veja [9, Proposigao 4.2.3] m

Por um abuso de notagao escrevemos ¢; = (¢y)’, e essa igualdade deve ser entendida a
menos do isomorfismo isométrico (3.3).

Exemplo 3.4.9 Sejam E um espaco de Banach qualquer e @) € P(™FE) um polinomio
nao-nulo. Considere a aplicagao

u: (co) =0, — P(™E), u : Zaj

E facil ver que a aplicagao esta bem definida e é linear. De

Z%"QH

=2

7j=1
)

Zagl 1Q]
= (@)=l - @l

para toda (a;)32; € /1, segue a continuidade do operador linear u, e portanto u €
L ((co); P(™E)) . Considere a sequenma (e,)22; formada pelos vetores unitarios canénicos

lu ((a;)52,) | =

el

de 1 = (co)’. Vejamos que e, % 0. Dado y = (y;)321 € co, temos y; — 0. Da relagao
de dualidade (3.3) da Proposigao 3.4.8, temos

en(y) = en((yj)?il) = (07 ceey 1 707 . ) ((yh e Yny e )) = Yn,



para todo n € N, logo e,(y) = y, — 0, e da Proposigao 1.1.29 (c) segue que e, 50
em 51 = (Co)/.
Suponhamos que o operador AZ o u seja w*-w* continuo. Neste caso,

AE o u(e,) RN AE o u(0) = 0.

Por outro lado, u(e,) = Q # 0 para todo n € N, assim AZ ou(e,) = AZ(Q) # 0 para
todo n € N, e portanto

AL ou(e,) = AE(Q) 5 AE(Q) # 0.

Isso é um absurdo, pois AL ou(e,,) LN AE 0y (0) = 0. Logo AZ ou ndo é w*-w* continuo.
Pelo Teorema 3.4.6 concluimos que nao existe P € P(™E;¢y) tal que P’ = u.

Observagao 3.4.10 No exemplo anterior vimos um operador linear u € £((¢co)"; P("E))
que nao é o adjunto de nenhum polinémio homogéneo P € P(™E;cy). Observe que o
espaco de Banach (cg)’ nao é reflexivo (veja [9, Exemplo 4.3.6(c)]), e isto ndo é uma
casualidade:

Proposicao 3.4.11 Sejam E um espaco de Banach e F' um espaco de Banach reflexivo.
Entao para todo operador linear uw € L(F';P(ME)) existe um polinémio homogéneo P €
P(™E; F) tal que P' = u.

Demonstragao. Seja u € L(F'; P(™E)). Entao o operador AZ ou € L(F'; (®ﬂms78E)/).
Pela Proposigao 1.1.22 o operador

AL ou: (Fa(F, ") — ((@mE) o ((eB) , (22°E)")).
é continuo. E como F é um espago reflexivo segue dos itens (a) e (b) da Proposigao

1.1.31 que AZ ou é w*-w* continuo, e portanto do Teorema 3.4.6 existe um polindomio
homogéneo P € P(™E; F) tal que P’ =u. m
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CAPITULO 4

O ADJUNTO DE CLASSES ESPECIAIS
DE POLINOMIOS

Assim como no caso linear, o espago P(" E; F') dos polinomios m-homogéneos continuos é
muito grande, e por isso determinados subespacos, isto é, determinadas classes especiais
de polinomios, sao estudados. Neste capitulo estudaremos o adjunto de um polindémio
m-homogeéeneo pertencente a determinadas classes especiais de polinomios. Estudaremos
os adjuntos dos polinomios pertencentes as seguintes classes especiais: polinémios de
tipo finito, polinomios de posto finito, polinomios aproximaveis, polinomios compactos e
polinomios fracamente compactos.

Como aperitivo, relembre que no Exemplo 2.2.1 e na Observacao 2.2.2 provamos que o
adjunto de um polinomio homogéneo de tipo finito é um operador linear de posto finito, em
particular um operador linear de tipo finito. O objetivo deste capitulo é provar resultados
dessa forma: se um polinomio pertence a determinada classe de polinomios, entao seu
adjunto pertence a classe correspondente de operadores lineares.

4.1 Teoria abstrata de ideais de operadores

Estudaremos classes especiais de polinomios que aparecem como generalizacao da teoria
de ideais de operadores lineares. Preparamos esta abordagem estudando, nesta secao, os
ideais de operadores lineares.

Definigcao 4.1.1 Sejam E e F' espacos vetoriais e U C E . Uma aplicacao f: U — F
tem posto finito se o subespaco vetorial [f(U)] de F gerado pela imagem de f tem dimensao
finita.

A definicao acima, no caso de aplicacOes arbitrarias entre espacos vetoriais, é devida a
Mujica [20, p.872]. No caso linear, um operador linear u: E — F' entre espagos vetoriais
tem posto finito se a imagem de u, Im(u), tem dimensao finita. Dados espagos de Banach
E e F, denotaremos por F(E; F') o conjunto de todos os operadores lineares continuos de
posto finito de E em F'.
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A definigao a seguir é devida a Pietsch [26]:

Definicao 4.1.2 Um ideal de operadores T é uma subclasse da classe £ de todos os ope-
radores lineares continuos entre espacos de Banach tal que, para todos espagos de Banach
FE e F, suas componentes

I(E;F):=L(E;F)NT

satisfazem as seguintes condigoes:

(1) Z(E; F) é um subespaco vetorial de L(E; F') que contém os operadores lineares
continuos de posto finito.

(2) A propriedade de ideal: se uy € L(Fy; F), ug € Z(Eo; Fy) e us € L(FE; Ey), entao a
composicao uj o ug o ug pertence a Z(E; F').

A condigao (1) acima nos leva a

Proposicao 4.1.3 A classe de todos operadores lineares continuos de posto finito F €
tdeal de operadores que contém todos os outros ideais de operadores.

Demonstragao. Veja (25, Proposigao 2.2.1]. m

A construcao (procedimento na linguagem de [26]) a seguir estd intimamente relacio-
nada com o estudo que estamos fazendo nesta dissertacao de considerar adjuntos:

Definicao 4.1.4 Seja Z um ideal de operadores. O dual de Z, denotado por Zd"! ¢
definido da seguinte forma:

I™NE F) :={uec L(E;F) v € Z(F; E)}
para quaisquer espacos de Banach E e F.

Teorema 4.1.5 Se Z é um ideal de operadores, entdo T ¢ também um ideal de ope-
radores.

Demonstracao. Veja [25, Proposigao 2.1.5| m

Estamos interessados em saber quando o adjunto de um polinémio homogéneo pertence
a um determinado ideal de operadores. O préximo teorema, que apareceu em [8], nos
diz que o adjunto de um polinomio m-homogéneo continuo P entre espacos de Banach
pertence a um ideal de operadores Z se, e somente se, P admite uma fatoracao P = uo Q)
onde ) é um polindbmio m-homogéneo e o adjunto do operador linear u pertence a Z,
ou seja u € T4 Esse resultado serd de grande valia no estudo do adjunto de classes
especiais de polinomios.

A partir de agora denotaremos por @?SE o completamento do produto tensorial
simétrico projetivo ®7*E. Dado um polinomio m-homogeéneo continuo P € P("E; F),
sua linearizacao P”, de acordo com o Teorema 3.2.4, pode ser estendida de forma tnica
ao completamento @X\)ﬂmsE de ®@"*F, isto é, podemos supor

P ®°E — F.
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Teorema 4.1.6 Sejam m € N, T um ideal de operadores, E e F espagos de Banach
e P € P("E;F). Entao P' € I(F';P("E)) se, e somente se, existem um espago de
Banach G, um operador linear u € L(G;F) e um polinomio Q € P("E;G) tais que
u € IW (G F) e P=wuo0Q, ou seja, o sequinte diagrama é comutativo:

~

Demonstracao. Do Teorema 3.2.4 segue que existe um tnico operador linear PL €
L(®,  E;F) tal que

E

P=Plogk.
Suponhamos primeiramente que P’ € Z(F’; P(™FE)). Aplicando o Teorema 3.1.1 temos

P'= (d,) o (P1),

e como ((55), é um isomorfismo (Proposigao 3.2.9), resulta que

-1
(PLY = [(55)’] o P
-1 ~m,s
Como P € Z(F'; P(™E)) e [(55)/} €L (P(’”E); (®, )/), da propriedade de ideal
tem-se (PL) € T (F’; (@ms )/>, ou seja, PL ¢ zdual (@ZHE, F) O espaco de Banach
procurado é @:LSE e a fatoragao desejada é P = PL o §Z.
Reciprocamente, suponhamos que existam um espaco de Banach G, um operador
linear u € L(G; F) e um polinémio @ € P(™FE;G) tais que u € Z"(G; F) e P =uo Q.
Do Teorema 3.1.1 segue que

s

P =Q o

Como Q' € L(G';P(™E)) e v € Z(F';G’), da propriedade de ideal resulta que P’ €
Z(F;P("E)). m

Um outro procedimento 1til é o de fechar um ideal de operadores:

Definicao 4.1.7 Dados um ideal de operadores Z e espacos de Banach F e F', definimos

I(E;F)=1(E; F)

onde o fecho é tomado em relagao a norma usual de operadores. O ideal Z é fechado se
=1

Proposicao 4.1.8 Seja T um ideal de operadores. Entdo I também € um ideal de ope-
radores.

Demonstragao. Veja (25, Teorema 2.1.5] m

Os ideais de operadores Z tais que 79" = 7T serdo de especial interesse para nés:
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Definicao 4.1.9 Um ideal de operadores Z é dito ser simétrico se 748 = T, ou seja,
u € IZ(E; F) se, e somente se, u' € Z(F'; E') para todos espagos de Banach F e F.

Imediatamente do Teorema 4.1.6 temos o

Corolario 4.1.10 Sejam m € N, Z um ideal de operadores simétrico, E e F espacos de
Banach e P € P("E; F). Entao P' € Z(F';P(™E)) se, e somente se, existem um espago
de Banach G, um operador linear w € L(G; F) e um polinomio Q € P(™E;G) tais que
u€eZ(G;F) e P=uoQ.

Uma lista com os ideais de operadores fechados mais comuns, indicando quais sao
simétricos e quais nao sdo, pode ser encontrada em [11, 1.20]

4.2 Polinomios de posto finito

Da Definicao 4.1.1 segue que um polindmio m-homogéneo continuo P: F — F entre
espagos de Banach tem posto finito se o subespago vetorial [P(E)] de F' gerado pela
imagem de P tem dimensao finita. Denotaremos por dim [P(F)] a dimensao do subespago
vetorial [P(E)] de F.

O objetivo desta secao é estudar o adjunto de um polinomio homogéneo de posto
finito.

O conjunto de todos os polinomios m-homogéneos de posto finito entre os espacos de
Banach E e F sera denotado por Px(™E; F).

Observe que para m = 1 temos Pr('FE; F) = F(E; F).

Provaremos agora que um polindbmio homogéneo P tem posto finito se, e somente se,
P é uma combinagao linear de polinomios homogéneos do tipo que estudamos no Exemplo
1.3.14.

Proposicao 4.2.1 Sejam E e F espagos de Banach e P € P(ME;F). Entio P tem
posto finito se, e somente se, existem k € N,Q1,...,Qr € P("E) e by,..., b, € F tais

k
que P=3Q; ;.
=1

J

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que P tenha posto finito. Entao a dimensao
de [P(E)] é finita, digamos dim [P(F)] = k € N e seja {by, ..., by} uma base para [P(FE)].

k
Para cada y € [P(F)] existem unicos y,...,y, € K tais que y = > y;b;. Para cada
=1

p € {l,...,k}, defina a aplicagao
Tp - [P(E)] — Ka ﬂ-p(y) = Yp-

E claro que
k

y=">_ myb (4.1)

J=1
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para todo y € [P(E)]. Vejamos que 7, € [P(E)]. A linearidade de 7, segue da unicidade
da representacao de cada elemento de [P(FE)| como combinagao linear de vetores da base.
Para provar a cntinuidade 7, considere a funcao

1" [P(E)] — [0, 00)

y—lyll’ = = [yl + -+ lysl-

E fécil ver que || - || é uma norma em [P(E)]. Estamos considerando duas normas em
[P(E)], a saber, a norma || - || e a norma induzida em [P(E)] pela norma de F, a qual
continuaremos a denotar por || - ||. Essas duas normas sao equivalentes pois [P(F)] tem
dimensao finita, portanto existe C' > 0 tal que ||y||" < C||ly|| para todo y € [P(E)]. Assim
para cada p € {1,...,k}

T (W) = 1ypl < lwnl + -+ lysl = [lyll" < Cllyll

para todoy € [P(FE)]. Segue que os funcionais 7y, . . ., m; sdo continuos. Como [P(F)] C F
e 7, € [P(E)]’, do Teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.1.2) decorre a existéncia de um
funcional m, € F’ tal que 7, é uma extensao de m, a F, para todo p € {1,...,k}.
Defina @), := 7, o P para cada p € {1,...,k}. Entao, da Proposicao 2.1.1, sabemos que
Q, € P(™E) para todo p € {1,...,k}. Para cada x € E,

Z@j ® by ( ZQ;
:Z@wxb
J:l
= m(P(z)b
j=1

= P(z),

k
onde a ultima igualdade segue de (4.1). Portanto P = > Q; ® b,.
j=1
Reciprocamente, suponhamos que existam k € N, Q1,...,Qr € P("E; F)eby,... by €

k
F tais que P = ) Q; ® b;. Como
j=1

Z@@b Z@

para todo x € E, segue que P(F) esta contido no subespago gerado pelos vetores by, . . . by,
o que por sua vez implica que dim [P(E)] < k < oo, e portanto P tem posto finito. m

No caso linear temos:
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Corolério 4.2.2 Sejam E e F espagos de Banach e u € L(E; F). Entdo u tem posto
finito se, e somente se, existem k € N, funcionais ¢1,...,pr € E' e vetores by,...,by € F

k
tais que u =Y @; ®b;.
j=1

Provamos a seguir que o adjunto de um polinomio de posto finito é um operador linear

de posto finito:

Proposicao 4.2.3 Sejam E e F' espacos de Banach e P € P("E; F). Se P € Px(™E; F)
entdo P' € F(F';P(™E)).

Demonstragao. Como P € Px("E; F), entdao segue da Proposi¢ao 4.2.1 que existem

k
kEeN, Q,...,Qw € P("E) eby,...,b € F tais que P = ) Q); ® b;. Do Exemplo 2.2.3
=1

J
/
P = ( Q; ® b]-)
j=1

k
=) (@b
j=1
k

=> Jr(b;) ® Q;.

j=1

e da Proposicao 2.1.3 segue que

Do Corolério 4.2.2 segue que P’ € F(F';P(™E)). m

Nosso objetivo agora é provar a reciproca da proposi¢ao acima. Para isso analisaremos
primeiro o caso linear. Fazendo m = 1 na proposicao anterior, segue que se um operador
linear continuo tem posto finito entao seu adjunto também tem posto finito. O préximo
Teorema nos fornecera a reciproca desse resultado. Antes de enuncid-lo, vejamos um
resultado auxiliar.

Lema 4.2.4 Sejam E espaco vetorial e ¢, ¢, ..., @, funcionais lineares em E linear-
mente independentes. Entao, para cada j € {1,...,n} tem-se () ker(p;) € ker(p;).
i#j

Demonstracao. Suponhamos que exista j € {1,...,n} tal que () ker(yp;) C ker(p;).
1#]
Neste caso, pela Proposicao 1.1.7, ¢; pode ser escrito como uma combinacao linear de
@; para ¢ # j. Mas isso contradiz a independéncia linear da hipétese, logo () ker(y;) €
1#]
ker(¢;) para todo j. m

Teorema 4.2.5 Sejam E e F espacos de Banach e w € L(E; F). Entao u € F(E; F) se,
e somente, se v € F(F'; E'). Em outras palavras, o ideal F dos operadores de tipo finito
€ simétrico.
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Demonstragao. Uma implicagao ja foi provada na Proposicao 4.2.3. Para a outra
implicac¢do, suponhamos que v’ € F(F’; E’'). Pelo Corolario 4.2.2, u' pode ser escrito

k /.
da forma v’ = Y yj @ p; onde k € N, ¢f,...,y0 € F" e ¢1,...,pp € E'. E claro que
j=1

os funcionais ¢, ..., podem ser tomados linearmente independentes, pois aquele que
for uma combinacao linear dos demais pode ser omitido na representacao de u'. Seja
j€{1,...,k}. Queremos mostrar que y; ¢ continuo na topologia fraca-estrela. Para isso

seja (¢;)ie; uma rede em F” tal que ¢; SN ¢ € F'. Neste caso, ¢;(y) — (y) para todo
y € F. Pelo Lema 4.2.4 existe z; € E tal que ¢;(z;) # 0 e p;(x;) = 0 para todo i # j.
Entao

yi (¢) - (x;) iy ()
= U’(cbi)(xj)
= ¢i(u(z;)) — o(u(z;)).
Mas
plu(xy)) = u'(p)(z;)
= iyé’(@ wi(;)
= ;zw) ~;(5),
e portanto

yi (0i) - 0j(x5) — yj (@) - @s(x;).

Como p;(x;) # 0, segue que y; (¢;) — y; (). Isso prova que y” ¢ continuo na topologia
fraca-estrela. Pela Proposi¢ao 1.1.30 existe y; € F' tal que v = Jr(y;).
Seja x € E. Para todo ¢ € F,

= Z@(yj) ;)

=y (Z %(l‘)%) :
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Do Teorema de Hahn-Banach na forma do Teorema 1.1.3 segue que

k
eportantou= > ¢, ®y; € F(E;F). m
j=1

Agora sim podemos provar o resultado principal desta se¢ao:

Teorema 4.2.6 Sejam E e I espacos de Banach e P € P("E; F). Entao P € Px("E; F)
se, e somente, se P' € F(F'; P(™E)).

Demonstragao. Ja provamos que se P € Px("E; F') entao P’ € F(F';P(™E)). Supo-
nhamos que P’ € F(F';P("E)). Pelo Teorema 4.2.5 sabemos que F é um ideal de
operadores simétrico, consequentemente segue do Corolario 4.1.10 que existem um espaco
de Banach G, um operador u € F(G; F') e um polinémio Q) € P(™E; G) tais que P = uoQ.
Assim P(x) = u(Q(z)) para todo z € E, e portanto P(E) C u(G). Isso implica que
dim [P(F)] < dim [u(G)] < oo, pois u tem posto finito. Portanto P tem posto finito. m

4.3 Polinomios aproximaveis

Consideraremos nesta secao polinomios que podem ser aproximados por polinomios de
posto finito. E provaremos que um dado polinomio é dessa forma se, e somente se, seu
adjunto também for dessa forma.

Definicao 4.3.1 Sejam E e F' espagos de Banach. Um polinomio homogéneo P €
P(ME; F) é denominado aprozimdvel se existe uma sequéncia (P,)>, em Pr(™E;F)
tal que P, — P na norma usual de polinomios m-homogéneos.

Nesta se¢do veremos que um polinomio P € P(™FE; F') entre espacos de Banach é
aproximavel se, e somente se, o seu adjunto P’ € L(F';P(™FE)) é um operador linear
aproximavel.

Denotaremos por P4("E; F') o conjunto de todos os polinémios m-homogéneos apro-
ximé-veis de E em F. Assim P4(™E; F) = Px(™E; F)

Observacao 4.3.2 De acordo com a terminologia introduzida na Definicao 4.1.7, pode-
mos escrever P4(™E; F) = Pr(ME; F)

Fazendo m = 1 na definicao acima, obtemos a definicao de operadores lineares apro-
ximaveis, ou seja, um operador u € L(E; F') é aproximavel se existe uma sequéncia (u, )32,
em F(E; F) tal que u, — u na norma usual de operadores. Nesse caso, denotaremos
por A(E; F) o conjunto de todos os operadores aproximaveis de £ em F. Assim, A = F,
e portanto da Proposigao 4.1.8 segue que A é um ideal de operadores.

O caso linear da propriedade que queremos provar nesta secao foi provado por Hutton
usando um resultado profundo da geometria dos espagos de Banach, chamado de Principio

de Reflexividade Local (veja [10, 6.6]):

49



Teorema 4.3.3 (Teorema de Hutton) A classe de todos os operadores lineares aprozimd-
veis A é um ideal simétrico de operadores.

Demonstragao. Veja [17, Theorem 2.1] m
O Teorema de Hutton também vale para polindmios m-homogéneos:

Teorema 4.3.4 (Teorema de Hutton Polinomial) Sejam E e F espa¢os de Banach e
P e P(ME;F). Entao P € P4(™E; F) se, e somente se, P' € A(F'; P("E)).

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que P € P4(™FE; F'). Entao existe uma
sequéncia (P,)%, em Px("FE; F) tal que P, — P. Do Teorema 4.2.6 sabemos que a
sequéncia de operadores lineares (P/)%° ; estd contida em F(F'; P(™FE)), e da Proposigao
2.1.3 segue que, para todon € N,

1P, = Pl = |(Pa = Pl = |1 B — Pl — 0.

Isso prova que P, — P’ e portanto P’ é aproximéavel.

Reciprocamente, suponhamos que P’ € A(F'; P(™E)). Como A é um ideal simétrico
de operadores (Teorema 4.3.3), pelo Corolario 4.1.10 existem um espago de Banach G, um
operador u € L(G; F') e um polindémio Q) € P("E;G) tais que u € A(G; F) e P=uo Q.
Como u € A(G; F), entao existe uma sequéncia (u,)>, em F(G; F) tal que u,, — u.
Seja P, = u, o @ para todo n € N. Entao P, € P("E; F) e P,(E) C u,(G) para todo
n € N. Portanto dim [P, (F)] < dim [u,(G)] < oo para todo n € N, o que implica que a
sequéncia de polinomios (F,)> ; estd contida em Px("E; F). Para todo n € N, temos

[P0 = Pl = [Jun 0 Q@ =uo Q| = |[(un —u) 0 Q| < jun —ull - [|Q — 0,
logo P, — P. Portanto P € Po("E, F). m

Vale mencionar que este Teorema de Hutton Polinomial nao foi por nés encontrado
na literatura.

4.4 Polinomios compactos

No caso linear, a classe dos operadores compactos constitui um dos ideais de operadores
mais tteis e mais usados. A extensao deste conceito para o caso polinomial, que aparente-
mente foi tratado pela primeira vez por Aron e Schottneloher [4], usa exatamente a mesma
propriedade do caso linear para definir polinomios compactos. Passamos a descrever esta
generalizagao.

Sejam E e F espagos de Banach e P: E — F' um polinomio m-homogéneo continuo.
Do Teorema 1.3.5 sabemos que P(Bg) é sempre um conjunto limitado, mas pode nao ser
fechado; logo podemos pedir que apenas seu fecho seja compacto:

Definicao 4.4.1 Um polinémio m-homogéneo P: E — F entre espagos de Banach é
denominado compacto se P(Bg) é compacto (em norma) em F'.
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Denotaremos por Pi(™E; F') o espaco de todos os polinémios m-homogéneos com-
pactos entre os espacos de Banach E e F. Segue do Teorema 1.3.5 que todo polinomio
m-homogéneo compacto é continuo.

Fazendo m = 1 na definicao acima, recuperamos a definicao classica de operadores
lineares compactos, ou seja, um operador v € L(E; F') é denominado compacto se u(Bg)
é compacto em F'. Denotaremos KC(E; F') o espaco de todos os operadores lineares com-
pactos de ' em F'. E bem conhecido que K é um ideal de operadores (veja, por exemplo,
[25, Proposicao 2.3.4]), e mais ainda:

Teorema 4.4.2 (Teorema de Schauder) O ideal K dos operadores compactos é um ideal
simétrico.

Demonstracao. Veja [25, Teorema 4.1]. m

Para provar a versao polinomial do Teorema de Schauder precisamos da seguinte ca-
racterizacao dos polinomios homogéneos compactos:

Proposicao 4.4.3 Sejam E e F espagos de Banach e P € P(™E; F). Entio P é com-
pacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada (x,)5, em E, a sequéncia (P(x,))3,
possui uma subsequéncia convergente em F.

Demonstragao. Suponhamos que P seja compacto. Seja (z,)22; C E uma sequéncia

limitada e tome uma constante K > 0 tal que ||z, || < K para todo n € N. Logo "7+ <1

para todo n € N. Isso implica que a sequéncia (%")Zozl C Bg, e portanto

(r ());, o < 775

Como P é compacto, o conjunto P(Bg) é compacto, e entao admite uma subsequéncia

(P <$%)> = (PE:ZE)> convergente em F', digamos PE::K ) —ry € F. E imediato
j=1 j=1

que P(x,,) — K"y € F.
Reciprocamente, considere (y,)%; uma sequéncia em P(Bpg). Para cada n € N pode-
mos tomar z, € Bg tal que

1
Pn_n<_-
IP(zn) = wall < =

Por hipdtese, a sequéncia (P(x,)), , possui subsequéncia convergente, digamos P(z,,;) —
y € F. Assim,

1 )
I, = 1 < g, = Pl + I P(an,) =yl < — +1P(an,) = yll — 0 5¢ j — o0,
J

Portanto y,; — y, provando que P(Bg) é compacto. m

No caso linear obtemos:
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Corolario 4.4.4 Sejam E e F espacos de Banach e u: E — F um operador linear.
Entdo u € compacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada (x,)2, C E, a
sequéncia (u(x,))22, possui uma subsequéncia convergente em F.

Chegamos ao resultado principal desta secao:

Teorema 4.4.5 Sejam E e I espagos de Banach e P € P(™E; F'). Entio P € Pc("E; F)
se, e somente se, P' € K(F'; P("E)).

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que P € P("E; F) . Dada uma sequéncia
(pn)22, em Bp, devemos provar que (P'(¢,))32, tem subsequéncia convergente em
P(™FE). Chamando K = P(Bg) temos da compacidade de P que K é um espago métrico
compacto. Para cadan € N chame de f, arestricao de ¢, a K, ouseja f, = v,|x € C(K).
Entao A := {f, : n € N} é um subconjunto de C'(K). Vejamos que as condigoes (a) e (b)
do Teorema de Ascoli (Teorema 1.1.40) estao satisfeitas:

(a) Dados tg € K ee >0, tome 6 =¢. Set € K é tal que ||t — ty| < 0, entdo

sup [ fu(t) = fu(to)| = sup [n(t) = @n(to)| <sup [lenll - It = toll < [[t —toll <0 =e.

(b) Para todo t € K,

sup [ fu(£)] = sup |on(t)| < sup [[@nl] - [1£] < [[2]]
n n n

Do Teorema de Ascoli segue entdo que A é compacto em C(K), e portanto existem uma
subsequéncia (f,, )72, de (f,)22, e f € C(K) tais que ¢, |k = fn, — f em C(K). Essa
convergéncia quer dizer que

sup [P/ (ion,)(x) = f(P(2))| = sup [¢n, (P(x)) = f(P(z))]

r€BE zE€EBE
< sup  |on, (t) = f(2)]
teP(Bg)
= sup |fp,(t) — f(1)]
teP(Bg)

= fni = flloo — 0

quando k — 00. Segue que

1P (n,) = P'(on)ll = sup |[P(gn,)(x) = P'(n,;) ()]

< sup (1P (en, ) (@) = fF(P(@))] + [P (0n,)(x) = f(P())])
< sup [P (pn,) () = f(P(x))] + Sup [P (pn,)(x) = f(P(x))] — 0

se k,j — o00. Isso prova que a subsequéncia (P'(p,, )72, ¢ de Cauchy no espago de
Banach P(™FE), logo convergente.

Reciprocamente, suponhamos que P’ € K(F';P(™E)). Como K é um ideal simétrico
(Teorema de Schauder 4.4.2), do Corolario 4.1.10 podemos tomar um espago de Banach
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G, um operador v € L(G;F) e um polinomio Q@ € P(™E;G) tais que u € K(G; F)
e P =wuo@. Seja (x,)22, uma sequéncia limitada em E. Entdo do Teorema 1.3.5
sabemos que a sequéncia (Q(z,))32; é limitada em G. Como u é um operador compacto,
segue do Coroldrio 4.4.4 que a sequéncia (u(Q(z,)))s>, = (P(z,)), possui subsequéncia
convergente em F') e portanto da Proposicao 4.4.3 resulta que P é um polinomio m-
homogéneo compacto. m

O teorema acima foi provado, usando uma técnica diferente, por Aron e Schottenloher
[4].

4.5 Polindmios fracamente compactos

Nesta secao, provaremos que um polinémio m-homogéneo P: E — F' entre espacos de
Banach, é fracamente compacto se, e somente se, seu adjunto P': F/ — P(™E) é fra-
camente compacto. Este resultado foi originalmente provado por Ryan [27]. Na verdade
provaremos mais do que isto, mostraremos de fato que as seguintes afirmagoes sao equi-
valentes:

(a) O polindémio P: E — F é fracamente compacto.

(b) A linearizacao PL: @;ME — F de P é um operador linear fracamente compacto.
(¢) O adjunto P': F/ — P(™FE) de P é um operador linear fracamente compacto.

Ao contrario das secoes anteriores, estes resultados nao seguem tao facilmente da te-
oria anteriormente desenvolvida. De acordo com as palavras de Richard Aron, o caso
fracamente compacto € outro mundo. Dentro da linha desenvolvida nesta dissertacao, es-
tamos interessados na equivaléncia (a) <= (c), mas a provaremos usando a equivaléncia
(b) <= (c). Ocorre que, para provar esta ultima equivaléncia, precisamos provar que a
envoltéria absolutamente convexa de um conjunto fracamente compacto é também fraca-
mente compacta (Teorema de Krein-Smulian). Ao contrario do caso da envoltéria con-
vexa, a demonstragao deste teorema nao € tao facilmente encontrada na literatura, por
isso optamos por fazé-la aqui. Tomamos como roteiro a demonstragao (muito pouco deta-
lhada, por sinal) que aparece em Aliprantis e Burkinshaw [1]. Primeiramente temos que
introduzir os conceitos envolvidos.

Iniciamos relembrando que um subconjunto A de um espaco vetorial £/ é convexo se
ax + Py € A para todos x,y € A e escalares o, f > 0 com « 4+ § = 1. Definiremos agora
alguns conceitos com os quais ainda nao haviamos trabalhado:

Definigao 4.5.1 Sejam FE espago vetorial e A C FE.
(a) A é dito equilibrado se Ax € A para todos v € Ae A € K com || < 1.
(b) A é dito absolutamente convexo se ax + Py € A para todos x,y € A e escalares «,
com |a| + 8] < 1.
E facil verificar que em um espaco normado F a bola unitaria fechada Bg e a bola

[¢]
unitaria aberta Bp sao conjuntos absolutamente convexos.

Proposicao 4.5.2 Sejam E um espaco vetorial e A um subconjunto de E. Entao, A é
absolutamente convexo se, e somente se, A € convexo e equilibrado.
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Demonstragao. Suponhamos que A seja absolutamente convexo. Assim ax + Sy € A
para todos z,y € A e escalares «, § com |a|+ |5 < 1. Entao, obviamente A ¢é equilibrado
(basta tomar 5 = 0). Se « e [ sdo escalares nao-negativos tais que o + = 1, entdo
ax + Py € A, e portanto A é convexo.

Reciprocamente, suponhamos que A seja convexo e equilibrado. Sejam z,y € Ae «, 3
escalares tais que |a|+ |3] < 1. Se a = 0 ou § = 0, entao a condigao de ser absolutamente
convexo esta satisfeita pois A é equilibrado. Podemos entao supor « e § nao-nulos. Do

fato de A ser equilibrado decorre que |g—‘x e %y pertencem a A. Como A também é
convexo e —2- 4 B — segue que
lal+B8] * [al+|B] ’
o] a |51 B

2 =——— . —x+ - —1y € A (4.2)
ol + 18] lal " laf+ 18] 5]

Novamente do fato de A ser equilibrado, e |a| + |8] < 1, concluimos que (Jo| + |f])z =

ar+ Py €A n

Por um refinamento do argumento (4.2) obtemos:

Teorema 4.5.3 Sejam E um espago vetorial e A C E um subconjunto absolutamente

n

convezo. Entdo para todos n € N | escalares o, ..., tais que > |a;| <1 exq,...,x,
i=1

em A, tem-se a1y + -+ - + a,x, € A

Demonstragao. Procederemos por inducao sobre n. Paran =1 e n = 2, a propriedade

desejada ¢ valida pela prépria definicao de conjunto absolutamente convexo. Suponhamos

que a propriedade desejada seja valida paran € N. Sejam x1,..., 2,01 € Aeaq,..., Q1
n+1

escalares tais que Y |a;| < 1. Entao
i=1

‘ o +,._+‘ o | _laal ol
1 — |oa] 1 — |oa] 1 — ||
Da hipétese de inducao segue que
« «

—1x1+..+—n$n€A

1 — [an 4] 1 — [an 1]
Do fato de A ser absolutamente convexo e

11— angil| + [an1] = 1 = || + || = 1,
concluimos que
aq Qp,
1—|ag1] (— ittt l'n) +F 1Ty = 1T+ -+ a1 Th41 € A
1 — [an 4] 1 — [an41]

Isso prova que a propriedade desejada vale para n + 1 e completa a demonstragao por
indugao. m
n n
Combinagoes lineares da forma > a;x;, n € N, em que > |a;| < 1ex; € A para cada
i=1 i=1
i€ {l,...,n}, sdo chamadas de combinagoes absolutamente convexas de elementos de A.
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Lema 4.5.4 Seja (A;)icr uma colegao de subconjuntos de um espago vetorial E.
(a) Se A; € convexo para todo i € I, entio (| A; é convezo.

el
(b) Se A; € equilibrado para todo i € I, entao (| A; € equilibrado.
iel
(c) Se A; € absolutamente convexo para todo i € I, entdo (| A; € absolutamente convezxo.

iel

Demonstragao. (a) Sejam a, > 0com a+f =1ex,y € [ A;. Como A; é convexo
para todo ¢ € I, entao ax + Py € A; para todo: € I, e pzoerjtanto ar + By € () A,
provando assim que (] A; é convexo. <
(b) Sejam A\ € K corilelw <lexz e A Como A; é equilibrado para todo i € I, entao
Ar € A; paratodoi € I, e portantolig: € () A;, provando assim que (] A; é equilibrado.
(c) Segue diretamente da Proposi¢ao 4.5.22681 dos itens anteriores (a) ée(lb). n

Definicao 4.5.5 A envoltdria absolutamente convexa de um subconjunto A de um espaco
vetorial E é a intersecao de todos os subconjuntos absolutamente convexos de E que

contém A.

Denotaremos por I'(A) a envoltéria absolutamente convexa do subconjunto A do
espaco vetorial E. As seguintes propriedades sao facilmente verificadas:

e ACT(A).
e Se A C B entao I'(4) C I'(B).

Proposigao 4.5.6 Sejam E um espaco vetorial e A C E.

(a) A envoltdria absolutamente convera I'(A) do conjunto A é o menor subconjunto ab-
solutamente convexo de E que contém A.

(b) A envoltdria absolutamente convexa I'(A) do conjunto A € o conjunto formado por
todas as combinacgoes absolutamente convexas de elementos de A, isto €,

n n
I'(A) = {Zaixi cx; € A paracadai,n € Ne Z A < 1} .
i=1 =1
Demonstragao. (a) Como a intersegao de conjuntos absolutamente convexos é um con-
junto absolutamente convexo (Lemma 4.5.4(c)), entao I'(A) é um conjunto absolutamente
convexo que contém A. Portanto I'(A) é o menor conjunto absolutamente convexo que

contém A.

)

)

(b) Seja S = o;x; s x; € A paracadai,n € Ne IAi| < 1}. Vejamos que S é ab-
-1 -1

n

n

solutamente convexo. Para isso, sejam Y o;z;, Y. fix; em S e escalares «, 5 tais que
i=1 i=1

la| + 18] < 1. Note que tomamos, em cada combinagao convexa, 0 MesmMo 7 € 08 MESMOS

x}s. Isso pode ser feito pois basta completar com escalares 0 quando necessario. Entao

n

- Z oax; + - Zﬁzxz = Z(Oé%‘ + BBi)x; € S,
=1 i=1

=1

%)



uma vez que

n

> laai+ 86, <Y Jaci| + |85
=1

i=1

=Y laail + > (88l

i=1 i=1
= |af - Z |ai| + 18] - Z |Bil
i=1 i=1

<ol + 16 < 1.
Provamos assim S é um conjunto absolutamente convexo de F que contém A. Segue do
item (a) que I'(A) C S.

Por outro lado, do Teorema 4.5.3 sabemos que todo subconjunto absolutamente con-

vexo de E que contém A também contém S, e disso segue que S C I'(A). Portanto
['A)=5Sm

Provaremos agora alguns resultados relativos as topologias fraca e fraca-estrela que
Serao necessarios.

Lema 4.5.7 Sejam E um espaco normado e A um subconjunto de E fracamente com-
pacto. Entao A € limitado em norma.

Demonstragao. Facamos por absurdo, e para isto suponhamos que A seja ilimitado.
Entao, para cada n € N, existe x,, € A tal que [|z,|| > n. Assim construimos uma
sequéncia (x,)22, em A. Pelo Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.1.24) existem
uma subsequeéncia (z,,)%2, de (2,);2, e € A tais que z,, — z. Da Proposicao
1.1.20(a) sabemos que a sequéncia (||a:nj||);i1 é limitada, entao existe C' > 0 tal que
|z, || < C para todo j € N, o que é uma contradigao pois ||z, || > n; — oco. Portanto
A é limitado. m

Definicao 4.5.8 Um homeomorfismo entre os espacos topoldgicos X e Y é uma funcgao
f: X — Y que é continua, bijetora e tem inversa continua.

Lema 4.5.9 Seja E um espaco de Banach. O mergulho canonico Jg € um homeomor-
fismo de (E,0(E,E")) sobre sua imagem Jg(E) com a topologia induzida pela topologia
fraca-estrela de E". Isto é, a funcao

Jg: (E,0(E,E")) — Jg(E) C (E",0(E",E"))
€ um homeomorfismo.
Demonstracao. E claro que a funcio ¢ bijetora. Para toda rede (z))y em E, temos

Ty — rem E & o(x)) — p(z) para todo funcional ¢ € E’
< Jp(z)) () — Jr(z)(p) para todo funcional ¢ € E’
£ Je(z)) SN Je(z) em E”

(k%)

< Jp(zy) RN Jg(x) em Jg(E).
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(*) e (**) seguem da Proposigao 1.1.18 e (***) se justifica pois estamos considerando
em Jg(FE) a topologia induzida pela topologia fraca-estrela de E”. Dessas equivaléncias
seguem as continuidades de Jg e (Jg)~! nas topologias indicadas. m

Teorema 4.5.10 (Teorema de Krein-Smulian) A envoltdria absolutamente convexa de
um subconjunto relativamente fracamente compacto de um espago de Banach € relativa-
mente fracamente compacta.

Demonstragao. Sejam E um espago de Banach e A C E um conjunto relativamente
fracamente compacto. Faremos a demonstracao em duas etapas.

Primeira Etapa

Nesta etapa provaremos o Teorema supondo que E seja um espago de Banach separavel.
Como A" é fracamente compacto, pelo Lema 4.5.7 existe M > 0 tal que ||a| < M
para todo a € A”. Considere o espago topoldgico compacto (Zw, o(E, E’)) e 0 espago
de Banach (C (ﬂw) .|| |lo) de todas as funcoes continuas a valores reais munido com a

norma do supremo. Para cada 2/ € E' a restricdo de 2/ a A", 2’ |4v, pertence a C' (Zw)
pela Proposicao 1.1.21, o que nos permite considerar a aplicagao

R:E — C(A") |, R(@) =2|zv.
A linearidade de R ¢é imediata, e de

IR(2")]lo = sup {|R(z')(a)| : a € A"}
=sup {|2'(a)| :a € A"}
< sup {||2[| - |la]| : a € A"}
=sup {flal| : a € A"} - ||2’|
< M - [l

para todo ' € E’, segue a continuidade de R. Do Teorema da Representacao de Riesz
(Teorema 1.1.44) sabemos que a aplicacao

!/

peMAY) s I, e C (A, L(g) = /

_gdu
A

é um isomorfismo isométrico. Sejam pu € M(A") fixado e I, € C (Zw)/ Considere a
aplicagao
fiE K ) = LRGN = [ R dn
ZU}
Vejamos que f é linear: de fato,



para todos z’,y € E’ e todo escalar A\. Como E é um espaco de Banach separavel,
(Bg,o(F', E)) é espaco topoldgico metrizavel pelo Teorema 1.1.33. Vejamos que féw*
continua sobre Bg/. Para isso seja (z])2%, uma sequéncia em B tal que x/, % 2/ em
Bg:. Entao

R(a,)(x) = 2, (x) — 2'(x) = R(2')(2)

para todo z € A", e
| R(w) ()] = | (2)] < ]| - [|]] < M.

Como p é uma medida finita, uma vez que é uma medida de Radon em um compacto,
segue que a funcao constante igual a M é p-integravel, e portanto pelo Teorema da
Convergéncia Dominada (Teorema 1.1.41),

/R du—>/R ) dp = f(a,

o que mostra a que f é w*-continua em Bf%. Pelo Teorema 1.1.35 segue que f é w*-
continua em E’. E do Teorema 1.1.30 existe x € E tal que f = Jg(x), logo

R(1,)(«") = (I o R)(x')

—~

—w

para todo 2’ € E’, provando que R'({,) = Jg(z). Portanto R’ (C (A )) C Jp(E) e
entdo R’ esta definida em C (Zw), e toma valores em Jg(FE). Podemos entao considerar
a composta Q = J;' o R'. Pelo Teorema 3.4.1, R’ é w*-w* continuo e do Lema 4.5.9
sabemos que ng é w*-w continuo, entao ) é um operador linear w*-w continuo. Do
Teorema 1.1.32 sabemos que o conjunto

B::{I eC (A HIH<1}

é w*-compacto, e do Teorema 1.1.15 segue que Q(B) é w-compacto. Como B é convexo e
equilibrado, entao Q(B) é também convexo e equilibrado (absolutamente convexo). Para
cada z € A", seja 6, a restricao aos borelianos de A da medida de Dirac concentrada
em x, isto é,

536(0):{ 1, sex e C

0, sex ¢ C.
para todo C € B (Zw) Assim I5, € C (Zw), e

I5,(9) :/ g doy

A

:/ g do, +/ g do,
{z} A" —{z}

= g(x)
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para todo g € C' (Zw). Logo

1. (9)] = 19(x)] < [lglloc

para todo g € C' (Zw), e entao

15, || = sup {[ 15, (9)] - lglloe <13
< sup {llgllec : flgllee <13 = 1.

Resulta que I5, € B, e de

Te (QIs,)) Je ((J5' o R)(15,)) (2')
_JE(J (R (I,,))) ()
= R'(I5,)(2")
= (15, o R)(2')
= I, (R(2"))
= R(z')()
= '(z)

= Jp(z)(«')

para todo ' € C (Z“’) em conjunto com a injetividade de Jg, segue que Q(Is,) = «
para cada z € A”. Portanto A C A" C Q(B), o que implica que Q(B) é um conjunto
absolutamente convexo que contém A. Assim a envoltéria absolutamente convexa de A,
I'(A), esté contida em Q(B), e consequentemente I'(A) C Q(B)". Como a topologia
fraca é de Hausdorff e mw é fracamente compacto, segue que é fracamente fechado,
isto 6, Q(B)" = Q(B). Segue que I'(4)" C Q(B) e dai a Proposicio 1.1.14 garante que
['(A) é um conjunto relativamente fracamente compacto.

Segunda Etapa
Nesta etapa provaremos o teorema para um espaco de Banach E qualquer, concluindo
assim a demonstracgao. Seja (u,)5°; uma sequéncia em I'(A). Cada u,, é uma combinagao

absolutamente convexa de elementos de A (Proposicao 4.5.6), digamos u, = Y A2 com

kn
kn € N, > [N} < 1ea? € Aparacada j € {1,...,k,}. Considere o conjunto
=1

={a":neNeje{l,... k}}.

O conjunto Ay é um subconjunto enumeravel de E uma vez que é uma uniao enumeravel

de conjuntos finitos. Definindo F' = [Ay], é claro que (u,)?>, € F. Do Lema 1.1.6
o(E,E") C AU(EE) do

i o(E, E')-compacto, e pelo Lema 1.1.34 conclui-

sabemos que F' é um espaco de Banach separavel. Como AN F
Teoremal.1.14 segue que AN e

se que AN FG(F’F) é o(F, F")-compacto. Portanto F' é um espago de Banach separével e
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ANF é um subconjunto relativamente fracamente compacto na topologia fraca o (F, F') em
F'. Pela primeira etapa da demonstracao segue que ['(A N F') é relativamente fracamente
compacta na topologia fraca o(F, F') em F. Novamente pelo Lema 1.1.34, obtemos que
['(AN F) é relativamente fracamente compacta na topologia fraca o(E, E') em E. Como
(up)2, € T'(AN F), aplicando o Teorema de Eberlein-Smulian podemos tomar uma
subsequéncia de (u,)32; que converge fracamente em F. E aplicando uma vez mais o
Teorema de Eberlein-Smulian segue que a envoltéria absolutamente convexa I'(A) de A é

relativamente fracamente compacta. m

Agora sim podemos abordar a relacdo entre a compacidade fraca de um polinémio
m-homogéneo e a de seu adjunto. Como dito antes, a definicao de polindomio homogéneo
fracamente compacto é a mesma do caso de operadores lineares:

Definicao 4.5.11 Sejam E e F' espacos de Banach. Um polindmio homogéneo P &
P(™E; F) é denominado fracamente compacto se P(Bg) é relativamente fracamente com-
pacto em F', ou seja, se P(Bg) é fracamente compacto em F'.

Denotaremos por Py(™FE; F'), o conjunto de todos os polinémios m-homogéneos fra-
camente compactos de £ em F. Os polinomios fracamente compactos entre espacos de
Banach foram estudados sistematicamente pela primeira vez por Ryan [27], e em seguida
por vérios autores (veja, por exemplo, [20, 7]).

Em particular, um operador linear continuo w: £ — F' é fracamente compacto se

P
u(Bg) é fracamente compacto em F.

Observagao 4.5.12 Da linearidade de um operador v € L(FE; F) e da convexidade da
bola fechada Bg, resulta que o conjunto u(Bg) é convexo, assim pelo Teorema de Mazur
(Teorema 1.1.26) concluimos que u(Bg) = u(Bg). Isso quer dizer que na definicdo

acima de operadores lineares fracamente compactos poderiamos ter substituido u(Bg)
por u(Bg).

Denotaremos por W(E; F) o conjunto de todos os operadores fracamente compactos
de F em F. E bem conhecido que W ¢ um ideal de operadores (veja, por exemplo, [25,
Proposigao 2.5.5]). Mais ainda:

Teorema 4.5.13 (Teorema de Gantmacher) A classe W de todos os operadores lineares
fracamente compactos entre espacos de Banach é um ideal simétrico de operadores.

Demonstragao. Veja [25, Teorema 4.1.5]. m

Proposicao 4.5.14 Sejam E e F espagos de Banach e P € P(™E;F). As sequintes
condicoes sao equivalentes:

(a) O polinémio P ¢é fracamente compacto.

(b) Para toda sequéncia limitada (2,)5%, em E, a sequéncia (P(x,))22, admite uma
subsequéncia fracamente convergente.

Demonstracao. Basta repetir a demonstracao da Proposicao 4.4.3 com a ajuda do
Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.1.24). m
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Observacao 4.5.15 Fazendo m = 1 na Proposicao anterior, segue que um operador
linear u € L(F; F) entre espagos de Banach é fracamente compacto se, e somente se,
para toda sequéncia (z,)5, em E, a sequéncia (u(z,)):; admite uma subsequéncia
fracamente convergente.

Relembre que a aplicagao
6. FE—®,F, §E(z) =™,
¢ o polinomio m-homogéneo visto na Proposicao 3.2.3. Relembre também que
AP P(ME) — (8, °E) , AE(P) = P,
é o isomorfismo isométrico visto na Observacio 3.2.8 e que (62)" = (AZ)~1L,

A dltima ferramente que nos falta é a seguinte descricao da bola unitaria fechada do
produto tensorial simétrico projetivo:

Proposigao 4.5.16 Seja E um espaco de Banach. A bola unitdria fechada Bgmsp do

espago @ZSE € o fecho da envoltéria absolutamente conveza I (6E (Bg)) de 6% (Bg) .
Demonstragao. Veja [28, Proposition 2.2] ou [27, Demonstragao do Lema 4.1, p.65]. m

Teorema 4.5.17 Sejam E e F espagos de Banach e seja P € P(™E;F). FEntdo as
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) O polinémio P € fracamente compacto.

(b) A linearizagao PL: @ZSE — F de P € um operador linear fracamente compacto.
(¢) O adjunto P': F' — P(™E) de P é um operador linear fracamente compacto.

Demonstragao. (a)<= (b) Suponhamos que P seja fracamente compacto. Primeira-
mente vamos mostrar a inclusao

P* (T (65 (Bg))) €T (P" (05 (Bg))) - (4.3)
Para isso seja y € PL (T (62 (Bg))). Entao existe z € I' (6% (Bg)) tal que y = PX(x).
Pela Proposicao 4.5.6(b), existem N € N, zy,..., 2y € 6Z (Bg) e escalares a, . . ., ay com

N N N
S o] < 1 tais que x = Y ayx;. Do fato de PL ser linear segue que PL(z) = Y a; PE (),
i=1 i=1 i=1
e novamente pela Proposicao 4.5.6(b) decorre que y = P%(z) € I' (PL (6% (Bg))). Isso
comprova a inclusao (4.3). Temos entao

P (i) £ (P




onde (*) segue da Proposigao 4.5.16, (**) do Teorema de Mazur (Teorema 1.1.26), (***)
da Proposigao 1.1.13 e (****) da inclusao (4.3). Portanto PL(B@Q?,SE)LU C I'(P(Bg))".
Da compacidade fraca do polinomio P resulta que P(Bg) é relativamente fracamente
compacto, e do Teorema 4.5.10 segue que a envoltéria absolutamente convexa I'(P(Bg))
de P(Bg) é relativamente fracamente compacta. Portanto, do Teorema 1.1.14 obtemos

que PL(BQ@QS E)w é fracamente compacto. Provamos assim que o operador linear P” ¢é
fracamente compacto.

Reciprocamente, suponhamos que P’ seja um operador linear fracamente compacto.
Neste caso PL(BGA@TS’S) é um subconjunto fracamente compacto de F. Aplicando nova-
mente a Proposicao 4.5.16, temos

P(Bg) = P*(5,,(Bg))
C PY(I(5,,(BE)))
c P (T(O%(Br))
= P"(Bgm=).

Portanto

P(Bg)" C PH(Bgpp)" = PH(Bgrep)-

Pelo Teorema 1.1.14 segue que P(Bg) é fracamente compacto, ou seja, P é fracamente
compacto.

(b)<=>(c) Suponhamos que P~ seja fracamente compacto, ou seja PL € W (@?81?, F)
Como W é um ideal de operadores simétrico (Teorema 4.5.13), concluimos que (PL)/ €

4% (F’; (&n° )/> Da propriedade de ideal segue que (6Z) o (PL) € W (F'; P (™E)).
De P = Pl o 6% segue do Teorema 3.1.1 que P’ = (6£) o (PF)’, provando assim que P’ é
fracamente compacto.

Reciprocamente, suponhamos que o adjunto P’ de P seja fracamente compacto, isto

é, P e W(F';P(™E)). Como P = PfodE entao
P'=(55) o (PP = (A7) "o (P,
e portanto
AL o P’ = (PhY.

Da propriedade de ideal de W segue que (PL) = AEo P e W (F’; (@)ZME)/> Como W
é simétrico, concluimos que P* € W(@TSE, F). m

Como aplicacao do teorema anterior, mostraremos a seguir que no caso em que F' é
um espaco de Banach reflexivo, entao o espaco de todos os polinomios m-homogémeos
fracamente compactos de um espaco de Banach E qualquer a valores em F' coincide com

o espagos de todos os polinomios m-homogéneos continuos. Para isso precisamos do caso
linear, em que basta que um dos espacos seja reflexivo:

Proposicao 4.5.18 Sejam E e F espacos de Banach. Se E ou F € reflexivo, entdo
W(E; F) = L(E; F).
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Demonstracao. [25, Poposigao 2.5.4]. m

Um pergunta natural é: serda que se E ou F é espago de Banach reflexivo entao
P(ME; F) = Pw("™E; F)? Analisemos primeiramente se a condi¢ao do espa¢o dominio ser
reflexivo continua sendo condicao suficiente. O proximo lema diz que, mais ainda que a
reflexividade de F, a reflexividade do produto tensorial simétrico projetivo @:”E é uma
condicao necessaria.

Lema 4.5.19 Seja E um espaco de Banach. Se @Z:SE nao € reflexivo, entao existe um
espago de Banach F tal que P(™E; F) # Pw(™E; F).

Demonstracao. Tome F' = P("E) e seja

o polinomio m-homogéneo continuo do Exemplo 1.3.10. Suponha que @),, seja fracamente
compacto. Entao segue do Teorema 4.5.17 que o seu adjunto @, € W (F';P("E)).
Da propriedade de ideal de W resulta que @/, o Jpmgy € W (P("E); P("E)). Dado
PeP(ME),

(@ © Jpeny) (P)(x) = @, (Jpmm) (P)) ()
= Jpmp)(P)(Qm(z))
= Qm(z)(P)
= P(z),

para todo x € E. Logo
(@ © Jpenp))(P) = P = Idpeg (P)

para todo P € P(™E), ou seja, Q. o Jpmpy = ldpmgy, onde Idpmp) é o operador
identidade definido em P(™E). Assim o operador identidade Idpmp é fracamente com-
pacto, e neste caso segue do Teorema de Kakutani (Teorema 1.1.27) que P(™E) é um
espaco de Banach reflexivo. Como (@;ﬂsE)’ é isomorfo isometricamente a P(™FE) (Ob-
servacao 3.2.8), entao (@ZSE)/ é reflexivo, e da Proposicao 1.1.12 segue que @ZSE é
reflexivo. Como isso contradiz a hipétese, concluimos que o polinémio @, € P(™E; F)
nao é fracamente compacto. m

Observacao 4.5.20 A reciproca do lema acima também ¢é verdadeira (veja [7, Proposi-
tion 34]).

O exemplo abaixo confirma que a condic¢ao do espaco dominio ser reflexivo nao é mais
uma condicao suficiente no caso polinomial:

Exemplo 4.5.21 O espaco de Banach ¢ é reflexivo (veja [9, Proposigao 4.3.12]), mas
l,®05 nao é reflexivo (veja [28, Example 2.10]). Portanto do Lema anterior segue que

existe um espago F' tal que P(™ly; F') # Py ("la; F).
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Como o auxilio do Teorema 4.5.17 provaremos a seguir que a condicao do espago de
chegada ser reflexivo continua sendo condicao suficiente no caso polinomial:

Teorema 4.5.22 Sejam E um espaco de Banach e F' um espaco de Banach reflexivo.
Entao Pw(™E; F) =P(™E; F).

Demonstragao. Como Py (™E; F) C P(™E;F), basta mostrar que Py(™FE;F) 2
P(™E;F). Seja P € P(ME;F). Como F é reflexivo, entao da Proposigao 1.1.12 te-
mos F' reflexivo, e dai segue da Proposigao 4.5.18 que W(F'; P("E)) = L(F';P("E)).
Assim o operador adjunto P': F/ — P(™FE) de P é fracamente compacto e segue do
Teorema 4.5.17 que P € Pyw("E; F). m
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