RAFAEL AFONSO BARBOSA

Cdédigos de avaliacao a partir de uma
perspectiva de codigos de variedades afins

®

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
2013



i

RAFAEL AFONSO BARBOSA

Cdédigos de avaliacao a partir de uma
perspectiva de codigos de variedades afins

Dissertacao apresentada ao Programa de Péds-
Graduagao em Matematica da Universidade Federal de
Uberlandia, como parte dos requisitos para obtencao do
titulo de MESTRE EM MATEMATICA.

Area de Concentragao: Matematica.
Linha de Pesquisa: Algebra.

Orientador: Prof. Dr. Cicero Fernades de Carvalho.

UBERLANDIA - MG
2013



Dados Internacionais de GCatalogagao na Publicacao (GIP)
Sistema de Biblictecas da UFU , MG, Brasil

B238c
2013

Barbosa, Rafael Afonso, 1987-
Codigos de avaliagdo a partir de uma perspectiva de cadigos
de variedades afins / Rafael Afonso Barbosa. - 2013.
42 p. il

Crientador: Cicero Fernandes de Carvalho.

Dissertacao (mestrado) — Universidade Federal de Uberlandia.
Programa de Pos-Graduaciao em Matematica.
Inclui bibliografia.

1. Matematica - Teses. 2. Codigos de Goppa - Teses. 3. Bases
de Grobner - Teses. 3. Variedades algébricas - Teses. |. Carvalho,
Cicero Fernandes de. Il. Universidade Federal de Uberlandia. Pro-
grama de Pos-Graduacao em Matematica. 1L Titulo.

CDU: 51

iii




v

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA
| PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM MATEMATICA
Av. Jodo Naves de Avila, 2121, Bloco 1F, Sala 1F 152
Campus Santa Monica, Uberlandia - MG, CEP 38400-902

ALUNO: Rafael Afonso Barbosa.

NUMERO DE MATRICULA: 11112MAT003.

AREA DE CONCENTRACAO: Matemética.

LINHA DE PESQUISA: Algebra.

POS-GRADUACAO EM MATEMATICA: Nivel Mestrado.

TITULO DA DISSERTA(;AO: Cédigos de avaliacao a partir de uma perspectiva de cédigos
de variedades afins.

ORIENTADOR: Prof. Dr. Cicero Fernandes de Carvalho.

Esta dissertagao foi APROVADA em reuniao ptblica realizada na Sala Multiuso da Faculdade
de Matematica, Bloco 1F, Campus Santa Monica, em 08 de marco de 2013, as 14h00min, pela
seguinte Banca Examinadora:

NOME ASSINATURA
| /(ﬂz( WJ
Prof. Dr. Cicero Fernandes de Carvalho ;
UFU - Universidade Federal de Uberlandia
> e
.-J"-. =2 g f{ f
= TR 6 (

Prof. Dr. Paulo Roberto Brumatti =
UNICAMP - Universidade Estadual de Campinas

Prof. Dr. Guilherme Chaud Tizziotti
UFU - Universidade Federal de Uberlandia

Uberlandia-MG, 08 de marco de 2013.



Dedicatoria

A minha familia, noiva e amigos que de muitas formas me incentivaram e ajudaram para que fosse
possivel a concretizacdo deste trabalho. Ao meu orientador, por sua dedicacao, competéncia e profis-
sionalismo.



vi

Agradecimentos

Agradeco a Universidade Federal de Uberlandia pela oportunidade que me foi oferecida, a todos os
meus professores pelo conhecimento compartilhado, ao meu orientador, Prof. Dr. Cicero Carvalho,
pelos comentarios sempre visando o meu amadurecimento, pela paciéncia e pela oportunidade de
aprender com um excelente matematico. Agradeco a minha noiva, Mariana, que de forma especial
sempre me deu forca e coragem, me apoiando nos momentos de dificuldades.



vil

BARBOSA, R. A. (Cddigos de avaliacdo a partir de uma perspectiva de cddigos de variedades afins
2013. (42) p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Cédigos de avaliagao (também chamados cédigos de dominio de ordem) sao tradicionalmente apresen-
tados como cédigos de Goppa de um ponto generalizados. Na presente dissertacdo, vamos estudar um
novo ponto de vista sobre cédigos de avaliacdo, introduzindo-os como bons exemplos particulares de
cédigos de variedades afins. Nosso estudo inclui uma reformulagao dos métodos usuais para estimar as
distancias minimas de cédigos de avaliacao no conjunto dos cédigos de variedades afins. Finalmente
descrevemos a conexao com a teoria dos cédigos geométricos Goppa de um ponto.
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Abstract

Evaluation codes (also called order domain codes) are traditionally introduced as generalized one point
geometric Goppa codes. In the present dissertation we will give a new point of view on evaluation
codes by introducing them instead as particular nice examples of affine variety codes. Our study
includes a reformulation of the usual methods to estimate the minimum distances of evaluation codes
into the setting of affine variety codes. Finally we describe the connection to the theory of one point
geometric Goppa codes.
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Introducao

Ao longo dos anos a teoria dos cédigos de Goppa tem produzido muitos resultados interessantes.
Algumas desvantages é que os cédigos sao frequentemente descritos teoricamente e que as matrizes
geradoras concretas e matrizes checagem de paridade sao frequentementes nao apresentadas. Como
uma tentativa para simplificar a descrigdo de codigos geométricos de Goppa de um ponto e dar suporte
para uma facil generalizacao de tais cédigos para objetos com dimensoes maiores que curvas, Hoholdt,
Vanlint e Pelikan fundaram a teoria de dominios de ordem em [10]. Os c6digos definidos a partir de
dominios de ordem sao frequentemente chamados de cédigos de avaliagdo ou cédigos de dominios de
ordem. A distancia minima e a grande maioria dos pesos generalizados de Hamming de cédigos de
avaliacdo podem ser encontrados aplicando uma de duas cotas que dependem apenas de uma teoria
relativamente simples.

Apesar dos cédigos de avaliag@ao terem suas origens em estudos de codigos geométricos de Goppa
neste trabalho nés vamos estudar como virar as coisas de cabeca para baixo e introduzi-los como bons
exemplos particulares da teoria dos codigos de variedades afins. Isto adiciona uma nova perspectiva
para a teoria dos codigos de avaliagao bem como para a teoria dos codigos de variedades afins.

Rafael Afonso Barbosa
Uberlandia-MG, 08 de marco de 2013.



Capitulo 1

Cddigos de variedades afins

Cédigos de variedades afins foram introduzidos por Fitzgerald e Lax em [6]. Seja F, um corpo finito

com ¢ elementos e Fy[X1, -+, X;,] o anel de plinémios com coeficientes em F,. A definigao de cédigos
precisa de um ideal I C Fy[X1, -+, X,,] a partir do qual nés comecamos definindo

I,=T+(X{—X1,, XL — X)) (1.1)

Ry =Fy[Xy1, -, Xp]/Ig={F + 1, | F e F[X1, -, Xn]} (1.2)

onde F + I, = F ¢é a classe determinada por F.
Seja
V={P,- P} =V, () = VFQ(Iq)
sendo o conjunto dos pontos de Fy" que anulam todos os polinomios de I;. A tultima igualdade ¢
devido ao fato de que os elementos de F, que sao raizes de X! — X;, i = 1,--- ,n, sdo os elementos
de F,. Aqui, k significa o fecho algébrico do corpo k e P; # P; para i # j. Definimos uma aplicacao
Fg-linear ev : Ry — Fyy por
ev(F 4+ 1,) = (F(P), -, F(Py)).

Nés vamos chamar esta aplicacao de aplicacao avaliacao. Escrevendo P; = (Pj(l), e ,Pj(m)) para
7 =1,---,n. Definimos para cada ¢ =1,--- ,n o polindbmio

Gi=| I 11 (Xs — P

s=1,,m ._ .p(s) L p(s)
]_17 7n7PjS #PZS

temos entao que G;(P;) # 0, pois G;(P;) é o produto de fatores PZ.(S) - Pj(s), todos diferentes de zero ja
que estamos considerando apenas os Pj(s) #* Pi(s). Por outro lado, G;(P;) =0, Vi # j. De fato, como

P; # Pj, Vi # j, temos P]-(T) #* Pi(r), para algum 1 < r < m, entao o fator X, — Pj(r) aparece em Gj.
Portanto,

ev (G; + 1)
é diferente de zero na i-ésima entrada, enquanto que todas as outras entradas sdo iguais a zero. Assim,
Y Ier
e
Gi ( PZ ) q q

G;
\Gpy The) T

onde e; ¢ o vetor da base canonica de Fy que tem 1 na i-ésima entrada e 0 nas demais. Conse-
quentemente, a aplicacao ev é sobrejetiva. Nossa proxima prova é de que ev é também injetiva.
Para isso nés primeiro recordamos de [2, Pro. 8.14] que se J é um ideal em um anel polinomial
k[X1,--+,Xm] onde k é perfeito e J contém um polindémio de uma varigvel livre de quadrados em
cada variavel entao J ¢ um ideal radical. Isto torna I, radical, pois como todo corpo finito ¢ perfeito,
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F, é perfeito, e Xf — X; é livre de quadrados para todo ¢ = 1,--- ,n. Em seguida nds recordamos
que o Teorema dos zeros de Hilbert forte [3, Th. 6, Sec. 4.2] diz que se J C k[Xy, -, X,,]| é radi-
cal entdo o ideal anulador da variedade Vi (J) é o préprio J. Logo, I (VFQ (1)) = /1, = I;. Como
V=V, (1) = VF, (1) temos I(Vr, (I;)) = I, assim se F € Ker(ev) temos que F € Ry com ev(F) = 0,
dai (F(P),---,F(P,)) =(0,---,0), entao F zera em todos os pontos de V. Segue que, F' € I(V) = I,
e F = 0. Portanto, Ker(ev) = {0}. Consequentemente a aplicagao ev é injetiva. Nés acabamos de
mostrar que ev é um isomorfismo de espagos vetorias. Podemos definir agora os cédigos de varidade
afim.

Definicao 1.1 Seja I; e R, como definido anteriormente e assuma que L é um F,-subespago vetorial
de R,. Definimos o cédigo de varidade afim C(I,L) = ev(L), e o cédigo de varidade afim C(I, L)+
como sendo o complemento ortogonal de C(I, L) com respeito ao produto interno usual de Fy. Isto ¢,

C(I,L)* = {c|cev(F+1,) =0,YF +1,€ L}

onde f.h denota o produto interno de f e h.



Capitulo 2

Algumas ferramentas da teoria das
bases de Grobner

Nesta secao nds apresentamos algumas ferramentas da teoria das bases de Grébner que serao muito
lUteis na construcao de cédigos de variedades afins. Tais ferramentas irao também nos ajudar a estimar
os parametros dos cddigos. Nés comecamos recordando o conceito de pegada.

Defini¢ao 2.1 Seja J C k[X1, -, X;n] um ideal e seja < uma ordenagao monomial fizada. Denote
por M(X1, -, X;n) os monémios nas variaveis X1, -+, Xp. A pegada de J com respeito a < € o
conjunto

AL(J)={M e M(X1,---,Xm) | M nao é o monémio lider de nenhum polinémio em J}

Dado um cojunto de geradores para o ideal J pode nao ser 6bvio a primeira vista qual é a pegada.
Entretanto, todo ideal polinémial possui um tipo particular de conjuto de geradores a partir do qual
a pegada pode ser facilmente determinada. Estas sao as bases de Grobner.

Definicao 2.2 Seja J C k[X1, -+, X;n] um ideal e < uma ordenag¢iao monomial. Um subconjunto
finito G de J é chamado de base de Grébner (com respeito a <) se para cada polinémio P(Xq, -+, X;) €
J existe um G € G tal que o monémio lider de G divide o mondomio lider de P.

Um dos resultados mais importantes na teoria das base de Grobner é que uma base de Grobner G
para J é de fato uma base para J. Dada uma base para J nds podemos extendé-la para uma base de
Grébner aplicando o algoritmo de Buchberger. Consequentemente, existe um método para detectar a
pegada A~ (J).

O préximo par de resultados explica nosso interesse na pegada de [3, Prop. 4, sec. 5.3] nds temos
a proposicao abaixo.

Proposicao 2.1 Considerando a notagdo como na definicao 2.1. O conjunto
{M+J|MeAL(J)} (2.1)
constitui uma base k[X1,--- , X;n]/J como espago vetorial

Demonstracao. Ao longo deste capitulo vamos fazer uso extensivamento do algoritmo da divisao
para polinémios multivaridveis [3, sec 2.3]. Dada uma ordem monomial, um polinémio H e uma lista
ordenada de polinémios (G, --- ,G,) o algoritmo calcula o resto H médulo (G1,--- ,G,). Este resto é
escrito H rem (G4, -+ ,G,). Quando G = {Gy,--- , G, } constitui uma base de Grobner (para o ideal
(Gy1,---,Gy)) o resto nao depende da forma como nés ordenamos os elementos da lista (G1,--- , Gy)
e portanto neste caso ndés vamos simplesmente dizer resto de H mddulo G. Noés observamos que
para escrever um elemento H + J € k[X1, -+, X,,]/J como uma combinacao linear dos elementos de
{M +J| M e AL(J)} nds precisamos somente achar o resto de H mddulo a base de Grobner G. De
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fato, do algoritmo da divisao temos que H = g+rcomg e Jer=0our = a;M; + - + asM;
é uma combinacao com coeficientes em k, de mondémios que nao sao divisiveis pelo monomio lider de
nenhum dos G}s. Isto é, My, -, Ms € AL(J). Como G é base de Grébner r é tinico. Entao H =0
ou H = ayMj + - - - asMjs. Portanto, H é combinagao linear de termos em (2.1). Mostremos agora a
independéncia linear. Seja ayM; + - - - + o4 M; = 0 uma combinacao linear nula de termos em (2.1).
Daf, a1 My + -+ - + oy M; = 0. Logo, M = a1 My + --- + oz M; € J, entao o resto da divisdo de M por
G ¢ 0. Por outro lado, como os M/s € AL(J) eles vao para o resto quando aplicamos o algoritmo
da divisao em M e G. Assim, temos a igualdade polinomial ay M7 + --- + ay My = 0. Portanto,
a;=0,Vi=1,---,t. =

Como uma consequéncia da proposicao 2.1 e da definicao da base de Grobner, H rem G é o mesmo
nao importa qual a base de Grobner é escolhida para J enquanto < é fixa. De fato, seja G; e Ga bases
de Grobner distintas de J. Como vimos na demonstracio da proposicio anterior H = 71 e H = 73
onde ry = H rem Gy e ro = H rem Go. Dai, 7{ =73 e 11 — r9 = 0. Logo, 7 — ro € J. Pela definicao
de base de Grobner existe um polinémio G € G; tal que Im(G1) | Im(r; —r2). Agora, pelo algoritmo
da divisdo nenhum monémio de r; é divisivel por Im(G1), entao se r; — ro # 0 necessariamente temos
que Im(r; — rq) é um mondmio de ro. Por outro lado, como Gs também é base de Grobner, temos
que existe Gy € Gy tal que Im(G2) | Im(r; — r2). Absurdo, pois novamente pelo algoritmo da divisao
nenhum monémio de ry é divisivel por Im(Gz). Portanto, 71 —re =0 e r1 = ro.

Aplicando a teoria acima para o caso Ry = Fy[X1, - - , X,,]/I; nds vemos que para cada escolha fixa
de < a proposica@o 2.1 nos dd uma base {M + I, | M € A(I,)} para R,. Se {31 + 1y, Baim(r) + Iq}
¢ uma base para um subespaco L C R, nés podemos, portanto, sem perda de generalidade, assumir
que Supp(B1),- -+, Supp(Bgaim(r)) € A<(ly). Onde, Supp(F) = {M | M é monémio de F'} significa
suporte de F. De fato, seja G uma base de Grobner de I,. Se Supp(B;) € A4(I,) para algum
i=1,---,dim(L), entado existe um monoémio M de B; que é monémio lider de algum polinémio em
I,. Portanto, M ¢ divisivel pelo mondmio lider de algum polindémio g € G. Logo, podemos dividir B;
por G,

Bi=ag+reB; =T

com Supp(r) € A<(l;). Portanto, basta trocar B; por r. Uma vez que a variedade Vr, (I;) =
{P1,---,P,} é encontrada ndés podemos entao facilmente especificar a matriz geradora para C(I, L),
bem como especificar facilmente a matriz checagem de paridade para C(I, L)J-. O comprimento do
codigo é

n= #V]Fq (Iq) = #VFq (1) = #A<(Iq)

Onde a tltima igualdade vem do fato de ev ser um isomorfismo, dim(R,) = n, e pela proposigao 2.1
dim(Ry) = #A<(1;). Novamente, ev é isomorfimo, entao a dimensao de C(I, L) é dim(L) enquanto
que a dimensdo de C(I,L)* é igual a n — dim(L). O que resta é estimar a distancia minima dos
cédigos. Isto serd feito na segao 3 e secao 4 abaixo. Na secao 3 nds vamos precisar de um corolario da
Proposigao 2.1. Isto é uma incidéncia da mais geral cota da pegada [4, Cor. 2.5, Sec 4.2]

Corolario 2.1 Seja Fi,--- ,Fs € Fy[Xq,---, X,,). O ndmero de zeros comuns de F,--- , Fy sobre F,
EHANL((Fy, - Fo, X{ — X1, , X5 — X)) (Aqui < € uma ordem monomial qualquer).



Demonstragao. Defina I = (Fy,--- | F), assim

[q:]+<Xi7_X17...,Xq

m

— X)) = (F,-  Fo, XTI — Xy, , X2

m

— X).

Seja n = #Vp, (I;) o nimero de zeros comuns. Como explicado na segao anterior, R, é isomorfo a Fy
como espaco vetorial sobre Fy sob o isomorfismo ev. Pela Proposicao 2.1 a dimensao de R, é #A (1),
0 que conclui a prova. m



Capitulo 3

Uma cota para distancia minima de

C(I, L)

Nés agora estimamos a distancia minima de C(I,L). A cota que apresentamos pode ser vista como
uma interpretacao da cota em [1,Th.8]. Seja < e I C Fy[Xy, -, X,,] fixos e considere um subespaco
L C R,.

Definigao 3.1 Uma base {Bl + g, s Baim(r) +Iq} para o subespagco L C R, onde Supp(B;) C
A<(Iy) parai=1,--- ,dim(L) elm(B1) < -+ <Im(Bgim(r)) € dita ser bem comportada com respeito
a <. Aqui Im(F) significa o mondomio lider de F'.

Usando eliminagao Gaussiana qualquer base de L pode ser transformada em uma base da forma
acima. Isto é, se {31 + g, s Baimr) + Iq} é base de L, quando escalonamos a matriz dim(L) x m,
formada pelos coeficientes de cada B; na linha i, encontramos uma nova matriz dim(L) x m tal que
o conjunto dos polinémios formados pelos coeficientes de cada linha 4 ainda é uma base de L e nao
contém monomios de mesmo grau.

Para < fixa, a sequéncia (Im(Bi), -+ ,Im(Bgm(r))) é¢ a mesma para todas as escolhas de bases
bem comportadas de L. De fato, sejam

{Bi+14,- , Baimr) + 14} € {B/l + 1y, 7B;lim(L) + Iq}

bases distintas e bem comportadas de L. Com&E € L,Vi=1,--- ,dim(L) temos que para cada i
existem i, ’Aéim(L) € F, tais que B; = \{B] + -+ + )‘fjim(L)B;h‘m(L)' Entao Im(B;) = lm(B;),

Vi,j=1,--- ,dim(L), segue que o conjunto {Im(B;) | i = 1,--- ,dim(L)} é igual ao conjunto {lm(Bj’) ]
j=1,---,dim(L)}. Logo, como < é fixa temos que a sequéncia (Im(Bi),- - ,im(Bgm(r))) ¢ igual a

a sequéncia (Im(By), - - ,lm(B:h.m(L))). Portanto, a definigdo abaixo faz sentido.
Definicao 3.2 Seja L um subespaco de R, e defina

O<(L) = {Im(B1), - , Im(Baim(r)) }
onde {B1 + 1, ,Bdim(L)JrIq} € qualquer base bem comportada de L com respeito a <.

Definicao 3.3 Seja G uma base de Grobner para I, com respeito a <. Um par de mondémios ordenados
(My, M), My, My € AL(Iy) € bem comportado em uma dire¢ao (OW B) se YH com Supp(H) C
AZ(Iy) elm(H) = M; tem-se

Im(Mi My rem G) = Im(H M rem G).

Como ja mencionamos, F' rem G = F rem g’ se G e g’ sao base de Grobner para I, com respeito
a mesma ordenacao. Portanto, a definicio de OW B é independente de qual base de Grébner nds
consideramos, enquanto < é fixa.



Teorema 3.1 Seja < fixa. Para cada P € O (L) defina
S(P)={K € AL(I;) | 3N € AL(I,) de tal modo que (P,N) é OWB e Ilm(PN rem G) = K}.
A distancia minima de C(I, L) é pelo menos
min{#S(P) | P € O<(L)}.

Demonstragao. Sejac¢e€ C(I,L) e B = {B1 + 1y, Biim(n) + Iq} uma base bem comportada de
L. Entdo existe um F € L tal que ¢ = ev(F), com F combinacao linear dos elementos de B. Segue da
defini¢ao de base bem comportada que Supp(F) C A(I;) e da definicao do O~ (L) que Im(F) = P €
O (L), pois Im(F') é o monoémio lider de algum elemento de B. Pelo corolario 2.1 o nimero de zeros
comuns de I, + (F) é #A (I, + (F)). Sabemos que os zeros de I, sao {P1,---, P, } = Vg, (I;), entao
os zeros comuns de I, 4 (F') sao os Pjs € Vi, (I) que zeram F. Portanto, #A (I, + (F)) = #{P; €
Vr,(Iy) | F(P;) = 0}. Como ¢ = (F(Py),---,F(P,)) tem n coordenadas, das quais #A (I, + (F))
sao zero, temos que o peso de Hamming de ¢ é igual a n — #A (I, + (F)). Vamos entao olhar mais
de perto A (I + (F)). Se N, K € AL(I,) satisfaz que (P, N) é OWB e Im(PN rem G) = K entao

K € Ai(I) \ Ax(Ig + (F)).

De fato, sabemos que Supp(F') C AL (1) e lm(F) = P, como (P, N) é OWB segue que Im(FN rem G) =
Im(PN rem G) = K. Aplicando o algoritmo da divisdo em FN e G temos FFN = Q + FN rem G,
com @ € I,. Assim, claramente FN rem G = FN — Q € I, + (F). Logo, N rem G é um polinémio
de I, + (F) com Im(FN rem G) = K. Portanto, K ¢ A-(I,+ (F)). Consequentemente,

#A<(Ig + (F) < #A<(Ly) — #{K € A1) | 3N € A(Iy)
de tal modo que (P,N) é OWB e lm(PN rem G) = K} (3.1)

Como n = #A<(1,), temos
BA (I, + (F) < n— #{K € A(I,) | IN € A(I,)
de tal modo que (P,N) é OWB e Im(PN rem G) = K} (3.2)
equivalentemente,
n—#A:(Ig+ (F)) = #{K € A(Iy) | IN € A<(Iy)
de tal modo que (P,N) é OWB e Im(PN rem G) = K} (3.3)
Mas w(¢) = n — #A< (I, + (F)), entéo

w(é) > #{K € A(I;) | 3N € AL(I;) de tal modo que
(P,N) é OWB e lm(PN rem G) = K}. (3.4)



Portanto o peso de Hamming de ¢ é pelo menos

#{K € A,(I,) | 3N € AL(I,) de tal modo que (P,N) é OWB e
Im(PN rem G) = K}

E claro que ¢é possivel aplicar o teorema 3.1 para diferentes escolhas de < para ver qual delas d& a
estimativa mais precisa. O corolario seguinte se aplica facilmente para qualquer cédigo de variedade
afim. Esta cota também pode ser aplicada para diferentes escolhas de < para obter a estimativa mais
precisa.

Corolério 3.1 Seja < fiza. A ditancia minima de C(I,L) € pelo menos

min{# {K € A<(I;) | P divide K} | P € OL(L)}. (3.5)
Demonstragao. Sejam K, P como acima. Observe que % € AL(1,), pois se % ¢ A-(I,;) entao %

seria 0 mono6mio lider de algum polinémio @ € I, isto é, Im(Q) = %. Claramente, Im(QP) = K.

Assim, QP € I, e Im(QP) = K. Portanto K ¢ A.(I;). O que é absurdo. Para ver que (P, %) é
OWB tome H sendo um polinémio com Im(H) = P e Supp(H) C A<(I;). Claramente, o monémio
lider de H % ¢é igual a K. O algoritmo da divisdo quando aplicado em H % e G, comeca movendo K
para o resto. Isto é devido a K € AL(/;). Quando nés executamos o algoritmo da divisao todos os
outros termos A de H % sao movidos para o resto, e sao substituidos por polinémios S de tal modo

que Im(S) < Im(A) acontece, ou sao substituidos com 0. Assim,

Im (HK rem Q> =K = lm(PE rem G)

P P
Portanto,
{K € AL(Iy) | P divide K} C {K € A(I;) | 3N € AL(Iy)
de tal modo que (P,N) é OWB e lm(PN rem G) = K}, VP € O<(L)
entao

#{K € AL(I;) | AN € AL(I,) de tal modo que (P,N) é OWB e
Im(PN rem G) = K} > #{K € A;(Iy) | P divide K}, VP € O4(L) °

Logo, o teorema 3.1 garante que a distancia minima de C'(I, L) é pelo menos
min{# {K € Ax(I,) | P divide K} | P € O4(L)}

Observagdo 3.1 E possivel modificar o teorema 3.1 e o coroldrio 3.1 para lidar também com pesos
generalizados de Hamming. Para o caso do teorema 3.1 isto corresponde a interpretacao de cota em
[1, Th. 10].
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Exemplo 3.1 Seja I = (0) CFy[Xy,---,Xp]. Entdo
g:{Xi]_thXgl_ m}v

€ facil ver que G € uma base de Grébner para I, (independente da ordenacao < escolhida). Conse-
quetemente

L(@):{X{%--X,@gw\0§i1<q,-~,0§z‘m<q}

e pela proposicao 2.1 temos que
{X{l---X{erIq 10<i<q,,0<in <q}

€ base para Ry = Fy[X1, -+, X,,]/1; como espago vetorial sobre F,. Seque o cddigo de variedade
afim correspondente é de comprimento n = #A-(1;) = ¢™. Seja s um inteiro 0 < s < m(q —1).
Se nds escolhemos L sendo o espago vetorial gerado pelos elementos da base Xil o Xm I, com
i1+ i, < s entdo nds temos

L={F(Xi, -, Xm)+ 1| grau(F) < s} (3.6)

Aqui, grau(F') siginifica o grau total de F. Observe que,
O<(L) = {X?---Xﬁ'zl |0 <ig<gq, - ,0<ip <q,i1+---+z’m§s}.

De fato, B = { X[+ Xip |0 < iy < g+ ,0<im < gis+ -+ im < s} gera L por definigio, ¢
subconjunto de um conjunto LI , a base de Ry, portanto LI e pelo mesmo fato ndo possui dois
elementos iguais, logo Im(B1) < -+ < Im(Bgim(r)), onde os Bjs sdo os elementos de B. O cddigo
C(I,L) € conhecido como cddigo generalizado de Reed-Muller RM,(s,m), e o coroldrio 3.1 nos diz
que a distancia minima de RMy(s,m) € pelo menos

min{# {K € AL(I,) | P divide K} | P € O4(L)}

isto €,

mz’n{#{xfl L XIm e AL(L,) | X X divide X{l--‘Xﬁ;Lm} | X0t Xim e D<(L)}
mas

#{ X X € AL | XT - Xy divide XT - X} = (a = i0)--(a i)

logo, a distancia minima de RMy(s,m) €

min{(q—1i1)..(¢ —im) |0 <ig <q,--,0 <ip < q, i1+ +ipm < s} (3.7)

Escrevendo s = a(q—1)+b com a,b €Ny e 0 < b < q—1 o miimero em (3.7) é igual a (g —b)g™ ¢ 1,
fato demonstrado em [16, Lem. 1] . Agora, fazendo Fy = {aq,--- , o4} e definindo
F=(XT"—1). (X9 = 1) ( Xyt — 1) (Xas1 — ap)

nds vemos que ev(F + 1;) € C(I, L) é de peso de Hamming igual a (¢ —b)q™ L. De fato, os pontos
de FJ" que nao zeram F' sao os pontos que contém 0 nas primeiras a’s coordenadas, para a coordenada
a+ 1 temos q — b possibilidades, ja que se a1, --- , oy aparecerem nesta coordenada zerariam F e nas
outras m — (a+ 1) coordenadas podemos ter qualquer valor, ou seja, temos q possibilidades. Usando o
principio de contagem encontramos (q — b)g™ "1 pontos de Fy" que nao zeram F. Portanto, o peso
de Hamming de ev(F +1,) € C(I, L) € igual a (g—b)g™ 1. Por isso, o coroldrio 3.1 produz o valor
correto da distancia minima dos cddigos generalizados de Reed-Muller.
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E interessante observar que a distancia minima dos cédigos generalizados de Reed-Muller foi origi-
nalmente estabelecida usando métodos mais complicados e totalmente diferentes [12]. Se o objetivo é
produzir c6digos com bons pardmetros entao existe uma escolha melhor de L do que (3.6), a saber

L = Spang, {X{' -+ Xip [0< i1 < g0 S i < g (g—in)(g—im) 28} (38)

O corolario 3.1 nos diz que o cédigo C(I, L) correspondente é de distancia minima pelo menos § e
é o maior cédigo de distancia minima prescrita pelo menos d. Se realmente existem 41, -+ , 4, com
(¢q —i1)...(¢ — im) = 0, entdo, como acima, nés podemos detectar uma palavra-cédigo de distancia
minima § e nés concluimos que o corolario 3.1 produz a real distancia minima neste caso. Os codigos
C(I,L) correspondentes para (3.8) sao chamados cddigos Massey Costello Justesen [13], [11] e sao
exemplos de melhorias dos cédigos generalizados de Reed-Muller.



Capitulo 4

A cota Feng Rao para C(I, L)+

Nesta se¢ao nds reformulamos a cota Feng Rao no contexto dos cédigos de variedades afins.

Teorema 4.1 Seja < fiza. Para cada K € A(1;) \ O<(L) defina
SH(K) ={Pc A(I,) | 3N € AL(I,) de tal modo que (P,N) é OWB e lm(PN rem G) = K}.
A distancia minima de C(I, L)* € pelo menos

min{#5*(K) | K € AL(I,) \ O<(L)}. (4.1)

Demonstragao. Seja {B1 + g, Baimr) + Iq} uma base bem comportada para L. Considere
¢e C(I,L)*\ 0. Ou seja, ¢ satisfaz G.ev(B; + 1) = 0 parai = 1,--- ,dim(L), mas

cev(K+1;)#0 (4.2)

para algum K € AL(l;). De fato, supondo que Vk € AL(I;) o produto é.ev(K + I;) = 0, temos que
¢.(Ry) = 0 pois os elementos da A(I,) formam uma base para R,. Como ev é isomorfismo entre R,
e Iy, existe F € Ry tal que ev(F + I,) = ¢ Segue que ev(F + I,).¢ = 0, ou seja, ¢.¢ = 0. Logo,
¢=0. Absurdo. Seja K € A< (I,) sendo o menor possivel com respeito a < tal que (4.2) aconteca. A
existéncia deste menor elemento é garantida pelo fato da A (I;) ser finita e < ser uma ordem total.
Se K € (L), podemos supor sem perda de generalidade que K é o mondémio lider de algum B;
com ¢ = i,--- ,dim(L). Sabemos entao que Supp(B;) € AL(I;) e Im(B;) = K. Como K é o menor
mondmio da pegada tal que ¢.ev(K +1,;) # 0 temos que c.ev(M+1,;) = 0, onde M é qualquer monémio
de B; diferente de K. A linearidade de ev garante que c.ev(B; + I;) = c.ev(K + I;). O que é uma
contradigao ja que c.ev(B;+1,) = 0 e C.ev(K +1;) # 0. Portanto, K ¢ O~ (L). Considere pares OW B
(P1,N1),---,(Ps,Ns) onde Py, Ny,---,P5s, N5 € AL(Iy), PL < -+ < P5s e Im(P;N; rem G) = K para
i=1,---,0. A minimalidade de K e a propriedade OW B de (FP;, N;) garante que

cev | ( Z atP)Njrem G+ 1, | #0 (4.3)
t=1,"-,i; a;#0

ocorre para qualquer i € {1,---,0}. De fato, seja H = (thl,m,i; 0,40 a;P;) com i € {1,---,6}.
Claramente, Supp(H) C A<(Iy) e Im(H) = P;. Como (P;, N;) é OWB temos Im(HN; rem G) =
Im(P;N; rem G) = K. Do algoritmo da divisao temos que Supp(HN; rem G) C A_(I,), pelo
argumento anterior,

c.ev(HN; rem G+ 1) = c.ev(K + 1) # 0.

Seja * o produto coordenada a coordenada sobre Fy dado por
(ala te 7an) * (blv e ab’n) - (CL]_b]_,’ te 7anbn)

12
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Como

(Y. aP)NiremG+I,=( >  aP)N;i+1,
t=1,---,1; a; 7#0 t=1,-,1; a; #0

concluimos de (4.3) que

cxev | ( Z wP)+1I,| #0
t=1, 4 a;£0

para qualquer ¢ € 1,--- ;9. Portanto, ¢ € # 0 para todo

0
€e {ev ((Z arPy) + Iq> | a1, -+, a5 € Fg,a; ndo todos iguais a 0} : (4.4)
t=1

O espago constituido de (4.4) e (0,---,0) é de dimensao §. De fato, o conjunto formado pelos ¢
polinémios Zle atPy + I, com ay,---,as € Fy,a; nao todos iguais a 0 é LI, basta observar que
P; < -+ < Ps, e ev é isomorfismo. Portanto, ¢ é tal que o produto * de ¢ por um espago de dimensao
0 é diferente de 0, logo o peso de Hamming de ¢ tem que ser pelo menos 6. m

E claro que é possivel aplicar o teorema 4.1 para diferentes escolhas de < para ver qual da a es-
timativa mais precisa.

Corolario 4.1 A distincia minima de C(I, L) ¢ pelo menos
min{#{P € Ax(I,) | P divide K} | K € A,(I,) \O<(L)}
Demonstragao. Veja a prova do corolario 3.1. m

Observagao 4.1 E possivel modificar o teorema 4.1 e coroldrio 4.1 para lidar também com pesos
generalizados de Hamming. Para o caso do teorema 4.1 isto corresponde a interpretacdo da tultima
parte de [9, Th. 1]

Exemplo 4.1 Isto € uma continu¢ao do exemplo 3.1. E bem conhecido que o codigo dual de codigos
generalizados de Reed-Muller é novamente um cédigo generalizado de Reed-Muller. Mais precisamente,

RMq(s,m) = RMy((q—1)m — 1 —s,m)"

5, Th. 2.21]. Aplicando o corolario 4.1 para RM, —1)m —1—s,m)" nds vemos que a distincia
[ p p 4((q
minima de RM,(s, m) € pelo menos

min{(ir +1)...(im+1) [ 0<ig <q, -+ ,0 <ip < g i1+ +im > (¢g—1)m —s}. (4.5)
De fato, do exemplo 3.1 seque que

A<(Iq):{X{'1---Xﬁ“\0§z’1<q,~--,0§im<q}

D<(L):{X;'1.--Xm\ogiq<q,.--,ogz'm<q,z‘1+---+img(q—1)m—1—s}.

Assim, para Xfl'--X%i € AL(Iy) \O<(L) temos 0 < iy < q,-+-,0 < iy, < q €81 + -+ + iy >
(g —1)m —1—s, equivalentemente, 0 < iy < q,---,0 <y <qeir+ - +ipn>(¢g—1)m—s. Para
concluir basta observar que

#{XT - XIm e AL(L,) | Xt XIm divide X XY = (iy 1) - - (i + 1).

FEscrevendo mnovamente s = a(g — 1) +b com 0 < b < q — 1 (4.5) torna-se igual a
(g—b)g™ %! que no exzemplo 3.1 vimos ser igual ao valor da distancia minima verdadeira dos cédigos
generalizados de Reed-Muller.
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Se o objetivo é produzir cédigos C(I, L)+ com bons parametros entdo escolher L como
L = Spans, {Xfl---Xf;L" 10<iy<q, ;0 <im <q @1+ 1)(im+1) < g™ —s} (4.6)

seria a melhor opgio. Os cédigos C(I, L)+ correspondentes a (4.6) sio chamados cédigos hiperbdlicos
e denotados Hyp,(s, m) [7, Def. 6].



Capitulo 5

Usando ordens grau-ponderadas

Nesta se¢@o nés consideramos dois exemplos onde a ordem é a ordem grau-lexicografica com peso.

Defini¢do 5.1 Sejow(X1), -+, w(Xm) € N e defina o peso de Xi* - - - Xim como o niimero w(X™ - -- Xim) =
hiw(Xy)+ - +imw(Xy). A ordem grau-lezicogrdfica com peso em M(X1, -, X,,) € uma ordenagdo
com , , A , . , : A
X7 X < X Xt se w(X - X)) <w(XT- X))
ou w(Xy' - Xim) = w(X{' - X)) e Xt Xim <o XTT X

Aqui, <jep € a ordem lexicogrifica com Xy, <jeg -+ <lex X1-
Uma das qualidades da ordem grau-lexicografica com peso é o lema seguinte.

Lema 5.1 Considere a ordem grau-lexicogrdfica com peso dada pela definicao 5.1 . Se H tem exata-
mente um monémio de maior peso w' em seu suporte e G tem exatamente dois mondémios de maior
peso em seu suporte entdo H rem G tem exatamente um mondmio de maior peso em seu suporte e
este peso € w'.

Demonstracao. Sejam H = H' + M\ X% w(H') < w(H), Im(H) = X* e G = G + muM; +
oMo, w(G') < w(My) = w(Mz), My <jer Ms. Executando o primeiro passo da divisao de H por G
temos

H =GuM + R.

Equivalentemente, R = H — GuM. E claro que w(MG) < w(H). Se w(MG) < w(H), entdo
R=(H — pMG) + X% e w(H — ptMG) < w(H), j& que w(H') < w(H). Como w(H) = w(X®),
segue que w(H' — uMG) < w(X®). Portanto, w(R) = w(H) e X% é o tinico mondémio de maior peso
no suporte de R. Supondo agora w(MG) = w(H), temos que o termo lider de pMG serd ppoM M.
Como A\, X é o tnico termo de H com peso w(MG) necessariamente Ao X< = ppuaM M. Portanto,
R=(H — pMG') — ppu M M;. Mas w(MG) = w(MM,) e w(H) = w(X®%), logo w(MM;) = w(X*?).
Como w(G") < w(M;) temos que w(MG") < w(MMj), e por construcao w(H') < w(H) = w(MMy).
Assim, w(H'— uMG') < w(ppi M M) e w(R) = w(MMjy). Portanto, w(R) = w(H) e M M; é o tinico
mondémio de maior grau no suporte de R. Entao em cada passo da divisao de H por G temos que o
resto parcial tem um tinico monémio de maior peso, e este peso é w’. Logo, H rem G tera um tinico
monomio de maior peso, e este peso serd w’ m

Exemplo 5.1 Considere os ideais
I={(X*Y +Y%+ X) CFs[X,Y]
I=T+(X*+X,Y®+Y) CF(X,Y]

Seja < a ordem grau-lexicogrdfica com peso definida pela configura¢ao w(X) = 2,w(Y) = 3 e inter-
pretando X como X1 eY como Xo. Claramente, B = {ng +Y3+ X} ¢ uma base de Grobner para

15
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I. Como Im(X3Y + Y3+ X) = X3Y e X'Y7 ndo é divisivel por X3Y quando 0 <i <3 ej €N ou
1> 3 ej=0 temos o
AL(I) ={X"Y7 | sei>3entaoj=0}.

Usando o algoritmo de Buchberger encontramos a sequinte base de Grobner para I,
G={XY+V3+ X, X3+ X, XY+ X+ XV2 4V, Y+ X7}

e, portanto,

AL(L) ={1,X,Y,X? XY, V? X XY? X* V? X?Y?
X5 Xy3 vt X6 x2y3 Xyt X7 yS x?y? Y6} (5.1)

com pesos correspondentes
{0,2,3,4,5,6,6,7,8,8,9,10,10,11,12,12, 13, 14, 14, 15, 16, 18}.

Os elementos em (5.1) estdo listados em ordem crescente com respeito a <. Usando o Lema 5.1 e
alguns outros resultados nos podemos detectar um total 166 pares OWB 1teis, e um pouco mais que nos
nao usaremos. llustramos o método utilizado para verificar a propriedade OWB considerando alguns
poucos pares OWB. Primeiro para vermos que (X3, X) é OWB precisamos mostrar que Im(HX rem G) =
Im(X3X rem G),¥Y H com Supp(H) C A(1;) elm(H) = X3. Observe que um polinémio H satis-
fazendo tais condicées é da forma ai + aeX + azY + as X% 4+ as XY + agY? + X3, temos

Im((ay + aoX + azY + ay X% + a5 XY + agY? + X*)X rem G) = X* (5.2)

néo importa quem sdo ai,--- ,ag. Isto € porque X3X = X* € A<(1y) e, portanto, X4 € movido
para o resto na divisio por G. A prova que (X3,X) é OWB estd completa. Para ver que (XY, X?)
¢ OWB nés ndo podemos aplicar o mesmo argumento jd que XY X? = X3Y ¢ A<(1,). Seja H com
Supp(H) C AL(Iy) elm(H) = XY, entio H € da forma

a1 + a2 X +azY + as X? + XY,
Vamos mostrar que Im(HX? rem G) = Im(XY X% rem G). Temos
w(1.X?), w(X.X%),w(Y.X?),w(X%X? < w(XY.X?) =9,

isto €, existe um tunico monémio de maoir peso em (a1 + asX + agY + a4 X2 + XY)X? e este peso
€9. Como X3Y + Y3 + X tem extamente dois mondémios de maior peso em seu suporte o Lema 5.1
nos diz que o monomio

Im((a1 + a2 X + azY + as X? + XY)X? rem B)

¢ também de peso 9. Existe um tinico monémio em A (I) com peso 9, a saber, Y3. Como BC G e
Y3 também pertence a A(I,) nds concluimos que

Im((a1 + a2 X + asY + a1 X+ XY) X% rem G) = v

néo importa quem s@o ay,--- ,as. Como X3Y tem wm tunico mondémio de maior peso e este peso
¢ 9, pelo mesmo argumento anterior Im(X3Y rem G) = Y3. Consequentemente, (XY, X?) é OWB.
Finalmente, para ver que (XY, X2Y) é OWB considere H tal que Supp(H) C A-(I;) elm(H) = XY,
novamente H € da forma

a1 + asX + azY +as X* + XV.

Vamos mostrar que Im(HX?Y rem G) = Im(XY X?Y rem G). Comecamos reconhecendo do Lema
5.1 que o peso de
Im((ay + aoX 4 azY + ay X% + XY)X?Y rem B)
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¢ igual w(XY.X?Y) = 12. Contudo, agora existem duas possibilidades X5 e Y* de mondmios lideres
jd que os dois sao de peso 12 e pertencem a A(I). Quando erecutamos a divisio de (a; + asX +
azY + ay X2 + XY)X2Y por B vemos que

Im((a1 + az X + azY + asX? + XY)X?Y rem B) = Y.
Como Y* pertence a A< (1) concluimos que
Im((a1 + a2 X + azY + a1 X? + XY)X%Y rem G) = Y.

Agora, X3Y? tem um dnico mondémio de maior peso e este peso € 12, repetindo o argumento temos
que Im(X3Y? rem G) = Y. Portanto, (XY, X?Y) ¢ OWB.

Observe que para firos P e K pode existir mais de uma escolha de N tal que (P,N) é OWB e
Im(PN rem G) = K. Como um exemplo, ambos (XY,Y?) e (XY, X?3) sio OWB e satisfazem

Im(XY.Y? rem G) = Im(XY.X3 rem G) = XY3.

De fato, como XY3 € AL(I,) temos Im(XY?3 rem G) = XY?3. Observe agora que X*Y tem um tinico
monomio de maior peso e este peso € 11, pelo Lema 5.1 temos que o peso de

Im(X*Y rem B)

¢ igual a 11. Emziste um 1inico monémio em A-(I) de peso 11, a saber, XY?3. Como XY3 € A< (1)
temos
Im(X1Y rem G) = XY3.

Para a propriedade OWB, seja H tal que Supp(H) C AL(I;) elm(H) = XY, entdo H é da forma
a1 + asX + azY +as X + XV.

Temos
Im((a1 + a2 X + azY + a, X? + XY)Y% rem G) = XY?

ndo importa quem sio ay,--- ,a4. Pois XY3 € AL(I,) e, portanto, XY é movido para o resto na
divisdo por G. A prova que (XY, XY?3) é OWB estd completa. Para o caso de (XY, X?) basta observar
que (a1 + asX + asY + as X% + XY)X3 tem um unico monéomio de maior peso e este peso € 11. Pelo
Lema 5.1 temos que o peso de

Im((a1 + a2 X + azY + as X? + XY) X3 rem B)
¢ igual a 11. Sabemos que XY3 é o tinico monémio em A~ (I) de peso 11 e XY3 € AL(1,), portanto
Im((a1 + aaX 4+ azY + ay X% + XY) X3 rem G) = XY3.

Na tabela 1 listamos algumas informagées sobres os pares OWB. Por a(P) denotamos o nimero de
detectados K € AL(I;) tal que existe um N € A(1;) com (P,N) OWB e lm(PN rem G) = K. Por
f(K) denotamos o niumero de detectados P € AL (1) tal que existe um N € A(1,) com (P,N) OWB
elm(PN remG) =K.

Tabela 1 Informacdes sobre pares OWB
M 1 X Y X2 Xy Y2 X3 X%y Xxy? Xx* y?
M) 22 19 14 16 12 11 9 10 9 4 8
M) 1 2 2 3 4 3 4 6 6 5 8

M X?y? x° Xy3® v+ X6 Xx?2y3 Xyt Xv Y5 X2y? y¢
(M) 7 3 6 5 2 4 3 1 2 2 1
A(M) 9 6 0 11 7 12 13 8 14 15 17
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Para a  construcao  do  cddigo C(I,L) escolhemos L como sendo gerado  por
(M +1,)'s com M € AL(Iy) e 5(M) > . Pelo Teorema 3.1 isto nos dd cddigos de maior dimensao
possivel com distancia minima prescrita pelo menos 5. Para construcio de C(I,L)* escolhemos L
como sendo gerado por (M + I)'s com M € AZ(I;) e p(M) < 6. Pelo Teorema 4.1 isto nos dd
codigos de maior dimensdo possivel com distancia minima prescrita pelo menos §. O comprimento
desses cddigos € igual a n = #A(Iy). De 5.1 temos, portanto, n = 22. Na tabela 2 listamos os
parametros [k, ] que podem ser realizados a partir do Teorema 3.1 e Teorema 4.1. Portanto, k € a
dimensao e § € a distancia minima prescrita.

Tabela 2 Parametros dos codigos

C(I,L) [1,22] [2,19] [3,16] [4,14] [5,12] [6,11]
7.10] 8,9 9.8 [10,7] [11,6] [13,5]
[15,4] [17,3] [20,2] [22,1]

C(I,L)* [1,17] [2,15] [3,14] [4,13] [5,12] [6,11]
[7,10] [8,9] [10,8] [11,7] [14,6] [15,5]
[17,4] [19,3] [21,2]

Concluimos que embora a cota no Teorema 3.1 baseia-se na mesma no¢do que a cota no Teorema 4.1
as duas cotas podem, as vezes, produzir resultados completamentes diferentes.

No exemplo 5.1 foi trabalhoso detectar quais pares sato OWB. Isto é devido ao fato que na A~ ()
bem como na AL(/;) haviam monémios distintos de mesmo peso. No préximo exemplo nao ha dois
monomios diferentes na A~ () como o mesmo peso. Como consequéncia torna-se muito facil encontrar

pares OWB.

Exemplo 5.2 Considere os ideais
I=(X*-Y3-Y) CFy[X,Y]
IL=(X*"-Y3-Y, X - X,Y?-Y) CFy[X,Y].

Seja < a ordem grau-lexicogrdfica com peso dada por w(X) =3, w(Y) = 4 e interpretando X como

Xso eY como Xq. Claramente,
B={X*-Y3-Y}

€ uma base de Grobner para I e aplicando o algoritmo de Buchberger nos encontramos que
G={X'"-y3-v XX}

¢ uma base de Grobner para I,. Consequentemente,

AL(D) ={XY7|0<i,0< <3}
AL(I) ={X"Y7|0<i<9,0<j<3}. (5.3)

A aplicacio w : AL(I) — (3,4), dada por x(X'Y7) = 3i + 4j € uma bijecio. Aqui, (3,4) significa
o semigrupo gerado por 3 e 4. De fato, sejam X'Y7 e X°YP € AL(I) com X'YT # X°YP, isto
6 i—a#0ouf—j#0. SewXY) =wXYP), entio 3i +4j = 3a + 48 o que equivale
3(i —a) =4(8 — j). Como 3 nao divide 4, 3 tem que dividir f —j. Mas f—j <3 pois 0 < j <3 e
0 < B <0 entdo a unica é 5 —j=0. Assim, 3(i —a) =0 o que implica i — o = 0. Absurdo. Logo, w
¢ injetora. Considere agora 3i+4j € (3,4). Se 0 < j < 3 entdo X'YI € AL(I) e w(XY7) = 3i +4j.
Agora, se j > 3 entdo podemos escrever j = 3q + 1 onde 0 < r < 3. Portanto X"t4Y" ¢ AL(I) e
w(XH4Y") = 3(i + 4q) +4r = 3i +4(3q + 1) = 3i + 4. Logo, w ¢ sobrejetora. Consequentemente,
nos podemos identificar qualquer monomio M € AL (I) unicamente por seu peso. Considere um
polinémio F com Supp(F) C A<(I;) e escreva P = Im(F). Seja N € AL(ly) arbitrdrio. Como
Supp(F) C A(1y) e As(Iy) € AL(I) seque Supp(F) € AL(I), portanto F ndo tem dois monomios
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distintos de mesmo peso. Pelo Lema 5.1 o monomio lider de FN rem B é o monémio inico K € A (I)
de peso iqual a w(PN) = w(P) + w(N). Se K € AL(l;) entao (P,N) é OWB. Portanto, dado
P,N € AL(1;) entdo (P,N) é OWB se w(P) +w(N) € w(Ax(Iy)). Agora nds mostraremos que se
K € AL(Iy) e (P,N) satisfaz w(P)4+w(N) = w(K) entao P,N € AL(I;). Isto, em particular, implica
que (P,N) é OWB. Suponha por contradi¢ao que P ¢ A (I;). Pela definicao de pegada existe um
polinomio H € 1, tendo P como monomio lider. Como P € A(I) podemos sem perda de generalidade
assumir que H € resto mddulo B. Isto €, nds podemos assumir que Supp(H) € A(I). De H € I,
nos concluimos que

HN rem B € 1. (5.4)

Por outro lado, a suposi¢ao Supp(H) C A-(I) combinada com o Lema 5.1 implica que
Im(HN rem B) = K.

Aqui nés usamos novamente o fato nao hd dois monémios distintos na A-(I) com o mesmo peso.
Mas K, por suposicdo, esta na A-(I;) e portanto (5.4) ndo pode ser verdade. Chegamos a uma
contradi¢ao. Supor N ¢ AL (I,) levaria a uma contradi¢do similar. As observagoes acima implicam
que para detectar pares OWB € suficiente o estudo dos pesos. Para este propdsito defina

I'=w(A<(I)) = (3,4)

para A € w(A<(Iy)) seja
o(A) = #{new(d<(ly)) |n—AeTl}

e para A € I' tome
pA) =#{aecl' | A —aeT}.

Mostramos acima que se P € AL(I,) entao existem diferentes pares de elementos K, - - - s Kow(p)) €
A< (1;) e elementos correspondentes N1, - -+, No(w(p)) € A<(ly) tais que parai=1,--- ,o(w(p)) o par
(P,N;) é OWB com Im(PN; rem G) = K;. Similarmente, se K € AL(I;) entdao existem diferentes
pares de elementos Py, - - -, Pyoy(k)) € A<(Iy) e elementos correspondentes N1, - -+, Nyyw(ry) € A<(Iy)
tais que  para 1 = 1, ,o(w(p)) o par (P, N;) é OWB  com
Im(P;N; rem G) = K. Na Tabela 3 listamos o(w) e p(w) para todo w € A(Iy).

Tabela 3
w 0o 3 4 6 7 8 9 10 11

(w) 27 24 23 21 20 19 18 17 16
(w) 1 2 2 3 4 3 4 6 6

w 12 13 14 15 16 17 18 19 20
(w) 15 14 13 12 11 10 9 8 7
pw) 7 8 9 10 11 12 13 14 15

w 21 22 23 24 25 26 28 29 32
ol 6 6 4 3 4 3 2 2 1
( 16 17 18 19 20 21 23 24 27

&

=
g

Com a finalidade de contruir cddigos definimos abaizo os subespacos de Ry = Fo[X,Y]/1,

Ly = Spang, {M + I, | M € AL(1y), w(M) < s}

Ly = Spang, {M + I, | M € A(1,),o(w(M)) > 6}
L3 = Spang, {M + I, | M € AL(I,), p(w(M)) < 0}

O cédigo de variedade afim correspondente sio todos de comprimento n = #A (1) = 27. Do Teorema
3.1 a distancia minima de C(I, La) ¢ pelo menos & e do Teorema 4.1 a distancia minima de C(I, L3)* é
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também pelo menos 5. Os codigos C(I, Ly) e C(I, L3)*" sdo os maiores cédigos com distancia minima
prescrita & com respeito ao Teorema 3.1 e ao Teorema 4.1. Aplicando o Teorema 3.1 e o Teorema
4.1 aos cddigos C(I, L1) e C(I, L))", respectivamente, temos cotas inferiores das distancias minimas.
Como um exemplo, escolhendo s = 23 o cédigo C(I,L1) € de dimensdo 21 e distancia minima pelo
menos 4. Escolhendo 6 = 4 o cédigo C(I, Ly) € de dimensao 22 e também de distancia minima pelo
menos 4. Como um outro exemplo, escolhendo s =7 o cdédigo C (I, Ll)L € de dimensao 22 e distancia
minima pelo menos 3. Escolhendo § = 4 o cédigo C(I, L3)* é também de dimensdo 22 mas é distancia
minima pelo menos 4.



Capitulo 6

As condicoes de dominios de ordem

No capitulo anterior nés demonstramos que a ordem grau-lexicogréafica com peso pode, as vezes, ser
muito util quando procuramos pares OWB. Em particular, a tarefa de encontrar pares OWB foi
bastante simples no Exemplo 5.2 devido ao fato de que em A_(I) ndo haviam monoémios distintos
de mesmo peso e devido ao fato de que o polinémio gerador de I possuia exatamente dois monémios
de maior peso em seu suporte. Neste capitulo generalizamos a construgao no Exemplo 5.2. Todas as
provas serao generalizagoes simples dos argumentos do Exemplo 5.2, portanto faremos apenas algumas
delas. Comegamos pela generalizacao do conceito de ordem grau-lexicografica com peso.

Definigao 6.1 Seja w(X1), -+ ,w(Xym) € N e assuma <n; uma ordenagio monomial em Nj. Ez-
tenda w para uma fun¢ao monomial sobre M(Xy,---, X,,) por

w(X0 - XIm) = (X)) 4 - A imw( X))
Tome < sendo uma ordenag¢iao monomial em M(Xy,---,Xy,). A ordem grau-ponderada general-
izada definida sobre w(X1), -+ ,w(Xy), <Ny € <m € a ordem <y, dada por
X Xim <wX{1---X,Z1m
56 . B . .
WX X <y w(X X
OU) Se . . . . . . . .
w(XI - Xy = (X3 XY e X Xim < X X,
O grau-ponderado de um polinomio F' € wdeg(F') = w(lm(F)).

Agora apresentamos as condigoes de dominios de ordem, as quais desempenham um papel central no
presente capitulo.

Definicao 6.2 Considere um ideal I C k[X1, -+, Xp,], onde k € um corpo. Seja <, a ordem grau-
ponderada generalizada dada pela Definicao 6.1. Assuma que I possui uma base de Grobner B, tal que
qualquer G € B tem exatamente dois monémios de maior peso e que ndo exista mondomios distintos
de mesmo peso em A<(I). Neste caso, dizemos que I e <, satisfazem as condi¢ées de dominios de
ordem.

O lema abaixo é uma generalizacao do Lema 5.1.

Lema 6.1 Sejam I, <, e B como na Definicio 6.2. Tome F um polindomio com exatamente um
monoémio de maior peso. Entao w(Im(F)) = w(lm(F rem B)). Em particular, w(Iim(F)) = w(lm(F rem B))
para todo F' com Supp(F) C AL, (I).

Demonstragao. Basta observar que o resultado de cada etapa da divisao de F' por B é um polindmio
F’ que, pelo Lema 5.1, tem um tnico monémio de maior peso e este peso é w(lm(F)). m

A proposigao seguinte é uma generalizaciao de resultados similares do Exemplo 5.2.
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Proposigao 6.1 Assuma I CF,[Xy, -, X,,] e <y satisfazendo as condigoes de dominios de ordem.
Considere I, = I + (X{ — X1, -+, X% — Xmm). Um par (P,N) onde PN € A, (I,) é OWB se
w(P) +w(N) € w(Ax, (Iy). Se K € AL, (I;) e P,N € AL, (1) satisfazem w(P) + w(N) = w(K),
entio PN € A. (I;), e (P,N) é¢ OWB.

Demonstracao. Sejam B e § bases de Grobner de I e I, respectivamente. Sabemos que I C
I, e Ay, (1) € AL, (). Tome (P,N) € AL, (I;) e w(PN) = w(P) + w(N) € w(Ax, (1y)).
Seja H tal que Supp(H) C A, (Iy) e Im(H) = P, temos que mostrar que Im(PN rem G) =
Im(HN rem G). Observe que PN é um polindmio com um tnico monémio de maior peso. Pelo
Lema 6.1, w(PN) = w(lm(PN)) = w(lm(PN rem B)). Entao, Im(PN rem B) € AL, (I) e
w(lm(PN rem B)) = w(P) + w(N) € w(Ax,(I;)). Portanto, Im(PN rem B) € A, (I;) e
Im(PN rem B) = Im(PN rem G). Por outro lado, com Supp(H) C A<, (I;) segue que H nao
possui monomios distintos de mesmo peso. Entao, claramente, HN nao possui monomios distintos
de mesmo peso e Im(HN) = PN. Npvamente pelo Lema 6.1, w(lm(HN)) = w(lm(HN rem B)).
Mas w(lm(HN)) = w(PN) = w(P) + w(N), assim Im(HN rem B € A, (I) e w(Im(HN rem B)) =
w(P)+w(N) € AL, (Iy). Portanto, Im(HN rem B) € A, (I;) e Im(HN rem B) = Im(HN rem G).
Assim, Im(PN rem G) e Im(HN rem G) estdo na pegada de I, e possuem o mesmo peso. Logo,
Im(PN rem G) = Im(HN rem G). Para a segunda afirmacao, considere K € A. (I;) e P,N €
A, (I). Se w(K) =w(P)+w(N), como w(K) € w(Ax, (I;)) pelo que fizemos acima (P, N) ¢ OWB.
Suponha por absurdo que P ¢ A_, (I;). Entao existe um polinémio H € I, tal que Im(H) = P.
Como P € AL, (I), podemos assumir que H é resto médulo B, isto é, Supp(H) C AL, (I). Pelo
algoritmo da divisao,

HN=Q+ HN rem G

como H € I, temos HN € I, e por definicao @Q € I;, entao HN rem G € I,. Por outro lado, como
Supp(H) C AL, (I;) o Lema 6.1 garante que Im(HN rem B) = K. Dal, Im(HN rem G) = K. O que
é absurdo, pois HN rem G € Iy e K € AL (I;). O caso N ¢ A, (I;) é andlogo. m

Definicao 6.3 Assuma I e <, satisfazendo as condi¢oes de dominios de ordem. Seja T’ = w(A<, (1))
e defina para todo A € w(A<, (Iy))

o(N) =#{new(As, (L)) |n—Arel}

e para todo A € T’
pAD)=#{ael | A—aeTl}.

Aplicando o Teorema 3.1 e o Teorema 4.1 em combinagdo com a Proposi¢ao 6.1 temos o seguinte
teorema.

Teorema 6.1 Assuma I e <y, satisfazendo as condi¢des de dominios de ordem. Seja L um subespago
de Ry =F,[ X1, -, Xn]/1; tal que

{B1+ 1y, Baimr) + 1o}
é uma base bem comportada de L. A distancia minima de C(I,L) é pelo menos
min{o(w(lm(Bi))),--- ;o (w(Im(Baim(L))))}-
A distancia minima de C(I,L)* € pelo menos

min{p(w(M)) | M € Az, (Ig) \ {Im(B1), - -, Im(Bgim(r))}
> min{p(A) [ A € T\ {w(B1), -, w(Baim(r))}-
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Considere as escolhas abaixo de L. Seja §€ Nj e 6 € N.

L= Spcm]Fq{M + Iq ‘ M e A<w (Iq),w(M) jNS 5} (6.1)
Ly = Spane, (M + I, | M € A, (1), o(w(M)) > 6} (6.2
Ly = Spans, (M + I, | M € A, (I,), u(w(M)) < 5}. (6.3)

O Teorema 6.1 nos diz que a distancia minima de C(I, Ly) e C(I, L3)* é pelo menos §. Por construcio
C(I,Ls) e C(I, L3) sao os maiores cédigos com distancia minima prescrita 6. No capitulo 9 veremos
que 08 pesos sdo sempre numéricos, isto é, sempre temos § = s, onde s é um inteiro, entdo a distancia
minima de C(I, L) é pelo menos n —s. Aqui, n = #A~, (I;). Da mesma forma, vamos derivar no
capitulo 9 uma expressdo simples para uma cota inferior da distancia minima de C(I,L;)* sempre
que 0s pesos Sao numeéricos.

Exemplo 6.1 Isto é uma continuagdo do Exemplo 3.1 e do Exemplo 4.1. Escolha os pesos w(X;) =

(1,0,--+,0), w(Xz2) = (0,1,0,---,0), -, w(Xy,) = (0,---,0,1) € Ng'. Seja <np a ordem graduada
em Ng' com (1,0, -+ ,0) <nm -+ <nm (0,--+,0,1). Seja agora <ap uma ordenagdo monomial qualquer
em M(X1, -+, Xm). Usando a convengdo de que o conjunto vazio € uma base de Gréobner para o ideal
I=(0) CFy[Xy,- -, Xp], vemos que & € uma base de Gréobner para I que ndo tem nenhum polinémio
com o numero de mondémios lideres diferente de 2. Claramente As, (1) = M(Xq,---,X,,), observe
agora que se Xil - Xim ¢ diferente de Xfl - X entio para algum r € {1,-+-,m} tem-se i, # j,.

Portanto, w(X(* - Xim) = (i1, yim) # (1, »Jm) = w(XJ* - X*). Logo, A, (I) ndo possui
monomios distintos de mesmo peso. Concluimos que I e < satisfazem as condigoes de dominios
de ordem. O cddigo C(I,L1) com §=(0,---,s) € o cddigo generalizado de Reed-Muller RM,(s,m).
Da mesma forma, os cédigos C(I, Ly) e C(I, L3)* sio melhoramentos dos cédigos generalizados de
Reed-Muller considerados nos Exemplos 3.1 e 4.1.

Dados I e <, tais que as condicoes de dominios de ordem sao satisfeitas, podemos querer construir
cédigos pela avaliagao de um subconjunto U C Vi, (I). A observacao abaixo trata desta situagao

Observagao 6.1 Assuma que o par I e <, satisfazem as condig¢des de dominios de ordem. Seja
U C V[gq(I). Todo conjunto finito de pontos € uwma variedade e , mais ainda, existem polindémios
Hy,--- | H, tais que o ideal anulador de U é igual

IU:Iq+<H17"' 7H’r‘>

As estimativas de distancia minima de C(I,L) e C(I, L)* ainda valem se estes codigos sio feitos pela
avaliagio em U em vez de na variedade inteira Vg, (I). Tudo que precisamos fazer € substituir I, por
Iy na Definigao 3.1, Definicao 3.2, Proposicdo 6.1, Definicdo 6.3 e Teorema 6.1.



Capitulo 7

Funcoes peso e dominios de ordem

O conceito de funcao ordem foi introduzido por Hoholdt et al. em [10]. Seu objetivo foi simplificar o
tratamento de cédigos geométricos de Goppa de um ponto e fornecer uma linguagem para facilitar a
generalizagao de cédigos geometricos de Goppa de um ponto para objetos de dimensdao maior, como
por exemplo curvas. O conceito foi ainda desenvolvido em [15] e [8]. Aqui, descrevemos algumas
terminologias de [8].

Definicao 7.1 Sejam R uma k-dlgebra e I' um subsemigrupo de Nj; para algum r. Seja < uma or-
denagao monomial em Ny. Uma aplicagcdo sobrejetiva p: R — I'_ oo =T U {—00} que satisfaz as seis
condicoes abairo € chamada de fun¢ao peso

) = —o0 se, e somente se, f =0

f) = p(f) Va € F, diferente de zero

(f +g) 2maz{p(f),p(9)} e a igualdade ocorre quando p(f) < p(g)
Se p(f) < p(g) e h # 0 entdo p(fh) < p(gh)

(W.4) Se f e g sao diferentes de zero e p(f) = p(g), entdo existe um

a € Fy nao nulo tal que p(f — ag) < p(g)

(W.5) Se f e g sao diferentes de zero, entao p(fg) = p(f) + p(g).

(W.0) p(f
(W) p(a

(W.2) p
(W.3)

Uma k-dlgebra com uma funcao peso é chamada dominio de ordem e I' é chamado semigrupo de
valores de p.

De [8] Th. 9.1 e Th. 10.4 sabemos que se o semigrupo de valores I' é finitamente gerado, entao pode
ser descrito na linguagem da teoria de bases de Grébner. Nos temos o seguinte resultado que conecta
a Defini¢ao 7.1 com a teoria do capitulo anterior.

Teorema 7.1 Sejam <, a ordena¢ao grau-ponderada generalizada em M(X1,--- , Xp,) eI C k[X,---

um ideal. Se I e <, satisfazem as condi¢oes de dominio de ordem (Defini¢ao 6.2) entao R =
kX1, -+, Xn]/I é um dominio de ordem com wuma fun¢ao peso definida como seque: Dado f €
k[X1, -+, Xm]/I ndo nulo, escreva f = F 4+ I onde Supp(F) C A, (I). Temos p(f) = wdeg(F) e
p(0) = —oo.

Qualquer funcdo peso com um semigrupo de valores I finitamente gerado pode ser descrita como
acima.

Demonstracao. Vamos mostrar somente a primeira parte do teorema. Em relacao a ultima parte
indicamos a prova em [8, pdg. 379, Corolario 5.7]. Assuma que I e <, satisfazem as condigdes
de dominios de ordem. As propriedades (W.0), (W.1) e (W.2) sdo obviamente satisfeitas. Da-
dos f = F1 +1eg = F,+ 1 com Supp(Fi1) € Az, (I) e Supp(Fz) € A<, (I). Se p(f) = p(g)
entdo wdeg(F1) = wdeg(Fy), isto é, w(lm(Fy)) = w(lm(Fy)) e consequentemente Im(Fy) = Im(F3).
Seja b o coeficiente lider de Fj e ¢ o coeficiente lider de Fy. Se escolhermos a = b/c, temos que
o(f —ag) = wdeg(F1 — aFy) < wdeg(Fy) = p(g). Logo o resultado de (W.4) acontece. Observe
agora que fg = F1Fy + I e wdeg(F1Fy) = w(lm(F1F2)) = w(lm(F)) + w(im(F2)) = p(f) + p(g). O
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Supp(F1 F») pode nao estar na pegada de I, mas claramente Fj Fy tem um unico monémio de maior
grau. Pelo Lema 6.1 temos wdeg(F1 F»>) = wdeg(F1F rem G). Chamando F' = Fy F» rem G temos que
fg=F+1TIep(fg) =wdeg(F)=wdeg(F1Fy) = p(f)+ p(g). A propriedade (W.5) estd demonstrada.
Finalmente, (W.3) é uma consequéncia de (W.5)(portanto, (W.3) nao é necessaria na defini¢do de
funcao peso). m

Como mencionado anteriormente, os ideais e a ordenagdo monomial considerados nos Exemplos 5.2
e 6.1 satisfazem as condi¢Ges de dominios de ordem. Portanto, pelo Teorema 7.1 os anéis quociente
correspondentes sao dominios de ordem e os pesos correspondem as funcoes peso do Teorema 7.1.



Capitulo 8

Cddigos de dominios de ordem

Nos agora descrevemos os cddigos relacionados com dominios de ordem. Vamos precisar de duas
definicoes.

Definigao 8.1 Seja R uma Fy-dlgebra. Uma aplicagao sobrejetiva ¢ : R — Fy € chamada morfismo
de Fy-dlgebras se ¢ € Fq-linear e se

o(fg) = (f) * #(9)
para todo f,g € R (Aqui, * significa o produto coordenada a coordenada definido no Capitulo 4).

Definicao 8.2 Seja p: R — T'U{—o0} uma funcao peso. Um conjunto

{Inlpfn) =AAel}

€ dito uma base bem comportada para R.

E claro que todo dominio de ordem possui uma base bem comportada. Lembre que nds na Definigao 3.1
introduzimos o conceito de base bem comportada para L C R,. O conceito de base bem comportada
para um dominio de ordem R como definimos acima nao é o mesmo. Entretanto, os dois conceitos
estdo intimamentes relacionados.

Proposicao 8.1 Assuma R um dominio de ordem sobre k. Se {fx | p(fn) = A\,A € T'} € uma base
bem comportada para R, entao € uma base para R como um espago vetorial sobre k.

Demonstracao. Seja {fa;, fass s famt C {fa | @ € T} com a1 < ag < -++ < . Considere a
[F,—combinacao linear a1 fo, + -+ + amfa,, = 0. Aplicando a funcdo p temos que p(aifo, + - +
amfon,) = p(0) = —oo, mas como fa,, -+, fa,, s30 distintos temos que p(aifa, + - + amfa,,) =
maz{p(aifo,), -, plamfa,)} = p(a;fa;) para algum j. Logo, p(a;fa;) = —00 = a; = 0. Logo,
temos que a; = 0 para ¢ = 1,---,m, e portanto {fa,, fas, " » fa,,} ¢ linearmente independente.

Agora seja f # 0 € R, logo existe fo, € {fa | @ € T'} tal que p(fa,) = p(f). Por (W.4) existe
a; # 0 € Fy tal que p(f — afa,) < p(fay). Se p(f — a1fa,) = —oo acabou. Caso contrario, existe
fas € {fa | @ € T} tal que p(fa,) = p(f — a1fa,), mas por (W.4) existe ap # 0 € Fy tal que
p((f —a1fa,) — a2fas) < p(fay)- Se p(f — a1 fa, — aafa,) = —o0 acabou. Caso contrario, repetimos
este processo novamente. Agora note que a sequéncia:

() i =a1 >ay>az > -

¢ uma sequéncia (ndo necessariamente infinita) estritamente decrescente de elementos de I' C N.
Como < é uma ordem monomial sobre Nj, logo < é uma boa ordem sobre N{j, entao segue que a
sequéncia («) eventualmente termina, isto é; existe m € N tal que (o) = a3 > g > -+ > ayy. Logo,
apds repetirmos este processo m vezes, obtemos:

p(f —ai1fa, —a2fay — - — amfa,,) = —00
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o que nos diz que f = a1 fo; + -+ + amfa,,- Para o caso geral veja [8, Th. Pro. 3.2 e Def. 3.1]. m

Observacao 8.1 Sejam duas bases bem comportadas {fx | p(fn) = MA € T} e
{or | plgr) = AA € T}, entio Vn € I', g, € uma combinacio linear de elementos de
{fx | X2 n} e o coeficiente de f, na nesta exprecao é diferente de zero.

Segue da Observagao 8.1 que nao tem importancia na proxima defini¢cao qual base bem comportada é
considerada.

Definicao 8.3 Seja R um  dominio de ordem  sobre [, com  funcio  peso
p: R —TU{-o00} e{fr]|p(fa) =\ €T} uma base bem comportada. Seja p : R — Fy um
morfismo como na Defini¢io 8.1. Defina (1) = 0. Para i = 2,--- ,n defina recursivamente (i)
como o menor elemento de I' que é maior do que a(1),--- ,a(i — 1) e satisfaz

o(fa@iy) & Spang, {p(fr) | A <np ali)}.

Escreva A(Ra Ps 90) = {Oé(l), e 70[(71)}.
Definigao 8.4 Para \ € A(R, p, ) defina

o(A) =#{y € A(R,p,p) |y — A €T}

Para A € T defina
pA)=#{a el | A—aeT}.

Agora podemos definir os cédigos.

Definicao 8.5 Seja R um dominio de ordem sobre Fy e ¢ um morfismo como na Definicio 8.1.
Considere uma base bem comportada fixa {fx | p(fr) = M, A € '}, Para A € T e § € N considere os
codigos

E(X) = Spang, {o(fy) | n 2n; A}

E(6) = Spang, {(fy) | n € AR, p, ) e o(n) = 6}

C\) = {ceFg | cp(fy) =0,vn comn 2y A}

C(6) ={ceFy | ce(fy) =0,vn € A(R, p,p) com p(n) < &}

Observagao 8.2 Da Observagao 8.1 concluimos que a escolha da base bem comportada nao € impor-
tante na defini¢cao dos cédigos E(X) e C(N).

De [10, Th.4.13 e Pro. 4.23] e [2. Th. 33] temos o seguinte teorema. O resultado relativo e C(A) e
C(9) é conhecido como cota ordem.

Teorema 8.1 A ditancia minima de E()\) € pelo menos
min{o(n) | 1 <n; N} (5.1)
e a distancia minima de C(\) € pelo menos
min{p(n) [ A <ny nen e AR, p, @)} = min{u(n) | A <} (8.2)
As distancias minimas de E(8) e C(8) sdo pelo menos 6.

Lembre do Teorama 7.1 que se I' é um semigrupo de valores finitamente gerado entao o correspondente
dominio de ordem R pode ser descrito como um anel quociente. Mostraremos agora que para tais
dominios de ordem o Teorema 8.1 é uma consequéncia direta da teoria desenvolvida na Secao 6.
Comegamos com a seguinte caracterizacao de ¢.
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Proposicao 8.2 Seja ¢ : R =Fy[X1, -+, Xp]/I — Fy um morfismo como na Defini¢do 8.1. Entdo
existe um conjunto

U:{P17"' 7Pn} QV]Fq(I)
tal que p(F + 1) = (F(P1), - ,F(P,)), para todo F + 1 € R. Os P!s sao diferentes dois a dois.

Demonstragao. Sejam; : Fjy — F, a aplicagao de projegao na i-ésima coordenada, isto ¢, mi(ar, ag, -+, an)

a;. Como ¢ é uma aplicacao F,-linear sobrejetora, entao para cada ¢ = 1,---,n a aplicacao ¢; :
Fq [ X1, -+, Xm] /I = Fq definida por ¢;(F + I) = mj(p(F + I)) é F-linear e sobrejetora, além disso
essas aplicagbes sdo todas distintas. Seja a = (a1,a2,+,a,) € Fy tal que p(1 + 1) = a, e sejam
b= (b1,ba, -+ ,b,) € Fyy com b; # 0 para todo i = 1,---,ne FF+1 € F;[Xy,---,X;,] /I tal que
O(F+1)="0b. Vejaque o(F +1)=p(1+1)(F+1))=pl+1)*xp(F+1I)=(ar1b, - ,anby) =
(b1,--- ,by), assim (1 + 1) = (1,1,---,1), logo ¢ é um homomorfismo de anéis. E como ¢ é F-
linear segue que ¢(c+I) = (c,c,--- ,c) para todo ¢ € F,;. Assim, cada ¢; é um homomorfismo com
wi(c+I) = c para todo ¢ € F,;. Sejam

P = (P1(1)7P1(2)7"' ’Pl(m)> GIFgl
Py = (R, BY, A" e Fy

Py= (P, PP, ™) e T

tais que
P =1 (Xy + 1), PP = o1 (Xo + 1), , P = 01 (X + 1)
P = 0o(Xy +1), P? = 0o (Xa + 1), , ™ = a(Xpn + 1)
PV = on(X1 + 1), P = pn(Xa + 1), PM™ = 0p(Xpn + 1)
Seja < uma ordem monomial sobre o conjunto de todos os monémios em Xji,---,X,,. Temos que

o conjunto {M + I|M € A(I)} é uma base para Fy[Xy,- -, Xp,]/I como Fg-espaco vetorial. Seja
M= X{"X3? - X3 e AL(I), e seja G = cM, onde ¢ € Fy. Logo

G(P) = G((PM, PP, ... PI™)) = o(PM)yer (PPyoz .. (P yom —

7 (2 7

pile+ Do XP 4 1pi(X52 + 1) - i X + 1) = pi( X1 X52 - X0 + 1) = i(eM + 1),

Assim, ¢i(cM + 1) = ¢cM(P;) para todo M € AL(I),c € Fyei=1,---,n. Como qualquer f €
Fq [X1,---,X™] /I pode ser escrito como f = F'+1I onde F' € spanF{M|M € A(I)} e ¢; é Fy-linear,
segue que p;(F + 1) = F(P;) paratodoi=1,--- ,n. Assim, o(F + 1) = (F(P,), F(P), -+ ,F(P,)).
Agora, vamos mostrar que P; € VF, (I) para todo @ = 1,--- ,n. Para todo F(X1, -+, X;n) € I temos
---=F(P,) =0 para todo F € I, assim Py, P5, -+, P, € Vp,(I). =

Aplicando a Proposi¢ao 8.2 para dominios de ordem com semigrupo de valores finitamente gerado
vemos que os cddigos na Definicao 8.5 sao do tipo coberto pela Observagao 6.1 da Segao 6. Em vez
de lidar com o caso geral U C Vg, (I) vamos seguir concentrados na situaciao U = Vg, (I). Podemos
facilmente generalizar nossos resultados, substituindo como na Observacao 6.1, I, por I;;. Nossa mais
importante observagao é que

AR, p, ) = w(A<, (1g))- (8.3)
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Para mostrar (8.3) comecamos notando que, por construcao A(R, p,¢) tem cardinalidade n e como
A, (I;) é base para Fy e nao tem monomios distintos de mesmo peso, w(Ax, (I;)) também tem
cardinalidade n. Portanto, basta mostrar que

A(Rv P (P) - w(A<w (Iq))

Claramente, a(1) = 0 € w(A<, (1)) j4 que toda pegada nao vazia contém 1. Suponha por contradi¢ao
que a(i) ¢ w(Ax, (I;)) para algum 2 < i < n. Seja fo) = F + 1, w(lm(F)) = a(i). Seja G uma base
de Grébner para I, entao F' rem G é tal que Supp(F rem G) C AL, (1) e F — Frem G € I;. Como
Vr,(Ig) = Vr,(I) temos o(F — F rem G+ I) = 0. Dali,

o(fa@) =p(F+1) = o(F = (F = FremG+1)) = p(FremG+1) (8.4)

A prépria definicao de base de Grébner garante que Im(F rem G) € A, (I;). Portanto, Im(F rem G) <y,
Im(F'). Mas, por (8.4) e pela Definicao 8.3, a(i) ¢ A(R, p,¢). O que é uma contradi¢ao. Logo, (8.3)
acontece. Com (8.3) nas maos nds estabelecemos as seguintes conexdes: FE(\) e C(A) s@o iguais a
C(I,Ly) e C(I, L), respectivamente, com L; como em (6.1). E(8) é igual a C(I, Ly), Ly como em
(6.2), e C(8) é igual a C(I, L3)* e Ly como em (6.3). Concluimos que as cotas no Teorema 8.1 das
distancias minimas de E(\), E(5), C(\) e C(J) sdo consequéncias do Teorema 6.1.



Capitulo 9

Codigos geométricos de Goppa de um
ponto

Uma das razoes mais importantes para introduzir os dominios de ordem em [10] foi para se ter uma
facil descricao dos cédigos geométricos de Goppa de um ponto e também para se ter uma maneira facil
de generalizar a construcao dos cédigos geométricos de Goppa de um ponto para estruturas algébricas
de maior grau de transcendéncia. Aprensentando nesta dissertagdo as coisas na ordem reversa do que
normalmente é feito, chegamos, finalmente, aos cédigos geométricos de Goppa de um ponto.

Seja P um lugar racional no corpo de fungoes algébricas F de uma varidvel com corpo de constantes
F,. Seja Vp a valorizacao correspondente a P. Considere a estrutura algébrica

R = U_ L(mP). (9.1)

Defina p = —Vp temos p(R) = ' U {—oo} onde I' C Ny é conhecido como semigrupo de Weierstrass
correspondente a p. Por verificagdo a aplicacao p : R — I' U {—oo} satisfaz as seis condigoes na
Definicao 7.1 e, mais ainda, ¢ uma fungao peso.

Infelizmente, nao é, em geral, uma tarefa facil determinar a estrutura R acima e, portanto, muitas
vezes é dificil encontrar a descricao anel quociente de R garantida pelo Teorema 7.1. Observe, que
uma tal descricao foi dada no Exemplo 5.2 no caso da curva Hermetiana sobre Fg.

Os cédigos geométricos de Goppa provenientes da estrutura (9.1) sao conhecidos como cédigos geométricos
de Goppa de um ponto. Nos agora explicamos a conexao entre estes codigos e os codigos de variedades

afins da Secao 6. Seja Qi,---,Q, lugares racionais, diferentes dois a dois, e diferentes de P. A
aplicacdo ¢ : R — Fy, o(f) = (f(Q1),+, f(Qn)) é um morfismo como na Definicao 8.1. Portanto,
da Proposicao 8.2 os lugares racionais Q1, - - - , Q, correspondem a n diferentes pontos afins Py, --- , P,

em V(I;) e p(F+1)=(F(P), -, F(P,)). Temos
Cr(Qi 4+ Qn, AP) = C(I, L)

Co(Q1+ -+ Qn, \P) = C(I,L)*
onde
L={feR|p(f) <A}
As cotas de Goppa da geometria algébrica podem ser aplicadas ao caso dos cédigos geométricos de
Goppa de um ponto.

Teorema 9.1 Seja P um lugar racional como acima e seja R o dominio de ordem correspondente
como em (9.1). A distancia minima de E(X) € pelo menos

n—A (9.2)
A distancia minima de C(\) € pelo menos

t+1—g. (9.3)
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Agora vamos mostrar que as cotas do Teorema 9.1 podem ser vistas como uma concequéncia do
Teorema 8.1. Precisaremos do seguinte lema técnico de [10, Lem. 5.15 e Th. 5.24].

Lema 9.1 Seja I' = {A1,Aa,---} com A\ < Ao < -+ um semigrupo em Ng com um nimero finito de
lacunas. Defina

g9(i) = #{A e N \T' | A <A}
Para qualquer X\; temos #(I'\ (Ai +T)) = X\i e p(Ni) =i — g(i) + D(i) onde

D) ={(z,y) |z,yeNo\T'ex +y =N}
Aqui, A+ T significa {\ 4+ A, A+ Ag, -+ }.

Teorema 9.2 Para o caso dos cddigos geométricos de Goppa de um ponto a cota em (8.1) é sempre
pelo menos tao boa quanto (e as vezes melhor que) a cota em (9.2). Analogamente, a cota em (8.2) é
sempre pelo menos tao boa quanto (e as vezes melhor que) a cota em (9.3).

Demonstragao. Para provar a primeira afirmacao precisamos considerar nimeros A; € A(R, p, ), A\; <
s. Temos o(\;) = #(A(R, p,) N (A +T')). Da primeira parte do Lema 9.1 vemos que o nimero de
elementos de A(R, p,¢) que nao estao em A; + I' é, no méximo, \;. Portanto, o(\;) > n — A; com a
igualdade acontecendo somente quando I'\ (A\; +I') € A(R, p, ¢). Concluimos que min{co(\;) | \; €
A(R, p,p), Ai < s} >n—s. Como consequéncia da tltima afirmacao temos

min{u(n) | nel el <n}=min{i —g(i) +#D(i) |t <i} >t+1—g
com a igualdade acontecendo se, e somente se, A1 =N+ 1, g(t+1)=ge #D(t+1)=0. =

Ter mostrado que as cotas do Teorema 8.1 das distancias minimas dos cédigos E(\) e C(\) sao
pelo menos tao boas quanto as cotas de Goppa, no caso de R ser da forma em (9.1), torna evidente
que se pode considerar a cédigos E(0) e C(8) de (9.1) como cédigos geométricos de Goppa de um
ponto melhorados.

Foi mostrado em [14, Th. 1] que todas as fungdes peso numéricas (isto é, fungdes peso com pesos em
Np) sao também da forma (9.1) ou é uma sub-élgebra de tal estrutura. Mudando para semigrupos que
nao sao numéricos as estruturas relacionadas nao sao mais curvas, mas sao de dimensao mais elevadas
[8, Sec. 11]. Os cédigos relacionados podem ser vistos como generalizagdes de codigos geométricos de
Goppa de um ponto.
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