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SOUZA, B. A. Curvas FElipticas e Numeros Congruentes. 2012. 69 p. Dissertacao de Mestrado,
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O objetivo deste trabalho é relacionar Curvas Elipticas e Niimeros Congruentes. Descrevemos
uma operacao sobre a curva, que torna o conjunto de seus pontos, sobre um corpo qualquer,
um grupo abeliano. Em seguida, apresentamos o Teorema de Nagell-Lutz, que nos da as
condigOes necessarias para que um ponto tenha ordem finita no grupo. Feito isto, provamos
o Teorema de Mordell para curvas do tipo y* = 2% + ax® + bx; tal teorema nos diz que o
conjunto dos pontos racionais sobre a Curva Eliptica é um grupo abeliano finitamente gerado.
Finalmente, definimos nimeros congruentes, apresentamos algumas propriedades e exemplos

sobre tais nimeros e estabelecemos a conexao entre Nimeros congruentes e Curvas Elipticas.

Palavras-chave: (Curvas Elipticas, Teorema de Mordell, Nameros Congruentes).
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SOUZA, B. A. Congruent Numbers and FElliptic Curves 2013. 69 p. M. Sc. Dissertation,
Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The aim of this paper is to relate Congruent Numbers and Elliptic Curves. We describe an
operation on the curve, which makes the set of its points, on any field, an abelian group. Next
we present the Nagell-Lutz theorem, which gives us the necessary conditions for a point that
has finite order in the group. Having done this, we prove the Mordell theorem for curves like
y? = 23 + ax?® + bx; this theorem tells us that the set of rational points on elliptic curve is
a finitely generated abelian group. Finally, we define congruent numbers, we present some
properties and examples of such numbers and establish the connection between Congruent

Numbers and Elliptic Curves.

Keywords: (Elliptic curves, Mordell Theorem, Congruent numbers).
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INTRODUCAO

As curvas elipticas tém sido muito utilizadas para lancar luz sobre alguns problemas importantes
como problemas em criptografia, o problema de empacotamentos de esferas e o problema dos
nimeros congruentes.

Uma curva eliptica F sobre um corpo K é uma curva projetiva definida por uma equacao
do tipo

yiz = 2% + ax?z + brz? + 2P

onde a,b,c € K e o discriminante A = —4a3c + a?b? + 18abc — 4b> — 27b* de E é nao nulo.

Um dos fatos mais interessantes sobre as curvas elipticas é que, o conjunto dos pontos
racionais sobre ela tem uma estrutura de grupo abeliano finitamente gerado, mais especifica-

mente, temos o seguinte teorema:

Teorema de Mordell: Seja E uma curva eliptica dada pela equacao
E :y?z = 2% + ax’z + be2® + ¢2?,

onde a,b,c sao inteiros e seja E(Q) ={[x :y: 2] € F : z,y,z € Q}. Entao E(Q) é um grupo
abeliano finitamente gerado.

Através do Teorema 3.6.5 da teoria dos grupos finitamente gerados, podemos decompor:

E(Q) = E(Q)tors b Zr’

onde F(Q)

Um nimero racional é dito congruente, se for a drea de um triangulo retangulo cujos lados

tors € 0 grupo de pontos de torgao e o inteiro r é o posto da curva eliptica.
sao racionais.
Estamos interessados no problema dos ntimeros congruentes, que consiste em saber se um
dado niimero racional é congruente ou nao.
A relacao entre nimeros congruentes e curvas elipticas se d4, através do seguinte resultado:
“Um ntimero n & congruente se, e somente se, o posto da curva eliptica y?> = 23 — n2z é

positivo.”



Nossa dissertacao esta organizada da seguinte maneira:

No primeiro capitulo daremos alguns conceitos sobre as curvas elipticas. Comecamos com
alguns conceitos de curvas algébricas, definindo curva afim, plano projetivo, curvas projetivas.
A seguir enunciamos o Teorema de Bézout, que é essencial na construcao da lei de grupo sobre
o conjunto de pontos de uma curva eliptica.

O segundo capitulo trata sobre o conjunto de pontos de ordem 2 e 3. Comecamos mostrando
as propriedades que satisfazem pontos de ordem 2 e 3. A seguir enunciamos os teoremas de
Nagell-Lutz e de Mazur, que nos ajudarao a encontrar todos os pontos racionais de torcao de
uma curva eliptica.

No terceiro capitulo demonstraremos o Teorema de Mordell para uma classe de curvas e
daremos alguns resultados da teoria de grupos, tteis no proximo capitulo.

No quarto capitulo daremos algumas propriedades sobre os ntimeros congruentes, enuncia-

remos e provaremos a relacao entre Niumeros Congruentes e Curvas Elipticas.

Bruno Andrade de Souza
Uberlandia-MG, 26 de Fevereiro de 2013.



CAPITULO 1

CURVAS ELIPTICAS

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos da teoria das curvas elipticas. Denotaremos
por K um corpo e por K seu fecho algébrico. A teoria deste capitulo pode ser encontrada em
[2] e [4].

1.1 Curvas Algébricas e o Plano Projetivo

Definicao 1.1.1. Seja f(x,y)um polinémio nao constante em Rz, y]. Chamamos o conjunto
Cy={(z,y) €R*: f(z,y) = 0}
uma curva algébrica plana real.
Exemplo 1.1.2.  a) Retas: f(z,y) = ax + by + ¢, (a,b) # (0,0);
b) Circulo: f(z,y) = 2> +y*—1;
¢) Pardbola: f(x,y) =y — 2%;
d) Seja f(z,y) = 2* +y* entao Cy = {(0,0)};
e) Seja f(x,y) =x*+y*>+1 entio C; = @.

Observagao 1.1.3. Estamos chamando Cy de “curva”, logo nos exemplos d) e e) esta nomen-
clatura pode parecer estranha. Agora, se mds permitirmos solucoes complexas para a equac¢ao

f(z,y) =0 em d) ee), entao, Cy passa a ter infinitos pontos.

Definicao 1.1.4. Seja K um corpo algebricamente fechado. O espaco afim de dimensao n de
K € o conjunto K".

Seja S C K[xq,...,x,]. O conjunto,
CS = {(.Tl,...7xn) c K™ : f(xl,...,:(;n) = O,Vf c S},

3



¢ chamado uma variedade algébrica afim.

E natural buscar solucdes para equacoes polinomiais em duas variaveis pelo seu aspecto
geométrico. Estamos interessados no caso em que n =2 e S = {f(z,y)}, onde f(z,y) é um

polinémio nao constante em K[z, y]. Neste caso teremos a seguinte definigao:

Definicao 1.1.5. Seja f(x,y) um polinémio nao constante em K|z, y|. A curva algébrica plana

afim Cy sobre K determinada por f(x,y) € o conjunto:

Cr={(z,y) €K : f(a,y) = 0},

Utilizaremos também a notacao Cy : f(x,y) = 0.
Definimos o grau da curva Cy como sendo o grau do polinomio f, cuja notacao é grau(f).

Curvas de graus 1, 2 e 3 sao chamadas retas, cOnicas e ctibicas, respectivamente.

Observacgao 1.1.6. Como K € algebricamente fechado e f(x,y) € nio constante, entio Cy €

infinito.

Observacao 1.1.7. Se f(x,y) = g(x,y)h(z,y) onde g(x,y) e h(z,y) sao polinémios nao cons-
tantes em K[z, y], entao Cy = Cy U Cy,.

Definicao 1.1.8. Dizemos que a curva Cy € redutivel se existem g(x,y) e h(x,y) polinomios
nao constantes em K|z, y| tais que, f(x,y) = g(x,y)h(x,y). Caso naio exista uma decomposicio

dessa forma, a curva € dita irredutivel.
Daqui em diante denotaremos f(x,y) simplesmente por f.

Lema 1.1.9. (Lema de Gauss) Seja D um dominio de fatoracao inica e K seu corpo de fragoes.
Seja f € Dlz] um polinomio primitivo (i.é. o mdc dos coeficientes de f é igual a 1) e g € D]x]

arbitrdario. Entao:
i) f € irredutivel em Dx] <= f € primitivo em Dl[z| e irredutivel em K|x]
ii) flg em Dlz] <= flg em K|[z].
Demonstragao. Ver [3], Lema I1.3.6, Pag. 54 O

Um dos teoremas centrais da geometria algébrica é o Teorema de Bézout, que nos mostra
como calcular o nimero de intersecoes de duas curvas algébricas, levando em conta as intersecoes
no infinito e as multiplicidades de intersecoes. Primeiramente definiremos o que significa as
intersecoes no infinito e a multiplicidade de intersecoes, em seguida enunciaremos o Teorema
de Bézout.

Por exemplo, sabemos que duas retas distintas tém um tinico ponto de intersecao, a nao ser
que elas sejam paralelas. Neste caso, diremos que elas se encontram no infinito. Entao devemos

incorporar um ponto no infinito para cada direcao do plano afim. Para visualizarmos o modo



Figura 1.1: Pares de retas paralelas.

que devemos adicionar pontos no plano afim, consideremos r e s duas retas concorrentes e ' e
s’ retas paralelas a r e s respectivamente.

Se adicionarmos um tnico ponto no infinito, todo par de retas, concorrentes ou paralelas,
se intersectariam nesse ponto. Por exemplo, as retas da figura anterior se intersectariam em

dois pontos como na figura abaixo.

Figura 1.2: Pontos no infinito.

Convém entao adicionar um ponto no infinito para cada direcao do plano afim, ou equiva-
lentemente, para cada reta contendo a origem.

Dessa forma poderiamos definir o plano projetivo como sendo
R? U {Retas do plano que passam pela origem} .

Se identificarmos R? com o plano z = 1, em R?, vemos que para cada ponto do plano z = 1,
existe uma tnica reta que passa por esse ponto e a origem.

Isto nos permite definir o plano projetivo como sendo o conjunto de retas de R? que passam
pela origem.

As retas que se encontram no plano zy, sao os “pontos no infinito” e as outras retas se
identificam com pontos de R2.

Motivados por esta correspondéncia, definimos o plano projetivo sobre o corpo K da seguinte

forma:

Definicao 1.1.10. Considere a sequinte relacao de equivaléncia entre os pontos de K3:

($17$2,36’3) ~ (19173427193) & INeK )\(3717362,36’3) = (yhyz,y:a)-



Definimos o plano projetivo sobre K como o conjunto destas classes de equivaléncia
IP)Z(K) - {($1,$2,$‘3) € K3 : ($1,$2,$3) # (070’0)}/ ~

ou ainda,

P*(K) = {Retas em K? que passam pela origem} .

Notagao 1.1.11. : Se (21,29, 23) € K3, (1, 29, 23) # (0,0,0), entdo, sua classe de equivaléncia

serd denotada por [x1 @ T2 @ 3] 0 POr l(z; 25.24)-

Fazendo K = R temos:

Figura 1.3: Plano Projetivo

Definiremos curvas planas projetivas, destacando o fato de que um ponto no plano projetivo
é uma classe de equivaléncia, logo possui varios representantes. Portanto, para que a defini¢ao de

curva plana projetiva seja consistente, trabalharemos com uma classe especifica de polinomios.

Defini¢ao 1.1.12. Um polinomio [ € K[z, y, z] € dito homogéneo de grau n > 1, se cada um

de seus mondmios possui grau (total) n.

Observemos que, se f(z,y,2) € Kz, y, z] € um polinomio homogéneo de grau n > 1, entao
f(Az, Ay, Az) = N'f(x,y,2), Y\ € K. E mais, se f se anula em um ponto (z,y, z), entdo f se
anula em (Az, \y, \z).

Como antes, denotaremos f ao invés de f(x,y, 2).

Podemos assim, definir uma curva projetiva plana, associada a um polinémio homogéneo.

Defini¢ao 1.1.13. Seja f um polinémio homogéneo nao constante em Klx,y,z]. A curva

algébrica plana projetiva Cy sobre K determinada por f € o conjunto:
Cr={lzr:y:2 €eP*(K): f(z,y,2) =0}
Seja F uma extensao de K, o conjunto de pontos de C definidos sobre IF ¢é

Cr(F)={[z:y:2]€Cs:x:y:z] e P*(F)}.



Definimos o grau de uma curva algébrica plana projetiva como sendo o grau do poliné6mio
que a define. Curvas projetivas de graus 1, 2 e 3 sao ditas, respectivamente, retas, conicas e

cubicas projetivas.

Definicao 1.1.14. Dizemos que uma curva algébrica plana projetiva Cy € nao singular, se para

todo P € Cy wvale:

g—i(P) #0 ou %(P) #0 ou

Os casos mais interessantes ocorrem quando K = Q e temos que:

af

Lip) 20,

Cr(Q) € C(R) € C4(C).

O interesse aritmético é conhecer C¢(Q). Trataremos dos casos em que o grau do polinémio
f é menor ou igual a 3, e nos capitulos seguintes, abordaremos os casos em que o grau de f é
exatamente 3.

Seja a funcao injetora:

K? — P*(K)
(z,y) = [z :y: 1]

que identifica os pontos do plano afim, com os pontos do plano projetivo.

Chame de V3 a imagem desta funcao, entao C'y N V3 pode ser visto como a curva plana afim
definida por f(z,y,1).

Do mesmo modo, uma curva plana afim, dada por g € K|z, y], pode ser estendida a uma
curva plana projetiva definida pela funcao homogénea g(z,y, z) = 2"g(x/z,y/z) em que n é o
grau do polinémio g.

De formar similar, definimos os planos afins V; e V5 da seguinte forma: Seja a funcao
injetora:

K? — P*(K)
(y,2) = [L:y: 2]
Chame de V; a imagem desta funcao, entao C'y MV pode ser vista como a curva plana afim

dada por f(1,y,z). Com respeito a variavel y o procedimento é o mesmo. Este processo é

chamado de desomogeneizagao de C.

1.2 O Teorema de Bézout

Considere a conica dada por Cy :y —a? =0easretas lo: y =0, [y : 2 =0, : x =y e
l3:y=x+1.
Graficamente, vemos que [y intersecta o grafico da curva C apenas na origem, o mesmo

ocorrendo com a reta [;. J& as retas [y e l3 intersectam Cy em dois pontos.



I x+1l=y
I, x=y
lo

Figura 1.4: Visualizando o Teorema de Bézout

Note que [, é tangente a Cy no ponto (0,0), assim, podemos imaginar que o ponto (0,0)
conte como se fosse um ponto de interseccao dupla. Isto motiva a idéia de defenir um “indice
de interseccao” entre duas curvas.

Ja a reta [ intersecta C'y em um tnico ponto. Precisamos introduzir a no¢ao de “pontos no
infinito” (trabalhando no plano projetivo), para encontrar um segundo ponto de interseccao.

Assim, a interseccao entre uma reta e uma conica, no plano projetivo, contém dois pontos.

Intuitivamente, a intersecao entre curvas de graus m e n deve conter mn pontos.

O teorema de Bézout mostra que este raciocinio pode ser generalizado, quando computamos
de forma correta os pontos de intersecao entre curvas planas projetivas. Estas curvas devem
satisfazer uma outra hipotese (de ndo possuirem componentes em comum), derivada da defini¢ao
1.2.2.

Proposigao 1.2.1. Um polindémio homogéneo [ € K|x,y, z| pode ser fatorado como f = fi [,
fi. fa € Klz,y, 2] se, e somente se, cada polinomio f;, j = 1,2, € homogéneo. Logo cada

polinémio f; define uma curva plana projetiva Cy, @ f; =0, j = 1,2.

Demonstracio. (<) E claro.
(=) Por absurdo, suponha f; ndo homogéneo.
Seja grau(fi) = k.
Entao f1 = gx + gr—1 + - - + go, onde g; é homogéneo de grau j, j =0,1,... k.
Seja | = min{j : g; # 0}. Por hipotese | < k, logo fi = gx+gr—1+---+gi, com g, # 0, g, # 0.
Considere agora, fo = hg+hg 1+ -+ hy, com hy #0, hy #0 et < s.

Assim:

= fife = grhs + (grhs—1 + gr—1hs) + ... + gilu,

onde grau(gihs) = k+s e gghs # 0, pois K[z, y, z] ¢ um dominio. Temos que, grau(gh;) = [+t
e hig; # 0 pelo mesmo motivo.

Também: | < ket < s, entdao [ +t < k + s. E isto implica que f nao é homogéneo.
ABSURDO!

Portanto, f; é homogéneo.
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Definicao 1.2.2. Seja Cy : f(x,y,2) = 0 uma curva plana projetiva e f = f1... f,, a fatoragao
de f sobre K em polinomios irredutiveis. Cada curva Cy, : fi(w,y,2) =0,7=1,...,n, édia
componente irredutivel de C.

Primeiramente, vamos mostrar que a intersecao entre duas curvas planas afins é finita se os

polinémios que as definem nao possuem componente comum nao constante.

Proposigao 1.2.3. Sejam [ e g polinomios sem componentes comuns em K[z, y]. Entao a

interse¢ao entre as curvas planas afins Cy: f(x,y) =0 e Cy: g(x,y) =0 € finita.

Demonstragao. Temos que f e g podem ser vistos como polinémios em K(z)[y], onde K(x) é
o corpo de fragoes de K[z]. Pelo lema de Gauss, temos que f e g sdo relativamente primos em

K(x)[y], logo existem r(z) e s(x) tais que:

r(@)f + s(2)g = L.

Isto implica, em particular, que f e g nao possuem componentes em comum sobre K. Escrevendo

r(z) = :;g%, s(x) = z;gg onde 71,79, 51, 52 € K[z], obtemos:

Tl(x)f 4 s1(z)

ro(z) So()

g =1 ri(z)sa(z)f +r2(r)s1(x)g = ra(z)s2(z).

Seja P = (xg,y0) € Cy N Cy. Logo, f(xo,y0) = g (xo,yo) =0, ou seja ry (x9) sz (x) = 0.

Assim, vemos que existe um nimero finito de valores para xq limitado pelo ntimero de raizes
de ro(z)sq(x) = 0.

Para cada z, fixado, existe um nimero finito de valores para yo tais que f(xg,70) = 0, a
menos que (x — xo) seja fator comum de f. Mas nesse caso, f nao é fator comum de g. Assim,
em todos os casos, para xy fixado, existe um nimero finito de valores de g, tais que f e g se
anulam ao mesmo tempo, como queriamos demonstrar.

O

Este resultado pode ser estendido para curvas planas projetivas.
Se f(z,y,2) e g(x,y,z) sdo polindbmios homogéneos em K[z, y, z|, sem componentes em
comum, entao a intersecao entre as curvas planas projetivas, definidas por estes polinomios,

pode ser escrita como

{lz:y:1] € P(K); f(2,9,1) = g(x,y,1) = 0} U {[z : y : 0] € P*(K); f(x,y,0) = g(z,9,0)} .

Estes dois conjuntos sao finitos pela proposicao 1.2.3, pois os polinémios considerados se
encontram em Kz, y].

Sejam Cy : f(x,y,2) =0e Cy : g(x,y, 2) = 0 duas curvas projetivas planas sem componentes
comuns. Para computar o niimero de pontos na intersecao destas curvas é preciso levar em conta
de que maneira elas se intersectam em um dado ponto. Vamos agora definir a multiplicidade

de intersecao de duas curvas afins Cy e Cy em um ponto fixo P.
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Definigao 1.2.4. Sejam P = (a,b) € K e
F(K)={(C,Cy) : f,g € K[z,y] e Cf, Cy nao tém componente comum contendo P} .

Definimos a aplicagao F(K) — N tal que o par (Cy,Cy) € enviado em um niumero (C,, Cy)p

satisfazendo as sequintes propriedades:

1) (Cy, Cy)p =1, se f(z,y) =z —aegz,y) =y —b;

2) (Cy,Cy)p=(Cy, Cy)p, para todo (Cy,Cy) € F(K);

3) (C¢,Con)p = (Cf,Cy)p + (Cy, Ch) p, para todos (Cy, Cy), (Cy, Cp) € F(K);
4) (C,Cyrpn)p = (Cy,Cy)p, para todos (Cy,Cy) e (Cy,Cp) em F(K);

5) (Cr,Cy)p =0, se P& C, e (Cy,C,) € F(K).
Proposicao 1.2.5. A aplicacao definida anteriormente existe e € inica.
Demonstragao. Ver |2], proposicao 1.8, pag 8-9. O
Observacao 1.2.6. O nimero (Cy,Cy)p € chamado de indice de intersec¢io das curvas Cy e
Cy

Exemplo 1.2.7. Considere f(z,y) = x e g(x,y) = y?> — 23 +x. A multiplicidade de intersecdo

entre estas curvas no ponto P = (0,0) € dada por:
(Cf7 Cg)P = (l’,y2 - 'TB _'_'T)P = (l’,y2 - .T(SL’2 - 1))P = ('T,y2>P = ('T,y)P + ('T,y)P =1+1=2
De fato a reta x = 0 é tangente a curva y*> = 2° — x no ponto P = (0,0).

Sejam C'y e C, curvas projetivas e P um ponto que se encontra em V3 (por exemplo). Sejam

as curvas planas afins Cy e Cj definidas pelas fungoes :

fy) = flz,y,1) e gloy)=g(z,y1),
respectivamente. Se P = [z :y: 1] € C; N C,, entdao P = (z,y) € Cy N Cy.
A intersecao no plano projetivo esta definida pela intersecao no plano afim da seguinte

forma:
(Cr,Cy)p = (Cfa Co)p
onde a intersecao da direita estd definida pela proposicao 1.2.4 Construgoes similares podem

ser feitas nos planos afins V; e V5.

Finalmente, podemos enunciar o:
Teorema 1.2.8 (Teorema de Bézout). Sejam

Cr: flx,y,2)=0,Cy:g(x,y,2) =0
duas curvas planas projetivas sem componentes comuns de graus m e n respectivamente. Entao:
Z (Cy,Cy)p = mn.
PGCfﬂCg

Demonstragao. Ver [1] Apéndice A, segao 4. a
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1.3 Curvas Elipticas

Nesta se¢ao (e nas proximas segoes), K denota um corpo de caracteristica diferente de 2 e 3.

Definicao 1.3.1. Uma curva eliptica E sobre K € uma curva plana projetiva nao singular

definida sobre K de grau 3, juntamente com um ponto racional O € E.

Definicao 1.3.2. Um ponto P sobre uma curva eliptica E € dito ponto de inflexao, se a

multiplicidade de intersecao da reta tangente com a curva E no ponto P é > 3.

A proposicao a seguir, mostra formas equivalentes de definir uma curva eliptica.
Proposicao 1.3.3. As sequintes definicoes de curvas elipticas sao equivalentes:

a) O mesmo que a defini¢ao 1.5.1, que O é um ponto de inflexdo.

b) Uma curva plana projetiva nao singular E sobre K da forma :

V2 + ayxyz + azyz? = 20 + agr’z + agx® + a2’

cujos coeficientes estao em K.

Demonstragao. Ver [2], pags 45-46. O

Pelo teorema de Bézout, duas curvas ctibicas projetivas se intersectam em 9 pontos, contando
as multiplicidades.

Um teorema muito importante da geometria algébrica, a qual daremos a prova (de um caso
especifico) nesta dissertagao é o teorema de Mordell (Teorema 3.6.4) que diz que o grupo dos
pontos racionais sobre uma curva eliptica é um grupo finitamente gerado.

Para demonstrar o Teorema de Mordell precisamos definir uma lei de grupo sobre o conjunto
de pontos de uma curva eliptica. Para tal, definimos uma operacao, que notaremos %, para
encontrar um ponto a partir de dois outros. Esta operacao sera definida de forma geométrica.

Dados dois pontos P e () na curva eliptica, considere a reta que passa por estes dois pontos.
Por Bézout, esta reta intersecta a curva em um terceiro ponto que denotaremos P * ().

Esta operacao ainda nao é uma lei de grupo, pois nao possui elemento neutro, por exemplo.

PP

Figura 1.5: Composicao de pontos em uma ciibica

No entanto podemos definir uma lei de grupo, com a seguinte regra: “Tome a reta que passa

por P e (), sendo P x () o terceiro ponto de intersecao com a ctibica. A reta que passa por O e
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Figura 1.6: Lei de Grupo em uma ctibica.

por P x () intersecta a ctbica em um novo ponto, o qual serda denotado por P + (). Assim, por
defini¢do, P+ Q = O x (P x Q)"

Teorema 1.3.4. Seja E uma curva eliptica sobre um corpo K com um ponto O € E(K). Entao

E(K) ¢ um grupo abeliano com a lei + definida acima.

Demonstracao. Esta operacao é claramente comutativa, pois a reta que passa por P e () é a
mesma, que passa por () e P. Provemos que P+ O = P. Seja [ a reta que pasa por P e O. Por
Bézout, existe um terceiro ponto P x O na intersecao E NI. Note que, a reta que passa por O
e por P é a propria reta [ e o terceiro ponto de intersecao é o ponto P, dai, P+ O = P, ou

seja, O é o elemento neutro da lei de grupo.

Figura 1.7: Verificacao de que O é o elemento neutro.

Agora, achemos o inverso —() de um ponto ). Seja [ a reta tangente a cibica no ponto O,
e seja S o terceiro ponto de interse¢io de £ N[ (observe que se O satisfaz (b) da proposi¢ao
1.3.5, entao S = O).

Seja r a reta que passa por ) e S. Entao —() sera o terceiro ponto de intersecao de £ NI,
pois a reta que passa por () e —(Q) é a reta r, logo @ * (—Q) = S. A reta que passa por O e S
é a reta [, que é tangente a E no ponto O, isto é, O xS = O. Assim Q + (—Q) = O.

Por fim, mostremos que -+ é associativa. Sejam P,() e R trés pontos sobre a curva E. Provar
que (P+ Q) * R = Px(Q+ R) ¢ suficiente para provar que (P + Q)+ R =P+ (Q + R).

Sejam [; a reta que passa por P e () e P x (), r; a reta que passa por O, PxQ e P+ Q).

Sejam [y a reta que passa por P+ Q, Re (P+ Q) * R, ry a reta que passa por @), R e Q * R.

Sejam [3 a reta que passa por O, QxR e Q+ R, r3 a reta que passa por P,QQ+ R e Px(Q+R).

Na figura 1.9 as retas 1,75 e r3 estao desenhadas por um traco continuo, e a retas [y, [ e I3

por um tragoo pontilhado.
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Figura 1.8: Inverso —() de um ponto )

Considere também as ciibicas E; definida pela uniao de I, [ e I3 e E, definida pela uniao
de 11,79 e r3. Note que E e Ej se intersectam nos pontos P, @, P Q, R, (P+ Q) *x R, O,
Q* Re @+ R. Note também que F e E, se intersectam nos pontos O, PxQ, P+ Q, @, R,
Q*R, Q+ R, Pe Px(Q+ R). Assim, EN E; e EN E, possuem oito pontos em comum.
Logo, pela proposicao 1.3.5 a seguir, o nono ponto de intersecao deve ser o mesmo. Isto é
(P+Q)*R=Px(Q+R).

(P+Q)"R=P*(Q+R) R,
Figura 1.9: Verificando que a lei é associativa

O

Proposigao 1.3.5. Se duas curvas cibicas em P*(K) se intersectam em exatamente nove pon-

tos, entao toda curva cubica que passa por oito desses pontos, também passard pelo nono ponto.

Demonstragao. Sejam Cy e Cy duas ciibicas. Pelo Teorema de Bézout, elas se intercectam em
nove pontos.

Sejam eles P, ..., Py e seja h uma cibica que passa pelos oito pontos P, ..., Ps. Queremos
provar que Py € h. Uma ctibica da forma: f(z,y,2) = a12% + ax2®y + -+ + a12® tem 10
coeficientes aq, ..., ap.

A condicao: C passa por um ponto P = (z : y : z) é uma condigao linear em ay, ..., aj,

dada por a;2® + asx?y + - - -+ a0z® = 0.
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Os oito pontos

Po=(x1:y1:21),...,Ps= (v :ys : 23),
estao em "posigao geral"se os vetores (z3,x3y;,...,23), 1 = 1,...,8, sao linearmente indepen-
dentes.
Considere

Q2 = { cubicas que passam por Py,..., P }.

Entao dim 2 = 2 como espacgo vetorial sobre K.
Se Cy # Cy, entao fegsaoLleQ=(f g). Entdo h = Af + pug com A\, p € K.
Como f(Py) =0 e g(Py) =0, entdao h(Py) = 0. Quando os P;'s ndo estdo em posi¢ao geral,
a prova completa é dada pelo estudo caso a caso (ver [8], III, 6.2.)
]

1.4 A Forma Normal de Weirstrass de uma Curva Eliptica

Provaremos o teorema de Mordell, utilizando formulas explicitas para a lei de grupo. Para
tornar essas formulas tao simples quanto possivel, é importante saber que, qualquer cibica com
um ponto racional pode ser transformada em uma nova forma especial, dita Forma Normal
de Weierstrass. Nao daremos uma prova completa disto, mas sim uma indicacao da prova.
Além disso, elaboraremos um exemplo especifico para ilustrar a teoria geral. Em seguida,
iremos restringir nossa atencao para cubicas dadas sob a forma Normal de Weierstrass, o que
classicamente consiste em uma equacao do tipo: y? = 423 — byx — bs.

Utilizaremos uma equacao um pouco mais geral, que chamaremos forma de Weierstrass.

Seja E uma curva eliptica sobre K, dada por;

E 9’24 a1ayz + agyz® = 2 + a0x’z + agxz® + ag?’.

. . o~ ., . / ’ / . .
Fazendo uma substituicao de variaveis, em que v = z,y = y — % e z = z, eliminamos o

termo xyz da equacao acima.
. .~ ., . ’ ’ ’ "
Fazendo uma nova substituicao de variaveis, onde z = 2" + 2z, y =y —Zzez =z,

eliminaremos os termos y e chegaremos em uma equacao da forma:
yiz = 2° + ar’z + ba® + ¢’
Trabalhando no plano z = 1 teremos a equacao:
y? =23 + az? + bx + ¢,
que serd a equacao de Weierstrass usada neste trabalho.

Teorema 1.4.1. Seja K um corpo de caracteristica diferente de 2 e 3. Cada curva eliptica E

€ isomorfa a uma curva da forma:
E(a,b,c) : y*z = 2° + ax®z + bx2® + c2°.

Demonstracao. As contas feitas acima provam o teorema. ]
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1.5 Foérmulas Explicitas para a Lei de Grupo

No teorema 1.3.1, dados P e () pertencentes a F(K), nds temos um processo geométrico para
determinar as coordenadas do ponto P+(). Nao seria entao possivel provar esta associatividade
diretamente, estudando as coordenadas dos pontos P + () em funcao das coordenadas de P e
Q7?7 Sim! isto é possivel.

Considere E a curva eliptica definida por:
vz = 2% + ax’y + bu? + 2

No plano afim z = 1 esta curva esta definida por:

y? =23 + az? + bz + c.

Substituindo z = 0 na equagao original, obtemos x> = 0, ou seja, [0 : 1 : 0] possui multipli-
cidade 3 na intersecao F Nz = 0. Assim ,este ponto é de inflexao da cubica.

Desse modo, para uma curva eliptica na forma de Weierstrass, o ponto O é o ponto [0 : 1 : 0]
que se encontra no infinito (em relagao ao plano afim z = 1).

Podemos entao afirmar que o conjunto de pontos da curva eliptica ' é o conjunto de pares
(z,y) satisfazendo y? = 2 + ax?® + bz + ¢, juntamente com o ponto no infinito O.

A figura 1.11 ilustra o processo de adicao dos pontos P e () sobre uma curva eliptica na
forma de Weierstrass, visto que a reta que passa por um ponto qualquer e o ponto O é uma
reta vertical no plano afim.

Vamos entao determinar as coordenadas de P, + P, a partir das coordenadas de P, e Py
pertencentes a E(K).

Sejam Py = (z1,y1) e Py = (22, y2) pontos na cibica E e seja Py x Py = (x3,y3).

Entao P, + P = (x3, —y3).

Q=(x.y)

-Q=(x,-y)

Figura 1.10: O inverso de um ponto na cibica de Weierstrass.
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) P,=(X5:Y5)

P.=(x,,
%‘@* P,P.=(%,Y.)
k/ '
P1+P2=(X3"y3)

Figura 1.11: Lei da adi¢ao na ctubica de Weirstrass.

Assumiremos que P, = (z1,y1) e P, = (x2,2) sao dados e calcularemos (x3,ys). Observe
que a equacao da reta que passa por P, e P, tem como equacao, y = Axr + v, onde \ = % e
U=y — ATy = Y — AT,

Pelo teorema de Bézout, esta reta corta a cubica nos pontos P;, P, e P, x P,. Para obtermos

este terceiro ponto de intersecao basta substituir a equacao da reta na cubica:
P=Mr+v)’=2+a’+br+ec
Dai,
Na? 4+ 2 v + 0 =2 +ax® + br + ¢
2+ (a — A2 + (b — 2 \v)x + (¢ — v*) = 0.

Assim, obtemos uma cubica em x, cujas raizes sao as abscissas x1, xo e x3 dos pontos P,
P, e P, x Py, respectivamente.
Logo:
23+ (a— M)a? + (b —20\0)z + (c —v?) = (v — 1) (z — 2) (2 — x3)

22+ (a— A2+ (b—2)\0)z + (c—v?) = 23+ (=21 — 79 — 3) 2% + (T172 + 7173 + T273)T — T1T2T3.

Igualando os coeficientes do termo 22 em ambos os lados, encontramos que:
2\ _
(a— X)) = -2y —x9 — 13

x5 =\ —a— 1 — 9.
Portanto:
T3 =N —a—1, —Ty e Y3 = AT3+ 0,

que sao as formulas para o célculo de P, + P = (23, —y3).

Vejamos um exemplo.

Exemplo 1.5.1. Seja a curva eliptica y* = 2° + 17 e os pontos P, = (—1,4) e P, = (2,5)
pertencentes a curva.

Calcularemos Py + Py utilizando as formulas anteriores.
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Como,
To — X 2—(—1) 3
e
13
v:yl—)\xlzyQ—)\:@:?,
entao
1 +13
=—x+ —.
V=3T3
Entao,
3=\ —a—xz —x E 2—0—(—1)—(2)——§
3= 1 2= |3 =79
e
e+ 1 8 +13 109
=X3t+v=-|—= — = —.
Y3 = A 3\ 79) "3 " 21
Portanto,
8 109
P+ P = —y3)=(—=,—— .
1+ o (l’g, ZJB) ( 97 27)

As formulas utilizadas para o calculo de P, + P5 envolvem a inclinacao da reta que passa
pelos pontos P; e P, a saber \. E o caso em que os dois pontos coincidem? Neste caso,
suponhamos que temos Py = (xg, %) e encontraremos Py + Py = 2. Precisamos encontrar a
reta tangente a curva passando por F,. Como as coordenadas x e y sao iguais, nao podemos
utilizar a mesma formula para A. Sendo assim, a partir da relagio y* = f(z) encontramos por

derivacao que:
oW _ 0
dx 2y0

Y

que é a formula de A quando queremos duplicar um ponto. E conveniente ter uma expressao

explicita para 2P em termos das coordenadas de P = (z,y).

dy _ [ @)
dx 2y

Para isso, substituiremos A = nas féormulas anteriores, ou seja:
_ )\2

T3 — —a— X1 — X2
r3 =M\ —a—2x

Ty — (f;;)f —a—2

24 2qz + b)°
x3:<(3x + 2ax + )>—a—2x

492

(92* + 12az3 + 6bx? + dabx + b*) + (—8z* — 12ax® — 4a*x* — 8bx?® — 4abx — decx — 4dac)
4x3 + dax? + 4bx + 4c
ot —2b2® — 8cx + b* — dac
U7 7403 1 dax® + dba 1 4e

Esta é a formula para encontrar a abscissa = de 2P.

f(@)
2y

T3 —

Note que y3 = 3 + v, é a formula para encontrar a coordenada y de 2P.
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Muitas vezes estas formulas sao chamadas de formulas de duplicacao do ponto. Estas sao
as formulas basicas aplicaveis a adicao de pontos sobre uma cubica, quando a mesma, esti na
forma normal de Weierstrass. Usaremos estas formulas para provar muitos fatos sobre pontos

racionais em curvas cubicas, incluindo o teorema de Mordell.



CAPITULO 2

PONTOS DE ORDEM FINITA

Nos préximos capitulos estudaremos curvas elipticas definidas sobre o corpos dos racionais.

Dizemos que um elemento P de um grupo tem ordem m se

mP=P+P+---+P=0,

m vezes

mas nP # O, para todo inteiro 1 < n < m. Caso m exista, entao P tem ordem finita, se nao,
P é de ordem infinita. Neste capitulo faremos um estudo sobre os pontos de ordem finita de

E (Q). A curva eliptica E sera dada por:
E:y?z = 2% + ax’z + bx2® + ¢2?,
com a,b,c € Z e A = —4a3c+ a®b* 4 18abc — 4b> — 27¢2 # 0. O o modelo afim desta curva é:
y? =23 + az® + bx + c.

Denotaremos por E(Q),, . osubgrupo de torgdo de F(Q), ou seja, o grupo dos pontos racionais

tors

de ordem finita e E[m](Q) o subgrupo de E(Q),de pontos P tais que mP = O.

Observe que:
EQ)rs =, ., £ (Q).

Se P = (z,y) entao suas coordenadas afins sdo denotadas por z(P) e y(P).

2.1 Pontos de Ordem 2 e de Ordem 3

Proposicao 2.1.1. Seja E uma curva cibica nao singular, definida por:
E:y*=2*+ax® + bz +c
Entao:

19
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a) Um ponto P = (z,y) # O em E tem ordem 2 se, e somente se, y = 0.

b) E tem exatamente trés pontos de ordem 2. Estes pontos juntamente com o ponto O
formam o grupo E[2] isomorfo a /27 & Z/27 .

Demonstragao.  a) Por definigdo um ponto P = (x,y) em E de ordem 2 é tal que
2P=0P+P=0P+0=—-P&P=-P&(r,y) =(x,—y) ©y=0,
como queriamos.

b) Primeiro procuraremos quantos pontos de ordem 2 a curva F possui. Do item a) temos
que se P = (x,y) # O € E tem ordem 2, entao y = 0, isso implica que z3+az*+bz+c = 0.
Assim esta equacdo tem trés raizes em Q. Como f é ndo singular, estas trés raizes sio
distintas. Logo existem trés pontos de ordem 2. Desse modo F[2](Q) = {O, P;, P, P;} no
qual cada P; é diferente de O. Como Z/27 & Z/27 & o tnico grupo a quatro elementos

que nao possui elementos de ordem 4 (isto segue da teoria dos grupos), entao

B2~ {0,P, P, P}~ 7)27 & 727 .

Proposicao 2.1.2. Seja E uma curva cibica nao singular, definida por:
E:y*=2°+azx® +bx +c.
Entao:
a) Um ponto P = (z,y) # O em E tem ordem 3 se, e somente se, x € raiz do polinémio

3zt + dax® + 6b2” + 12cx + (4ac — b*) = 0.

b) E tem exatamente oito pontos de ordem 3. FEstes pontos juntamente com o ponto O
formam o grupo E[3] isomorfo a Z/3Z ® Z/3Z .

Demonstragao.  a) Seja P = (z,y) # O em E, entao:
3P=0 & 2P =—-P < z(2P) =x(—P) = z(P) (2.1)

pela formula de duplicacao de um ponto, temos que:

xt — 2bx® — 8cx + b — dac
=x
423 + daz? + 4bx + 4c '

que é equivalente a,

Y(z) = 32* + 4ax® + 6br* + 12cx + (dac — b*) = 0.



21

Reciprocamente, se x é raiz do polindmio
P(x) = 32" + dax’ + 6bx® + 12cx + (4ac — 0°) = 0.

temos que,
xt — 2bx2 — 8cx + b? — 4dac B

473 1 daz® + dbz +de
ou seja, (2P) = x(P) = x(—P). Portanto por (2.1), segue que P tem ordem trés.

b) Seja P = (z,y) um ponto de ordem 3. Pelo item (a), temos que ¥ (z) = 0.

Através de calculos simples, observa-se que:

'(z) = 12f(x)

Entdo, ¢ tem raiz multipla se, e somente se, 12f(z) = 0 e 2f(z)f (z) — f’(yc)2 = 0.
Isso implica que, f(z) = f'(x) = 0, o que é impossivel. Assim, 1) possui quatro raizes
distintas.

Sejam [, (s, (B3 e (4 tais raizes, entao para cada valor de x temos dois valores para y em

nossa cibica.

Para cada raiz de x, existem dois pontos sobre a ctibica E. Logo, a curva E tem exatamente

8 pontos de ordem trés.
Desse modo, E[3] = {0, P, P,, ... Py} onde cada P; é diferente de O.

Como Z/37 @® 7Z/3Z é o tnico grupo (abeliano), a menos de isormorfismo, com nove

elementos tais que cada elemento tem ordem 3, entao

EB|={0,P, P, ...} 2 7/37.& 7,/37.

2.2 Teorema de Nagell-Lutz e o Teorema de Mazur

Teorema 2.2.1 (Teorema de Nagell-Lutz). Sejam a,b,c € Z e seja E a curva eliptica definida
por:
2 _ _ .3 2
y* = f(z) =2 +az” + bxr + c
Em particular, f(x) nao possui raizes mailtiplas. Seja A o discriminante do polindmio cibico

(),
A = —4aPc + a*b* + 18abc — 4b* — 27¢* # 0.

Se P = (x,y) é um ponto racional de ordem finita sobre a curva, entGo x e y sdo inteiros e

temos que y = 0 (e neste caso P ¢ de ordem 2) ou y* divide A.



22

Demonstracao. Ver Proposigoes 2.2.2 e 2.2.4. O

O teorema nos fornece um algoritmo para encontrar todos os pontos racionais de torc¢ao
sobre uma curva eliptica E, definida por y? = 23 4 ax® + bx + c. Para cada y € Z, satisfazendo
y=0ouy?| A, deve-se achar as raizes inteiras de z° + az? + bz + ¢ — y* = 0 (uma raiz inteira
divide ¢ — y?) e depois deve-se verificar se P = [z : y : 1] € E(Q) é um ponto de tor¢ao.

A reciproca do teorema nao é valida: um ponto P = [z : y : 1] € E(Q) pode satisfazer as
condicoes do teorema sem que ele seja um ponto de tor¢cao. O teorema pode, muitas vezes, ser
usado para provar que um ponto P € E(Q) é de ordem finita. Mostraremos um exemplo desta

aplicacao, no ultimo capitulo. O teorema de Nagell-Lutz segue dos dois proximos resultados:

Proposicao 2.2.2. Seja P = [z1 : y; : 1] € E(Q). Se P e 2P tém coordenadas inteiras (quando

estabelecemos z = 1), entio y; =0 ou yi | A.

Demonstracao. Sejam P =[xy :y; : 1] € 2P = [z : yo : 1] em E(Q), com coordenadas inteiras;
suponha ainda y; # 0.

Pela formula de duplicacao, temos:

x] — 20z} — 8cxy + b* — dac

2 43 + 4az? + 4bxy + 4e
Facamos,
f(z) = 2*+ax®+bx+c,
g(x) = x*—2b2* — 8cx +b* — 4dac.
Assim,
g(x1)
x € Z.
’ 4f(z1)

Como y? = f(z1), entao:
yi | f(z1) e yilg(x).

Da seguinte identidade,
(32° — ax® —5bx +2ab—27¢) f (z) — (32° + 2azx +4b—a*)g(z) = —4a’c+a®b* + 18abc — 4b* —27¢% .
Concluimos que y? | A. O
Observacao 2.2.3. Os polinomios
323 — ax? — 5bx +2ab — 27¢ e 3x% + 2ax + 4b — d?,
foram obtidos utilizando o sistema de dlgebra computacional Mdaxima.
Proposicao 2.2.4. Se P =[z:y: 1] € E(Q)ors, entao x,y € Z.

Demonstragao. Ver [1], Capitulo II, Secao 4. O
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Teorema 2.2.5 (Teorema de Mazur). Seja E uma curva eliptica, definida sobre os racionais,

e suponha que E(Q) contenha um ponto de ordem m. Entao
1<m<10 ou m=12.

Mais precisamente, o conjunto de todos os pontos de ordem finita em E(Q) formam um grupo

isomorfo a um dos grupos sequintes
(i) Z/nZ, onde 1 <n <10 oun = 12.
(i1) Z/27 & Z)2nZ, onde 1 < n < 4.

Demonstragao. Ver [6] e [7]. O



CAPITULO 3

O TEOREMA DE MORDELL

O objetivo principal deste capitulo é a demonstracao do Teorema de Mordell, o qual afirma
que o grupo de pontos racionais de uma curva eliptica é finitamente gerado. Este teorema foi

conjecturado primeiramente por Poincaré em 1901 e demonstrado em 1922 por Louis Mordell.

3.1 Altura de um Ponto

Definigao 3.1.1. Seja um mimero racional v = =, mdc(m,n) = 1. Definimos a altura H(x)

como sendo o mdxrimo valor absoluto do numerador e do denominador, ou seja:

H(z)=H (%) — max{|m|, |n|}.

A altura de um ponto racional mede o quanto o ponto é complexo do ponto de vista da
Teoria dos Niumeros; esta altura é um inteiro positivo.

Por que a altura é uma boa forma de medir o quanto um ntmero racional é complicado?
Por exemplo, porque nao basta tomar o valor absoluto de |z|?

Considere os dois nimeros racionais 1 e %. Ambos tem aproximadamente o mesmo valor
absoluto, mas o segundo é mais “complicado” que o primeiro, pelo menos do ponto de vista
da Teoria dos Niumeros. Se esta razao nao for convincente, entao possivelmente a seguinte

propriedade de altura, explicara por que é uma nocao tao util.

3.2 Propriedades da Altura

Proposicao 3.2.1. Seja M um nimero real positivo. O Conjunto,
{x:%EQ:H(x)SM}

€ finito.

24
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Demonstragao. Se a altura de z = ™ & menor que alguma constante fixada, entdo |m| e |n| sao
menores que esta constante, por isso ha somente um ntimero finito de possibilidades para m e

n. ]

Se
E:y* = f(z) =2 +ax® + bz +c,

¢ uma curva ctbica nao singular com coeficientes inteiros a, b, ¢ e se P = (z,y) é um ponto
racional na curva, definimos a altura de P sendo simplesmente a altura da abscissa x, isto é,
H(P)= H(x).

Veremos que a altura se comporta como se fosse uma funcao multiplicativa. Por exemplo,
compararemos H(P + () com o produto H(P)H(Q).

Por razao de notacao, é mais conveniente ter uma funcao que possui um comportamento

aditivo, entao definimos a funcao h como altura tomando o logaritmo de H, ou seja,
h(P) = log H(P).
Assim, h(P) é sempre um numero real nao negativo, pois
H(P)>1=1logH(P)=h(P)>logl=0.

A altura para o ponto no infinito é definida por: H(O) = 1 ou, equivalentemente, h(QO) = 0.
Nosso objetivo neste capitulo, é provar que o grupo dos pontos racionais F(Q) é finitamente
gerado; tal fato seguird dos lemas 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 e 3.2.6, os quais vamos enunciar, demonstrar

e utilizar para demonstrar o Teorema de Mordell.
Lema 3.2.2. Para todo nimero real positivo M, o conjunto {P € E(Q) : h(P) < M} € finito.

Demonstracao. Considere P € E(Q) tal que h(P) < M. Se P # O, entdao P = (z,y), onde
(z,y) satisfaz a equagdo y? = 23 + ax® + bz + c.

Por defini¢ao temos que h(P) = h(x) =log H(z) < M , isto é, 1 < H(z) < eM.

Pela proposigao 3.2.1, existem no maximo k(2k + 1) valores possiveis para x, onde k é a
parte inteira de eM.

Como para cada valor de z, existem no maximo dois valores possiveis para ¥y, entao o
conjunto {P € E(Q) : h(P) < M} é finito.

O

Lema 3.2.3. Seja Py um ponto racional em
E:y*= f(z) =2° +az® + bz +c,
fixado. FExiste uma constante kg, dependendo de Py e de a,b,c tal que:

h(P + Py) < 2h(P) + ko, V P € E(Q).
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Demonstracao. Ver secao 3.3. O

Lema 3.2.4. FExiste uma constante k, dependendo de a,b,c tal que:
h(2P) > 4h(P) — k, VP € E(Q).
Demonstracao. Ver secao 3.4. U

Observacao 3.2.5. Os lemas 3.2.3 e 3.2.4 relacionam a lei de grupo em E, que € definida
geometricamente, com a altura dos pontos que € uma ferramenta da Teoria dos Numeros.
Assim, de certa forma pode-se pensar na altura, como uma ferramenta para traduzir infor-

macoes geométricas em informacoes aritméticas.
Lema 3.2.6. O indice [E(Q) : 2E(Q)] € finito.
Demonstracao. Ver secao 3.6. O

Usamos a notacao 2E(Q) para denotar o subgrupo de E(Q) que consiste dos pontos que

sao o dobro dos pontos de F(Q). Para qualquer grupo abeliano GG, a multiplicagao por m:

GG, P—P+---+P=mP,
m termos
é um homomorfismo, e a imagem deste homomorfismo é o subgrupo mG de G. O lema 3.2.6
afirma que, para G = E(Q), o subgrupo 2G tem indice finito em G.

Esses lemas estao em ordem crescente de dificuldade. O lema 3.2.2 ja foi provado. Os lemas
3.2.3 e 3.2.4 estao relacionados a teoria das alturas e nimeros racionais.

J& o lema 3.2.6 é mais sutil, e como queremos nos restringir ao trabalho com nimeros
racionais, provaremos o lema apenas para uma classe de curvas cubicas. Provaremos o teorema
de Mordell para curvas elipticas da forma y? = f(z) = 2* + ax® + bx + ¢ que possuem pelo
menos um ponto de ordem 2, isto é, f(z) deve ter pelo menos uma raiz racional. Fazendo uma
mudanga de variaveis, podemos supor que f(r) = 23 + ax® + bx.

Para comegar mostraremos como estes quatro lemas implicam que £E(Q) é um grupo abeliano
finitamente gerado. Podemos esquecer completamente os pontos racionais de uma curva e
supor somente que temos um grupo comutativo G, escrito aditivamente, e a funcao altura
h : G — [0,00]. Suponha também que G e h satisfazem os quatro lemas. Apresentaremos

agora de novo nossas hipoteses e provaremos que G precisa ser finitamente gerado.

Teorema 3.2.7. Seja G um grupo comutativo. Suponha que existe uma fun¢ao h : G — [0, 00|

com as trés propriedades abaizo:
1) Para cada nimero real positivo M, o conjunto {P € G : h(P) < M} € finito.
2) Para cada Py € G existe uma constante ky tal que

h(P + Py) < 2h(P) + ko, VP € G.



3) Eziste uma constante k tal que: h(2P) > 4h(P) —k, VP € G.
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Suponha ainda que o subgrupo 2G tem indice finito em G. Entao G € finitamente gerado.

Demonstragao. Seja [G : 2G] = n e considere {Q1, -+ ,Q,} C G, um conjunto de represen-

tantes de G /2G.
Seja P € G, 3 iy tal que P € 2G + Q;, logo 3 P, € G tal que

P=2P +Q; = P—Q,;, =2P.
Também, 3 iy tal que P, € 2G + Q;, logo 3 P, € G tal que
Py =2P+ Q;, = P — Q;, = 2P5.
Repetindo este processo obtemos uma sequéncia de pontos (Pm)m21 tais que,
P =2P + Qi;

P1:2P2+Qi2;

Pm = 2Pm+1 + Qim_H

onde Q;,, ..., Q;, sao escolhidos no conjunto de representantes das classes laterais {Q, . . .

e P, P,...sao elementos de G.

Vemos entao que para todo m € N,
P=Qi +2Qi +4Qi, + -+ +2"7'Q;,, + 2" Py,
Do item 2) temos que, para —@Q); existe k; tal que, para todo P € G temos,
h(P—Q;) <2h(P)+ k;.
Comparemos as alturas de P; e P;_;. De (3.2), temos que
Pi 1= Qi +2F;.
Tome k' = max {k;}. Assim,
VPeG: hP—Q;) <2h(P)+k; <2h(P)+Fk .
Aplicando os itens 2) e 3) em (3.1)
4h (Py) — k < h(2P;) = h (Pj—1 — Qi;) < 2h (Pj_y) + K

k+ Kk

1_3
Como§—4

(3.1)

7@77/}

(3.2)
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Afirmagao: 3m e N:h(P,) <k+Fk
Por absurdo suponha:
Vm>0:h(P,) >k+k,

entao,
h(Pj-1)—k—kK >0
ou seja, .
—3 (W(Pj) =k —K) <0
Dai,
3 1 , 3 3
R(P) < Sh(Py) =5 (0 (Pra) = k= k) < Sh(Py) = h(P) < Zh(Py)
<0
Assim
h(Py) < %h(P)
e
3 3\
ne << (3) ne)
Por inducao:
h(Py) < (3)'h(P).
Como ]lggo (%) = 0, entao existe m > 0 tal que (%)m < 22;5)/
Logo, h (P,,) < (%) ) < k+ k', o que contradiz nossa suposi¢ao. Logo,

dmeN:h(P,) <k+Fk.
Assim, cada ponto P € G, se escreve como combinacao linear de elementos do conjunto

(Q1,...,QYU{PeG:hP)<k+FK}.

Pelo item 1) este conjunto é finito. Logo G ¢é finitamente gerado.

O

Este teorema é chamado de Teorema da Descida, haja vista que sua demonstracao é feita
no estilo do método de Fermat de descida finita. Comecamos com um ponto arbitrario, em
nosso caso o ponto P € E(Q), e com algumas manipulagbes produzimos um ponto de altura
menor.

E preciso ter uma forma de mensurar o tamanho do ponto, para isso usamos a altura. Com

sorte, a aplicagao repetida deste processo leva a uma das conclusos seguintes. Em nosso caso,
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repetimos o processo até achar um ponto que se encontra, em um conjunto finito. Em outros
casos, se chega a uma contradicao, usualmente a existéncia e um inteiro estritamente entre zero
e um. Entao podemos concluir que nao existe solucao. Este método usado por Fermat, mostra
que ¢ +y* = 1 ndo tem solucao racional com zy # 0; ele queria utilizar o0 mesmo raciocinio
para provar que x" + 4" = 1 nao tem solucao para todo n > 3.

Infelizmente complicacoes adicionais surgiram quando o n aumenta. Tendo em vista o
Teorema da Descida, e a demonstracao do lema 3.2.2 acima, resta-nos provar os lemas 3.2.3,
3.2.4 e 3.2.6.

3.3 A Altura de P+ B,

Nesta secao seré feita a prova do lema 3.2.3, que nos dd uma relacao entre a altura de P, Fy e
P + F,. Para isso facamos antes algumas observagoes.

Primeiramente, se P = (z,y) ¢ um ponto racional em nossa curva, entao x e y tém a forma:

m

n
rT=— e y=—
e? e3

com m,n inteiros, e > 0 e mdc(m, e) = mdc(n,e) = 1. Em outras palavras, se vocé escrever as
coordenadas de um ponto racional na forma irredutivel, entao o denominador de x é o quadrado
de um numero cujo cubo é o denominador de y.
Com efeito, suponha x = 77 e y = % na forma irredutivel com M >0e N > 0.
Substituindo na equacao da curva temos:

y =2 +ax® +br +c

n? m3 m?

m
N ap e iyt

n2M3 - m> + am2M + b M? + cM?
N2MB M3

n?M?  m3N?+ aN?>m2M + bN?*mM? + ¢cN?M?3

N2M3 N2M3

n?M? = m*N? + aN*m*M + bN?*mM? + cN*M>. (3.3)

Veja que N? é um fator comum de todos os termos do lado direito da igualdade (3.3), entao
N2|n?M3.
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Como mdc(n, N) = 1 entdao N?|M?3.
Agora mostraremos que M?|N2.
De fato, pela equagao (3.3) vemos que M|N?m? e como mdc(m, M) = 1, obtemos M|N?.
Ou seja,
M?|n?M?, aN*m*M, bN*mM?*, cN*M>.
De (3.3) temos: N?m? = n?M? — (aN*m?>M + bN?*mM? + cN?*M?3), logo M?|N?*m?
Como mdc(m, M) =1 temos M?|N?, ou seja, M|N.

Isso implica que
M?n?M? — (aN*m?*M + bN*mM? + cN?M?).

Novamente por (3.3) seque se que M3|N?m? e como mdc(m, M) = 1, entao M3|N2.
Conclui-se que M? = N2, pois M, N > 0.
Como M|N, seja e = % € N, entao,
s NP M sl N
=5 =p -
Portanto

m
r=—,5 € Yy=—7,

com m,n inteiros, e > 0 e mdc(m, e) = mdec(n,e) = 1.

Nossa segunda observacao diz respeito sobre como definimos a altura de um ponto racional
em nossa curva.

Se o ponto P é dado por P = (%, %) entdo a altura de P é o méximo entre |m| e €.

Em particular, |m| < H(P) e ¢ < H(P). Podemos também vincular o numerador da
coordenada y em termos de H(P). Precisamente, mostremos que ha uma constante X > 0,
dependendo de a,b,c tal que |n| < KH(P)

Provaremos isto usando o fato de que o ponto P satisfaz a equacao da curva. De fato,

6

substituiremos o ponto na equacao e multiplicando por e° e excluiremos o denominador:

=23+ ar? + b +c
n? m3 m? m m> + am?e? + bme*m + ceb

g:g+a—4+b—2+cz o6

n? = m? + am?e® + bme'*m + céb.

Agora tomando o valor absoluto e consideremos as desigualdades, |m| < H(P), e < H(P)

e a desigualdade triangular teremos:
0% < |m?| + |am?e?| + [bme*m| + |ce®|

< H(P)’ + |alH(P)’ + |b(H (P)’ + |c|H(P)*)

= H(P)’(1+ |a| + [b] + e]).
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Tomando K = /1 + |a] + [b] + |c], teremos:
[’ < K*H(P)’ = In| < K(H(P))*
Provaremos agora o Lema 3.2.3.

Demonstragao. Observe que o lema é trivial se Py = O, pois para qualquer P € E(Q) tem se
h(P + Fy) = h(P) < 2h(P) < 2h(P) + ko.

para qualquer ky > 0.
Seja entao Py # O, Py = (o, Yo)-

Observacao 3.3.1. Note que € suficiente provar que a desigualdade vale para todo P exceto
para P em algum conjunto finito.

Isto € verdade pois se P pertence a um conjunto finito, existe somente um niumero finito
de diferengas h(P + Py) — 2h(P). Isto é, acharemos k{, > 0, tal que h (P + Py) < 2h(P) + kj,
para P # £ Py, pois considerando kjj = max{h (P + Fy) —2h(P), com P € {O,+PFy}}, teremos

entdo ko = max{k{, k{ }.

Seja entao P € E(Q), P ¢ {—Fy, 0, Py}.

Escreva P = (x,y). Como P ¢ {—PF,, O, Py} entao x € Q, z # x.

Seja P+ Py = ((,n).

Para obter a altura de P + F,, precisamos calcular a altura de ¢ e precisamos também da

formula de ¢ em termos de (x,y) e (xo, yo)-

Da secao 1.5 temos: ( = A% —a — x — z9, com \ = g:—i’cg
Assim: ( )
_W=Y%) _
(= (z = 20) a—x— X
¢ = (y —y0)° — (& —)” (w + @ + a)
(x — x0)2
¢ = (> — 2yyo + yo°) — (2 — 2z20 + 10°) (T + 20 + a)

(x — x0)2
‘= (y% — 2yyo + yo?) — (23 + 2?20 + 22a — 22229 — 2230% — 20270 + To*T + 10> + ax(?)

(x — 20) '

Fazendo y* — 2® = ax? + bz + ¢ (pois o ponto P esta na curva) temos:

ax? + bx + ¢ — 2yoy + yo? + 2220 + 107 — ax® — axy® — x> + 2axx)

(x — x0)2

(=

(=2y0) y + (wo) 2* + (b+ wo? + 2ax0) x + (¢ + yo* — xo® — axo?)
x? + <—2.§L’0) T+ .TOQ .
Podemos escrever a expressao acima da seguinte maneira:

C _ Ay+Bz?+Cax4D
o Ex2+Fx+G

termos de a,b,c,x e xg.

(=

com A,B,C,D,E,F e (G nimeros racionais que podem ser expressos em
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Mas se multiplicarmos o numerador e o denominador pelo minimo denominador comum de
A, ..., G podermos assumir que A, ..., G sao inteiros.
Em resumo: temos inteiros A,...,G que dependem de a,b,c,xy e yo de modo que para

todo ponto P = (z,y) nao pertencente a {—Fy, O, Py} a coordenada x de P + P, é igual a

C _ Ay+Bz?+Cz+D
T Ex?4+Fa+G

E importante ressaltar que, uma vez que a curva e o ponto B, sio fixos, entao esta expressiao
é correta para todo ponto P.
Por isso, temos que a constante k depende de A, ..., G contanto que nao dependa de x e y.

. . . . ~ 4
ra substituindo z = 2 = 2 e multiplican T r & encontram
Agora substituindo gne e’ge ltiplicando a fracao po z encontramos

B Ane + Bm?2 4+ Cme? + De?*

¢ Em? + Fne? + Ge*

Logo temos uma expressao para ¢ com um inteiro dividido por outro inteiro.
Nao conhecemos esta expressao na forma irredutivel, mas por cancelamento do fator comum
a altura é menor que o maximo entre estes niimeros.

Dai, por um lado temos que
H (¢) < max {|Ane + Bm* + Cme® + De*|, |[Em* + Fne* + Ge'|} .

Por outro lado, temos as seguintes estimativas:
le| < H(P)'?, |n|] < K'H(P)*? |m| < H(P) onde k' depende somente de a,b,c. Usando

estas desigualdades e a desigualdade triangular temos:
|Ane + Bm? 4+ Cme* + De'| < |Ane| + |Bm?| 4 |Cme?| + | De?|

< (14K |+ 1B| + €| + |DI) H(PY

|Em? + Fne? + Ge'| < |[Em?| + |Fmé?| + |Ge'| < (|E| + |F| + |G|) H(P)*.

Portanto:

H (P + Fy) = H (¢) < max {|AK| + | B +|C| + |D|, |B| + |F| + |G| } H(P)"

Aplicando logaritmo em ambos os lados obtemos:
h(P + Py) < 2h(P) + Ky ,
onde a constante
Ky = log max {|AK'| + |B| + [C| + |D|, |E| + |F| + |G|}

e k{ = max {k’, K"} depende somente de a,b,c,zo e yo e independe de P = (z,v).

A observacao 3.3.1 completa a demonstracao. O
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3.4 A Altura de 2P

Na secao anterior provamos que:

“Se Py é um ponto racional em E fixado, existe uma constante ky, dependendo de Py e de
a,b e c tal que: h (P + Py) < 2h(P)+ ko, VP € E(Q)".

Nesta se¢ao daremos a prova do Lema 3.2.4, que nos diz:

“Existe uma constante k dependendo de a,b e ¢ tal que h(2P) > 4h(P) — k para todo P em
E(Q)"

Da mesma forma que na prova do Lema 3.2.3, podemos ignorar qualquer conjunto finito de
pontos, haja vista que pode-se escolher k maior 4h(P) para todos pontos desse conjunto.

Entao descartamos o conjunto finito de pontos que satisfazem 2P = O.

Seja P = (z,y) e escreva 2P = ((,n).

!

[ (@)

A féormula de duplicacdo é: ¢ +2x = A2 —a onde \ = 2y logo:
f(x)
(= e —a— 2.

Colocando tudo sobre um denominador comum e usando y* = f(z) = x4+ ax? + bz + ¢ obtemos

a seguinte expressao para (:

Note que f(z) # 0 pois 2P # O. Assim, ( é o quociente de dois polindmios em z com
coeficientes em Z.

A ctibica 3? = f(z) é ndo singular por suposicio, portanto, sabemos que f(z) e f (z) ndo
tem raizes em comum.

Sabendo que h(P) = h(x) e h(2P) = h () estamos tentando provar que h (¢) = 4h(z) — k.

O seguinte lema conclui a demonstracao.
Lema 3.4.1. Sejam ¢(x) e (x) polindmios com coeficientes inteiros e raizes nao comuns.

Seja d o maximo dos graus de ¢(z) e ¥(z). Entao:

1) Existe um inteiro R > 1 dependendo de ¢(z) e ¥(x), tal que para todo niimero racional
2 temos: mdc (ndQS (%) ,n (%)) divide R.

m

2) Existem k; e ky, dependendo de ¢(z) e ¢ (x), tal que para todo racional ™ que nao sao

raizes de ¢ temos:

dh (%) —k<h <%> < dh (%) + k.
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Demonstragao. 1) Primeiro observe que ¢(z) e ¢ (x) tém grau menor ou igual a d, logo o

niimero n?¢ (™) é inteiro inteiros pois:

() = agz? + ag_1xt + ..+ ag

md md—l

— ) =a3—t+ag-1—— + ...+ ao.
6 () = au'y + aa s 0
d
Logo n%¢ (%) SYA
De maneira inteiramente aniloga ni (%) € Z.
Entdo faz sentido encontrar maximo divisor comum de n¢ (%) e nhy (%)

O resultado que mostraremos é que nao ha muito a simplificar quando realizamos o

quociente destes dois nimeros. O que devemos simplificar esta limitado por R.

Sem perda de generalidade suponhamos que grau ¢ > grau pois:

e ot (2) s (2) = i o (2) o (2))

Temos entao: grau¢ =d e grauy =e < d.

Assim podemos escrever:

d md—l

dy (M d m d d—1 d
n“o(—)=n"{aa—7 +as1—55 + - +a | =am’+ag1m” n+---+amn
n n

e—1

m me m
ny <—> =n (be— +be1——+- -+ 60) = bemn?™C 4+ bo_ymIntT T o pen
n net neé-

Para simplificar a notagao faremos:
® (m,n) =np () e U(m,n) = n% (2).
Precisamos achar uma estimativa para mdc (® (m,n),V (m,n)) que independa de m ou

n.

Como ¢(z) e 1(x) nao tem raizes em comum, eles sdo primos entre si no anel euclidiano
Q[z]. Eles geram o ideal unitario, assim podemos achar polinémios F'(z) e G(z) com

coeficientes racionais tais que
F(z)p(x) + G(z)v(x) = 1(x).

Seja A um inteiro grande o suficiente tal que AF(x) e AG(x) tenham coeficientes inteiros.
Mas seja D = max {grau F(x), grau G(z)}.

Note que A e D independem de m ou n. Substituindo x = ™ em (*) e multiplicando

ambos os lados por AnP*+¢, temos,

0 028 () () 2246 () ()
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m

AnD+d:nDAF< )@(m,n)JrnDAG(%)\II(m,n).

n
Seja v = v (m,n) o maior divisor comum de ® (m,n) e ¥ (m,n).

Como os nimeros n? AF () e n” AG (™) sao inteiros entdo | AnP*d.

Isto nao é bom o suficiente pois devemos mostrar que v divide um ntmero fixo que

D+d

independe de n. Na realidade o que vamos mostrar é que v divide Aay onde a4 é 0

coeficiente dominante de ¢(z).
Provemos isto observando que « divide ®(m,n) e certamente divide An?+®(m,n).

Como,

A?’LD+d_1(I>(m, TL) _ AnD+d_1nd¢ (%) — AnD+d_1 (admd + ad_lmd—ln + -+ (lond>

AnD+d_1‘I)(m, n) = agAnP T m? 4 ag_ AnP T nm T o g g AnP L (3.4)

Como ~ divide o primeiro membro de (3.4) temos que v também dividird o segundo

membro de (3.4) pois sdo iguais, assim temos que todos os termos, exceto o primeiro

D+d D+d

possuem An como fator, e, ja provamos que 7 | An”*?, entdo segue que «y dividira o

primeiro termo do segundo membro de (3.4). Logo v | agAmnP+d-1,

D+d an-i-d—l

Agora, como v | An ey | agAm entao,

v | mde (AnD+d, adman+d_1) = AnPr " mde (n, admd) )

Temos que mdc(m,n) = 1 isso implica que,

mdec (n, agm®) = mdc (n, az) e mde (n,aq) | aq, entdo v | Aagn” ",

Por indugao podemos conseguimos provar que

2 Dtd—2 3, D+d—3 D+d, D+d—(D+d) _ 4, D+d
n qn 7 'n = Aay .

7| Aa v | Aa o | Aa

Facamos isto, ou seja provaremos que,

v Aa’jnD+d_k = 7| Aa2+1nD+d_(k+1).

Suponha que 7 | AaknPT4=" Entdo,

AaZnLlanLdf(thl)(ID(,rn7 n) _

_ AalcclJrlmanerf(kJrl) _'_AaléadilmdflanLdfk_'__.__'_AaZaOnD+2df(k+1).

Dai,

v AaZJrlmaner_(kH) =
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= ~ | mdc (AalcflJrlmanerf(kJrl)’ AakanqLdfk) _

_ Aakanerf(kJrl)mdc (md’ n)

De mdc(m, n) = 1 temos mdc (m®.n) = 1.

Portanto v | Aa

hlp P+d=(k+1) como queriamos.

D+d

Concluimos por indugio que v | Aa}*?, e tomando R = AaP*?

encerramos a demon-

stragao do item 1) do lema.

Mostraremos que existem constantes K; e K», dependendo de ¢(x) e ¥(x) tais que para

m S 7 .
todo ™ € () que sao raizes de ¢ tem-se:

dh(%)—klgh@g;) gdh(%)+k2

Como antes, excluiremos um conjunto finito de niimeros racionais.

Assuma que o niimero racional ”* nao é raiz de ¢. Pela defini¢ao de altura, temos que se
¢ um numero racional ndo-nulo entdo H(r) = H (%) Com efeito, se r = 3 € Q*, entao
H(r)=nh (%) = max{|al, |b|} e H (%) =h (2) = max{|b|, |a|}

Novamente, podemos supor sem perda de generalidade que grau¢ = d e grauy) = e,

com e < d. Continuando com a notacao utilizada em 1), o niimero racional cusa altura

pretende-se estimar é;

A expressao de £ é o quociente de nimeros inteiros, assim a altura de H (§) é o méaximo

valor entre os inteiros |® (m,n)| e [V (m,n)|.

Em 1), mostramos que existe um inteiro R > 1, independente de m e n, de modo que o
mde (®(m,n), ¥(m,n)| R.Assim, utilizando a desigualdade trivial max{a,b} > 3 (a +b)

temos que:

H(€) > 5 max{1®(m, n)], 0, m)]} = & max{(n's () | Inte () 1

s () bt () 12 gt () 1+ ()

logo:
(@) > 5=l () 1+ Ins () 1)

Queremos comparar H (§) 4 quantidade H (%)d = max{|ml|?, |n|?}, dessa forma considere

0 seguinte quociente:



37

H(E 1o (2) |+t (2)]
H(z)* 7 2R max{m|*[n|}
_ Ao G I+ ) _ 1 (e G I+ 10 ()]) (35)
" 2R max{|m|?, |n|?} 2R max{|Z|4,1} '
Isto sugere que devemos estudar a fungao p(t) = %

Vamos analisar tal limite.

Se [t <1 = p(t) = [6(t)] + [ (D).

Como ¢ e 1 sao polinomios, entao sao fun¢oes continuas.

Logo, no intervalo [—1, 1], p(t) possui minimo.

Seja ty € [—1,1]. Temos que p(t) > p(to) para todo ¢t em [—1,1].

Se p (tp) = 0 entao ¢ (ty) = 0 e 1 (ty) = 0 o que implica que que ¢ e ¢ tem raiz comum.
Absurdo ! Logo ¢ (ty) > 0, o que implica que para [t| < 1 tem-se p(t) > ¢o > 0 para

algum c; > 0
Se |t| > 1, entdo
o(t) + (¢
p@):\ (t) ! Ul}
|t]
Dai,
lim p(t) = lim | e O |+ |b be- bo
1m = 1m |a .
Jim plt) = Jim Jaa+ =5 |ﬂd Il e

Lembrando que d > e. Logo, tliin p(t) = |aq| + |be| > 0 e por defini¢ao de limite, existe
— 400

a, be 3(|a, be
M > 0 tal que, para todo [t| > M: 0 < % <p(t) < w
Como p(t) é continuo, entdo para |t| < M p(t) possui maximo e minimo, isto é, existe t, com
lto] < M tal que p(t) > p(to) o que implica que, para todo ¢t € R, p(t) > min{p(t,), W}
Em resumo: existe ¢; tal que p(t) > ¢; para todo t € R
- : . m d
Utilizando este fato na desigualdade (3.4) temos que H (§) > S H ()"

As constantes ¢; e R independem de m e n, assim aplicando logaritmo temos a seguinte

desigualdade:
N
h (&) =log H () > log 5% H( ) = log (g) = log H (%)d—log% =dh (%) — ky em que
]{31 = 10g %

Resta mostrar a outra desigualdade; continuaremos com a mesma notacao.

Temos:

d—1 d

d(m,n) = agm® + ag_ym*n 4 -+ agn

[@(m, )| < (laa| + -+ - + |ao]) max{|ml|, |n|"}

e—1

U(m,n) = bem® + be_ym® n+ -+ byn°
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@ (m,n)| < ([bel + -+ + [bol) max{|m|*, [n|} < ([be] + - + [bo]) max{|m|*, |n|"}

com e < d.
Seja C' = max{|aq| + - - - + |aol, |be] + - - - + |bo|}. Assim,
H (€) < masc{[D(m, m)], | ¥(m, )|} < C (max{m], In|})" = CH ()"
Aplicando logaritmo novamente, temos que:
h (&) < dh (™) +log C. Tomando k; = log C, obtemos

h(§) < dh% + .

Isto conclui a prova do item 2) do lema.

3.5 Um Homomorfismo Importante

Lembrando que, para provarmos o teorema de Mordell, resta provar o lema 3.2.6 que nos diz que
o indice [E(Q) : 2E(Q)] ¢ finito. Esta ¢ a parte mais técnica da demonstragao. Infelizmente,
nao podemos provar o lema 3.2.6 para todas as curvas ctibicas sem utilizar ferramentas da
teoria algebrica dos niimeros, além disso nos trabalharemos somente com os ntimeros racionais,
por esse motivo, vams supor que o polinomio f(z) tem pelo menos uma raiz racional x,
o que é equilalente a dizer que a curva tem pelo menos um ponto racional de ordem dois.
Desenvolveremos nesta secao algumas ferramentas necessarias para demonstrar o lema 3.2.6.
Como f(xg) = 0, e f & um polindbmio com coeficientes inteiros e coeficiente dominante
1, entao xo ¢ um numero inteiro. Fazendo uma mudanca de coordenadas, podemos mover o
ponto (zg,0) para a origem. Isto obviamente nao afeta o grupo E(Q). A nova equacdo tera

coeficientes inteiros e a curva tera a forma:
E:y*= f(z) =2°+az’ +bx onde a,beZ

onde T'= (0,0) é um ponto racional em E que satisfaz 27 = O.

A foérmula do discrimanante neste caso é: A = b?*(a? — 4b).Assuma que nossa curva ¢ nao
singular, isto &, A # 0, assim b # 0 e a® — 4b # 0.

Estamos interessados no indice [F(Q) : 2(Q)] ou equivalentemente na ordem do grupo
quociente E(Q)/2E(Q), é extremamente util saber que a fun¢ao de duplicacdo P — 2P pode
ser dividida em duas operagoes.

A funcao de duplicagao de um ponto, é de alguma forma de grau quatro pois, a fungao
racional dada pela coordenada x de 2P ¢ de grau quatro na coordenada x de P. Escreveremos
a funcao P+ 2P como a composicao de duas fungoes de grau dois, as quais serao mais faceis
de manusear. Entretanto, as duas funcoes nao serao de £ em E, mas sim de E para outra curva

E e novamente para E. A outra curva E que consideraremos é a curva dada pela equacao:
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E:yP=a24+ar>+br emque a=—2a e b=a>—4b
As curvas F e E estdo intimamente relacionadas, entio é natural estudar-las comparando-as.
Aplicando novamente o procedimento e olhando para
By’ =2+’ +ba

onde @ = —2a = 4a e b =@ — 4b = (—2a)? — 4(a® — 4b) = 16b, temos que a curva ¢ dada por
E:y? = 23 + 4az? + 16bx.

A curva F é essencialmente a mesma curva que FE, basta trocarmos y por 8y e x por 4z, e

dividir a equacdo por 64. Desse modo, o grupo E(Q) de pontos racionais em E é isomorfo ao
grupo E(Q) de pontos racionais em FE.

Agora defina a funcio ¢ : E — E. Desse modo, ¢ serd homomorfismo de grupos e levara os
pontos racionais de E(Q) nos pontos racionais de F(Q). Em seguida, procedendo da mesma
forma, definiremos a funcao ¢ : £ — E. Tendo em vista o isomorfismo E = E a composicao
1 o ¢,, ¢ um homomorfismo de £ em F, que sera a multiplicacao por dois.

A funcdo ¢ : E — E é definida da seguinte forma:

Se P = (z,y) € E é um ponto com z # 0, entdo o ponto ¢(z,y) = (T,7) é dado pelas

formulas:
_ b x2*4ar+b /x y?
x:x+a+—:7.<—):—2
T T T T
e
_ 2 —b
y_y ZUQ

Assim, ¢ estd bem definida, resta-nos checar se T e 7 satisfazem a equacao de E o que é

simples; substituindo Z em y? = 2 + ax? + bx, chegamos que:
P+ar+ =T [T +aT+b] =T [T — 24T+ (a’ — 4b)] =

x4

B y? y_4 B 2ay? L4y — y_2 yt — 2ay%2? + a’2* — 4ba?
N x2 “ a2 xt

2 T (42 — ar2)? — Abr 2
:y_{(y az’) x]:y—[(3+ax2+bx—aaz2)2—4bx4]:

2 x4 26
y? y?
=% (2% + bx)? — 4bz'] = pr (2 + 2b2* + V*2® — 4ba'] =
2 3 2 2 2
A 2 y(° — bx) - y(x® —b) _ -2
= = (M) = (M) =

Proposicio 3.5.1. Sejam E e E curvas elipticas dadas pelas equacoes:

E:y=2*+ar’ +bx e E:y’=2>+ar’>+bx onde a=—2a e b=a*—4b

e sejam T =(0,0)€ E e T=(0,0€E
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1. Eziste um homomorfismo ¢ : E — E definido por:

2

(Z_;M) se P=(x,y)#0O,T

P(P) = .
O se P=0O ou T

onde ker ¢ = {O, T'}.

2. Aplicando o mesmo processo para E temos a funcio ¢ : E — E. Acurva E é isomorfa a

E pela funcao (x,y) — (%, %) Existe assim um homomorfismo ¢ : E — E definido por:

(i M) se P=(z,7)#0,T

4720 872

Y(P) = _ o
@) se P=0O ou P=T

A composi¢ao de o ¢: E — E € a multiplicagao por dois:
o ¢(P)=2P.

Demonstracao. Vimos anteriormente que a funcdo ¢ leva pontos de £ em pontos de E e supondo
que ¢ & um homomorfismo, segue que o niicleo de ¢ sdo os pontos O e T, pois ¢(O) = O e
H(T)=0edp(P)#0O ¥V P+#OeP #T. Logo precisamos provar que ¢ ¢ um homomorfismo,
ou seja,

O(Pr+ P)=¢(P)+¢(P) ¥V P,P,€E.

Observe que o primeiro sinal + ¢é adigao em E e o segundo ¢ adi¢ao em E

Analisemos os seguintes casos:
SePlz(’)ePz:P;éO,EE,

¢(O + P) = ¢(0) + ¢(P) = ¢(P).

SePlzT:PQEE,
O(T +T) = 6(2T) = () = O

HT)+H(T)=0+0=0.

Note que 27" tem ordem dois pois y = 0 logo 27" = O
Se P, = T (x9,y2) € Py = P = (z1,y1) = (z,y) € E com x # 0, temos, pela formula de
duplicagao de pontos que: P+ T = (z3, —y3) onde:

Y2 — U1
To — X7

r3 =N —a—1x; — 2o onde, \=

y3 = Axz + v, onde v é o coeficiente linear da reta que passa por P e T.
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Assim,
2 b
1’3:)\2—a—l’1—1’2:(g> —a—x—0=—
x x
b b
yszg—ﬂLO:—:Z-
Trx T

Logo P+ T = (x3,—y3) = (x(P+T),y(P+T)) = (%, —%) e temos que
d(P+T)=@(P+T),y(P+1)).

Entao:

_ (PN (G v
x(P+T)_(x(P+T)) O gz o)

P <y(P+T) (2(P +T))* - b}) - ((i)z - b)

(2(P + 1))’ O
_ [—_byb2—bx2] 2 Dby +a%y) _ (xQ—b

2 2

b2 x2b?

S O(P+T) = ¢(P) = o(P) + o(T).

Para o inverso de P, temos:

Para finalizar a prova de que ¢ é um homomorfismo, resta mostrar que se

P1—|—P2—|—P3:O entao ¢<P1)+¢<P2)+¢(P3):O,

pois, P3 = — (P1 + pa) e sabemos que ¢(Py + P») = ¢(—F3) = —¢(F3) = ¢(P1) + ¢(F2). Dai,
a partir do que ja fizemos, podemos assumir que nenhum dos pontos P;, P, ou P3 sao iguais
a O ou T'. Da definicao da lei de grupo em uma curva cibica, a condicao P, + P, + P; = O
é equivalente a afirmacao que Py, P, P3 sdo colineares (se dois ou trés deles coincidem, entao
a reta deve ser adequadamente tangente & curva). Provaremos que ¢(P), d(FPz), ¢(P3) sdo a
interseciao de algumas retas com E. Observe que v # 0, pois se v = 0 significaria que a reta
y = Ax + v passaria por 7', contrariando a nossa suposicao de que P;, P», P3 sao distintos de T

A reta de intersecio com E que pegamos é:

y=M\r+7 onde,

VA —b v —av)+b)\?
e U= )
v v

=

Para verificar que ¢(P)) = ¢(x1,y1) = (T1,71) esta na reta y = Az + o, faremos as seguites

operacoes:
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2
v vy

VR v —b (y1)2+ v —avA +bX* (A —=b)(y1)* + (v — avX + bA?*)x]
v X1

(VA (y1)? = b(y1)? + v22? — ava? + bA%a?) _wA (2 — ax?) — b (y2 — N222) + v2a2

2 2
vy vy

_ vA(E —az?) — by + Ax) (g1 — Azy) + v?ad

2
vy

Utilizando y? — az? = 23 + bx; e y; — A\r; = v obtemos:

VA (2} 4 bay) — b (y1 + Azy) +0%2; X (2 + bxy) — b(ys + Ay) + vad
2 = 2 =
vy i

—_—
_ Az + Abwy — by —bAay tvat ot (A +v) by yi(at-b)
- z2 - 2 2P —
1 1 !

L= AT+

O calculo para ¢(F2) e ¢(Ps) é exatamente o mesmo.

Observe que nao ¢é suficiente mostrar que os trés pontos ¢(P;), ¢(Ps) e ¢(P3) estdo na mesma
reta y = Az + 0. Sera suficiente se ¢(Py), ¢(P) e ¢(Ps) sdo distintos, mas para isto, teriamos
que mostrar que Z(P,), T(P,) e T(P3) sdo as trés raizes ctibicas de (Az + 6)2 = f(x).

Como alternativa note que ¢ é continua como uma funcio de £ em E, portanto, uma vez
que sabemos que ¢ é um homomorfismo para pontos distintos, temos por continuidade que é
um homomorfismo geral.

2)Observamos acima que a curva E ¢ dada pela equacao E: y? = 2° + 4ax® + 16bx por isso
é claro que a fun¢do (z,y) — (%£,%) é um isomorfismo de E para E. Do item (1) temos um
homomorfismo ¢ : E — E definido pela mesma equacao que define ¢, mas trocando @ e b por a
e b. Uma vez que a funcdo ¢ : E — E & a composta de ¢ : E — E com o isomorfismo E — E,
obtemos de forma imediata que ¥ é um homomorfismo (como composi¢do de homomorfismos)
bem definido de E para E. Resta provar que 9 o ¢ é multiplicacio por dois. Usando um pouco

de algebra e resultados anteriores temos, por um lado:

(22 =) (2? = b)(a* + 2ax® + 6ba® + 2abx + b2)

2P =2 =

Por outro lado temos:

2 2 2 =2 7
(Y y@® b (¥ y@ D)
¢(xay) (an .T2 ) € ’QZ)( ’ ) - (452’ 833‘2
E também,
2 2 _ B
=2 & y:y(x ) e b=a>—4b
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Assim, podemos calcular ¢ o ¢(z, y).

:(M o M_(y‘* M);:_‘*)
.

xt x4

(@0 (P -y - (@ — 4t
()

Agora, como temos y? = x° + az?® + bz entdo y* = z(z* + ax +b) logo y* = 2?(2? +ax + b)?

e esta ultima expressao substituiremos na equacao acima para terminarmos nossos célculos.

((3;2 —0)? (@ by~ (a® — 4b)x4))

4y2 7 8y31:2

<(az2 —b)? (2% = b)(2*(2* + ax + b)* — (a® — 41))1’4))
42 822

(@ =) (2® = b)a? [(2® + ax + b)* — xa® — 4ba?]
N 492 81312

(22 = b)? (2? — b)(2* + 2ax3 + 6bz?* + 2abx + b*) 2. y)
_ = 2(z,y).
4y2 7 8y3 7y
spod(zy) = 2(z,y).
De maneira analoga teriamos, ¢ o ¥(Z,y) = 2(Z,y). Podemos argumentar também da

seguinte forma: como ¢ é um homomorfismo, sabemos que:
$(2P) = (P + P) = ¢(P) + ¢(P) = 26(P).

Por outro lado, o homomorfismo ¢ : E — FE visto sobre Q, & sobrejetor. Ou seja, dado

P € BE(Q), existe P € E(Q), tal que ¢(P) = P. Assim, ¢(¢(P)) = ¢((¢(P))) = ¢(2P) =
2¢(P) = 2P

Apenas provamos que 2P = 1 o ¢(P), sendo ¢ o (¢(P)) = 2(¢(P)). Agora ¢ : E — E é
uma funcao de pontos complexos, entdo para qualquer P € E nés podemos achar P € FE com
#(P) = P. Portanto ¢ o ¢)(P) = 2P.

Os pontos P com x = 0 ou y = 0 sao os pontos de ordem 2. Para estes pontos podemos
provar que: se P = (z,0) , x # 0 entdo ¢(P) =T , logo o ¢(P) = O. Se z = 0, entdo P =T
e nesse caso ¢(71") = 0.

O
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3.6 Demonstracao do Lema 3.2.6

Nesta secao completaremos a prova do lema 3.2.6 e com isso, chegaremos a demonstracao do
Teorema de Mordell.

Vamos continuar com as mesmas notacoes utilizadas anterioremente.

Temos duas curvas F : y?> = 2> +az? +br e E : y?> = 2® +a2®> + br onde @ = —2a e
b = a® — 4b e também temos os homomorfismos ¢ : £ — E e 1) : E — E de tal forma que as
composicoes po1) : E — E e1o¢p : E — E sao cada uma, a multiplicacio por dois. Além
disso, o niicleo de ¢ consiste em dois pontos O e T = (0,0), e o niicleo de v consiste em O e
T = (0,0). As imagens de ¢ e 1) sdo extremamente interessantes.

Claramente, dado qualquer ponto P € E (@), existe um ponto P € F (@) tal que ¢(P) = P.
Em outras palavras, trabalhando sobre o fecho algébrico dos racionais, o homomorfismo ¢ é
sobrejetor. Examinaremos agora, o que acontece sobre o corpo dos racionais.

Fica claro, a partir da defini¢ao, que o homomorfimo ¢ restrito a Q define um homomorfismo
de F(Q) para E(Q). Se aplicarmos o homomorfimo ¢ em E(Q) obteremos um subgrupo de
E(Q) denotado por ¢ (E(Q)) A seguir, faremos trés afirmagoes que juntas, fornecem uma boa

descricao da imagem:

(i) O € ¢(EQ)
(ii) T = (0,0) € ¢(Q) se e somente se b = a> — 4b é um quadrado perfeito.

(iii) Seja P = (7,7) € Q com T # 0. Entao P € ¢(Q) se e somente se T é o quadrado de um

nimero racional.
Demonstracio. (i) E 6bvio pois O = ¢(O) e O € Q.

(ii A partir da lei de formacao de ¢ temos que T' € ¢(Q) se, e somente se, existe um ponto
racional (z,y) € Q tal que z—z = 0. Note que x # 0, pois caso x = 0, significa que
(z,y) =T e ¢(T) = O #T. Entdo T € ¢(Q) se, e somente se existe um ponto racional
(x,y) € Qcom x # 0 e y=0. Pondo y = 0 na equacao de E(Q) temos:

0 =2+ az® + bz = x(2* + ar +b)

Esta equacao tem uma raiz racional diferente de zero se, e somente se a equacao quadratica
2% + ax + b tem uma raiz racional, o que acontecera se, e somente se, o discriminante

a?® — 4b for um quadrado perfeito.

(iii) Se (7,7) € ¢(Q) é um ponto com T # 0, entdo pela defini¢do de ¢ segue que T = z—z, que

¢ o quadrado de um nimero racional w = Z.

Reciprocamente, queremos encontrar um ponto racional sobre E que é enviado em (7, 7)
onde = é o quadrado de um niimero racional. O niicleo do homomorfismo ¢ é {O,T}.

suponha que T = w?, onde w € Q.
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Defina
1 _
xlz—(wz—a+g), Y1 = T1W;
2 w
_1< 2 y) _
To==Z|\W —a—— |, Yy = —T2W .
2 w

Afirmamos que P, = (x1,11), P> = ((22,y2) € Q e ¢ (24,y;),para i = 1,2. Primeiro
provemos que (z1,%1), (72,12) € Q.

Com efeito, temos que

—2 —2 -3 -2 2— -2
2 v ¥ _1 ~ 2 ¥ _1 T° — 2ax° + a*T — Y
(0w =ar=55) =5 (@-or-F) 3 ().

Como 7* = 7 — 2a7* + (a® — 4b)7, temos:

Ny

1T =

4

4

1 <f3 —2a§2+a2f—y2) 1 (53—2af2+a2§—§3+2a52 —a2T+4bT) .

i i

Mostrar que P; = (z;,y;) € E é equivalente a mostrar que:

2
y—;:xi+a+—.
x; ;

7 Ly

Como ja provamos que b = 117, e por defini¢ao de y; e y, temos % = fw isto é o mesmo
que provar que w? = x; + a + x5, que é uma igualdade 6bvia por definicao de x; e 5.
Resta provarmos que ¢(P;) = (Z,y). Para isto devemos mostrar que:

v A
—2:.1’ € Yi 2 =Y.

T3

A primeira igualdade é imediata a partir da definicao de y; = £x;w e T = w?.

Para a segunda usaremos b = x1x5 e a definicao de y;. Assim:

yi(z? —b)  mw(a? —zim)  iw(my — )

— = = w\r1 —x
x% x% l‘% ( 1 2)7
2 _ o 2 _ 2 _
yQ(;L‘22 ) _ xgw(x22 T122) _ x2w(x22 1) = w(zy — o).
73 5 )

Logo, verificamos que § = w(x; — x2) pela defini¢ao de z; e xs.

Isto completa a verificacao da afirmacao (iii).

Observacao 3.6.1. A menos de manipulacoes algébricas, tudo o que provamos para o

homomorfismo ¢ vale também para o homomorfismo .
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Lembre-se que o nosso objetivo nesta se¢do é provar o Lema 3.2.6, que diz que 2E(Q) tem
indice finito em E(Q).

Veremos em breve que isto é consequéncia de poder provar que os indices [E(Q) : ¢(E(Q))]
e [E(Q) : ¥(E(Q))] sdo finitos. Na verdade, mostraremos que [E(Q) : ¢(E(Q))] < 2°*!, onde s
é o niimero de fatores primos distintos de b = a? — 4b e também que [E(Q) : ¥(E(Q))] < 271,
onde r é o niumero de fatores primos distintos de b.

Como observamos anteriormente, a partir das afirmacoes (i),(ii) e (iii) sabemos que 1(E(Q))
é o conjunto de pontos (z,y) € E(Q) tal que = é o quadrado de um ntimero racional diferente
de zero, juntamente com o ponto O, e também T, se b ¢ um quadrado perfeito.

A idéia da demonstracio ¢ achar um homomorfismo a partir do grupo quociente E(Q), /1 (E(Q))
para um grupo finito.

Seja Q* o grupo multiplicativo de niimeros racionais # 0, e seja Q*2 o subgrupo dos quadra-

dos dos elementos de Q, isto é:
Q*? = {u2 Su € Q*}

Proposicao 3.6.2. Seja o uma funcao definida de Q para Q* /Q*? definida por:

1 (mod Q*?), se P=0,
a(P)=<¢ b (mod Q*?), se P=T,
r (mod Q*?), se P=(z,y),r#0.

a) A funcio o : Q — Q* /Q*? descrita acima ¢ um homomorfismo.
b) O niicleo de o é a imagem ¥(E(Q)). Por isso o induz um homomorfismo injetor
a:Q/¥(EQ) - Q' Q7
Por abuso de notacao também chamaremos de o este homomorfismo.

¢) Seja p1,pa, -+, pe primos distintos que dividem b. Entao a imagem de « estd contida no

subgrupo de Q* /Q*? que consiste nos elementos:
{ip151p252 .. 'pt& ‘ é‘l =0 ou éz — 1}

d) O indice [E(Q) : ¥(E(Q))] € no mdzimo 2™, onde t ¢ o nimero de fatores primos
distintos de .

Demonstragao.  a) Provaremos que o € um homomorfismo. Como « envia elementos inversos

de E em elementos inversos de Q* /Q*2, pois:

a(-P)=afz,—y) =z =+ =az,y) " =a(P)" (mod @),

8

resta-nos provar que
Oé(Pl—i—PQ) :Oé(Pl).Oé<P2)
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onde + ¢ adi¢io em E(Q) e e multiplicacio em Q*,/Q*?.

Os casos em que P, Py, Py := {O0,0,0} ,{T,T,0} sdo imediatos; o caso {P,—P, O}
também é imediato pois ja provamos que a(—P) = a(P)~! (mod Q*?).

Para provarmos que o é um homomorfismo, é suficiente mostrar que sempre que P; +
Py + Py = O, entao a(Py)a(P)a(Ps) =1 (mod Q*2).

Se a reta que passa por esses trés pontos é dada por y = Ax + v e as coordenadas = das

intersecoes da curva com a reta sao xq, To, 3 entao elas sao raizes da equagao:
22+ (a—A)2? + (b— 2 )z + (c—v*) =0
Dai,
Tty =\ —a
T1T9 + XoX3 + 123 = b — 2 v

T1T9T3 = 1)2 — C

para a ctibica y? = 2® + ax? + bx + c.

A ttima equagiao é T17ox3 = v? , ¢ = 0. Assim a(P)a(P)a(Ps) = zia9z3 = v? = 1
(mod Q*?). Tsto completa a demonstracio para os casos em que Py, P, Py sao diferentes
de Oel.

A reta que passa por T' e —P é dada por y = —Z—gx. Assim a intersecao da reta com a

2 2
cibica é x <x2 + (a — Z—%) T+ b) = 0. As raizes x1 e x5 que satisfazem x1 + x5 = g—g -
0

0
e r122 = b sdo as coordenadas x dos pontos P e T. Logo: a(T)a(—P)a(T — P) =
riebexzy=beb="0b>=1 (mod Q*?)

Note que:

O, ou
T

a(P)=1 (mod Q%) <= : se b € um quadrado, ou

aeRavRav
I

(z,y), sex éum quadrado.

Temos exatemente a descri¢io dos elementos de (7). Ou seja, Ker(a) = (T). Do
primeiro teorema de homomorfismo, concluimos que: « : E(Q) /¢ (E(Q)) — Q* /Q*?

definida por « ([P]) = «(P) é um homomorfismo injetor.

Seja P = (z,y) € E(Q) , P # O, P # T. Vimos que tais pontos tem coordenadas da

m n o N .

forma x = — ey = —. Substituindo na equacao e cancelando os denominadores teremos:
e e

y? = 23 + ax® + bx

() = (&) +a(E) +oa
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n®> md m?>  m

g = g + a? + b6_2
n?  m?+ am?e? 4 bme*
e e

n® = m(m?® + ame® + be').

Esta equacdo, expressa n? como o produto de dois inteiros.

Seja d = mdc(m, m? + ame?* + be'); assumindo que z estd na forma irredutivel, temos
d = mdec(m, m? + ame® + be*) = mdc(m, be*) = mdc(m, b),

ja que mde(m,e) = 1.

Assim, m = ud e também m? + ame? + be* = vd, com mdc(u,v) =1 e n* = uvd?.

Ou seja, u e v sdo quadrados e d é um inteiro tal que d | b. Sejam entao py, pa, -+ , Py 08
primos que dividem b, entdao m = £p;* - - p,* (mod Q*?) onde & =0ou 1,1 < i <t

Se P = O entdo a(P) =1 (mod Q*?) . Se P =T entdao a(P) =b (mod Q*?) . Portanto

a tese do item c) esté provada.

O subgrupo descrito no item (¢) tem exatamente 21 elementos. De « ser injetora e da
imagem de E(Q),/¢(E(Q)) em Q* /Q*? esta contido no conjunto definido em (c), entdo
8 (E(Q)/Y(E(Q))) < 271 Assim o indice de [E(Q) : ¢ (E(Q))] é no maximo 2.

U

Temos agora, as ferramentas necessarias para provar o lema 3.2.6 que decorre do seguinte

lema.

Lema 3.6.3. Sejam A e B grupos abelianos e considere dois homomorfismos ¢ : A — B e
¥ : B — A. Suponha que Yop(a) =2a,V a € A equepop(b) =20,V be B. Suponha ainda

que ¢(A) tem indice finito em B e que (B) tem indice finito em A. Entao 2A tem indice

finito em A. Mais precisamente, os indices satisfazem

[A:24] <[A:¢(B)][B : ¢(A)]

Demonstragao. Temos que ¢(A) tem indice finito em B e que 1(B) tem indice finito em A.

Em outros termos,

A/w(B) = {al +w<B)7a2 +w(B)7 Tt ln _'_w(B)}

Veja que:

a; + 1/1(()]) cAe a+ 1/1<b]) +2A € A/QA
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Vamos provar que
A/2A CHai+ (b)) +24/1<i<n, 1 <j<m}

Seja a € A entao devemos provar que existem 4,5 tais que a € a; + (b;) = 24

Seja a + (B) € A/Y(B) entao existe ¢ tal que a € a; + ¥(B) o que implica que existe
b € B tal que a = a; + 1(b).

Agora, b+ ¢(A) € B,/ ¢(A), ou seja, existe j tal que b € b; + ¢(A), o que implica que existe
a € Atal que b=b; + ¢(d).

Dai, a = a; + ¢¥(bj + ¢(d’)) = a; +(b;) + ¢ o ¢(a’) = a; + (b;) + 2d'.

Assim, a € a; + ¢ (b;) + 2A e, portanto:

A/2AC {a; + (b)) +24/1 <i<n, 1 < j<m}

[A:24] <nm = [A: p(B)]. B : 6(A)].

Podemos enfim, enunciar e concluir a demonstracao do:
Teorema 3.6.4. (Teorema de Mordell) Seja E uma curva eliptica dada pela equagao
E:y*z = 2° + ax’z + brz* + 2,
onde a,b,c sao inteiros e seja E(Q) ={[x:y:z2| € E : z,y,z € Q}. Entao E(Q) € um grupo
abeliano finitamente gerado.

Demonstracao. Tendo em vista os lemas 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 e 3.2.6, segue que as condicoes do

Teorema 3.2.1 sdo satisfeitas. Portanto, E(Q) é finitamente gerado. O

Precisamos também do seguinte teorema sobre grupos abelianos finitamente gerados, a

saber:
Teorema 3.6.5. Seja G um grupo abeliano finitamente gerado e Gy Seu subgrupo de torgao.
a) Ezistem um inteiro r > 0 e um subgrupo L = 7 tais que G = Gyops ® L.
b) Existem inteiros unicamente determinados v > 0 e pi",....p." com p1 < ... < p,
numeros primos e com vy > 1,...,v, > 1 tais que

Z
X ..o X

X 7"
plvlz puUuZ

G =

Finalizamos este capitulo com uma observacao, que serd muito util no préximo capitulo:

Observagao 3.6.6. a) Tendo em vista o teorema anterior seque que:
E(Q) = E(Q)tors 52 ZT
b) O inteiro r é o posto da curva eliptica E.

¢) Note que: O grupo E(Q) € finito se, e sd se, o posto de E € igual a zero.



CAPITULO 4

NUMEROS CONGRUENTES

4.1 Introducao

Definicao 4.1.1. Um ndmero inteiro n > 1 € dito um niumero congruente se existir um tridn-

gulo retangulo cujos lados sejam nimeros racionais e cuja drea seja n

Uma definicao mais geral inclui todos os racionais positivos com esta propriedade.
Antes de estendermos esta nocao, observemos que um inteiro n é dito livre de quadrados se

n puder ser escrito da forma [];_, p; onde os p;’s sdo nimeros primos distintos.

Definicao 4.1.2. Um numero racional positivo n € dito congruente se existem x,y,z € Q

positivos tais que

2 4 y? =22 x Ty
n=-—
2
x
n=" y
2

Tabela 4.1: Nimero Congruente

Observagao 4.1.3. Sen € Q— {0}, entao existe s € Q— {0} tal que s’n é um nimero inteiro

liwre de quadrados.

Se n for um numero congruente, drea de um tridingulo retangulo de lados x, y, z, entao a

drea do tridngulo retangulo de lados sz, sy, sz é igual a s°n.

Em resumo: n € congruente < s*n € congruente. Assim, podemos sempre supor que n seja

um inteiro positivo livre de quadrados.

20
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Em um resumo de algum de seus trabalhos sobre teoria dos niimeros que enviou a Huygens
em 1959, Fermat afirma ter demonstrado, por um método singular que ele denomina método de-
scenso infinito, entre outros teoremas, que nao existe um triangulo retangulo com lados niimeros
inteiros cuja area seja o quadrado de um inteiro. Nesta carta, Fermat d4 apenas uma idéia geral
do método de descenso infinito, pois para um maior detalhamento, a carta ficaria muito grande.
Felizmente, os detalhes da prova deste resultado, podem ser encontrados na margem do livro
a Aritmética de Diofanto, junto a ultima proposicao desta obra. Essencialmente, o argumento

4 = 22 nao tém solucoes inteiras nao

pode variar, provando primeiro que a equacio z* — y
triviais, um resultado que Fermat demonstra usando o método do descenso infinito, de forma,
analoga a como se demonstra equacao x* +y* = 22 nao tém solucoes inteiras nao triviais e logo

usa-se esta equacio para concluir que a equacao z* + y* = z* ndo tém solucdes nao triviais.

Teorema 4.1.4. Nenhum quadrado de um nimero inteiro pode ser escrito como a drea de um

triangulo retingulo cujos lados sejam nimeros inteiros.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a area de um triangulo retangulo (a, b, ¢) com lados inteiros

tenha como area o quadrado de um niimero inteiro m, ou seja, que m? = %b Entao,

(a+b)* = a® + b* + 2ab = ¢ + 4m?

a—0)2=da>+b>—2ab=c*—4m?
(

donde segue que
(a®> = b*)? = (a — b)*(a +D)* = * — (2m)™~.

Assim a equacao z? = 2* — y? teria a solucao nao trivial z = ¢, y = 2m, z = a® — b%, o que

contradiz o resultado de Fermat, mencionado anteriormente. O

Exemplo 4.1.5. a) Segue do teorema anterior que n = 1,4 nao sao congruentes. Poste-
riormente obteve-se que n = 2,3, também nao sao congruentes, mas, 5 € um niumero

congruente, pois, € a drea do tridingulo retingulo cujos lados sao x = ?, Yy = % ez = %.

b) 6 € o menor nimero congruente tal que existe um triangulo retdngulo cujos lados tém
como comprimento numeros naturais, a saber: 3,4 e 5. De fato, no item anterior vimos

que 5 € um numero congruente, porém, seus lados nao sao numeros naturais.

A questao de determinar se um determinado niimero é congruente é chamado de “O problema,
do niimero congruente”.

O Teorema de Tunnel fornece um critério que pode ser testado para determinar se um
nimero é congruente (ver 2], pagina 3). O problema é que o resultado depende da conjectura
de Birch e Swinnerton-Dyer (ver [2|, capitulo IV, se¢ao 10), um problema em aberto no campo
da teoria dos ntimeros, que faz parte dos sete problemas do milénio.

Veremos agora um resultado elementar para caracterizar um ntimero congruente.
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Proposicao 4.1.6. Seja n > 1 um numero inteiro livre de quadrados. Sejam x,y,z € Q tais
que 0 <z <y < z. Entao existe uma bijecao entre o conjunto de triangulos retangulos de lados

x,Yy,z e drea n e o conjunto de nimeros racionais w tais que
w—n,w,w—+n € Q?

dada por

com 1nVersa

wr— (Vw+n—vw—n,vw+n+vw—n,2vn).
Em particular, n € um nimero congruente se e somente se existir um niumero racional w tal
que
w,w+n,w—n e Q%

Demonstragao. Se x° +y* = 2* e n = %, entdo (z £y)* = 2% + 4n(x).

Logo

(52) -+

Tome w = %% temos que w,w +n,w —n € Q2

Reciprocamente, dado w tal que w,w + n,w —n € Q2 entdo x = Vw +n — Vw — n,

y=+vw+n+yw—nez=2y/wsatisfazem a 0 <z <y < z, zy = 2n e 22 + y? = 2°. O

4.2 Equacoes Cibicas

Nesta se¢ao, associaremos a um nimero congruente n uma solugao de uma certa equagao ctbica.

Considere n um ntimero congruente e x,%,z € Q tais que 0 <z <y < z, n = 3. Por (2)

(55) -6

Em outros termos, encontramos solucoes racionais u =

temos que

2 2
z _ xt—y ~
s ewv = =% para a equagao

u* — n? = v2. Multiplicando ambos os membros desta equacao por u? obtemos
2)3

(u?)? — n*u® = (uw)”.

Logo, a = u* e b = wwv fornece uma solugao racional (a,b) para a equacao cibica y? =
23 — n%x. Reciprocamente, dada uma solugao racional (a,b) da equagao cibica y? = 2* — n’r,
serd que (a,b) provéem de um triangulo retangulo como acima? Nem sempre isto ocorre ! Para
que isto aconteca, devemos ter a € Q?, e, além disto, o denominador de a tem que ser par.
Com efeito, dado um terno pitagorico z < y < z, seja s o0 mmc dos denominadores de x,y e

z. Entdo, 2’ = sz, y = sy, 2/ = sz sdo nimeros inteiros primos entre si. Neste caso 2’ e ¢/
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tém paridades distintas, digamos que z’ seja impar e 3y’ seja par. Em particular 2’ é impar.
Portanto a = (%)2 = (5—;)2 tem o denominador par. Sejam x1,y; e z; 0s denominadores de x,y
e z respectivamente. Denote por 2%1,2% e 2% as maiores poténcias de 2 dividindo 1,11 e 2.
Seja 2°1 a maior poténcia de 2 dividindo s. Como sz e sz sao impares e sy é par, conclui-se que
sy = x) = 2} e s; < y;. Estas condi¢gdes nem sempre sao satisfeitas. Basta pegar por exemplo

41 ) 2 29520
)

a solugao (( = 7—3) da equacao y* = 2* — (31)%x que ndo provém de nenhum tridngulo

retangulo.

Observagao 4.2.1. Um terno de inteiros positivos (x,vy,z) onde x> + y* = 2* é chamada de
terno pitagorico.
Um terno pitagdrico x,y e z tal que mde(x,y, z) = 1 € dita terno pitagdrico primitivo.

Se (z,y,z) € uma terno pitagdrico primitivo entdo z € impar e x ou y € par.

Lema 4.2.2. Seja (z,y, z) uma terno pitagdrico primitivo, com y par. Entao existem o, 3 € Z
com mdc (o, B) = 1 tais que

r=a’— (3

y = 2ap,

z=a’+ %

Demonstracao. Como y é par entao existe C' € Z tal que y = 2C.

Da equagao 22 +y* = 2% vemos que z e z tém mesma paridade (pois 2|y), como mdc(z,y, z) =
1, entao x e z sao impares, portanto z+x e z —x sao pares. Sejam A, B € 7Z tais que z+x = 2A
e z—x = 2B. Observemos que mdc(A, B) = 1 poisse © = A—B, z = A+ B, logo mdc(A, B)|z e
mdc(A, B)|z. Como (z—z)(z+x) = y?, entdao mdc(A, B)?|y®. Isto é mdc(A, B)|mdc(x,y, z) = 1.
Da equacao z°—z? = y? obtemos 4AB = 4C?, ou seja, AB = C?, com mdc(A, B) = 1. Portanto
A e B devem ser quadrados perfeitos. Logo, existem «, 8 € Z tais que A = o?, B = $°. Em
particular, v = o? — 8% z = a® + B2 e y? = 22 — 22 = 4AB = 40*/? O

3

Proposigao 4.2.3. Seja (a,b) € Q x Q uma solugio de y*> = 2 — n’z tal que a € Q* com

denominador par. Entdo, existe um tridngulo retangulo de drea n e lados \/a+n — /a —n,

Va+n++a—ne2a.

Demonstragio. Seja u = yJa € Q, u > 0 e v = 2. Entdo v* = % = a?> —n? Sejato

denominador de u. Dai, os denominadores de v? e a? sao iguais a t*, em particular,
(t*v, t*n, t%a)

¢ uma terno pitagorico com t?n par e mdce(t?v, t?n, t?a) = 1. Segue do lema anterior que existem

inteiros positivos o, tais que t2v = a® — 32, t?n = 2a3 e t?a = o+ 32. Desse modo, o triangulo

200 2
(_a,_ﬁ,gv)
t t

retangulo de lados
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tem area 2?—25 = n. Pela Proposicao 4.1.1. temos que este terno corresponde a <27“2> =u® =a.

Portanto, existe um triangulo retangulo de lados v/a +n — va —n, vVa+n + Va—n e 2y/a

de area n.
O

4.3 Reducao Moédulo p

Seja p um nimero primo, F, o corpo finito de p elementos, P? (F,) e P? (Q) os planos projetivos
definidos sobre F, e Q respectivamente. Dado [a : b : ¢] € P?(Q) podemos sempre escolher
inteiros ag, by, ¢y de tal forma que mdec (ag, by, co) = 1. Para isto, basta multiplicar a, b, ¢ pelo

mmec dos denominadores. Dessa forma podemos definir a aplicacao

D : P? (Q) — P2 (F,)
P = [ag, by, co] — F:[a_o:b_ozﬁ}.

Observe agora que, dada uma curva eliptica
E:y’=2>+ax+0,

sempre podemos escolher um modelo dela, de tal forma que seus coeficientes sejam inteiros e,
reduzindo estes coeficientes modulo p, podemos considerar a curva reduzida F : y? = a3 +az+b,

definida agora, sobre o corpo finito F, = Z/pZ. Podem ocorrer dois casos:

- FE continua sendo nao singular, portanto é uma curva eliptica. Neste caso, dizemos que

FE tem uma boa reducao modulo p.

- F é singular; neste caso dizemos que £ nao tem uma boa reducao modulo p.

Em particular, se P € E(Q), entio ®(P)=P € E (F,).

Note que, se y? = 2> + ax + b ¢ uma equacao com coeficientes inteiros, que define a curva E
e, se A & o discriminante do polindémio z3 + ax + b, o fato de E ser nao singular é equivalente a
dizer que A # 0. Assim sendo, o discriminante A do polinémio 2° 4+ @x + b que define a curva
Eéa reducao modulo p de A. Isto é, E é nio singular se, e somente se, p nao divide A. Neste
caso podemos provar que ¢ : F(Q) — E (F,) é um homomorfismo. Observe que p|A apenas

para um ntumero finito de primos p. A seguinte proposicao identifica seu nicleo.

Proposigao 4.3.1. Sejai € 1,2 ¢ P = (x;,y;,2) € P2(Q). A igualdade ® (Py) = @ (P)
ocorre se, e somente se, p dividir simultaneamente 0s nimeros (Y122 — y221), (Tez1 — T122) €

(x1y2 — x2y1), que sao as coordenadas provenientes do produto vetorial Py X Ps.

Demonstracao. Sejam ¢ (Py) = (71,71, 2z1) € © (P2) = (T2,Y2, 22). Suponhamos que ¢ (P;) =
D (Py).

Entao,
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T1 — Ty = \1D,
Y1 — Y2 = Aap,
21 — R = )\3]7

Provaremos que p divide (y120 — y221). Temos que:

(Y122 — y221) = (Y1 — Y2) 22 + Y222 — Y221 = (Y1 — Y2) 20 + Yo (22 — 21) .

Substituindo as igualdades y; —y2 = Aop € 21 — 29 = A3p na igualdade anterior obtemos que
(Y122 — Y221) = Aapza + Y2 A3p = p(Aezg + y2A3) e portanto p divide (y;322 — y221). De forma
anéloga, prova-se que p também divide (x921 — 2122) e (T1y2 — T2y1).

Reciprocamente, suponhamos que p divide simultaneamente os nimeros os nimeros (y; 22 — ¥221),
(X921 — T129) € (T1Y2 — Tayy).

Como mdc (z1,y1,21) = 1 entdo p{ x; ou p 1 y; ou p{ z;. Podemos supor, sem perda de

generalidade, que p { x;. Assim,

D (P,) = (T2, 72, 22) = (7172, T1Y2, T1 22) -
Como p | (z1y2 — x2y1) , entdo T1y; = Tay; €, como p | (xe21 — x122), entdo T123 = Tz
Dai,
O (Py) = (72,72, %2) = (T1%2, T1la, T122) = (T1%2, T2U1, T221) -

Se p|zy entao @ (P) = (0,0,0), o que é impossivel. Logo, multiplicando o terno (T1%z, Toy1, T221),

pelo inverso de 75, concluimos que
(R) = (71,71, 71) = ¢ (1)
O

Corolario 4.3.2. Seja E uma curva eliptica definida sobre Z. e suponhamos que p € um primo
suficientemente grande de tal forma que nao divide as coordenadas de todos os produtos vetoriais

dos pontos em E(Q)ors nem o discriminante de E. Entao, a restrigao do morfismo de redu¢dao

¢p : E(Q)tors — E (Fp)
€ injetora.

Demonstragao. Sejam Py # Py € E(Q)rs. Como p é um primo suficientemente grande, tal
que p nao divide as coordenadas de todos os produtos vetoriais em E(Q), e nem o discriminante
de E, segue do lema anterior que ¢, (P) # ¢, (P) e, portanto, ¢, ¢ injetora.

O

Lema 4.3.3. Para a curva eliptica E4 : y?> = 2® — A%z, se p é um mimero primo tal que

ptAs=4A5 p>7ep=3 (mod4), entio E4 (F,) tem exatos p+ 1 pontos.
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Demonstragio. Primeiramente, E 4 (F,) contém os quatro pontos (0,0), (—A,0), (4,0) e O.
Observemos agora que, se x # 0, A, —A, considerando o par z, —x notamos que, como f(x) =
23 — A%z é uma funcao impar e p = 3 (mod 4) segue que —1 nao é um quadrado modulo p,
entdo exatamente um dos elementos f(z) ou f(—x) é um quadrado em F,. Portanto tem-se
duas raizes quadradas que dao lugar aos pontos (:c, i%) ou (—SL’, i\/W), a qual nos
da um total de p — 3 pontos extras em E4 (F,) que, juntamente com os 4 pontos 6bvios, nos

dao os p + 1 pontos desejados. O
Teorema 4.3.4. |E4(Q)s0rs| =4

Demonstragao. Basta mostrar que |E4(Q)ors| divide 4.

Seja p um primo suficientemente grande. Pelo teorema de Lagrange, a ordem de F4(Q)ors
divide a ordem de E (F,) e pelo lema anterior a ordem de E4 (F,) é p+ 1, se p =3 (mod 4).

Pelo teorema de Dirichlet (Ver [9], Capitulo 7), existem infinitos primos p da forma 8n + 3.
Assim, existe um primo p = 3 (mod 8), satisfazendo as condi¢oes do lema 4.3.3, e portanto,
|E4 (F,)| = p+ 1. Pelo corolario 4.3.1, |E4(Q)¢ers| divide p + 1 e como p+1 = 4 (mod 8),
entao 8 nao divide |E4(Q)iors|-

Novamente pelo teorema de Dirichlet, existem infinitos primos da forma 12n + 7. Por um
raciocinio similar ao anterior, 3 nao divide |E4(Q)sors|, pois 31 p+1 = 12n+ 8. Analogamente,
se ¢ > 3 é um primo qualquer, existem infinitos primos p = 3 (mod 4¢). Escolhemos tal primo
que nao divida o discriminante de E4(Q), logo este primo satisfaz as condi¢oees do lema 4.3.3,
portanto |EA (F,)] =p+1. Comop+1=4 (mod4q), entdo ¢ { p+ 1, o que implica pelo
corolario 4.3.1 que q 1 |[E4(Q)sors|-

Portanto, os tinicos divisores de |E4(Q)sors| s30 1, 2 0u 4 e como E4(Q)s0rs contém os quatro

pontos 6bvios, entao sua ordem é exatamente 4.

O

4.4 Relacao entre Curvas Elipticas e Niimeros Congruentes

Considerando os resultados anteriores, podemos enunciar e demonstrar o resultado mais im-

portante do nosso trabalho, que relaciona niimeros congruentes e curvas elipticas.

Teorema 4.4.1. Um numero n € congruente se, e somente se, o posto da curva eliptica F :

y? = 2® — n’x € positivo.

Demonstragao. Suponha que n seja um nimero congruente e seja (a,b) € F(Q) a solugao
da equacdo ctibica obtida pelo argumento anterior a Proposicao 4.2.1. Desse modo, a € Q2
com denominador par. Se (a,b) tiver ordem finita, segue do Teorema anterior que (a,b) é
necessariamente um ponto de ordem 2. Logo, sua primeira coordenada s6 pode ser 0, n ou —n.
Temos que 0, —n ¢ Q?. Além disto para determinar se um inteiro positivo n é congruente, basta

considerar sua classe modulo Q2. Assim, podemos supor sempre que n é livre de quadrados.
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Portanto n ¢ Q?. Pelo teorema de Mordell-Weil concluimos que (a,b) tem que ser um ponto
de ordem infinita de E(Q?), em particular, o posto de E é positivo.
Reciprocamente, dado um ponto P = (z,y) € F(Q) de ordem infinita entao pela formula

de duplicacao de um ponto temos que:

x4+ 2n%2? + nt
rT =
(2y)?
satisfaz as condicoes da Proposicao 4.2.1, e portanto, n € um niimero congruente.

Vejamos agora, um exemplo para fixar as idéias.
J& vimos anteriormente que n = 5 é um nimero congruente. Verificaremos este resultado

utilizando o Teorema anterior. De fato, temos a seguinte curva eliptica associada a n = 5:

y? = 2* — 5% = x(2® — 5) = x(z + 5)(z — 5).

Observe que P = (45,300) satisfaz a equagao que define a curva eliptica. Alem disso, y # 0
e y? = 90000 1 62500 = A. Logo pelo teorema Nagell-Lutz temos que P é de ordem infinita. o
que implica, pelo Teorema anterior, que 5 é um niimero congruente.

O mais interessante, é que, além de verificarmos que n = 5 é congruente, conseguimos
encontrar através do ponto P = (45,300) os lados do triangulo retangulo que tornam n = 5
congruente.

Temos pela formula de duplicacao de um ponto que 2P = ((4—1) 2 62279)

12 ) 122

Pelos calculos utilizados no argumento da demonstragao do Teorema anterior, chame w =

(%)2 entao os lados do triangulo retangulo serao

\/w—i-n—\/w—n:g,
2
\/w+n+\/w—n:§0

41
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