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OLIVEIRA, F. R. Estudo de alguns métodos cldssicos de otimizacdo restrita nao linear 2012.
106 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho sao estudados alguns métodos classicos de otimizacao restrita nao linear. Sao
abordadas a formulacao matematica para o problema de otimizacao com restricoes de igual-
dade e desigualdade, propriedades de convergeéncia e algoritmos. Além disso, sao relatadas as
condigoes de otimalidade de primeira ordem (condigoes de Karush-Kuhn-Tucker) e de segunda
ordem. Estas condicoes sao essenciais para a demonstracao de muitos resultados. Dentre os
métodos estudados, algumas técnicas transformam o problema original em um problema ir-
restrito (Métodos de Penalidade, Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado). Em
outros métodos, o problema original é modelado como um ou uma sequéncia de subproblemas
quadréticos sujeito a restrigoes lineares (Método de Programacao Quadrética, Método de Pro-
gramagao Quadrética Sequencial). A fim de ilustrar e comparar o desempenho dos métodos
estudados sao considerados dois problemas de otimizacao nao linear: um problema bidimensi-
onal e o problema de minimizacao da massa de uma mola helicoidal. Os resultados obtidos sao
examinados e confrontados entre si.

Palavras-chave: Otimizacao restrita, programacao nao linear, condigdes de Karush-Kuhn-
Tucker, simulagao numérica, convergencia.
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OLIVEIRA, F. R. Study of some classic methods for constrained nonlinear optimization 2012.
106 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work some classical methods for constrained nonlinear optimization are studied. The
mathematical formulations for the optimization problem with equality and inequality constrai-
ned, convergence properties and algorithms are presented. Furthermore, optimality conditions
of first order (Karush-Kuhn-Tucker conditions) and of second order. These conditions are es-
sential for the demonstration of many results. Among the methods studied, some techniques
transform the original problem into an unconstrained problem (Penalty Methods, Augmented
Lagrange Multipliers Method). In others methods, the original problem is modeled as one or
as a sequence of quadratic subproblems subject to linear constraints (Quadratic Programming
Method, Sequential Quadratic Programming Method). In order to illustrate and compare the
performance of the methods studied, two nonlinear optimization problems are considered: a
bi-dimensional problem and a problem of mass minimization of a coil spring. The obtained
results are analyzed and confronted with each other.

Keywords: Constrained optimization, nonlinear programming, Karush-Kuhn-Tucker conditi-
ons, numerical simulations, convergence.
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Introducao

A esséncia da otimizacao é melhorar algo em um conjunto de alternativas disponiveis. Trata-se
de uma ferramenta de grande aplicabilidade que se constitui numa vasta e atraente area do
conhecimento, sendo de grande importancia para as ciéncias exatas, bioldgicas e tecnoldgicas.

A otimizacao nao é uma &area isolada, pois estd diretamente ligada com a matematica e
computacao. Antes de otimizar um problema é necessario elaborar um modelo, sendo que este
pode ser considerado o passo principal da otimizacao. O modelo nao pode ser muito simples
nem muito complexo, visto que, se muito simples podera nao representar o problema real e se
muito complexo, dificultara a busca pela solucao. A solucao corresponde aquela na qual o valor
da fungao objetivo atinge um valor extremo, isto é, um méaximo ou minimo. Em muitos casos
este valor nao é encontrado de forma analitica. Assim, é necessario usar um algoritmo numérico,
ou seja, procedimentos iterativos de calculos, que a cada passo procuram melhorar a solucao
atual, até que o 6timo seja encontrado ou que algum critério seja satisfeito. A construcao de
bons algoritmos, que resolvam problemas de otimizagao independentemente da dimensao e dos
parametros envolvidos também representa um passo importante no processo.

Existem diversos métodos de otimizacao que dependem de alguns fatores, como a natureza
da fungao objetivo (linear, ndo linear, convexa, continua, multimodal), o nimero de varidveis
de projeto (grande ou pequeno), a suavidade das fungdes objetivo e restrigdes (diferencidvel
ou nao diferencidvel), a presenca ou nao de limitagoes (restrito ou irrestrito), a quantidade de
fungoes objetivo (mono-objetivo ou multiobjetivo).

Apesar desta diversidade, os métodos de otimizacao podem ser classificados em dois grandes
grupos, os métodos baseados no calculo (Deterministic Optimization) e os métodos naturais
(Random Strategies). Pertencentes ao ultimo grupo pode-se mencionar: os métodos evolutivos
(por exemplo, Algoritmos Genéticos e Evolucao Diferencial), Recozimento Simulado (Simulated
Annealing), Busca Tabu, etc.

Na dissertagao de Brandao (2010) sao estudados alguns métodos cldssicos de busca linear
para otimizacao irrestrita. Dentre os métodos estudados, alguns minimizam uma funcao de
véarias varidveis sem o uso de derivadas (Coordenadas Ciclicas, Hooke e Jeeves com busca
linear e com passos discretos e Rosenbrock). Outros necessitam, para o calculo da direcao de
busca, das derivadas da fungao objetivo (Descida Méaxima, Newton, Davidon-Fletcher-Powell,
Broyden-Flotcher-Goldfarb-Shanno e Gradientes Conjugados).

As técnicas de otimizagao aparecem com frequéncia em diversas areas do conhecimento e as
pesquisas desenvolvidas sao diversificadas. A seguir serao citados alguns trabalhos nesta érea.

Um trabalho interessante na area da agronomia ¢ o de Lima (2009). Na sua tese ¢ feita
uma investigagao e uso de técnicas de otimizacao para o processo de coleta do palhi¢o da cana-
de-aguicar, minimizando o custo de recolhimento deste material e maximizando o balanco de
energia envolvido no processo. Para isto, é proposto um modelo de otimizagao multiobjetivo
visando escolher as variedades de cana-de-acticar a serem plantadas de forma a minimizar o
custo de combustivel e maximizar o balanco de energia do processo de recolhimento do palhigo
do campo e sua transferéncia para o centro de processamento para fins energéticos.

Outro trabalho interessante aplicado na engenharia civil é o de Rosal (2007). Na sua dis-
sertacao é proposto a construcao de um modelo de otimizacao para as redes hidraulicas de



pequeno e grande porte. O modelo é composto por uma funcao objetivo e um conjunto de
restricoes. A funcao principal do modelo é otimizar os diametros da rede em estudo, sujeitos a
restricoes que possibilitem que a demanda necessaria chegue aos pontos solicitados atendendo
aos requisitos de pressao minima, entre outros.

E por exemplos como estes que a otimizagao tem despertado o interesse de muitos estudiosos.
Muitos dos quais procuram aperfeicoar as técnicas ja existentes ou até mesmo elaborar novos
métodos com boas propriedades de convergéncia. Em Zhou et al. (2011) sdo apresentados trés
novos métodos hibridos do tipo Gradiente Conjugado nao linear, os quais geram diregoes de
busca suficientes em cada iteracao. Esta propriedade é independente de qualquer busca linear
ou da convexidade da funcao objetivo utilizada. Em condicoes adequadas, é provado que os
métodos propostos convergem globalmente para funcoes nao convexas. Os resultados numéricos
mostram que estes trés novos métodos hibridos sao eficientes para problemas especificos.

Huang et al. (2011) provam a convergéncia global do pouco conhecido método de Perry-
Shanno Quase-Newton (PSMQN) com uma nova busca linear inexata quando aplicado a pro-
blemas de otimizacgao irrestrita nao convexa. Os resultados numéricos mostram que o PSMQN
com as condicoes particulares de busca linear sao muito promissores.

O avanco das pesquisas nao se limita apenas aos métodos irrestritos. Existe grande interesse
pelos métodos restritos, uma vez que os problemas praticos contém uma ou varias restrigoes.
Pedroso (2009) na sua tese propoe um algoritmo Lagrangeano Aumentado sem derivadas para
o problema geral de otimizacao. Em seu trabalho utiliza o método introduzido por Andreani,
Birgin, Martinez e Schuverdt (Schuverdt, 2006), eliminando os célculos de derivadas ineren-
tes ao algoritmo através de modificacoes adequadas no critério de parada. Verifica-se que os
bons resultados tedricos do método, como convergencia sob a condicao de qualificacao CPLD
(Condigao de Dependéncia Linear Positiva Constante) e a limitagdo do parametro de penali-
dade, sao preservados.

Na tese de Ribeiro (2005) é discutida uma classe de métodos para programagcao nao linear.
Tais métodos, conhecidos como métodos de filtro foram introduzidos por Fletcher e Leyffer
com o objetivo de evitar o uso de fungoes de mérito, uma ferramenta comum na maioria
dos algoritmos para otimizacao com restricoes. Sao apresentados o algoritmo geral de filtro
e uma forma de calcular o passo usando a Programacao Quadratica Sequencial. Também sao
discutidos aspectos de convergéncia local, como o uso da correcao de segunda ordem para evitar
o efeito Maratos, um sério problema que pode comprometer a eficiéncia do algoritmo.

Existem varios outros trabalhos interessantes em otimizacao e a importancia desta area é
avaliada por revistas importantes, como SIAM Journal on Optimization (SIOPT), Journal of
Global Optimization, Structural and Multidisciplinary Optimization, Mathematical Program-
ming Society, Optimization dentre outras.

Neste estudo sao abordados varios aspectos inerentes a teoria da otimizacao restrita; con-
tudo, mais informagoes podem ser encontradas em Bazarra et al. (1979), Bertsekas (1982),
Bertsekas (1999), Izmailov e Solodov (2007), Fletcher (1987).

O objetivo deste trabalho ¢ estudar alguns métodos classicos de otimizagao restrita nao
linear e analisar mediante dois problemas, um tedrico e outro pratico, a eficiéncia dos mesmos.
Vale ressaltar que este trabalho foi baseado em Nocedal e Wright (2000).

Esta dissertagao esta dividida em oito capitulos estruturados da seguinte maneira:

Capitulo 1: Revisao de alguns métodos deterministicos de otimizacao irrestrita, que ne-
cessitam, para o calculo da direcao de busca, das derivadas da funcao objetivo, a saber,
Método da Descida Maxima, Método de Newton, Método dos Gradientes Conjugados e Métodos
Quase-Newton: Método DFP (Davidon-Fletcher-Powell) e Método BFGS (Broyden-Flotcher-
Goldfarb-Shanno). Por fim, para ilustrar o comportamento dos métodos é feita uma simulagao
numeérica com a funcao de Rosenbrock bidimensional.



Capitulo 2: Sao relatados alguns conceitos fundamentais da otimizagao restrita. Sendo
apresentados, formulacao geral do problema, definicoes importantes, exemplos numéricos de
problemas com restri¢oes de igualdade e desigualdade, assim como as condi¢oes de otimalidade
de primeira e segunda ordem.

Nos préximos capitulos, sao estudados alguns métodos classicos de otimizacao restrita, seus
algoritmos e propriedades de convergéncia. Os resultados obtidos sao expostos em tabelas e
graficos.

Capitulo 3: Estudo dos métodos baseados em Programacgao Quadratica: Método Comple-
mentar de Schur, Método do Espaco Nulo e Método do Conjunto Ativo para QP convexa. A
atencao ¢ voltada ao dltimo método, uma vez que, trata-se de um técnica geral utilizada para
solucionar problemas com restrigoes de igualdade e desigualdade. Mostra-se que, condicionado
a certas propriedades, o ponto 6timo z* serd uma solugao global (ou unica solucao global) para
o problema geral de Programacao Quadratica.

Capitulo 4: Sao considerados dois Métodos de Penalidade: Método de Penalidade Quadratica
e Método de Penalidade Quadratica ¢,. Para cada uma destas técnicas é apresentado um algo-
ritmo computacional.

Capitulo 5: Estudo do Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado, destacando-se
as propriedades da funcao Lagrangeana Aumentada. Mostra-se que se o multiplicador de La-
grange A estd suficientemente préximo do multiplicador étimo A\* ou se o fator de penalidade
iy, ¢ suficientemente grande entao ¥ e \**! estarao suficientemente préximos de z* e A\*. Assim

o método fornece duas maneiras de melhorar a aproximacao z*.

Capitulo 6: Estudo do Método de Programacao Quadratica Sequencial, sendo apresenta-
das a formulagao do subproblema quadratico, uma técnica de aproximacao para a Hessiana da
funcao Lagrangeana e para tornar o método globalmente convergente, o mesmo ¢ inserido na
estratégia de busca linear.

Capitulo 7: Aplicacao dos métodos de otimizacgao restrita na resolucao de um problema
pratico.

Capitulo 8: Sao feitas comparagoes entre os métodos estudados e apresentadas algumas
conclusoes relacionadas a este trabalho.

Fabiana Rodrigues de Oliveira
Uberlandia-MG, 24 de fevereiro de 2012.



Capitulo 1

Revisao: Otimizacao Irrestrita

Normalmente em um problema de otimizacao pode-se ter a presenca de uma ou varias restrigoes.
No entanto, muitos dos métodos de otimizacao restrita transformam um problema complexo
em um problema irrestrito, de solucao mais facil. Assim, neste capitulo sera feita uma breve
abordagem das principais ideias da otimizagao irrestrita e alguns métodos que posteriormente
sao aplicados na resolucao de um problema tedrico.

Para um estudo mais detalhado desta teoria pode-se consultar Brandao (2010).

1.1 Formulacao matematica e resultados importantes
Uma formulagao matematica geral para um problema de otimizagao pode ser escrita como:

. . ci(x)=0, iel
min f(x) sujeito a { @) >0 ieD (1.1)

rERM
onde,
e [ é a funcdo objetivo e ¢; sdo fungoes de restrigao. Estas fungoes sao suaves (diferencidveis)
e assumem valores reais;
e [ ¢ D sao dois conjuntos de indices das restricoes de igualdade e desigualdade, respectiva-
mente;
e x representa os parametros do projeto.

Quando I = D = (), diz-se que o problema de otimizacao é irrestrito, isto é, independe de
restrigoes. Se ou I # () ou D # (), o problema de otimizacao é dito restrito, sao aqueles onde sao
incluidas restricoes explicitas sobre as variaveis. Estas restricoes podem ser lineares, laterais,
nao lineares, ou entao combinagao destas.

Considere um problema de otimizacao que independe de restrigoes:

min f(z), =€ R" (1.2)

Em geral, antes de resolver o problema (1.2) ndo sabemos sequer se o ponto de minimo
existe. O Teorema de Weierstrass, enunciado a seguir garante a existéncia de um minimo
global quando certas condigoes sao satisfeitas.

Teorema 1.1 (Teorema de Weierstrass para existéncia de minimos) Se f : S - R ¢
uma fungao continua em um conjunto nao vazio S C R"™ que é fechado e limitado, entdo f(x)

tem um minimo global em S.

Para a demonstragao desse teorema veja Izmailov e Solodov (2007) (volume 1).

4



Observacao 1.1 Note que, quando as condi¢oes do Teorema 1.1 sao satisfeitas, a existéncia
de um minimo global é garantida. No entanto € importante mencionar que, quando elas nao sao
satisfeitas, um minimo global ainda pode existir. O teorema nao exclui essa possibilidade. A
diferenca € que nao podemos garantir a sua existéncia. Note também que, o teorema nao fornece
um método para encontrar um minimo global, mesmo quando suas condicoes sao satisfeitas, €
apenas um teorema de existéncia.

Assim o ponto dtimo do problema (1.2), se existir, serd o ponto no qual o valor de f é o
menor possivel, ou seja, um minimo global.

Defini¢ao 1.1 Um ponto z* € R™ é minimo global se f(x*) < f(x) para todo x € R"™ ou pelo
menos no dominio de interesse.

O minimo global pode ser dificil de ser encontrado, pois normalmente tem-se apenas o
conhecimento local de f(z). A maioria dos algoritmos sdo capazes de encontrar minimos locais,
isto é, pontos de menor valor de f em relacao a uma vizinhanga. Formalizando tem-se:

Definicao 1.2 Um ponto z* € R™ € minimo local (ou minimo local fraco) se existe uma vizi-
nhanga V de x* tal que f(x*) < f(z) para todo x € V.

J4 o minimo local estrito é definido como:

Defini¢ao 1.3 Um ponto z* € R" é minimo local estrito (ou minimo local forte) se existe uma
vizinhanga V de x* tal que f(z*) < f(x) para todo x € V, com x # x*.

Nas definicoes acima, uma vizinhanca V de z* é simplesmente um conjunto aberto que
contém x*.

Como pode ser visto na Figura 1.1 dentre todos os minimos, o minimo global é o menor
valor assumido pela funcao.

X2

\\A Minimos locais

X1

Minimo global

Figura 1.1: Representacao de minimos locais e global

Definicao 1.4 Uma matriz C € positiva definida se p? Cp > 0, para qualquer p € R™ e p # 0.
E € positiva semidefinida se p? Cp > 0, para qualquer p € R™.

Outro conceito muito importante em otimizagao é a convexidade. Os problemas que apre-
sentam esta propriedade sao mais faceis de serem solucionados.

Definicao 1.5 Um conjunto U C R™ é um conjunto convexo se o segmento de reta unindo dois
pontos de U estiver inteiramente contido em U. Ou seja, para quaisquer dois pontos x € U e
y € U, tem-se que

ax + (1 —a)y € U para todo a € [0, 1]. (1.3)



Definicao 1.6 Se U C R™ ¢ um conjunto convexo, diz-se que a funcao f : U — R € convexa
em U se para quaisquer dois pontos x ey € U a sequinte condi¢do € satisfeita

flazx+ (1 —a)y) <af(x)+ (1 —a)f(y), para todo a € [0, 1]. (1.4)

Definicao 1.7 Uma direcio p* € R™ é uma direcio de descida da funcdao f em x, se existe
e >0, tal que

flz+tp") < f(), para qualquer t € (0,¢]. (1.5)

As condigoes necessérias de otimalidade (optimality conditions) sdo obtidas assumindo que
x* é minimo local e que sdo conhecidos o gradiente da funcao Vf(z*) e sua matriz Hessiana
V2f(z*). As condicoes suficientes, se satisfeitas por um ponto z*, garantem que este ponto ¢
um minimo local de f.

Teorema 1.2 (Condicao necessaria de 1* ordem) Se x* é um minimo local e f é conti-
nuamente diferencidvel em uma vizinhancga aberta de x*, entao V f(x*) = 0.

Um ponto z* é dito estaciondrio de f se V f(x*) = 0. Assim, pelo Teorema 1.2, todo minimo
local é um ponto estacionario.

Teorema 1.3 (Condigao necessaria de 2* ordem) Se z* € um minimo local de f e V? f(x*)
existe e é continua em uma vizinhanga aberta de z*, entao V f(x*) = 0 e V2f(x*) € positiva
semidefinida.

Teorema 1.4 (Condigao suficiente de 2* ordem) Suponha que V?f(x*) é continua em uma
vizinhanga aberta de x* e que V f(x*) = 0 e V2f(z*) € positiva definida. Entdo x* é um minimo
local estrito de f.

Estes teoremas, baseados em cédlculo elementar sao a base para os algoritmos de otimizagao
irrestrita e suas demonstragoes podem ser encontradas facilmente na literatura especializada,
sugerimos ver Brandao (2010).

Um resultado muito utilizado no estudo dos métodos deterministicos de otimizacao é a
aproximagcao de fung¢oes continuamente diferenciaveis por série de Taylor.

Teorema 1.5 (Teorema de Taylor) Suponha que f: R™ — R € continuamente diferencidvel
e que p € R". Sejam V f(x) e V2f(x) o gradiente e a matriz Hessiana desta funcdo, respecti-
vamente. Entao

fle+p) = fx)+Vf(z+tp)p, (1.6)

para algum t € (0,1). Mais ainda, se f € duas vezes diferencidvel tem-se que

Vf(xtp) = Vi) + / V2 f(a 4+ tp)pdr, (L.7)

flo 1) = J0) + VI p+ 50 2+ o) (18)

para algum t € (0,1).



A demonstragao deste teorema (que é a jungdo do Teorema do Valor Médio com uma va-
riagao do Teorema Fundamental do Calculo) pode ser encontrada em vérios textos da literatura,
por exemplo, Lima (2006).

A seguir sdo apresentadas as ideias principais de alguns métodos deterministicos de oti-
mizacao irrestrita, os quais dependem da direcao de busca. Todos os algoritmos necessitam de
um ponto inicial z°, fornecido pelo usudrio e a partir desse ponto é gerada uma sequéncia de
aproximacoes {xk}?:o que converge para o ponto 6timo. O processo termina quando o algoritmo
nio consegue prosseguir ou quando a aproximacao {z*} satisfaz algum critério estabelecido.

Normalmente, esses critérios sao baseados em informacoes obtidas no ponto z*, e talvez,
alguns pontos anteriores. Por exemplo, para um escalar fixo pequeno 7 > 0, o método para se

2" — 2% < 7. (1.9)

Ou seja, quando o passo do método fica pequeno e acredita-se nao ser possivel melhorar
a aproximacgao a uma solucao 6tima de maneira significativa. Outro critério de parada, que é
analogo ao mencionado anteriormente, é

’f(xkﬂ) — f(ack)‘ <. (1.10)

No caso de um problema irrestrito com funcao objetivo f diferenciavel, um critério de parada
utilizado com frequéncia é dado por

VA < (1.11)

Apesar de nao serem muito confidveis, esses critérios de parada sao tipicos em métodos
computacionais, uma vez que nao existem alternativas melhores. Mesmo que nao satisfaca
nenhum dos critérios mencionados, o método deve ser parado mesmo assim, e o0 niimero maximo
de iteragoes a ser realizado é um critério implicito que pode ser adotado. Naturalmente, nesses
casos a aproximacao obtida pode nao ter nada a ver com a solucao do problema, mas é o melhor
que se pode fazer com as ferramentas disponiveis.

Em todos os métodos revisados a nova aproximagao x

" = 2k agp, (1.12)

k+1 & obtida a partir de z* por:

onde k representa o nuimero da iteracao, p* a direcdo de busca e aj um escalar positivo de-
nominado tamanho do passo ou comprimento do passo, determinado de modo a garantir um
decréscimo no valor de f.

A escolha de oy que resulte em uma redugao satisfatéria de f, pode custar muito em termos
de tempo. A escolha ideal é um minimo global do problema unidimensional definido por:

min f(z" + ap®), o> 0. (1.13)

Os métodos se diferem pela maneira como sao calculados a direcao de busca e o passo, que
influenciam no sucesso do método.
Para simplificar a notagao, denotemos

f(@*) = fi
V@b =vf . (1.14)
V2f(zh) = V2 [k
Observacao 1.2 Nas demonstracoes de alguns resultados sao utilizadas as condigoes de de-
crescimento suficiente e de curvatura, conhecidas como condi¢oes de Wolfe, dadas por:

fa® 4+ awp®) < f(@*) + man(V )P (1.15)

Vf(xk + ozkpk)Tpk > nz(ka)Tpk (1.16)
para 0 <y < 19, ondem € (0,1) eng € (m1,1).



1.2 Método da Descida Maxima

O Método da Descida Maxima é um método de busca linear (ou seja, o algoritmo escolhe uma
direcao de busca p* e partindo de z* ao longo desta direcdo busca z**!, de forma a obter um
decréscimo da fungao) e que se move ao longo da dire¢ao oposta ao gradiente

pb = -V [ (1.17)

E um dos métodos mais antigos para minimizar uma fungao e foi proposto inicialmente por
Cauchy. Apesar de sua simplicidade, tem desempenhado um papel importante no desenvolvi-
mento da teoria da otimizacao.

Para encontrar uma direcao que produz um decréscimo da funcao, utiliza-se o Teorema de
Taylor, Equagao (1.8), segundo o qual dada uma dire¢cdo de busca p e um comprimento de
passo «, tem-se

1
f@® +ap) = f(@®) + ap" VfF + EanTVQf(xk +tp)p, t € (0,a). (1.18)
O coeficiente de «, isto é, p” V f* representa a razao com que a funcdo muda ao longo da
direcao p. Assim, a dire¢ao unitaria p de decrescimento mais rapido é obtida solucionando o
problema

min p” V¥ sujeito a [|p|| = 1. (1.19)
p

Como pIV [k = |p|| |V f*|| cos@, onde 6 é o angulo entre p e Vf* ¢ facil ver que a
minimizacao ocorre para cosf) = —1 e que
A\
p=———— (1.20)
VS
Como pode ser visto na Figura 1.2, a direcao de busca é oposta ao gradiente e ortogonal as
curvas de nivel da func¢do. Estas curvas representam o conjunto dos pontos para as quais f(z)
assume valor constante.

Figura 1.2: Representacao da direcao de descida maxima

Uma das vantagens deste método é o fato de requerer apenas o célculo do gradiente V f*,
sendo de facil aplicacao. No entanto, apesar de possuir uma taxa de convergéncia elevada nas
primeiras iteragoes, torna-se muito lento ao se aproximar do ponto étimo, sendo assim pouco
utilizado em problemas praticos.



1.2.1 Convergéncia do Método

Para obter convergéncia global do Método da Descida Méxima, além de uma boa escolha para
o comprimento do passo «y, deve-se também encontrar uma boa direcao de busca. Um dos
requisitos para a escolha dessa direcao estd relacionado ao angulo 6, entre a direcao p* e —V f¥,
definido por:

(VT
IV FE(Ip# ]

O Teorema de Zoutendijk apresentado a seguir, quantifica o efeito de uma escolha apro-
priada do comprimento do passo oy e mostra que o método da descida méaxima é globalmente
convergente. Para outros algoritmos, ele descreve o quanto p* pode se desviar de V f* e ainda
gerar uma direcao globalmente convergente.

cos O = (1.21)

Teorema 1.6 (Zoutendijk) Considere uma aprovimagdo da forma z*t1 = 2% 4+ ayp* onde p*

¢ a diregcdo de descida e oy, satisfaz as condicoes de Wolfe (1.15) e (1.16). Suponha que f €
limitada em R™ e que f € continuamente diferencidvel em um conjunto aberto V' contendo o
conjunto de nivel L := {z € R™; f(z) < f(2°)}, onde 2° € o ponto inicial da itera¢io. Assuma
também que o gradiente V f € Lipschitz continuo em V| isto é, existe uma constante L > 0, tal
que

IVf(z) = V@) < Lllz -z (1.22)
para todo x,x € V. Entao
Zcos2 0,1V £¥|? < . (1.23)
k>0

Demonstragao: Da condigao de curvatura de Wolfe (1.16), tem-se que:
(VTP > ma(V )T, (1.24)
subtraindo (Vf%)Tp* de ambos os lados da desigualdade segue:

(V= VYD > (o — 1)(V 5D, (1.25)

kL gk = agp”, tem-se

Da condigao Lipschitz (1.22) e sabendo que x
(VA — v TR < g L||p" % (1.26)
Comparando (1.25) e (1.26), pode-se escrever:

(1 —m) (V7

—of < 1.27
A Tk 2
Da condigao de decrescimento de Wolfe (1.15), tem-se
Frrt < fu = m(=an) (VTP (1.28)
Substituindo (1.27) em (1.28), resulta:
V YT pk 2 \AUIE:
Jev1 < Je—m (V] v (1.29)

[ A Ao
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onde n = n;(1 —n)/L. Assim da Equacdo (1.21) a relacdo acima pode ser escrita como:

fos1 < fr —n cos® 0, ||V 5. (1.30)

Assumindo que esta expressao é valida para todos os indices menores ou iguais a k, segue que
k
fre1 < fo —772(3032 0; |1V f7|%. (1.31)
j=0

Como f ¢é limitada, tem-se que fy — frr1 € menor que alguma constante positiva, para todo
k. Entao, considerando o limite em (1.31), obtém-se

Zcos2 0|V £¥]|* < oo, (1.32)
k=0

o que conclui a demonstracao. [ |

Observagao 1.3 A desigualdade (1.23), conhecida como condi¢ao de Zoutendigk, implica que
cos® O, |V £¥|1? — 0, (1.33)

este limite pode ser usado para obter o resultado de convergéncia global dos algoritmos de busca
linear. De (1.83) seque que

Lim IV ¥ = o. (1.34)

Isto significa que se pode garantir que a norma do gradiente converge para zero se a dire¢ao
de busca nunca esteja muito proxima da ortogonalidade com o gradiente. Como no Método
da Descida Mdzxima, a direcao de busca é paralela a direcao oposta ao gradiente, seque que a
sequéncia de gradientes converge para zero, provando que a busca linear satisfaz as condi¢oes

de Wolfe.

Para estudar a taxa de convergéncia do método, serd feita uma aplicacao de um caso ideal,
no qual a funcao objetivo é uma funcao quadratica. Suponha que

f(z) = %xTSx — b, (1.35)

onde S é uma matriz simétrica positiva definida. O gradiente desta funcao e sua matriz Hessiana
sao dados por:

Vf(r)=S8Sz—b, Vf(x)=3S (1.36)
e o minimo x* é a solugao unica do sistema linear:
Sz =b. (1.37)

Seja r =b— Sx = =V f(x) o residuo. Para calcular o comprimento do passo que minimiza
f(xF — a,V f*) considere, da série de Taylor de 1* ordem, a equagao

fl@® 4+ apr®) = f(aF) — ap(r®)Trk + %ai(rk)TSrk, (1.38)
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onde 2! — 2% = qurk, VfF = —rF e V2fF = 8
Diferenciando (1.38) em relacao a ay, e fazendo a derivada igual a zero, obtém-se
Of (x* + apr®) (V5T f
ooy (VfR)TSV [k

Para quantificar a taxa de convergéncia considere a norma definida por |z||} = 27 Sx.
Utilizando o fato que Sx* = b, mostra-se que

L

slle = a7lls = fz) = f(a"), (1.40)

como pode ser visto em Brandao (2010).
Deseja-se, agora, obter uma expressao que descreve o decréscimo de f(z). Com esta fina-

= — ()Y £ (P SrF = 0 = oy = (1.39)

lidade, utilizando a definicio da norma acima e considerando que z¢*! = 2¥ — a;, V¥, segue
que:

k * (12 k+1 *12
2" =z = [l=" —2™ls =

— (:L‘k _ LE*)TS(J}k o ZL’*) .
— (ZEk . ZL‘*)TS(IEk o l'*) .
= (z" — 2 TS(aF — 2

= (aF — 29T S (a* — 2~

+ar (VTS (2% — 2

= (a8 —2)TS(z* — 2*) — (2% — 2)TS (2% — 2*) + (2% — 2*)T S, V fF +

+ak(Vf )TS(a" —at) = o (V)T SV

( ) —
( )
= (" — 2*)TS(a* — &%) —
(z" —a%) -
S( ) —

= (2" =) SV f* + (VTS (2" —2*) — af(VF) TSV f*
=20 (VFA)TS(aF — 2%) — o} (VfF)T SV f-. (1.41)
Pela Equacao (1.36) pode-se observar que V f¥ = Sz* — b. Mas b = Sz*, assim
Vit = S(" —a). (1.42)

Substituindo o comprimento do passo, dado pela Equagao (1.39) e usando a Equacao (1.42)
tem-se

[ A e =
\VALAAVAL \VAAYAVA L 2
25 s VS o)~ ((orse) (V1S9
A A P [ O A L
=eprsvp VY ey
2 (VAT = [(V5)TV 4]
(VfRTSV fF
k k712
_ vV (1.43)

(VfH)TSV fH
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Dividindo ambos os lados da igualdade acima por ||z — z*||%, resulta:

ot — [ = ot — o (V) (1.44)
l* — =13 (VETS(Vf*)(ah — a)TS(ah — %) '
Ja que S ¢ invertivel,
STV = S7IS(ak —2*) = STIVE = (2F —2%). (1.45)
Mais ainda,
(2% — ) S (2% — 2*) = (VfETS IV P, (1.46)
Substituindo (1.46) em (1.44) segue que
2
e i ol S (L7 2 L
% — =3 (VTS RV fE)TSIV fF '
donde,
: : (Vv :
ka -z ”% - "xk+1 - H% = ((ka)T,[S’ka(ka);SIka ka - H% (1.48)
Logo,
k+1

2

\V4 k TV k)2
— 2% = {1 — (vfk)Tgvjzkzvf{);S_lvfk} ka — 2|2 (1.49)

Esta expressao descreve o decréscimo exato de f para cada iteracao. O termo entre chaves
¢ dificil de ser interpretado, assim para analisar a convergéncia pode-se usar uma relagao mais
simples dada por Nocedal e Wright (2000):

k+1 *12 U —th ? k *1|2
Je =g < g ) et =l (1.50)

onde 0 < ¥, <99 < --. <49, sd0 os autovalores de S.

Observagao 1.4 Se todos os autovalores na desigualdade (1.50) sao iguais (V1 = Vy,), a matriz
S € multipla da matriz identidade e a convergéncia é obtida na primeira iteragao, visto que,
la*+ — 2*[§ < 0.

1.3 Método de Newton

A direcao de busca dos Métodos de Newton é muito importante, sendo obtida da aproximacao
de f(2* + p) por uma série de Taylor de 2* ordem, ou seja:

f@*+p)~ fu+p"V I+ %pTsz’“p = my(p). (1.51)

Considerando que a matriz V2 f* seja positiva definida, a direcio de Newton é obtida en-
contrando o vetor p que minimiza myg(p). Assim, fazendo com que a derivada de mg(p) seja
nula tem-se:

_ Omy(p)

0 ap

= VI + V2Rt (1.52)
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Logo, quando a diferenca entre f(z* + p) e my(p) ndo é muito grande, a direcio de busca é
dada por

PF = (V) (1.53)

Diferentemente do método da Descida Maxima, o comprimento do passo « pode ser associ-
ando a 1 na direcao de Newton. Assim, em muitas implementagoes do método de Newton para
busca linear adota-se a = 1. O valor de « é ajustado apenas nos casos em que nao ocorre uma
reducao satisfatoria de f.

Métodos que usam a direcao de Newton possuem uma taxa de convergéncia rapida, tipi-
camente quadratica. Apos ser encontrada a vizinhancga da solucao a convergéncia ocorre com
alta precisao em poucas iteracoes.

O Teorema 1.7 enunciado a seguir aborda a taxa de convergéncia do método de Newton. A
demonstragao pode ser vista em Brandao (2010).

Teorema 1.7 Suponha que a funcdo f seja duas vezes diferencidvel e que a matriz Hessiana
V2f(x) seja Lipschitz continua. Considere a aprozimacao x*T1 = 2% + pk, sendo p* dado pela
Equagao (1.53). Se na vizinhanga da solugdo x* as condigoes suficientes de 2* ordem definidas
no Teorema 1.3 sao satisfeitas, entdo:

1. se o ponto inicial 2° estd suficientemente prozimo de x*, a sequéncia de iteracoes x*

converge para x*;
2. a razdo de convergéncia de {x*} é quadrdtica;

3. a sequéncia de normas do gradiente {||V f*||} converge quadraticamente para zero.

Uma desvantagem do Método de Newton é que a matriz Hessiana V2 f* nem sempre é posi-
tiva definida e a direcao p* nem sempre serd uma direcio de descida. Além disso, a necessidade
de se calcular a inversa da matriz Hessiana V2 f(x) pode gerar erros e alto custo computacional.

1.4 Métodos Quase-Newton

Assim como o método da Descida Maxima os métodos Quase-Newton fazem uso apenas do
gradiente da funcao objetivo, sendo fornecido a cada iteragao. Como as segundas derivadas nao
sao necessarias, os métodos Quase-Newton em alguns casos tornam-se mais eficientes do que o
método de Newton.

A direcao de busca dos métodos Quase-Newton é dada por

(Y (1.54)

sendo Q¥ uma aproximacio da matriz Hessiana, que é atualizada apds cada passo. Esta
direcao de busca é considerada uma alternativa atrativa para o método de Newton, visto que
Q% ¢ atualizada de maneira simples levando em consideragao informagdes da curvatura do
modelo my que aproxima f; nas duas tltimas iteracoes.

1.4.1 Os Métodos BFGS e DFP

O primeiro método Quase-Newton a utilizar a aproximacao numérica para a inversa da matriz
Hessiana foi DFP (Davidon - Fletcher - Powell), mas posteriormente modificado por BFGS
(Broyden - Fletcher - Goldafard - Shanno), sendo considerado o mais popular dos métodos
Quase-Newton.
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Para entender como foram desenvolvidos os métodos DFP e BFGS, considere inicialmente
o seguinte modelo quadrético para a funcao objetivo no ponto z*

mi(p) = fic+ (V17D + 50" Qlap (1.55)

onde Q% é uma matriz n x n simétrica positiva definida que deve ser atualizada a cada iteragao.
O minimizador p* deste modelo quadrético dado por

Pt =—(Qy) 'V (1.56)
¢ usado como direcao de busca. E a nova aproximacao ¢ dada por
M = 2P g, (1.57)

onde oy, ¢ escolhido de forma a satisfazer as condicoes de Wolfe.

Este processo é semelhante ao método de Newton, a principal diferenca é que a aproximacao
Q% ¢é utilizada no lugar da verdadeira matriz Hessiana V2 f*.

Supondo que fora calculada a aproximacao ! o novo modelo quadrético é definido por

1
Mp41(p) = frr1 + (ka+l)Tp + §PTQ]1€{HP- (1.58)

Assumindo que o gradiente do novo modelo my_ 1 coincide com gradiente da fungao objetivo
nas duas ultimas iteracoes z¥ e ¥+, ou seja, Vmy, = V5! e Vi, = Vf*, chega-se que

(Nocedal e Wright (2000))
Q" =y (1.59)
sendo,
P =P — gk e b = VR v fE (1.60)
A Equagao (1.59) é conhecida como Equacio da Secante. Assim, dados v* (deslocamento) e

y* (variacao do gradiente), esta equacdo requer que y* seja uma aplicacio da matriz simétrica

positiva definida Q?l em v*. Mas isto acontece se v¥ e y* satisfazem a condicdo de curvatura

(M) >0, (1.61)
o que pode ser comprovado multiplicando (1.59) por (v*)T.

Quando a condigao de curvatura (1.61) é satisfeita a Equagao (1.59) sempre possui solugao.

Para encontrar uma solugao tinica Q'}fl, basta resolver o problema

min 1Qu — Qll sujeito a Qy = QF, Quv* =y, (1.62)
H

com QF simétrica positiva definida e (v¥)Ty* > 0.
Para o método DFP, a solucdo tinica do problema (1.62) é dada por:

= (T = oy DT = ™ 09 + o () (1.63)

sendo

(1.64)
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No método BFGS a aproximacao da inversa da Hessiana G*, deve ser simétrica positiva
definida e obedecer a Equacao da Secante (1.59), agora dada por

GFyR =P, (1.65)
A solugao mais préxima de G* é definida de forma analoga a (1.62), ou seja

min |G — G*¥|| sujeitoa G =G, Gy =" (1.66)

Sendo a solucao tinica G¥*! desse problema, dada por:
GM = (T = pu 0" (¥")")GHT = pry” (V)T) + pu 0™ ()7, (1.67)

com py definido pela Equagao (1.64).
Uma expressao geral que resume os métodos DFP e BFGS pode ser dada como:

()" +0((y*)"G*y") (¢ —-1)
((v*)Ty*)? (y*)TGry

[kak(vkz)T + Uk(kak)T} ’

Gl =Gk + vk(vk)T +

0
(vF) Ty

sendo,
Y=V VR =M ok GO =7, G2 (VAT 2T = a2F (-G FR).
Para 6 = 0, tem-se o método DFP e para # = 1 tem-se o método BFGS.

Observacao 1.5 A aprozimacao inicial G° é usualmente escolhida como sendo a matriz iden-
tidade.

Como nos métodos Quase-Newton nao se utiliza a matriz Hessiana e sim uma aproximagao
desta, eles podem ser aplicados a uma variedade maior de problemas, principalmente, aqueles
que possuem a matriz Hessiana V2 f(x) mal condicionada.

1.5 Método dos Gradientes Conjugados

O método dos Gradientes Conjugados foi proposto por Hestenes e Stiefel (1952), como um
método iterativo para a solugao de sistemas particulares de equacoes lineares, da forma:

Az = b, (1.68)

sendo A uma matriz simétrica positiva definida, x o vetor procurado e b um vetor conhecido.
Inicialmente era utilizado para resolver problemas quadraticos:
L 7 T
f(z) = 3% Az — bz, (1.69)

mas logo foi estendido para os casos mais gerais. E facil ver que minimizar (1.69) é equivalente
a obter a solugao de (1.68), visto que

0=Vf(x)= Az —0. (1.70)

Sejar = —V f(x) o residuo do sistema linear e note que para uma matriz A positiva definida,
o ponto de minimo da fungao (1.69) corresponde ao residuo nulo.
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Considere o processo iterativo dado pela Equagao (1.12), onde a direcio de busca p* = r* =

—V ¥, e a; é uma solucdo 6tima do problema dado por:

min f(z* + ar®) sujeito a a € R. (1.71)
Substituindo o termo %! = 2* + ar* na funcao quadrética, Equagao (1.69), resulta
1
fl® + apr®) = f(2®) — an(r®) ok 4 §az(rk)TA7’k. (1.72)

Para obter aj que minimiza a fungao (1.72), é necessdrio calcular a derivada de f(z*™') em
relacao a ay e igualar a zero, isto é

d
0= 5:,;1 = —(r"TrP 4 ap(rM)T Ar® (1.73)
G

Com o proposito de melhorar a taxa de convergéncia do processo descrito acima, considere
a aproximacao

2* T = 2k 4 agd”, (1.75)

sendo a direcao de busca d* distinta do vetor residuo, isto é, d* # r* = b — Az*.

A ideia é encontrar, em cada iteracdo, um vetor direcao d*, que seja linearmente indepen-
dente dos vetores anteriores (d°,d*, - - ,d*71) e que faga com que x*™! minimize f(x) no espaco
gerado pelo vetor d ja definido. Assim,

2* = min f(2* + M), (1.76)

onde My é a matriz cujas colunas sao os vetores d°,d',--- ,d* e w é o vetor de pesos em cada
iteracao.
Para obter uma expressao para o método, considere:

" = 2F + Mw, (1.77)

substituindo z**! na funcao quadrética (1.69), encontra-se uma expressao similar a Equacio
(1.72), ou seja:

f) = faF) — (0 Myw + le(Md)TAde. (1.78)

[\]

Derivando f(z**1) em relacdo a w e igualando a zero, obtém-se o ponto de minimo, dado
por:

—(r*)" My + @ (Mg)" AMy = 0 (1.79)

= W= [(Md)TAMdTl (Mg)*r". (1.80)
Desta forma, a aproximacdo z**! para o método dos Gradientes Conjugados é dada por:

2 =k My [(Mg)TAM,) (M) (1.81)
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1.5.1 Obtengao dos vetores conjugados (d’)
Primeiro note que r**! é ortogonal aos vetores d’ (colunas da matriz My), de fato,
(Ma)Tr = (My)" (0 — Az™*)
= (My)Th— (My)T Az
= (Mo)"b— (M) Aa* + My [(Ma)"AM] ™ (M)" )
= (Ma)"b — (Ma)" Az* — (Mq)" AM, [(Ma) " AM,) ™ (Mg)"r*
)
)T

55

= (Mg)"(b— Ax*) — (My)"r*
— (Md T k (Md)TTk

= 0, (1.82)
logo, r**1 é ortogonal aos vetores colunas d' que formam My, isto é, (d/)Tr**! = 0, para
1=1,2,--- k.

Se nas iteracoes anteriores, os valores de 27, j = 1,--- , k, também forem obtidos de modo a
minimizar f(x/~" + Mgw;_;), (1.83)

concluimos, por inducao, que (d?)r* = 0 para j < 4. Substituindo este termo na expressao de
¢ Equagao (1.81), resulta:

2= 2 4 (05T My [(Ma)TAM,) " eF, (1.84)

onde e corresponde & k-ésima coluna da matriz identidade de ordem k, utilizada para tornar
as dimensoes compativeis.

Visando simplificar e facilitar os cdlculos, é possivel fazer com que a matriz (My)T AM, seja
diagonal. Para isto, basta exigir que os vetores d’ sejam A-conjugados, ou seja

(dYTAd? =0, para i # j. (1.85)

Considerando que o processo iterativo é dado por 2**1 = 2¥+ay.d*, pode-se obter as direcdes
A-conjugadas, fazendo:

e Escolha d° = rY (aplicando o método da Descida Méxima);

e Defina r* como uma combinacao linear das direcoes d°, d', - -- ,d* de modo que:
k-1
=0
Multiplicando a Equagao (1.86) por (d*)T A parai=1,--- ,k—1, e sabendo que as diregoes
sao A-conjugadas, tem-se:
k—1
(d)"Ad* = (&) Ar* + ) Biy(d) AP = 0
=0

(d)TAr* + Bri(d)TAd' = 0,
assim,

—(di)TATk

Bri = (dTAd (1.87)
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Agora, observe que:
(Tk)TTi—H — (Tk)T(Ti _ OézAdz)

— (Tk)T,ri o Oéi(Tk)TAdi

(rk)TTi _ (Tk)TTiH

= (MTAd = —~ (1.88)
Como (r')TrJ sdo ortogonais segue que, (r')7r/ =0, para i # j e de (1.88) resulta
(r*YT Ad' = 0. (1.89)

Substituindo (1.89) em (1.87), segue que, fr; = 0 para i = 1,2,--- |k — 2, ou seja, apenas
Brx—1 # 0. Assim, da Equagao (1.86) resulta

d* ="+ Bpp1d (1.90)
fazendo By x—1 = Bk segue que,
d* = rF + Bpd" 1. (1.91)

Da Equacao (1.87) e sabendo que (r*)T Ad*= = —(r¥)Tr* /oy, obtém-se

(rF)Trk 1
P = ( o1 (&) T Adk—1 (1.92)
mas, da Equagao (1.74) vem que
(dF1)T k1
Assim, substituindo (1.93) em (1.92) e sabendo que (d*~1)Trk=1t = (pF=1)Tpk=1 regulta
I 112
B = T=TER (1.94)

1.5.2 Método do Gradiente Conjugado Nao Linear (Fletcher-Reeves)

O método de Fletcher-Reeves é um caso particular dos gradientes conjugados e pode ser utili-
zado para minimizar fun¢oes convexas ou mesmo problemas nao lineares. Com esta finalidade
sao necessarias algumas mudancas simples, em relacao as ideias apresentadas acima.

Primeiro deve-se realizar uma busca unidimensional para obter o ponto oy, que minimiza a
funcao objetivo ao longo da direcao d*. Assim, a aproximacao z**! ¢ dada por

o* = 2F 4 agd”, (1.95)

sendo ap = min f(z* + ad*) para a € R. O residuo r* deve ser substituido pelo gradiente da
fungao objetivo e a Equagao (1.91) serd reescrita como:

d* = =V f(a") + Bpd" . (1.96)

O escalar 3, garante que as direcoes d* e d*~! sao conjugadas. No método de Fletcher-Reeves
este valor é obtido por uma simples adaptacao da Equacao (1.94), isto é

rr_ _IVfEY)]]

ko= W (1.97)
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Observacao 1.6 FEzxistem outros métodos particulares de gradientes conjugados que se diferen-
ciam pela escolha de By. Dentre eles, pode-se citar, o método de Hestenes e Stiefel usado quando
f € nao linear ou quadrdtica e o método de Polak e Ribiene utilizado quando sao realizadas
buscas lineares exatas. Os valores de By para os métodos sao dados respectivamente por:

" Oszf(QJk+1)le PR Vf(l‘k+1)le
Vo= v e ATAaTaE (1.98)
(P IV f(F)]]
sendo
P =Mt — 2 1P = V(M) — V(b (1.99)

1.6 Simulacoes Numéricas

Para compreender melhor os métodos revisados, sera feita uma aplicacao. Considere a funcao
conhecida como fung¢ao Rosenbrock de dimensao 2, dada por:

f(z) =100(xy — 23)* + (1 — 7). (1.100)

Observe que, a solugao étima deste problema ¢ z* = [1 1]7 com valor étimo f(z*) = 0. A
Figura 1.3 mostra seu grafico, suas curvas de nivel e a solugao étima.

0

Figura 1.3: Grafico e curvas de nivel da fungao f(x) = 100(xe — 2%)* + (1 — z1)?

Os calculos para cada método foram desenvolvidos através de cédigos computacionais im-
plementados em Matlab®. A busca unidimensional foi realizada usando o Toolbox fminunc
do Matlab®. Em todos os algoritmos sera adotado 2° = [-0,5 1,5]T como ponto inicial e
|V f(z*)|| < 0,001 como critério de parada.

Os problemas utilizados em todas as simulagoes numéricas sao muito simples sendo o tempo
de execucao de ordem milisegundos, portanto este nao é um fator importante para a comparacao
dos diferentes métodos. Assim, nao sera computada na apresentacao dos resultados.

Método da Descida Maxima

Considerando o problema definido por (1.100), deseja-se minimizar a func¢ao f utilizando o
Método da Descida Maxima. A direcao de descida para esta funcao é dada por:

400z129 — 40023 — 211 + 2

P =-Vfx) = : (1.101)
—200z5 + 20022
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A Tabela 1.1, apresenta os calculos para minimizar o problema. Observe que o processo
foi interrompido na 477% iteragao, visto que, |V.f(z"7)|| = 0,0007 < 0,001. Assim, o ponto
24 = 10,9993 0,9995]7 é escolhido como uma boa aproximacao para z*. O grande ntimero
de iteragoes mostra que, para este problema, o algoritmo se tornou muito lento. Esta é uma
caracteristica propria do método, apds algumas iteragoes ele se torna muito lento.

Iteracao k ()T f(z") Qg )" V£
0 [-0,5 1,5] 158,5 0,0020 [-247  -250] 351,4385
1 [-0,9958 0,9982] 3,9875 0,7571 | [1,3417 -1,3305] 1,8896
2 [0,0200 -0,0091] 0,9694 0,5075 | [1,8841 1,8952] 2,6724
476 [0,9990 0,9986] | 0,5089x10~% | 0,4998 | [0,2841 -0,1412] 0,3173
477 | [0,9993 0,9995] | 0,5589x10°° | 0,0001 | [0,0030 0,0060] | 0,0007

Tabela 1.1: Método da Descida Méaxima aplicado a funcao de Rosenbrock bidimensional

Método de Newton

Agora deseja-se minimizar f usando o método de Newton. A direcao de busca é dada por

(1.102)

200z, — 20022

—400z5 + 120022 +2  —400z; |7 [ —400z122 + 40023 + 227 — 2
— 400z, 200

A Tabela 1.2 resume os calculos do método. Pode-se notar que o processo foi interrompido
na 16* iteragao, visto que, ||V f(z'%)|] = 0,0009 < 0,001 obtendo z'6 = [1,00001 1,00002]"

como aproximacao 6tima na qual a funcao objetivo vale 0,6032x107°.

Iteracao k ()T f(2F) Qy ("7 [V f(=P)]]
1 [-0,5 1,5] 158,5 0,9999 [-0,0060 -1,2440] 351,4385
2 0,5060 0,2561] 22631 | 0,1228 [1,5282 -1,5467] 2.0074
3 -0,3184  0,0663] 18617 | 14521 | [0,1643 -0,0695] 9,9965
15 [1,00002 1,00004] 0,2414)(10_8 0,5 [-0,2000 -0,4449]><10_4 0,0020
16 [1,00001 1,00002] 0,6032x 10" 0,5 [-0,0999 —0,2222]><1074 0,0009

Tabela 1.2: Método de Newton aplicado a funcao de Rosenbrock bidimensional

Métodos Quase-Newton

Novamente, considerando o problema definido em (1.100), a fungao f serd minimizada
pelos métodos Quase-Newton. Primeiro sera aplicado o método DFP e em seguida o método
BFGS. A Tabela 1.3 resume os célculos do método DFP no qual o processo foi interrompido
na 21?* iteragao, ja que ||V f(z?")|| = 0,0006 < 0,001. A aproximagdao Stima encontrada é
2?1 =0,99995 0,99991]7 onde a funcio objetivo vale 0,2335x1075.

A Tabela 1.4 resume os calculos do método BFGS. Agora o algoritmo foi interrompido na
24% iteragao, visto que, |V f(2?!)|| = 0,0009 < 0,001. Como aproximagao étima obteve-se o
ponto x?* = [0,99999 0,99999]7 onde a fungao objetivo vale 0,5055x107°.
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Iteracao k (=z")" f(@®) v ()" [V £(=M)]]
1 [0,5 1,5] 1585 0,0020 [247 -250] 351,4385
2 [-0,0958  0,9982] 39875 | 0,7546 | [1,3370 -1,3353] 1,8896
3 [0,0132 -0,0094] 0,9830 | 3,4895 | [0,0101 -0,0033] 2,7182
20 0,00991 0,99981] | 0,9310x10~5 | 0,5 | [0,0012 0,1854]x10~3 | 0,0012
21 0,99995 0,09991] | 0,2335x10° | 0,5 | [0,4567 0,9290]x10~% | 0,0006

Tabela 1.3: Método Quase-Newton (DFP) aplicado a fungao de Rosenbrock bidimensional

Iteragao k (z5)" f(=h) ay, )" V(M)
1 [05 1,5] 1585 0,0020 [-247  -250] 351,4385
2 [0,9958 0,9982] 3,9875 | 0,7546 | [1,3371 -1,3353] 1,8896
3 [0,0132" -0,0094] 0,9830 | 34861 | [0,0110 -0,0033] 27182
23 0,09999 0,99997] | 0,1967x10—° | 0,5 | [0,1427 0,3270[x10~* | 0,0019
24 0,99999  0,99999] | 0,5055x10° | 0,5 | [0,0553 0,1323]x10* | 0,0009

Tabela 1.4: Método Quase-Newton (BFGS) aplicado a fungao de Rosenbrock bidimensional

Método dos Gradientes Conjugados

A fungao f definida em (1.100) serd minimizada pelo método dos Gradientes Conjugados.
Um resumo computacional do método utilizando o S dado por Fletcher e Reeves é dado na
Tabela 1.5. Em cada iteragao, d"* e d* sao dados respectivamente por —V f(z') e =V f(2?)+ S d",
sendo que 1 = [V f(z*)[*/IIV f(z")[]*.

O processo foi interrompido na 33* iteragao, visto que, ||V f(233)|| = 0,0002 < 0,001. Assim,
o ponto ¥ =[0,99996 0,99992]7 é considerado uma boa aproximagao para o Gtimo.

Considerando os quesitos iteracoes e proximidade com relagao ao 6timo para o problema
(1.100), o Método de Newton se mostrou o método mais eficaz dentre as técnicas aqui revisadas.
Entretanto, é bom lembrar que em outras aplicacoes os métodos podem ter um comportamento
diverso e o Método de Newton pode nao ser convergente devido ao mal condicionamento da
matriz Hessiana.



22

[RUOISUSWIPI( YD0IqUasOY] op ordunj & opeorjde SOpeSNn(uo,) sejuaIpelr) sop opoRIN G’ B[R],

¢—0T X Z6VT1°0
20000 | ¢ 0Tx[2Te10- ¢891°0) | [26666'0 96666°0] e
9—0TX8IFZ 0
[26666°0  96666°0) | ¢ 0TX8F6°0 | [082T0-  T.80°07] L0210 02200 186000~ L6T0°0) [%0000°T  #0000°T] 4
06T0°T
[6£0Z°¢  996L°T] eTIeT [69€9°0-  0Z9T 0] 6S7€°0 6,950 92070 S00%°0) [26£0F  €600°C] ¢
T610°T
(26607  €600°C] | - OTXTIF6E0 | [2929°0- ¥689°0] | ¢ OTX0SCL0 | 95960 27290 21690 [C6£0F  0600°C] é
G‘8ST
6207 0600°C) T010°0- l0sz-  L¥g- — GRET 1CE losz  L¥T] [¢‘T <0 T
(1147 10 2(4P) g/ [(42)f Al L@aih (42)f y
1 (4) oedeId|




Capitulo 2

Fundamentos da Otimizacao Restrita

Uma formulacao matematica para um problema de otimizacao na presenca de restrigoes, é dada
por:

: . ci(x)=0, iel
min f(x) sujeito a { @) >0 ieD (2.1)

zeR”
onde f, ¢;, D e I sdo definidos como em (1.1).
O conjunto dos pontos x que satisfazem as restri¢oes é denominado conjunto vidvel e serd
denotado por

Q=A{x| ¢i(x) =0,i€I; ¢;(x) >0, i€ D}, (2.2)
assim o problema (2.1) pode ser reescrito de forma compacta, como

min f(x). 2.3
min /(2 (23)

Para os problemas restritos as condigoes de otimalidade sao relacoes entre as derivadas da
funcao objetivo e as derivadas das fungoes que definem as restricoes. Estas condigoes sao de
dois tipos:

e (Condicoes Necessdrias: sao as condicoes que devem ser satisfeitas por qualquer solucao.

e Condicoes Suficientes: sao aquelas que, se satisfeitas para um certo ponto x*, garante que
x* é de fato uma solucao.

No Capitulo 1, viu-se que quando se deseja encontrar o 6timo de uma funcao, na verdade
a busca é pelo ponto de minimo global. Serd que para os problemas restritos esta busca torna-
se mais facil? De modo geral, encontrar o minimo global nao é uma tarefa facil, visto que,
um problema pode conter varios minimos locais e isto dificulta a convergéncia do algoritmo.
Entretanto, segundo Nocedal e Wright (2000) quando sao adicionadas restri¢oes esta situacao
pode ser melhorada, visto que, o conjunto vidvel exclui muitos minimos locais.

Considere, agora, as seguintes definicoes.

Defini¢ao 2.1 Um ponto z* € uma solugao local do problema (2.3) se x* € Q e existir uma
vizinhanga V de x*, tal que, f(z) > f(z*) para x € VN Q.

Definicao 2.2 Um ponto x* € uma solugdo local estrita (ou solugdo local forte) se z* € Q e
existir uma vizinhanga V' de x*, tal que, f(x) > f(x*) para todo x € VN Q) com x # x*.

Definicao 2.3 Um ponto x* € uma solugao local isolada se x* € Q) e existir uma vizinhanc¢a V
de x*, tal que, x* € a unica solugao local em V M.

23
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2.1 Analises preliminares sobre problemas restritos

Para introduzir as nogoes basicas da otimizacao restrita sao dadas algumas definicoes impor-
tantes e considerados trés exemplos. As ideias sao apresentadas de maneira informal, para que
depois sejam introduzidos os conceitos de forma rigorosa.

Observagao 2.1 (Suavidade das fungées) A suavidade da funcgdo objetivo e das restrigoes
sao importantes na obtencao das solugoes. FEsta propriedade garante que a fungao objetivo e
todas a restricoes possuam um comportamento razoavelmente previsivel, o que possibilita aos
algoritmos realizarem boas escolhas para as direcoes de busca.

O grafico das fung¢oes nao suaves possuem “bicos ou saltos” enquanto que as suaves nao
possuem. Ao representar graficamente a regiao viavel de um problema restrito, pode-se observar
varios bicos. Mas, isto significa que as funcoes de restricao que descrevem estas regioes nao sao
suaves? A resposta frequentemente é nao, porque bordas nao suaves podem ser descritas por
um conjunto de funcoes suaves. Por exemplo, a Figura 2.1 representa uma regiao viavel do R2,
descrita pelas restrigoes suaves:

r1+re<1; r1—a2<1; —x1+w2<1; —11 —22 <L (2.4)

Note que, cada uma das quatro restricoes representa um lado da regiao viavel. Esta regiao
apresenta bicos, no entanto, todas as restrigoes sao suaves.

X3

X4

Figura 2.1: Regido viavel do R?, descritas pelas inequagoes (2.4)

Observacao 2.2 Geralmente um problema irrestrito nao suave pode ser reformulado como um
problema restrito suave. Por exemplo, considere o problema:

f(z) = max(2?, z). (2.5)

Uma formulacao restrita suave para este problema, é obtida adicionando uma varidvel arti-
ficial t e escrevendo

t>x

> 2 (2.6)

mint sujeito a {

Defini¢ao 2.4 (Restrigoes Ativas) Um conjunto ativo para wm ponto vidvel consiste da
reuntao dos indices das restrigoes de iqualdade v € I e dos indices das restricoes de desigualdade
i € D para o qual ¢;(x) =0, isto €,

A(x) =1TU{i € D| ¢(x) =0}. (2.7)

Em um ponto vidvel z, a restricio de desigualdade i € D € dita ser ativa se ¢;(x) = 0 e inativa
se a desigualdade estrita c;(x) > 0 for satisfeita.



25

Veja agora alguns exemplos de problemas que apresentam restrigoes.
Exemplo 2.1 (Uma restrigao de igualdade) Considere o seguinte problema
min (z; — 2)® + (25 — 1)*  sujeito a 27 + (v, — 1) =1 =0. (2.8)

De acordo com a formulagao (2.1), tem-se que f(z) = (z1—2)*+(z2—1)%, D = {0}, I = {1}
e ci(x) = 2% + (v — 1)* — 1. A regido vidvel para este problema é o circulo de raio 1 e centro
(0,1) e a solucao 6tima x* = [1 1]7, como pode ser visto na Figura 2.2!. Note que, a regido
viavel é a fronteira do circulo e nao o seu interior.

Curvas de

" nivel de fix)

Otimo se
restricdo

Figura 2.2: Representacao da regiao viavel do Exemplo 2.1

Por célculos elementares ,

e Vey(z) = [ 20 ] : (2.9)

—2 2
Vfx*) = [ 0 ] e Ve (2*) = [ ] : (2.10)

Assim, existe um escalar A\ = —1, tal que:
Vf(z*) = AV (zh). (2.11)
Como A} # 0, os vetores V f(z*) e Ve (2*) sdo paralelos.

A Equagao (2.11) pode ser obtida analisando a aproximagcao em série de Taylor de 1* ordem
para as fungoes objetivo e restrigdo. Para manter a viabilidade da fungao ¢;(z) = 0 em torno
do ponto z, impoe-se que exista um vetor @ (nao nulo) tal que ¢;(x 4+ @) = 0;

0=ci(z+a)~c(z) + Ve (z)'a = Ve (2) " a. (2.12)
Assim, o vetor @ continua vidvel em relacdo a ¢;(x), em uma anélise de 1* ordem, quando:

Ve () a = 0. (2.13)

10s vetores V f(z*) e Vep(2*) tem comprimento 2, na figura sé foi representada a diregdo de ambos vetores
€ nao o comprimento real.
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Deseja-se também que u produza um decréscimo em f, para isto deve-se ter:
0> flx+a)— f(z) = Vf(x)'a, (2.14)
donde
Vf(z)'u <o. (2.15)

A existéncia de um vetor de comprimento pequeno @ que satisfaga a igualdade (2.13) e a
desigualdade (2.15) sugere a existéncia de uma diregao d (de comprimento nao pequeno) com
as mesmas propriedades, a saber,

Ve (x)Td=0e Vf(z)'d < 0. (2.16)

Se por acaso, nao existir uma diregao d satisfazendo (2.16), entdo x* sera considerado um
minimo local. A unica maneira disto acontecer é quando a condigao V f(z) = A\ Ve (z) for
satisfeita para algum escalar \;.

A func¢ao Lagrangeana,

L(x, ) = f(z) — My (), (2.17)

¢ muito utilizada no estudo dos problemas de otimizacao restrita.

Observe que, V,L(z, A1) = Vf(z) — A\ Ve (2); assim, para que a solucao 6tima z* satisfaga
a Equacao (2.11), deverd existir um escalar A}, tal que, V, L(z*, A\]) = 0. Isto significa que é
possivel obter a soluc¢ao do problema (2.8) procurando os pontos criticos da func¢ao Lagrangeana.
O escalar A\; é denominado multiplicador de Lagrange para a restrigao c;(z) = 0.

Exemplo 2.2 (Uma restrigao de desigualdade) Considere uma simples modificagao na res-
tricdo do problema (2.8), isto é,

min (z; — 2)% + (22 — 1)*  sujeito a 1 — 2% — (5 — 1)? > 0. (2.18)

A regiao viavel é formada pela fronteira do circulo e seu interior como representado na
Figura 2.3. A solugao 6tima ainda continua sendo z* = [1 1]7 e a Equacio (2.11) é valida

para A} = 1.
4 R g B T gy
3 ¢ - Curvas de
/ | 7 nivel de fix)

Ctima sem
restricao
.*.

4

Figura 2.3: Representacao da regiao viavel do Exemplo 2.2
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Como no Exemplo 2.1, dado um ponto x na regiao viavel (nao 6timo) é possivel encontrar
um vetor de comprimento pequeno %, de modo que, x permaneca na regiao viavel. Como antes,
o vetor @ provocard um decréscimo em f se Vf(z)Tu < 0. Entretanto, 4 pertence a regiao
viavel se:

0<ci(z+a)~c(r)+ Ve (r)a, (2.19)
assim, para a analise de 1* ordem, a viabilidade é obedecida quando:
c1(z) + Vey(z)Ta > 0. (2.20)

Se existir um vetor @ que satisfaga ambas Inequagdes (2.15) e (2.20), tem-se dois casos a
considerar, ilustrados na Figura 2.4.

Figura 2.4: Dois pontos vidveis onde a restricao é ativa e inativa

Caso 1: Considere x no interior do circulo, assim ¢;(z) > 0. Neste caso, qualquer vetor «
satisfaz (2.20), desde que, seu comprimento seja suficientemente pequeno. Na verdade, sempre
que V f(z) # 0, pode-se obter um vetor @ que satisfaga ambas Inequagoes (2.15) e (2.20), basta
tomar u = —a'V f(x), para qualquer escalar positivo « suficientemente pequeno. Entretanto,
nao é possivel obter um vetor u com estas caracteristicas quando

Vf(z) = 0. (2.21)

Caso 2: Considere agora o caso em que z estd na fronteira do circulo, logo ¢;(z) = 0.

Figura 2.5: Representacao das regioes R e Ro
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Das Inequagoes (2.15) e (2.20), obtém-se que
V@) a<0 e Ve (x)Ta > 0. (2.22)

A primeira condicao descrita em (2.22) define um meio espago aberto, enquanto a segunda
condigao define um meio espaco fechado, como ilustrado na Figura 2.5. Pela mesma figura ¢é facil
verificar que a intersecgao das duas regices Ry = {u| Vf(z)"u < 0} e Ry = {u| Vei(z)Tu > 0}
é vazia apenas quando V f(x) e Vep(x) possuem a mesma diregdo e mesmo sentido no ponto,
ou seja,

Vf(x) = \MVe(x), para algum Ay > 0. (2.23)

Observe que o sinal do multiplicador de Lagrange desempenha um papel importante. Se
a Equagao (2.11) é satisfeita para um valor negativo de Aq, entdao V f(x) e Vep(z) possuiriam
sentidos opostos no ponto.

As condigoes necessarias de otimalidade (optimality conditions) para ambos os Casos 1 e 2
podem ser expressas de uma forma simplificada, usando a fungao Lagrangeana, Equagao (2.17),
de modo que

V. L(x", A7) =0, para algum \] >0 e (2.24)

1e(z*) =0. (2.25)

A Equagao (2.25) é conhecida como condi¢do de complementaridade, e indica que o multi-
plicador de Lagrange \; pode ser estritamente positivo apenas quando a restricao ¢; é ativa.
Condicoes deste tipo sao fundamentais na otimizacao restrita. Para o Caso 1, tem-se que
c1(x*) > 0, assim as condigoes (2.25) e (2.24) reduzem a A} = 0 e V f(z*) = 0, como exigido em
(2.21). Para o Caso 2, A} pode assumir qualquer valor ndo negativo uma vez que, ¢;(z*) = 0,
portanto (2.24) torna-se equivalente a (2.23).

4 e 4—
_/-ﬂ_ﬂ_'_'—h\
N7 /\ ——
| 7 nivel de f{x)

Gtima sem
restrigao

. —

A 0 1 2 3 4

el b

Figura 2.6: Representacao da regiao viavel do Exemplo 2.3

Exemplo 2.3 (Duas restrigoes de desigualdade) Considere agora o problema

— 23— (2a —1)2>0

120 (2.26)

min (z; — 2)® + (23 — 1)*  sujeito a { L

A regiao viavel é metade do disco, como pode ser visto na Figura 2.6. E facil ver que a
solugao é z* = [1 1]T e que neste ponto ambas restricoes sao ativas.



29

Repetindo os mesmos argumentos dos exemplos anteriores para um ponto x pertencente a
regiao viavel, a direcao d deve satisfazer as seguintes condigoes:

Vei(z)'d >0, i€ D=1{1,2} e Vf(x)'d <0. (2.27)

No entanto, para x* = [1 1]7 nao existe uma direcao d que satisfaz as condigoes (2.27)
simultaneamente. Logo z* = [1 1] ndo é uma solucao étima.

Considere agora a funcdo Lagrangeana e sua derivada (para cada restricao adicionada é
incluido um termo adicional \;¢;). Assim

L(x,\) = f(z) — Mcr(x) — Aacao(z), (2.28)

onde A = [A\; Xo]T é o vetor dos multiplicadores de Lagrange. Generalizando a Equacao (2.24)
para este exemplo, tem-se que

V.L(z*, \*) =0, para algum A* > 0. (2.29)

A desigualdade A* > 0 indica que todas as componentes de \* nao sao negativas. Aplicando a
condigao de complementaridade (2.25) para ambas restrigoes de desigualdade, obtém-se:

Aei(z*) =0 e Ajea(z™) =0, (2.30)

para z* = [1 1]T, resulta que

—2
v - |

-2 0
, Ve (z¥) = [ 0 ] , Veo(z") = [ ] : (2.31)

assim,

V.L(x"N) =0 = Vf(z")— MVea(z") — AVe () =0
~ N\ — X - . (2.32)
0 0 1 0

—24+2X\ =0
{ oo (2.33)

=

Resultando no sistema,

Logo, \* = [1 0]T. Este vetor de multiplicadores satisfaz (2.29), pois ambas as componentes
sao nao negativas.

Para o estudo das condicoes de otimalidade, é necessario analisar o comportamento da
funcao objetivo numa vizinhanca de uma solugao, assim como a estrutura do conjunto viavel
nessa vizinhanca. Neste contexto, as nogoes de diregoes tangentes e diregoes viaveis linearizadas
sao muito importantes.

Defini¢ao 2.5 O wetor d é dito ser uma dire¢ao tangente (ou vetor tangente) a Q por um
ponto x se existir uma sequéncia vidvel {z*} aprozimando x, isto é, ||zF — z|| < e parac >0 e
uma sequéncia de escalares positivos {ty} com tp — 0, tal que

L
lim
k—o00 tk

= d. (2.34)



30

Q

v\—/'

To(x*)

Figura 2.7: O cone tangente em relacao ao conjunto {2 no ponto z* € 2

O conjunto de todas as direcoes tangentes a €2 por z* é um cone denominado cone tangente
e serd denotado por To(z*). Por se tratar de um cone, possui a seguinte propriedade:

w e To(z*) = aw € To(x™) para algum & > 0. (2.35)

A Figura 2.7 representa um cone tangente tipico, quando o ponto x* estd na fronteira do
conjunto €.

Definigao 2.6 Dado um ponto vidvel x e o conjunto dos indices das restri¢ées ativas A(x) da
Defini¢ao 2.4, o conjunto das dire¢oes vidveis linearizadas F(x) € dado por

d'Vei(x) =0, para todo i € I, } (2.36)

d"Vei(x) >0, para todo i € A(x) N D

Fa) = {a
Para compreender melhor esta definicao, posteriormente sera visto um exemplo.

2.2 Condicoes de otimalidade de primeira ordem

Nesta secao sao abordadas as condigoes necessarias de otimalidade de primeira ordem e através
de um exemplo serd mostrado como estas condigoes sao satisfeitas.
Antes disso, considere a fun¢ao Lagrangeana (geral) definida para o problema restrito (2.1):

Lz, N) = f(x)— > Nici(x). (2.37)

As condicOes necessarias definidas no teorema a seguir sao denominadas condicoes de pri-
meira ordem porque elas sao baseadas nas propriedades do gradiente da funcao objetivo e
do gradiente das funcoes de restricao. Estas condigoes sao a base para muitos algoritmos da
otimizacao restrita.

Teorema 2.1 (Condicao necessaria de 1* ordem) Suponha que x* seja uma solugdo local
do problema (2.1), que as fungoes [ e ¢; sejam continuamente diferencidveis e que o conjunto
dos gradientes das restri¢oes ativas {Ve¢;(z), i € A(z)} em z* seja linearmente independente.
Entao, existe um vetor de multiplicadores de Lagrange, com componentes \;, 1 € 1 U D, tais
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que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas em (x*, \*):

V.L(x", X)) = 0, (2.38)
¢i(z*) = 0, para todo i€ 1, (2.39)
ci(x*) > 0, para todo i € D, (2.40)

A; > 0, para todo i € D, (2.41)
Aci(z*) = 0, para todo i€ DUI. (2.42)

As condigoes (2.38 a 2.42) s@o conhecidas como as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker, ou
simplesmente condi¢oes KKT. As condigoes (2.42), como ja mencionado, sdo denominadas
condigoes de complementaridade, e indicam que ou a restrigao ¢; é ativa ou A} = 0, ou possi-
velmente ambos. Em particular, os multiplicadores das restricoes de desigualdade inativas sao
nulos, podendo ser omitidos da Equacao (2.38) os termos para os quais i € A(x*). Assim, esta
condicao pode ser reescrita como

0=V,L(x"\)=V[f(*)— Y \Ve(x"). (2.43)
1€A(x)

Observagao 2.3 A condi¢ao de independéncia linear dos gradientes das restri¢oes ativas, im-
posta como hipotese do Teorema 2.1 é uma condicao de qualificacdo. Uma condi¢ao de
qualificagcao é uma propriedade sobre os pontos do conjunto vidvel €2 que, quando satisfeitas
por um minimizador local, garante que as condicoes KKT sao satisfeitas neste ponto.

A demonstracao do Teorema 2.1 sera feita posteriormente. Primeiramente sao vistos alguns
resultados importantes para a demonstracao.

Defini¢ao 2.7 (Condigao de complementaridade estrita) Dada uma solugdao local z* do
problema (2.1) e um vetor \* satisfazendo (2.38 a 2.42), diz-se que a condigao de complemen-
taridade estrita é satisfeita se, para cada i € D, \f = 0 ou ¢;(x*) = 0, mas ndo ambos. Em
outras palavras, tem-se que Af > 0 para cada i € D N A(x*).

Quando esta condicao é satisfeita fica facil para o algoritmo determinar o conjunto ativo
A(x*) e convergir rapidamente para a solugao 6tima x*. Veja um exemplo ilustrativo para as
condigoes KKT.

Figura 2.8: Restrigoes de desigualdade do Exemplo 2.4
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Exemplo 2.4 Considere o problema
, ) () >
5 1 =1- >
min (z; — - | + (22— sujeito a &(r)=1—a+2, 20 . (2.44)
z 2 2 (z) = >
()

Pela Figura 2.8, vé-se que a solugao 6tima é x* = [1 0]7. Neste ponto as restrigoes ¢
e ¢y s@o ativas, visto que, ¢;(z*) = ca(z*) = 0 e as restrigdes c3 e ¢4 sdo inativas, ja que,
c3(x*) = ey(x*) = 2.

Tem-se que, Vf(z*) = [-3 —1]T, Ve (2*) = [-1 —1]T e Vep(z*) = [-1 1]T. Assim,
fazendo a substituigao, em (2.43), resulta:

BB R RS

34+ M+ XA =0
_1+)\1—)\2:O '

Dai segue que,

(2.46)

Donde, \{ = 2 e Ay =1

. Logo, todas as condiges (2.38 a 2.42) sao satisfeitas para
M=210 0%ex=[1 0.

Nas demonstragoes seguintes e em resultados posteriores, a notacao J(x*) serd utilizada
para representar a matriz cujas linhas sao os gradientes das restri¢oes ativas no ponto 6timo,
isto é,

T = [Veia i ae (2.47)
sendo A(z*) definido pela Equagao (2.7).
Lema 2.1 Se z* é um ponto vidvel. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras.
(i) Ta(z") C F(z7),

(ii) Se o conjunto dos gradientes das restri¢oes ativas {Ve¢;(x), i € A(x)} € linearmente inde-
pendente em z*, entao F(x*) = To(x*).

Demonstracao: Sem perda de generalidade, suponha que todas as restrigdes c¢;(-), i =
1,2,--+,m, sdo ativas em z*. Para provar (i), sejam {2*} e {t;} subsequéncias que satisfazem
a Equacao (2.34), ou seja

k %
lim =~ =, (2.48)
k—o0 tk
Desta defini¢ao, tem-se que
=gt 4 ted + O(ty). (2.49)

Sendo O(t;) a ordem de aproximagao. Na demonstragao de muitos resultados, frequente-
mente é necessario indicar de forma quantitativa a qualidade da aproximacao efetuada. Uma
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maneira de fazer isso é indicar, para os termos desprezados na aproximacao, a ordem de apro-
ximagao denotada por, O(-).
Considerando i € I e usando o Teorema de Taylor, segue

== [ci(2*) + 4 Vei(z*)Td + O(ty)]

k
— Vei(a")Td + OEZ’“). (2.50)

Fazendo o limite com k& — oo, o ultimo termo da expressao acima desaparece, e assim,
Vei(z*)Td = 0. Para as restrigoes de desigualdade ativas i € A(xz*) N D, tem-se que

0< lci(z’“) = tl [ci(x®) + txVei(z*) d + O(t)]

7 k
= Vei(x*)'d + %. (2.51)
172

Usando o mesmo raciocinio visto anteriormente, tem-se que V¢;(z*)d > 0. Portanto,
De (i) tem-se que T (z*) C F(z*), assim para provar (ii) basta mostrar que F(z*) C To(z*).
Para isto serd utilizado o teorema da func@o implicita (ver Nocedal e Wright (2000)). Como o
conjunto {Ve;(x), i € A(x)} é linearmente independente, a matriz m x n dos gradientes das
restrigoes ativas (J(z*)) tem posto m. Seja Z uma matriz, cujas colunas constituem uma base

para o espaco nulo de J, isto é:

J(x)Z =0; ZeR™™ ™ Z tem posto méximo. (2.52)

Quando J(z*) é quadrada (n x n) e nao singular, tem-se que Z = {0}.
Tome d € F(x*) arbitrariamente, e suponha que {t;}72, é uma sequéncia de escalares

positivos, tais que, klim ty = 0. Seja ¢ : R* — R™ o vetor de restrigdes, isto é, ¢(-) =
—00
(c1(*), - ,cm(+))T e defina o sistema de equagoes parametrizadas R : R" x R — R" por
c(z) —tJ(z*)d 0
R(z,t) = = . (2.53)
ZT(z — x* — td) 0

Observe que as solucoes z = z¥ deste sistema, para t = t;, > 0 suficientemente pequeno,
fornecem uma sequéncia viavel que se aproxima de z* e satisfaz a Equacao (2.34).

Fazendo t = 0, em (2.53) segue que
R(2,0) ) ! (2.54)
z,0) = = : :
ZT(z — %) 0

O Jacobiano de R é dado por:

TR = | T (2.55)
ZT
Em z = z*, tem-se que
J(x*
J[R(z,0)] = (ZT) : (2.56)
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que é nao singular pela construcao de Z. Assim, de acordo com o teorema da funcao implicita o
sistema (2.53) tem uma tinica solugao 2* para todos os valores de t; suficientemente pequenos.
Além disso, de (2.53) e da Definigao 2.6 segue que

i€l = c(2*) =tVe(z*)'d=0, (2.57)
i€ Ax)ND = ¢(2") =4, Ve(a*)d >0, (2.58)

logo 2 é de fato vidvel.
Resta verificar se a Equagio (2.34) é valida para esta escolha de {z¥}. Para isto, considere
que R(2* 1) = 0 para todo k, isto é

0= R(* 1) = Z;(; _—ZCJ(— t:@ ] . (2.59)

Expandindo ¢(2*) em série de Taylor,
ci(2%) = (%) + Ve (z)T (2% — 2%) + O(|| 2 — 2*]). (2.60)

Assim,

c(2") = J(2*) (2" — ) + O(||2" — 27)). (2.61)

Substituindo (2.61) em (2.59), resulta

r $\( Sk _ ok k _ o) _ *
O ey

— J(;T*) (2F — 2" — tpd) + O(||2F — 2*|)). (2.62)

Dividindo esta expressao por t; e usando a nao singularidade dos coeficientes da matriz no
primeiro termo, obtém-se

k _ %
S =d+o(”2 ”) (2.63)
te t

de onde segue que a Equacao (2.34) é satisfeita para « = 2*. Portanto, d € Tu(x*) para um
d € F(x*) arbitréario, o que completa a demonstragao de (ii). |

O préximo resultado mostra que se existe uma sequéncia vidvel {2}, tal que f(2%) > f(z*),
para todo k suficientemente grande, entao o produto entre as dire¢oes limitadas d e o gradiente
da funcao objetivo é nao negativo.

Teorema 2.2 Se x* € uma solucdo local do problema (2.1), entdo
Vf(z*)'d >0 para todo d € To(x*). (2.64)

Demonstragao: Suponha por contradicio que exista um d, tal que, Vf(2*)Td < 0. Sejam
{2*} e {t&} sequéncias satisfazendo a Defini¢io 2.5 para este d. Tem-se que

FE*) = f@) + (2" = 2") TV f(a) + O(|| 2" — 2*]))
= f(a*) + tpd" V f(z*) + O(ty), (2.65)
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onde a segunda igualdade segue da Equagao (2.49). Como d*'V f(z*) < 0, o termo que perma-
nece é dominado pelo termo de primeira ordem, isto é,
k * 1 T *
f(z%) — f(z ):ﬁtkd Vi(x®) <0. (2.66)
Assim, f(2*) < f(2*) para todo k suficientemente grande.
Logo, dada uma vizinhanca aberta de x*, pode-se escolher k suficientemente grande tal que
2* continua no interior desta vizinhanca e reduz o valor da funcdo objetivo f. Portanto, z* nao

¢ uma solucao local. O que contradiz a hipdtese. [ |

Um resultado classico conhecido como Lema de Farkas sera utilizado para demonstrar o
Teorema 2.1.

Figura 2.9: Lema de Farkas: quando g € K (esquerda) ou existe um hiperplano que o separa
do cone (direita)

Lema 2.2 (Farkas) Seja K um cone definido por K = {By + Cw| y > 0}, onde B e C
sao matrizes de dimensoes n X m e n X p, respectivamente, e y e w sao vetores de dimensoes
apropriadas. Dado algum vetor g € R", tem-se que, ou g € K ou existe um vetor d € R"
satisfazendo

¢'d <0, BTd>0, CTd=0, (2.67)
mas nao ambos.

Observacao 2.4 Os dois casos sao ilustrados na Figura 2.9, para B com trés colunas, C' nula
en = 2. Note que, no sequndo caso, um hiperplano, que é uma generaliza¢ao de plano no R,
separa o vetor g do cone K.

Demonstragao: Primeiro demonstra-se que as duas alternativas nao podem ser satisfeitas
simultaneamente. Se g € K, existem vetores y > 0 e w tais que ¢ = By + Cw. Se também
existir um vetor d satisfazendo a propriedade (2.67), tem-se:

0>d'g=d" By+d Cw= (BTd)"y + (CTd)"w >0, (2.68)

onde a tltima desigualdade segue de CTd = 0, BTd > 0, e y > 0. Mas isto é um absurdo,
portanto, ambas alternativas nao podem ser satisfeitas simultaneamente.

Veja agora como construir um vetor d satisfazendo a propriedade (2.67) para o caso em que
g ¢ K. Para isto, sera utilizada a propriedade de K ser um conjunto fechado. Considere § um
vetor em K mais proximo de g com relagao a norma Euclidiana.
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Para um vetor x € R”, a norma Euclidiana é definida por:

z2 = (Z:ﬁ) = (2T2)2. (2.69)

Uma vez que K ¢é fechado, § esta bem definido e é obtido solucionando o seguinte problema
de otimizagao:

min||5 — g||3 sujeito a 5 € K. (2.70)

Como § € K, segue que a$ € K, para todo escalar o > 0. J& que ||as — g||? ¢ minimizado
para a = 1, tem-se:

d, .
Zlas—gl3| = 0

a=1
(—25Tg +208"5)|4=1 = O

'3—-9) = 0. (2.71)

Agora seja s outro vetor em K. Como K é convexo, tem-se pela propriedade minimizante
de § que

18+6(5 = 3) — gll5 > |15 — gll; para todo 8§ € [0,1], (2.72)
e dai,
P5-8)(5-8)+206-39)"(3-9)+(3-9"(~9) > -9 (~9)
15 =303 +20(5 = 3) (3 —g)+5—gl5 > 15— gl
20(5—35)"(5—g)+ 05— 3|5 > o. (2.73)

~

Dividindo esta expressio por 6 e fazendo o limite com 6 — 0, tem-se que (5—28)7(3—g) > 0.
Da Equagao (2.71),

57(8—g) >0, para todo 5 € K. (2.74)

O vetor, d = § — g satisfaz a propriedade (2.67). De fato, note que d # 0, pois, g ¢ K.
Assim da Equagao (2.71) resulta que

dlg=d"(5—d)=(3—-g)'s—d"d=—|d|3 <0, (2.75)

logo, d satisfaz a primeira propriedade dada em (2.67). De (2.74), tem-se que d’5 > 0 para
todo 5 € K, assim

d"(By + Cw) > 0 para todo y > 0 e todo w. (2.76)
Fixando y = 0, tem-se (CTd)"w > 0 para todo w. Esta desigualdade somente serd valida

para todo w quando CTd = 0. Fazendo w = 0, segue que (BTd)Ty > 0 para todo y > 0, logo
BTd > 0. Portanto, d também satisfaz a segunda e terceira propriedade dadas em (2.67). ®



37
Observacao 2.5 Aplicando o Lema 2.2 para o cone N definido por

N=< 3" \NVe(a®), A >0paraic A@*)nD o, (2.77)
i€A(x*)

e fazendo g = V f(x*), tem-se que

Vi) = Y AVa()=J(@")"\, X\ >0 parai€ A(z*)ND, (2.78)
i€ A(x*)

ou eziste uma diregao d tal que d*V f(z*) <0, d € F(z*).

Demonstracao do Teorema 2.1

Suponha que z* € R™ é um ponto vidvel e que o conjunto {Ve;(z), i € A(x)} é linearmente
independente. O teorema diz que se z* é uma solugao local para o problema (2.1), entao existe
um vetor A* € R™ que satisfaz as condigoes (2.38 a 2.42).

Primeiro serd mostrado que existem multiplicadores de Lagrange \;, i € A(z*), satisfazendo
a Equagao (2.78). No Teorema 2.2 viu-se que, d” V f(z*) > 0 para todo d € To(z*). Sabendo
que {V¢;(z), i € A(x)} é linearmente independente, do Lema 2.1 segue que, T (z*) = F(z*).
Portanto, d'V f(x*) > 0 para todo d € F(x*). Assim, pelo Lema 2.2, existe um vetor A\ que
satisfaz (2.78).

Seja A* definido por

A’F:

)

0, i € D\A(z*)

O objetivo agora é mostrar que esta escolha de \*, e a solugao local x*, satisfazem as
condicoes (2.38 a 2.42). De fato,

e A condigao (2.38) segue diretamente de (2.78) e das Equagoes (2.37) e (2.79), respectivas
defini¢oes da fungao Lagrangeana e do vetor \*.

e Como z* é vidvel, as condigoes (2.39) e (2.40) sao satisfeitas.

e Tem-se de (2.78) que Af > 0 para ¢ € A(z*) N D, enquanto de (2.79), A; = 0 para
i € D\A(z*). Logo, \f > 0 para i € D e assim a condigao (2.41) é satisfeita.

e Para i € A(x*) N D tem-se que ¢;(z*) = 0, enquanto para i € D\A(z*), A} = 0. Assim,
Aic;(z*) =0 para i € D e a condigao (2.42) também ¢ satisfeita. |

2.3 Condicoes de otimalidade de segunda ordem

Nesta secao sao vistas as condigoes de otimalidade de segunda ordem. Sera necessario examinar
as segundas derivadas de f e ¢; na expansao em série de Taylor para verificar se estas informacoes
adicionais garantem o decréscimo da funcao objetivo f. As condicoes de segunda ordem dizem
respeito a curvatura da fungao Lagrangeana nas diregoes w € F(z*) para as quais w? V f(z*) =
0. Com este propdsito, vamos supor que as funcoes f e ¢;, 1 € IUD, sao duas vezes diferenciaveis.

Dado o vetor de multiplicadores de Lagrange A* satisfazendo as condigoes de KKT (2.38 a
2.42), o cone critico C(x*, \*) é definido como:

C(z*,\*) = {w € F(a")| Ve(z*)"w =0, para todo i € A(z*) N D com A} > 0}.
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Equivalentemente

Vei(z*)Tw = 0, para todo i € I,
w € C(z*,\*) & { Ve(r*)Tw =0, para todo i € A(x*) N D com A} > 0, (2.80)
Vei(z*)Tw > 0, para todo i € A(z*) N D com Af = 0.

Da defini¢ao (2.80) e como A; = 0 para todos os termos inativos i € D\ A(z*), segue
diretamente que:

w € C(z",\*) = N'Ve(x*)'w =0, paratodo i€ IUD. (2.81)

Assim, da primeira condi¢ao KKT, Equagao (2.38), e da defini¢ao da func¢ao Lagrangeana dada
pela Equagao (2.37), tem-se:

w e C(z*, \) = w'Vf(a*) = Z Nwl' Ve (z*) = 0. (2.82)
i€IUD
Para compreender melhor as ideias apresentadas acima veja um exemplo.

X2

Y

Figura 2.10: Representagao do problema (2.83), mostrando F(x*) e C(z*, \*)

Exemplo 2.5 Considere o problema

min z; sujeito a { (o =12 —22>0 (2.83)

ilustrado na Figura 2.10.
A solugao 6tima é z* = [0 0]7, sendo A(z*) = {1, 2} o conjunto ativo. Pela Equacao (2.43),
tem-se que

0=V,L(z",\") = Vf(z") = AN Ve (2") — NiVea(x™)
0] _ (] 0] ]2
Tolo] T Lo T o

~A =0
{ 2\ +1=0 " (2.:85)

(2.84)

Donde segue,
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Resolvendo o sistema obtém-se que A\j =0 e A5 =0, 5.

Como os gradientes das restrigoes ativas em x* sao respectivamente [0 1]7 e [2 0]7, segue
que o conjunto {Ve;(z), i € A(x)} é linearmente independente, logo o multiplicador 6timo é
tinico e dado por A* = [0 0,5]7. Pela Definigdo 2.6, d = [d; do]" € F(z*) se

0
0 S dTVCl(Z'*) = [dl dg] [ 1 ] = d2 = dg Z 0, (286)
2
0 < d'Vey(a*) = [dy do] [ 0 ] =2d, = d; >0. (2.87)
Portanto,
F(x*) = {d| d > 0}. (2.88)

Agora pela definicao (2.80), tem-se que w = [w; wy]T € C(z*, \*) se:

w1y
0< Ve (z9)w=[0 1] [ ] =wy = we >0, (2.89)

Wa

wq
0=Ve(z)w=[2 0 [ ] =2w, = w; =0, (2.90)

w2

Portanto,

Clz*, \*) = {[0 wy]"| wy >0} (2.91)

O Teorema 2.3, define uma condi¢ao necessaria baseada na segunda derivada, ou seja, se
x* é uma solugao local, entao a matriz Hessiana da funcao Lagrangeana tem curvatura nao
negativa ao longo da diregao critica (isto é, as diregoes em C(z*, \*)).

Teorema 2.3 (Condigao necessaria de 2* ordem) Suponha que x* € uma solugdo local do
problema (2.1), que o conjunto {Ve¢;(z), i € A(x)} é linearmente independente e que as
condigoes KKT (2.38 a 2.42) sao satisfeitas. Entao

w' V2 L(z*, \)w >0, para todo w € C(x*,\*). (2.92)

Demonstragao: Como z* é uma solucao local, todas as sequéncias vidveis {z*} que se apro-
ximam de z* devem satisfazer f(z¥) > f(z*) para todo k suficientemente grande. A estratégia
da demonstragao é construir uma sequéncia viavel cuja direcao limitada é w e mostrar que a
propriedade f(2*) > f(z*) implica na validade da Inequagao (2.92).

Como w € C(z*, \*) C F(x*) é possivel escolher uma sequéncia de escalares positivos {tx}
e construir uma sequéncia viavel {z¥} aproximando de z*, tal que,

k *
lim
k—o0 tk

= w, (2.93)
ou

K2t =t + Ot). (2.94)
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Entao de (2.57) e (2.58)
ci(2") = t;,Vei(2*) w, para todo i € A(x*). (2.95)

De (2.37), (2.95) e (2.81), resulta

1€ DUl
= f(2") -ty Z NV (z%) w
1€ A(x*)
= f(M). (2.96)

Considere a expansao em série de Taylor para obter uma estimativa da funcao Lagrangeana
L(z* \*) préxima de x*. Usando o Teorema de Taylor, Equacao (1.8), e da continuidade das
matrizes V2 f(z) e V2¢;(z), i € I U D, obtém-se:

L(F N = L(x*, ) + (2" — o)V L(x% \) +
() TVLL XY — 0 O~ ) (2.97)

Pela condi¢ao de complementaridade (2.42), tem-se L(z*, A\*) = f(z*). De (2.38) o segundo
termo do lado direito da Equagao (2.97) é nulo. Assim, usando (2.94) pode-se reescrever (2.97)
como

LR ) = f@) + %tszv§$L($*, M)w + O(82). (2.98)

Substituindo (2.96) em (2.98) resulta

1
f(2%) = fa*) + §tszVix£<l’*, MYw + O(t2). (2.99)
Se wI'V2 L(x*, \)w < 0, entdo (2.99) implicaria que f(z*) < f(z*) para todo k suficiente
grande, contradizendo o fato de x* ser uma solugao local. Portanto, wT V2 _L(z*, \)w > 0. W

As condicoes suficientes, estudadas a seguir, sao condigoes sobre f e ¢;, i € I U D, que
garantem que z* é uma solugao local do problema (2.1). O préximo teorema é semelhante ao
Teorema 2.3, eles se diferem pelo fato de que agora nao é necessario ter o conjunto {V¢;(z), i €
A(x)} linearmente independente, e a desigualdade (2.92) é substituida por uma desigualdade
estrita.

Teorema 2.4 (Condicao suficiente de 22 ordem) Suponha que para algum ponto vidvel
x* € R™ existe um vetor de multiplicadores de Lagrange \*, tal que, as condi¢oes KKT (2.38 a
2.42) sao satisfeitas. Suponha também que

w2 L(x*, \)w > 0, para todo w € C(z*,\*), w # 0. (2.100)
Entao x* € uma solugdo local estrita para o problema (2.1).

Demonstragao: Primeiro observe que C = {d € C(z*,\*)| ||d|| = 1} é um subconjunto
compacto (fechado e limitado) de C(z*,\*), assim por (2.100) o minimo de d*'V2_ L(x*, \*)d
sobre este conjunto é um numero estritamente positivo, e serd denotado por o. Como C(x*, \*)
é um cone, tem-se que (w/||w||) € C se e somente se w € C(x*, \*), w # 0. Portanto, pela
Inequagao (2.100)

w2 L(x*, X )w > o|lwl||? para todo w € C(x*, \*), (2.101)
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para o > 0 definido acima. (Observe que, esta desigualdade é trivialmente vélida para w = 0).

Para mostrar o teorema sera provado que cada sequéncia vidvel {2*} aproximando z* satisfaz
a relacao f(2%) > f(a*) + (0/4)||2* — 2*||?, para todo k suficientemente grande. Suponha por
contradicao que este nao seja o caso, ou seja, existe uma sequencia {zk} aproximando x*, tal
que

fZF) < fa) + %sz — 2*||?, para todo k suficientemente grande. (2.102)

A sequéncia (2% — 2%)/||z*¥ — 2*|| é limitada, pois

Assim, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, veja Lima (2006), existe uma subsequéncia
de (2% — x*)/||z* — x*|| convergindo para algum d com ||d|| = 1. Sem perda de generalidade
podemos assumir que a sequéncia (2% — 2*)/||z* — 2*|| converge para d, ou seja,

2k — g

1. (2.103)

‘ _ =]

I =[] % =2l

2k — x*
lim —— =
k—oo ||2F — x|

d. (2.104)

Do Lema 2.1 (i) e Defini¢ao 2.6 tem-se que d € F(z*). Da Equagao (2.37) e sabendo que
>0, ¢(2%) >0 parai € D e ci(2F) =0 para i € I, tem-se que

LX) = f(F) = D Nei(2b) < £(29), (2.105)
)

i€ A(z*
e a aproximagao em série de Taylor Equagao (2.98) do Teorema 2.3 continua valida.

Se d nao estd em C(x*, \*), existem alguns indices j € A(z*)N D tal que a condigao positiva
estrita

NiVe;(a*)'d > 0 (2.106)
é satisfeita, enquanto para os indices restantes i € A(x*), tem-se
NiVei(z9)Td > 0. (2.107)
Do Teorema de Taylor e da Equacdo (2.104), tem-se para este valor particular de j que
Niei(2%) = Aey(a) + AV ()T (2 — 2*) + O(12* — o)
= 2" —1:*||A;ch(a:*)Td+O(||zk — ). (2.108)

Assim, de (2.105), resulta

LAY = fEF) = D Ae(eh)

i€A(x*)
< () = Xiei(2h)
< f(EM) = |2 - x*||)\;fch(x*)Td +O(|| 2% = ). (2.109)

Da série de Taylor estimada, Equagao (2.98), tem-se entretanto que

L(FN) = f(a") +O(|=" =), (2.110)



42

combinando (2.110) e (2.109), obtém-se:
F(&*) = (@) + 12 = 2|\ Ve (27) T d + O(||2* — 27])). (2.111)

Da Inequacao (2.106), esta desigualdade contradiz (2.102). Logo d € C(x*, \*), e assim
ATV, L(x*, \)d > o
Combinando a Equagao (2.98) com a Inequacgao (2.105) e usando (2.104), resulta

F) = fl")+ %(Z’“ = a")T VLX) (F = a) + O(|F - 2"%)

1
= J@) 4 5d" VoL )] =2+ O] —a|?)

> [+ (3) 1 = a2 + Ol — ). (2.112)

Esta desigualdade contradiz (2.102). Portanto, cada sequéncia vidvel {z*} aproximando x*
deve satisfazer f(2%) > f(x*)+ (0/4)||2* — 2*||?, para k suficientemente grande, assim z* é uma
solucao local estrita. [
Exemplo 2.6 Considere o problema

min (z; — 2)® + 25 sujeito a 1 — 23 — 5 > 0. (2.113)

A funcao Lagrangeana é dada por

L(x,\) = (v1 —2)* + 25 — A\ (1 — 2] — 23). (2.114)

E facil ver que o gradiente e a matriz Hessiana da funcao Lagrangeana sao

21‘1 —4 + 2/\1l‘1
VL(z,)\) = , (2.115)
21’2 + 2)\11’2
, 242) 0
V2 L(x,\) = . yon | (2.116)
+2A

O ponto z* = [1 0] e o multiplicador \} = 1 satisfazem as condi¢oes KKT. Para verificar
se as condigoes suficientes de 2* ordem sao satisfeitas neste ponto, observe que

-2

Ve (2*) = [ 0 ] , (2.117)
assim o conjunto C(z*, \*) definido em (2.80) ¢é

C(z*, \*) = {[0 wy]"| wy € R}. (2.118)

Substituindo z* e A* em (2.116) tem-se para algum w € C(z*, \*), com w # 0, que wy # 0

e por consequencia

wTVixﬁ(x*,X‘)w:{ 0 r[ll 0} { 0 }:4w§>0. (2.119)

Wa 0 4 Wo

Assim, a condicao suficiente de segunda ordem é satisfeita e portanto, pelo Teorema 2.4,
z* =[1 0] é uma solugdo local estrita para o problema (2.113).
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2.4 O problema dual

A dualidade, por sua vez, permite construir um problema alternativo a partir de um problema
original. O problema “dual” estd relacionado ao problema original (também conhecido como
“primal”) e em alguns casos é mais fécil de ser resolvido computacionalmente do que o problema
primal. Em outros casos, o problema dual pode ser usado facilmente para obter um limite
inferior do valor 6timo da funcao objetivo do problema primal.

Para formalizar a teoria da dualidade, nesta secao sera considerado um problema simplifi-
cado que nao apresenta restrigoes de igualdade e cujas funcoes objetivo e restrigoes sao fungoes
convexas. Assim assumindo que existem m restrigdes de desigualdade, o problema (2.1) pode
ser reescrito como

m}%n f(z) sujeito a ¢(x) >0, i=1,2,--- ,m, (2.120)
TER™

considerando que as restri¢coes sao dadas pelo vetor

c(x) oof (cr(x), co(z), -+ em(2)T, (2.121)

o problema primal pode ser reescrito como

m}%@n f(z) sujeito a c(z) >0, (2.122)
z€eR™

para o qual a funcao Lagrangeana é
L(z,\) = f(z) — Ne(x).
A fungao dual ¢ : R™ — R é definida como

j(z) = inf L(z, A). (2.123)

Em muitos problemas este infimo é —oo para alguns valores de . O dominio de ¢ é definido
como o conjunto dos valores A para os quais ¢ é finito, isto é,

D; (A G(\) > —o0}. (2.124)
Note que, calcular o infimo em (2.123) é equivalente a encontrar o minimo global da funcao
L(-,\) para um dado A, que na pratica pode nao ser uma tarefa facil. Entretanto, quando
f(z) e ¢i(x) sdo fungbes convexas e A > 0, a fungdo L(-,\) também é convexa (Nocedal e
Wright (2000)). Neste caso todos os minimos locais sdo minimos globais, assim o célculo de
G(A) torna-se mais préatico.
Logo o problema dual para o problema (2.122) pode ser formalmente escrito como

- - >0 .
max Gg(\) sujeitoa A >0 (2.125)

Nos proximos capitulos sao estudados os aspectos tedricos e praticos de alguns métodos
classicos da otimizacao restrita.



Capitulo 3
Programacao Quadratica

A Programagao Quadrética (Quadratic Programming - (QP) representa uma classe especial de
programacao, na qual, a funcao objetivo é quadratica e as restricoes sao lineares. Os pro-
blemas de programacao quadratica sao importantes, principalmente porque aparecem como
subproblemas para varios métodos gerais de otimizacao restrita nao linear como, por exemplo,
os Métodos de Programacao Quadratica Sequencial. Naturalmente, a eficiéncia dos métodos
deste tipo depende da eficiéncia de resolucao dos problemas quadraticos.

O problema geral de Programacao Quadratica é expresso como:

alr="b;, i€l

, 3.1
alx>b;, i €D (3.1)

1
min g(x) = ExTHx +2"h  sujeito a {

sendo H uma matriz simétrica de ordem n X n, e h, x, b;, a;, 1 € [ U D, vetores em R".

Problemas deste tipo podem ser resolvidos em um numero finito de iteragoes, entretanto,
o esforco necessario para encontrar uma solucao depende fortemente das caracteristicas da
funcao objetivo e do ntimero de restricoes de desigualdade. Se a matriz Hessiana H é positiva
semidefinida, diz-se que o problema quadratico (3.1) é convero. Se H é positiva definida o
problema quadratico (3.1) é estritamente convezo.

Neste capitulo sao considerados os problemas quadraticos convexos. Antes de introduzir
a teoria da QP, é apresentada uma breve exposicao sobre como eliminar as variaveis de um
problema com restrigoes lineares.

3.1 Eliminacao de variaveis

Considere o problema de minimizar uma fungao nao linear, sujeita ao conjunto de restricoes de
igualdade lineares, ou seja,

min f(x) sujeito a Jx =1, (3.2)

sendo J uma matriz de ordem m X n com m < n (m representa o nimero de restri¢oes de
igualdade e n o nimero de varidveis). Suponha que J tenha posto méximo (se esse nao for o
caso, diz-se que o problema ¢ inconsistente ou que algumas das restricoes sao redundantes e
podem ser omitidas, sem afetar a solu¢ao do problema).

Partindo deste pressuposto, é possivel encontrar um subconjunto com m colunas de J que
seja linearmente independente. Reuna estas colunas na matriz B e defina a matriz de per-
mutacao P de ordem n X n, satisfazendo

JP=[B NJ, (3.3)

44



45

onde N é a matriz formada pelas n — m colunas restantes de J. Os subvetores x5 € R™ e
x5 € R"™™ sao definidos como

= Py, (3.4)

zz ¢ denominado subvetor das varidveis bdsicas e B a matriz bdsica. Observando que PPT =T,
é possivel reescrever a restricao Jx = b de outra forma, ou seja,

xB]:[Bm[xé

TN TN

b=Jx=JP(P'z)=JP — Bxy + Ny (3.5)

Desta expressao, as variaveis basicas podem ser representadas por
By BN
rp=DB""b0—B "Nuxy. (3.6)

Portanto, o ponto viavel para as restricoes Jx = b pode ser obtido fazendo qualquer escolha
para x5 e definindo x5 de acordo com a Equacao (3.6). Assim, o problema (3.2) torna-se
equivalente ao problema irrestrito.

min h(z ) & ¢ (P (3.7)

TN

Bb— B1Nay
T ‘
Isto mostra que do ponto de vista matematico, um problema de otimizacao nao linear com

restricoes de igualdade lineares ¢ equivalente a um problema irrestrito.
Para compreender os conceitos vistos até o momento, vejamos um exemplo:

Exemplo 3.1 Considere o problema

min @) 4 23 4 22 4 cos(x5) + % (3.8)

o T1+ 2209 — x5+ 8xy + 35 = 2
sujeito a . (3.9)
21’1 + 9£C2 — 2%’4 + 4£L'5 + 633'6 = -8

Note que, o problema possui duas restrigoes de igualdade e seis varidveis de projeto. Con-
siderando as variaveis x3 e xg na base, a matriz JP é dada por:

JP=[B N] Lolirzs3 (3.10)
a o 6] 29 -2 4] '

A matiz B é diagonal, logo facil de ser invertida. Por célculos elementares, obtém-se:

T I 3.11
_[0 1/6]' (30

Da Equagao (3.6), resulta que,

w100 2 -1 0 12 8 3]/
LJ | 1/6][—8]_[0 1/6”29 ) 4] T4

[ -2 ] [ T1 + 239 + 84 + 315 ]
— + : (3.12)
—4/3 —(1/3)x1 — (3/2)x2 + (1/3)x4 — (2/3)25




46

Substituindo x3 e z¢ em (3.8), obtemos o seguinte problema irrestrito:

min  e™+e2) 4 (=24 1 + 229 + 814 + 315)> + 22 + cos(ws) —

x1,T2,24,T5
4 1 1 N 1 2 (3.13)
—— — —X] — =Ty + T4 — =T5. :
9 91 272797 97
E bom ressaltar que quaisquer duas varidveis poderiam ser escolhidas como base, entretanto,
nestes casos a matriz BN poderia nao ser tao simples.

Existe uma interpretacao interessante para a teoria da eliminagao de varidveis. Para sim-
plificar a notacao, a partir de agora considere P = Z.

Das Equacoes (3.4) e (3.6) segue que qualquer ponto vidvel x para as restrigoes lineares
descritas em (3.2) pode ser escrito como

Tp
xr =
TR
Neste caso Z tem n—m colunas linearmente independentes (por causa da matriz identidade
no bloco inferior) e além disso satisfaz JZ = 0. Logo Z é uma base para o espago nulo da

matriz J. Observe também das Equagoes (3.14) e (3.3) que Yb é uma solugao particular que
satisfaz a restrigao linear Jz = b, visto que,

A

BN
T

Bfl
0

b+ mN:Yb+ZxN. (314)

B — B1Nay ]

TN

B~

JYb)=[B N | .

= BB Y +0=Tb+0=bh. (3.15)

Da Equacao (3.14) conclui-se que, esta técnica de eliminagdo expressa o ponto viavel como
soma de uma solugao particular de Jz = b (ou seja, Y'b) com um deslocamento ao longo do
espago nulo das restri¢oes (ou seja, Zx ).

3.2 Programacao Quadratica para restricoes de igual-
dade

Nesta secao sao estudados os métodos de Programagao Quadratica considerando o caso em que
estao presentes apenas restricoes de igualdade. Por simplicidade, as restricoes de igualdade sao
escritas na forma matricial como segue:

1
min g(z) = éxTHx +a'h  sujeito a Jx = b, (3.16)

onde J € R™*" ¢ a matriz Jacobiana das restrigoes, cujas linhas sao a}, i € I (comm < n)eb
é o vetor em R™ cujas coordenadas sao b;, i € I. Sera assumido que J tem posto maximo, ou
seja, posto m.

Das condigoes necessarias de primeira ordem (KKT), z* é uma solugdo do problema (3.16)
se existir um vetor A\*, satisfazendo o seguinte sistema de equagoes:

H -JT —h
= : (3.17)
J 0 b
Estas condigoes sao consequéncias gerais do Teorema 2.1. Assim como no Capitulo 2, \* é
o vetor dos multiplicadores de Lagrange. O sistema (3.17) pode ser reescrito de outra forma,

*

X

)\*
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mais favoravel aos calculos. Fazendo x* = x + p, onde x é uma estimativa da solucao e p a
direcao desejada, resulta que, p = z* — x. Sejam,

r=Jr—beg=h+ Hz. (3.18)

Considerando o residuo r e introduzindo estas notagoes no sistema (3.17), obtém-se:
H JT —p g
= . (3.19)
J 0 A T

Hz* —J'\*=—-h = —H@'—2)+J' N =h+Hz
= —Hp+J'\' =g;

De fato,

Jr*=b = —Ja*—x)=Jr—-b = —Jp=r.

A matriz definida no sistema (3.19) é denominada matriz Karush-Kuhn-Tucker, e o préximo
resultado fornece condicoes sob as quais ela é nao singular.

Lema 3.1 Se J tem posto mdzimo e a matriz Hessiana reduzida ZTHZ € positiva definida.

Entao a matriz KKT
H JT
M = (3.20)
J 0

¢ ndo singular, e portanto, existe um unico par de vetores (x*, \*) satisfazendo o sistema (3.17).

Demonstragao: Seja Z uma matriz n X (n—m) cujas colunas formam uma base para o espago
nulo de J, isto é, JZ = 0, como definido no Capitulo 2. Suponha que existam vetores w e v,

satisfazendo
H JT w
= 0. (3.21)
J 0 )

Ja que Jw = 0, tem-se de (3.21) que

o—wTHJTw—TH 3.22
LT ]

Como w esta no espaco nulo de J, existe um vetor v € R"™ tal que, w = Zu. Logo,
0=w"Hw=u"Z"HZu. (3.23)
Por hipétese ZT HZ é positiva definida, assim v = 0. Logo, w = 0, e por (3.21), JTv = 0.
Como J tem posto maximo, v = 0. Assim, o sistema (3.21) é satisfeito apenas se w = 0 e

v = 0, logo a matriz M ¢é nao singular. [ |

No exemplo seguinte deseja-se encontrar \* usando o sistema (3.17).
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Figura 3.1: Gréfico, curvas de nivel e restrigdes do problema (3.24)

Exemplo 3.2 Considere o problema de programacao quadratica

.’El—l’gzo

oo —3 - (3.24)

min q(z) = 2z, + 39 + 427 + 22172 + 25 sujeito a {

Para este problema tem-se que

PR F R O e Y
H = , h= ,J = b= . (3.25)
2 2 3 1 1 —2

A solucao 6tima é 2* = [-1 —1]T, conforme pode ser observado na Figura 3.1. Substituindo
(3.25) no sistema (3.17) resulta:

8§ 2 -1 -1 -1 -9
2 2 1 -1 -1 -3
1 -1 0 o VI Bl B (3.26)
1 1 0 O A2 —2
De onde obtém-se o sistema
—A — A =8
{ A=l (3.27)
. -7 -9
Resolvendo este sistema encontra-se que \* = [7 7]

Viu-se que, quando as condi¢oes do Lema 3.1 sao satisfeitas, existe um tunico par de vetor
(x*, \*) que satisfaz as condigbes necessarias de primeira ordem para o problema (3.16). Na
verdade, a condigao suficiente de segunda ordem (Teorema 2.4) também é satisfeita em (z*, \*),
assim z* é uma solugao local estrita do problema (3.16). Para mostrar que z* é uma solugao
global do mesmo problema é possivel usar um argumento direto.

Teorema 3.1 Se J tem posto mdzimo e a matriz Hessiana reduzida ZT HZ é positiva definida,
entdo o vetor x* que satisfaz o sistema (3.17) € a unica solugao global do problema (3.16).
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Demonstracao: Seja x outro ponto viavel e considere p = x* — . Como, z* e x sao viaveis,
Jr* —b =0e Jr—b = 0, fazendo a diferenca entre estas equacoes, tem-se que, Jp = 0.
Substituindo o valor de x na funcéo objetivo definida em (3.16), resulta:

g(r) = (" —p)"H(z" —p)+h"(z" —p)

[(*"H — p"H)(z* — p)] + h" (z* — p)

8
*
S

Ay

]

*—x*THp—pTHx*—l—pTHp] +th*_th

N = N = DN =

S
*
S

=

8

1
*—:E*THp+§pTHp+hTI*—th

DN | —

1 1
— EpTHp— IL'*THp— th+ §I*THZE* _'_th*

1
= §pTHp —p'Ha* — b p + q(2%). (3.28)

Do sistema (3.17) tem-se que Hz* = —h + JZX\* e como Jp = 0,
p ' Ha* = p'(=h 4+ J"\*) = —p"h. (3.29)

Substituindo esta relagdo na Equagao (3.28), obtém-se:
1 *
q(x) = 50" Hp +g(z"). (330)

Como p estd no espago nulo de J, existe um vetor u € R"™™, tal que, p = Zu, logo
1
q(z) = éuTZTHZu + q(x"). (3.31)

Por hipétese ZTHZ ¢ positiva definida assim ¢(z) > ¢(z*) exceto quando u = 0, isto &,
quando x = z*. Portanto, z* é a unica solugao global do problema (3.16). [ |

Observacao 3.1 Quando a matriz Hessiana reduzida ZTHZ € positiva semidefinida com au-
tovalores nulos, o vetor * que satisfaz o sistema (3.17) é uma solugao local, mas nao solugdo
local estrita. Se a matriz Hessiana reduzida possui autovalores negativos, entao x* € apenas um
ponto estaciondrio, nao uma solucao local.

Sao apresentados a seguir o principio basico de duas técnicas utilizadas para resolver pro-
blemas quadraticos que apresentam restricoes de igualdade.

3.2.1 Método Complementar de Schur

De (3.19), tem-se o seguinte sistema linear:

{ —Hp+JT\ =g

: 3.32
pr (332)

Assumindo que H é positiva definida, é possivel obter um sistema linear em funcao do vetor
A*. De fato, multiplicando a primeira equagao do sistema (3.32) por JH ! (produto da matriz
J pela inversa da matriz Hessiana H) tem-se

Jp+ JHJTN = JH
{ b 7 (3.33)

—Jp=r
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Fazendo a diferenca entre as equagao do sistema (3.33), resulta
~Jp+JH TN +Jp = JH 'g—r
JHJ'N = JH 'g—r. (3.34)
Multiplicando ambos os lados da igualdade por [JH ]! e sabendo que —Jp = r, segue
[JH T JHTTN = [JHY T JH g - [THY
HJYJH'J'N = HJ'JH 'g—HJ 'r
JIN = g—HJ'r
= g—HJ'(~Jp)
= g+HJ 'Jp
= g+ Hp
= Hp = J'X—y. (3.35)
Pode-se notar que no célculo destas expressoes sao realizadas operacoes com a matriz H 1,
bem como JH~'JT. Portanto, é interessante quando:

e H estd bem condicionada e ficil de ser invertida (por exemplo, quando H é diagonal ou
diagonal em bloco); ou

e H~! ¢ conhecida explicitamente através de uma férmula de atualizacao Quase-Newton;
ou

e o numero de restricoes de igualdade m é pequeno, assim o nimero de solugoes necessérias
para formar a matriz JH~'JT também nao serd grande.

O nome “Método Complementar de Schur” deriva do fato de que, ao aplicar a eliminacao
Gaussiana em bloco para a matriz (3.20) usando H como pivo, obtém-se o sistema triangular
superior

H JT
3.36
0 —JH'JT (3:30)

Na terminologia da dlgebra linear, a matriz JH ~'J? é denominada Complementar de Schur
da matriz H descrita em (3.20).

E possivel determinar uma férmula explicita para a inversa da matriz M, Equagao (3.20).
Por céalculos elementares resulta que

[H JT]1: O E 5
J 0 ET F |’ '
onde

O = H'—H T [JHJ"|" JH,

E = H'YJT[JH'JT],

F = —[JHJT] . (3.38)

A solugao do sistema (3.19) pode ser obtida multiplicando ambos os lados da igualdade
pela matriz inversa, Equagao (3.37). Agrupando as expressoes comuns e os termos de forma
conveniente, chega-se as Equagoes (3.34) e (3.35).
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3.2.2 Método do Espaco Nulo

No Método do Espaco Nulo nao é necessario que H seja nao singular e, por esta razao, tem
mais aplicabilidade que o Método Complementar de Schur. E assumido apenas que as condicoes
do Lema 3.1 sejam satisfeitas, a saber, que .J tenha posto maximo e que Z7 HZ seja positiva
definida. Entretanto, requer o conhecimento da matriz Z que forma uma base para o espaco
nulo de J. Semelhante ao Método Complementar de Schur, ele explora a estrutura em bloco
do sistema KKT para decompor o sistema (3.19) em dois pequenos sistemas.

Suponha que o vetor p no sistema (3.19) seja decomposto em dois termos, isto é

p=Yp" + Zp”, (3.39)

onde Z é a matriz n x (n —m) do espago nulo, Y é qualquer matriz n x m, tal que, a matriz
estendida [Y Z] seja nao singular, p* é um vetor coluna (m x 1) e p? é um vetor coluna
((n—m) x1). Substituindo p na segunda equagao do sistema (3.32) e relembrando que JZ = 0,
obtém-se

(JY)p¥ = —r. (3.40)

Como J tem posto m e [Y Z] é nao singular de dimensao nxn, o produto J [Y Z| = [JY 0]
tem posto m. Além disso, JY ¢ uma matriz m x m nao singular e p* estd bem definido pela
Equacao (3.40). Logo, pode-se substituir o valor de p dado pela Equagao (3.39) na primeira
equacgao do sistema (3.32)

—HYpY —HZp? + J'\* =g, (3.41)
e multiplicando ambos os lados da igualdade por Z7, resulta que:
(Z'HZ)p? = -ZTHYp" — Z7y. (3.42)

A solugao deste sistema pode ser encontrada fatorando (fatoracao de Cholesky) a matriz
Hessiana reduzida ZTHZ, para determinar p%. Assim, é possivel encontrar a direcio total
p =Yp¥ + Zp?. Para obter o multiplicador de Lagrange, multiplica-se a primeira equacao do
sistema (3.32) por Y7 resultando no sistema linear

(JY)'N* =Y (g + Hp), (3.43)

cuja solucao pode ser obtida em funcao de \*.

O proposito das subsecoes 3.2.1 e 3.2.2 foi o de mostrar a ideia central dos métodos,
destacando-se as condigOes necessarias de primeira ordem. A aplicacao serd feita para um
método geral denominado Método do Conjunto Ativo para QP convexa que é utilizado para
solucionar problemas com restrigoes de igualdade e desigualdade.

3.3 Programacgao Quadratica para restricoes de desigual-
dade

Esta secao inicia-se com uma revisao das condicoes de otimalidade para a Programagao Quadra-
tica com restrigoes de desigualdade. O Teorema 2.1 pode ser aplicado ao problema (3.1) obser-
vando que, neste caso, a funcao Lagrangeana é definida por:

1
L(x,\) = §xTHx +a2"h — Z Ni(alz —b;). (3.44)

1€IUD
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Como na Defini¢ao 2.4, o conjunto ativo A(z*) consiste dos indices das restri¢oes para os
quais a igualdade é satisfeita em z*, ou seja

A(z*) ={i € ITUD| a]z* = b;}. (3.45)

Adaptando as condigoes KKT, Equagoes (2.38 a 2.42) para este problema, encontra-se
que qualquer solugao x* do problema (3.1) deve satisfazer as seguintes condigoes, para alguns
multiplicadores de Lagrange A}, i € A(x*):

Hx*+h— ) Na = 0, (3.46)
i€ A(z*)

al'z* = b;, paratodo i € A(x*), (3.47)

alz* > b;, para todo i € D\A(z"), (3.48)

Al > 0, para todo i € DN A(z"). (3.49)

Observagao 3.2 No Teorema 2.1 o conjunto dos gradientes das restri¢oes ativas {Ve¢;(x); i €
A(x)} em x* deve ser linearmente independente. FEntretanto, para as condigoes de otimali-
dade da Programag¢ao Quadrdtica mencionadas acima, esta propriedade nao € necessdaria. Isto
acontece porque a condi¢ao de independéncia linear dos gradientes das restricoes ativas é muito
restrita, isto €, pode nao ser satisfeita para alguns problemas mais simples. Assim é comum im-
por outras condigoes de qualificacoes mais fracas, como por exemplo, Condigoes de Qualifica¢do
de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ), Condi¢ao de Qualificagio de Posto Constante (CRCQ),
Condigao de Dependéncia Linear Positiva Constante (CPLD). Para um estudo mais detalhado
destas condigoes recomendamos Nunes (2009) e Schuverdt (2006).

Na QP convexa, se H é positiva semidefinida, as condigoes (3.46 a 3.49) sdo na realidade
suficientes para x* ser uma solugao global, como sera visto no Teorema 3.2.

s

Teorema 3.2 Se x* satisfaz as condigoes (3.46 a 3.49) para alguns \f, i € A(z*), e H é
positiva semidefinida, entao x* é uma solugao global do problema (3.1).

Demonstragao: Se x é outro ponto vidvel para o problema (3.1), tem-se que, al x = b; para
todo i € I e alxz > b; para todo i € A(z*) N D. Usando estas relaces, a Equagao (3.46) e a

desigualdade (3.49), resulta:

(x — ") (Ha* + h) = Z Neal (v — %) + Z Neal (v — %) > 0. (3.50)

i€l i€A(z*)ND

Além disso,

qiz) = q@*)+ (z — 2" (Hz* + h) + %(m — )T H(zx — 2%)

v

1
q(z*) + i(x — )T H(z — 2%)
> q(z"), (3.51)
a primeira desigualdade segue de (3.50) e a segunda desigualdade decorre da hipdtese de H ser

positiva semidefinida. Portanto, ¢(z) > ¢(z*) para qualquer z vidvel e assim x* é uma solugao
global. [ |

Também ¢é possivel aplicar a teoria da secao 2.3 para deduzir as condi¢oes de otimalidade
de segunda ordem para o problema (3.1). As condigdes suficientes de segunda ordem para z*
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ser uma solucao local sao satisfeitas se ZT HZ é positiva definida. Neste caso, de acordo com
o Teorema 2.4, x* é uma solucao local estrita.

Quando H nao é positiva definida, o problema geral (3.1) pode ter mais de uma solugao
estrita. Tais problemas sao denominados “QP nao convexa” ou “QP indeterminada”, e geram
algumas complicagoes aos algoritmos.

Outra propriedade que gera dificuldades para alguns algoritmos é a degeneracao. Este termo
se refere a situagoes em que:

(i) os gradientes das restrigoes ativas a;, i € A(z*) sao linearmente dependentes na solugao
x*, efou

(ii) a condic¢@o de complementaridade estrita, Definigao 2.7 nao é valida, isto ¢, existe algum
indice i € A(x*), tal que, para todo multiplicador de Lagrange satisfazendo (3.46 a 3.49)
tem-se que A\ = 0 (tais restrigoes sdo ditas pouco ativas).

A degeneracao pode causar problemas aos algoritmos por duas razoes principais. Primeiro, a
dependéncia linear do gradiente das restrigoes ativas pode gerar dificuldades no calculo numérico
do passo. Segundo, quando o problema contém restrigoes pouco ativas, é dificil para o algoritmo
determinar se essas restri¢oes sao ativas na solucao.

3.4 Método do Conjunto Ativo

Agora apresenta-se o Método do Conjunto Ativo para programacao quadratica convexa (Active-
Set Method For Conver QQP) utilizado para solucionar problemas quadréticos contendo res-
tricoes de igualdade e desigualdade. Sao considerados apenas o caso convexo, no qual, a matriz
Hessiana H do problema (3.1) ¢é positiva semidefinida.

Se o conjunto ativo descrito pela Equagao (3.45) ja for conhecido, pode-se encontrar a
solugao x* aplicando uma das técnicas de QP descritas na secao 3.2 para problemas contendo
apenas restricoes de igualdade, isto é

min q(z) = %xTHx +a2'h  sujeito a alz =b;, i€ Az*). (3.52)

E claro que, normalmente, nao se tem o conhecimento prévio de A(z*). Como serd visto
a seguir a determinacao deste conjunto é o principal desafio para os algoritmos de QP com
restri¢coes de desigualdade.

O Método do Conjunto Ativo pode ser implementado de trés formas: primal, dual e primal-
dual. Este estudo ¢ restrito ao método primal, que gera aproximacoes viaveis para o problema
original (3.1) e garante o decréscimo da fungao objetivo ¢(z).

A esséncia do Método do Conjunto Ativo primal é encontrar uma dire¢ao a cada iteracao
resolvendo um subproblema quadratico. Neste subproblema todas as restrigoes descritas em
(3.1) sao tratadas como restrigoes de igualdade. O subconjunto formado pelas restrigoes ativas
¢ conhecido como conjunto de trabalho e seréa denotado na k-ésima iteracao por Wy. Uma
propriedade importante que se impoem a Wy é que os gradientes das restricoes a; no conjunto
de trabalho sejam linearmente independentes.

Dada a aproximacao x* e o conjunto de trabalho W, primeiro é verificado se z* minimiza
a funcao quadratica ¢ no subespaco definido pelo conjunto de trabalho W;. Se nao, é calculada
uma diregao p, solucionando um subproblema quadratico com restricao de igualdade, no qual as
restricoes pertencentes ao conjunto de trabalho Wj sao de igualdade e todas as outras restrigoes

sao temporariamente ignoradas. Para expressar este subproblema em funcao da direcao p,
defina

k

p=x—2" e ¢ = Ha" 4+ h. (3.53)
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Substituindo x na fungao objetivo do problema (3.1), encontra-se que:

1
g(x) = q(a* +p) = P Hp +p" 9" + pr, (3.54)
onde py, = 0,5(x*)T Hz* + (2*)Th e nao depende de p. Entdo, pode-se desprezar p; da funcao
objetivo sem alterar a solucao do problema. Assim, o subproblema quadratico pode ser escrito
formalmente como

1
min épTHp +(¢")'p sujeito a alp =0, i € W. (3.55)
p
Como H é positiva definida, a solucio p* do subproblema (3.55) pode ser obtida por algumas
das técnicas descritas na segao 3.2. Supondo que o p* étimo do problema (3.55) é niao nulo,
precisa-se decidir o quanto se mover ao longo desta direcao. Se z* + p* é vidvel com relacao a
todas as restricoes, entao 2! = z¥ + p*. Caso contrario,

M = 2k g, (3.56)

sendo ag, o comprimento do passo escolhido como o maior valor no intervalo [0, 1] para o qual
todas as restri¢oes sao satisfeitas. E possivel definir uma férmula explicita para ay considerando
0 que acontece com as restrigdes i & W, ja que as restrigoes i € Wy, certamente sao satisfeitas,
independente da escolha de «y,.

Se al'p* > 0 para algum i ¢ W, entdo para todo ap > 0, tem-se que al (z* + ap”®) >
alz® > b;. Portanto, a restricio serd satisfeita para toda escolha nao negativa do comprimento
do passo. Se alp® < 0 para algum i ¢ W, tem-se que a! (¥ + axp*) > b; apenas quando

T,k
b —a; x

T (3.57)
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Para maximizar o decrescimento da funcao ¢, deseja-se obter oy tao grande quanto possivel
em [0, 1] obedecendo a regiao vidvel, assim, por defini¢ao:

bi — al ¥
o = min (1, min ﬁ) . (3.58)

Wy, aTpb<o  al pF

As restricoes i para as quais ap = min (b; — alz¥)/aTp*, com i ¢ Wy, al'p* < 0, sdo
denominadas restrigoes de bloqueio (se a = 1 e nenhuma das restrigoes sao ativas em x*+ ap”,
entdo nao existe restrigdo de bloqueio nesta iteragao). Note que ay pode ser nulo, visto que é
possivel ter al p* < 0 para alguma restrigao i ¢ Wj, que é ativa no ponto x*.

Se ay, < 1, ou seja, o passo ao longo de p* for bloqueado por alguma restricao i ¢ Wi, o
novo conjunto de trabalho W é construido adicionando-se uma restricao de bloqueio a W.

O processo iterativo continua, com a adicao de restrigoes ao conjunto de trabalho até que
se encontre um ponto Z que minimiza a funcao objetivo quadratica sob o conjunto de trabalho
W. E f4cil identificar tal ponto, pois o subproblema (3.55) terd uma solu¢do p = 0. Uma vez

que p = 0 satisfaz as condigdes de otimalidade descritas pelo sistema (3.19), tem-se que
Y ai\i=g=Hi+h, (3.59)
%y

para alguns multiplicadores de Lagrange ;\i, i € W. Como & e \ satisfazem a primeira condicao
KKT, Equacao (3.46), os multiplicadores de Lagrange correspondentes as restrigoes de desi-
gualdade que nao estao no conjunto de trabalho, sao nulos. O controle imposto no comprimento
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do passo garante que  também é viavel com relacao a todas as restricoes, assim a Equacao
(3.47) e a Inequagao (3.48) também sao satisfeitas neste ponto.

Agora apresenta-se algumas consideracoes sobre os sinais dos multiplicadores de Lagrange,
correspondentes as restricoes de desigualdade no conjunto de trabalho, ou seja, os indices i €
WND. Se estes multiplicadores sao todos nao negativos, a quarta condicao KKT, desigualdade
(3.49) é satisfeita e £ é um ponto KKT para o problema original (3.1). Na verdade, como H é
positiva semidefinida, pelo Teorema 3.2 segue que, & é uma solucao global do problema (3.1).

Por outro lado, se um ou mais multiplicadores 5\j, J € WHD, sao negativos, a condigao (3.49)
nao é satisfeita e a fun¢do objetivo ¢(-) pode decrescer com a retirada de uma destas restrigoes
do conjunto W. Neste caso, é removido do conjunto de trabalho um indice j correspondente a
um dos multiplicadores negativos e resolve-se o novo subproblema (3.55) para a nova diregao.
O Teorema 3.3, a seguir, mostra que esta estratégia produz uma direcao p para a proxima
aproximagcao que ¢ viavel para a restri¢ao retirada.

Antes de enunciar e demonstrar o Teorema 3.3, veja algumas ideias relevantes para a de-
monstracao.

As condigoes de segunda ordem descritas no Capitulo 2 as vezes sao expostas de outra forma,
o que facilita a verificagdo das Inequagoes (2.92) e (2.100). Esta forma é baseada na projecao
da matriz Hessiana Lagrangeana V2_L(z*, \*) no subspaco definido por C(z*, \*). O caso mais
simples é obtido quando o vetor de multiplicador A* que satisfaz as condigoes KKT (2.38 a 2.42)
¢ Unico, como acontece por exemplo, quando o conjunto dos gradientes das restrigoes ativas é
linearmente independente e a condicao de complementaridade estrita é satisfeita. Neste caso,
a defini¢ao (2.80) de C(x*, \*) se reduz a

Cw" N) = N [Ve(a)T ey = NI () = ] T = 0), (3.60
onde J(z*) é definida pela Equacao (2.47) e N'(J(z*)) denota o espago nulo da matriz J(z*).
Assim, da igualdade (3.60), o cone C(z*, \*) é o espago nulo da matriz J(z*). Como em (2.52),
é possivel definir uma matriz Z com posto maximo cujas colunas geram o espago C(z*, \*); isto

é,
C(z*, \*) = {Zu| u € R} (3.61)

sendo, RHA@)! 3 cardinalidade dos ntimeros reais em relacdo ao conjunto ativo.
Assim, a condi¢@o (2.92) no Teorema 2.3, pode ser reescrita como

u' ZTV2 L(z*,\*)Zu > 0 para todo wu, (3.62)

em outra palavras, ZTV2_L(z*, \*)Z é positiva semidefinida. De modo andlogo, da condi¢ao
(2.100) no Teorema 2.4 tem-se que Z7V2_L(z*, \*)Z é positiva definida.

Teorema 3.3 Suponha que o ponto T satisfaz as condig¢oes de primeira ordem para o subpro-
blema com restricao de igualdade com conjunto de trabalho W isto €, a Equagao (3.59) é
satisfeita com al'z = b; para todo i € W. Suponha também que os gradientes das restrigoes a;,
1€ W sejam linearmente independentes e que existe um indice j € W, tal que, )\ < 0. Sep
for uma solugcdao do subproblema com a retirada da restricao j, isto €,

1 .
min §pTHp+ (Hi +h)'p  sujeito a alp=0, para todo i €W com i #j, (3.63)
p
entao p serd uma diregcao vidvel para a restri¢ao j, isto €, a]Tp > 0. Além disso, se p satisfizer

a condigdo suficiente de sequnda ordem para o problema (3.63), entao a;frp > 0 e p serd uma
dire¢ao de descida para q(-).
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Demonstragao: Como p ¢ solugao do problema (3. 63) tem-se dos resultados da secao 3.2,
que existem multiplicadores Az, tais que, para todo 7 € W com i #+7,

> Na;=Hp+ (Hi +h). (3.64)

Além disso, pelas condigoes necessarias de segunda ordem (descritas anteriormente) tem-se
que se Z é uma base para o espaco nulo da matriz

of

! ]iew, i (3.65)

entdao ZTHZ é positiva semidefinida. Claramente, p tem a forma p = Zp? para algum vetor
p?, assim p" Hp > 0.

Por hipétese & e W satisfazem a Equacao (3.59). Subtraindo (3.59) de (3.64) obtém-se:

ieW, i#j

Multiplicando ambos os lados da igualdade por p’ e usando a hipétese que alp = pTa; = 0,
para todo 7 € W com i # j, tem-se que

—S\jpTaj = )\ a p=pl Hp. (3.67)

Como p"Hp >0 e 5\3- < 0, segue que aij > 0. Se a condicao suficiente de segunda ordem
da secdo 2.3 é satisfeita, tem-se que ZT HZ ¢ positiva definida. Da Equagao (3.67), aij =0
apenas se pl Hp = (p?)TZTHZp? = 0, isto é se p? = 0 e portanto p = 0. Mas se p = 0, da
Equagao (3.66) e usando a independéncia linear de a; para i € W, deve-se ter que ;\j =0,0
que contradiz a hipétese. Logo, na Equacao (3.67), pf Hp > 0 e assim aij > 0.

A afirmagcao de que p é uma dire¢ao de descida para ¢(-) sera provada no Teorema 3.4. W

O Teorema 3.4 mostra que se a solucao p* do problema (3.63) é nao nula e satisfaz a condigao
suficiente de segunda ordem para o conjunto de trabalho atual, entao é uma direcao de descida
estrita para ¢(-).

Teorema 3.4 Suponha que a solugdo p* do problema (3.55) € ndo nula e satisfaz a condigdo
suficiente de sequnda ordem para este problema de otimizagdo. Entao a funcgao q(-) € estrita-
mente decrescente ao longo da direcdo p*.

Demonstracao: Por hipdtese p* satisfaz a condicao suficiente de segunda ordem, assim Z7HZ
é positiva definida para uma matriz Z, cujas colunas formam uma base para o espaco nulo das
restrigoes descritas em (3.55). Aplicando o Teorema 3.1 para o problema (3.55) segue que p* é
a unica solugao global. Como p = 0 também é um ponto vidvel para o problema (3.55), o valor
da funcao objetivo neste ponto deve ser maior do que o valor da funcao objetivo aplicada em
p*, ou seja

1
5 (P HP" + (¢")"p* <0, (3.68)
Como (p*)THp* > 0 por convexidade, a desigualdade (3.68) implica que (g¥)Tp
Aplicando o ponto z* + ap* na funcio objetivo do problema (3.52) e usando (3.68) tem-se que
1
(") = q(a® + anp®) = q(a") + alg")p" + S ()T Hp' < q(a"), (3.69)

2

para todo a > 0 suficientemente pequeno. O que conclui a demonstracao. [ |
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Observacao 3.3 Quando H € positiva definida - o caso estritamente convexo - a condi¢cao Su-
ficiente de sequnda ordem é satisfeita para todo subproblema vidvel do problema (3.55). Assim,
seque do resultado acima que o decrescimento estrito de q(-) € obtido sempre que p* # 0.

Apos a fundamentacao tedrica do Método do Conjunto Ativo para QP convexa veja agora
uma especificagao formal do algoritmo. Sera assumido que a fungao objetivo ¢ é limitada no
conjunto vidvel descrito pelas restri¢oes do problema (3.1).

Dados Iniciais: Entre com o ponto inicial vidvel z°. Seja W, o subconjunto das restricoes

ativas em z°.

Para k=0,1,2,---
Resolva o problema (3.55) e obtenha o valor de p*;
Se p* =0
Calcule os multiplicadores de Lagrange i que satisfazem a Equacao (3.59),
e faca W = Wi
Se 5\1 > 0 para todo7 € W, N D
Pare a solucao 6tima é x* =z
Senao j = indice 7, tal que, \i seja minimo, sendo ¢ € Wy, N D,
a* =2k e Wi = Wi\ i };

k.
)

Senao (p* # 0)
Calcule «a usando a Equagao (3.58);
e faca 2%t = 2 + apph;
Se existir restricao de bloqueio,
obtenha o conjunto Wy adicionando a restricao de bloqueio a W
Senao
faca Wy11 = Wh.

Fim.

Para mostrar a performance de todos os métodos de otimizagao restrita estudados nesta
dissertacao sao considerados dois exemplos. Sendo um problema tedrico estudado no final de
cada capitulo e um problema pratico, estudado separadamente no Capitulo 7. Vale lembrar
que todos os algoritmos foram implementados em Matlab®.

———
_——

—
¥

1.5

Figura 3.2: Superficie, curvas de nivel e regiao viavel do Exemplo Ilustrativo 1
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Exemplo Ilustrativo 1: Considere o problema bidimensional.

min f(z) = %x% + 23 — 1179 — 271 — 629 (3.70)
—Tr] — 9+ 2 Z 0,
Ty —2x9+2 >0,
sujeito a —2x1 — 29 +3 >0, (3.71)
z > 0,
To > 0.

A Figura 3.2 ilustra o ponto 6timo, a regiao viavel e o grafico da superficie do problema
(3.70) sujeito as restrigoes (3.71).

Deseja-se resolver este problema, usando o Método do Conjunto Ativo para QP convexa.
Como o procedimento é um pouco complexo, para este exemplo, os cdlculos sao feitos passo a
passo sem o auxilio do Matlab.

Tem-se que,

[ —1 —17 [ —2 ]
9 L 1 -2 ~2
h = , Vif(z) = - J=1|-2 —-11],b=1] -3 ]. (3.72)
0 B 1 0 0
L 0 1 ] | 0 ]

Por simplicidade as restrigoes descritas em (3.71) sao enumeradas, nesta ordem, pelos indices
(1 a 5). Considere z° = [1,5 0] o ponto inicial. Note que, as restrigoes {3} e {5} sdo ativas
neste ponto, assim Wy = {3,5} (pode-se escolher Wy = {5} ou Wy = {3} ou W, = {0}, cada
uma destas escolhas faz com que o algoritmo se comporte de maneira diferente).

Iteracao k = 0:
Como 2° encontra-se em um vértice da regido vidvel, é claramente uma solucao para a
funcao objetivo f com relacao ao conjunto de trabalho W, ou seja, a solucao do problema
(3.55) na iteragdo k =0 ¢ p’ = [0 0]T. Pela Equacao (3.59) obtém-se os multiplicadores A3 e
A5 associados as restrigoes ativas {3} e {5}, sendo a; = i-ésima linha da matriz J,

21 . 0] . 1 -1 1,5 —2
)\3 —+ )\5 = +
—1 -1 2 0 —6
[ 1,5 -2
= + .
| 1,5 6
Resultando no sistema,
) VD M-
203 =—0,5 '
resolvendo o sistema, segue que, [As As] = [0,25 —7,25]. A restricdo {5} deve ser removida do

conjunto de trabalho W, uma vez que o multiplicador de Lagrange associado a esta restricao
é negativo.
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Iteragcao k = 1:
Para esta iteragao, ' = 2° e Wy = {3}. A préxima etapa é obter a solu¢ao do problema
(3.55), para isto considere p* = [u; us]’. Assim,

Uy
=0 = 2up—uy=0 = U2:—2U1;
2

agplzo = [—2 —1][
u

%(pl)Tv2 fHp' + (V2 f(zhat + h)Tpt = %ai + 14, 5uy. (3.73)

Derivando a Equacgao (3.73) em relagao a u; e igualando a zero, tem-se:
Uy = —1, 12.

Logo, p' = [-1,12 2,24]T. Como p' # [0 0]7, deve-se calcular o comprimento do passo
através da Equagao (3.58). As restri¢oes que nao pertencem a W, sao: {1}, {2}, {4} e {5}.
Devemos verificar quais destas restrigoes satisfazem a condigao: al p' < 0 para i ¢ W.

~1,12

T,1 .
aipt=[-1 —1] [_2 24] =1,12-2,24=—-1,12 < 0;

—1,12
T,1 ’ .
apt=[1 2] [_2 24] = —1,12- 4,48 = =5,6 < 0;

-1,12
aipt =11 0}[ ]:—1,12<0;

—2,24
—1,12
T 1 ’
asp- =10 1 =2,24 > 0.
sp =10 1] [—2,24]
b — a x! . R .
Calculemos os valores de ————, para i = {1,2,4}, sendo b; = i-ésima linha da matriz b,
a; p
1,5
- —2-[-1 —1}[ 0 ]
— —2— (-1
bl Ta/lx — — ( 75) g 0,4467
aj pt —1,12 —1,12

1,5
L 2= —2}[ ]
by — alw 0 -2-1,5
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Da Equacao (3.58), segue que,

a1 = min (1, min{0, 446; 0, 625; 1,339}) = min{1;0, 446} = 0, 446,

—1,12 1,5 —0,49952 1,00048

2,24 0 0,99904 0,99904
Como a7 < 1, existe uma restricdo de bloqueio (restrigao {1}), entao W, = {1,3}. O
processo é repetido até que se encontre \; > 0 para todo ¢ € W,. Como o procedimento a ser

utilizado é analogo ao feito para as iteragoes 0 e 1, as proximas iteracoes sao descritas de forma
simplificada.

e assim

:c2::c1+a1p1: [

Iteragao k = 2:

Para esta iteragao z2 = [1,00048 0,99904]%, W, = {1,3} e a solucao do problema (3.55) é
p* = [0 0]". Da Equagao (3.59) encontramos os multiplicadores de Lagrange, A = 8,00494 e
Az = —3,00254.

Como A3 < 0, retira-se a restricio {3} do espaco de trabalho W, e obtém-se W5 = {1},
3 = 22

Iteracao k = 3:

Para esta iteragdo z3 = [1,00048 0,99904]7, W5 = {1} e a solugdo do problema (3.55) ¢é
p> = [—0,60077 0,60077]T. Da Equacao (3.58), tem-se a3 = min(1, min{0,5563; 1,6647}) =
0,5563 e z* = [0,6663 1,3332]7.

Como a3 < 1, tem-se uma restrigdo de bloqueio (restrigao {2}), entdao W, = {1, 2}.

Iteragao k = 4:

Para esta iteracao z* = [0,6663 1,3332]7, W, = {1,2} e a solugdo do problema (3.55)
6 p* = [0 0]7. Da Equacio (3.59), segue que, Ay = 3,1112 e Ay = 0,4445. Como os
multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes {1} e {2} sdo positivos, obtém-se que
o = 2% = [0,6663 1,3332]T.

O processo foi interrompido na 4* iteragao, sendo z* = [0, 6663 1,3332]T a aproximacao
6tima encontrada pelo método. Neste ponto, ¢;(z?) = 0,0005, co(z?) = —0,0001, c3(x?) =
3,0001, c4(z?) = 0,6663, cs(z?) = 1,3332 e f(a?) = —8,2229. Note que, o ponto nao é
viavel pois nao satisfaz a restricao c;. Para o vetor dos multiplicadores de Lagrange obteve-se
M =1[3,1112 0,4445 0 0]T.



Capitulo 4

Métodos de Penalidade

O principio basico dos métodos de penalidade é converter o problema restrito original em uma
sequéncia de subproblemas irrestritos, acrescentando um termo de penalidade a fungao objetivo.
Este termo penaliza, ou seja, aumenta o valor da fungao objetivo quando as restri¢coes forem
violadas. A ideia é combinar a fungao objetivo e as restrigbes em uma nova funcao, denominada
funcao de penalidade e, a partir de entao, obter solugoes aproximadas para o problema original.
Este capitulo tem como prioridade estudar duas abordagens deste tipo. O Método de Penalidade
Quadrdtica, o qual adiciona-se a funcao objetivo o quadrado das restrigoes violadas. O Método
de Penalidade Exata Nao Suave, onde um tinico problema irrestrito (ao invés de uma sequéncia)
toma o lugar do problema restrito original. O método mais popular deste tipo trabalha com a
funcao de penalidade ¢;. Um tipo diferente de penalidade exata é o Método dos Multiplicadores
de Lagrange Aumentado, tema do proximo capitulo.

4.1 O Método de Penalidade Quadratica

No Método de Penalidade Quadrética o problema restrito é substituido por uma funcao de
penalidade, que consiste, da fun¢ao objetivo do problema original acrescida de um termo de
penalidade. Este termo de penalidade, referente a cada restricao, é positivo quando a solucao
atual viola a restri¢ao, ou nulo, caso contrario.

Além disso, os termos de penalidade das restri¢coes violadas, sao multiplicados por algum
coeficiente positivo u, denominado fator de penalidade. Quando este valor é elevado, a pena-
lizacao é mais severa, forcando o minimo da funcao de penalidade ficar também cada vez mais
proximo da regiao viavel do problema restrito original. Entretanto, é necessario cuidado, pois
ha um aumento da nao suavidade da funcao de penalidade. E bom ressaltar que frequentemente
os minimos sao inviaveis e a viabilidade s6 pode ser obtida para valores elevados do fator de
penalidade.

A funcao de penalidade mais simples deste tipo é a funcdo de penalidade quadrdtica, onde
os termos de penalidade sao os quadrados das restrigoes violadas. A primeira abordagem é
descrita considerando um problema com restricao de igualdade, isto é,

m}%n f(z) sujeito a ¢;(z) =0, 1€ I, (4.1)
reR™

que é um caso particular do problema (2.1). A fungao de penalidade quadrética Q(x;u) é
definida como

Qaip) = f(@)+5 Y le@). (4.2)

sendo p > 0 o fator de penalidade. Observe que, Q(+; 1) = f(-) no conjunto viavel, e que em
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qualquer ponto fora deste conjunto, o termo de penalidade cresce (sem limite) com o aumento
do fator p. Assim o problema irrestrito (4.2) é uma aproximagao para o problema original (4.1).

Para obter o minimo do problema penalizado (4.2), primeiro considera-se uma sequéncia de
valores {4} com py crescendo a medida que k — oo (por simplicidade sera utilizada a notacao
pr T o0) e a partir de entdo obtém-se um minimo aproximado z* de Q(z; ) para cada k.
Como os termos de penalidade na fungao (4.2) sao diferenciaveis, é possivel usar técnicas de
otimizacao irrestrita para encontrar o valor de z*.

Exemplo 4.1 Considere novamente o problema (2.8) do Capitulo 2.
min (z; — 2)® + (22 — 1)®  sujeito a 23 + (2, — 1)* — 1 = 0. (4.3)

Como j4 foi visto, no Capitulo 2 este problema possui um ponto de minimo em [1 1]7. A
funcao de penalidade quadratica é dada por

Qa; ) = (w1 — 2)* + (13 — 1)* + g (27 + (22— 1)* = 1}2. (4.4)

A Figura 4.1 representa as curvas de nivel desta fungdo para dois valores de pu. Na Figura

4.1 a) adotou-se p = 0, 1, sendo o minimizador de @) aproximadamente [1,6879 1]7. Na Figura

4.1 b) adotou-se p = 40, e o minimizador de @ ¢é aproximadamente [1,0121 1,0001]7. Para
obter os minimos da funcao irrestrita (4.4) foi utilizado o Toolbox fminunc do Matlab®.

)N\w

4

=
;@

w

*1

1

25

Figura 4.1: Curvas de nivel da funcao (4.4): a) adotando p = 0,1; b) adotando p = 40

Note que, quanto maior o valor de pu, maior serd a penalidade aplicada aos pontos que nao
estao sobre o circulo vidvel definido por 27 + (22 — 1)? = 1. Maior também a proximidade entre
o minimo do problema penalizado (4.4) com o minimo do problema original (4.3).

Para o problema geral de otimizacao, que apresenta restricoes de igualdade e desigualdade,
a funcao de penalidade quadratica é definida como:

Qs p) = f(w) +5 3 L)) + 5 3 [max{ —ci(x), 0} (45)

Neste caso () pode ser menos suave que as fungoes objetivo e restrigoes do problema original.
A estrutura geral do algoritmo baseado na func¢ao de penalidade quadratica (4.2) é especi-
ficado a seguir:
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Algoritmo 4.1 (Método de Penalidade Quadrética)

Dados iy > 0, um ponto inicial 2° e uma tolerancia 7 para o critério de parada suficiente-
mente pequena;

Para k=0,1,2,---
Encontre um minimizador aproximado z* de Q(-; ux) e pare quando ||V,Q(x; )| < 7;
Se o critério de parada é satisfeito
Pare 2" ¢ a solucao aproximada,;
Senao
Escolha o novo fator de penalidade pig11 > pig;
Escolha o novo ponto inicial zF*!;
Fim
Fim.

O fator py pode ser escolhido com base na minimizac¢ao de Q(z; ug). Se a minimizagao se
tornar computacionalmente cara pode-se escolher p;. 1 levemente superior a u (por exemplo,
trr1 = 1,5ux). Caso contréario, pode-se tentar um aumento mais ambicioso (por exemplo,
prr1 = 10p).

Nao hé garantias que o critério de parada ||V,.Q(x; ur)|| < 7 seja satisfeito, pois as iteragoes
podem mover a solucao para fora da regiao viavel quando o fator de penalidade nao é suficiente.

Quando existem apenas restrigoes de igualdade, Q(z; uy) é diferencidvel e a solugao pode
ser aproximada. A minimizacao de Q(x;uy) torna-se mais dificil & medida que u; aumenta,
visto que a matriz Hessiana V2 Q(z; ;) torna-se arbitrariamente mal condicionada préximo
do ponto de minimo.

4.1.1 Convergéncia do Método de Penalidade Quadratica

Sao descritas algumas propriedades de convergéncia do Método de Penalidade Quadrética em
dois teoremas. Serd considerado apenas o problema com restri¢ao de igualdade (4.1), para o
qual a funcao de penalidade quadrética é definida pela Equagao (4.2).

Para o primeiro teorema serd assumido que a fungao de penalidade Q(z; px) tem um ponto
de minimo para cada valor de py.

Teorema 4.1 Suponha que cada z* é exatamente o minimo global de Q(x; ) definida pela
Equacao (4.2), e que py, 1 oo. Entdo todo ponto limite x* da sequéncia {x*} é uma solu¢do
global do problema (4.1).

Demonstragao: Seja T a solucdo global do problema (4.1), isto é,

f(z) < f(x) para todo x com ¢;(x) =0, i€ I. (4.6)
Como x* minimiza Q(-; ) para cada k, tem-se que Q(x*;u) < Q(%; i), donde segue a

desigualdade

Fa)+ 53 el < @) + B al@) = £(@). (4.7)

il el

Reorganizando esta expressao, obtém-se

Z [Cz(:L’kﬂ2 < 2 [f(z) = f(=")]. (4.8)
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Suponha que x* ¢é o limite da sequéncia {2*}, entdo existem infinitas subsequéncias K, tais
que

llﬂir?c ot = a*. (4.9)
€

Fazendo o limite com k& — oo, k € K, de ambos os lados da Inequacao (4.8) resulta

*\12 . k 2 . 2 _ k
. - , < = — = )
>_la@)f =lim > [a(")]" < lim /@ - ] =0, (4.10)
i€l i€l
onde a tltima igualdade segue da hipétese py, 1 co. Portanto, tem-se que ¢;(z*) = 0 para todo
1 € I, assim z* é viavel. Além disso, considerando o limite k — oo para k € K na Inequacao

(4.7) tem-se da nao negatividade de . que

F@®) < flat) + i B S e @) < 5(@). (4.11)

ke -
el

Como z* é um ponto viavel cujo valor da funcao objetivo nao é maior que o valor da funcao
objetivo na solugao global z, conclui-se que z* também ¢é uma solucao global. [ |

O proximo resultado aborda a propriedade da convergéncia da sequéncia, quando sao per-
mitidas minimizagoes inexatas (mas cada vez mais precisas) de Q(-; ux). Em contraste com
o Teorema 4.1, demonstra-se que a sequéncia {z*} pode ser atraida para pontos invidveis, ou
para qualquer ponto KKT (isto é, um ponto satisfazendo as condigoes necessarias de primeira
ordem, Equagoes 2.38 a 2.42), em vez de um minimizador. Também observa-se que, em certas
circunstancias os termos pc;(x%) podem ser usados como estimativas para os multiplicadores
de Lagrange \!. Esta observacao é importante para a futura analise do Método dos Multipli-
cadores de Lagrange Aumentado.

Teorema 4.2 Suponha que as tolerancias e os fatores de penalidade no Algoritmo 4.1 satisfa-
zem 7, — 0 e p, T oo. Entdo se um ponto limite * da sequéncia {x*} € invidvel, ele é, um
ponto estaciondrio da funcao |c(x)||?, sendo c(z) o vetor das restrigoes. Por outro lado, se um
ponto limite € vidvel e o gradiente das restri¢oes Ve;(x*) sao linearmente independentes, entdo
x* é um ponto KKT para o problema (4.1). Para tais pontos, para qualquer subsequéncia K tal

que lim 2* = z*, tem-se que
keK

EH’% —ppei(z®) = N, para todo i € I, (4.12)
S

sendo \* o vetor dos multiplicadores que satisfaz as condigoes KKT (2.538 a 2.42) para o pro-
blema com restri¢ao de igualdade (4.1).

Demonstracao: Derivando Q(x; i) definida pela Equacao (4.2), obtém-se:

VoQ(aF; ) = V(@) + > ei(a®) Ve (), (4.13)

el

pelo critério de parada do Algoritmo 4.1 resulta que:

< T (4.14)
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Utilizando a desigualdade ||a|| — ||b]| < ||@ + b||, seque que

> ala) Ve < = [n+ VS]] (4.15)

il

Seja x* o limite da sequéncia {x*}. Entao existe uma subsequéncia K tal que }clr}qc zt = ¥
c
Fazendo o limite com k — oo, para k € K o termo entre colchetes no lado direito da desigualdade

aproxima de ||V f(z*)||. Como py T 00, o lado direito aproxima de zero. Considerando o mesmo
limite, no lado esquerdo, obtém-se:

Y a(@)Ve(a') =0 & ¢(2z")Ve(z") =0, Viel (4.16)

i€l

Assim, ¢;(z*) # 0 se o gradiente das restrigoes V¢;(z*) sdo linearmente dependentes. Neste
caso a igualdade (4.16), implica que z* é um ponto estaciondrio da fungao ||c(z)|?.

Se por outro lado, o gradiente das restrigoes V¢;(z*) sdo linearmente independente, da
igualdade (4.16), resulta que ¢;(z*) = 0 para todo ¢ € I, neste caso z* é vidvel. Logo, a
segunda condi¢do necesséria de primeira ordem, Equagao (2.39) é satisfeita. E necessério
verificar também a veracidade da condicao (2.38), e mostrar que o limite (4.12) é satisfeito.

Relembrando que J(x) denota a matriz dos gradientes das restrigdes (também conhecida
como Jacobiana), isto é,

J@) = [Ve@)er (417)
e usando \* para denotar o vetor —ugc(x"), tem-se, como em (4.14), que

J(@)"N =V f(2*) = VoQ(2*s ), [VeQ(a"; )| < 7 (4.18)

Para todo k € K suficientemente grande, a matriz J(x*) tem posto méximo, assim J(2*).J(z*)T

é nao singular. Multiplicando (4.18) por J(x*) e reorganizando, tem-se:

X = [T @) I [V ) — 9.0 m)] (4.19)

Dai, tomando o limite k& — oo, k € K, encontra-se que

lim \* = A" = [J(x*)J(z*)T] " J(a*)V £ (). (4.20)

Fazendo o limite em (4.14) conclui-se que
V. Q(x* ) = Vf(2*) — J(@*)' 2\ =0, (4.21)

assim \* satisfaz a primeira condigao KKT (2.38) para o problema (4.1). Portanto, z* é um
ponto KKT para o problema (4.1), com tnico vetor dos multiplicadores de Lagrange \*. [ |

O Teorema 4.2 garante que, se um ponto limite x* nao é viavel, é pelo menos, um ponto es-
taciondrio para a fungao ||c(z)]|?>. No caso em que o problema de programagao nao linear (4.1) é
inviavel, o método de penalidade quadratica frequentemente converge para pontos estacionarios
ou minimizadores de ||c(x)]]?.
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4.1.2 Comportamento da matriz Hessiana do Método de Penalidade
Quadratica

Normalmente a convergéncia do método estd relacionada ao comportamento da matriz Hessiana
da fungao objetivo préoximo a solu¢ao. Um dos problemas encontrados pelos algoritmos ocorre
quando esta matriz é mal condicionada.

E facil ver que a matriz Hessiana da funcao de penalidade quadratica é dada por:

V2 Q(z; ) = V2f(x) + Z pci(2)V2ei(x) + pJ (2)T T (2), (4.22)

el

sendo J(z) definida pela Equagao (4.17). Quando z estd préximo do minimo de Q(-; ux) € as
condigbes do Teorema 4.2 sao satisfeitas, tem-se do limite (4.12) que a soma dos dois primeiros
termos no lado direito da Equacao (4.22) é aproximadamente igual a matriz Hessiana da funcao
Lagrangeana definida pela Equagao (2.37). Isto é,

V2.Qm) ~ Vif(x) = NVia(x) + prd(x)" ()

iel

~ V2 L(x, N+ ud (x)T (), (4.23)

quando x estd préximo do minimizador de Q(-; ).

Uma consequéncia do mal condicionamento sao possiveis imprecisoes ao se aplicar o método
de Newton para encontrar a direcao de busca. Para o método de Penalidade Quadratica, esta
direcao é obtida solucionando o seguinte sistema

V2.Q(x; ) p = =V Q(; ). (4.24)

Em geral, o mal condicionamento da matriz Hessiana pode gerar erros significativos no
calculo do valor de p, independente da técnica computacional utilizada para encontrar a solucao
do sistema (4.24).

4.1.3 Aplicagcao do Método

Exemplo Ilustrativo 1: O Método de Penalidade Quadratica foi aplicado a funcdo (3.70)
sujeita as restrigoes (3.71). A Tabela 4.1 resume os calculos para o método. O processo inicia-
seem 2° = [1,5 0]7, e deve ser encerrado quando o critério de parada CP = ||V,Q(z*; 11| <
0,0001 for satisfeito. Para este exemplo,

VoQ(aip) =
[ 21 — 2y — 2+ pmax{z; + 25 — 2,0} — pmax{—x; + 275 — 2,0} +
+2pmax{2z, + x5 — 3,0} — pmax{—x,0}
2xy — 21 — 6 + pmax{z; + x2 — 2,0} + 2umax{—x; + 2x5 — 2,0} +
i +pmax{2z; + z2 — 3,0} — pmax{—x,0} |
Foi adotado g9 = 1,5 como fator de penalidade inicial e para as proximas iteragoes a

atualizacao pu41 = 2. A partir da 17% iteracao os valores de 2% nao se alteram, e o critério
de parada nao ¢ satisfeito. Entretanto, a solugdo encontrada z'” = [0,6667 1,3333]" satisfaz
todas as restrigoes sendo assim uma boa aproximagao para o 6timo. A Figura 4.2 representa o
progresso do método.
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Iteracao k (F)T f(zF) c1(@®) | e2(@®) | c3(zF) | ea(@®) | e5(2F) | COP
0 1,5 0 -1,8750 0,5 3,5 0 1,5 0 7,5166
1 [1,0137 1,7267] | -10,6424 | -0,7403 | -0,4396 | -0,7540 | 1,0137 | 1,7267 | 4,4762
2 [0,8883 1,5612] | -9,6986 | -0,4495 | -0,2340 | -0,3378 | 0,8883 | 1,5612 | 4,6181
5 [0,7461 1,3824] | -8,6287 | -0,1285 | -0,0187 | 0,1253 | 0,7461 | 1,3824 | 4,7750
10 [0,6692 1,3349] | -8,2351 | -0,0040 | -0,0006 | 0,3268 | 0,6692 | 1,3349 | 4,8064
17 [0,6667 1,3333] | -8,2222 0 0 0,3333 | 0,6667 | 1,3333 | 4,7920

Tabela 4.1: Método de Penalidade Quadratica aplicado ao Exemplo Ilustrativo 1

Figura 4.2: Progresso do Método de Penalidade Quadratica aplicado ao Exemplo Ilustrativo 1

4.2 A Funcao de Penalidade Exata /;

Algumas funcoes de penalidade sao exatas, isto é, para certas escolhas dos fatores de penalidade,
uma Unica minimizacao em relagao a x pode gerar a solucao exata do problema de programacao
nao linear. Esta propriedade é desejavel, pois faz com que o desempenho dos métodos de
penalidade sejam menos dependentes da estratégia de atualizacao do fator de penalidade. A
funcao de penalidade quadrética da secao 4.1 nao é exata, pois o minimizador geralmente nao
¢ o mesmo que a solucao do problema nao linear para qualquer valor positivo de pu.

Uma funcao de penalidade nao diferenciavel muito utilizada para solucionar o problema
restrito (2.1) é a fungao de penalidade ¢;, definida por:

b1(w ) = £(2) + Y Jei(a)| + Y fmas{—ei(2), 0} (4.25)
iel i€D
O nome deriva do fato de que o termo de penalidade é p vezes a norma ¢; da restrigao

violada. Note que, ¢;(x; 1) ndo é diferencidvel em algum z, mesmo quando ¢;(z), i € I UD sao
diferencidveis. Isto se deve a presenga do valor absoluto e das fungdes max{—c;(z),0}.

Observagao 4.1 A norma da soma || - |1 também € conhecida como norma ¢;.
O préximo resultado estabelece a precisao da funcao de penalidade ¢;.

Teorema 4.3 Suponha que x* é uma solugao local estrita do problema nao linear (2.1) para a
qual as condicdes necessdrias de primeira ordem do Teorema 2.1 sdo satisfeitas, com multipli-
cadores de Lagrange \f, i € I U D. Entao x* é um minimo local de ¢1(z; p) para todo p > p*,
onde

=N |oo = maz|\]| para i € IUD. (4.26)
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Demonstracao: Como z* é uma solucao local estrita, existe uma vizinhanca V de z*, tal que,
f(z*) < f(x) para todo x € V, com x # z*.

Suponha por contradigdo que z* nao seja um minimo local da ¢;(x; ), para todo p > p*.
Entao, para toda vizinhanca V de z*, tem-se que

o1(x"; 1) > ¢1(z; p), para algum z € V. (4.27)

Assim,
f@) +p Z |ci(2")] + Z [max{—c;(z%),0}] >

> f@) + 03 leala) | + Y max{—ei(2), 0. (428)

i€l €D

Das condicoes do Teorema 2.1, resulta

f(@) > f(@) +p Y le(@)] +p ) max{—c(z),0}] > f(x). (4.29)

i€l €D

Donde segue

f(@®) > f(x). (4.30)

Mas isto é um absurdo, pois x* é uma solucao local estrita para o problema (2.1). Portanto,
x* é um minimo local da ¢;(x; u) para todo u > u*. |

Observacao 4.2 Se a condicao suficiente de sequnda ordem do Teorema 2.4 também for sa-
tisfeita, x* serd um minimo local estrito da ¢1(z; ).

Em outras palavras, uma solucao do problema nao linear x*, que se move fora da regiao
viavel é fortemente penalizada, o suficiente para produzir um aumento na funcao de penalidade
que seja superior a ¢ (z*;pu) = f(z*), forcando assim o minimizador de ¢;(+; u) permanecer
préoximo a x*.

b7 (x; u) ¢y (x; )

v

Figura 4.3: Fungao de penalidade do problema (4.31) considerando: a) u < 1; b) p > 1
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Exemplo 4.2 Considere o seguinte problema de uma variavel
min x sujeito a x > 1, (4.31)
cuja solucao ¢é x* = 1. Tem-se que

l—pwz+p sex<l1

. ser>1 " (4.32)

onlas ) = -+ pmax{ (o 11,0} = {
Como pode ser visto na Figura 4.3, a funcao de penalidade tem como minimizador x* = 1,
quando g > 1, mas é uma fungao monotona crescente quando p < 1.

Como os métodos de penalidade visam minimizar a fungao de penalidade, é necessario
caracterizar os pontos estacionarios desta funcao. Apesar de ¢; nao ser diferencidavel, possui
derivada direcional ao longo de qualquer direcao p, denotada por D(¢;(x;u);p). A derivada
direcional de uma funcao f : R® — R na direcao p é definida por:

D(f(x):p) = limg EH B =),

e—0 €

(4.33)

Defini¢ao 4.1 Um ponto & € R é um ponto estaciondrio para a func¢ao de penalidade ¢(x; 1)
se

D(¢1(2; 1);p) 2 0, (4.34)
para todo p € R™.
Exemplo 4.3 Considere novamente o problema (4.3), no qual a fun¢ao de penalidade ¢; é

Or(zp) = (21— 2)° + (22 — 1)* + p |2l + (22 — 1)> = 1. (4.35)

Figura 4.4: Curvas de nivel da funcao (4.35) considerando p = 8

%i;
1 ,§§§;;;

A Figura 4.4 representa as curvas de nivel da fungao ¢;(x; 8). A busca pelo minimo da funcao
irrestrita (4.35) foi realizada usando o Toolbox fminunc do Matlab®. O minimo encontrado
r* = [1 1]7 é exatamente a solu¢io do problema original (4.3). Isto porque, de acordo com
o Teorema 4.3, para todo p > |A\*| = 1, o minimo da fungao ¢;(x; u) coincide com o minimo
obtido para o problema original. Observe que, nas curvas de nivel existem cantos pontiagudos,
estes que por sua vez caracterizam a nao suavidade da fungao ¢(x;8) ao longo do circulo
definido pela expressao 7 + (r2 — 1)2 = 1.
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Este exemplo fornece uma motivagao para o algoritmo baseado na funcao de penalidade /7.
Algoritmo 4.2 (Método de Penalidade ¢;)
Dados 19 > 0, tolerancia 7 > 0 e um ponto inicial z°;

Para k=0,1,2,---
Encontre um minimizador aproximado x* da funcao ¢ (x; iz );
Se |p1 (e ppa) — da (@ )| < 7
Pare 2" ¢ a solucao aproximada,;
Senao
Escolha o novo fator de penalidade pig11 > pig;
Escolha o novo ponto inicial zF*!;
Fim
Fim.

O critério de parada adotado no Algoritmo 4.2 nao garante minimos, mas encontra uma
vizinhanga do ponto 6timo onde a fungao quase nao sofre modificagbes. Como a fungao ¢; nao
¢é diferenciavel, dentre os critérios de parada vistos no Capitulo 1, este é considerado o mais
razoavel.

A estratégia para escolha e atualizacao do fator de penalidade py é crucial para o sucesso
pratico do Método de Penalidade ¢;. Se o fator de penalidade inicial pg é pequeno, muitos
ciclos do Algoritmo 4.2 podem ser necessarios para se determinar um valor aproximado. Além
disso, a aproximacao pode afastar-se da solucao x* nos ciclos iniciais, neste caso o processo de
minimizar ¢ (z; ux) deve ser encerrado, e x* serd redefinido pela aproximacao anterior %=1, Se,
por outro lado, . é excessivamente grande, a funcao de penalidade sera de dificil minimizacao,
sendo necessario um numero elevado de iteragoes.

O mais simples (mas nem sempre eficaz) processo de atualizar o fator de penalidade py, é
fixar um valor inicial e aumenta-lo gradativamente pela multiplicacdo de uma constante até
que a viabilidade seja alcancada.

Exemplo Ilustrativo 1: O Método de Penalidade Quadratica ¢; foi aplicado a fungao (3.70)
sujeita as restricoes (3.71). A Tabela 4.2 resume os cdlculos do método partindo de x° =
[1,5 0]T. Note que, o processo foi interrompido na 5* iteragdo, visto que o critério de parada
CP = |¢1(2°% us) — d1(x*; )| = 0 < 0,0001. Assim, z° = [0,6667 1,3333]7 ¢ uma boa apro-

ximagao para z* e f(z°) = —8,2222. A Figura 4.5 expressa o progresso do método.

Iteragao k (%) F@®) | er(@®) | ea(@®) | es(a®) | ca(a®) | e5(2%) | CP
0 1,5 0] -1,8750 0,5 3,5 0 1,5 0 —
1 0,8 14] -8,8400 | -0,2 0 0 0,8 1,4 | 6,6650
2 [0,7999 1,3999] | -8,8400 | -0,2 0 0 0,8 1,4 0,3
3 [0,6672 1,3336] | -8,2249 | -0,0009 0 0,3319 | 0,6672 | 1,3336 | 0,0203
4 [0,6667 1,3333] | -8,2222 0 0 0,3333 | 0,6667 | 1,3333 | 0,0025
5 [0,6667 1,3333] | -8,2222 0 0 0,3333 | 0,6667 | 1,3333 0

Tabela 4.2: Método de Penalidade Quadratica ¢; aplicado ao Exemplo Ilustrativo 1



Figura 4.5: Progresso do Método de Penalidade ¢; aplicado ao Exemplo Ilustrativo 1
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Capitulo 5

Método dos Multiplicadores de
Lagrange Aumentado

O Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado (Method of Lagrange Multipliers Aug-
mented - MLMA) foi proposto por Hestenes (1969) e Powell (1969). Esta técnica deriva do
Método de Penalidade Quadratica, mas, considera a inclusao de estimativas dos multiplicadores
de Lagrange para evitar o mal condicionamento, comum na fungao de penalidade quadratica.

No MLMA a funcao Lagrangeana Aumentada é uma combinacao dos conceitos das funcoes
Lagrangeana, Equacao (2.37) e de penalidade quadratica, Equagao (4.2). Em contradigdo com
a funcao de penalidade quadratica, observa-se que a fungao Lagrangeana Aumentada, na grande
maioria dos casos, preserva a suavidade. Assim, o método normalmente pode ser implementado
por algoritmos classicos de otimizagao irrestrita, como os discutidos no Capitulo 1.

Nesta secao o estudo do método é apresentado em duas etapas: inicia-se considerando
problemas com restri¢oes de igualdade e depois estende-se para o caso com restrigoes de desi-
gualdade.

5.1 Problemas com restricoes de igualdade
Considere um problema com restri¢oes de igualdade

mﬁn f(z) sujeito a ¢;(x) =0; i€ I. (5.1)
reR™

Para tais problemas a funcao Lagrangena Aumentada é definida por:

La(x,\; 1) Z Nici(x gz [es(2))?, (5.2)

i€l el

sendo i o fator de penalidade e \; os multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes c;.
Observe que, a fungao (5.2) difere da funcao Lagrangeana padrao (2.37) pela presenca do termo
quadrético, por isso, na denominacao do método utiliza-se o termo “Aumentado”. E difere da
fungao de penalidade quadratica (4.2) pelo termo que considera os multiplicadores de Lagrange.
Pela condicao necesséria de otimalidade vista no Capitulo 1 (Teorema 1.2), tem-se que

0=V.Lal@® Nym) = Vf(h) =D Mve(a* +,uchl )V

= VI = 3 P - nela)] Vala®) (5.3
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Comparando a Equagao (5.3) com a condigdo de otimalidade, Equagao (4.21), pode-se
deduzir que o multiplicador 6timo sera dado por

A~ A — pgei(2%), para todo i € 1. (5.4)

Reescrevendo esta expressao, tem-se

ci(z¥) ~ — i()\;" — \F), para todo i € I, (5.5)
Hi
e sabendo que na regiao vidvel ¢;(z¥) = 0, conclui-se que A* deve estar muito préximo do
multiplicador 6timo A*, o que torna o problema independente do fator de penalidade p. A
Equacao (5.4) sugere uma férmula para melhorar a estimativa do vetor dos multiplicadores de
Lagrange A\*, que depende da solucao aproximada x*:

k+1 _ K k :
; — Ny T MEG 3 . .
A AP — pei(x™), paratodo i € 1 (5.6)

Uma descrigao formal da versao original do MLMA (Hestenes (1969), Powell (1969)) é dada
a seguir:

Dado um vetor de multiplicadores A\* e um fator de penalidade y;, deseja-se minimizar a
funcao La(-, \¥; ux) e consequentemente obter uma solugao aproximada z*. Com a solucao
encontrada, atualiza-se o vetor de multiplicadores usando a Equagao (5.6) e escolhe-se um novo
fator de penalidade g1 > px. O procedimento é repetido até que a solucao para o problema
original seja encontrada.

Estas ideias motivam o seguinte algoritmo:

Algoritmo 5.1 (MLMA - restri¢oes de igualdade)
Dados jo > 0, uma tolerancia 7 > 0, um ponto inicial 2° e \;

Para k=0,1,2,---
Encontre o minimo aproximado z* da funcao £4(-, \¥; ux.) e pare quando
IV Loa(r, N ) || < 75
Se o critério de parada ¢é satisfeito
Pare 2" ¢é a solucdo aproximada,;
Senao
Atualize os multiplicadores de Lagrange usando a Equagao (5.6);
Escolha o novo fator de penalidade pix11 > pu;
Considere para a préxima iteracdo o ponto z¥t! = z%;
Fim

Fim.

A convergéncia deste método pode ser obtida independente do aumento do fator p. O
mal condicionamento é portanto um problema menor, se comparado com o Algoritmo 4.1. A
tolerancia 7 pode ser escolhida com base na medida de inviabilidade Y, ; |e(z¥)]. O vetor
de multiplicadores inicial A\° é escolhido arbitrariamente, e a sequéncia {u;} pode ser pré-
selecionada ou determinada com base nos resultados obtidos durante o processo.

Exemplo 5.1 Considere novamente o problema (4.3). Deseja-se encontrar o minimo aproxi-
mado do problema usando o MLMA. A funcao Lagrangeana Aumentada é dada por:

Lalz dp) = (21— 22+ (12— 1)2 = A[a2 + (22— 1)2 — 1] + g 22+ (2 — 12— 1]7. (5.7)
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A solugao do problema (4.3) é [1 1]T e o multiplicador de Lagrange 6timo A\* = —1. Na
k-ésima iteragao, considere p = 0,1 (Como na Figura 4.1 a)) e a estimativa do multiplicador
M= —0,9. A Figura 5.1 representa as curvas de nivel da funcao £4(z,—0,9;0,1). Note que
0s espagos entre as curvas indicam que as condigoes deste problema é semelhante a funcao
de penalidade quadrética Q(z;0, 1) ilustrada na Figura 4.1 a). Entretanto, o minimo z* =
[1,0473 1]7 estd mais préximo da solugao [1 1]7 do que o valor aproximado para o minimo
[1,6879 1]7 obtido utilizando a fungao Q(z;0,1).

Figura 5.1: Curvas de nivel da fun¢ao L(z, —0,9;0,1)

Este exemplo mostra que a inclusao do termo que envolve o multiplicador de Lagrange
na fungdo L4(x, \; ) pode provocar melhorias significativas para a solugao aproximada, se
comparado ao Método de Penalidade Quadratica. Sendo assim, esta é uma boa maneira de
reformular o problema restrito (5.1).

5.1.1 Propriedades da funcao Lagrangeana Aumentada

Nesta secao apresenta-se dois resultados que justificam o uso da fung¢ao Lagrangeana Aumentada
e o método dos multiplicadores para solucionar problemas com restri¢oes de igualdade.

O primeiro resultado valida o Algoritmo 5.1 mostrando que ao se ter conhecimento exato
do vetor dos multiplicadores de Lagrange A*, a solugdo z* do problema (5.1) é um minimo
estrito da fungao L4(x, \*; u) para todo p suficientemente grande. Apesar de na pratica nao
se conhecer o valor exato de A\*, o Teorema 5.1 sugere que é possivel obter uma boa estimativa
para o minimo de L4(x, \; 1), mesmo quando u nao é suficientemente grande, provando que A
é uma boa estimativa para A*.

Teorema 5.1 Se x* € uma solugao local do problema (5.1) na qual o conjunto dos gradientes
das restrigoes {Ve;(x*), i € A(xz*)} € linearmente independente, e a condigcdo suficiente de
sequnda ordem especificada no Teorema 2.4 € satisfeita para A = \*, entao existe uma estimativa
para fi, tal que, para todo p > [, x* é um minimo local estrito de La(x, \*; ).

Demonstracao: A demonstracao deste resultado é baseada no Teorema 1.3. Assim mostra-se
que, para todo pu suficientemente grande,

VeLla(z* \5p) =0 e V2, La(z*, \*; 1) é positiva definida. (5.8)

Como z* é uma solugao local do problema (5.1) e os gradientes das restrigdes sao vetores
linearmente independentes, pode-se aplicar o Teorema 2.1 para deduzir que V, L(z*,\*) =0 e
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¢;(x*) = 0 para todo i € I, assim

VoLa(@" Nip) = V(") =Y N — pe(a")] Vei(a')

iel
= Vf(w*)—Z)\fVcl-(:v
i€l
= V,L(z",\")
— 0. (5.9)

Logo V. L4(z*, \*; ) = 0, independente do valor de p.

Para mostrar a segunda afirmacao em (5.8) seja V2 L4(x*, \*; ) a matriz Hessiana de
La(z*, \*; ) e considere J a matriz dos gradientes das restrigdes em z*, Equagao (4.17). Tem-
se que

V2, Lalx* Np) = V2 f(a*) — Z A V2 ci(z*) + ,LLZ Vei(z*) V()T

el el
= V2 L(z*\) —f-/LZVCZ YV (z*)F
i€l
V2 L(z* N + puJT . (5.10)

Suponha por contradiciao que V2 _L(x*, \*; 1) nao é positiva definida para p > . Entao
dado py, = k para algum inteiro k > 1, existe um vetor w* com |[w*|| = 1, tal que

0> (w)I'V2 La(z*, N5 k)w” = (w)TV2 L2, X))k + k|| Jw"||3. (5.11)

Os vetores {w*} estao em um conjunto compacto (a superficie da esfera unitéria), assim pos-
suem um ponto de acumulagdo, a saber w. A medida que k — oo, o termo (w*)TV2_L(z*, \*)wk
aproxima-se de uma constante, w’ V2 _L(z*, \*)w. Logo,

1
| Jw|)5 < — (E) (w2 L(x*, \)w* — 0, com k — oc. (5.12)

O limite (5.12) implica que Jw = 0. Por outro lado, reorganizando a expressao (5.11), segue
que

(wF)I'V2 L(x*, \)wh < —k||Jw*||3 <0, (5.13)

e aplicando o limite obtém-se w? V2, L(z*, \*)w < 0. Mas isto contradiz a condigao suficiente
de segunda ordem do Teorema 2.4. Logo V2 La(x*, \*;u) é positiva definida para todo p
suficientemente grande. Portanto pelo Teorema 1.3, x* é um minimo local estrito da funcao
L4(z, A5 1) para todo p > fi. [ |

O segundo resultado (Teorema 5.3), dado por Bertsekas (1982), descreve uma situa¢ao mais
realista, ou seja, A # \*. Este teorema fornece condigoes sob as quais existe um minimizador
de La(x, \; 1) que aproxima-se de z*.

Na demonstracao do Teorema 5.3 utiliza-se o Segundo Teorema da Funcgao Implicita enun-
ciado a seguir.
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Teorema 5.2 (Segundo Teorema da Funcao Implicita) Seja f : U — R™ uma fungdo
de classe CP (p > 1) definida no aberto U C R™™ ¢ X um subconjunto compacto de R™. Se
um ponto (Z,5) € U € tal que f(Z,9) = 0 e a matriz V, f(Z,9) € ndo singular, entdo existem
escalares € > 0, 6 > 0, e uma funcdo ¢ : B(X;e) — B(Y;9) de classe C? tal que, § = o(T)
para todo T € X e f(x,p(x)) = 0 para todo x € B(X;¢€). Sendo B(X;¢) = {x € R"| |z —a| <
e,a € X}. A fungio o € tinica no sentido que se x € B(X;¢), y € B(Y;6) e f(x,y) = 0, entdo
y = ().

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em Hestenes (1966).

Lema 5.1 Sejam x* o minimo local do problema com restricao de igualdade e X* o multiplica-
dor de Lagrange associado, tais que, a condigdo suficiente de sequnda ordem (Teorema 2.4) é
satisfeita. Considere o escalar i como no Teorema 5.1, tal que

V2. La(x*, N5 1) > 0. (5.14)
Entao, para todo v € [0,1/f] e i € I a matriz
V2 L(z*,\*) —Ve(x*)
(5.15)
Vei(z*)T vZ
¢ nao singular. Sendo I a matriz identidade.

Demonstragao: Seja v = 0. Suponha por contradi¢ao que a matriz (5.15) seja singular, entao
existem vetores nao nulos y € R" e z € R™ tais que

ViL(z', X)) =Ve(a®) | |y

=0, (5.16)
Vei(x*)T 0 z
ou equivalentemente
V2, L(x*, \)y — Vei(z¥)z = 0, (5.17)
Vei(x*) Ty = 0. (5.18)
Multiplicando (5.17) por y* e usando (5.18), obtém-se
y V2 L(x* Ny = 0. (5.19)

Logo, pelo Teorema 2.4 deve ocorrer y = 0. Como os gradientes das restrigoes sao linearmente
independentes, da Equacao (5.17) resulta que z = 0, o que contradiz o fato de que y # 0 e
z # 0. Portanto a matriz (5.15) é ndo singular.

Seja v € (0,1/p] e it € I. Como antes, suponha que existam vetores y € R" e z € R™ tais
que

Vi L@, A7) =Ve(a®) | |y
~0 (5.20)
Ve (z*)T ~T z
ou
V2 L(x*, \)y — V()2 = 0, (5.21)
Vei(z*) 'y + vz =0. (5.22)
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Substituindo o valor de z obtido pela Equagao (5.22) em (5.21), segue
1
V2 L(z* \) + =Vei(z*) Ve ()| y = 0. (5.23)
v

Para v = 1/u, obtém-se que V2, L4(x*, \*, ux)y = 0. Por hipdtese, V2, La(z*, \*, uz) > 0
para u > fi, assim y = 0. Da Equagao (5.22), segue que z = 0, o que contradiz o fato de que
y # 0 e z # 0. Portanto, a matriz (5.15) é nao singular para todo v € [0, 1/f]. |

Teorema 5.3 Suponha que as hipoteses do Teorema 5.1 sao satisfeitas para x* e \* e que i €
escolhido de acordo com o mesmo teorema. Entao existem escalares positivos d, € e M tais que
as sequintes afirmacoes sao validas:

(i) Para todo \* e . satisfazendo
1IN = N < b, > i, (5.24)
o problema

min L4 (2, A\ pux)  sujeito a ||z — 2*| < e (5.25)

tem uma unica solucao z*. Além disso

)\k — )\
2% —2*|| < M u. (5.26)
M
(ii) Para todo \* e uy, satisfazendo (5.24), tem-se
AP —
et =y < ar 22 (5.27)

sendo N1 definido pela Equagdo (5.6).

(i) Para todo \* e . satisfazendo (5.24), a matriz V2, L 4(x®, N¥; 11,) € positiva definida e os
gradientes das restricoes Ve;(a®), i € I, sdo linearmente independentes.

Demonstragao: Para py, > 0, considere o sistema de equagoes nas variaveis (x, \¥F1AF 1)

()\k _ )\k—l—l)
Vi(z) = V()N =0, ¢x) - ——2=0, comie€l. (5.28)
M
Considerando as novas varidveis t € R™, v € R definidas por:
(M= 1
Gk N (5.20)
Mk Hok
é possivel escrever o sistema (5.28) como
Vi) = Vea(o)A" ™ =0, ¢2) =T\ +y\ T =0. (5.30)

Para £ = 0 (vetor nulo) e v € [0,1/]i], o sistema (5.30) tem solu¢io x = z* e \**1 = \*. A
matriz Jacobiana do sistema (5.30) com relagio a (x, \**!) nesta solugao é

V2 L(z*,\*) —Ve(x*)
(5.31)
Ve (x*)T ~Z
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Pelo Lema 5.1 a matriz Jacobiana (5.31) é invertivel para todo v € [0,1/f]. Logo é possivel
aplicar o Segundo Teorema da Funcao Implicita para o sistema (5.30), considerando 7 =
{(0,7)| v €10,1/f]} o conjunto compacto. Entdo, existem escalares ¢ > 0 e § > 0 e tnicas
funcoes continuamente diferenciaveis

~

2(t,7), A7), (5.32)
definidas sobre B(T;0) = {(¢,7)| ||(£,v) — k|| < ¢, para qualquer k € T}, satisfazendo
1
(127 =212+ 1AE ) = NJ2)° < e, (5.33)
para todo (t,v) € B(T;9) e o sistema

VF(#(E,7)) = Ve@EANAEY) =0, c(@(E7) — T =9 +7A(E7) = 0. (5.34)

Além disso, e € podem ser escolhidos tais que o conjunto {Ve;(Z(t,7)), ¢ € I} seja linear-
mente independente e

VL@ ), AE)) + m V(@ (F 1) Ve# ()" > 0, (5.35)
para (t,7) € B(T;6), ux > fi. Sabendo que |[|A* — X*|| < upd, px > fi, defina
o =it y) =& (Ak — A*,i) C A = (T ) = A (Ak —_ A*,i) . (5.36)
Mk H H H
Da Inequacio (5.35), obtém-se, para A* e uy, satisfazendo ||A\¥ — \*|| < uid, que
V2 La(z® Nos ) = V2, L(2%, XY + 1. Ve () Ve (2M)T > 0. (5.37)

Portanto, V2, L (2%, \¥; uz) é positiva definida.
Agora resta mostrar as desigualdades (5.26) e (5.27). Para isto, derivando o sistema (5.34)
em relacao a t e vy, resulta que

Vi) V. i(f )T 0 0
. =U(t,7) ) : (5.38)
Vi T VAT Z XN =At)

sendo
—1

VLLEEY) ) =Veal@( )

Ut,v) = : (5.39)
Vei(#(t,7))" vz
Em (5.38), multiplicando ¢ e v por &, com & € [0,1], vem:
vaEre)  viaeen™] o 0
. . =U(E,€) o . (5.40)
VIAEE )T VA €)" I X =AMy
Assim, para todo (t,7), tais que [[t|| < d e v € [0,1/1] tem-se
Vit )"t Vaa(ehen” ] [ ] o Jo o 1[t]
. . = Ut &) -
VEAEEENT  VaAELENT | [ 7] T N =AY | L
Vid (€8, 69)7 T+ V42 (¢E )T 7 ] o 0 177¢]
- . - = U8, &) o
VAL €T 4+ Vo A(EEE7)T 7 | T N =AY | |y
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Considere G : [0,1] — R" definida por G(§) = Z(&t,£v). Entao a derivada de G em relagao
a & é dada por
G'(€) = Ve (&, 67)" T+ V4 a(¢,69) . (5.42)
Integrando (5.41) em relagao a &,
/1 Vi (S8, 6y)" E+ V4 2(EL€7)"
0

VML Ev)T T+ VAEE 69)T v

1 0 0 t
g = / Ut &) A at
0 T xoAEen | |

1 [ 0
B ] - [ueten | o ]df-
At ) — A0,0) 0 Lt (N = A(EL €7))y

(5.43)

Paraf = 0 (vetor nulo) e v € [0, 1/fi] o sistema (5.34) tem solucdo #(0,0) = z* e A(0,0) = A",
0

assim
(t,y) — z* L
e fueen| e
At y) = A 0 t+ (A = AL E7)y
Como a matriz (5.31) é nao singular para todo v € [0, 1//i], segue que, para ¢ suficientemente
pequeno a matriz U(t,7) é uniformemente limitada sobre {(¢,7)| ||t|| < d,v € [0,1/f]}. Seja

entao p tal que [|U(t,7)|| < p, para todo [|t| < §, v € [0,1/[] , e se necessério, considere §
suficientemente pequeno tal que pé < 1. Entao, de (5.44), segue que

(5.44)

Ny o ¥]]2 N I 2 Iy N )k
(et = 1P+ 3G = A1) < (101 + g IR0 - XTh) . (509
Assim, para todo (t,7) com [[t|| <, v € [0,1/p],
IAG2) — Nl < ol + I €0) — X' (5.40)

No lado esquerdo da desigualdade (5.46) multiplicando ¢ e  por &, com £ € [0, 1], obtém-se
que

~ _ % p —
— < . .
mas A 9) — X < 7] (547

Combinando as desigualdades (5.45) e (5.47), resulta que, para todo (¢,7) com ||¢]] < 4,
vel0,1/pley <9,

1

(1) =2+ 1AED) ~ X2)* < (p+ 22V i < il (548)
’ ’ - 1—py —1—p

Tomando se necessario ¢ suficientemente pequeno, segue que

[un

(8, 7) = 21 + IAGE ) = A7I12) " < M. (5.49)

Usando (5.29) em (5.49) e escrevendo ¥ = #(£,~) e ATt = (£, 7), tem-se que, para todo
Me g, com [|AF — X*|| < pxd as desigualdades sio satisfeitas
AE—\x AF— )\
M 2%

(5.50)
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Assim as desigualdades (5.26) e (5.27) sdo vélidas com M = p/(1 — pd) para todo z* e \F
tal que [|A\* — \*|| < urd. O que completa a demonstragao. |

Este teorema ilustra algumas propriedades interessantes da funcao Lagrangeana Aumentada.
O limite (5.26) mostra que x* estard préximo de z* se A\F for exatamente A* ou se o fator de
penalidade iy, for suficientemente grande. Assim, o MLMA fornece duas maneiras de melhorar
a precisao de z*, enquanto o método de Penalidade Quadrética, fornece apenas uma opcao:
aumentar o valor de . O limite (5.27) estabelece que, localmente, é possivel garantir melhorias
na precisao do multiplicador escolhendo para pu; um valor suficientemente grande. A observacao
final do teorema mostra que a condigao suficiente de segunda ordem para otimizagao irrestrita
(Teorema 1.3) também ¢ satisfeita, assim é possivel obter bons resultados aplicando as técnicas
de otimizacgao irrestrita para minimizar a fungao Lagrangeana Aumentada.

5.2 Problemas com restricoes de desigualdade

Nesta secao apresenta-se um estudo do procedimento pratico do MLMA, para problemas com
restricoes de desigualdade. Para isto, considere o seguinte problema nao linear:

m%{n f(z) sujeito a ¢;(z) >0, i€ D. (5.51)
TzeR™

O primeiro passo é converter o problema (5.51) em outro equivalente, que apresenta apenas
restricoes de igualdade. Uma maneira simples de fazer isto é introduzir variaveis de folga s;,
para cada restrigao de desigualdade. Logo, a desigualdade geral ¢;(x) > 0 é substituida por
ci(z) —s? =0, parai € D. E o problema (5.51) ¢ reescrito como,

m]iRn f(z) sujeito a ¢;(x) —s7=0,i€ D. (5.52)
reR™

As restri¢oes do problema (5.52) sao de igualdade e pelo que foi visto na se¢ao 5.1 a funcao
Lagrangeana Aumentada sera definida por:

Lale, s, M) = f@) = SN [ele) = 2] + 537 [eata) — 277 (5.53)

€D €D

Claramente, a fungao (5.53) depende da varidvel z € R™ e das varidveis de folga s; para
1€ D.

Durante o processo de otimizacao verifica-se que a inclusao de s; aumenta muito o nimero
de variaveis de projeto, tornando o processo muito lento na pratica. Assim, serd feita a deducao
de outra funcao Lagrangeana Aumentada que independe das variaveis s;.

Voltando ao Algoritmo 5.1, o primeiro passo do MLMA é encontrar o minimo aproximado
da funcdo La(x, s, \*; ), isto é

min £4(z, s, \*; pz). (5.54)
A funcgao (5.53) é quadratica na varidvel s? para i € D, logo a minimizacao (5.54) pode

ser feita em cada s; independentemente de x. Assim, minimizar £(z, s, \¥; yi.) com relacao as
variaveis s; € equivalente a

min ()\i [ci(z) — 8] + = [ci(z) — s?]2> : (5.55)
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A funcao a ser minimizada é quadrdtica na varidvel s? e o candidato a minimizador global
é o escalar s; que anula a derivada, ou seja

—2X;5; — 2sip [ei(x) — s3] =0
0

= s [=N — pei(x) + psi] = (5.56)
Logo,
2 Ai
si =0 ou s; = ¢i(z) + —. (5.57)
]
Assim, a soluc¢do do problema (5.55) pode ser escrita como
0 ,se () +AN/p<0
S = , para i€ D. (5.58)
ci(z) + N/, caso contrario
Observe que,
ci(r) —si = cir) —max{0,ci(z) + \i/u}
= max{c(x),—\/p}. (5.59)

Das Equagoes (5.53) e (5.59) a fungao Lagrangeana Aumentada que independe das varidveis
de folga s; sera definida como

LaleXi) = F() = Y- b+ 5 07, (5.60)
€D €D
onde 1); = max [ci(x), —%} :

A atualizacdo dos multiplicadores \; é baseada na Equagao (5.6) e dada por:
A= = i (5.61)

Fazendo a generalizacao da fungao Lagrangeana Aumentada para o problema (2.1) resulta
que:

La(w,Aip) = flz) =Y Aejla) + g Dole@) =Y A+ g > i, (5.62)

jel Jjel €D €D

onde A; e \; sao respectivamente os multiplicadores de Lagrange associados as restricoes de
igualdade e desigualdade. A atualizagdo dos mesmos é dada pelas Equagoes (5.6) e (5.61).

Exemplo Tlustrativo 1: O Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado foi aplicado
a funcao (3.70) sujeita as restrigoes (3.71). A Tabela 5.1 resume os célculos do método partindo
de 2° = [1,5 0]7. Para este exemplo, considerou-se yig = 0,2 como fator de penalidade inicial,
sendo atualizado por pyr1 = 1,2p,. E CP = |Lo(a", XN puiq) — La(a®, A5 )| < 0,0001
como critério de parada. Foi adotado este critério pois, para problemas que apresentam res-
trigoes de desigualdade a funcao (5.62) nao é diferencidvel.

O processo foi realizado considerando o niimero méaximo de iteragao igual a 200. A partir
da 172 iteracao os valores de z* nao se alteram e o critério de parada nao é satisfeito. Obteve-se
717 = [0,6665 1,3334]7 como aproximagdo da solugio z* sendo f(x'7) = —6,4446 o valor

otimo. A Figura 5.2 expressa o progresso do método.
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Iteracao k (8T f@F) | (@) | ea(@) | es(@®) | ea(@®) | es(2F) cpP
0 1,5 0] -1,8750 0,5 3,5 0 1,5 0 —
1 [0,2560 1,3214] | -6,3233 | 0,4226 | -0,3869 | 1,1667 | 0,2560 | 1,3214 2,8530
2 [0,5803 1,1791] | -5,9924 | 0,2405 | 0,2221 | 0,6602 | 0,5803 | 1,1791 0,6492
3 [0,6584 1,1660] | -5,9688 | 0,1756 | 0,3264 | 0,5173 | 0,6584 | 1,1660 0,5911
5 [0,6839 1,1812] | -6,0180 | 0,1350 | 0,3215 | 0,4511 | 0,6839 | 1,1812 0,8322
11 [0,6715 1,3361] | -6,4518 | -0,0076 | -0,0007 | 0,3210 | 0,6715 | 1,3361 | 547,5053
17 0,6665 1,3334] | -6,4446 | 0,0001 | -0,0003 | 0,3336 | 0,6665 | 1,3334 | 0,7510x 10°

Tabela 5.1: Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado aplicado ao Exemplo Ilustra-

tivo 1

Figura 5.2: Progresso do Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado aplicado ao
Exemplo Ilustrativo 1



Capitulo 6

Programacao Quadratica Sequencial

O Método de Programagao Quadratica Sequencial (Sequential Quadratic Programming - SQP)
¢ uma técnica de otimizagao sequencial, na qual a direcao de busca é obtida resolvendo-se
subproblemas de Programacao Quadratica (QP). A fungdo objetivo do problema original é
substituida por uma aproximagcao quadratica e as restrigoes por equagoes ou inequacoes lineares.

Este método foi sugerido inicialmente por Wilson (1963) e se tornou popular por volta
de 1970 com os estudos de Garcia-Palomares e Mangasarian (1976), Han (1976), Han (1977),
Powell (1977), Powell (1978), dentre outros. Sao considerados um dos métodos mais eficien-
tes para otimizacao nao linear com restrigoes, sendo apropriados tanto para pequenos quanto
grandes problemas.

Como se emprega o método de Newton para resolver as condi¢coes KKT do problema original,
o método possui uma taxa de convergeéncia local quadratica, mas nao global. Para reverter esta
situagao é necesséario utilizar uma estratégia de globalizagao, como busca linear (line search)
ou regiao de confianca (trust region). Este capitulo considera apenas a busca linear, cuja
implementacao no contexto da SQP é um pouco mais simples. A estratégia baseada na regiao
de confianca pode ser consultada em Nocedal e Wright (2000).

O estudo do método de SQP ¢é feito em duas etapas: apresentacao do algoritmo local
introduzindo o calculo da dire¢ao de busca assim como uma técnica de aproximacao da matriz
Hessiana; apresentacao do algoritmo global baseado na busca linear.

6.1 Formulacao do subproblema quadratico
Considere inicialmente um problema com apenas restrigoes de igualdade,
min f(z) sujeito a ¢;(z) =0, 1 €1, (6.1)

onde f:R" — Re ¢ : R" — R sao fungoes diferenciaveis. Problemas deste tipo nao sao muito
comuns na pratica, mas sao importantes para a compreensao geral do método.

A ideia essencial do método de SQP é modelar o problema (6.1) na k-ésima iteragdo que
aproxima z¥, por um subproblema de Programacao Quadrética, e usar o minimizador deste
subproblema para definir a nova aproximacao z**'. O desafio é projetar um subproblema
quadratico que gere boas dire¢oes para o algoritmo de SQP e que seja possivel manter boas
propriedades de convergéncia.

Dados z* e \¥, o algoritmo bésico do método de SQP consiste em resolver a cada iteracao
o seguinte subproblema quadratico

min f(2%) + V f(2*)Tp + %pTV§x£(xk, MYp  sujeito a J(zF)p + ¢i(2F) =0, (6.2)
p

83
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onde L(z*, \¥) é a fungao Lagrangeana (2.37) e J(z¥) a matriz jacobiana das restrigoes (4.17).
Para simplificar a notagdo, considere f(a*) = fi, L(a* \¥) = Ly, J(a*) = J* e ¢;(a*) = ¢}

Observe que a fungao objetivo do subproblema (6.2) é uma aproximagao quadratica da
funcao Lagrangeana e as restri¢oes sao aproximagcoes lineares das restri¢oes originais. O natural
seria considerar V2f* e nao V2 Ly, isto é, tomar como fungio objetivo do subproblema a
aproximagao de segunda ordem da funcgao objetivo do problema original. Entretanto, esta
nao seria uma das melhores escolhas, visto que, ao tomar V2 f* toda informacao referente &
curvatura das restrigoes € ignorada. Para reverter esta situacao a informacgao da curvatura das
restrigoes é repassada ao subproblema quadrético de maneira natural, através da matriz V2 Ly.

Assumindo que a matriz Jacobiana das restrigoes J(z) tem posto maximo e que a matriz
V2, L(x,\) é positiva definida no espaco tangente das restrigoes, ou seja, d’ V2 L(z,\)d > 0
para todo d # 0 tal que J(x)d = 0, o subproblema (6.2) terd uma tnica solucio (p*, \¥1) que
satisfaz o seguinte sistema de equacoes

ViaLe —(J’“)T” 4 ] —V [

k

(6.3)

Jk 0 )\k+1

Determinada, a direcao de busca p”, obtém-se a nova aproximacao z¥t! = ¥ +pF e repete-se
0 processo para o novo subproblema quadratico.

O algoritmo basico do método de SQP, na sua forma mais simples, é dado a seguir.
Algoritmo 6.1 (Programacao Quadratica Sequencial - restrigoes de igualdade)
Escolha o par inicial (2%, \°) e faga k = 0;

Para k=0,1,2,---
Calcule fy,, Vf* V2 Ly, cFe J¥
Resolva o problema (6.2) para obter p* e A\¥+1;
Faca xz*+! = 2% + p¥;
Se um critério de parada for satisfeito
Pare z*+!

Fim

e AF1 ¢ uma solucao aproximada
Fim.
Para ficar mais claro veja um exemplo.
Exemplo 6.1 Considere novamente o problema (2.8), isto é
min (1 — 2)? + (12 — 1)®  sujeito a 23 + (v, — 1)* — 1 = 0. (6.4)
Deseja-se aplicar o método de SQP para obter a solucao deste problema. Observe que, obter

a solugdo do subproblema quadrético é equivalente a obter a solu¢ao do sistema (6.27). Por
calculos elementares, tem-se que:

2 -2\ 0

meﬁ(:ﬂ, A) =
0 2 — 2\

201 — 4 214
, Vi) = [ ] , J(@) = [ ] . (6.5)

2[E2—2

Considere p* = [p; po]T.



12 Iteracao

Para 2° = [0,8 0,8]T e A> = —0,9 tem-se
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3,8 0 —1,6 D1 2,4
0 38 0,4 pa | =1 0,4 (6.6)
1,6 -0,4 0 A 0,32
Resolvendo este sistema obtém-se p; = 0,25, p, = 0,20 e A' = —0,91. E a nova aproximacao
0,8 0,25 ] 1,05
i + = .
0,8 | 0,20 | 1
22 Tteragao
Para x' = [1,05 1] e A! = —0,91 resulta que
3,82 0 =217 m 1,9
0 3,82 0 p2 | = 0 (6.7)
2,1 0 0 | \? -0, 10
Resolvendo este sistema obtém-se p; = —0,05, p, = 0 e A> = —0,99. E a nova aproximacao
1,05 [ —0,05 1
r? = + = :
1 | 0 1

Note que, com duas iteracoes, a solucao aproximada z? ¢ exatamente a solucao tima z*,
uma vez que a fungao estudada (6.4) é quadrética.

O método de SQP pode ser facilmente estendido a um problema de programagao nao linear
que apresenta restricoes de igualdade e desigualdade,

) . ci(x)=0, iel
Ilelllf(I) sujeito a { ) >0, ieD - (6.8)
Sendo o subproblema quadratico definido por
1 Vei(@®)Tp+ci(2%) =0, i el
i Vp+ -p' V2L jeit ’ : 6.9
mplnfk +( f ) p+ 2p ez ~kP  SUJEILO a VCi(l'k)Tp‘i‘ CZ<.CL']€) > O, ieD ( )

Para obter a solucao deste subproblema pode-se usar um algoritmo de QP, como o Método
do Conjunto Ativo, visto no Capitulo 3. O Algoritmo 6.1 também pode ser aplicado ao problema
(6.8) sendo a dire¢ao de busca obtida solucionando (6.9). Pela condi¢do necesséria de primeira
ordem (KKT), tem-se que o multiplicador \* associado a um minimizador p* é tal que

(6.10)
ou seja,
N = [JG) )] TV ).

Assim, fica facil entender porque uma boa estimativa para os multiplicadores A*+! associados
ao minimizador p* é dada por

ML= [T TN TV F(08).

(6.11)

(6.12)
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6.2 Algoritmo para programacao quadratica sequencial
com matriz Hessiana aproximada

A matriz Hessiana da funcao Lagrangeana (V2 L) é constituida pelas segundas derivadas das
funcoes objetivo e restrigoes, o que em algumas aplicagoes, nao é um calculo facil. Além disso,
tal matriz pode nao ser positiva definida no espaco nulo das restricoes. Esta dificuldade pode
ser amenizada, substituindo V2_£; por uma aproximacio Quase-Newton. Como a aproximacao
Quase-Newton-BFGS é bem sucedida no contexto da otimizacgao irrestrita, é possivel emprega-
la aqui também.

Uma versao do método BFGS trabalhando com a aproximacao da Hessiana Q% é dada por:

Qv (MY | v’
(V9)TQvr (yh)Tok

= Q- (6.13)

onde
Uk _ .Z'k+1 . xk” yk’ _ vx£($k+l’ )\k-‘rl) . Vxﬁ(xk, )\k-l—l). (614)

O processo de atualizacao pode ser visto como uma aplicacao da atualizacao Quase-Newton
para o caso em que a fungao objetivo é dada pela Lagrangeana L(z,\) (com A fixo). Esta
aproximacao possui pontos fortes e fracos.

Se V2 _L(z, \) é positiva definida na regiao onde a minimizagao ocorre, a atualizagao Quase-
Newton-BFGS ira refletir algumas das informacoes da curvatura do problema, e o algoritmo
ird convergir robusta e rapidamente, assim como no método irrestrito BFGS. Se, entretanto,
V2 _L(z,\) possui autovalores negativos, a atualizagao por BFGS pode ser problemaética.

Como visto no Capitulo 1, se Q% é positiva definida a condi¢io de curvatura ((v*)Ty* > 0)
garante que Q];IH é positiva definida. No entanto, pode ser que v* e y* definidos pela Equacao
(6.14) nao satisfagam esta condigdo, mesmo para pontos préximos da solugdo. Para superar
esta dificuldade, o processo de atualizacao podera ser ignorado se a condicao

() y* > C(0") T Q" (6.15)
nao for satisfeita, onde ¢ é um escalar positivo (por exemplo, 1072). Esta estratégia pode,
em certas ocasioes, produzir um desempenho ruim ou até mesmo falho, por isso nao pode ser
considerada como adequada para algoritmos gerais.

Powell (1977) recomenda a férmula de atualizacdo de Boydon-Fletcher-Goldfard-Shanno,
um modo alternativo que tem se mostrado bastante eficaz. A ideia é alterar a definicio de 3/*.

6.2.1 Atualizacao com correcao de Powell

Dada a matriz Q% simétrica e positiva definida, defina v* e * como em (6.14). O esquema de
atualizacao com base na férmula BFGS é dado por:

onde,
n* = Gy" + (1 - G)Qyv" (6.17)
e (, um escalar definido por
1 se (VM) Ty* > 0,2(0F)T QK vk
G = 0, 8(vM)TQk v* : (6.18)

k k k k ok
(Uk>TQI]€-]’Uk _ (Uk)Tyk se (U )Ty < 072<U )TQHU
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As constantes 0,2 e 0,8 sao um tanto arbitrarias e sao escolhidas empiricamente. A nova
matriz Q’;{“ agora substitui V2_L; e o processo de otimizacao é repetido até que a convergéncia
seja alcancada.

Esta férmula de atualizagao garante que a matriz @)
para G, 7 1

’?1 seja positiva definida, uma vez que,

(V") Tn* = 0,2(")T Q%" > 0. (6.19)

Quando ¢, = 1, da Equacgao (6.17) segue que n* = y* e a férmula de atualizacio (6.16)
é a mesma férmula de atualizacdo (6.13). Para ¢, = 0, tem-se que Q%™ = Q%. O escalar
(r € (0,1) garante que a nova aproximagao permanece suficientemente préxima da aproximagao
atual Q%, e assim Q’;I“ serd positiva definida. Outra vantagem deste processo de atualizacao

¢ a nao necessidade de se calcular as segundas derivadas.

6.3 Funcao de Mérito

As funcoes de mérito sao frequentemente usadas no método de SQP para avaliar a qualidade de
uma direcao de busca. Na otimizacao irrestrita, a propria funcao objetivo se encarrega desta
avaliagao, o que nao ocorre no contexto da otimizacao restrita, visto que, deve-se também con-
siderar a viabilidade. As fungoes de mérito procuram equilibrar os dois objetivos conflitantes:
reduzir a funcao objetivo e obter viabilidade. A direcao entao sera aceita somente se produzir
um decréscimo suficiente dessa funcao.

Uma fungao de mérito muito utilizada em problemas de programagao nao linear (6.8) é a
funcao de penalidade /¢4,

(s ) = f(x) +p Y le@)| + p )y max{—c(x),0}, (6.20)

iel €D

sendo v o fator de penalidade.

Como foi visto no Capitulo 4, a funcao de mérito ¢, nao é diferenciavel, entretanto possui
derivada direcional e é uma funcao de penalidade exata. Isto é, existe um escalar positivo p*
tal que toda solu¢ao do problema original é solucao de ¢y (x; i), para todo p > u*.

Na discussao que segue, sao considerados problemas com apenas restrigoes de igualdade,
uma vez que, as restrigoes de desigualdade podem ser convertidas em restricoes de igualdade
pela introducao de variaveis de folga. Neste caso, a fungao de mérito ¢; é definida por:

¢1(w; ) = f(2) + plle(@) s, (6.21)

onde [|e(z)[[y = Y lei(@)].
iel

E comum em alguns algoritmos que se baseiam na funcdo de mérito a ocorréncia de um
fenomeno indesejavel, conhecido como efeito Maratos, recebeu este nome porque foi observado
pela primeira vez por Maratos (1978). Este caracteriza-se pela rejeigdo de uma dire¢éo essenci-
almente boa, mesmo quando a aproximacao =¥ esteja arbitrariamente préxima de uma solucao
x*. Uma situacao em que isto ocorre é quando a dire¢dao provoca um aumento tanto da funcao
objetivo quanto das restri¢coes. Quando tal efeito ocorre, o método perde velocidade podendo,
até mesmo, estacionar em um ponto que nao satisfaz as condi¢oes necessarias de primeira ordem
(KKT).

Existem algumas estratégias para evitar este efeito, dentre elas
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e Usar uma funcao de mérito que nao sofra do efeito Maratos, como por exemplo a funcao
Lagrangeana Aumentada de Fletcher, definida por

Or(r:n) = f(@) = M) ela) + 5 3 ile). (6:22)
sendo
Az) = [J(2)J ()] J(2)V f(z) (6.23)

uma estimativa para os multiplicadores;

e Usar uma corregao de segunda ordem (second-order correction), isto é, corrigir a direcao
p*, quando esta nao for aceita, por meio de uma outra direcao p* de comprimento pequeno, a
qual diminui a violacao das restrigoes;

e Ou usar uma estratégia de busca linear nao mondtona (nonmonotone strategy), onde o
valor da funcao objetivo nao precisa, necessariamente, decrescer a cada iteracao. Esta es-
tratégia sempre considera direcoes regulares do algoritmo o que permite melhorar a viabilidade
e o decréscimo da fungao objetivo.

Para um estudo mais detalhado das duas tltimas técnicas pode-se consultar, Nocedal e
Wright (2000), Nunes (2009), Ribeiro (2005).

6.4 Convergéncia do Método

Um tépico importante a se considerar é a convergéncia do método. Nesta secao é feito um es-
tudo da convergéncia local, bem como global do método de SQP. Por simplicidade a discussao
limita-se ao Algoritmo 6.1 para um problema de otimizagao com restri¢oes de igualdade. Para
garantir a convergéncia sao necessarias algumas hipéteses, relatadas a seguir.

Hipétese 6.1: O ponto x* é uma solugao local do problema (6.1) na qual as seguintes condigdes
sao validas.

a) As fungoes f e ¢ sdo duas vezes diferencidveis em uma vizinhanca de z* com segundas
derivadas Lipschitz continuas.

b) A matriz Jacobiana Jr(z*, A\¥) é Lipschitz continua em uma vizinhanca de (z*, \*).

c) O conjunto dos gradientes das restrigoes em z* é linearmente independente. Esta condigao
implica que as condi¢oes KKT (2.38 a 2.42) sao satisfeitas para algum vetor de multipli-
cadores \*.

d) A condicao suficiente de segunda ordem (Teorema 2.4) é satisfeita em (z*, \*).

Tendo garantidas estas hipoteses o Teorema 6.1 mostra que o método de SQP ¢é localmente
convergente. E como Jp(z*, \¥) ¢é Lipschitz continua numa vizinhanga de (z*,\*), a taxa de
convergéncia é quadratica.

Teorema 6.1 Suponha que a Hipdtese 6.1 é satisfeita. Entdo, se (2°, \°) estd suficientemente
prézimo de (z*,\*), o par (z*, \*) obtido pelo Algoritmo 6.1 converge quadraticamente para

(*, A%).
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Demonstragao: Deve-se mostrar que

2
9

H(?L’]H—l, /\k+1> . (ZL‘*7 /\*)

(6.24)

sendo L uma constante.
As condigoes necessarias de primeira ordem (KKT) para o problema com restrigdes de
igualdade (6.1) podem ser expressas pelo sistema

Vf(z)— J(x)TX
F(z,\) = o =0. (6.25)

Sendo a Jacobiana com relacao a x e A dada por

Vi L(x, )  —J(x)T
Jp(x,\) = o) . . (6.26)

Partindo de (z*, \¥), a nova aproximagao é dada por (¥ \iH1) = (2% \F) + (pF, pk), onde
(p%, p%) é a solugdo do sistema linear,

Vo~ [A] [ It N
= . (6.27)
J* 0 Pk —cF

Considerando p = (p.,py) e fazendo uma analogia ao Método de Newton para problemas
irrestritos é possivel definir um modelo linear my(p) de F((x*, \¥) + p) da seguinte forma

F((2%,AF) +p) = F (2", A) + Jp(a®, A*)p = my(p). (6.28)
A esséncia do Método de Newton é encontrar a direcao p* para a qual my(p*) = 0, isto é
P = —Jp(@ N T R (2R, W), (6.29)

Sabendo que F'(z*,\*) = 0, e usando a relagao

F(x+p) =F(z)+ /01 Jp(x + tp)p dt, (6.30)

tem-se que
F(z,\) = F(2*, %) = F(2*, X*) = Jp(2®, %) [(2%, AF) — (2%, \)] + @, (6.31)
onde

W= / 1 {Jr(a® + t(x" — o), N 1A = AF)) = Jp(a®, A9} (2%, NF) — (27, A7) dt. (6.32)
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Como a norma da integral é menor ou igual a integral da norma e Jr é Lipschitz continua
existe uma constante L tal que,

[l =

/1 {Jp(@® + t(x* — 2F), N+t = AF)) = Jp(@®, A9) ) [(27, AF) — (2%, \")] dtH

< /01 | Tr (" 4+ t(z" — 2%), NF (A = MF)) = Tp(a®, A)|| || (2%, A7) = (2%, A%)]| dt

< /01 L[(2" + t(@™ = 2%), X (A" = M) = (@, A9)|] [ @*, AF) = (2, A7) dt

= [ e - a8 - 3

= /01 Lt || (2%, A7) = (2, )| || (2%, AF) = (2%, 0% || dt

= L(a* N) = (2%, A7) 2/01tdt

= %LH(xkaAk)—(x*,A*) g (6.33)

Relembrando que J(z)” = [Ve¢;(z)], para i € A(z), segue do Lema 5.1 que Jp(z*, A*) é ndo
singular. Entao existe um raio r > 0 e uma constante $*, tal que
[ Te (a®, N7 < 7, (6.34)

para todo (z¥, AF) com || (%, ) — (2%, A)|| < 7.
Multiplicando ambos os lados da Equagdo (6.31) por Jp(x*, \¥)~! e usando a igualdade
(6.29) resulta que:

Jp(@F MR AR = (28 0 — (2%, 0) + Je(a®, ) e
—pF = (") = (2, N+ Te(e®, )
—pF = [, N) = (25, \)] = Jp(@® ). (6.35)
Pela propriedade de norma tem-se que
=0 = [@* A% = @ ]| = (=1 [p" + (@A) = (27, A7)
= |Ip"+ (@ ) — (2", 1) - (6.36)
Logo da Equacao (6.35)
(2, A+ = (@ 29| = [[Jr(", NF) " |
< [T N7 |
< BgLlEh A @ X))
= L") — @ 2 (6.37)
Sendo L = B;L. [ |

Para ser pratico, o algoritmo deve ser capaz de encontrar uma solucao a partir de pontos
iniciais distantes, ou seja, deve ser globalmente convergente. Este estudo de convergéncia tem
sido valioso no melhoramento do projeto e implementacao do algoritmo. A seguir apresenta-se
uma maneira de modificar o algoritmo basico de SQP de modo a atender tal requisito. Este
processo é denominado de globaliza¢ao do algoritmo local.



91

6.4.1 Método de Programacao Quadratica Sequencial com busca li-
near

Nos métodos com busca linear, as aproximagao sao geradas por
" = 2k g, (6.38)

onde p* é uma diregao de busca, obtida resolvendo o sistema (6.27) e a; > 0 o comprimento do
passo calculado por alguma técnica de busca linear de modo a satisfazer a condigao suficiente
de decrescimento

¢1(xk + akpk§ VJ) S Cbl (xk; N) naoy (¢1( mu) )7 n € (O’ 1)7 (639)

sendo D(¢ (2%; p); p*) a derivada direcional de ¢; na direcdo p*. Este raciocinio é analogo a
condicio de Armijo para otimizagao irrestrita, ver Brandao (2010), o que prova que p* é uma
direcao de descida, isto é, D(¢y(z*; 1); p¥) < 0. Tal condicao é satisfeita se o fator de penalidade
1 ¢é suficientemente grande, como sera mostrado no préximo resultado.

Teorema 6.2 Se p* e \*1 sdo obtidos pelo sistema (6.27), entdo a derivada direcional de ¢,
na direcio p* satisfaz

D(gr(2*; p); ") = (V)0 = pll v (6.40)

Além disso,

D( (s 1);p*) < —(0") Ve Lip" = (= 1N o)1, (6.41)

onde || N0 = max|\FT|.
iel

Demonstracao: Aplicando o Teorema de Taylor, Equagao (1.4) para fec¢;, i =1,2,--- 'me
considerando o limite superior  para os termos de segunda ordem em f e ¢ obtem—se

o1 (a* + ap; ) — d1(2%; p) = F(@" + ap) — [+ plle(@” + ap)|li — pllFlh

pyel®||pl|* = pll e
(6.42)

1 1
(V) p+ 57e?[pl* + plle® + @ pll + 5

Se p = p* do sistema (6.27), Jkpk = —cF . assim para 0 < o < 1 segue que
d1(2" + ap®s i) — ¢ (a*; 1) <

1 1
<a(VIYP" + S|P = plletlh

Y2 ([P 1* + pll (1 = a)e” + o + TN 1 + 5

1 1
(V)P + 57?1+ [(1 = )l eMlh + alle® + T ] + prallp* P = pll ¥l

1 1
= a(VHTpF — apl|c| + §7<>z2||p’“||2 + émcﬂle"’ll2

1 1
=a [(VfMTp" = pl ] + 57042!\17]““2 + §u7a2||pk|\2- (6.43)

Dividindo por a de ambos os lados da desigualdade, resulta que

d1(z" + ap®;s p) — o1 (a”; )
[0

1 1
< (VTP — |k, + §pr’“H2 + §uwllpkll2- (6.44)
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Fazendo o limite com o — 0, obtém-se

D(¢1(z"; w);p*) < (V)" = pll . (6.45)

De modo analogo, considerando o limite inferior —~, verifica-se que

1 1
d1 (2" + ap®s i) = ou (¥ ) > [(VF)TPE = pllcf[h] = Sva®IpF(1P = Spva®|lp|1?,  (6.46)

2 2
D(¢v(x"; m);p*) = (VH)p" = pll s (6.47)
Das desigualdades (6.45) e (6.47) a derivada direcional de ¢; na direcio p* é dada por
D(¢n(as )i p") = (V*)0" = pllc"[lr- (6.48)
Como p* satisfaz a primeira equacao do sistema (6.27) resulta que
D(¢n (2" 1); *) = =) Vo, Lap" + ()T (J)NFE — pl| ]l (6.49)

Da segunda equagao do sistema (6.27), pode-se substituir o termo (p*)? (J*)TA**! na igualdade
acima por —(c®)TA*1 Fazendo esta substituicio e considerando a desigualdade

—() N <Aoo (6.50)
obtém-se (6.41). O que completa a demonstracao. |

Da desigualdade (6.41), p* sera uma diregao de descida para ¢, se p* # 0, V2_L;, for positiva
definida e

>IN (6.51)

Uma estratégia para escolher o novo valor do fator de penalidade p na fungao ¢;(z; ) em
cada iteracao é aumenta-lo gradativamente a partir do valor anterior, de forma a satisfazer a
desigualdade (6.51), com alguma margem. Tem-se observado, no entanto, que esta estratégia
pode selecionar valores impréprios de i e frequentemente interfere no progresso da iteracgao.

A estratégia mais eficiente para escolher p, considera o efeito da direcao sobre o modelo
quadrético da fungao de mérito ¢; definido por

0(p) = fo + (V") p+ pTV2 Lyp+ pm(p), (6.52)

onde

m(p) = ||c* + J*plh (6.53)

(6.54)

1 se (p")TV2 Lip" >0
o= )
0 caso contrario

A constante o é usada para tratar o caso em que a matriz Hessiana V2 L nao é positiva
definida. Apés calcular a direcao p¥, escolhe-se o fator de penalidade ;1 suficientemente grande
que satisfaz

3u(0) = qu(P*) = pp [m(0) — m(p")] , (6.55)
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para algum parametro p € (0,1). Da Equacdo (6.52) e sabendo que J*p*+c* = 0 a desigualdade
(6.55) ¢é satisfeita para

(VTP + (0/2) (") Vi, Lap*
- (1 =p)ll*lh

E facil ver que, para p satisfazendo a desigualdade (6.56), a escolha de o garante que
D (*; 1); o) < —ppullc*|h- De fato,

0. (1) = 4.(0) < —pu[m(0) — m(p")]
(VI + 2O V2L =l < —pullctl

(6.56)

IN

A\

(VY =l < —pulldlh - 5( PV Lt
o
D(n(" p)ipt) < —pulldh = 50" Vi L™ (6.57)
Assim, para o = 1, tem-se
1
D(¢n("s 1) p") < —ppulle® |l = 501 Vo, Lip" < —ppllel. (6.58)
Para o0 =0,
D(¢1(z"; 1) p*) < —ppull |1 (6.59)

Das desigualdades (6.58) e (6.59) segue que p* é uma diregao de descida para a fungao de
mérito ¢;. Entretanto, é importante destacar que nem sempre esta conclusao é valida, por
exemplo, se 0 = 1 e (p*)T'V2 Lp" < 0.

O uso da busca linear garante a convergéncia global do método de SQP, como pode ser visto
em Izmailov e Solodov (2007) (volume 2). O algoritmo é dado por:

Algoritmo 6.2 (Programacao Quadratica Sequencial com busca linear)

Dados: 7 € (0;0,5), 7 € (0,1) e o par inicial (z°, \%);

Calcule fy, Vf°, &, J°

Se uma aproximacao Quase-Newton é usada, escolha uma matriz inicial simétrica H° como
aproximacdo da matriz Hessiana positiva definida, caso contrario calcule V2 _Lo;

Para k=0,1,2,-
Resolva do problema (6.9) para obter p¥; seja Ao multiplicador correspondente, dado por

A= [T I I0N V).
Faca py = A — AF;
Escolha py, satisfazendo (6.56) com o =1e p € (0,1);
Faca ap = 1;
Enquanto ¢, (z* 4+ axp®; i) > é1(2%; ) + noD (¢ (2 e ); *)
Ajuste ay, = o4 para algum 1, € (0, 7];
Fim
Faca 271 = 2% + aph e AL = M 4 app;
Se um critério de parada for satisfeito
Pare 2"t e A\**! é uma solucdo aproximada
Fim
Calcule f, 1, VA A1 g1 (e possivelmente V2 Ly, 1)
Se a aproximacao Quase-Newton é usada, faga
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Uk — Oékpk e yk — Vx£($k+1, )\k+1) _ vx£<xk’ )\k—‘rl)

Calcule Q%™ usando a Equacao (6.16).
Fim.

Exemplo Ilustrativo 1: O Método de Programacgao Quadratica Sequencial com busca linear
foi aplicado & fungao (3.70) sujeita as restrigoes (3.71). O processo inicia-se em z° = [1,5 0]7,
e deve ser interrompido quando o critério de parada CP = ||V f(z*)|| < 0,0001 for satisfeito.
Para este exemplo é utilizada a matriz Hessiana e nao uma aproximacao Quase-Newton. Por
calculos elementares, tem-se que

1
E((L’, /\) = él’? + ZE% — T1T9 — 21’1 — 6[[‘2 — )\1(—1’1 — X9 + 2) — )\2((1]1 — 21’2 + 2) —
—/\3(—21’1 — To + 3) - )\41’1 - /\5[E2, (660)

Ty, — X2 — 2
Vit = , (6.61)
21’2 — T — 6
1’1—1‘2—2—}-)\1—)\2—’—2/\3—>\4
V.L(z, ) = e (6.62)
2I2-I1—6+)\1+2)\2+)\3—>\5
1 -1
Viw/j(x, A) = . (6.63)
-1 2
A Tabela 6.1 resume os calculos do método.
Iteragao k (2F)T f@®) | er(a®) | ca(a®) | e3(a®) | ca(z®) | es(2®) | CP
0 1,5 0] -1,8750 0,5 3,5 0 1,5 0 7,5166
1 [0,6667 1,3333] | -8,2222 0 0 0,3333 | 0,6667 | 1,3333 | 4,8074

Tabela 6.1: Método de Programacao Quadratica Sequencial aplicado ao Exemplo Ilustrativo 1

O processo foi realizado considerando o niimero maximo de iteragao igual a 200. O critério de
parada nao foi satisfeito, visto que, CP = |V f(z!)|| = 4,8074 > 0,0001, no entanto, verifica-se
que a partir da 1% iteracdo os valores de #* nao se alteram. Assim, z! = [0,6667 1,3333]7 é
uma boa aproximagao para a solu¢ao z*, sendo o valor 6timo f(z') = —8,2222. O ponto z' ¢
viavel pois satisfaz todas as restrigoes. A Figura 6.1 expressa o progresso do método.
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4

[
-1

Figura 6.1: Progresso do Método de Programacao Quadratica Sequencial aplicado ao Exemplo
[ustrativo 1



Capitulo 7

Minimizacao da massa de uma mola
helicoidal

O propésito deste capitulo, é aplicar todos os métodos de otimizacao restrita vistos nesta
dissertacao a um exemplo pratico. O problema consiste em obter a massa minima para uma
mola helicoidal, sujeita a tensao ou compressao, obedecendo alguns requisitos de desempenho
(restrigoes).

Optou-se em trabalhar com este problema, pois as molas estao presentes em intimeras
aplicagoes praticas, desde as mais simples, como canetas, grampeador de papéis, pregador de
roupas, até as mais complexas como, suspensao de veiculos, componentes de maquinas, pecas
e equipamentos em geral.

Uma mola pode ser definida como um objeto elastico flexivel usado para armazenar a energia
mecanica. E podem ser classificadas de acordo com a sua forma e a finalidade a que sao
empregadas. Assim, existem as molas helicoidais, molas de laminas, molas espirais, molas
planas, molas de anel ou “Belleville”, molas pneumaticas etc.

Apesar da grande diversidade, as molas helicoidais s@o encontradas com maior frequéncia em
aplicacoes mecanicas, em geral sao feitas de barra de ago enrolada em forma de hélice cilindricas
ou conicas. Este tipo de mola é formada por espiras e pode funcionar por compressao, tensao
ou por torcao.

7.1 Formulacao do problema

n° de espiras
D <«
l p

—
P

e
Figura 7.1: Representacao de uma mola helicoidal

Deseja-se minimizar a massa de uma mola helicoidal, submetida a tensao ou compressao,
conforme ilustrado na Figura 7.1, sujeita a restricoes de deflexdo, tensao de cisalhamento,
frequéncia da onda, limites de diametro externo e variaveis de projeto. As trés variaveis de
projeto sao d = diametro do fio, D = diametro médio da espira e N = niimero de espiras ativas.
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Nesta figura, uma carga P é aplicada no sentido de esticar a mola de didmetro médio. O
angulo 0 representa a deflexao ao longo do eixo da mola.

Para formular o problema, sao utilizados os seguintes dados e notagoes adotados em Arora
(1989):

e Numero de espiras inativas: Q = 2;

e Carga aplicada: P = 10 [bs;

e Moédulo de cisalhamento: G = 1,15 x 107 [b/in?;

e Deflexao minima da mola: A = 0,5 in;

e Densidade do peso do material da mola: 0,285 Ib/in?;

e Constante gravitacional: g = 386 in/sec?;

e Densidade da massa do material (p = v/g): p = 7,38342 x 107* lb-sec? /in*;
e Tensao de cisalhamento admissivel: 7, = 8 x 107* [b/in?;
e Frequéncia das ondas: w;

e Limite inferior da frequéncia da onda: wy = 100 H z;

e Limite para o didmetro externo: D = 1,5 in.

Sendo as unidades de medida, in - polegada, Ib - libra, Hz - Hertz, sec? - segundos ao quadrado.

Para uma mola sob tensao ou compressao, experiéncias mostram que o fio pode sofrer torgao,
por isso a restricao da tensao de cisalhamento deve ser imposta. Na sequéncia é apresentada a
modelagem matematica para o problema da mola:

Equagao de deflexao da carga: P = K¢; (7.1)

d*G
Constante da mola: K = SN (7.2)

kPD

Tensao de cisalhamento: 7 = 8—; (7.3)

wd?

AD —d)  0,615d

Fator da concentracao de tensao Wahl: k = ( ) + = ; (7.4)

4D —4d) ' D

d |G
Frequéncia das ondas: w = DN\ 2 (7.5)

A expressao para o fator de concentracao de tensdo Wahl, dada pela Equagao (7.4), é de-
terminada experimentalmente visando superar as elevadas tensoes em certos pontos da mola.
Esta expressao pode ser usada como restricao para o problema. A formulacao do problema de
otimizacao é dada a seguir.

Funcao Custo: O problema pretende minimizar a massa da mola (volume X densidade da
massa), ou seja, a func¢ao custo dada por:

f= %(N + Q) Dd*p. (7.6)
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A constante 7%p/4 na fungao custo serd negligenciada, uma vez que nao ird alterar a solugao
Otima final.

Restricao de deflexao: Muitas vezes é necessario que a deflexao sob uma carga P seja
pelo menos A. Assim, a restri¢ao de deflexao § deve ser maior ou igual a A. Este tipo de res-
trigdo é muito comum no projeto da mola. Desta forma, este requisito de desempenho (6 > A)
¢ obtido usando as Equagoes (7.12) e (7.2),

SPD3N

— > A, 7.7
gig 2 (7.7)
Restricao da tensao de cisalhamento: Para evitar a sobrecarga do material, a tensao de
cisalhamento no fio ndo deve ser superior a 7,. Usando as Equagoes (7.3) e (7.4) a restri¢ao é

expressa por:

(G

(7.8)

.. 8PD [(4D—d) 0,615d
9 .

wd3 | (4D — 4d) D
Restricao da frequéncia da onda: Deseja-se também evitar a ressonancia em aplicacoes
dindmicas. A ressonancia pode ser evitada fazendo com que a frequéncia das ondas (ao longo
da mola) se afaste o méximo possivel das primeiras frequéncias naturais. Assim para o problema
serd exigido que a frequéncia da onda para a mola seja de pelo menos wy (Hertz). Usando a
Equagao (7.5), esta restri¢do (w > wy) pode ser escrita como

d G>
C3: ————1]=— > Wp.
5" 2xD2N 2p 0

Vale ressaltar que as molas helicoidais sao frequentemente utilizadas para absorver impactos
e garantir o trabalho de amortecedores. Assim, é muito importante estabelecer a restricao c3
que limita a frequéncia de vibracao.

:|§7_a-

(7.9)

Restricao de didmetro: O diametro externo da mola nao deve ser maior que D, assim
cy: D+d<D. (7.10)
Limites explicitos sobre as variaveis de projeto: Para evitar dificuldades préticas, sao

impostos limites inferiores e superiores para o diametro do fio, o didmetro da espira e o nimero
de espiras ativas:

0,06 <d<0,20im; 0,25<D<1,30in; 2<N <15. (7.11)
Assim, resumindo tem-se que:
min f = (N + 2)Dd? (7.12)
( D3N
=1-—-<0
“ T187hd* =
D(4D —d 2,46
62 — ( ) 7 _ 1 S O
L 12566, 4d3(D — d) 12566, 4d>
sujeito a (7.13)
140, 45d <
cg=1— ——
3 DN S
D+d
=——-1<0
[ 47 15 =
Sendo os limites para as varidveis:
0,00<d<0,20; 0,25<D<1,30; 2<N<I15. (7.14)
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7.2 Aplicacao dos Métodos

O ponto inicial adotado foi z° = [0,2 1,3 2] e o critério de parada para cada método é
mencionado no decorrer das aplicagoes.

Método do Conjunto Ativo para QP convexa

Como j4 foi visto o método ¢ aplicavel a um problema de otimizacao, com func¢ao objetivo
quadratica e restrigoes lineares, o que nao ocorre com o problema da mola, uma vez que as
restricbes nao sao lineares. Assim o método nao pode ser aplicado a este problema. Esta pode
ser considerada uma desvantagem do Método do Conjunto Ativo para QP convexa.

Método de Penalidade Quadratica

A Tabela 7.1 resume os calculos do Método de Penalidade Quadratica aplicado ao problema
da mola. Foi adotado como critério de parada (CP) que |Q(x* 1,y 1) —Q (2", px)| < 0,1x107°.
Para o fator de penalidade inicial considerou-se pg = 1, 5, sendo atualizado a cada iteracao por

Pht1 = 2l

Iteracao k d D N f al Co c3 c4 cprP
0 0,2 1,3 2 0,2080 | 0,9618 | -0,9363 | -7,3107 0 —
1 0,0529 | 0,3933 | 9,1461 | 0,0122 | 0,0081 | 0,0165 | -4,2468 | -0,7025 0,8893
2 0,0532 | 0,3969 | 9,1462 | 0,0125 | 0,0036 | 0,0079 | -4,1821 | -0,7000 | 0,1107x10~3
9 0,0534 | 0,4001 | 9,1469 | 0,0127 0 0,0001 | -4,1259 | -0,6977 | 0,8474x107°
11 0,0534 | 0,4001 | 9,1468 | 0,0127 0 0 -4,1257 | -0,6977 | 0,4953x107°
13 0,0534 | 0,4001 | 9,1470 | 0,0127 0 0 -4,1255 | -0,6977 | 0,1392x10~7

Tabela 7.1: Método de Penalidade Quadratica aplicado ao problema da mola

Observe que, o processo foi interrompido na 13? iteracao, visto que, CP = 0,1392 x 1077 <
0,1 x 107%. A aproximacao 6tima encontrada pelo método ¢ z'3 = [0,0534 0,4001 9,1470]7,
sendo f(z'3) = 0,0127. Note que, todas as restricoes sao satisfeitas, logo este ponto é vidvel.
A Figura 7.2 apresenta o histérico das variaveis de projeto d, D e N no decorrer das iteragoes.
Percebe-se que apds a 1? iteracao as solugoes variam pouco.

Valores das varidveis

® Vaidvel -d ||
& Varidvel -0 | |
W Varidvel -N

4 i} g 10 12 14
Mdmero de iteragtes

Figura 7.2: Histérico das varidveis do problema da mola obtido pelo Método de Penalidade
Quadratica
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Método de Penalidade Quadratica /;

A Tabela 7.2 resume os cédlculos do Método de Penalidade Quadratica ¢, aplicado ao pro-
blema da mola. Para este método, foi adotado ug = 1,4, sendo atualizado a cada iteragao por
fr1 = 24y € |gz§1(xk+1,,uk+1) — ¢1(xk,,uk)| < 0,1 x 107 como critério de parada (C'P). Note
que, o processo foi interrompido na 4? iteracao, visto que, CP = 0,1363 x 107 < 0,1 x 1075.
A aproximacao 6tima encontrada é x* = [0,0666 0,8313 2,7676]7, sendo f(z*) = 0,0176.
Observe que, este ponto também é viavel, pois todas as restricoes sao satisfeitas.

Iteracao k d D N f cl Co c3 C4 CcP
0 0,2 1,3 2 0,2080 | 0,9618 | -0,9363 | -7,3107 0 —
1 0,0699 | 0,8862 | 2,7662 | 0,0206 | -0,1247 | -0,0794 | -3,5162 | -0,3626 1,5339
2 0,0679 | 0,8279 | 2,7671 | 0,0182 | -0,0276 | -0,0595 | -4,0280 | -0,4028 0,0024
3 0,0666 | 0,8313 | 2,7676 | 0,0176 | -0,1268 0 -3,8884 | -0,4015 | 0,6410x1073
4 0,0666 | 0,8313 | 2,7676 | 0,0176 | -0,1268 0 -3,8884 | -0,4015 | 0,1363x 1077

Tabela 7.2: Método de Penalidade Quadratica ¢, aplicado ao problema da mola

A Figura 7.3 representa o historico das variaveis de projeto d, D e N no decorrer das
iteragoes. Também, neste caso, pode-se observar que apds a 1* iteracao as solugoes variam
pouco.

2.5

I

Waridvel - d
Warigvel - D |
Warigvel - N

WValores das varidveis
o
e

/

0.5

|

Mdrero de iteragtes

Figura 7.3: Historico das variaveis do problema da mola obtido pelo Método de Penalidade
Quadratica /4

Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado

A Tabela 7.3 resume os célculos do Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado
aplicado ao problema da mola. Para este método pg = 1,5 é o fator de penalidade inicial,
sendo atualizado a cada iteragao por pgy1 = 1,9u. O critério de parada (C'P) adotado foi
| La( T N ) — La(a®, N5 )| 0,1 % 1076

O processo foi realizado considerando o nimero maximo de iteracao igual a 200. A partir
da 22% iteracdo os valores das aproximacoes x* nio se alteram e o critério de parada nao é
satisfeito. A solugao 6tima encontrada é z%? = [0,0453 0,2153 11,6373]7 e o valor 6timo
f(2?*) = 0,0060. Este ponto nao é vidvel, o método apresenta dificuldades para obedecer a
restricao de deflexao representada por c;.
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Iteragao k d D N f c1 Co c3 cq cprP
0 0,2 1,3 2 0,2080 | 0,9618 | -0,9363 | -7,3107 0 —
1 0,0773 | 1,9322 | 0,2540 | 0,0260 | 0,2856 | 0,4064 | -10,4464 | 0,3397 1,4712
2 0,0914 | 1,4064 | 1,4319 | 0,0403 | 0,2062 | -0,3599 | -3,5330 | -0,0015 5,3252
3 0,2357 | -0,5182 | 1,4005 | -0,0979 | 1,0009 | -1,0061 | -87,0218 | -1,1883 5,4860
4 0,0436 | 0,2345 | 15,7775 | 0,0079 | 0,2197 | 0,1550 | -6,0664 | -0,8146 3,5173
5 0,0459 | 0,2337 | 14,8704 | 0,0083 | 0,4066 | 0,0017 | -6,9449 | -0,8136 25,5590
10 0,0544 | 0,2305 | 14,4655 | 0,0112 | 0,7187 | -0,3728 | -8,9427 | -0,8101 919,7632
15 0,0749 | 0,8402 | 14,9753 | 0,0799 | -2,9318 | -0,2812 | 0,0052 | -0,3900 | 0,1983x10°
20 0,0460 | 0,2363 | 11,6373 | 0,0068 | 0,5241 | 0,0037 | -8,9502 | -0,8118 | 0,8198x10°
22 0,0453 | 0,2153 | 11,6373 | 0,0060 | 0,6158 | -0,0194 | -10,7876 | -0,8263 | 0,6921x107

Tabela 7.3: Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado aplicado ao problema da mola

A Figura 7.4 expressa o historico das variaveis de projeto no decorrer das iteracoes, onde
pode-se notar que, para este método, ha uma modificacao maior nos valores das variaveis.

® Varidvel - d
A Varigvel - D
W Varigvel - N

WValores das varidveis

Py " "
w L —

1 1 |
0 5 10 18 20 25
MNumero de iterag bes

Figura 7.4: Histérico das variaveis do problema da mola obtido pelo MLMA
Método de Programacao Quadratica Sequencial

A Tabela 7.4 resume os calculos do Método de Programagao Quadratica Sequencial aplicado
ao problema da mola. O critério de parada (C'P) adotado foi | f(z¥™1) — f(2*)| < 0,1 x 1075,

O processo foi realizado considerando o niimero méximo de iteragao igual a 200. O critério de
parada nao foi satisfeito, no entanto, o ponto 22° = [0,0516 0,3330 11,0275]7 é considerado
uma boa aproximacao para o Otimo, se comparado com as solucoes obtidas pelos métodos
anteriores. O valor da funcao custo para a solucao aproximada é f(z%*°) = 0,0115.

Observe que, o ponto 2% nao é vidvel uma vez que nao satisfaz a restricao c¢;. Assim,
novamente, o problema de otimizacao tem dificuldades em obedecer a restricao de deflexao. A
Figura 7.5 representa o histérico das varidveis de projeto no decorrer das iteracoes. Percebe-se
que para este método as variaveis d e D variam pouco apds a 52 iteracao, ja a variavel N sofre
uma variagao maior.
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Iteracao k d D N f cal Co c3 c4 CcP

0 0,2 1,3 2 0,2080 | 0,9618 | -0,9363 | -7,3107 0 —

1 -0,1445 | 1,4744 | 1,7305 | 0,1149 | 0,8231 | -1,1357 | 6,3955 | -0,1134 | 0,0931
2 0,0277 | 0,8622 | 2,1305 | 0,0027 | -31,0870 | 12,4321 | -1,4599 | -0,4067 | 0,1121
3 0,0383 | 1,0817 | 2,5330 | 0,0072 | -19,7552 | 5,4367 | -0,8144 | -0,2533 | 0,0044
4 0,0441 | 0,8205 | 4,7123 | 0,0107 | -8,5359 | 2,2659 | -0,9545 | -0,4236 | 0,0035
5 0,0543 | 0,2500 | 14,6475 | 0,0123 | 0,6329 | -0,3322 | -7,3261 | -0,7972 | 0,0015
10 0,0457 | 0,4024 | 3,7091 | 0,0048 | 0,2274 0,5672 | -9,6818 | -0,7013 | 0,0016
15 0,0581 | 0,6388 | 1,9957 | 0,0086 | 0,3650 0,1723 | -9,0205 | -0,5354 | 0,0019
20 0,0516 | 0,3330 | 11,0275 | 0,0115 | 0,1976 | -0,0464 | -4,9196 | -0,7436 | 0,0046

Tabela 7.4: Método de Programacao Quadratica Sequencial aplicado ao problema da mola

Walores das varidveis

L]
&
L

Waridvel - d
Varidvel -D ||
Waridvel - M

| | |
8 10 12
Mdrmero de iteragoes

L
14

Figura 7.5: Histérico das variaveis do problema da mola obtido pelo método de SQP



Capitulo 8

Discussoes e Conclusoes

Para facilitar a comparagao entre as cinco técnicas estudadas, as Tabelas 8.1 e 8.2 apresentam
as solucoes 6timas encontradas para o Exemplo Ilustrativo 1 e o Problema da Mola, respecti-
vamente.

Observando a Tabela 8.1, pode-se concluir que, para o Exemplo [lustrativo 1 os métodos
convergiram rapidamente (exceto os métodos Penalidade Quadrética e Multiplicadores de La-
grange Aumentado, que exigiram um nimero maior de iteragoes). Considerando o desempenho
quanto ao numero de iteragoes, precisao com relacao ao 6timo e a viabilidade, o Método SQP
com busca linear se mostrou a técnica mais eficiente, o que correspondeu as expectativas. As
solugoes obtidas pelos Métodos de Penalidade Quadratica e Penalidade Quadratica ¢;, sao
idénticas, no entanto, o ntimero de iteragoes sao muito diferentes. Isto mostra que, para este
exemplo, quando se trabalha com a funcao ¢; a velocidade de convergéncia aumenta de forma
consideravel.

Todos os métodos encontraram um ponto viavel exceto o Método do Conjunto Ativo para

QP convexa, uma vez que, o 6timo encontrado nao satisfez a restricao cs.

Método n° Iter. (x*)T f c1(x*) | co(z*) | es(z®) | ca(x®) | cs(x*)
Conjunto Ativo 4 [0,6663 1,3332] | -8,2229 | 0,0005 | -0,0001 | 3,0001 | 0,6663 | 1,3332
Pen. Quadratica 17 [0,6667 1,3333] | -8,2222 0 0 0,3333 | 0,6667 | 1,3333

Pen. Quadratica ¢4 5 0,6667 1,3333] | -8,2222 0 0 0,3333 | 0,6667 | 1,3333

MLMA 17 0,6665 1,3334] | -6,4446 | 0,0001 | -0,0003 | 0,3336 | 0,6665 | 1,3334

SQP 2 [0,6667 1,3333] | -8,2222 0 0 0,3333 | 0,6667 | 1,3333

Tabela 8.1: Resultados 6timos encontrados para o Exemplo Ilustrativo 1

Método n° Iter. [d D N] f 1 ) cs ¢4

Conjunto Ativo — - — — — - —
Pen. Quadratica 13 0,0534 0,4001 9,1470 0,0127 0 0 -4,1255 | -0,6977
Pen. Quadratica £, 4 0,0666 0,8313 2,7676 0,0176 | -0,1268 0 -3,8884 | -0,4015
MLMA 22 [0,0453 0,2153 11,6373] | 0,0060 | 0,6158 | -0,0194 | -10,7876 | -0,8263
SQP 20 | [0,0516 0,3330 11,0275] | 0,0115 | 0,1976 | -0,0464 | -4,9196 | -0,7436

Tabela 8.2: Resultados 6timos encontrados para o Problema da Mola

No caso do Problema da Mola, conforme pode ser observado na Tabela 8.2, os métodos

apresentaram maiores dificuldades para obter a solugao 6tima. Inicialmente, deve-se ressaltar
que o Método do Conjunto Ativo para QP convexa nao pode ser aplicado, uma vez que o
problema possui restrigcoes altamente nao lineares. Esta é uma séria desvantagem para este
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método, uma vez que a maioria dos problemas praticos contém uma ou vérias restricoes nao
lineares.

O Método dos Multiplicadores de Lagrange Aumentado e a Programacao Quadratica Se-
quencial com busca linear nao convergiram para uma solucao 6tima viavel. Apesar de que, o
Método SQP obteve uma solugao muito préxima da aproximacao obtida pelo Método de Pe-
nalidade Quadratica, que obteve o menor valor para a funcao objetivo obedecendo a todas as
restricoes. Para este exemplo, o Método de Penalidade Quadratica ¢, converge rapidamente,
em apenas 4 iteracoes, mas a solucao foi pior se comparada com a obtida pelo método de
Penalidade Quadratica.

Este problema, apesar de trabalhar apenas com 3 varidveis e 4 restri¢oes, serviu para mostrar
as dificuldades inerentes a solucao de problemas de otimizacao restritos.

Além disso, as simulagoes numéricas permitiram o entendimento de como a performance dos
métodos é influenciada pelo tipo de problema estudado. Desta forma, fica claro que nao existe
um algoritmo universal, a cada problema deve-se procurar qual método pode ser aplicado com
maior eficiéncia para se obter a solucao 6tima.

Nesta dissertagao foi desenvolvido o estudo de alguns métodos classicos de otimizacao res-
trita, aplicando seus algoritmos em dois problemas de otimizacao e analisando os resultados
obtidos. Também foram apresentados fundamentos tedricos, tais como, condigdes necessarias e
suficientes de otimalidade, formulacoes matematicas e principais aspectos relacionados a con-
vergéncia dos métodos. Os algoritmos de cada método foram implementados computacional-
mente, e as solucoes obtidas foram ilustradas em graficos os quais auxiliam a compreensao.
Assim, entende-se que os objetivos pretendidos com este trabalho foram alcancados.
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