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Resumo

Neste trabalho alguns resultados sobre existéncia e estabilidade de solucoes periddicas da
equacao de van der Pol-Mathieu sao estudados. Por meio do Teorema da Média é provado, sob
condicoes adequadas, que esta equacao possui duas érbitas periddicas assintoticamente estaveis.
Além disso é obtida a existéncia de conicas invariantes no plano de fase desta equagao.
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Abstract

In this work some existence and stability results of periodic orbits of van der Pol-Mathieu
Equation are studied. By using the Averaging Theorem we are able to prove, under mild
conditions, the existence of two asymptotically stable periodic orbits of this equation. Moreover,
the existence of invariant quadrics can be settled in plane phase of this equation.
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Introducao

Em diversos modélos matematicos originarios tanto da Engenharia Mecanica como da Fisica
Tedrica, tem-se de levar em conta nao linearidades das forcas ou campos envolvidos na situacao
concreta dada. Sem isto os modélos obtidos nao seriam realistas. Além disto, também ha
contextos onde além das interacoes nao lineares temos excitagoes paramétricas. Isto torna
o modeélo, do ponto de vista da Dinamica, complexo e interessante. No estudo de plasmas
com poeira, (“dusty plasmas”) , como também na investigagdo da dindmica de sistemas mi-
croeletromecanicos, conhecidos também por sua sigla em Ingles MEMS | encontramos fenomenos
onde tal situacao ocorre. A investigacao de tais problemas nos leva necessariamente ao estudo
da equacao de van der Pol-Mathieu.

O objetivo dessa dissertacao é expor os resultados do artigo [7] o qual envolve exatamente
a equacao de van der Pol-Mathieu. Especificamente vamos estudar a existéncia e estabilidade
de érbitas periddicas dessa equacao seguindo a abordagem do Teorema da Média.

Para isso, comecamos no Capitulo 1 com algumas defini¢oes basicas da Teoria Qualitativa
das Equacoes Diferenciais Ordinarias, focando nos conceitos de estabilidade e ciclo limite. No
Capitulo 2 enunciamos o Teorema da Média e o exploramos com alguns exemplos. No Capitulo
3 iniciamos o estudo da equacgao de van der Pol-Mathieu, dando uma motivacao fisica e uma
reformulacao dessa equacao para o uso do Teorema da Média. No Capitulo 4 estudamos a
existéncia e estabilidade dos pontos de equilibrio da equacao da média obtida da equacao de
van der Pol-Mathieu. Finalmente no Capitulo 5 mostramos a existéncia de quadricas invariantes
e plotamos os planos de fase da equacao da Média.

E importante ressaltar que as computagoes algébricas e numeéricas e varios graficos foram
realizados utilizando o software Maxima 5.21.1. Esse software é livre e de codigo aberto,
podendo ser efetuado o download nas paginas da internet:

http://maxima.sourceforge.net

http://wxmaxima.sourceforge.net.

Franciele Alves da Silveira Gonzaga Pereira
Uberlandia-MG, 28 de fevereiro de 2012.



Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias

No presente capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados da teoria qualitativa das
Equagoes Diferenciais Ordinérias que serao necesséarios ao longo desse trabalho.

1.1 Definicoes Basicas

Seja W um subconjunto aberto do R" e f: W C R™ — R” uma aplicacao lipschitziana.
Considere a equacao diferencial

¥ = f(z) (1.1)

a qual esta associada ao campo vetorial definido pela aplicagao f, e reciprocamente o campo
vetorial f estd associado a equag@o diferencial (1.1).

As solucgoes desta equacao diferencial, isto €, as aplicagoes diferenciaveis u : I C R — W
tais que

u'(t) = f(u(t)) (1.2)

para todo t € I, sao chamadas trajetorias ou curvas integrais da aplicagao f. Além disso
se dado ug € W existir uma solugao de (1.2) tal que

u(0) = ug, (1.3)

dizemos que u satisfaz o problema de condicao inicial dado por (1.2) e (1.3).

Pode-se provar que para cada y € W existe uma unica solugao ¢(t) de (1.1) definida em
um intervalo maximal /, C R satisfazendo uma condigao inicial ¢(0) = y. Ressaltamos que um
intervalo maximal significa um intervalo aberto contendo 0 e todos os intervalos J onde J é
o dominio de uma outra fungao diferencidvel, digamos v, satisfazendo (1.1) e v(0) = y.

Considere agora o conjunto 2 = {(t,y) : y € W,t € I,}, o qual foi provado em [1] no
Teorema 2 do Capitulo 8, que é um aberto em R x W.

Defini¢ao 1.1 A aplicagcio ¢ : Q — W definida por ¢(t,y) = ¢(t) € denominada fluxzo da
equagao diferencial (1.1).
Notacao: ¢i(y) = ¢(t,y).

Em outras palavras podemos dizer que o fluxo da equagao diferencial (1.1) é, para cada
y € W a solugdo u(t) de (1.1), tal que u(0) =y e é definida no intervalo maximal I,,.

A imagem da solucao ¢(t) da equagao diferencial (1.1) é denominada de érbita. O conjunto
dessas orbitas nos da a representacao grafica do campo vetorial f associado a equacao diferencial
(1.1). Chamamos esta representagao gréfica de espago de fase.

2



Em consequéncia da existéncia e unicidade de solugdes de (1.1) definidas em intervalos ma-
ximais, temos que as érbitas que compoem o espago de fase sao disjuntas ou coincidem, podendo
cada uma ser:

1. Imagem difeomorfa de um intervalo aberto de R ;
2. Um ponto;

3. Difeomorfa a um circulo.

No segundo caso a érbita chama-se érbita singular ou érbita periédica trivial, no terceiro
caso a 6rbita chama-se fechada ou periddica.

As solugoes de (1.1) cujas o6rbitas sao singulares, sao as aplicagoes constante ¢(t) = T.
Observe que se T é solucao de (1.1), entao f(Z) = 0. Os pontos T € W com essa propriedade
tem a seguinte definicao

Definicao 1.2 Um ponto T € W tal que f(T) =0 é chamado ponto de equilibrio de (1.1).

Um ponto de equilibrio T também pode ser chamado de ponto estacionario ou ponto
fixo, isso se deve ao fato de que o campo vetorial f permanece fixo mesmo com a mudanga da
variavel t.

Um caso particular da equacao diferencial (1.1) em R? é o caso em que f(x) é linear, e o
tnico ponto de equilibrio é o ponto (0,0). Neste caso, podemos obter informagoes qualitativas
importantes sobre as solucoes da equacao diferencial ' = A x a partir dos autovalores A\; e Ag
de A, os quais sao reais ou complexos conjugados.

Distinguimos os seguintes casos:

1. Os autovalores sao reais e tem os mesmo sinal.

1.1- Se A\ = Xy e o operador A é diagonalizavel, o ponto de equilibrio (0,0) é chamado
de foco. Se o operador A nao é diagonalizdvel, o ponto de equilibrio (0,0) é chamado de né
impropio.

1.2- Se Ay # Ag, o ponto de equilibrio (0,0) é chamado de né.

2. Os autovalores sao reais e tem sinais opostos. Neste caso o ponto de equilibrio (0,0) é
um ponto de sela.

3. Os autovalores sao complexos conjugados Ay =a+ibe Ay =a —ib com b # 0.
3.1- Se a parte real for ndo nula, o ponto de equilibrio (0,0) é um foco espiral.

3.2- Se os autovalores s@o imaginérios puros, o ponto de equilibrio (0,0) é um centro.

Os pontos de equilibrio classificados como: foco, nd, né imprépio e foco espiral, ainda serao clas-
sificados como estavel ou instavel, dependendo do sinal dos autovalores \; e Ay. Esse conceito
de estabilidade serd definido posteriormente.

Nas figuras seguintes estao esbogados os planos de fase que ilustram os casos citados.



NNANANNANAN VY WL N NS
NNNNNNAV VWL
~ NNNNN VLV WL
AN NNN NV VYLV S
SN N NN NN VL S s
NN NN A T T TS e A A A/ A
NN N NN NNV b s P
TR M N N N L T I A A PP
T TR TR e e N LY S P
— s s s w w Ny ] e ¥ e e e e e
— s s s e o m mw Ny, e e e e e e e
P A I Ll B L - T S
P T e L A A o I S Y R R e e o e
Pl A R VA S L O R N T
el e T N N T
PP/ A A A T O N N N T T
S S S PN A S i A S U W N NS ~ O~
e A A T O O T N N NN ~
v VAR A A A S T T S U N N N NS
e VARV A A S B & A T U U U N N N N NN
V4V VR A A A A A A U S W W W N N NN

Figura 1.1: Foco Estavel
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Figura 1.5: Foco Espiral Estavel
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Figura 1.6: Centro

Se a equagao diferencial 2’ = f(z) for ndo linear e admitir um ponto de equilibrio hiperbélico
T (conceito que introduziremos adiante), ainda assim podemos obter informagoes qualitativas
sobre suas solugoes a partir dos autovalores através do seguinte sistema linearizado

y = Ay

com A = Df(T). Observe que nesse sistema o ponto de equilibrio T de ' = f(z) corresponde

com o ponto de equilibrio (0,0) de ¢y = Ay.

Assim teremos que todas as discussoes anteriores do sistema linear 2’ = Az com detA # 0,
continuarao vélidas numa vizinhanca do ponto de equilibrio hiperbdlico T para o sistema nao

linear 2’ = f(z).

A defini¢do a seguir, nos diz quando uma solugao de (1.1) é periddica.

Definicao 1.3 Seja x(t) uma solugdo de (1.1). Dizemos que z(t) é uma solugdo periddica

de (1.1) se exitir um ndmero positivo T tal que
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z(t+T) = z(t)
para todo t € R. Se T for um ponto de equilibrio, entao a solugdo x(t) = T é denominada

solucao periodica trivial.

A imagem de uma solucao periddica é exatamente o que chamamos érbita periddica, sendo
T o periodo dessa érbita.
Como um exemplo de érbitas periddicas considere a equacao

"+ senz =0 (1.4)

a qual descreve matematicamente o comportamento de um péndulo. O espaco de fase dessa
equagao representado pela figura a seguir nos fornece uma familia de érbitas periddicas.
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Figura 1.7: Espaco de fase da equagao do Pendulo.

As oOrbitas periddicas e os pontos de equilibrio desempenham um papel importante no com-
portamento das solugoes em suas vizinhancas, como veremos a seguir, ambos podem ser clas-
sificados em estavel ou instavel.

1.2 Estabilidade de Pontos de Equilibrio

Defini¢ao 1.4 Seja T € W um ponto de equilibrio de (1.1). Entdao T é um ponto de equilibrio
estavel se para toda vizinhanga V de ® em W existe uma vizinhanca Vi de @ em V' tal que toda
solugao z(t) com x(0) em Vy é definida para todo t > 0 e x(t) € V para todo t > 0.



A Figura 1.8 ilustra o comportamento de uma solugao de (1.1) numa vizinhanca adequada
de um ponto de equilibrio estavel .

Definicao 1.5 Se & é um equilibrio estdvel e Vi, definido como na definicao anterior, pode
ser escolhido de tal forma que para toda solugdo x(t) cuja condi¢ao inicial estd no aberto V;
satisfaca limy_,, x(t) = T, entdo o ponto de equilibrio T diz-se assintoticamente estdvel.

A Figura 1.8 ilustra o comportamento de uma solugao de (1.1) numa vizinhanca adequada
de um ponto de equilibrio T assintoticamente estavel.

Como um exemplo de um equilibrio que é estavel mas nao ¢é assintéticamente estavel
tomemos a equacao diferencial

; ' 10 =b
voax as[) 0], 05

Vemos que suas solucoes sao

z1(t) = 1(0) cos(tb) — z2(0) sen(td),
(1.6)
xo(t) = x1(0) sen(td) + x9(0) cos(tb).
Observe que (0,0) é um ponto de equilibrio de X' = A X e a solugao X (t) = (z1(t), z2(t))
se aproxima de (0,0), quando (x1(0),z2(0)) — (0,0), no entanto a 6rbita dessa solugao é uma

conica eliptica, a qual nao tende a (0,0). Portanto (0,0) é um equilibrio estavel, mas nao é
assintoticamente estavel.

Definicao 1.6 Um ponto de equilibrio T que ndao € estavel é chamado instdvel. Isto significa
que existe uma vizinhanca V' de T tal que para toda vizinhanca V, dex em W, existe pelo menos
uma solugao z(t) que comega em x(0) € V1, cuja drbita positiva nao estd inteiramente contida

em V.

(b)

Figura 1.8: (a) Estabilidade; (b) Estabilidade assintética

O teorema que vamos enunciar a seguir, cuja demonstragao pode ser encontrada em [1] nas
paginas 187 a 190, nos permite classificar a estabilidade de um ponto de equilibrio.

Teorema 1.1 Seja® € W um ponto de equilibrio do sistema (1.1). Seja a matriz A = D f(T).
(i) Se todos os autovalores da matriz A tem parte real negativa, entdo o ponto de equilibrio T
¢ assintoticamente estdvel.

(ii) Por outro lado se algum dos autovalores da matriz A tem parte real positiva, entdo o ponto
de equilibrio T € instdvel.

Um ponto de equilibrio T de 2’ = f(z) é denominado hiperbdlico se todos os autovalores
de Df(Z) tem parte real nao nula. Como consequéncia um ponto de equilibrio hiperbdlico é
um ponto de equilibrio assintéticamente estavel ou instavel.



1.3 Estabilidade de Orbitas Periédicas

Definigao 1.7 Seja x(t) uma solugdo periddica de (1.1) e seja v C W a orbita periddica
correspondente a essa solu¢ao xz(t). Dizemos que 7y € assintoticamente estdavel se para todo
congunto aberto Uy C W, com v C Uy existe um conjunto aberto Uy, v C Uy C Uy, tal que
¢+(Us) C Uy para todo t > 0 e limy_,o ||¢(x) — ]| = 0. Caso esta condi¢do nao esteja satisfeita
dizemos que a orbita periodica € instavel.

Em outras palavras, uma érbita periédica v é assintéticamente estavel se dada uma orbita
com valor inicial suficientemente proximo de algum ponto de 7, esta 6rbita, mesmo com o
decorrer do tempo, continua suficientemente préoxima de +.

O teorema a seguir nos permite classificar a estabilidade de o6rbitas periddicas, esse teorema
pode ser encontrado em [1] na péagina 277.

Teorema 1.2 Seja v uma orbita periddica de periodo T da equagao diferencial (1.1). Seja
p € 7. Sen—1 dos autovalores da matriz correspondente a aplicagdo linear Dor(p) : W — R”
em valor absoluto for menor que 1, entao v € uma orbita periddica assintoticamente estdvel.

No plano, uma orbita periédica assintéticamente estavel estudada é o ciclo limite, esses
foram definidos por Poincaré. Porém para definirmos um ciclo limite, precisamos antes definir-
mos um conjunto limite.

Defini¢ao 1.8 Seja a aplicacao diferencial definida como em (1.1). Seja x € W. Diz-se que
y € um w-limite de x, se exite uma sequéncia {t,}, t, — oo tal que ¢(t,,x) — y, onde ¢ € o
fluzo de f. Se ¢(t,,x) = y quando t, — —o0, entao dizemos que y € um a-limite de x.

Por um conjunto limite entendemos o conjunto L, (y) de todos os w-limite e o conjunto
Lo (2) de todos os a-limite. Prova-se que o conjunto L, (y) e o conjunto L,(z) é um conjunto
fechado e invariante sobre o fluxo da equacgao diferencial.

Defini¢ao 1.9 Um ciclo limite é uma drbita fechada v tal que v C L,(x) ou y C Lo(x) para
algum x ¢ . No primeiro caso vy € chamada ciclo w-limite e no sequndo caso ciclo a-limite.

Do ponto de vista geométrico um w-ciclo limite ~ indica a existéncia de uma trajetéria
espiral aproximando de v quando t — oo. Por outro lado um a-ciclo limite v também indica a
existéncia de uma trajetoria espiral aproximando de v quando t — —oc.

O conhecido Teorema de Poincaré-Bendixson nos fornece um caminho para provarmos a
existéncia de ciclos limites quando algumas condigoes adequadas forem satisfeitas, entretanto
nao exploraremos esse aspecto aqui. A demonstracao desse Teorema poder ser encontrada em
[1] no Capitulo 11 e em [9] no Capitulo 4 .

Teorema 1.3 (Teorema Poincaré-Bendixson) Um conjunto limite compacto nao-vazio de
f:W CR? = R? 0 qual nio contém pontos de equilibrio é uma érbita periddica.

1.4 A equacao de van der Pol e a equacao de Mathieu.

A equacao de van der Pol-Mathieu que analisaremos no Capitulo 3 é uma equacao hibrida,
combinando a equacao de van der Pol e a equacao de Mathieu. Assim para um melhor entendi-
mento dessa equacao vamos analisar separadamente a equacgao de van der Pol e a equacao de
Mathieu.
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Por volta de 1920, o engenheiro elétrico e fisico holandés Balthasar van der Pol propos um
modelo chamado de oscilador de van der Pol para modelar o funcionamento de um circuito
eletrico que existia nos primeiros aparelhos de rddio. O modelo consiste, basicamente, de uma
equacao diferencial ordinaria de segunda ordem, que pode ser escrita como:

2 (t) = (a— B22(t)) ' (t) + wiz(t) = 0. (1.7)

Até hoje, extensoes do modelo de van der Pol sao comuns em problemas reais e modelos
mais gerais de sistemas dinamicos tem como base sua formulagao.

O termo (o — B2%(t)) faz com que as oscilagdes com grande amplitude decaiam e que os-
ciladores com pequena amplitude crescam. Isso leva o sistema a uma oscilagao auto-sustentada
(um ciclo limite) em que a energia dissipada e a energia ganha, num periodo, se equivalem.

Foi provado por Liénard que, sob certas condicoes, o oscilador de van der Pol sempre tende
a um ciclo-limite, sendo esta a principal caracteristica dos sistemas modelados dinamicamente
pela equacao de van der Pol. Em [1], na Se¢ao 3 do Capitulo 10, é dada uma demonstragao da
existéncia do ciclo-limite para a equacao de van der Pol . Pode se ter uma visualizacao dessa
propriedade através da figura (1.9), a qual mostra o espaco de fase da equagao (1.7) com os
parametros o = § = wy = 1.

Observe que independentemente do ponto inicial, as solugoes sempre tendem para uma tnica
curva que corresponde a solucao periédica quando o tempo tende ao infinito.

7 A AT T _7__> Ciclo-Limite
\\\\M ===\
NS T T NN
NN T ///:\\\ \
AR O W\

=TT AT _Z

CH LA NS g NN AN
T R S AN Y
M AR NN e VoV N
A N NN e~ LA A LA A &
WX \k////////\\\
M \\\jj/jj//? SRR
RN S o —— NN R
NN XN //////K\\\‘\’\

/]

N e

Figura 1.9: Ciclo Limite da Equagao de van der Pol

Em 1868, E.L. Mathieu ao analisar a propagacao de uma onda numa membrana com
condi¢ao de contorno definida ao longo de uma elipse obteve a seguinte equacao

z () + w1+ h cos(yt))z(t) =0 (1.8)
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onde wy € a frequéncia natural de oscilagao do sistema, v é a frequéncia com a qual o parametro
oscilante varia e h é a amplitude de variacao da frequéncia natural.
Atualmente essa equagao modela osciladores lineares em engenharia os quais estao sujeitos

a modulagoes de frequéncia.

Veja que para v = 2%, sendo n um numero inteiro, a amplitude das oscilagdes aumenta
rapidamente. Neste caso dizemos que o sistema encontra-se em um regime de instabilidade
paramétrica. Fora desse dominio nao ocorre nenhum aumento de amplitude, permanecendo

constante a amplitude de oscilagao.



Capitulo 2

O Teorema da Média

Neste capitulo vamos desenvolver um estudo sobre o Teorema da Média, o qual serd aplicado
na andlise da equagao (3.2). A importancia deste método deve-se ao fato de que, com esta
abordagem, podemos reduzir a investigacao da existéncia e estabilidade de solugoes periddicas
de sistemas nao autéonomos do tipo (2.1) em uma investigagdo da estabilidade de pontos de
equilibrio de um sistema autonomo adequado.

A idéia basica pode ser datada por volta do século XVIII, quando em 1788, Lagrange formu-
lou o problema gravitacional de trés corpos como uma perturbagao no problema gravitacional
de dois corpos. Até o fim do século XIX esse resultado foi muito aplicado, de forma nao rigo-
rosa, em Mecanica Celeste. Por volta de 1920 Van der Pol promoveu o seu uso em equagoes
diferenciais originarias da teoria de circuitos eletronicos. Somente em 1928, a primeira prova
da validade foi dada por Fatou.

Em 1930 esse método tornou-se gradualmente um dos métodos classicos na andlise de os-
ciladores fracamente nao-lineares. Tal abordagem foi estabelecida apds pesquisas sistematicas
feitas por matematicos da Escola Russa como por exemplo Krylov, Bogoliubov, Mitropolsky.

Existem muitas versoes sobre o Teorema da Média, a nossa sera baseada na versao dada por
2] e [3], que consiste no estudo de sistemas da forma

¥'(t)=¢ f(z(t),t,e); e UCR" 0<e <<1 (2.1)

onde f: U xR xRt — R" ¢ C", r > 2, limitada em conjuntos limitados, e de periodo T > 0
na variavel ¢t e U é um subconjunto que é um aberto do R".

2.1 Definicoes Preliminares e o Resultado Principal

Definimos a média de f como sendo

T
f(z) = %/0 f(z,s,0)ds, (2.2)
onde z € U.

Defini¢ao 2.1 A Fquac¢do da Média para sistemas da forma (2.1) € definida por

y(t) =e [y®) (2.3)

12
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Definigao 2.2 Sejap : U x R x Rt — R, onde U C R™. Dizemos que p € de ordem ¢ se
existem ¢o > 0 e g9 > 0 tais que |p(z, t, €)| < coe para todo (z,t) € U X R e 0 < e < .
Indicamos isto por p = O (¢).

Dizemos que p = O (¢) numa escala de tempo t ~ 1/e, se existem ¢; >0, co >0 eey >0
tais que |p (z, t, €)| < c1e para todo x € U, 0 <t <cy/e e <e <e.

Enunciaremos, agora, o principal resultado deste capitulo, cuja demostracao poder ser en-
contrada em [3].

Teorema 2.1 (Teorema da Média) : Existe uma mudanga de coordenadas x =y + € w(y, t,€)
tal que nestas novas varidveis o sistema (2.1) torna-se

y'(t) =¢ fly) +€° fily.t,e) (2.4)
onde fi € de periodo T em t e f € dada por (2.2). Mais ainda
(i) Se x-(t) e y-(t) sao solugdes de (2.1) e (2.3) respectivamente, com z(0) = xy e y(0) = yo,
e |xo —yo| = O (€) entdo |x.(t) — y-(t)| = O(e) em uma escala de tempo t ~ 1/e.
(ii) Se po € um ponto de equilibrio hiperbdlico de (2.3), entao existe £y > 0 tal que, para
todo 0 < e < €q, (2.1) possui uma dnica drbita periddica

Ye(t) = po + O(e) (2.5)

do mesmo tipo de estabilidade de py.

De acordo com esse teorema, podemos inferir propriedades do sistema (2.1) pela com-
preensao da dinamica do sistema de média (2.3), que é um sistema auténomo e provavelmente
mais facil de analisar, obtendo assim uma boa aproximacao ao estudo de (2.1). Agora seguem
alguns exemplos que motivam o teorema anterior.

Exemplo 2.1

Considere a equacao escalar
2'(t) = e x(t) sen®(t) (2.6)

Aqui temos um sistema da forma 2’(t) = ¢ f(z(t),t,¢) onde f(x,t,e) = x sen?(t) conforme
descrito em (2.1). Logo calculando a média de f(z,t,€) com relagao a ¢, encontramos

_ 1 i
(z) = —/ z sen”(s)ds = - (2.7)
T Jo 2
Assim o sistema autonomo da média é dado por
_ Y t
y(t) =< Ty = 2. (2

E facil verificar que esta equacio tem como solucio y=(t) = o e?. A solucio exata de (2.6)
com valor inicial z(0) = ¢ é

ze(t) = xgea(%_senfm)).

(2.9)

Assumiremos que x( ¢é fixo ao longo do argumento a seguir, que 0 < € < 1 e que o dominio
de f na varidvel z é (—a,a), sendo a > 0 fixo. A condigao |xy — yo| = O(e) significa que existe
C > 0 tal que

|x0—y0| < (Ce. (210)
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Também assumiremos que

o, Yo € (—%%) (2.11)

Notemos que se 0 < t < £ segue das férmulas explicitas que temos para z.(t) e y-(t) e de (2.11)

que z(t), y-(t) € (—a,a).
Vamos determinar, agora, uma estimativa para a diferenca entre as duas solucoes. Entao

et —e sen(2¢)
€2 [Xp€ 2 —Yo|| =

et —e sen(2t) et —e sen(2t) (2]‘2)
€2 [xoe 2 —x0+x0—y0”§62 [|a:0| e 2 —1‘+|x0—y0|]
Usando o Teorema do Valor Médio temos que
le® — 1] < e |x]. (2.13)
para todo x € [—a,a]. Como _E%nm) €[5, 5], para todo t € R, segue de (2.13) que
‘67’5 e 1( < ei2 | sen(21)] < \/258. (2.14)
Usando (2.14) e (2.10) em (2.12) obtemos
jwo(t) — ye(t)| < e {\m \/255 + Cs} =ce? [ym % + c} . (2.15)
No intervalo 0 < ¢ < % obtemos de (2.15) que
|z (t) — y-(t)] < eve {\xol \/76 + C} =Ce. (2.16)
Ou seja
z(t) — y-(t) = O(e) (2.17)

na escala de tempo t ~ %

A equagao (2.8) tem o ponto de equilibrio y = 0. Como a derivada do lado direito de (2.8)
neste ponto é 1/2 segue do Teorema 1.1 que o ponto de equilibrio y = 0 é instével.

A equagao (2.6) tem a 6rbita periddica trivial x = 0, vamos provar que esta érbita trivial é
instavel. De (2.9) temos que se n € N entao

ETTN

ze(mn) =xoe 2

ETMN

Portanto se xy # 0 temos que lim,,_, |[e 2 — 0]] = 0o o que implica que a dérbita periédica
trivial é instdvel de acordo com a Definicao 1.7.

Exemplo 2.2
Considere a equacao nao-linear
o' (t) = e(x(t) — 2%(t)) sen®(t) (2.18)

Temos que essa equacao é da forma (2.1). Calculando a média da aplicacao f definida pelo
lado direito de (2.18) obtemos:

f(z)=— /07r [(z = 2°) sen®(s)] ds = (2.19)
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Logo o sistema autonomo da média é dado por

< y(t) —y2(t

y(0) = <T(t)) =< L0 (2.20)
Resolvendo-o encontramos que
e(t) = ——. (2:21)
Yo€ 2 — 1
sendo que y(0) = yo e yo # 1.
A solugao exata de (2.18) com condicdo inicial z(0) = z é
E(%* sen4(2t))

v.(t) = —2¢ (2.22)

Zo e‘E(%_ =)

A equagao (2.20) tem os seguintes pontos de equilibrio: y = 0 e y = 1. Para o ponto de
equilibrio y = 0 temos que

logo de acordo com o Teorema 1.1 o ponto de equilibrio y = 0 é instavel. Para o ponto de
equilibrio y = 1 temos que
.2
()]

dy )

y=1

logo de acordo com esse mesmo Teorema 1.1 o equilibrio y = 1 é estavel.

A equagao (2.18) tem as seguintes rbitas periédicas x(t) = 0 e z(t) = 1. Vamos provar que
a Orbita x(t) = 0 ¢ instdvel e que a orbita x(t) = 1 ¢é estavel.

Veja que
mo ea(%_ sinEIQ t) )

t_ sin(2t) )

lim
Z ea( 2 4

t—o00

=1, (2.23)

logo pela Definigao 1.7 segue que z(t) = 0 é uma drbita periédica instavel.

Como
t sin(2t)
. To 65(57 4 ) L 1 B
tlirg - eg(%_sinft)) B -1 = tliglo - eE(%_sinft)) B =0 (2'24)

temos pela mesma Defini¢do 1.7 que z(t) = 1 é uma 6rbita periédica estavel.

A prova de que (2.17) também é valida neste exemplo segue linha de argumentagao anéloga
ao do caso anterior mas nao o faremos aqui.

Com esses dois exemplos, onde as solugoes das equacoes dadas sao facilmente calculadas,
podemos verificar explicitamente o que nos diz o Teorema da Média, e concluirmos assim que,
com o uso desse teorema, admitindo algumas condic¢oes, podemos transformar a investigacao
sobre a existéncia e estabilidade de drbitas periddicas de sistemas nao autonomos, com de-
pendéncia peridédica em relacao ao tempo, em uma pesquisa sobre a existéncia e estabilidade
de pontos de equilibrios do sistema (2.3), que é claramente mais simples que o original. Nisto
temos uma das grandes vantagens do Teorema da Média.
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2.2 Método da Variacao dos Parametros

E bem conhecido que varios problemas envolvendo oscilagoes nao-lineares reduzem-se ao seguinte
caso

() = A@) x(t) + e g(x(t),t), x(0) = z0 (2.25)

onde z € R™, ¢t > 0, A(t) é uma aplicacao linear n X n continua na variavel ¢t e g(z,t) é uma
funcao suficientemente suave de ¢ e z. Um importante caso que reduz-se a (2.25) é o caso de
sistemas que envolvem equagoes diferenciais de segunda ordem como o seguinte:

" (t) +wi w(t) = e f(z(t), 2/ (1), 1) (2.26)

sendo f: R x R x R™ — R uma funcao de periodo T > 0 na varidvel ¢.

Nesta secao vamos fazer uso do método da variacao dos parametros a fim de escrevermos
sistemas da forma (2.25) e (2.26) na forma do sistema (2.1).

No caso em que ¢ = 0 em (2.25) obtemos um sistema linear o qual possui solugoes linear-
mente independentes que sao usadas para compor a matriz fundamental de 2'(t) = A(t) x(t)
que denotaremos por ®(t). Fagamos a seguinte mudanca de varidvel z(t) = ®(t) y(t) entao
() = (t)y(t) + ®(t) y'(t). Como z(t) é solugao de (2.25), temos

() y(t) + (1) y'(t) = A(t) 2(t) y(t) + e g(P(t) y(t), 1)

Ou seja

(1) y'(t) = (A(t) D(t) — ¥'(1)y(t) + e g(®(t) y(1),1). (2.27)

Mas ®(t) é a matriz fundamental desse sistema, assim ®'(t) = A(t)®(¢). Entao podemos
reescrever (2.27) da seguinte forma

y'(t) = e @7H(t) g(P(t) y(2), 1) (2.28)

O sistema (2.28) é conhecido como a forma canénica de Lagrange, que de maneira mais geral
pode ser escrito por y'(t) = € f(y(t),t). Portanto, sem perda de qualquer generalidade, podemos
escrever os sistemas da forma (2.25) na forma canénica de Lagrange, a qual é exatamente a
forma (2.1).

No caso do sistema (2.26), por um cdlculo simples, encontramos que a matriz fundamental
®(t) é dada por

cos(wy t) sin(wp t)
— sin(wp t) wo cos(wp t) wo

Assim o sistema (2.26) se reescreve como o seguinte sistema:

(Y1 (t) = ef (y1(t) cos(wot) + y2(t)'sin(wg t), —y1(t) sin(wg t) wo
+ya(t) cos(wpt) wo,t) —sin(wot)
(2.29)
yo(t) = ef (y1(t) cos(wot) + ya(t) sin(wot), —y1(t) sin(wot) wo

cos(wpt
+ya(t) cos(wyt) wo,t) —( ot)
\ Wo

o qual estd escrito exatamente na forma do sistema (2.1).



Capitulo 3

Equacao de van der Pol-Mathieu

Na Secao 3.1 damos uma das possiveis motivacoes para a investigacao da dinamica da equacao
de van der Pol-Mathieu. Existem outras, como o estudo da dinamica de sistemas microeletro-
mecanicos, conhecidos pela sua sigla em Inglés como MEMS, para detalhes deste modelo ver a
referéncia [4]. E na Segao 3.2 obtemos a Equacao da Média (3.21) determinada por (3.5).

3.1 Uma Pequena Motivacao Fisica do Modelo

Entendemos por plasma uma massa, por exemplo um gas, formado por um grande nimero de
particulas eletricamente carregadas. As particulas negativamente carregadas sao os elétrons
de carga elétrica minima indicada por —e. As particulas positivamente carregadas sao os fons
cuja carga ¢é dada por Ze, onde Z é um nimero natural fixo. Tal tipo de gas é denominado
de plasma eletron-ion. Assumiremos que ele é elétricamente neutro, isto é, a soma de todas as
cargas elétricas ¢é igual a zero. Em algumas situagoes em Astrofisica é interessante considerar
a interagao do plasma com particulas que possuem uma massa muito maior que a dos elétrons
e fons do plasma original e que nao sao eletricamente neutras. O conjunto de tais particulas
massivas é denominado de poeira. A carga elétrica das particulas de poeira é determinada
pelo balanco entre a captura e emissao de particulas carregadas do plasma. Isto sugere que as
particulas de poeira tem uma carga elétrica que varia com o tempo.

Enfim, vamos listar, de forma mais precisa mas ainda assim qualitativamente, algumas das
principais caracteristicas fisicas deste modeélo:

e As particulas de poeira aumentam ou diminuem sua carga elétrica por absorcao ou emissao
de eletrons.

e As particulas de poeira estao uniformemente distribuidas na regiao.

Se denotarmos por gq (t) a carga de um grao de poeira e considerando os pressupostos anteriores
podemos interpretar esta quantidade como sendo —Z; (t) e sendo Z4 (t) o nimero de elétrons
absorvidos pelo grao de poeira no instante t. Como aproximacao podemos também assumir o
seguinte

e ¢, (t) varia de forma continua e periddica,

Um dos casos mais simples satisfazendo a tltima condicao seria assumir que

qa (t) = qocos (1 + hcos (yt)), (3.1)

onde qg, h, v sao constantes positivas. Como nao é um dos objetivos desta dissertagao fornecer
uma detalhada dedugao das equagoes resultantes a partir dos pressupostos anteriores, daremos
a equacao resultante em sua forma adimensional que ¢é a seguinte:

17
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2 (t) — (o — Ba(t)) 2 (t) + wi(1 + h cos(yt)) z(t) =0 (3.2)
onde «a, f e wy sao numeros nao negativos. Uma deducao detalhada de (3.2) a partir de
principios fisicos bésicos e do modelo anterior é dada em [5]. A equagdo (3.2) é denominada de
equagao de Van der Pol-Mathieu.

Observemos que se h = 0 em (3.2) entao obtemos

"

v (t) = (= BaP (1)« () + wi x(t) = 0, (3.3)
que é conhecida como equagao de Van der-Pol. Ese a =0 e =0 em (3.2)
z () + w21+ h cos(yt))z(t) =0 (3.4)

temos a equacao de Mathieu.

3.2 Uma Reformulacao da Equacao de Van der-Pol Ma-
thieu

Nesta se¢ao vamos introduzir um pequeno parametro em (3.2) e partir daif escrever esta equagao
em uma forma adequada para o uso do Teorema da Média dado no Capitulo 2.

Para isto escreveremos a« =eag , 3 =¢efy e h=¢echy com ag , By , hg € RT = {x € R;z > 0}
e 0 < e << 1. Entao obtemos

2"(t) —e (o — Boa?(t)) 2'(t) + wi(l+ehg cos(yt)z(t) =0 (3.5)

Observemos que se ¢ = 0 entdo (3.5) torna-se a equagdo de um oscilador harmonico com
freqiiencia igual a wy. Vamos assumir uma condicao de ressonancia entre a fregiiéncia natural
do sistema, que é wy e v, que é denominada de freqiéncia de excitagao paramétrica. Tendo
em vista o que ocorre em outros sistemas mecanicos, como por exemplo o péndulo elastico
ver por exemplo [6], é plausivel considerar a ressonancia 2 : 1. Assim terfamos v = 2wy.
Devido as naturais imprecisoes em uma situacao fisica assumiremos um erro de ordem ¢ na
ressonancia anterior e também um parametro de controle deste erro, o qual sera indicado por
d e o denominaremos de parametro de sintonia. Este parametro, ao contrario dos anteriores,
pode assumir valores negativos. Enfim assumiremos em nosso modélo a seguinte condicao de
ressonancia aproximada

Y= 2 (wo + d€> (36)

Substituindo (3.6) em (3.5) obtemos finalmente que
2"(t) —e (g — Box*(t)) 2'(t) + wi(l +ehg cos(2(wy + de)t)x(t) =0 (3.7)
A fim de escrevermos a equacgao (3.7) na forma da equagao (2.26) trabalharemos com uma

nova escala de tempo 7 = (wy + de)t. Com esta substituigdo obtemos

" T
Wo +de

T
w0+d€

T
WO+d€

) — (g — Bo 2*( Na'( ) +wi(1+¢ ho cos(27))x( ) =0 (3.8)

T
UJo+d€

Seja y(1) == (m) Portanto a equacao (3.8) torna-se

(wo +de)?y" (1) —elag — Boy* (7)) (wo +de) Y (T) +wi(1+ehg cos(27))y(r) =0  (3.9)



19

Ou seja
y' (1) — c (o — Bo (7)) ¥/ (1) + w—g (1+ehy cos(27))y(r) =0. (3.10)
wp + de (LU() + d8)2
Como
£ 1 d ) wa 2d  d*(2de+3wp)
SR — S (R 3.11
wo—l—ds wa wo(wO+d€>€ ¢ (WO+d€)2 O%) c wo(w0+5d)2 c ( )

Substituindo as equagoes (3.11) em (3.10) temos

Y0 +u() = (a0 — BoyP(r) /(1) + (2 — howy cos(27)) y(7)] -

€ d 9 ,
e Kwﬁdg) (a0 = Boy(1) /() = 2dho cos@TY(T) + (315

(wo i dg) (2de +3wo)(1 4 e ho cos(27))y(7)

Seguindo o procedimento utilizado na Segao 2.2 vamos escrever a equagao (3.12) na forma
da equagao (2.1). Fagamos entao a mudanga de varidvel

y(1) = a(7) cosT + b(T) sent (3.13)

y'(7) = —a(7) sent + b(T) cosT (3.14)
Observemos que a derivada do lado direito da equagao (3.13) deve produzir uma expressao

igual ao do lado direito da equagao (3.14). Isso implica que

a (1) cost 4+ b () sent = 0. (3.15)
Substituindo (3.13) e (3.14) na equacdo (3.12) e obtendo y" (7) de (3.14), temos

—d'(7) sent + b (1) cost = wio fl(a(T),b<T),T)+Z—O Fala(r),b(r), T, ¢), (3.16)

sendo
fila(T),b(7),7) = (a9 — Bola(r) cosT + b(1) sent)?)(—a(7) sent + b(T) cosT)+
(3.17)
(2d — howy cos(27)) (a(T) cosT + b(T) sent).

fola(T),b(T),T,8) = (wo j de) (cvg — Bo (a(T) cosT + b(T) sen7‘)2) (—a(T) senT+

d
wo—i—ds

b(T) cosT) — <2dh0 cos(21) — ( )2(2d€ + 3wp)(1+

€ ho cos(27)) (a(7) cosT + b(T) senr).
(3.18)
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As equacdes (3.16) e (3.15) podem ser consideradas como o seguinte sistema linear em a’(7)
e b (7):

[ cos(T) SGH(T)] |:CL/(7')] { 0 , ] 3.19)
= € € . (3.

_ sen(r)  cos() b () — fi(a(7),b(T),T,€) + w—ofg(a(T), b(r),,¢€)

Resolvendo este sistema obtemos:

a(r)=¢ (—wiofl(a(r), b(T), ) sen(r) — wion(CL(T), b(T),T,¢€) sen(7)>
(3.20)
b(r)=¢ <if1(a(7'), b(T), ) cos(T) + wiofz(a(T), b(T),T,¢€) cos(7)> ,

Wo

onde fi(a(7),b(7),7) e fa(a(r),b(T),T,€) sao dados por (3.17) e (3.18) respectivamente.

Observemos que (3.20) é um sistema nao auténomo, de classe C* e é 2m-periddico na
varidvel 7. Além disto, (3.20) estd na forma (2.1). Assim podemos aplicar o Teorema da Média
a esse sistema de equagoes.

A7) = 5% (i ( /0 o A(r) sen®(s) ds /O T o B(r) cos(s) sen(s) ds—

Wo

/0 ﬂﬁo A*(1) cos?(s) sen®(s)ds —/0 7rﬁOQAQ(T) B(7) cos(s) sen®(s) ds+

i WBOQA(T) B*(1) cos®(s) sen®(s)ds — i ﬂﬂo A(T) B*(7) sen’(s) ds+

/0 Wﬁo B3(7) cos(s) sen®(s) ds—/o W2 d A(T) cos(s) sen(s)ds—

/0 deB(T) sen?(s) ds—l—/o 7rhocqu(T) cos(2 s) cos(s) sen(s) ds+

/027rh0 wo B(T) cos(2s) sen’(s)ds + Zwﬁo A2(7) B(7) cos®(s) sen(s) ds)) '

0
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B(r) = g% (i (- /0 T 0 A(r) cos(s) sen(s) ds + /0 0 B(r) cos’(s) dst

Wo

/o Wﬂo A3(7) cos®(s) sen(s) ds—/o ”50 A%(7) B(7) cos(s)ds+

Zwﬁo 2 A%(7) B(7) cos?(s) sen®(s) ds — QFﬁo 2 A(1) B*(1) cos® sen(s) ds—
0 0

QWBO B3(1) cos(s) sen?(s) ds + /2ﬂ2 d A(T) cos?(s) ds+
0 0

/0 7r2dB(T) cos(s) sen(s) ds—/o 7rhowo A(T) cos(25s) cos?(s)ds—

/o%ho wo B(7T) cos(2s) cos(s) sen(s)ds + /02”50 A(r) B*(7) cos(s) sen’(s) ds)) .

A Equacado da Média (2.3) é entao dada por

Al(r) = 2%0 0 A(r) - (h";"“ - 2d> B(1) - % (A%(7) + B¥(r)) A(r)
] ] (3.21)
B'(r) = 2%0 aoB(1) — (ho‘”o - Qd) A(r) — % (A%(r) + B*(7)) B(7)

No Capitulo 2 vimos que o Teorema da Média nos fornece condicoes suficientes para a
investigagao da existéncia e estabilidade de érbitas periddicas de sistemas nao autononomos.
Para isto é necessério obter a equagao da média, que no nosso caso é dada por (3.21). A partir
disto, sera necessario a investigacao da existéncia e estabilidade dos pontos de equilibrio deste
ultimo sistema que sera realizada no préximo capitulo.



Capitulo 4

Existéncia e Estabilidade dos Pontos
de Equilibrio da Equacao da Média

Neste capitulo sdo obtidos os pontos de equilibrio de (3.21). Como foi indicado em [7], nos
trabalhos anteriores sobre a equagdo de van der Pol-Mathieu, particularmente [5] sémente a
origem ¢ investigada. Na Secao 4.2 a estabilidade destes pontos é investigada. Segue do Teorema
da Média dado no Capitulo 2 que temos varias érbitas periddicas hiperbdlicas. Com relagao
a amplitude destas orbitas, a menos de um erro de ordem &, temos que as Orbitas periddicas
estaveis tem amplitude maior que as instaveis, como pode ser visto da Figura 4.1.

4.1 Existéncia
Os pontos de equilibrio de (3.21) satisfazem o seguinte sistema de equacgoes algébricas:

apA — (120 4+ 2d) B— 2 (A2 + B*) A =0,
(4.1)
apB — (hee —2d) A — 5 (A2 + B?) B =0,

¢ imediato que (A, B) = (0,0) é uma solugao de (4.1). Para encontrar as demais solugoes
multiplicaremos (4.1), por B e (4.1), por A. Assim obtemos

apAB — (h20 4 2d) B2 — 2 (A? + B%) AB =0,

(4.2)
apBA — (heee —2d) A2 — £ (A% + B?) BA = 0.
Subtraindo a primeira equagao de (4.2) pela segunda temos
h h
( 02“0 + 2d) B = ( 02“0 - 2d) A?, (4.3)

A equacao (4.3) tem solugoes reais A, B se, e somente se, os coeficientes de A? e B? sdao nao-

negativos. Isto implica que
how
d] < ==, (4.4)
4
Daqui em diante sera assumido que a condicao anterior é sempre satisfeita.

Segue de (4.3) que

howo 24
B=x+/-2——4]. (4.5)
hoen 424

22
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Para simplificar alguns calculos, vamos assumir que

howo _ 24
K = —hoi;o 57 (4.6)
5o+
assim substituiremos (4.5) por
B==+K |A]. (4.7)

Agora em (4.7) temos quatro casos, B = £K A com A > 0 e também B = £K A no entanto
com A < 0. Vamos fazer explicitamente sémente o caso B = K A, A > 0, pois os outros sao
analogos. Substituindo entdo esta ultima equacéo em (4.1); e usando (4.6) encontramos

h
ao—(0;0+2d)[(—%( + K?) A* = 0. (4.8)
Portanto
4 h2w? how
A= —\/M—élcl? \/M 2 4.9
\ Boh()wO (CYO 4 ) 2 + ’ ( )
e

4 h2w? how
B= — )20y \/OO—Zd. 4.1
,BohowO (ao \/ 4 ) 2 ( 0>

Para que o resultado anterior seja valido, naturalmente estaremos assumindo que a seguinte

condicao seja valida:
h2 2
I = ‘/OTWO — 4d? < ay. (4.11)

Assim temos que o sistema (3.21) tem os seguintes pontos de equilibrio:

(A7 B) - (07 0)?

simétrico howo
A A h% +2d
B =+ Bohowo \ X0 TV !

+ —2d (4.12)

A antisimétrico 22 howo + 2d
( B > - i\/ﬁoh%)wo (Oéo + V 0 - 4d2> h2w
+ —/ "5 —2d

Naturalmente para o par de pontos de equilibrio simétricos é assumida a validade da condicao
(4.11). Esta condigao pode ser reescrita como

howo o2
< . .
S\ B oz < (413)

Portanto no caso de pontos de equilibrio simétricos o parametro de sintonia em valor absoluto,
é limitado tanto inferiormente, veja equagao (4.13), como superiormente, veja equagao (4.4). J&
o par de pontos de equilibrio anti-simétricos nao impoe limite inferior no parametro de sintonia,
sendo esse limitado apenas superiormente pela mesma equagao (4.4)




24

4.2 Estabilidade

Agora vamos estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema de equagoes (3.21) a
fim de investigarmos a existéncia e estabilidade de érbitas peridédicas do sistema de equagoes
(3.2). Para isto teremos de calcular as matrizes jacobianas associadas a cada um dos pontos de
equilibrio obtidos na Secao 4.1, assim como os seus respectivos autovalores.

Antes porém, vamos enfatizar que se somente a condi¢ao (4.4) for satisfeita teremos trés
pontos de equilibrios do sistema de equagoes (3.21) e se as condigoes (4.4) e (4.11) forem
simultaneamente satisfeitas teremos cinco pontos de equilibrio do sistema (3.21). E finalmente
se (4.4) e (4.11) nao sao validas, s6 teremos a origem como um ponto de equilibrio.

A matriz jacobiana para o sistema de equagao (3.21) é dada por

ap — (3 4% + B?) — (teo 4 2d) — 2 AB
J(A,B) = — : (4.14)

20 | (hen _9g) — B AR g Bo(A2 4 3B

4.2.1 Estudo da estabilidade do ponto de equilibrio (0, 0)

Para o ponto de equilibrio (A, B) = (0,0) temos

- [ - (2 42
J(0,0) = — . (4.15)

L= (- 20) z

Os autovalores de J(0,0) sao raizes do polinémio caracteristico

5 h2 w?
det(J(0,0) — X I,) = o <)\2 —2ap A + <a§ — % + 4d2)) : (4.16)
0

Assim encontramos que os autovalores de J(0,0), sdo

5 h2 w? €
)\?:g<@0+ 040—4d2>=%(040+f‘)
0

€ h? w? €
Y o R
0

h

2,2
Veja que se a condigao (4.4) nao for satisfeita, entao ( 44ﬂ1 —4 d2) < 0 e assim os autovalores

de J(0,0) serdo complexos com parte real igual a ap > 0, e neste caso o ponto de equilibrio
(0,0) é um foco espiral instavel.

Ja se a condigao (4.4) for satisfeita, temos dois casos a serem considerados: o primeiro é

quando 4/ hi—w% —4d? > «ap, isto é, quando a condigao (4.11) nao for satisfeita. Nesse caso
os autovalores serdo reais com sinais opostos, e assim o equilibrio (0,0) é um ponto se sela.
No segundo caso quando (4.11) for satisfeita, os autovalores de J(0,0) serao reais distintos e
positivos, sendo o equilibrio (0,0) um né instéavel.
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4.2.2 Estudo da estabilidade do ponto de equilibrio (A, B)antisimétrico

Para o ponto de equilibrio

antisimétrico 2 9 howo
(A> = (g4 4/100 g 2
B ). Bohowo 4 — /oo _ 94

2

a matriz jacobiana associada sera

(-T—ap) (L +1) -7 —24+ 2LEre0 _ el

L, € wo ho wo ho 2
J(A, B):intlslmetrlco — 2_ (417>
“o 2T (T+ao) _ woh 4d
2d + wohoo . 020 (F—|—a0) <th0—1)—F
Os autovalores de J(A, B)atisimétrico ¢34 rafzes do polinoémio caracteristico
o 5
det(J(A, BYH=m450 X ) = = (X4 (4T +2ag)A + 2I% + 2T a) . (4.18)
Wo

Entdo seus autovalores sao AJ*smetico — — €' e pguisimétrico — 2 () +T'), 0s quais sao

reais distintos e negativos, assim o equilibrio (A4, B)3"s™etrico ¢ ym né estavel.

O estudo da estabilidade do ponto de equilibrio (A4, B)atisimétrico goo36 de modo andlogo ao caso
(A’ B)j_ntisimétrico.

4.2.3 Estudo da estabilidade do ponto de equilibrio (4, B)simétrico

Para os pontos de equilibrios

( A >simétrico _ 4 o h%wg o h02w0 +2d
B ). Bohowo 4 howo _ 94

2

a matriz jacobiana associada sera

— (—T + ) (ﬁ,ﬁo + 1) +T —2d + 2L0=00) _ woho
J(A, B)imétrico — ZL ) (419>
W
B e GOl € R R

Os autovalores de J(A, B)s™érico s30 rafzes do polinomio caracteristico

det(J(A, B)imético _ \ 1) = 2i (A2 4 (—4T + 200)A + 4T2 — 4T ) . (4.20)
wo
Segue que seus autovalores sdo A0 = ST e A0 = £ (—ap +T') os quais sdo

reais distintos e de sinais opostos, logo temos que o equilibrios (A, B)imétrico ¢ um ponto de
sela.

Para o ponto de equilibrio (A, B)*™éi por um estudo totalmente andlogo, também obte-
mos que esse ponto de equilibrio é um ponto de sela.

Como vimos os pares de pontos antisimétricos sao pontos de equilibrio estavel, logo pelo
Teorema da Média o sistema de equacao (3.2) possui érbitas periddicas estdvel com o mesmo
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tipo de estabilidade desses pontos. Fazendo a substituicdo desses pontos na equacao (3.13)
encontramos que essas solucoes periédicas sao:

y(1) = %4/ Hao +1) <\/ frotdo + 2d cos(T) — 4/ ot _ 2d sen(7)> + O(e). (4.21)
Bohowo 2

4.3 Amplitude das Orbitas Periédicas

Usando os resultados da Secao 4.2 podemos obter informacgoes sobre a amplitude das orbitas
periddicas em termos do parametro I'.
No caso dos pontos de equilibrio simétricos temos de (4.12), e (2.5) que

a(r) = (A g (re) = %—O;?\/%+2d+ea1(7,a),
(4.22)
b(r) = (B)I™™ +ebi(re) = /4D fhuen — 944 ey (r,c)

sendo que aq, by sao fungdes limitadas, C* e 2 m-periddicas na variavel 7. Substituindo (4.22)
m (3.13) obtemos

y(r) =4/ ;:;L;do (\/ ot +2d cos(7) + 4/ hO;O — 2d sen (7’)) + O (¢) (4.23)

Notemos que (4.23) pode ser escrita como

v = A2 o+ o @) +oe), (120
sendo que
cos (By (d)) = L + hi Zo
sen (6o (d)) = %_éi.

Assim a amplitude, a menos de um erro de ordem ¢ da drbita periédica instavel de (3.12)
associada ao ponto de equilibrio ((A)imétrico , (B)imétriw), ¢ dada por
2(0[0 — F)

o (4.25)

Para o ponto de equilibrio ((A)S_imétrico, (B)S_imétric’o) obtemos a mesma amplitude dada por
(4.25).

Com relacao aos pontos de equilibrio anti-simétricos <(A)1nti'smlétrico , (B )ffti'smétrim) , usando
0 mesmo argumento anterior, obtemos que para este caso a amplitude é dada por

2(040 + P)

2 (4.26)
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Também temos, usando o mesmo raciocinio anterior, que a érbita periddica determinada pelo
ponto de equilibrio (0,0) da equagao (3.21) tem amplitude de ordem e. Usando entao (4.25),
(4.26) e o argumento anterior temos o seguinte grafico que nos dé as relagoes entre o parametro
I' e a amplitude das orbitas periédicas a menos de um erro de ordem e¢.

amplitude

A

—— Amplitude da Orbita Periédica Estével

—— Amplitude da Orbita Periédica Instavel

—— Amplitude de ordem O(e)

Figura 4.1: Amplitude das Orbitas Periédicas

Se considerarmos os pontos de equilibrio da equagao da média (3.21) teremos o grafico
seguinte

N6 Estavel

Ponto de Sela

N6 Instavel

anti-simétrico
(A,B)Y

simétri
(A,B):ime rico

(A B)simétrico

(A B)anti—simétrico
7 —

Figura 4.2: Pontos de Equilibrio



Capitulo 5

Curvas Invariantes da Equacao da
Meédia

Neste capitulo mostraremos um dos resultados mais interessantes de [7] que ¢é a existéncia
de curvas invariantes que sao dadas por quadricas. Tais quadricas podem ser computadas
explicitamente como é mostrado na Secao 5.1. Os planos de fase também sao plotados na
Secao 5.2. Todos os casos sao obtidos nas Subsecoes 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3.

5.1 Quadricas Invariantes

Nesta secao vamos determinar curvas invariantes do tipo quadratico nao degenerada do sistema
(3.21), isto é, curvas que sdo do seguinte tipo:

CiA*+2C,AB+C3B*=R (5.1)

onde (', Cs, C3 e R sao constantes. Vamos provar o seguinte resultado:

Proposigao 5.1 Assuma que oy, By, wo, ho sdo constantes estritamente positivas e C3 # 0,
entdo a equacdo da média (3.21) tem uma curva invariante dada por (5.1) se, e somente se,
as constantes Cy, Cy, C3 e R sao dadas por:

Ch = af —2d (b2 — 24),

20y = ag ho wo,
(5.2)
Cy = o +2d (22 4+ 24)
=t (- (3 -)
Bo 0 4 )
Prova: Como C3 # 0 podemos reescrever (5.1) como
ChA*+2Cy AB+B*=R, (5.3)

onde Chy, Oy, Ry sdo constantes. Seja (A(7), B(7)) uma solugao de (3.21) cuja condicdo inicial
estd nesta curva. Indicaremos tal condigao inicial simplesmente por (A, B). Entao assumindo
que a curva (5.3) é invariante temos

C1 A%(7) +2Co A(T) B(1) + B*(1) = Ry, (5.4)

28
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Derivando a equagao anterior em relacao a 7 obtemos
Cii A7) A'(7) 4+ Co (A'(7) B(7) + A(7) B'(7)) + B(1) B'(1) = 0 (5.5)
Substituindo (3.21) em (5.5) e fazendo 7 = 0 obtemos apds alguma manipulagao algébrica que

—Po BY =2 Co1 AB?

—((Bo C11 4 Bo) A* +8Co1d + 2wy hy Cy1 — 4 ) B?

—(2600211434— ((8011 —8> d— 8060C21 +2(,U0h0011 +2w0h0) A) B
—ﬂo 011 A4 - (-8021d+2(x)0 ho 021 - 40(0 011) A2 =0

(5.6)

Considere agora os seguintes polinomios

Pl(Xay) = —500115/4
-X (250021Y3+<<8011—8) d—80[0021+2&)0h0011+2th0> Y)
—X? ((Bo Cr1 4 Bo) Y? +8Cor d + 2wp hg Ca1 — 4 ag)
—(—8021d+2(JJ0h0021—4050011) Y2—2B0021X3Y—50X4

(5.7)

P(X,Y) = CpuY2420, XY +X2— Ry (5.8)

Naturalmente P; e P, sdo obtidos de (5.6) e (5.3) respectivamente, fazendo as substituigoes
A—=Y e B — X. O resto da divisao de P, por P, em relacao a variavel X sera denotado por
R(X,Y). Um céalculo longo, mas simples, nos da que

R(X, Y) = (021 (011 (8d—|—2th0)+8d—2W0h0)+50R1011 —ﬁoRl) Y2
+(0221 (16d‘|‘4¢d0 h())
+8d—|—011 (-8d-2W0h0)+2BOR1021—QWOho)XY
+R1 Cgl (-8d-2¢00h0) —ﬁoR%+40é0R1

(5.9)

Segue de (5.9) que o resto é identicamente nulo se, e somente se, o seguinte sistema de equagoes
é valido:
(021 (011 (8d+2th0)+8d—2w0h0)+/60R1011—50R1) =0
<0221 (16d—|—4w0h0) +8d+011 (-8d-2W0h0)+2ﬁ0R1 021 —20)0 ho) =0 (510)
R1021 (—Sd—Qwoho)—ﬁoR%‘i‘llOéoRl = 0

Segue de (5.10)3 que
_8C21d+ 2&)0}10021 — 40&0

R, = 5.11
1 b o4y
Substituindo (5.11) em (5.10), obtemos
40y d—
Ci = _M. (5.12)
Qo

E usando (5.11) e (5.12) em (5.10), segue que (8d* + 2wghod + 2a3) Cay1 = agwy ho € parti-
cularmente temos que 4 d? + wo hod + af # 0. Também concluimos que

ap wo ho

Co = 5.13
TR+ 2wohod + 242, (5.13)
Finalmente, segue da substitui¢ao de (5.13) em (5.12) e (5.11) que

4d2 —w0h0d+a(2)

Cll = B

4 d? +w0h0d+a0
(5.14)

R, 16 agd® — agwd h3 + 4o

B 4 Bo d? + Bowo hod + o Bo
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Usando (5.14) e (5.13) podemos reescrever (5.3), ap6s alguma manipulacdo algébrica como

(4d2+th0d+Oég) BQ+OéQWOh0AB+(4d2—WQh0d+a%) A2

16 apd® — apwi hi +4 o

Bo

:07

o que prova (5.2).
Provaremos agora o reciproco da afirmagao anterior. Consideremos os polindmios (5.7) e
(5.8). Segue de (5.2) que Cia, Co1, Ry sao dados por (5.14) e (5.13). Portanto teremos

1
4d2+w0h0d+a8(
(480 d® — Bowo hod + o Bo) Y* + o Bowo ho X Y
+((8B0d2+2a%ﬁ0) X? — 16a0d2—|—a0w3 h% —4048) Y? (515)
+Oéoﬁ0td0 h0X3Y
+ (4 8o d* 4 Bowo ho d + o By) X*
+(=16apd® + agwi hi —4al) X?).

P1<X7Y> =

Além disto

(4d2—w0h0d+a%) Y2 20(0W0h0XY 2
P(X,Y) = X
> (X, Y) Ad? + wo hy d + o 8d2+2w0h0d+2a3+
(5.16)
_ 16agd® — agwi hy + 403
4B d? + By wo ho d + f fo
Segue de (5.15) e (5.16) que
P(X,Y)=—0 (X*+Y?) P (X,Y). (5.17)

Fazendo X = BeY = A em (5.17) obtemos que P; (B, A) = 0. Da construcao de P; segue
que o campo vetorial determinado pela equagao (3.21) é tangente a quadrica dada por (5.3) em
todo ponto. Denominaremos a restricao do campo vetorial determinado pela equagao (3.21) a
curva (5.3) por X. Segue do comentério seguinte a Definigdo 4.1.4, Chapter 4, pagina 213 de
8], que toda 6rbita determinada pelo campo X estd na curva (5.3). Portanto, da definigdo de
X e do Teorema de Unicidade de Solugoes para E.D.O., segue que toda drbita de (3.21) com

condicao inicial em (5.3) permanece nesta curva para todo 7. Portanto esta curva é invariante
pelo fluxo de (3.21). O

Observacao 5.1 Um cdlculo direto mostra que todos os pontos criticos distintos da origem
obtidos na Segao 4.1 satisfazem a equagdao (5.1) com coeficientes dados por (5.2).

Uma questao natural é a natureza da conica dada por (5.1). Usando (5.2) é imediato que

Ad? + o2) (16d2 — w2 h2 + 4ol
Gy — 02— +O‘°>(64 wi g + 4 ap) (5.18)

E é bem conhecido de Geometria Analitica Elementar que o sinal da expressao C;Cs—C?3 fornece
informacoes sobre a natureza da quadrica envolvida. Vamos agora identificar tais curvas.

1. Se as desigualdades (4.4) e (4.11) sao simultaneamente satisfeitas entao C,C3 — C3 > 0.
Portanto a curva invariante é uma elipse. Além disto existem quatro pontos de equilibrio
que pela Observagao 5.1, estarao localizados na elipse invariante.
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2. Se desigualdade (4.4) nao é satisfeita, isto é,

howo

|d| > (5.19)

é valida, entdo de (5.18) teremos novamente que C;C3 — C3 > 0. Da discussao na Segao
4.1 segue que o unico ponto de equilibrio é a origem. Na Subsecao 5.2.2 provaremos que
esta elipse ¢ uma orbita periddica de (3.21).

3. A desigualdade (4.4) é satisfeita mas (4.11) nao é vélida. Neste caso, da Segdo 4.1 temos
somente dois pontos de equilibrio nao triviais; os pontos de equilibrio antissimétrico.
Além disto segue de (5.18) que C;C3 — C3 < 0 e portanto (5.1) é uma hipérbole. E da
Observacao 5.1 tais pontos de equilibrio também estarao nesta quadrica.

5.2 Planos de Fase da Equacao da Média

Nesta secao serao plotados os diversos planos de fase associados a cada um dos trés casos obtidos
no final da secao anterior.

5.2.1 Elipse Invariante: Caso 1

Na Figura 5.2.1 temos a elipse invariante assim como os cinco pontos de equilibrio. Como ja
foi indicado antes os quatro pontos de equlibrio nao triviais estao sobre a elipse. Note que cada
ponto de equilibrio nao-trivial instavel esta ligado a cada um dos pontos de equilibrio estaveis
por meio de otrbitas do Sistema da Média que satisfazem a seguinte condigao:

lim x (t) = ponto de equilibrio estével,
t—o0

lim x (t) = ponto de equilibrio instével.
t——o0

Tais 6rbitas sao denominadas de heteroclinicas.
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Figura 5.1: Elipse formada por quatro orbitas heteroclinicas

5.2.2 Elipse Invariante: Caso 2

Vamos provar que a elipse neste caso é uma orbita periddica, ao contrario do que acontece no
caso anterior.

Indicaremos por F' o campo vetorial associado a equacdo (3.21). Assumiremos que a elipse
estd4 munida com a topologia induzida por R?. Seja (Ag, By) um ponto desta curva. Considere
a solugao de (3.21) com esta condigao inicial. Denotaremos tal solucao por z. E bem conhecido
que sendo a curva invariante um conjunto compacto entao z (7) estd definida em todo R. Seja
10 € R. Como 2’ (19) = F (2 (1)) # (0, 0), pois a elipse nao contém pontos de equilibrio, segue
do Teorema da Funcao Inversa que x é um difeomorfismo entre um adequado intervalo aberto
da reta contendo 75 e um aberto adequado da elipse contendo z (79). Concluimos assim que a
orbita dada por z é um subconjunto aberto da elipse.

Por outro lado, consideremos uma seqiiéncia de pontos {p,} pertencentes a trajetéria z
definida anteriormente. Vamos assumir que p, — ¢, onde ¢ é um ponto do R%. Como cada
pn estd na elipse invariante, a qual é compacta segue que necessariamente ¢ esta nesta curva.
Consideremos a solu¢ao z; (1) de (3.21) tal que x1(0) = ¢. Usando o mesmo argumento
anterior, existe gg tal que z1 ((—&g, £9)) é um aberto na elipse. Denotaremos tal aberto por Uy.
Como a seqiiéncia {p,} converge para g segue que existe ng tal que se n > ng entao p, € U,.
Portanto existem s,, € (—&y, €0) e t,, € R tais que x; (s,) = x (t,) = pn segue entdo do Teorema
de Unicidade que g € = (R) e portanto z (R) é um subconjunto fechado da elipse.

Como ja provamos que z (R) é um aberto da curva e sendo a elipse conexa, segue entao que
x (R) é igual a toda elipse. E disto segue que a solugao x é periddica.

Cabe aqui uma observagao. Este resultado, de que se (5.19) for vélida entao a elipse invariante
é uma 6rbita periddica é provado em [7] usando o Teorema de Poincaré-Bendixon. O argumento
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anterior nos d4 uma prova elementar do mesmo resultado sem o uso deste importante teorema.
Na Figura 5.2 é dado o plano de fases deste caso.
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Figura 5.2: Orbita Periédica

5.2.2.1 Calculo do Periodo da Orbita Periédica

O periodo desta 6rbita pode ser encontrado escrevendo o sistema de equagao (3.21) em coor-
denadas polares.

Seja
A(r) = r(7) cos(8(7))
B(r) = #(r) sen(6(r)) (5:20)
Derivando essas equacoes em relacao a 7
A'(1) =7'(1) cos(O(1)) —r(1) 0 (1) sen((7))
B(r) = /() sen(6(7)) + r(r) () cos(6(r)) (5.21)

Multiplicando a equagao (5.21), por cos(6(7)) e a equagao (5.21), por sen(f(7)), e depois
adicionando-as temos

r'(t) = A'(1) cos(0(7)) + B'(7) sen(0(1)) (5.22)
Substituindo (3.21) e (5.20) na equacao acima obtemos

H(r) = = |agr(r) = 2 p3(r) - o

= Yo 1 sen(26(7)) (5.23)

Agora multiplicando a primeira equagao de (5.21) por sen(f(7)) e a segunda equagao de (5.21)
por cos(6(7)), e depois subtraindo-as temos

_ —A'(7) sen(0(7)) + B'(1) cos(0(1))

7 )

(5.24)
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Novamente, substituindo (3.21) e (5.20) na equagao anterior teremos

ho wo

o' () = 2d—

2w0 cos(20(T)) (5.25)

Observe que a equagao (5.25) é uma equagdo de varidveis separdveis. Tomemos entao

(1) = tan(f(7)) ou

0(T) = arctan (). (5.26)
Derivando (5.26) em relagao a 7 e substituindo cos (26(7)) = 1823 em (5.25) obtemos
£ howo (h(T)* —1\] _ 1 )
2uwo [M_ 2 <¢(7)2+ 1)} - (W) ¥ (1), (5.27)
ou
/ € ho wo ) ho wo
@D(T):z—wo KM— 5 )w(r) + (2d+ 5 )] (5.28)
Logo
¥(r) .

(2d — Bog) h(r)2 + (2d + Bogo) 2w (5.29)

Integrando ambos os membros da equagdo acima em rela¢do a 7 e usando a desigualdade (5.19)
obtemos

arctan 245 P(T) arctan 242 1/)( 0)
2d+h0“’0 2d+h0w0 e

ho wo
— — 2WO( + )T =)
2d+700 2d+2050
Ou
2400 2
arctan 2d+h0w0 Y(7) = 2w0 4d* - (T_TO)
(5.30)
PRI
+ arctan M@/}(TO) :
Sejam
24— 020
¢o = arctan @1/1(70) J
(5.31)

20.)
I, = y/4d2 "

entao usando (5.26) e (5.31) em (5.30) obtemos

ho wo
0(1) = arctan (( ;;H_—howo> tan (;F; (1 —10) + ¢o)> . (5.32)

2mwo

Segue de (5.32) que o periodo da 6rbita é dado por T' = Tl
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5.2.3 Hipérbole Invariante

Na Figura 5.3 estao indicados a hipérbole invariante assim como os pontos de equilibrio assin-
téticamente estaveis. Como foi mostrado na Segao 4.2 isto corresponde, para a equacao (3.5),
a existéncia de orbitas assintoticamente estaveis, isto € ciclos-limites, para esta equagao.

Hipérbole Invariante

Pontos de Equilibrio

Assintdticamente Estaveis

Figura 5.3: Hipérbole como curva invariante



Capitulo 6

Conclusoes

Nessa dissertagao, motivados pelo artigo [7], estudamos a equagao de van der Pol-Mathieu, com
o objetivo de encontrar solucoes estaveis para a mesma. Para isso fizemos uso do Teorema da
Média, o qual foi crucial para nossas conclusoes.

Primeiramente verificamos que as condigoes (4.4) e (4.11) determinam a quantidade de
pontos de equilibrios da equacao da média obtida da equacao de van der Pol-Mathieu. Es-
pecificamente, encontramos cinco pontos de equilibrios da equacao da média caso ambas as
condicoes (4.4) e (4.11) sejam satisfeitas, sendo dois deles assintéticamente estaveis e os outros
trés instaveis. Encontramos dois pontos de equilibrios que sao assintéticamente estaveis quando
apenas (4.4) ocorrer. Obtemos um tnico ponto de equilibrio, que foi classificado como instavel,
se essas condicoes nao forem satisfeita.

Uma vez que obtemos pontos de equilibrio assintéticamente estavel quando (4.4) e (4.11) s@o
vélidas ou quando somente (4.4) ocorre, fundamentados pelo Teorema da Média, mostramos a
existéncia de Orbitas periddicas estaveis para a equacao de van der Pol-Mathieu. J& no caso em
que ambas as condi¢oes nao ocorrem, mostramos a existéncia de orbita periddica da equacao
da média obtida da equagao de van der Pol-Mathieu.

Mostramos a existéncia de quadricas invariantes e plotamos os diversos planos de fase, com
alguns parametros especificos, da equagao da média.
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