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OLIVEIRA, F. R. O Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers para sequéncias misto somduveis e
resultados de espagabilidade. 2012. 98 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal
de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho estudamos os espagos de sequéncias absolutamente, fracamente e incondi-
cionalmente p-somaveis e os espagos de sequéncias misto (s; ¢)-soméveis de um espago de
Banach e provamos Teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers para sequéncias incondicional-
mente (em particular fracamente) p-soméveis e para sequéncias misto (s;¢)-somaveis.
Além disso, provamos resultados de espacabilidade para diversos conjuntos de sequéncias,
em especial, para alguns conjuntos de sequéncias misto (s;¢q)-somaveis, fracamente p-
somaveis, incondicionalmente p-somaveis e absolutamente p-soméveis.

Palavras-chave: Espacos de Banach e p-Banach, sequéncias misto somaveis, operadores
misto somantes, Teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers, espagabilidade.
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OLIVEIRA, F. R. The Dwvoretzky-Rogers type Theorem for mized summable sequences
and results about spaceability. 2012. 98 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work we study the spaces of absolutely, weakly and unconditionally p-summable se-
quences and the space of mixed (s; ¢)-summable sequences of a Banach space and we prove
Dvoretzky-Rogers type Theorems for unconditionally (in particular weakly) p-summable
sequences and for mixed (s;q)-summable sequences. Besides, we prove results about
spaceability for several sequence sets, in special, for sets of mixed (s; ¢)-summable, weakly
p-summable, unconditionally p-summable and absolutely p-summable sequences.

Keywords: Banach and p-Banach spaces, mixed summable sequences, mixed summing
operators, Dvoretzky-Rogers type Theorems, spaceability.
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conjunto dos operadores completamente continuos de £ em F'
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topologia fraca estrela
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{(zn)%, : &, € Fparatodon € Ne (z,)%, élimitada} onde
[(2n)51[loe = sup{|[zn]| : n € N}

{(xn)32, 1 x, € E para todo n € N e lim,,_,o z, = 0}

espago vetorial sobre K das sequéncias (z,,)%° ; incondicionalmente
p-somaveis cujos termos pertencem ao espaco de Banach F
espago vetorial sobre K das sequéncias (x,,)2%; cujos termos per-
tencem ao espago de Banach E e (||¢(x,)])52, € ¢, sempre que
peFl

espago vetorial sobre K das sequéncias (z,)%2; misto (s;q)-
somaveis cujos termos pertencem ao espaco de Banach F

1
sup { (52, [p(a) )17 5 o € B )
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(7 (E)
significam respectivamente convergéncia na norma e convergencia
na topologia fraca
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INTRODUCAO

O assunto desta dissertacao esta inserido na area de Analise Funcional, mais especifica-
mente na Teoria de Espacos de Banach (p-Banach). O tépico central a ser abordado é
o estudo de sequéncias em espacos de Banach. Neste sentido, destacamos o estudo das
sequéncias misto somaveis de um espaco de Banach e a demonstracao de um Teorema do
tipo Dvoretzky-Rogers para sequéncias misto somaveis.

Sabemos que em espagcos de dimensao finita, a convergéncia absoluta de séries implica
na convergencia simples e que os conceitos de convergéncia absoluta e incondicional sao
equivalentes. No entanto, em espagos normados de dimensao infinita, nem sempre é
verdade que convergéncia absoluta implica em convergéncia simples e muito menos que
os conceitos de convergéncia absoluta e incondicional sao equivalentes. Em 1950, A.
Dvoretzky e C. A. Rogers provaram em [10] que em qualquer espa¢o normado de dimensao
infinita sempre existe uma série incondicionalmente convergente que nao é absolutamente
convergente. Utilizando operadores absolutamente somantes, cujo conceito foi introduzido
por A. Grothendieck em 1956, o0 mesmo conseguiu dar uma demonstragao diferente para
o Teorema de Dvoretzky-Rogers. Entretanto, foi apenas no final da década de 60, com os
trabalhos de A. Pietsch, J. Lindenstrauss e A. Pelczinsky, que as ideias de Grothendieck
comegaram a ser melhor compreendidas e foi introduzido, por Pietsch, o conceito de
operador absolutamente p-somante. Com isso foi possivel provar que em um espago de
Banach de dimensao infinita, sempre existe uma sequéncia incondicionalmente p-somavel
(em particular fracamente p-soméavel) que nao é absolutamente p-somével. Resultados
deste tipo sao conhecidos hoje como Teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers.

Um dos objetivos deste trabalho é o estudo de um Teorema do tipo Dvoretzky-Rogers
para sequéncias misto somaveis. Para isto, faremos um estudo detalhado das sequéncias
misto somaveis, suas propriedades e estudaremos os operadores misto somantes que serao
essenciais na demonstracao. A prova que faremos aqui é essencialmente a prova original
feita por M. C. Matos em [21] e que também pode ser encontrada em [22]. Vale ressaltar
que [22] é uma excelente referéncia que foi bastante utilizada tanto para o estudo das
sequéncias misto soméaveis, quanto dos operadores misto somantes.

Um outro objetivo deste trabalho é, utilizando os Teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers
mencionados, provar resultados de lineabilidade/espagabilidade em conjuntos de sequéncias
incondicionalmente p-somaveis, fracamente p-somaveis e misto soméveis. Lineabilidade
e espacabilidade sao conceitos que estao sendo fortemente explorados nos ultimos anos,



principalmente em Anélise Funcional, veja por exemplo [1, 2, 3, 4, 11, 15, 16, 19, 25] e
demais referéncias 14 contidas.

O termo lineabilidade foi introduzido por V. I. Gurariy no inicio da década de 2000 e,
de maneira bem informal, lineabilidade é a busca por linearidade em ambientes em que,
a priori, nao se tem uma estrutura linear. Mais precisamente, se £ é um espaco vetorial
topoldgico de dimensao infinita, 0 é o vetor nulo de F e A C E, dizemos que A é linedvel
se AU {0} contém um espacgo vetorial de dimensao infinita e dizemos que A é espagdvel
se AU {0} contém um espago vetorial de dimensao infinita e fechado na topologia de E.

Os resultados de espacabilidade que estudamos aqui sao baseados nos resultados obti-
dos em [4].

Para organizar este estudo, dividimos a dissertagao da seguinte forma:

O Capitulo 1 é dedicado as definigoes e resultados preliminares da Analise Funcional e
da Teoria da medida e integracao que serao utilizados nos outros capitulos. Tais resultados
sao cldssicos e, em geral, podem ser facilmente encontrados na literatura.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo de sequéncias em espacos de Banach. Em particular,
serao estudados os espagos das sequéncias absolutamente p-somaveis, incondicionalmente
p-somaveis, fracamente p-soméaveis e misto (p; ¢)-somaveis. Provaremos que em espagos
de Banach de dimensao finita, o espaco das sequéncias absolutamente p-somaveis coincide
com o espaco das sequéncias fracamente p-somaveis. No entanto, para espacos de Banach
de dimensao infinita, veremos um exemplo onde mostra-se que isso nao é verdade. Depois
apresentaremos um exemplo de uma sequéncias em um espaco de Banach de dimensao
infinita que ¢é incondicionalmente soméavel mas nao é absolutamente somavel. Veremos
também um exemplo de uma sequéncia fracamente soméavel, em um espaco de Banach
de dimensao infinita, que nao é incondicionalmente somavel. Finalizaremos este capitulo
com o estudo das sequéncias misto (p; q)-soméveis.

No Capitulo 3 definiremos os operadores absolutamente (p, m(s;q))-somantes entre
espagos de Banach e provaremos algumas caracterizacoes e resultados de inclusao refer-
entes a estes operadores. Quando p = ¢ = s teremos os operadores absolutamente p-
somantes. Demonstraremos também o Teorema da Dominagao de Grothendieck-Pietsch
e o Teorema da Fatoracao de Pietsch para os operadores absolutamente p-somantes, e
finalmente os Teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers para sequéncias incondicionalmente
p-soméveis e para sequéncias misto (s; q)-soméaveis.

O Capitulo 4 é dedicado ao estudo de espacabilidade para diversos conjuntos de
sequéncias. Definiremos os espacos de sequéncias invariantes sobre um espaco de Banach,
mostraremos que os espacos de sequéncias estudados no Capitulo 2 sao todos exemplos
de espacos de sequéncias invariantes e, em seguida, mostraremos que se £ é um espaco
de sequéncias invariantes sobre o espaco de Banach X , entéo o conjunto E — J, - £4(X)
é espagavel (desde que seja nao vazio), onde £,(X) denota o espaco das sequéncias em X
que sao absolutamente g-somdveis e I' é um subconjunto qualquer de (0,+oc]. A partir
deste resultado, finalmente, provaremos diversos resultados de espacabilidade envolvendo
os espacos estudados no Capitulo 2.

Fabricia Rodrigues de Oliveira
Uberlandia-MG, 24 de Fevereiro de 2012.



CAPITULO 1
RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢goes e resultados classicos da Analise Fun-
cional e da Teoria da Medida e Integracao que serao fundamentais para o desenvolvimento
dos préximos capitulos. Nao demonstraremos todos os resultados, entretanto tais demon-
stragoes podem ser facilmente encontradas na literatura, conforme referéncias sugeridas.

1.1 Analise Funcional

Definigcao 1.1.1 Sejam K = R ou C e E um espaco vetorial sobre o corpo K. Uma
norma sobre F é uma aplicagao

-1l B — [0,400)

z — 2|
que satisfaz as seguintes condigoes:
(i) ||z|| > 0 para todo z € E.
(i) ||z|]| = 0 se, e somente se, x = 0.
(iii) ||Az]| = |M|||=| para todo A € Ke x € E.

(iv) flz +yll < llz] + [yl para todo z,y € E.

O par (E,| -||) é chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente espago nor-
mado. Um espago normado que é completo com relacao a métrica definida por

v,y € Er—d(z,y) = |z -y

¢ denominado espaco de Banach.



Definicao 1.1.2 Seja 0 < p < 1. Se na defini¢do anterior, a aplicagao || - || satisfaz (i),
(ii), (iii) e ao invés de (iv) tivermos ||z +y||” < ||z||P + ||y||", para todo =,y € E, entao || - ||
¢ chamada uma p-norma em E e (E, || -||) é denominado um espago vetorial p-normado
ou simplesmente um espago p-normado. Neste caso, a funcao

€,y € Er— d(xay) = HJZ‘ - y“p
define uma métrica em FE.

O préximo exemplo mostra que todo espago normado também é p-normado, para
0<p< 1.

Exemplo 1.1.3 Se E é um espago normado sobre K e 0 < p < 1, entao
[z +yll” < {lz]l” + [lyl|”
para todo z,y € F.

Com efeito, a desigualdade acima é clara se x + y = 0. Consideremos o caso em que
x+y # 0. A desigualdade equivale a

1<< Hﬂl)p+( [yl >p
~ Uz +yl |z + vl

ol ol
Iz + vl [l + vl
tal desigualdade também é clara. Se x = 0 ou y = 0, o resultado é trivial. Resta mostrar
que 1 < a? + 37, quando «, 3 € (0,1). Note que

Quando

>1loupf=

2]l + [yl

> 1.
Iz +yll

a+ (= >
Além disso, a funcdo g(p) = o + B?, quando p varia em (0, 1] é decrescente, pois ¢'(p) =
a’Ina+ (PIn 3 < 0. Portanto, 1 < g(1) = a+ 3 < g(p) = o? + [P, para cada p € (0, 1].

Definigao 1.1.4 Denotamos por £ (E) o espago vetorial de todas as sequéncias ()32,

tais que x; € E para todo j € N e sup [|z;]| < +o00. Se ()52, € {x(F), fazendo
jeN

1(25)521 [loe = sup [|z;
jEN
obtemos uma norma em /(. (E). Nao é dificil ver que f(F) é um espaco de Banach.
Quando E = K escrevemos £, ao invés de £, (K).
Denotamos por co(£) o espago vetorial de todas as sequéncias (z;)32, tais que v; € F
para todo j € N e lim z; = 0. Observe que ¢o(E) C l(E) e é claro que ¢o(E) é um

oo

subespago vetorial fechado de (o (F). Considerando em ¢o(F) a norma induzida pela
norma de (o, (E), segue que ¢y(F) é um espaco de Banach. Quando £ = K escrevemos ¢
ao invés de co(K).



Um outro exemplo de espaco normado completo que usaremos nesta dissertacao ¢ o

C(K):

Definicao 1.1.5 Seja K um subconjunto compacto de um espaco topolégico X. Defini-

mos C'(K) como sendo o espago vetorial das fungoes continuas f: K — K. Além disso,

||l = sup|f(z)|, define uma norma em C(K) com a qual ele se torna um espago de
zeK

Banach.

Definicao 1.1.6 Sejam E e F' espacgos normados. Um operador linear T: £ — F ¢é
limitado se existe uma constante ¢ > 0 tal que

1T (@)|| < cf|z]]
para todo x € E.

Teorema 1.1.7 Sejam E e I espacos normados e T: E — F um operador linear. As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) T € limitado.
(b) T € continuo.

(c) T € continuo na origem.
Demonstragao: Veja [14, Proposition 5.2]. [ |

Denotamos por L(F; F') o conjunto de todos os operadores lineares continuos de F em
F. E facil provar que L(F; F') é um espaco vetorial sobre K com as operagoes usuais de
fungoes. A expressao ||T'|| = sup{||T(z)| : € E e ||z|| < 1} define uma norma no espago
L(E; F), que se torna um espago de Banach quando F' é Banach.

Quando F' é o corpo dos escalares, escrevemos E’ no lugar de £(F; K), chamamos esse
espago de dual topologico de E, ou simplesmente dual de E, e chamamos seus elementos
de funcionais lineares continuos.

O espago " = (E') ={f: E' — K: f é linear e continua} é chamado de bidual de
E.

Definicao 1.1.8 Sejam E e F espacos normados. Dizemos que E e F' sao topologi-
camente isomorfos, ou simplesmente isomorfos, se existir um operador linear continuo
bijetor T: E — F cujo operador inverso T-!: F — E - que é sempre linear - é
também continuo. Tal operador é chamado de isomorfismo. Se, além disso, T" for uma
isometria, isto é, || T(x)|| = ||z||, para todo x € E entao dizemos que E e F' sao isomorfos
1sometricamente.

Quando um espago normado tem dimensao finita temos a seguinte proposicao.

Proposicao 1.1.9 Se um espaco normado E tem dimensao finita, digamos n, entao E
e K" sdo isomorfos.



Demonstracgao: Veja [24, Proposition 4]. u

A seguir enunciaremos alguns teoremas classicos da Analise Funcional. Comecemos
com o Teorema de Hahn-Banach e algumas consequéncias que serao tuteis nesta dis-
sertacao.

Teorema 1.1.10 (Teorema de Hahn-Banach) Sejam E um espago normado, My um
subespago de E, po € M. Entao existe € E' tal que p(x) = po(z) para todo x € My,
isto €, §lu, = o e |9l = ol

Demonstracao: Veja [12, Theorem 2.4]. n

Vejamos algumas consequéncias do Teorema de Hahn-Banach.

Proposigao 1.1.11 Sejam E um espago normado e xy € E, o # 0. Entao eziste p € E’
tal que @(xo) = ||zoll e [[ell = 1.

Demonstracao: Veja [20, Theorem 4.3-3]. u

Coroléario 1.1.12 Seja E um espag¢o normado, E # {0}. Entao,
(0) B # {0).
(b) [lz]| = sup{lp(z)| : ¢ € E", |||l < 1} para todo x € E.

Demonstragao: Veja [12, Corollary 2.5]. [ |

Teorema 1.1.13 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E um espa¢o de Banach,
F um espa¢o normado e (T;);e; uma familia de operadores em L(E;F) satisfazendo a
condi¢ao de que para cada x € E existe C,, < +00 tal que

sup | Ti()]| < ..

i€l
Entao sup ||T;|| < +oo.
el
Demonstracao: Veja [20, Theorem 4.7-3]. u

Como consequéncias do teorema acima temos:

Corolario 1.1.14 Sejam E um espag¢o de Banach e A C E tal que ¢(A) € limitado em
K, para todo ¢ € E'. Entdao A € limitado em E.

Demonstracao: Veja [12, Theorem 3.15]. [

Corolario 1.1.15 Sejam E um espago de Banach, F' um espago normado e (T,,)22, uma
sequéncia de operadores em L(E; F) tal que (T,,(x))5, € convergente em F para todo x
em E. Se definirmos T: E — F, T(z) = lim T, (z), entdo T é um operador linear

continuo.



Demonstragao: Veja [12, Corollary 3.13]. [ |

Sejam E e F espacos normados e T: E — F um operador linear. Denotamos por
G(T) o grafico de T, onde

GT)={(z,y):z€Eey=T(x)} ={(z,T(x)) :xz € E} C E x F.

O préximo resultado garante que, para operadores entre espagos de Banach, a con-
tinuidade de T' é equivalente ao fato de G(T') ser fechado.

Teorema 1.1.16 (Teorema do Gréfico Fechado) Sejam E e F espagos de Banach e
T: E — F um operador linear. Entao T € continuo se, e somente se, G(T) € fechado
em E x F.

Demonstragao: Veja [20, Theorem 4.13-2]. u

Corolario 1.1.17 Sejam E e F' espagos de Banach e T: E — F um operador linear.
Entao T é continuo se, e somente se, para toda sequéncia (x,), em E, x, — z e
(T'(zn))2, em F, T(x,) — y tem-se T'(x) = y.

Demonstracao: Veja [20, Theorem 4.13-3]. n
Lembremos que um conjunto A de um espago vetorial é convezro se para todo z,y € A,
o segmento de reta que liga x a y, isto é, o conjunto {tx + (1 —t)y, 0 < t < 1} estiver

inteiramente contido em A.

Teorema 1.1.18 (Teorema da Separacao de Hahn-Banach) Sejam E um espago
normado sobre R, A e B subconjuntos convexos de E ndo vazios tais que AN B = ().
Suponhamos que A € aberto. FEntdo, existem o € R e ¢ € E', com ¢ # 0, tais que
o(r) < a < ¢(y) para todo x € A ey € B.

Demonstracao: Veja [5, Theorem 1.6]. u

Definigao 1.1.19 A topologia fraca no espaco normado F, denotada por o(F,E’), é a
topologia gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € E', isto é, o(FE, E’) é a menor
topologia em F que mantém continuos os funcionais ¢ € E’. Quando uma sequéncia
(2,)22, em E converge para x € F na topologia fraca escrevemos x, — .

Proposicao 1.1.20 Sejam E um espago normado e (x,)°°, em E. Entio x, — x se,
e somente se, p(x,) — @(x) para todo ¢ € E'.

Demonstracao: Veja [12, Proposition 3.7]. [ |
Corolario 1.1.21 Em um espaco normado E, se x, — x entdo =, — .

Proposigao 1.1.22 Seja E um espaco normado.
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(a) Se v, —= x em E entdo a sequéncia (x,)°%, ¢ limitada.
(b) Sex, —x em E e @, — ¢ em E', entdo o, (1,) — p(x) em K.

Demonstragao: (a) Suponha que x, — z entdo ¢(x,) — ¢(z) para todo p € E.
Portanto {¢(z,) : n € N} é limitado para todo ¢ € E’. Pelo Corolario 1.1.14, segue que
{z,, : n € N} é limitado em E. Logo, (x,)>, é limitada.

(b) Dado € > 0, das convergéncias ¢, — ¢ e ¢(x,) — @(z) existe ng € N tal que
lon — ¢l < € e |p(z,) — p(x)] < e para todo n > ng. Pelo item (a) existe C' > 0 tal que
|zn] < C para todo n. Assim

[(on — @) (Tn) + p(zn — T)]
< len = @llllzall + le(zn) — @()]
< (Ce+e

|on(2n) = p(2)|

para todo n > ng. Portanto, ¢, (z,) — ¢(x). [

Teorema 1.1.23 Sejam E e F' espacos de Banach. Um operador linear T: E — F €
continuo se, e somente se, T: (E,0(E,E")) — (F,o(F,F")) € continuo.

Demonstragao: Veja [5, Theorem 3.10]. [ |

Proposicao 1.1.24 Seja E um espaco normado. Entao a aplicagao
Jp: B — E, Jp(x)(p) = ¢(x)
¢ uma imersdo isométrica, chamada de mergulho canénico de E em E" .

Definicao 1.1.25 A topologia em E’ gerada pelas funcbes pertencentes ao conjunto
Jg(E) = {Jg(x)}ser é chamada de topologia fraca estrela e é denotada por o(E', E).

Teorema 1.1.26 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espago nor-
mado. Entao o conjunto Bg: € compacto na topologia fraca estrela de E'.

Demonstragao: Veja [12, Theorem 3.21]. [ |

1.2 Teoria da Medida e Integracao

Definigao 1.2.1 Seja X um conjunto. Uma o-dlgebra é uma familia de subconjuntos de
X, denotada por A, que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) 0,X € A.
(ii) Se A € A, entdo A® = X\A € A.
(iii) Se A, € A para cada n € N, entdo U A, €A
n=1

8



Se A é uma o-algebra em X, entdo os elementos de A sao chamados de conjuntos men-
surdveis em X e o par ordenado (X, .A) é chamado de espago mensurdvel.

Defini¢ao 1.2.2 Seja (X, A) um espago mensuravel. Uma medida sobre X é uma fungao
p: A — [0, 400] que satisfaz:

) u(0) = 0.
(i) p (U An> = Z p(Ay) sempre que (A4,)22,; C A sao dois a dois disjuntos.
n=1 n=1

Um espaco de medida (X, A, 1) é um espago mensuravel (X, .4) que tem uma medida p
definida na o-algebra A de seus conjuntos mensuraveis.

Definigao 1.2.3 Seja (X, .A) um espago mensurdvel. Uma funcdo pu: A — C é chamada
de medida complexa se verifica as seguintes condicoes:

(i) (@) =o0.

(ii) p (U An) = Z w1(Ay) se (A,)22, é uma sequéncia de membros disjuntos de A.
n=1 n=1

Relembramos agora as nogoes de espago de Hausdorff e espagos localmente compactos.

Definicao 1.2.4 Seja X um conjunto. Chamaremos de topologia em X uma familia 7
de subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

(i) © e X pertencem a 7.
(ii) A unido de uma familia arbitrdria de membros de 7 pertence a 7.
(iii) A intersecdo de uma familia finita de membros de 7 pertence a 7.

Os membros de 7 sado chamados de abertos. O par (X, 7) é chamado de espago topoldgico.

Definicao 1.2.5 Um espaco topolégico X é um espaco de Hausdorff se pontos distintos
de X admitem vizinhancgas disjuntas, isto é, se x,y € X e x # y, entao existe uma
vizinhanca V' de z e uma vizinhanca U de y tais que VN U = ().

Definicao 1.2.6 Seja X um espaco topoldgico.

(a) Uma cobertura aberta de X é uma cole¢do (A;);er de abertos de X tal que X = U A,.
iel

(b) Dizemos que a cobertura aberta (A;);c; de X admite subcobertura finita se existem

n
nGNeil,ig,...,inGNtaisqueX:UAi]..

j=1

(¢) X é compacto se toda cobertura aberta de X admite subcobertura finita.



Definig¢ao 1.2.7 Sejam X um conjunto e S C P(X), onde P(X) denota o conjunto das
partes de X. A intersecao de todas as o-algebras que contém S é ainda uma o-algebra.
Além disso, ela é a menor o-dlgebra que contém S, e serd denotada por (). Chamamos
o(9S) de o-dlgebra gerada por S. Dado um espago topolégico X, a o-dlgebra de Borel em
X ¢ a gerada pelos abertos de X e seus elementos sao chamados de conjuntos de Borel
ou borelianos e sera denotado por B(X).

Definicao 1.2.8 Sejam X um espago de Hausdorff compacto, ¢ uma medida sobre os
borelianos de X e A um boreliano de X. A medida p é denominada exteriormente reqular
sobre A se

p(A) =inf{u(U): U D A, U aberto}
e é denominada internamente reqular sobre A se

p(A) = sup{u(K): K C A, K compacto}.

A medida p é denominada medida reqular se for exteriormente regular e internamente
regular sobre os borelianos.

Por outro lado, dizemos que i é uma medida de Radon se for finita sobre os conjuntos
compactos, exteriormente regular sobre os borelianos e internamente regular sobre os
conjuntos abertos.

Observacao 1.2.9 O espaco das medidas regulares de probabilidade nos borelianos de
By, com a topologia fraca estrela, serd denotado por W (Bpg).

Definicao 1.2.10 Sejam X um espago topoldgico e f: X — C uma funcao continua.
Se para todo € > 0 o conjunto {x € X : |f(z)| > €} é compacto, diremos que f se anula
no infinito. Denotamos

Co(X) :={f: X — C: f é continua e se anula no infinito}.

No préximo lema, e no restante da dissertagao, o stmbolo M (X)) representara o espago
das medidas de Radon complexas definidas nos borelianos do espago topoldgico X. Além
disso, a correspondéncia

pe M(X) — |l := [ul(X),
onde |p| é a variagao total de p, define uma norma em M (X) (veja [14, Proposition 7.16]).

Observacao 1.2.11 A wvariagdo total de uma medida complexa i é a medida positiva
|| tal que se dp = fdv, onde v é uma medida positiva, entao d|u| = |f|dv, ou seja,

() = /X fldv.

Lema 1.2.12 (Teorema da Representagao de Riesz) Seja X um espa¢o de Haus-
dorff compacto. Entao a aplicagao

U M(X) — (Co(X))
po o— 1, Cy(X) —K
Lf) = [ fdn

€ um 1somorfismo isométrico.
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Demonstracao: Veja [9, Theorem IV.6.3]. u

Lema 1.2.13 Considere E' e (C(Bgr)) munidos com as respectivas topologias fraca es-
trela. Entao W(Bg), visto como subconjunto de (C(Bg)) de acordo com o Teorema da
Representacao de Riesz, € compacto.

Demonstragao: Pelo Teorema de Alaoglu sabemos que By é compacto, logo C(Bg/) =
Co(Bg:). Com efeito, é claro que Cy(Bg/) € C(Bg). Por outro lado sejam f € C(Bg/) e
e > 0. Chame L = {z € Bp : |f(z)| > ¢} C Bg'. L é compacto em Bp pois pelo Teorema
de Alaoglu, basta que L seja limitado, o que é verdade ja que L C Bgs o qual é limitado.
Mantendo a notac¢ao do nosso enunciado do Teorema da Representagao de Riesz, como ¥
é isomorfismo isométrico,

V(W (Bgr)) € By

De fato, seja J € ¥(W(Bg/)), entao J = ¥(u) € (Co(Bgr)) = (C(Bg))', onde p €
W(BE/) LOgO

£ v = [ fau

/BE/ Jdu

Portanto, J € (C(Bg)) e ||J|| < 1, isto é, J € B,y Como (C(Bg))" estd munido
com a topologia fraca estrela, uma nova aplicagao do Teorema de Alaoglu nos diz que
B¢,y ¢ compacto. Logo basta mostrar que W(W (Bg)) é fechado em B¢(g,,)y na
topologia fraca estrela. Para isso seja (¥(uy)), uma rede contida em V(W (Bg/)) tal que

Assim

171 = [1e(wll = sup  [W(u)(f)] = sup

Iflles )<t Iflleszh<t

<\ flleym(Be) < 1.

() LA ¢ € B,y Pelo Teorema da Representagao de Riesz existe y € M(Bgr)
tal que U(u) = ¢ e, além disso, da convergéncia na topologia fraca estrela,

fdpx =Y () (f) — o(f) = V(u)(f) = fdu

Bg/ Bg/

para toda f € C(Bg/). Em particular, tomando a fungao constante igual a 1,

1 = jin(By) = / din — [ dp= p(Be),

By By

o que implica p(Bg) = 1. Como p é uma medida de Radon complexa precisamos mostrar
que u(A) € R* para todo A € B(Bg/). Seja A € B(Bp/) entdo existe uma sequéncia
(fn)e, em C(Bg) tal que f,, — xa em L(Bgr, i) (veja [14, Proposition 7.9]). Logo,
fixado n € N e novamente aplicando o Teorema da Representacao de Riesz, obtemos

/ |fn|d:u/\€R+ - |fn|d:ua
Bpy

By

11



o que implica fBE" |fnl du € RT. Mas como f,, — x4 em L1(Bg/, p), entdo | f,,| — |xa4]
em Lq(Bg, p); assim

/ | foldp € RY — Ixaldp = / xadp = p(A)
BE’ BE’ BE’

e, por conseguinte, p(A) € RT. Isto completa a demonstragao. [ |

O préximo resultado que precisamos relembrar é o Teorema da Convergéncia Dom-
inada. Antes disso, relembre que se (X, A, 1) é um espago de medida e 0 < p < o0,
denotamos por L,(X, i) o espago vetorial de todas as (classes de equivaléncia de) fungoes
f: X — K tais que |f|P é mensuravel. Este espago torna-se um espa¢o normado (p-
normado se 0 < p < 1) completo com

1l = ( / !f!”du)p |

Teorema 1.2.14 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,,)°, uma sequéncia
de fung¢oes mensurdveis em X tal que existe f(x) = lim f,(x) para todo x € X. Suponha

que exista g € L1(X, p) tal que | f(x)| < g(x) para todo x € X en € N. Entao,

fen e [ gan=tm [ fde

Demonstracao: Veja [14, Theorem 2.24]. [ |
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CAPITULO 2
SEQUENCIAS EM ESPACOS DE BANACH

Neste capitulo definiremos e estudaremos caracterizacoes dos espacgos das sequéncias ab-
solutamente p-somaveis, fracamente p-somaveis, incondicionalmente p-somaveis e por fim
o espago das sequéncias misto (s; ¢)-somaveis.

2.1 Sequéncias somaveis

Nesta secao as letras E' e I’ denotam espacos de Banach sobre K. E’ denota o dual
topoldgico de E.

Definicao 2.1.1 Sejam E um espago de Banach e 0 < p < +00. Dizemos que uma
sequéncia (7;)32; em E é absolutamente p-somdvel se Z ||z;|IP < 400. Quando p =1

Jj=1
dizemos que (r;)32, é absolutamente somdvel.

O espacgo vetorial de todas as sequéncias absolutamente p-somaveis em E é denotado
por ,(E), o qual se torna um espago normado (p-normado se 0 < p < 1) completo,
quando munido com || - ||, definida por

1
0 P
l@i)szall, == (2 :mup) ,
J=1

para toda (z;)52, € £,(E). O espaco £,(K) é denotado simplesmente por /,,.

A seguir, enunciaremos as Desigualdades de Holder generalizada e de Minkowski para
sequéncias visto que serao muito utilizadas em demonstracoes que serao feitas posterior-
mente. Esta Desigualdade de Holder segue fazendo uma simples adaptacao da Desigual-
dade de Holder usual. Para detalhes da demonstracgao veja [22, Proposition 1.1.5].
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Teorema 2.1.2 (Desigualdade de Holder para sequéncias) Se E € um espago nor-

mado, (7;)52, € £,(E) e (y;)52, € {4(E), entdo
(Z Hyqu> :
j=1

1
(ZH%HTH%H’) < (ZH%W)
j=1 j=1
para r,p,q € (0,400 e * = % + %.
Teorema 2.1.3 (Desigualdade de Minkowski para sequéncias) Se E é um espago
normado sobre K e 1 < p < +o00, entao
1 1 1
(St vur) = (S () 21)
=1 j=1 j=1

para (2;)521, (4;)521 € p(E).

B =

A proposicao que veremos a seguir, nos diz que, para 0 < ¢ < p o espaco das
sequéncias absolutamente g-soméveis esta contido no espaco das sequéncias absolutamente
p-somaveis e que esta inclusao é continua.

Proposigao 2.1.4 Se 0 < ¢ < p, entdo {,(E) C {,(E) para todo espago normado E.
Além disso,
)3zl < llGe)iall,

para toda (7;)52, € £,(E).

Demonstragao: Seja (z;)52, € (,(E) com H(ay)?iﬂ‘q = 1, entao Z ||z;]|? = 1. Como
j=1

o

q > 0, segue que [|z,||? < Z |z;||* e, consequentemente ||z, || < 1 para todo n € N. Por
j=1

outro lado, como ¢ < p, entao ||z;||? < ||z;||? para todo j € N. Logo,

Do llzlP <3l =1 = | ()], < 1
P =1

Portanto, (2;)32, € £,(E) e H T5)52 1H < H )5= 1H

Agora se 0 # H(xj jleq # 1 consideramos a sequéncia y; = para todo

Iz, 1H
j € N. Assim, é facil ver que H(yj);?’;lHq = 1 e pela primeira parte desta demonstra(;éo

H(yj)]‘?’;al < 1. Consequentemente,

[i)52all, < w5l -
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Por outro lado,
G)3zall, = )il lwiall, < il wiall, = @), < +oe

Portanto, (:Ej);?‘;l €l,(E)e H(a:j)‘;‘;al < H(x])‘;‘;lHq

Por fim, o caso H(a:j)?‘;lﬂq = 0 é trivial e vale a igualdade. u

No préximo resultado, mostraremos que o dual topoldgico de ¢;(E) é (isometricamente
isomorfo a) £ (E').

Proposigao 2.1.5 (O dual topolégico de ¢1(E)) Se E é um espago normado sobre K,
entao existe um isomorfismo isométrico entre ({1(E))" e Lo (E').

Demonstracao: Para cada k € N consideremos a aplicacgao I: E — ¢1(F), dada por
Ix(z) = (0,0,...,0,2,0,...), com z na k-ésima coordenada. E claro que I é linear e que
|Ix(z)|l = ||z|| para todo = € E. Defina a aplicagao

I (G(E) — Lo(E)
T — (Tol)X,.

Vamos mostrar que I estd bem definida é linear e continua. Observe que
loo(E") = {(%)?il tp; € E e sup lejller < +OO} :
je

Assim,

II(T)||lo = sup||T o It|]|z =sup sup |T o Ii(x)| < sup sup |T||||=]| < ||T|| < +oo.
keN keN wGBE keN CEGBE

Portanto, (T o I)32, € l(E") para todo T' € ((1(E))" e ||I]] < 1. Para mostrar que [ é
linear sejam 7', S € (¢1(E)) e A € K. Entao

IT+AS) = (T+AS)Ik)iZr = (T(Lx))iZy + ASUk))iZy = I(T) + M(S).
Além disso I é continua e ||T o It||z < ||T]|. De fato,
T o I(x)| = |7(0,0,...,0,2,0,... )] < [T[[0,...,0,2,0,..)[| = [|T|[|=].
Agora, defina a aplicagao

Jiloo(E') — (L(E))
S=(5)iZ — J(9): 4(E) —K



para toda S = (55)32; € lo(E') e x = (7;)32, € (1(E). Esta aplicagdo esta bem definida
¢ linear e continua com ||J|| < 1. Com efeito, primeiro vamos provar que J estd bem

definida, isto é, J(S) € ((1(F))". Sejam x,y € {1(F) e A € K. Temos

J(S)(z+ A y) = ZS (25 + Ay;) :Z () + AS;(y;))

7j=1 7j=1

= Z () st y;) = J(S) () + AJ(S)(y),

o que implica que J(S) é linear. Por outro lado,

[7(S) @) < D IS <D 1Sle sl < (Sup HSkHE/) 5]
= = ‘o1 \keN
= |ISlloe Y ll;ll = 1S looll -
j=1

Portanto, J(S) é continua e [|[J(S)|| < [[S]|cc. Com isto, J estd bem definida e é continua.
E claro que J ¢ linear pois, sejam T, S € lo(E'), x € {1(F) e A € K entao

o0 o0

JT+AS) (@) = D (T3 +AS) () = > (Ty(x;) + AS;(x))

J=1 J=1
oo

- Z:rj(xj) + AZSJ-(:L'J-) = J(T)(z) + AJ(S)(x)
= (J(T) + M (9))(x).

Portanto J(T' 4+ AS) = J(T') + AJ(S). Note que, (J o I) e (I o J) sao respectivamente as
aplicagoes identidade de (¢1(F))" e o (E"). Entao,

1Sl = (I (5Dl < NS < [15]loc = [T = [[S]lee,

para toda S € (. (E'). Portanto, J (e consequentemente I) é uma isometria. [

Nos resultados a seguir, mostraremos que os duais topolégicos de ¢ (E) e de £,(E) para
p € (1,400) sao (isometricamente isomorfos a) ¢1(E’) e ¢,y (E"), respectivamente. Para
tanto, usaremos o resultado para o caso £ = K que pode ser encontrado em qualquer
livro introdutério de Anélise Funcional.

Proposigao 2.1.6 (O dual topolégico de c¢o(E)) Se E € um espago normado sobre K,
entao (co(E)) € isometricamente isomorfo a ¢1(E").

Demonstracgao: Consideremos a aplicacao linear
I B — co(F)
xr — Ip(x)=(0,...,0,2,0,...),
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com z na k-ésima coordenada. Vamos mostrar que (7' o I})%2, € (1 (E'), para todo
T € (co(E)). E claro que (T o I}) € E'. Logo dado £ > 0 existe x; € E, com ||z < 1,
tal que

19
IT 0 Il < IT 0 Iu(an)] + o

oo
Para cada (a;)32; € ¢o podemos escrever

oo o 5
Z 1T o Il s )on| < Z(|To]k(xk)|+ﬁ>a
k= k=1

NE

(o utw) + 55)

b
Il
—

NE

((T o Iy(xx))as + %ak’

i

1

NE

g
(1T 0 (wollan] + zlaul)

i
I

NE

> 15
T o (i) o] + > x|l

1 k=1

> 15
T o Ii(ay) o] + o Sup
k=1 = JEN

i

NE

>
Il
—_

70 B(an)llowl + - 57 (@)l

1 k=1

NE

e
Il

NE

‘TO [k(xk)HOék;‘ +€ H(a]>]oi1Hoo

b
Il

1

Para todo k € N existe 0, € K, com |G| = 1 tal que |T o Iy(zg)||ow| = T o I (xy)ou Py
Assim,

Y oI o Lu(aw)llaw] + e [[(a)iall, = D0 1T o Lula)anil + e [[ ()32l
k=1 k=1

T (Z ﬁ:(%%ﬁk))

el

[o.¢]
< T Iean) |+ ()52l
k=1 ~
Como
= sup{|| Brarzk ||} = sup{|Bellou|l|lzll} < suplak| = [[(w)ii ]l »
keN keN keN
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obtemos

17l )

+e ()52 | . < NI em)i2alle + e 15|

o0

Portanto, para toda ()32, € co,

[e.9]

Z |TOIkHE’ Q.

k=

< (170 + &)l ()52 lloo-

Fazendo ¢ — 0 temos

Z 1T o I || & s

k=

< TN I(e)52 ]l - (2.2)

o0
Logo, a série Z | T 0 Ik| ), converge para toda ()32, € co. Entao defina S: ¢g — K

k=1
por

(o)
((an)p2y) =Y (IT o Ikl )ex
k=1

De (2.2) segue que S estd bem definida é linear e continua com ||S|| < ||T']|. Logo S € (¢)’
e pela dualidade temos que (|70 Ix||g)72, € {1, consequentemente (1" o )32, € (1(E').
Além disso,

(T o T)iZilly, < 1T

e podemos concluir que a aplicacao linear

I (co(E)) — 6(E)
T — I(T)=(Toly),

é continua e ||I|| < 1. Por outro lado, a aplicagao linear

J: l(E") — (co(E))
(Sk)izr — J((Sk)iZ1): co(E) — K

‘]((Sk>k 1 xk k 1 Zsk xk

para toda (Sk)52, € (L(E') e (zx)72, € co(E), estd bem definida. De fato, é claro que
J((Sk)52,) ¢ linear. Além disso,

| J((Sk)rzy) (zr)2y)| > Su( Z Sk(zk)| < Z 1Sk & [l |

IN

DIETE (sup ||asj||) _ (supnxjn) S S
JeN k=1
SO )
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logo J((Sk)7Z;) € continua (portanto pertence a (co(£))") e [|J((Sk)pZ)|l < [1(Sk)7slli-
E facil ver que J: (1(E') — (co(E))’ é linear e de || J((Sk)52)ll < 1(Sk)52 1, segue
que J é continua e ||J|| < 1. Como (I o J) e (J o I) sdo respectivamente as aplicagoes
identidade de ¢1(E’) e (co(E))’, temos que (¢o(E))" e ¢1(E") sao isometricamente isomorfos.
i

Proposigao 2.1.7 (O dual topolégico de (,(E), 1 <p < +00) Se E é um espago nor-
mado sobre K, entdo ((,(E)) € isometricamente isomorfo a {y(E").

Demonstracao: Consideremos a aplicacao linear J: ¢, (E') — ({,(E))" dada por,
T((SH)(2)32) = > Si(x;),
j=1

para (5;)22, € £y (E') e (z;)32, € {,(E). Pela Desigualdade de Holder para sequéncias,
segue que

| T((S)52)(@)52)| < ZISJ'(%')I ZIIS [ |51

1
I

(g HSJ-H%/) (Z H%Hp>

- (Zusjné/) [(25)54 ]|, < +oo.
j=1

Isto mostra que J estd bem definida é continua e ||J|| < 1. Agora, defina a aplicacao
linear Iy,: E — (,(F) por Iy(x) = (0,...,0,2,0,...), com x na k-ésima coordenada. E
claro que (T'o I;;) € E' para todo T € (¢,(E))’. Vamos mostrar que (T o I;)32, € {y(E').
Dado ¢ > 0 existe x € E, com ||zg|| < 1, tal que

IA

9
_ﬁ'
7

2p

1T o Iz < |T o Ip(ax)| +

Para toda (ax)2, € ¢, podemos escrever

> (1o o) + 5 ) o

k=1 2v

o0

ST 0 Il o

k=1

<

IN

[
3 (|To ()| + 27|ak|)

k=1

oo o0 E
= Y T o Lu(zy)llox| + > —lou
k=1 k=1 27
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< Z|TO[k(Ik)HOék’+ (Z (%) )p (Z|ak|p>p
k=1 2% k=1

k=1 P

= D IT o Lu(z)lln] +ell(@n)i
k=1

Escolhendo para cada k € N, 5, € K, com |G| = 1 tal que To Iy (zx)ag Sk = |T ol (xy) o,
temos

D T o Li(wi)llew] + e ll(aw)iall, = DT o Ie(ww)awfs

k=1 k=1

= T(Z&(%%ﬁk))
Z (TR )

k=

+ell(an)ill,

+e ()i,

IA

I +e ()i, -

p

Como

|=

Z I (xrou k)

k=1

(iam)(i el ) (Zw) |

p

entao

I7] +tel(lan)izill, < ITHI(ew)itall, + € ll(ar)ill,

p

Z I (@ Br)

k=1

T+ &) I {ew)iZall,

Logo, para toda (ay)32, € £,

Z ”TO Ik‘HE’
k=

Fazendo ¢ — 0 temos

< (171 + &) [[ewr)ill, -

> T o Ll )

k=1

< TN (e )il - (2.3)

Portanto, a série Z |T o It|| )y converge para toda (ay)p, € {p. Defina S: ¢, — K

k=1
por

oo
((an)p2y) =D _(IT o It )ex
k=1
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De (2.3) segue que S estd bem definida é linear e continua com ||S]| < ||T|. Assim,
S € (¢,) e pela dualidade (||T o Iy )32, € ¢, consequentemente (1o I;,)7°, € £, (E')
e (T o 1)l < IT]]. Acabamos de provar que a aplicac@o linear I: (¢,(E)) —
ly(E") estd bem definida é continua e ||I|] < 1. Uma vez que (I o J) e (J o I) sao
respectivamente as aplicagoes identidade de £, (E') e (¢,(E))’, concluimos que ¢, (E’) e
(¢,(E))" sao isometricamente isomorfos. [

2.2 Sequéncias fracamente somaveis

Definigao 2.2.1 Sejam 0 < p < +o0 e E/ um espago de Banach. Uma sequéncia ()32,

. ) A o :
em E é fracamente p-somdvel se a sequéncia de escalares (¢(7;))52, estiver em £, para

todo ¢ € F’, isto é, se Z lo(x;)|P < 400 para todo ¢ € E'.
j=1

Denotamos por £;'(E) o conjunto de todas as sequéncias em FE que sao fracamente
p-somdveis. Como £, é um espago vetorial, entdo é claro que (’(E) também é. Para
0 < p < 400, definimos

1(@5)72 Jwp == Sl}lgp <Z|‘P(xj)|p>p

webpr j=1

e para p = 0o, definimos

5 e = s (sup o))

peBE \jEN

Veremos a seguir, que o espaco vetorial £/(£) munido com || - [[,,, definida acima,
se torna um espago normado (p-normado se 0 < p < 1) completo. Antes, veremos uma
proposicao em que vamos mostrar que a fungao || - [[up: £ (E) — [0, +00) estd bem
definida e uma observacao onde mostraremos que o espaco das sequéncias absolutamente
p-somaveis esta contido no espaco das sequéncias fracamente p-somaveis para qualquer
espaco F.

Proposigao 2.2.2 Se 0 <p < +00 e (z,)52, € £} (E), entdo

=

[(Zn)pei lwp = sup (Z|¢($n)’p)p < 4o00.

(,DEBE/ n=1
Demonstragao: Para cada (z,);2; € £)(E), defina a aplicacao linear

T:E —
o > T(p) = (p(zn))n;-
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Claramente 7' estd bem definida e é linear. Vamos mostrar que 7' tem o grafico fechado.
Seja (¢;)52, uma sequéncia em E' tal que

pj— e E e T(p;) —yel,.

Entao temos
(j(@n))nzy = T(p;) — v = (Yr)iZ1 quando j — oo
e, consequentemente
©0;i(z,) — yn quando j — oo, (2.4)

para todo n € N. Por outro lado, de ¢; — ¢, obtemos

©0;(z,) — ¢(x,) quando j — oo, (2.5)
para todon € N. Logo, de (2.4), (2.5) e da unicidade do limite, concluimos que ¢(x,,) = y,

para todo n € N, mostrando assim que T'(¢) = y. Portanto, o operador T' tem o grafico
fechado e, pelo Teorema do Grafico Fechado, segue que 1" é limitado, isto é,

sup (an)v’)p = sup ||T(¢)]l, < +oo.

pEBg n—=1 @wEBy
|
Lema 2.2.3 Seja (amn)m,n uma familia de nidmeros reais ndo negativos. Entdo:
(a) Se sup {sup amnl = 00, entdo sup {sup amn] = 0.
m n n m
(b) Se sup {sup amn} = L < 00, entdo sup {sup amn] = L.
m n n m
Demonstracao: (a) Suponha que sup {sup amn | = 00. Dado K > 0, existe mg tal que
m n

SUp @pon > K. Dessa forma, existe ng tal que a,,,,, > K e segue que sup a,,,, > K. Logo
n m

sup {sup amn} > K. Portanto sup {Sup amn} = 00.

n m n m

(b) Suponhamos que sup {sup amn} = L < oo. Dado € > 0, existe mg tal que

m n
SUp Qpen > L — €. Consequentemente, existe ng tal que a,n, > L — €. Logo
n

n m

sup {Sup amn] > SUP Umng = Amgny > L — €.
m
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Como € ¢ arbitrario, segue que

sup {sup amn] > L. (2.6)

n m

Note que, pelo item (a), é imediato que

sup {sup amn} < 00.

n m

Por outro lado, segue diretamente da hipdtese que sup a,,, < L, para todo m. Logo,

n
(mn < L, para todo m e todo n. Entao sup a,,, < L, para todo n. Assim,
m

sup {sup amn] <L. (2.7)

n m

Portanto, de (2.6) e (2.7), segue que

sup {sup amn} = L.

n m

Observacao 2.2.4 Se 0 < p < +o0, entao £,(E) C £(E). De fato,

1

[e'e) D oo P
@) Zillwp = sup | D lelap)l” | < sup llel [ Dzl ) = @)l
B 1 pwEBg =1

c -
pebpr j=

Além disso, quando p = oo, temos (¥ (E) = (- (F). De fato,

1(25)521 llo = sup ||| = sup < sup |90($j)|) = sup (suplw(xj)|> = l1(z5)7Z 1]l co-

jeN JEN \ p€Bgy pEBE \jeN
Note que a terceira igualdade segue do lema anterior.

Definicao 2.2.5 Um subconjunto D de Bgr, é normante em E se para todo x € F,

|z = sup [ (z)].
weD

Observacao 2.2.6 Sejam 0 < p < 400 e (z,);2; € £ (E). Pelo isomorfismo isométrico
entre ()" e £, temos bem definido o operador

Jil, — (ﬁp/)’
y — J(y):{y — K
n=1



onde y = ()52, € €, e v = (z,)52, € {y. Note que,

<Z |‘P($n)|p>

=

P

I(e(zn))nzille = 17 (((n)

sup
)5y [l <1

sup
)52y [l <1

sup
)y lly<1

Logo, se D é normante em E obtemos

Portanto,

pEBE n—=1

1(#n )52 [lwp = sup <Z Iw(xn)!”) 7
peD ne1

sup (Z ()P

)1

P

el

[T ((p(@n))nz) (An )]

Z An(Zn)

()

o0

= sup © Z AT

[An)RZ sl <1 n=1

pEBE
[e.9]

= sup Z Ay

1)l <152

sup  sup

[(An)oZy Ml <1 0ED

sup sup
PED [|(An) 7Ly lly <1

sup
peD

<Z ’@(xn”p)

()
()

D=

Sl

para todo subconjunto D de Bps normante em F.

A seguinte observagao se fara necessaria na demonstragao da préxima proposicao.

Observagao 2.2.7 Se A C [0,400), entao sup{a? :

a € A} = (sup{a:a € A})’. Com

efeito, sup{a? : a € A} > aP, para todo a € A, entao (sup{a? :a € A v > a, para todo
p

a € A, logo ¢ é cota superior para o conjunto A, onde ¢ = (sup{a? : a € A})% Portanto,
c > sup{a® : a € A}, ou seja, sup{a” : a € A} > (sup{a: a € A})?. Por outro lado,

a < sup{a

24

: a € A}, para todo a € A, logo a” < (sup{a :
sup{a? : a € A} < (sup{a:a € A})".

a € A})P e segue que



Proposicao 2.2.8 Se 1 < p < 400, entdo || - ||lw,p define uma norma (p-norma se 0 <
p<1)emJ(E) o qual se torna um espago normado completo.

Demonstracao: Primeiro faremos o caso 1 < p < 400, isto é, || - ||w, define uma norma
em ()(E). Para isso, verificaremos as condi¢oes de norma.

(i) E claro que

=

[(@n)nzt l|wp = sup (Z‘@(xn)‘p> > 0.
n=1

pEBE

(ii) Devemos mostrar que |[(2y,)5||w,q = 0 se, e somente se, (z,)5; = 0. Note que

l(&n)nzillwpy = sup <Z |90($n)|p> =0 (Z |90(95n)|p) =0
n=1
=3 Z lo(x,)P =0 & |p(x,)|P = 0 para todo n € N
n=1

& ¢(r,) =04 x, =0paratodon € N& (z,),°, =0.

(iii) Sejam ()52, € £ (E) e A € K. Daf,

IAzn)7Zillwp = sup <Z!¢(Awn)lp>p = sup (Zlklplw(ﬂcn)l’”)p

pEBE @wEBgy

n=1 n=1
1
0o p
= [Al sup (Z |90(93n)|p> = [Alll(zn)nz lwp-
pEBE n=1
(iv) Sejam (2, )52y, (Yn)ney € £ (E). Entao,
1
oo P
[(@n)nzr + Wn)neallwp = sup Z (@ + yn>|p>
PEBp \ =1

B =

= sup Z|80(xn)+90(yn)’p)

pEBE
- 1 1
(2.1) © P i P
< sup [ DYoo) )+ () el
PpEBp n=1 n=1
) 1 1
oo D oo V4
< sup le(ﬂcn)lp> + sup (Z!@(yn)!p>
pEBEy n=1 @wEB gy n=1

= l@n)nZillwp + 1@n)aZillwp-

Agora, vamos mostrar que £;'(E) é completo.
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e}

Seja (ac(k’))k:1

(xgk),xgk),xék), . ) € ()(E). Como (x(k))iil ¢ de Cauchy, dado ¢ > 0 existe NV € N tal
que

uma sequéncia de Cauchy em E;j’(E). Denotemos, para cada k, z¥) =

00 P
12 N = [ O] = sup (Z o (1 — 219) ’p> -
n=1

pEBE

Logo, para todo ¢ € Bpr,
o (& =2 < Dl (@l —a)[" <&
n=1

Como cada termo é majorado por P, segue que para todo n,

k1> N = |la® — 20| = sup |p (z® — 20| <e.
@pEB

o0
Assim, para cada n, (x%k)> é uma sequéncia de Cauchy em FE, e consequentemente
k=1
o0
converge pois £ é Banach. Sejam z,, o limite de (:L‘,(Ik)> em Fex = (x,)2,. Vamos
k=1

mostrar que = € (})(E) e que 2® 22 o Para cadam € N e v € Bp,
k,l>N = Z 1= (z) — xﬁ?)!p < P, (2.8)
n=1
Fazendo | — oo em (2.8), temos que

kZNéZ}gp(x;k)—xn)|p<€p. (2.9)

n=1
Agora em (2.9) fazendo m — oo, temos
o
k>N = Z‘gp(:cg“) —xn)‘p < &P,
n=1
para todo ¢ € Bp. Portanto podemos concluir que = — zN) € K;“(E). Logo = =

(z — 2™ + 2™ € ¥(E). Além disso,

k>N = Hx(k) — wpr <e,

ou seja, ¥ 22 5 ¢ 0¥(E). Portanto, £'(E) é Banach.
Se 0 < p < 1, mostremos que || - ||lwp ¢ uma p-norma. Pela Defini¢ao 1.1.2 basta
mostrar que

I(@n)nzy + Wn)nzille, < 1@n)italle, + 1)l
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para toda (z,)5%, (Yn)nzy € £ (E).

p

pEBE

1
0 P
[(zn)nzr + (yn)ﬁo:1||fu,p = sup (Z (s + yn)|p)

n=1

= sup Z lo(zn) + ©(yn) [P

@YEBR/ n—1

sup D (Jo(@n) P + e (ya) ")

L,DGBE/

IA

n=1

IA
)]
<
7
5
S
=
+
n
=
g
5
S
=

1\ P 1\ P

00 13 o0 P
- (e (Srsar) ) ¢ (s (Stotmr)
¢EBp \ i1 $€BE \n=1

= @)l + 1(n)ntill,

Note que, a segunda e a pentultima igualdades seguem diretamente da Observagao 2.2.7.
A demonstragao de que £;/(E) é um espago completo, para 0 < p < 1, é andloga ao feito

acima. De fato, seja (x(k))zozl uma sequéncia de Cauchy em £(E). Denotemos, para
cada k, ) = (xgk),xgk),xgk), .. ) € (7 (E). Como (x(k))zozl é de Cauchy, dado ¢ > 0
existe N € N tal que

k>N = [o® -0 = sup Y o (2 —2D)[" < e
7 $€Bp

Logo, para todo ¢ € Bgr,

Como cada termo é majorado por €, segue que para todo n,

k>N = |z — 20" = sup | () — D) <e.
PEBp

. B> A
Assim, para cada n, (x,(1 )) é uma sequéncia de Cauchy em F, e consequentemente

k=1
converge pois I é Banach. Sejam x,, o limite de (x%k)) em F e x = (x,)2,. Vamos
k=1

mostrar que z € (¥(E) e que z* 2=, 4. Paracadam € Ne ¢ € By,

k,l> N = Z |gp (a:(k) - x(l))|p < e. (2.10)

n n
n=1
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Fazendo | — oo em (2.10), temos que
kZN:Z}cp(me)—xn)}p<s. (2.11)
n=1
Agora em (2.11) fazendo m — oo, temos
E>N= (el —z,)|" <e,
n=1
para todo ¢ € Bp. Portanto podemos concluir que z — zN) € () (E). Logo z =

(z —2™) + 2™ € ¥(E). Além disso,

k>N = Hx(k) — pr <eg,

w’p -
ou seja, z®) 22 5 ¢ €% (E). Portanto, £(E) é um espago completo. |

O préximo resultado, nos diz que, o espago das sequéncias absolutamente p-somaveis
coincide com o espaco das sequéncias fracamente p-soméveis quando E tem dimensao
finita.

Proposigao 2.2.9 Se E tem dimensao finita, entao (,(E) = (¥ (E).

Demonstragao: Pela Proposigao 1.1.9, basta provar o caso F = K™ munido com a (p—)
norma || - [|,. J& vimos que £,(E) C £(E) logo, basta mostrar que £;)(E) C £,(E). Sejam
(zn)p2y € £ (E), entdo x,, = (Tp, - - - Tnm) para todon € Ne

7 E=K" — K

Tp = (J:n,la cee 7In,m) — Tnj,

a projecao na j-ésima coordenada de z,, para todo j = 1,...,m. E claro que 7; ¢ linear
e de

m v
| ()| = |2n ;] < (ZkﬁmkIp) = [@nr)iillp = llnllp,

k=1

segue que 7; é continua e ||7;|| < 1. Com isso m; € E’ e assim

[eS) oo m m 0o
Y llzallp = ZZIwn,jlp=ZZ|xn,j|p
n=1

n=1 j*l j*l n=1
= |7 (z,) P < su | T
j\dn p 90 n
7j=1 n=1 =1 SOEBE'

= Z I(@n)nza lI%,, < o0
j=1
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Portanto, (z,)5, € (,(E). u

A conclusao da Proposicao 2.2.9 nao é verdadeira se E tiver dimensao infinita como
veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.10 Seja E = ¢ e considere a sequéncia (e, )% ; onde e, = (0,...,0,1,0,...)
com 1 na n-ésima coordenada. Para todo n € N temos que ¢, = (0,...,0,1,0,...) Ecy e
além disso, ||e,||.c = 1, entao (e,)22; ¢ ¢1(cp) pois,

0
| enn 1||1 Z”en”oo 21:+OO
n=1

Agora vamos mostrar que (e,)5; € ¢4(cq). Para isso, basta mostrar que (p(e,))5, € £,
para todo ¢ € (o) = ¢1. Seja ¢ € (co) , pela dualidade existe y = (y;)%2, € {1 tal que
J(y) = ¢ (conforme Proposigao 2.1.6). Logo,

D lelen)| =D 1T W)en)l =D lyal < +o0,

e assim, (€,)22; € £{(cp).

2.3 Sequéncias incondicionalmente somaveis

Nesta secao introduziremos as sequéncias incondicionalmente p-somaveis, mas para moti-
var a definicao faremos antes um estudo sobre sequéncias incondicionalmente soméaveis.

Ja vimos que uma sequéncia (z,,)5° ; num espago de Banach E é absolutamente somével
o0

se g ||x,|| converge. Introduziremos agora a definigao de sequéncias soméveis e incondi-

n=1
cionalmente somaéveis.

Definicao 2.3.1 Uma sequéncia (x,)5°; em um espago de Banach E é somdvel se a
o0

série correspondente, E x, converge em FE. Dizemos que (,)%; é incondicionalmente

n=1
somdvel se (To(n))oe, € somavel em E para qualquer permutagao o de N.

Sabemos que existem exemplos de sequéncias somaveis que nao sao absolutamente
somaveis. Em 1837, Dirichlet provou que para uma sequéncia de niimeros reais, o conceito
de absolutamente somével é equivalente a nocao de incondicionalmente somavel. Em
outras palavras, na reta, uma sequéncia é absolutamente somavel se, e somente se, é
incondicionalmente somavel.

Denotamos por (“(E) = ¢¥(FE) o conjunto de todas as sequéncias incondicionalmente
somaveis em F. Aplicando o Critério de Cauchy para convergéncia de séries e o Teorema
de Dirichlet é possivel mostrar que ¢;(E) C ¢*(E). De fato, seja (x,)52, € (1(E), isto é,

o0
> ]l < +oo.
n=1
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Logo, (||[z.])s2, € ¢ e pelo Teorema de Dirichlet segue que (||z,[|)32; é incondicional-
m

mente somavel. Seja o: N — N uma bijecao, entao Z | %oyl — 0, quando n,m —
k=n

Z%(kz) < ZH%(@ ;
k=n

k=n

o0, € como

segue do Critério de Cauchy para convergéncia de séries que (Zo(n))ne; ¢ soméavel. Por-
tanto, (z,)5, € (“(E).

Uma sequéncia em K" converge se, e somente se, converge coordenada a coordenada.
Logo, o Teorema de Dirichlet continua verdadeiro para sequéncias em qualquer espaco de
Banach E que tenha dimensao finita. Se F tiver dimensao infinita, este resultado nao é
verdadeiro, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.3.2 Tome E = ¢y e seja e, € E, n € N, o vetor canonico de FE, isto é,
e

= (0,0,...,0,1,0,...), onde 1 aparece na n-ésima coordenada. Chame z, =
o

analisemos a série g T, em co. Tomando z = ()%, € ¢, ¢ facil ver que 5 T, = X

n=1 n=1
ij—x = H( ,0,0,...)—az
j=1

1
; H(o,o,...,onﬂ -

o

quando n — oo. Agora mostraremos que E x, converge incondicionalmente para z.

pois,

l\l)lr—A

— 0,

n=1
Para isso, seja ¢ uma permutacao de N. Dado € > 0, tome um inteiro positivo N > %

E claro que para cada j = 1,..., N, existe n; € N tal que o(n;) = j. Chame agora
n

ng = max{ni,...,ny}. Entdo para n > ng a sequéncia Zxa(j) certamente tem suas
j=1

primeiras N coordenadas iguais as de x. Portanto,

- 1 1
ZZEO-(J')—ZE SN—H<N<E

o0
para todo n > ng. Isso prova que Zaza(n) converge, e portanto (z,)>; é incondicional-

n=1
mente somével. Por outro lado, (z,)2, ndo é absolutamente somavel, pois

el %

que é a série harmonica, logo divergente.

_en
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Se E tiver dimensao infinita, podemos ter também, sequéncias fracamente somaveis
que nao sao incondicionalmente somaveis, como veremos no préximo exemplo. Um re-
sultado importante da Andlise Funcional nos diz que exemplos nessa situacao s6 podem
ocorrer em espagos de Banach F que tém uma copia de ¢, (isto é, E contém um subespago
isomorfo a ¢p). Em outras palavras: ¢{(E) = ({(F) se, e somente se, E' nao tiver uma
copia de ¢q.

Abaixo, relembramos um resultado util que caracteriza espacos de Banach via con-
vergencia de séries e que sera usado na demonstragao do Teorema 4.0.24.

Proposicao 2.3.3 Seja E um espago normado (p-normado). Entao E € completo se, e

oo oo
somente se, para toda sequéncia (x,)°2, C E tal que Z |zn]| < +o0 (Z |z |IP < 400

n=1 n=1
(o9}

no caso p-normado) for verdade que E Tp CONVETgE.

n=1

Demonstragao: Para o caso normado veja [8, Proposition 1.1]. O caso p-normado segue
com uma simples adaptacao do caso normado. [ |

Proposicao 2.3.4 Seja E um espaco normado. Se an converge em E, entao x,

n=1
converge para 0 quando n — oQ.

Demonstracgao: Suponha que an =a € E. Dado ¢ > 0, existe j; € N tal que para

n=1
J
E Iy, —Q

n=1

7j—1 j—1
|z; — 0| = xj—an+an—a+a
n=1 n=1

J Jj—1
< g T, —a E T, —a
n=1 n=1

todo 7 > 71, temos < 5. Seja jo > ji1, jo € N, entao para todo j > jo,

J Jj—1
g T, —a-+a— E T
n=1 n=1

<f4f_¢
2 2 7

+

A tltima desigualdade vale pois j > jo > ji e j — 1> jo — 1> j;. Assim, 2, ——= 0. W

Agora vamos ao exemplo de uma sequéncia fracamente soméavel que nao ¢ incondi-
cionalmente soméavel.
Exemplo 2.3.5 Seja F = ¢ e tomemos a sequéncia (e,)>° ;, onde e, = (0,...,0,1,0,...)
com 1 na n-ésima coordenada. No Exemplo 2.2.10 vimos que (e,)32, € (%(¢cq) e agora
vamos mostrar que (e,)>; &€ {"(cy). Para isto, basta mostrar que (e,)r; nao é somavel
em co. Suponha que (e,)>; seja somdvel em ¢y, entdo pela Proposicao 2.3.4 temos que
n—oo

n—oo ~ . ’
e, —— 0, 0 que ndo ocorre, pois se ocorresse teriamos 1 = ||e,||cc —— [|(0,0,...,0)||c =
0, o que é um absurdo. Logo, (e,); ¢ (*(co).
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O préximo teorema trata de algumas equivaléncias a respeito de sequéncias incondi-
cionalmente somaveis em espacos de Banach. Antes veremos o seguinte lema.

>

neM

Lema 2.3.6 Seja o > 0. Se (A\,)5°, € uma sequéncia de escalares tal que <«

o0
para todo conjunto finito M C N, entao Z An| < 4o

n=1

Demonstracao: Para todo k € N, veja que

Dol = Y IRe() + Im(A)| < D [Re(Ma)l + Y [Tm(An))|
= > Re(A)+ Y (=Re(M)+ > Im(A)+ D (=Im(\)),

neMp, neEMp, neM; neMp,,

onde

M} ={1 <n <k;Re(\,) >0},
My, ={1 <n <k;Re(\,) <0},
M} ={1<n<k;Im(\,) >0},
M, ={1<n<kIm(\,) <0}

e Re(\,), Im(\,) sao respectivamente as partes real e imagindria do nimero complexo

An. Desde que Z An| < @ para qualquer M finito, considerando M = M}, M., M,

neM
e M, ., obtemos
> Re(\)|=|Re | > A< D] M| <
neM;, neMp, neM;,
ST (FReM))| = {Re [ Do M ][<] D] M| <
neEMp, neMp, nEMp,
Z Im(\,)| = |Im Z M | < Z Al < a,
neM} neM; neM}
Z (—Im(\,))| = |Im Z A || < Z An| < a.
neMy neMy neMy
k
Portanto, Z IAn| < 4a, e o resultado segue, pois k é arbitrério. [ |
n=1
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Teorema 2.3.7 Seja (1,)0°, uma sequéncia em um espago de Banach E. Entao as
sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) (x,)22, € incondicionalmente somdvel.

(2) Para todo € > 0, existe n. € N tal que se J é um subconjunto finito de N com
min J > n, entao
D>

(3) (ra)iin € CF(E) € Jim [[(2)32l = 0.

<eE.

Além disso, se (azn)n 1 € incondicz’onalmente somdvel em E, entao para toda permutagdo

o de N temos que an Zxa

n=1

Demonstracao: (1)=-(2) Suponhamos, por absurdo, que (2) seja falsa. Entao, existe
e > 0 tal que para todo m € N, existe um subconjunto finito J dos naturais com min J >

>

neJ
Isso nos permite construir uma sequéncia (.J,,)>°; de subconjuntos finitos dos naturais

tal que

m e > €.

minJ; > 1e > €,

>

i€Jy

S

1€Jn

min J, > max J,_; e > e,

para todo n > 2.

Agora, consideremos uma bijecao 0: N — N que leva cada inteiro do intervalo
[min J,,, min J,, + |J,,|) em J,, onde |.J,,| é a quantidade de elementos de J,,. Isso é possivel
pois o nimero de inteiros do intervalo [min J,,, min J,, + |J,,|) é igual a |.J,,| e porque, tanto
os intervalos quanto os J, sao disjuntos entre si.

n

Afirmamos que a sequéncia S, = ng(k) nao é de Cauchy. De fato, é possivel

>

nEJn
Tomando p = minJ,, — 1 e ¢ = min J,, + |J,,| — 1, teremos ¢ > p+ 1 > m e assim

q
Z Lo (k) Z T

k=p+1 kedn

escolher, para todo m € N, algum dos J, C N, com minJ, > m e > .

15 = Spll =
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Portanto, (Z,(,))s2, ndo é somavel, isto é, (x,)72; nao é incondicionalmente somavel, o
que é absurdo.

(2)=(1) Seja 0: N — N uma bije¢ao qualquer e consideremos a sequéncia S, =

Zxa(k). Fixe ¢ > 0 e escolha n. € N de acordo com (2). Entao existe m. € N,

suficientemente grande, de modo que {1,...,n.+1} C {o(1),...,0(m.)}. Assim, para
¢,p € Ncom g >p+1>mg, temos que o(p+ 1),0(q) > n., e portanto

||Sq - Sp” =

-3

k=p+1

| T a<e

ne{o(p+1),...,0(¢)}

q p
Z Tok) — Z Lo (k)
k=1 k=1

n
Logo, (S,)5, é de Cauchy. Como F é Banach segue que a série S, = ng(k) é conver-
k=1
gente. Entao, (z,)7; é incondicionalmente somavel.
(1)=-(3) Suponha que (z,)5, seja uma sequéncia incondicionalmente somével em FE.
Entao, pelo item (2), dado € > 0 existe n. € N tal que

Do

neJ

<e,

para todo subconjunto finito J C {n.,n. +1,...}.
Pelo Teorema de Hahn-Banach, para todo ¢ € Bg temos

g )

neJ

<e€

neJ
oo
e pelo Lema 2.3.6 segue que Z lo(z,)| < 4e, para todo ¢ € Bg. Entao

ne—1

Z|‘P$n|—2|§0$n|—l—2|4pxn|<+oo

n=ne

donde (z,)5°, € ¢¥(FE). Além disso, para todo
k > e = H(xn)n k” 1 — H l’n n=ng le S 457

isto é, kh_{{.lo ||($n)f:k‘|w1 = 0.

(3)=(1) Se (x,)>2, € ¥ (F), dado £ > 0 existe n. € N tal que

o
k> ne = [[(2)iillon = sup Y le(e)] <e.
(,OEBE/ n—k
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Dessa forma, para todo conjunto finito J C {n.,n. +1,...} temos que

2 elan)

< sup Z\gpxn|< sup Z|g0xn|<€

peB E

neJ

Assim, do item (2) segue que (z,,)%; é incondicionalmente somével.

Agora vamos provar a tltima afirmacao do teorema. Seja (7;)32; uma sequéncia
o0

incondicionalmente somavel. Devemos mostrar que * = x,, onde z = E Tje T, =
j=1

Z To(j)- Por (2), dado € > 0, existe m. € N tal que

m

Z Lo(j) =

j=1

<€
37

>

neJ

<_

wlm

para n,m > m, e J C N finito com min .J > ¢.
Sejam 1 =0 (j1),...,me = 0(Jm.), com ji,...,Jm. € N e tome m = max{ji,..., Jm.}-
Assim, m > m, e

mMe me m m
lz— 2ol = |z=> 2+ 2= T+ D To() — To
j=1 j=1 j=1 Jj=1

< e =Dow| 1 Dow = D wem| + || DTl — o
j=1 j=1 j=1 j=1
< DT =D Tat)
j=1 j=1
2
= 35 + an < g,
neJ
onde J = {1,...,m}\{1,...,m.}. Logo, x = z,. [

A condigao (3) do Teorema 2.3.7 motiva a préxima defini¢ao.

Definicao 2.3.8 Seja p > 0. Uma sequéncia (z,)5%, em um espago de Banach F é
incondicionalmente p-somdvel se (z,)72, € £} (E) e klim [(zn)nzklly, = O

Denotamos por KZ(E ) o conjunto de todas as sequéncias incondicionalmente p-soméveis
em E. A seguir veremos que £;;(£) é um subespaco fechado de £;/(E), logo completo.

Proposigao 2.3.9 (}(E) ¢ um subespago fechado de £;)(E).

35



Demonstragao: Sejam (7;)32,, (y;)52, € £;(E) e A € K. Note que,

0 < ()52 + Mw)5Zall,, < @)i2all,, + I @5)520

Em (2.12), fazendo n — oo, obtemos

(2.12)

Hw,p'

lim || (2;)32,, + A(y;)

n—oo

=0,

|
J=n1lw,p

e portanto
(75)721 + Myy)i2y € 6(B),
donde £;(E) é um subespago de £/ (E).

Agora, considere p > 1 e seja (:L’(k’))oo uma sequeéncia em €Z(E). Denotemos, para

k=1
cada k, ¥ = (xgk), xék),xék), . > . Entao, para cada k, temos
lim ‘ (mék)> = 0.
n—oo ]:n w,p
Logo, dado £ > 0 existe n(()k) € N tal que
n > n(()k) = ’ <x§k)> ' < g. (2.13)
=1l p
Suponhamos que %) — z = (z7)32, em £)(E), ou seja, existe ky € N tal que
1
L S C e I (CONEETS
= su Ty —x; = || z; —(z;)2 < —.
= Ko SOGBI; 1 LTy J i )iz ilj=1 o 9
Dessa forma, para todo n € N,
1
N (k) AN (k)\ > 2
k> ko= sup ’gp <xj — a:j> < <xj > — (75)72, <= (214
pEBE j=n j=n w,p 2
Observe que
o o k 00 k 0o
le)Eall,, = ||, = () "+ (al)
g j=n j=n w,p
N I oM
J=n w,p J=n w,p

e, por (2.13) e (2.14) segue que

we = ), < =

ou seja, ¥ = (7;)32, € {;(E). Portanto, (}(E) é fechado em £;(E).

O caso 0 < p < 1 é facilmente adaptado do caso p > 1 elevando a poténcia p cada
p-norma |||, . [
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2.4 Sequéncias misto somaveis

Nesta se¢ao e no restante do capitulo, para 0 < ¢ < s < +00, denotamos por s(q)" o
numero que é g-conjugado com s, isto é, que satisfaz

1 1 1

4=,
s(q) s ¢
!

Quando ¢ = 1, s(1)’ é simplesmente o conjugado de s, ou seja s(1)' = 5.

Definig¢ao 2.4.1 Sejam 0<qg<s<+4o00. Unma sequéncia (z;)52, em E é misto (s;q)-
somdvel se x; = 7;x}, para todo j € N com (7;)32, € Lyqy e (29)32, € L¥(E).

Denotamos por £p,(sq)(E) o conjunto de todas as sequéncias misto (s; ¢)-somaveis em
E. Para (2;)22) € li(sq)(E), definimos

@, .15

onde o infimo ¢ tomado sobre todas as representagoes possiveis de x; = zj para todo
J €N, com (7;)%2, € Ly e (:109);’;’1 e r(E).

H ('IJ >,(7X=)1 Hm(s,q) = lnf || (Tj)jil Hs(q)’

Veremos que o conjunto £y,(sq)(E) ¢ um espaco vetorial e que [-[|,, ., define uma
norma (g-norma se 0 < ¢ < 1) em £y, 5.9)(E).

(i) E claro que o vetor nulo (sequéncia nula) pertence a Urn(siq) (E).

(i) Sejam ()52, € lin(s;)(E) e A € K. Devemos mostrar que (A75)32) € lin(sig)(E).

Com efelto como (2;)52) € lm(siq)(E) segue que, z; = 7;27 para todo J € N com
(75)521 € Ly © (x?)jil € (Y(E). Como Azj = A7;x) para todo j € N, e {4y é um
espago vetorial, entao (A7;)52; € Ly €, consequentemente (Az;)52; € (sq) (EF).

Para provar que a soma de duas sequéncias em fp,(s.q)(F) ainda estd em £, (5,q)(E),
usaremos um resultado de caracterizacao das sequéncias misto soméaveis devido a Bernard
Maurey [23]. Para a prova deste resultado, precisamos de algumas defini¢oes e resultados
como o Lema de Ky Fan.

O Lema a seguir compara a norma ||x,|| com H(:vj);?';le(s;q), para todo n € N.

Lema 2.4.2 Se (2;)52) € l(sq)(E), entdo |z, < H(x]);”:l” , para todo n € N.

m(s;q)

Demonstragao: Seja (2;)52, € ly(siq)(E), entdo pela definicao x; = 7,49, para todo
j € Ncom (75)52, € lyqy e (29)52, € L¥(E). Para cada n € N temos

o0 a7
s(q
ol — anxan:vunxzus(Zw@’) 2]
=1

= H(T]>;<;1||s(q)’

0
ar 2P o))

1

sl s (zw )—uw;zlus(q)
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Consequentemente,
l2n|| < inf [|(75)52, ]

0
S(q)' (.Z'] ).;)11 ||w7s )

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes possiveis de x; = zj?, para todo
j € N com (Tj);";l € lyqy € (x?)j‘;l € (Y(E). Portanto, [|z,|| < H(xﬂ?il”m(s;q)‘ [ |

Antes do Lema de Ky Fan precisamos de algumas defini¢oes e de um lema que garante
que se um subconjunto C' de um espaco normado é convexo, entao o interior desse sub-
conjunto, denotado por int C, é convexo.

Lema 2.4.3 Seja E um espago normado e C' C E um subconjunto convezo, entao int C'
€ Convero.

Demonstragao: Sejam x,y € int C, entao existe r > 0 tal que B(z;r) C C e B(y;r) C
C. Como C' é convexo segue que tB(z;r) + (1 — t)B(y;r) C C para todo t € [0,1]. Mas
tB(x;r)+(1—t)B(y;r) = B(tx+(1—1t)y;r). Com efeito, seja z € tB(x;r)+ (1—1t)B(y;r),
entdo z =ta + (1 —t)b, com a € B(z;r),b € B(y;r) et € [0, 1]. Assim,

|z = (e + (1 =yl = [fta+ (1 —=1)b—te—(1-1)yl
lta —tz+ (1 —¢)b— (1 —t)y||
[t(a — ) + (1 =) (b—y)ll
tlz —all + (1 = 1)ly - bl
tr+(1—t)r=r.

ARPVAN

Portanto, z € B(tx + (1 —t)y;r).
Agora, seja z € B(tx+(1—t)y;r). Queremos mostrar que z = ta+ (1 —t)b, para algum
a € B(z;r) ealgum b € B(y;r). Sejaa = z— (te+(1—t)y)+xeb=z—(tz+(1—1t)y) +vy,
entdo a € B(x;r),b € B(y;r) e
tz—(te+ (1 -ty +z)+ 1 —t)(z— (tr+ (1 —t)y) +y)
=tz—ttx+(1—-t)y)+te+(1—t)z— (1 —=t)(te+ (1 —t)y)+ (1 —t)y
=z—(te+(1—-t)y) +tx+ (1 —-t)y =z

Portanto, z € tB(z;r) 4+ (1 — t)B(y;r). E fica provado que tB(z;7) + (1 — t)B(y;r) =
B(tx + (1 —t)y;r).
Assim, B(tz + (1 — t)y;r) C C e, consequentemente tz + (1 — t)y € int C. [ |

Definicao 2.4.4 Seja E um espago vetorial. Uma fungao f: E — R ¢ dita convexa se
fOz+ (1= Ny) <Af(@) + (1 =N f(y)
para quaisquer z,y € Ee A € (0,1).

Defini¢ao 2.4.5 Seja X um espago topolégico. Uma funcdo f: X — (—o0,+0o0] é
chamada semicontinua inferiormente se o conjunto

{reX: f(x)>a}

¢é aberto para todo ponto a € R.
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Definicao 2.4.6 Uma colecao F de funcoes reais f definidas sobre um conjunto K ¢é
denominada concava se, paran € N, f1,...,f, € Feay,...,a, >0 taisque ag + ... +
a, = 1, existe f € F que satisfaz

r) > Z a; fi(z)

para todo z € K.

Definicao 2.4.7 Sejam X um conjunto nao vazio, M uma sigma algebra de X e xy algum
ponto em X. Denomina-se medida de Dirac em xo, a medida p: M — [0, +00] definida
por

] 1, se ;o€ A
MA)_{O, se g€ A

para todo A € M.

Defini¢ao 2.4.8 Uma familia (A;);c; de subconjuntos do espago topoldgico X tem a
propriedade da intersecao finita se para toda subcolecao finita A;,,..., A;, tem-se que
n

(A, #0.
j=1

Agora estamos em condigoes de provar o importante Lema de Ky Fan.

Lema 2.4.9 (Lema de Ky Fan) Seja K um subconjunto compacto e convero de um
espaco vetorial topologico de Hausdorff e seja F uma familia concava de fungoes reais,
convezas e semicontinuas inferiormente, definidas sobre K. Seja p € R e suponha que
para cada f € F existe x € K com f(x) < p. Entdo é possivel encontrar xo € K tal que
f(zo) < p para toda f € F.

Demonstragao: Como cada f € F é semicontinua inferiormente, para cada ¢ > 0 o
conjunto

B(f,e) ={x e K: f(x) <p+¢}

é fechado (ja que seu complementar é aberto).
Vamos provar que a colegao das B(f,e), com f € F e e > 0, tem a propriedade da

intersecao finita, pois da compacidade de K, concluiremos que ﬂ B(f,e) # (. Com

feF >0
C
efeito, se ﬂ B(f,e) = 0, entio K = (§)¢ = ( ﬂ B(f,5)> = U B(f,e)t.
feF e>0 feF.e>0 feF.e>0
Como K é compacto, existem fi1,...,f, € F eeq,...,e, > 0, tais que

n n C e
= UB(f:e)" = <ﬂ B(f;,¢;) ) = [1B(fie) =0,
j=1 j=1 j=1
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contradizendo a hipdtese. Logo, ﬂ B(f,e) # 0 e qualquer xy € ﬂ B(f,e),
feF,e>0 feF,e>0
satisfaz f(xg) < p, para toda f € F. Portanto, basta provar que B(fi,e1) N ... N

B(fn,en) # 0.
Sejam A = {(fi1(x),..., fo(x)) e R": x € K},

Q:[)(A) = {Z)\j&j : /\j >0, a5 € A, Z)\J = 1}
j=1 j=1

a envoltéria convexa de A e D = {(t1,...,t,) eR":t; <p+¢;, j=1,...,n}.
D é convexo, pois sejam «, 3 >0 com a+ F=1e (t1,...,t,),(S1,...,8,) € D, entdo

alty, ..., ty) + B(s1,. .., 8n) = (aty + Bs1, ..., aty, + PBsy)
eparaj=1,...,n,
atj+Ps; < alp+e;) + Blp+e;) =(a+B)(p+e) =p+e;

Logo, a(ty, ..., tn) + B(s1,...,8,) € D.

Assim, segue do Lema 2.4.3 que int D é convexo e além disso é nao vazio, pois contém
a bola fechada de centro (0,...,0) e raio p denotada por B,(0) C R".

Suponha que €y(A) Nint D = (), entao pelo Teorema da Separacao de Hahn-Banach,
existe (aq,...,a,) € R™ (pois (R")" = R") que, sem perda de generalidade, podemos
supor satisfazendo |a| + ...+ |a,| = 1 e existe a € R tais que

n
Z a;t; < a para todo (ti,...,t,) € int D
j=1

Zajtj > « para todo (t1,...,t,) € €(A).

=1

Como Xe; € B,(0) C D entao Ae; € int D se A < p, logo A\a; < « para todo
Jj = 1,...,n. Note que os a; sao positivos pois se fossem negativos, existiria A < 0 e
A< a% com A < p tal que Ao; > o 0 que é absurdo, logo o + ... + oy, = 1. Como F ¢
concava, existe f € F tal que

f@) =) ajfix)
j=1
para todo x € K e como f;(x) € €y(A), para j =1,...,n, entao

f@) 2 aifile)z a2} jajlp+e)> ) ajlp+ min ) =p+ min e >p,
j=1 ]:1 _]:1 EARRS] =1,...,n

40



para todo z € K o que é absurdo por hipdtese. Logo, €o(A) Nint D # (). Agora, para
(t1,...,tn) € €o(A) Nint D temos que

ti=> Mefj(ze)
k=1

paratodo j=1,...,ncom A,..., A\, >0, talque \y +...+ N\, =1lexy,...,2, € K.
Como K ¢ convexo, £ := A\z1 + ...+ A2y € K e como cada f; é convexa obtemos

pte;>t;= Z)\kfj(xk) > f; <Z )\kﬂﬁk) = fi(z).
k=1 k=1

Portanto, x € B(fj,¢;), para j = 1,...,n e, consequentemente ﬂ B(f;,e;) #0. N

Teorema 2.4.10 Sejam 0 < ¢ < s < 400 e (7;)%2, € ((E). Entdo as sequintes
condicoes sao equivalentes:

(1) (7;)32, € m(s; q)-somdvel.
(2) Se W (Bgr) denota o conjunto de todas as medidas requlares de probabilidade definidas

nos borelianos de Bg: (Bg: munida com a topologia fraca estrela), entdo

1 [e.e]

( / \@(%)!Sdu(w)> ety
By

j=1
para todo € W(Bgr). Neste caso,

1 [e.e]

@)l = suP (/B ()| du(w)) g

HEW (Bg)
j:l q
Demonstragao: Primeiro, vamos provar que (2) implica que

1 o0

S= sup (/B !w(l‘j)\sdu(w)y < +o0. (2.16)

neW (Bgr)
Jj=1 q

De fato, se nao fosse verdade, para todo n € N, existiria u,, € W(Bg/) tal que

1 o0

H (/B !@(xj)\sdun(so)>s > 2+n.

Jj=1 q
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oo

1 — 1
Defina y = Zg_n'u" Como cada p,, € W(Bg) 22— = 1, segue que u € W(Bpg).

Note que p > 2—npn entao,

n= 1

1 o0 1 o0

(/B |s0(rvj)lsdu(<ﬁ)>s > (/B Iw(xj)|52indun(so))s 221:2%:71

j=1llg j=1

para todo n € N, o que é absurdo por (2), logo vale (2.16).
A = 8 50 o = @ oo
(2)=-(1) Seja p = > > 1, entao p’ = == pois,

Defina,

K = {(@-);?il €ly:y & <8, &20,j¢ N} C ty.

Jj=1

Nao ¢ dificil provar que K ¢ convexo, fechado e limitado em ¢,,. Como /¢, é Banach e
reflexivo segue de [5, Corollary 3.22] que K ¢é compacto na topologia fraca de £, .

Para e >0, u € W(Bg), m € Ne ()32, satisfazendo (2), a fungo f. . (z;)m: K —
R dada por

m

Fntonm(E)20) =3 (6 + ) /B (@) *dule)

Jj=1

¢é continua. J& que a funcao x > 0 +—— ﬁ ¢ convexa segue que [, (z,)m ¢ convexa.
Consideremos agora o conjunto formado por todas essas fungoes:

F = {feptoym € >0, p € W(Bg), m e N e (2;)52, satisfaz (2)} .

A familia de fungoes F é concava. Com efeito, dados f 1) voes f (n) e F
517,“‘17(37]' >7m1 En )u‘n< ) mn

eag,...,op, > 0tais que oy + ...+, =1,
o[y @] = e[S e [ o () anie]
! j=1 E!

- ;;(@—i—ai)p/By gp(a :L’g))
= f(wi(a}w(vi))m)”*"%‘ ((§)521) € F

i=1,j=1

n

1=

di(¢p)

Para cada 5 € N seja,



e vamos provar que (5]-);?’;1 € K. E claro que & > 0, para todo j € N e

D =

Zf Z(/ () d(p >> < s,

assim (§;)52, € K. Com isso,

NE

feu (), ((53)] 1) =

<.
Il
—

s, lo(@)du(y

I
M=

5[y ot taut)) ™ <]

s, le(@i)Pdu(p)

(fB  lo(zs)Pdu(e

_ f(/ o) Pl >) a

Jj=1

NE

e
P

<.
Il
-

Logo, pelo Lema de Ky Fan, existe (£7)52, € K tal que f((£])32,

(/B o))yl ) B () *du(p)
)

) < S9, para toda f € F.

Assim, para todo € > 0, ¢y € Bgr, m € N e d,, a medida de Dirac temos

Ms

Feio o)) = S o) / o) 6 ()

<.
Il
—

I
Ms

1

<.
Il

(&5 + ) loo(z) < 57,

I
Ms

.
Il
_

(€ o) [ / o) + /{ N Iw(l’j)lsd%(w)]

(2.17)

Se x; # 0, entao &) # 0. De fato, suponha que £ = 0. Note que a desigualdade (2.17)
vale para todo e > 0, p € Brr e m € N. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe ¢ € Bgr tal
que ¢(z;) # 0, com isso |p(x;)]* # 0. Assim, tomando ¢ suficientemente pequeno temos

1 S
Sl = 5

o que ¢ absurdo, logo &} # 0. Para x; # 0 defina 7; = (§O)$
defina 7; =0 e m? = 0. Agora, temos

[e'e) , [e'e) M [e'e) ,
2P =2 gl =2 lgl < s
j=1 j=1 j=1
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(i oo 22) \8> - (i oo (1) |S)i _ (i (@) |900($j)|8>

para todo m € N e ¢y € Bgr. Fazendo m — oo temos

(Z‘gpo (x(;)’s> SS%:> sup (Zko(x?)r) §S%.
n=1 PEBp

n=1

Portanto, (z;)32, = (zjo);il € Uin(s;) (E) e além disso,

J
(+9) 2,

<8 (2.18)

w,s

H (xj)]o.;l Hm(s;q) S || (T]);)il Hs(q)’

(1)=(2) Seja ()32 € lm(s:q)(E), entdo x; = 7523, para todo j € N com (7;)32; € Ly(gy
e (29)52, € ¥(E). Para cada p € W(Bgr) temos,

- (Z (/ @(xj)sdu(¢)>s)

q

1

(( / |so<xj>13du<w>> )

A
—~
Q
:)—/
RS
I
»

)
2
2

E]

IA

pEBE

[l sup (Z ; <x9>|5)
j=1

= H(T]);illls(q)’ (x?)?ile,s < +OO

Observe que a quarta desigualdade segue diretamente da Desigualdade de Holder para
sequéncias. Logo, vale (2) e além disso, como pu foi tomada arbitraria, segue que

(x?);)il Hw,s :

S S H (Tj>;>i1 ||s(q)’
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Consequentemente,

$ <inf [[()524

(x?)?ile,s = H(xj);)ile(s,q) ’ (219)

onde o infimo ¢ tomado sobre todas as representacoes possiveis de x; = zj?, para todo

j € Ncom (75)52; € lyqy € (29)32, € (¥(E). Portanto, de (2.18) e (2.19) segue que

H <xj);>i1 Hm(s;q) = 9. u
Agora estamos aptos a terminar a demonstracao de que £y, (s, (£) é espaco vetorial.

(iii) Sejam (a;j);?‘;l, (yj)]?‘il € l(s;)(E). Devemos mostrar que (x; + yj);?‘;l € lim(siq)(E).

Temos dois casos para analisar:

1° caso: Seja s > 1. Pelo Teorema 2.4.10 segue que

( / Iw(%)lsdu(so)> , ( / |90(yj)|5du(90)> ety
Bpy Bpy

j=1 j=1
para toda p € W(Bg/). Como £, é um espago vetorial obtemos

1 oo 1

(é WQMWM@>S + (é M@MWM@)S € (.

Agora, usando o fato de que Ls(Bg/, A, i1) é um espago normado, como definido no
Capitulo 1, para cada j € N segue que

(/ rso<xj+yj>\5du<¢>)ss<[3 \w(xj)\sdu(¢)>s+</3 !s@(yj)!sdu(@))s-

Portanto,
1\ 00

(@\M%+%WW@O € 4,

Jj=1

e novamente pelo Teorema 2.4.10 resulta que (75 + ;)52 € lin(s;g)(E).

2° caso: Seja 0 < s < 1. Note que |p(z;) + ©(y;)]® < |p(z;)]® + |p(y;)]°, conforme
Exemplo 1.1.3. Dal,

/B o(a; + y)Pdp(p) < /B o)) dule) + / ()P ().

Como

(/ Iw(l’j)!sdu(w)y cty=Y (/ IsO(ij)lsdu(@)) < too,

—
j=1 !

1\ o0 1\ ¢
S
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logo

( / Iso(l’j)lsdu(so)> €ty
By j=1
De maneira analoga, é possivel verificar que

[e.9]

(/B Iw(yj)lsdu(sa)> € L.

J=1

Como (4 é um espago vetorial segue que
B

(/B \w(%)!sdu(s@)Jr/B \@(%)\8@(@) € la,

J=1

Portanto,

1 o

B

€l = (/ !w(xﬁyj)lsdu(w)) € {,
Bg/

Jj=1

o0

( / o(z; +yj)\sdu(90)>

7=1
e pelo Teorema 2.4.10 resulta que (7; + 4;)32; € lin(siq)(E)-

Corolario 2.4.11 Se 0 < ¢ < 5 < +00, entdo Ly (s;q)(E) € um espago vetorial normado
(g-normado se 0 < g < 1).

Demonstragao: As trés primeiras propriedades da definicdo de norma (g-norma) seguem

diretamente da definicao de ||-||,,, ), conforme abaixo:

W @52l = 2E 1520 @324, = 0.

(ii) “(xj).;?o:]-Hm(s;q) = 0 se, e somente se, (z;)52, = 0.

De fato, se H(l’j)?ilum(s;q) =0, segue do Lema 2.4.2 que

0 < ol < @)1, = O

sa)
para todo n € N. Portanto, ||z,|| = 0 e, consequentemente xz,, = 0 para todo n € N, ou
seja, (z,)5%, = 0.

Agora se (xj);?‘;l = 0, entao x; = 0 para todo j € N. Logo, podemos escrever x; = 7;x
com 7; = 0 para todo j € N e (29)52, € £¥(E). Assim,

(”(J)‘)Jiluw,s =0

0
J

H (Tj)ﬂqil Hs(q)/

Com isso,
0 < [[@)52]] sy < N5 Ms@ 1 (@5)524 llos = 0.

Portanto H(:L‘j)(;ile(s;q) =0
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(iil) Sejam (7;)52; € Lin(sig) (E) ca € Kcoma # 0. Entdo x; = 7,29, para todo
J € N com (TJ) °L € ﬁs(q re (29)52, € £¥(E). Note que, az; = at;z) para todo j € N com
(a7;)52) € Lyqy € (29)52, € f“’( ). Assim,

}(x?)]oil Hw,s

(l’?)?il Hw,s ’

H(Oﬂjj)jil}lm(&q) S || aTJ j= 1Hs(q

= |Oé‘ H Tj jles(q)’

Consequentemente,

<:v?>§~’ile,s

H(a%)?ilﬂm(s;q < |a]1nf|| )7 1” (@)

Por outro lado, como (aw;)32; € li(sq(E), segue que ax; = jy?, para todo j € N

com (5])?.;1 € gs(q)’ € (y?);il € g;U(E) Assim, x; = %y? para tOdOj € N e além disso
(léj);’il € Es(q)’ € (y?);il € g?(E) LOgO,
(%),
o j=1

\\<y?>§’il}|w,s
= a6z,

s(q)

ezl < \

Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por |a| temos

[ 1 €3)720 gy < 10, 1WA,
Consequentemente,
‘Oél H(x])ﬂoile(s,q) < lnf” J 1Hs(q H y] Jj= 1st
- H Oéfljj Jj= 1||m(sq (221)

Portanto, de (2.20) e (2.21) temos que H(a%)f"ll”m(s;q) = |of H(xj)?ilum(s;q)‘

Note que o item (iii) também segue facilmente do Teorema 2.4.10, mas como ele nao
é necessario para a demonstragao, preferimos fazer a demonstracao utilizando apenas ar-
gumentos basicos, que também serao tuteis durante o texto.

(iv) Para provar este item dividiremos em casos.
Primeiramente, considere ¢ > 1. Neste caso devemos verificar que

H(’%]);il + (y])?ile(&q) < ||($J>Joil||m(s,q) + H(y]);)ile(s,q) ’
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para toda (7;)22, (15)52) € lm(sig)(E). Com efeito, sejam (7;)52,, (¥;)721 € lin(sq) ()
entao,

1 o

s

H(xJ)J 1+ () j= 1” = sup o(x; +y;) [ dule ))
,U«EW BE’ BE’ -
J= q

1
s

j=1 q

1 o0

< sup / o) dule oy du(p)
HweEW (Bgr) Bpy BE’

Suevsvlth,> ‘ (/BE Iso(fcj)lsdu(w))s + (/BE Iw(yj)lsdu(@)S

Jj=1 q J=1 q
1 oo 1 o0

< sup (/ Iso(fcj)|sdu(so)> +  sup (/ !w(yj)lsdu(¢)>
nweW (Bgr) Bgy neW (Bgr) Bg/

J=1 q J=1 q

Agora, quando 0 < ¢ < 1 pela Definicao 1.1.2 basta mostrar que
)52+ @5 e < @D g 115
para toda (:Bj)jzla (?Jj)j:1 < gm(s;q)(E)-

Temos dois casos para analisar.
1° caso: Se s > 1. Sejam (7)1, (4;)521 € lmn(siq)(E), entao

1\ 00 a
12520 + )52 [y = | SUP / [l +y5)I*dulp)
’ HEW (Bpr) By
Jj=1 q
1 o0 q
B / lo(e; + ) du()
}LEW(BE/) By )
]:1 q
1 o0 1 oo q
< swp / |s0(wj)lsdu(90)> 4 / |w(yj)|sdu(90)>
LEW (Bpr) By By
J=1 J=1llg
1\ ©0° q 1\ o q
< s / o(e;)Pduu(p) 4 / o(y)*dule)
nweW (Bgr) By ) By )
j=1 q j=1 q
1\ 0 (|4 1\ % (|4
< sup / o) dule) +oswp / ()P du(p)
HEW (Bgy) Bgr ) HEW (BEr) By )
J=1lly j=1ll,

- H(x]);)ilen(s,q) + || yj Jj= 1||m(sq
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2° caso: Se 0 < s < 1. Sejam (7;)32,, (5)32) € lin(sig)(£), entao

1 oo q

@)+ @)l = | _sup / (@ + ;) dule)
) /LGW(BE/) BE/ -
J= q

» b

o0

J=1

o hQ

— sw / o(e; + u) P dule)
neW (Bgr) Bg/

< MEVSV%EE,) (/BE Iso(ﬂcj)lsdﬂ(sO))j1 - (/BE |<,0(yj)lsdu(so)> |

Jj=1

n ( /B |so<yj>|8du<so>>

» hQ

@ hQ

o« hQ

[e.9]

< s (/ Iso(mj)lsdu(so)>
weW (Bgr) Bpy

i=1||q¢ J=1]|a
q ’ ’ q
< s ([ e@irate)) |+ s | et
HweW (Bgr) Bg/ j=1|| 4 nEW (Bgr) Bg/ j=1]| 4
l‘ o) q 1\ 00 q
= sup (/ \s@(xj)|sdu(so)> +  sup (/ |s0(yj)lsdu(<p)>
neW (Bgr) Bgy HeW (Bgr) Bg/
Jj=1 q Jj=1 q
fe’e) q 00 q
= H(x])]:le(s’q) + ||(y])3:1||m(s,q) :

Proposicao 2.4.12 ((yy(s,)(E), || - [lm(sig)) € um espaco completo.

e}

Demonstragao: Considere g > 1 e seja (ac(k’))k:1

uma sequéncia de Cauchy em £,,(5,¢)(E).

Para cada k escrevemos 1(*) = (xgk), xék), xék), . > € lin(si)(E). Como (ac(k’))zozl é uma
sequéncia de Cauchy, dado € > 0 existe N € N tal que
k) _ 40 £

klz N [l =20 <5 (2.22)

Para cada n € N e pelo Lema 2.4.2 temos que
k ! k ! €
Assim, para cada n € N, (x%k)> ¢ uma sequéncia de Cauchy em F, logo converge.
k=1
Sejam x,, o limite de (x%k) ex = (x,)52,. Devemos mostrar que x € fp(s;q)(E) €
k=1
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2 E22 0 Como :L’%k) koo, Tn, segue que para todo ¢ € Bpr, ¢ (x%k)> iR o(z,) e

‘go (:L‘n )’ koo, |o(x,)]°. Logo, para cada u € W(Bg) e ¢ € Bgs temos

< / Iw(wé’“’)lsdu(@>

quando k — oo. Entao,

1
s

— ( / !w(xn)!sdu(¢)> N

1\ & 1\ 00
( / [ (1) \Sdu(¢)> — ( / Iw(xn)lsdu(w)> ,
By Bgy
n=1 n=1
quando k — oo, em £,. Com isso concluimos que
1\ 00
( / Iw(xn)lsdu(w)) €l
Bg/
n=1
Pelo Teorema 2.4.10, = (2,)52; € lin(siq)(E).
Fazendo | — oo em (2.22) obtemos
& €
k>N= H:v( ) — me(s;q) < 3 <€,
donde klim e® = g,
O caso 0 < ¢ < 1 ¢é facilmente adaptado do caso ¢ > 1 elevando a poténcia ¢ cada
g-norma || - ||;n(s;q)- u

A préxima proposicao é sobre inclusoes dos espacgos das sequéncias misto somaveis.
Antes veremos duas observacoes que serao utilizadas nas demonstracoes que faremos sobre
as inclusoes.

Observacao 2.4.13 Temos que ({ngq)(E), || - lm(gq) = (QSU(E), | w.g)-

Com efeito, note que

Seja ()32 € li(gq)(E), logo z; = zj? para todo j € N com (7;)22, € lx € (a:g));”;l €
7 (E). Como (7;)52; € Lo, segue que sull\]) |75 < 4o0.
Je
Para mostrar que (7;)32, € (;(F), basta verificar que (¢(z;))32, € {, para todo
p € E'. Seja p € E'| entao

Sl = 3 letmad)l = il el < 3 (suplnl) e
= SN ] = I 3 o

< @zl suwp Y leE@)]* = 1@l @)y, < +oo.
=1
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Portanto, para todo ¢ € E' temos que (¢(7;))52, € £, e como
(e zall, < 1)l @D,
segue que

Izl = s lltell, < 1@l ez,
o

onde z; = 7;27, para todo j € N com (7;)32; € s e (29)52, € £¥(E). Tomando o infimo
sobre todas a representagoes possiveis de z; = zjg para todo 7 € N, temos que

H<xj)]9i1Hw,q = inf H(T]).C;Ozluoo H(x(]));.ozlnw,q - H('T]).;)Ozlum(q,q) ’

Com isso, provamos que
gm(q;q)(E) - EZJ(E) S H(xj)goile,q < H(xj)]oile(q;q)-

Agora, seja (r;)22, € ((F). Note que, x; = 1-x; para todo j € N. Entao tome

7, = 1 e ) = z; para todo j € N, assim z; = 7;2) para todo j € N com (75)%2, =

()32 € loo e (29)32) = (25)52, € LY(E). Logo (2;)52) € lm(g:q)(E) €, consequentemente

U (E) C (g (E) e além disso,

@)l < NN EDZ,
= 17 @3zl

= H(x]);)ilnw,q
Portanto (gm(q;q)(E)a | - Hm(q;q)) = (gqtf(E)v | Nlwq)-
Observagao 2.4.14 Temos que ({i(ooiq)(E), ||+ [lmooiq)) = (g(E), || - |lg)-

Com efeito, note que

Seja (25)221 € Lin(ooiq) (E), logo x; = Tj:c? para todo j € N com (7;)32, € {, e (x?)‘?il €

(3 (E) = lo(E). Como (75)52, € {4, segue que Z |75]? < +o0.
j=1
Agora, vamos mostra que (7;)52, € {,(E). Temos

o0 o0 o0 o0
Sl = Ylimadl = Skt < Sl (supla2)f)
j=1 j=1 j=1 j=1 nel

o)

~ (eaple) S o = i s < o

Jj=1
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Portanto, (7;)32, € {,(E) e, consequentemente £y, (co;q)(E) C £4(E). Além disso,

[CRY Z\|%\|q< a5l 1Rl
isto é,
)3zl < TE)5all, D, -

Tomando o infimo sobre todas as representacoes possiveis de x; = T]:v para todo j € N
temos

IG)32all, < w32l 1R = @5 e
Agora, seja (xj)iol € (,(E). Note que z; = ||x]||HIjH7 para todo j € N, entao tome
7 = ||zl e 29 = H '7 bara todo j € N. Logo z; = 7529, para todo j € N com (7;)52, =
(il € e @ = (127)7 € tolB) = 2(8), pois supaf] = sup HH L
- J J
Assim, ()52 € lm(ooi)(E) €, consequentemente £q(E) C (o0 ( ). Além disso
(ICORS M [(CHY W CHRSI NS RS

Portanto (€m(cog) (E); || - [lm(oeg) = (a(E); || - [lq)-

Proposicao 2.4.15 (1) Se 0 < q < sy < 81 < 400, entdo

(@) lrnsr:q)(E) C lin(saia) (E),

(b) ||($j)j:1||m(52;q) > H xj)?ilnm(sl;q)’ para toda (xj)jo'il € gm(suq)(E)'
(2) Se 0 < q<s<+oo, entio

(0) linisiq)(E) C (E),

(0) (|52l < 1(@)520[]y0iqyr PO toda (25)321 € lingsig) (E).
(3) Se 0 < q<s<+o0, entio

(@) lin(siq) (E) C Ly (E),

(b) ”(%)50:1”8((1)/ < ”(*Ij)?il”m(s;q); para toda (xj)go'i1 € Lin(siq) ().
(4) Se 0 < q < g2 <s<+o0, entdo

(0) Lo (E) € Lo <E>,

() ” )72 1||m(sq2 = ” )7 1||m(sq) para toda ()52, € i (siqr)(E).
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Demonstracao: (1) Para demonstrar esse item dividiremos em trés casos.

1° Caso 0 < ¢ < s3 < 51 < +00: Seja ()72 € lm(ssq)(E), entao x; = 7,29 para todo
j € Ncom (75)52, € sy € (27)32, € (¥ (E). Defina,

ijBE/ — K
o — [ile) = o(z)).

Assim,
1\ o0
52 oo
sup (1 ([ letepldute = swp (5 )
MGW(BE/) By /.LEW(BE/) q
Jj=1 q
< sup (”fjHle(BEru));il
neW (Bgr) q
ﬁ [o¢]
= sup / [o(z;) [ dp(e)
peW (Bjr) B
J=1 q
— ||(:cj);<;1}|m(m) < +00. (2.23)
Portanto, para cada u € W (Bg),
1\ © 1\ o
59 52
(/ |80($j)|s2dﬂ(¢)> < 400, isto ¢, (/ Iw(ml”du(w)) SR
Bg/ Bg/
i=tlly i=1
e pelo Teorema 2.4.10 segue que (7;)32; € lim(syq) (E). De (2.23) temos
1\ o0
52
)5 ) = Sup / o(x;)*du(e < ()52 .
i = 50 ( [ lotapran >> | <l
J="q

2° Caso sy = ¢: Seja (ij)§11 € l(s19)(E), entdo x; = zj? para todo j € N com
(15)521 € s gy © ($9)J°°;1 € ly (E). Assim,

ap (Steter) = s (Sletatr)

Q=

QOGBE’ K,DGBE/ ]:
> q
= sup | > [mlle(ad))?
QDEBE/ j=1
_1 1
> , Sl(‘])/ o0 s1
< (DIl sup | Y [ ()]
7=1 ‘PGBE/ j=1
= g N < o0 21
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A terceira desigualdade segue diretamente da Desigualdade de Holder para sequéncias.
Portanto, pela Observagao 2.4.13, segue que (7;)32; € € (E) = liygq) (E) = lin(syg)(E).
Agora de (2.24) obtemos

H (ZE'] >.(7>O:1 ||m(52;q) S H <T])JO.;1 Hsl(q)’ (x])(;il Hw,81 '

Consequentemente,

H(mj);O:IHm(sz;q) < inf H(TJ);)ZIH (xj)?ile,sl - H(xj);?ilumm;q) '

s1(q)’

3° Caso 51 = +00 : Seja (7)52) € li(syig)(E) = £o(E) pela Observacao 2.4.14. Suponha
que z; # 0 para todo j € N e tome

xj = ||| 7 —
||-Tj sa(a)’
com 7; = ||x; 2@ ¢ 29 = ——, para todo j € N. Assim,
a1 °2(@
> q s2(q)’ >
> (=)™ = 3 a7 < oo
j=1 j=1

q [e.o]
e portanto, (7;)52, = <||$J s2<q7> € lyy(qy- Agora,
j=1

o0

> bl Z||x]||q<+oo

Logo, (z9)%2, = < L ) € ly,(E) C 1y (E) pela Observagao 2.2.4, consequente-
1

[Ja5| #2(2)"

mente (2;)52; € li(syq) (E). A?gora,

(5)352

Jj=1 Hw,sg

}}(xj)ﬁl‘}m(SQ;q) < H(Tj)ﬁlHSQ(q)' 3
< @), g 1@,
oo 32(61)/ 0 %
= (ZH%H(’> ZH%’Hq)
=1 =1

) 5
= (Z ||xj||q> = ||(xj>;ill|q - H(%);‘;lum(suq) '
j=1

0(2) Seja (2)52) € li(sig)(E), entdo w; = ;2 para todo j € N com (75)32, € lyqy ©
(27)32, € LZ(E). Como ()32, € £ (E), pois Li(sq)(E) C (g (E) = 6 (E) e

0 < lim H ;) i meqS lim H 75) j= mH , lim H J meSZO’

m—oo m—oo 5(0)" m—oo
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segue que TrILl_I)IlOO H(xj);";mﬂwq = 0. Temos pela Defini¢ao 2.3.8 que (z;)52, € ((E) e

H (xJ)Joil Hw,q - || ([E] );.il ||m(q;q) S H (xj)(;il Hm(s;q) S H (T])]Oil Hs(q)’ (x§]>;.il ||w,s ’

Tomando o infimo sobre todas a representagoes possiveis de x; = zj?, segue que

H(%‘)ﬁle,q < inf H(Tj)}ilus(q)/ <93?>?‘;1||w,s - H(%)ﬁl\\m@;q)-

(3) Seja ()32 € lin(siq)(E). Dado & > 0, existem (75)32, € Lyqy € (29)52, € L¥(E) (a
qual podemos tomar com H(x?);‘ilnw ,=1) comz; = zjg para todo j € N, satisfazendo

T2l 1Dy € @) 1@ -

Agora @324l = @D, = 1e

J 1Hwoo

1

- W\ (S ops@’ | "
@, = (ZHW&’H ) =(Z 0 )

j=1 =1

(Z 9 sup ) —sup 2] (Zm o )

j=1 neN

= @Al 152y < @+ &) (@520 < 00

( (4)

IN

Portanto, (7;)32; € lyqy (E) e como € é arbitrdrio segue que
1)l gy < 1@y

(4) Primeiro vamos mostrar que s(q1)" < s(g2)’. Temos

Entao,

1 1 1 1 1 1 1 1
3 5 = > = s(q1) < s(q).

s(q) ~ s(qa)

Seja (asj);-’ol € lin(siqn) (E), entao :173 = 7,2 para todo j € N, com (75)%2, € lyqy €

29) ., € (Y(E). Como s(q1)" < s(q)’, pela Proposicao 2.1.4 segue que Lygy C Lo,y
7/5=1 s (q1) (g2)

LOgO? (Tj)jqil S 68 (g2)" © ‘ T j= 1||S(q2/ < H(Tj>?.;le(q1)/> ou seja, (‘xj)?il S gm(S%QQ)(E>‘
Além disso,

0
<xj>?°:1||w,s

|| (Tj)?il Hs(qg)’

|| (Tj)?il Hs(ql)’

H(xj)iile(S;qz)

VARRVAN

(xEJ);il ||w,s :
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Consequentemente,

H(xj Jj= IH (5392) < inf H TJ j= 1||S(q1 (xj)(;ileys - ||(xj);i1||m(s;q1)‘

Nosso préximo objetivo é mostrar que o espaco das sequéncias m(s; q)-soméveis estéd
entre o espago das sequéncias absolutamente g-soméaveis e o espaco das sequéncias fraca-
mente g-somdveis no seguinte sentido: £,(E) C ly(s,)(E) C £ (E) para 0 < ¢ < s < +o00.
Provaremos antes alguns resultados necessarios.

Se 0 < ¢ < 400, denotamos por £° E) o espago vetorial de todas as sequéncias

m(q;q) (
(z;)32, em E tal que x; = 7;29 para todo j € N, com (7;)22, € ¢o e (23)32, € (Y(E).

Definimos,

1(2)521 lmggzg) = I0E 1(75)52 1 ool ()52 g

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes possiveis de x; = zj? para todo
j €N, com (1), € ¢ e (29)52, € L¥(E).

Proposicao 2.4.16 Se( < q < +o0, entdo Em(qq (E) C liigq)(E) €| Imgq < ||-||21(q7q).

Demonstragao: Seja (z;)52, € 60 s (E), entao x; = 729 para todo j € N, com

(15)52, € co e (29)2, € LY(E). Como co C Lo segue que (7;)2, € (. Portanto,

277
(1‘])]:1 G E q7q)(E) (§]

1z )52 lmasa) < 1173521 oo ll(25)324 llug-

Jj=

Tomando o infimo sobre todas as representagdes possiveis de x; = 7;2) para todo j € N,
com (75)52; € ¢y e (z )J | € LY (E) temos

1)1 lm(@a) < I 1175521 oo | (@5)521 g = 112321 Im(gsa)-
]
Teorema 2.4.17 Se 0 < g < +o0, entdo ({3 (E), || - llwg) = (G (E)s I - D))
Demonstragao: Seja ()52, € 6 o (E), entao x; = 749 para todo j € N, com

(75)321 € co e (29)52, € £ (E). Assnrn

1@)52llwq = @)1 lm@a) < @)1 Imgg) < 175520 0lo0ll (@5)52 1 g

Em particular,

1z )52m g < 1(73)52 0 oo 1 (2552 g

para todo m € N. Entao,

hm | (z wq = 0.

0< Tim [(2)7[lwq < lim |[(75)72 ) %mllu

m—0o0
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Portanto, lim ||(2;)52,,|lwq = 0 e pela Definigdo 2.3.8 resulta que (7;)32, € £;(E). Além

disso,

()52 llwg < i0f [(75)520 ool (25521 lwg = 1(25)521 gy

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes possiveis de x; = zj? para todo
j € Ncom (75)52, € co e (29)32, € LY(E).
Para mostrar a recfproca, seja ()52, € ¢;(E). Defina

O, = sup Z|¢ )7 e o ):ZW(%’W’

(i)EBE/ .

para todo n € N. Pela Definicao 2.3.8 temos lim o, = 0.

n—oo
Podemos supor o,, > 0 para todo n € N, pois se 0, = 0 para algum n € N, entao

|¢(z;)] = 0 para todo ¢ € Bgr e j > n. Pelo Teorema de Hahn-Banach ||z;|| = 0 para
todo j > n, entao x; = 0 para todo j > n e o resultado segue trivialmente. Para ¢ > 0,
existe m € N tal que

(o) < min { S(112,)32 )51 (2.25)

1, sen <m
Pn = 1 )
(on)2, sen>m

para todo n > m. Seja

N|=

entao (pn)n 1 € Co, ||(pn)n 11”00 lel>p; >ps>...>0. Defina p,(¢) = (0n(9))

1
n > m. Note aue p = (72) = (ou(6))} = pa(0), logo (pa) ™ = £ < L = (pu(6))".
Agora podemos escrever

sup Z pn) ()|

Wl
I

Sup
- o épn)wxnw + n;(pn)%(mmq)

- :nzm;pn)-qu(xn)w + 2 ()" (i 6l - fj |¢<xj>|q)]

< é@n)—wxnnq) - s Lil(p’“)_l (fj 6l — f} |¢<xj>|q)]
< o fj |¢<xn>rq> v s (n§1<pn<¢>>—l<on<¢> - an+1<¢>>)

- o i r¢<xn>rq> - s (n;@nw»l [(onle)? — <pn+1<¢>>2}>

< (l@)all,,,) + suw (_Z <pn<¢>>—1<pn<¢>+pn+1<¢>><pn<¢>—pn+1<¢>>) = (%).

¢€BE/
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Observe que (pn ()™ (pn(®) + pri1(9)) = 1+ 22242 <141 = 2. Assim,

) < (Izall,,) + s (Z 2<pn<¢>—pn+l<¢>>>

(H (xj);il Hw,q> ' +2 ;;I; Prm+1(0)
= (lnzall,,) + 2om?
(lezill,,) += (@)
=+ ([ezl,,)"

Agora seja p, = (\,)?, para todo n € N, entao

sup Y [o((N) 'zy)|" = sup Z:IA ()l

¢€ E/ -_

= sup ij )" ()|

¢€BE/ .
< (1+e) (H<wj>;°iluw,q)q-
Isto mostra que (()\j)_lxj);?’;l cly(E) e
[zl < A+ @),

Como (X;)2; € ¢o e [|(A))32 IH < 1, concluimos que (x]) °, e

(E) e

(g;9)

lnf|| )2l 1) )il
71 'oo H
1(4)52 1H () )3l ,

< (14| jlew,q-

H (xj Jj=1 Hm(q;q)

IN

Como ¢ foi tomado arbitrario, segue que

l@alby < M)l

Teorema 2.4.18 Se 0 < g < s < +00, entdo £y(E) C ly(sq)(E) C ), (E).
Demonstracao: Vimos que {(E) = l(c0;q)(E) € pela Proposicao 2.4.15 item (1) temos
que gm(OO;q)(E) - Em(S;q)<E)' Logo, éq(E) C Em(S;q)(E) €

Agora vamos mostrar a outra inclusdo. Pela Proposigao 2.4.15 item (2) segue que £y, (s, (£) C
ly(E) e pelo Teorema 2.4.17 temos que (¢ (E) = Egn(q;q)(E). Logo, Ly (s;q)(£) C Egn(q;q)(E)
e

1(2)52 1 gsey = 11(2)521 g < 1(25)524 i
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CAPITULO 3

OPERADORES ABSOLUTAMENTE
SOMANTES

Com o objetivo de demonstrar a versao do Teorema de Dvoretzky-Rogers para sequéncias
misto somaveis, definiremos os operadores (p, m(s;q))-somantes e provaremos algumas
caracterizagoes destes operadores assim como o Teorema do Dominacao de Grothendieck-
Pietsch e o Teorema da Fatoracao de Pietsch para operadores absolutamente p-somantes.
Em seguida, definiremos os operadores completamente continuos, compactos e fracamente
compactos. Além disso, provaremos que todo operador absolutamente p-somante, en-
tre espagos de Banach, é fracamente compacto e completamente continuo e entao con-
cluiremos que a composicao de operadores absolutamente p-somantes é compacto. Com
isso, mostraremos que o operador identidade no espaco de Banach E sera absolutamente
p-somante se, e somente se, ' tem dimensao finita. Por fim, provaremos o Teorema
de Dvoretzky-Rogers para sequéncias incondicionalmente p-somaveis o qual serd uti-
lizado para demonstrar a versao do Teorema de Dvoretzky-Rogers para sequéncias misto
somaveis.
Considere neste capitulo £ e F' como sendo espacos de Banach sobre K.

3.1 Operadores (p, m(s;q))-somantes

Definicao 3.1.1 Sejam 0 < ¢ < s < 400 e p > ¢q. Um operador linear T: £ — F
é (p,m(s;q))-somante se (T(x;))52, € £,(F) para toda ()52, € fmsq)(E). Quando
s = q < +00, temos Ly (qq)(E) = (7 (E) e neste caso dizemos que T' é absolutamente
(p, q)-somante. Quando s = p = ¢ dizemos simplesmente que 1" é absolutamente p-
somante.

Se p < ¢, entao o unico operador linear T satisfazendo a Definicao 3.1.1 é o operador
nulo. De fato, suponha que exista T" # 0 satisfazendo a definicao com p < ¢. Entao existe
a € E com a # 0, tal que T'(a) # 0. Para toda ();)32, € {4, temos que (\ja)32; € (o(E) C
Um(sig) () e (A T(a))32, € £,(F). Mas isso implica que (A;)52, € ¢,. Portanto, £, C £,
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com p < ¢ e pela Proposigao 2.1.4 segue que ¢, C ¢,. Com isso ¢, = {, para p < g o que
é absurdo.

Denotamos por L, m(siq) (£ F') o espaco vetorial de todos os operadores lineares
(p, m(s; q))-somantes de E em F.
Para T € L pm(s;q)) (£ F') consideramos o operador 1y m(s;) (1) ((75)52,) = (T'(5))32,

(
para toda (2;)32; € ln(sq)(E). E claro que V(s (T)((75)52,) € £,(F). Com isso,
Y(pm(siq)) (1) é€ um operador linear bem definido de £y,(s,q) (£ ) m /,(F). Quando s = ¢
um

escrevemos Y(pq) (1) ao invés de Y m(g:q)) (T'). Neste caso, e (1) é um operador linear
bem definido de £’ (E) em £,(F).

A seguir veremos que todo operador (p, m(s;q))-somante de E em F' é continuo.
Lema 3.1.2 Se T: E — F ¢é um operador (p, m(s; q))-somante, entio T € L(E; F).

Demonstracgao: Suponha que 7' nao seja continuo. Entao para qualquer n € N, existe
yn € E, tal que |T(y,)|| > 2"||yn||- Definindo x,, = Hz_ZH temos

HT(:vn)H > 2", para todon € N. (3.1)

Agora, como 27 > 1 segue que 5; < 1, logo

21__ :}2(5) < +oo,

Tn
2n

entao (”2”:;) | € Ly(E) C (s, (E) pelo Teorema 2.4.18.
Vamos provar que ( (“27—))” . & Lp(F). Suponha que (T (g—z))zozl € (,(F), logo

T (&) === 0, ou Se\\Jﬁ( )|T2z n) 2%, () e ainda HT(;")” ", 0. Entdo para € = 1, ex-
o

iste ny € N tal que < 1, para todo n > ng. Portanto || T(zn,)| < 2" o que

é absurdo por (3.1). Logo, (T (& ))n:1 ¢ (,(F) mas isso também é absurdo pois T" é
(p,m(s; q))-somante. Portanto T é continuo. u

Provemos o seguinte teorema de caracterizagao para os operadores (p, m(s; q))-somantes.

Teorema 3.1.3 Se T: E — I ¢ um operador linear, entao as sequintes condi¢oes $ao
equivalentes:

(1) T ¢ (p,m(s; q))-somante;
(2) Ypmsign(T) € um operador linear bem definido de Cyy(s,q)(E) em Lp(F);
(3) Ypmsign(T) € um operador linear bem definido e continuo de (s, (E) em £p(F);
(4) Existe C > 0 tal que
(T ()i llp < Cll(5)71 lmsia)

para todom €N, z; € £, j=1,2,...,m;
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(5) Existe D > 0 tal que

(T ()72l < DI(2) 721 lmsia)

para toda (77)52) € li(siq)(E).
Neste caso,

|V m(sig)(T)|| = inf{C : C satisfaz (4) e (5)}.

Demonstracio: (1)<(2) E a prépria definicéo.

(1)=(3) E claro que Y(pm(siq) (1) estd bem definido e é linear. Vamos provar que seu
grafico é fechado. Sejam (x%k))zozl € Un(ssq)(E) € ¢(p7m(s;q))(T)((x£Lk))iil) € (,(F) para todo

n € N, tais que (x%k))zozl converge para (T5)3ey em Cpy(sq)(E) e w(nm(s;q))(T)((:c%k))z"zl))

converge para (yi)p>, em £,(F'), quando n tende a infinito. E, consequentemente temos

que T(x%k)) converge para y; em F' e 2P converge para xj em F, para todo k£ € N. Como

T é continuo, resulta que T' (:vglk)) converge para T'(xy) para todo k € N e pela unicidade do
limite temos que T'(z) = yx, para todo k € N. Portanto ¥, m(s:q) (1) ((@k)521) = (Yk)52y
e, por conseguinte Y, n(s;q)) (1) é continuo.

(3)=(1) E Sbvio.
(3)=(5) Como ¥ (pm(siq)) (1) é um operador linear e continuo, segue que
19 msian (T)((25)5Z0lp < mam(sian (THH25)521 Imisia-

Fazendo D = ||%(p.m(s:q)) (1) || obtemos

(T ()32 lp = [V mesan (T ((25)5Z 0y < DII(5)721 lmsia)-

(5)=(3) Como T é um operador linear, segue que Y m(sq)) (1) ¢ linear e, por (5)
temos que Y m(s:q)) (1) € continuo.

(5)=-(4) Basta fazer C' = D.
(4)=-(5) Basta tomar o limite com m — 0. [

Nosso préximo objetivo é mostrar que (L m(siq) (E; F), || - [|(pm(siq))) € um espago de
Banach. Mas antes veremos que se definirmos

1T pmsay = [Y@mso)(Dl = nf{C : C satisfaz (4) e (5)}
para todo T' € Ly m(siq)(E; F), entao || - || (pm(siq)) ¢ uma norma (p-norma se 0 < p < 1)
em Ly m(s;q) (E; F). De fato, primeiro vamos mostrar que || - ||(pm(s;q)) ¢ Uma norma para
p=> L

(i) Claramente ||T']|(pm(siq)) = 0.
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(i)

(iii)

Devemos mostrar que ||| (pm(s;q)) = O se, e somente se, 7' = 0.

Se T' = 0 entao,

1Tl pm(sa) = 1V@wmisg) (D)l
= sup % m(sian (T)((25)520) I

H(CE]) 1Hm(s q)<1

= sup (T (5))5% [l = O

H(l’j);@ﬂ‘m(s;q)gl

Reciprocamente, se ||T||(pm(siq)) = 0, entao ||t pm(siq))(1)|| = 0 consequentemente
Vpm(sig)(T) = 0, isto é, (T'(x;))32, ¢ igual a sequéncia nula, para toda ()52, €
lm(siq)(F). Em particular, T'(x;) = 0 para todo j € N e toda (2;)52, € li(sq)(E).
Sejam x € E e (x,0,0,...) uma sequéncia em £p,(sq)(£). Assim, T'(x) = 0 para todo
r € FE, entao T' = 0.

Sejam T' € Ly m(siq)) (£; F) e A € K. Vamos mostrar que || AT || p.m(siq)) = [ AT || pomsiq))-
Temos

AT [[pm(ssa)) = V@m(sa) AN = | A m(s:) (T) ]
= |)\|||w(p,m(s;q))(T)H = ’)‘|HTH(IJ,W(5;(1))'

Sejam T', S € Ly m(s:q))(E; F) e vamos mostrar que ||7+ 5| pm(sia) < 1T oim(sia)) +
1S 1| (pm(s;q))- Temos

1T+ Sllpmsa) = Y@msaT + )
% pmssa)) (1) + Yipm(sig) (S|

< W(pmsq>( M 1m0 ()]
= ||T|| (pm(s;q)) T ||S||(p,m(5;q))'
Por fim, vamos mostrar que || - [|(pm(sig)) ¢ Uma p-norma para 0 < p < 1. Sejam
T,S € Lipm(siq)(£; F). Temos,
HT+SH(pmsq) - prm(é“]) (T + 9]

= ||7vb (p,m(s;q)) (T) + w(p,m(s;q))(S)Hp
< NYwmsa) (DI + [[Yemsan (S
= |7l y ST

(p,m(s;q)) (p,m(s;q))"

Proposicao 3.1.4 Sep > 1, entdo (Lpmsig) (E; F), || lpm(siq))) € um espago de Banach.

Demonstracao: Seja (7),)72, uma sequéncia de Cauchy em L, m(sq))(E; F). Temos
que (T,)2, é uma sequéncia de Cauchy em L(E;F). De fato, como L, m(s:q)) (E£; F) C

n=1

LEF)el || < lpm(sq)): entao dado e > 0 existe ng € N tal que

n,m > ng = |1, — Tl (pmisig)) < €- (3.2)
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Por outro lado,

1T = Tonll < T = Tonll pumsia)) < € (3.3)

)
n=1

Logo, (T,,)2, é uma sequéncia de Cauchy em L(E; F'), que é completo, portanto (77,)
converge para algum 7' € L(E; F'). Para todo n € N consideremos o operador

w(nm(S;q))(Tn): gm(S;q)<E) — L(F)
(@)72r — (Talz)))j2

J/j=1 j=1-

Yy m(s ))(Tn) estd bem definido é linear e continuo. Portanto, (V(pm(siq)(Th))oe; €
L(lp(s;q)(E); £,(F)). Vamos provar que (Y(pm(siq)(Tn))oe; ¢ uma sequéncia de Cauchy
em Ll (s.q)(E); £p(F)). Temos

|’¢(p,m(8;q))(T> 7vZ}(pqu ( )H

= sup [ Wm(si) (Tn) ((25)521) = Cpam(sian (Tm) ((25)520) 1o
H(xj)?olem(s;q)Sl

= osup [[(Ta(25))5) — (Tm(5)) 5720l
H(wj);)ile(e,q)Sl

- Sup (T — Tm)(xj));?ilnp
H(x])]oile(s,q)Sl

=T, — T |(p7m(8;q)) <&,

para todo n,m > ny.
Como /,,(F') é completo, segue que L(Lpy(s;q) (£); £,(F)) é um espaco de Banach. Assim,
(Y(pm(sig) (Tn)), converge para algum S € L(lpy(siq)(E); £p(F)). Logo,

¢(p7m(8;q))(Tn)(w) — S(w),

para todo w € (s, (E).
Se (75)321 € lm(s;g)(E), dado € > 0 existe n; € N tal que

n 2 = (|[Ygmesg) (Tn) ((25)720) = S((25)720) [l < e

Seja (y;)721 = S((25)521) € £y(F), logo

nzmn = (Z [T () — yj!|p> - I(T(z))52: = (W3)ially < e

j=1
Portanto, para todo j € N e n > ny, temos

1T(x;) = yjl| <&, ouseja, lim Tp(z;) = y;. (3.4)
Como T,, — T em L(E; F') obtemos

lim T, (z;) = T(z;) em F, (3.5)

n—o0
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para todo j € N. Logo de (3.4), (3.5) e pela unicidade do limite, segue que

(T(x;))52 = (W3)52 € G(F).

Portanto, T' € L m(s;q) (E£; F).
Como Y(pm(siq)) (1) — S existe N € N, tal que

n>N = |[Yepmesa(Th) — S <e

= sup U p.msian (Tn) ((25)721) — S((25)720)llp < €
H(x])]oill‘m(s,q)gl
= sup [(Tol;))520) — (T(25))320)llp <€

H(x]);ill‘m(s,q)gl

o0 P
= s (S - T <e
H(x]);ill‘m(s,q)gl j=1

= N = Tllpmisa) <€
Portanto, T;,, — 1" em Ly m(s;q)) (£ F). [
Com a préxima proposigao veremos que o espaco dos operadores (p, m(s; ¢))-somantes

tem a propriedade central de ideais de operadores.

Proposigao 3.1.5 SeT € Lipm(siq) (£ F), S € L(D;E) e Re L(F;G) entao RoToS €
L pm(s;q)(D; G). Além disso,

HR oTo SH(p,m(S;q)) < ||RH HTH(p,m(S;q))HSH'
Demonstracao: Vimos que

T = Qs (D) lngsgy(B) — Lp(F)
(z;)52, — (T'(x5))32

j=1 j=1

estd bem definido ¢ linear, continuo e |7 pm(s:q) = 1V pmsia) (T)]-
Definimos

R:ﬁp(F) - €p<G)
()72 — (R(x)))}2

j=1 j=1-

R estd bem definido ¢ linear, continuo e ||R|| = ||R|. Com efeito, para toda sequéncia
(z5)32, € £,(F) temos

IRl = <Z||R<xj>||p>
I (Z ijupy

= RNl < +oo,

IN
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com isso, }?i((x]);’;l) = (R(7;))52, € £,(G), ou seja, R esté bem definido, j4 a linearidade
é 6bvia. Pela desigualdade acima temos

1R((z)52 )l = I(R@))Z 1l < IRIN )31 s
logo R é continuo e além disso ||R|| < ||R||. Por outro lado,

IR@)| = [[(R(2),0,0,..)[l, = [ R(z,0,0,...)],
< [IR[II(z,0,0,.. ), = 1R[]zl

0 que permite concluir que ||R|| < ||R||. Portanto, |R|| = ||R]|.
Agora, definimos

A

Sigm(s;q)(D) — gm(s;q)(E)
(S(;))5

(x;)52 — j=1-

S estd bem definido é linear, continuo e ||S| = ||S||. De fato, seja (2)521 € lin(sig)(D).
Entao, z; = 729 para todo j € N, com (75)2, € lyqy e (23)32, € £¥(D). Observe
que S(z;) = S(r;29) = 7;9(«}) para todo j € N. Devemos mostrar que (S(x;))32, €
Uim(s:q)(E) para isso, basta provar que (S(z9))52, € (¥(E) ja que (75)52, € lyqy. Como
(29)32, € £¥(D), para todo ¢ € D' temos

1(25)5 1 s = sup <ZI¢($?)IS> < 400
j=1

@wEBp/

e, consequentemente para todo ¢ € E’

1
s

1S llws = sup ZI@D(S(HS?))P)

pEBE

@ =

= s (2 |<soos><x3->|s)

QOEBE/
S AR
= sup @ o9)(x) e
sup {2 Moo s) J)') 131
= w51 (3| (vo o) )]
e\ El
~ g s\ s
= ||S]| sup <g00—> Y :
9 2, (Z 1) 7

S
Para todo ¢ € E’, com ||¢|| < 1 segue que ¢ o ﬁ eD e ngo ﬁH < ||¢||H =|lo| < 1.
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Entao,

<<p o ﬁ) (a7)

E]

1
8)5

1(S@7)5Z ) lws = IS sup (Z

pEBp j=1

VAN

ISl sup (Z Iv@?)ls)

Bpy

IS (2552 llw,s < +o0

e, consequentemente (S (a:?))‘]";l € (¥(E). Claramente S ¢é linear.
Para (2;)52 € lin(s;q)(D) temos que z; = 7;27 para todo j € N, com (75)32, € Ly(qy
e (29)52, € ¥(D). Como S(z;) = 7;5(«9) para todo j € N, com (7;)32; € Ly e
(S(29))52, € £¥(E) resulta que
15(@ )20 lms:ay = 1105 (@)1 lm(sia)
< 1) sty 1S @5))52 s

= ISII(T)52 1 star 1 (@5)52 luw.s-

Consequentemente,

15 ((2)720) lm(ssa) 1511 inf [[(7)52 1 lsgay 1 (25)321 llws

<
< IS5 lmsia)-

Portanto, S é continuo e |5 < ||S]|. Por outro lado,

1S = 11(5(2),0,0,0,..)|lmsa)
= |15(2,0,0,0,...)|lm(sq)
< ||S||H<x707070a---)Hm(S;q)
= [ISHli=ll;
0 que permite concluir que ||S|| < ||S]| e entdo ||S| = ||5].

Assim, mostramos que ||| p,m(s:0) = [1¥@mes:an (D = T 1R = | &[] e [[S] = [5]-
Para toda (7;)32) € ly(sq) (D) temos

(RoToS()2, = (RI(S(;



Portanto, RoT o S € ,C(pjm(s;q))(D; G)e

IRoT o S| pmesay = [RoT oS
= sup [|R(T(S(x)))ll

=<1

< swp RIS ()]

llzll<

= || RIIT|| sup [|S(2)

Jall <1
= [IRIITIIS|
= Bl lpmsan 151

Vejamos algumas notacoes. Quando s = ¢ < +00 escrevemos E?; q)(E ; ) ao invés de

Lpmga) (E; F) e || - [las,(pg) a0 invés de || - |[pm (@0)- E quando s = p = ¢ escrevemos
LP(E;F) ao invés de L7 (B F) e || - |lasq a0 invés de || - las(g,0)-

Se s = ¢ podemos acrescentar mais trés condi¢oes no Teorema 3.1.3.

Teorema 3.1.6 Se T': E — F € um operador linear, entdo as sequintes condigoes Sao
equivalentes:

(1) T € absolutamente (p, q)-somante;

(2) Yipg)(T) € um operador linear bem definido de £y (E) em €,(F);

) (T)
(3) Yip.g)(T) € um operador linear bem definido de €;(E) em £,(F);
(4) Yip.g)(T) € um operador linear bem definido e continuo de £;)(E) em £,(F);
)(

(5) Uip.g)(T) € um operador linear bem definido e continuo de €;(E) em £,(F);
(6) Eziste C >0 tal que
(T (25)) 71l < Cll(5) 7 g
para todom €N, z; € E,j =1,2,...,m;
(7) Existe D > 0 tal que
(T (25))721lle < DI(25)721 llw.a
para toda ()52, € (7 (E);
(8) Existe H > 0 tal que
(T (25))5% 1y < HI[(25)521 g
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para toda (v;)52, € (;(E).
Neste caso,

[Vpay(T)|| = inf{C : C satisfaz (6) e (7)}

||¢(m) (T) |€};(E) I
= inf{H : H satisfaz (8)}.

Demonstragio: Pelo Teorema 3.1.3 basta provar a equivaléncia entre (3), (5) e (8). E
claro que (5) implica (3). Aplicando o Teorema do Grafico Fechado, temos que (1) implica
em (5) e (3) implica (5). E claro que (5) implica em (8) com H = 1.0 (T)|ex () I Com
certeza (8) implica em (6), com D = H e sabemos que (6) implica em (1). n

Os operadores absolutamente p-somantes tem uma caracterizacao interessante dada
pelo Teorema da Dominacao de Grothendieck-Pietsch.

Teorema 3.1.7 (Teorema da Dominagao de Grothendieck-Pietsch) Sejam (0 < p <
400 e K € um subconjunto normante e fechado de B/, Bg: munida com a topologia fraca
estrela. Um operador linear T: E — F € absolutamente p-somante se, e somente se,
existem uma constante C >0 e p € W(K) tais que

@l <o ( [ le@pau) (3.5
para todo x € E. Neste caso,
| T ||asp = Inf{C : C satisfaz (3.6)}

Demonstragao: Suponha que existam C e p descritas na hipétese acima tais que a
desigualdade (3.6) ocorra para todo x € E. Seja (z;)52, € £;)(E), entao por (3.6) temos

e < e ( [ letlan).

para todo 7 € N. Assim, fazendo o somatério com j = 1,...,m temos

Tl = S ITel?
S [ et Pduts)

_ o /K >l Fdu()

IA

< CPsup Y () Pu(K)
peK =1

= CPll ()il

w?p’
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paratodom € N, z; € Eej=1,...,m. Portanto, pelo Teorema 3.1.6 T" ¢ absolutamente
p-somante e

[T]asp < C. (3.7)

Para mostrar a reciproca, sejam 7' um operador absolutamente p-somante e D =
||T||as,p- Considere o espago vetorial topolégico (C'(K))’, munido com a topologia fraca
estrela. Pelo Lema 1.2.13 sabemos que W(K) é um subconjunto compacto desse espago.
Para cada familia finita (z;)j, constituida por elementos de F, defina a fungao associada
Pgyym, : W(K) — R por

Z[IIT o)l =0 [ letapPanto)|.

Consideremos agora o conjunto formado por todas essas fungoes:
F i={P,m, : (¥;)j~, ¢ uma familia finita com elementos em E}.

Agora, verificaremos as hipéteses do Lema de Ky Fan para entao aplica-lo.
(a) A familia de fungoes F é concava. Com efeito, dados P, DML Dy, o € F
L j= ’ =
e ay,...,o, >0 tais que ag + - - 4+ ,, = 1, temos

Z ai®(xj’i);n:i1 (1) = 041‘1)(%1);’;11 (1) + -+ Oénq’(:cj,n);fgg (1)

_ Z% [Z (Il = 07 [ leterauts )>]

7j=1

S - L) o
= &); min (W) E€F.

(az :EJZ)j 1,i=1

(b) Verifiquemos que cada fungao Pgyym, € F é convexa. Com o objetivo de aplicar
o Teorema da Representacao de Riesz, mostraremos primeiramente que a aplicagao

pe K — o) €R

pertence a Cy(K), para todo ponto x em E. Para isso lembre da imersao isométrica linear
entre £/ e B definida por

Jp: E — E”
r — Jp(x): B —K
Je(z)(p) = ¢(2)

e que E’ estd munido com a topologia fraca estrela. Desse modo, seja (), uma rede
convergindo na topologia fraca estrela para ¢ em K. Entao

[oa(@) P = [Je(@)(@n)" — [Je(@) (@) = |p@)P,
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e portanto a aplicagao ¢ € K — |p(z)|P é continua. Sejam € > 0 arbitrario e z € E. Da
continuidade que acabamos de provar segue que o conjunto

{p € K:lo@)f > ¢}

é fechado em K. Mas como K é fechado em Bg que por sua vez é compacta, segue que
K é compacto na topologia fraca estrela e, consequentemente, {¢ € K : |p(x)|P > €}
é compacto em K. Portanto a aplicacao ¢ € K — |p(z)|P estd em Cy(K), para todo
ponto x em F.

Por fim, mostremos a convexidade de q’(mj)gf;l- Para isso sejam pg, o € W(K) e
A€ (0,1). Assim,

D gyym, (Apn + (1= A)po)

m

> iz -0 [ Jota, |pd<Au1+<1—A>u2><¢>}

Jj=1

i{nm =07 (3 [ Tetapdte) + 0= [ lote)Pauato))

=1

AET:?[HT z)|l" = D" / o)) Py (0 >]+

Z[HT r)lP - 7 / ol dualie)]

7=1

I
.

Observe que a segunda igualdade é uma aplicacao do Teorema da Representacao de Riesz.
(¢) Agora vamos mostrar que cada funcao <I>(xj);_n:1 € F é continua e, consequentemente,

semicontinua inferiormente. Para isso seja (p), uma rede convergindo para pem W(K) C
M(K). No item (b) vimos que a aplicacao

onde z € F, pertence a Cy(K). Aplicando o Teorema da Representacio de Riesz, segue

que
/K (@) Pdpn(i0) — /K (@) Pdu()

para todo ponto x em E. Logo,

S [ = [t pinto)] — 3 I~ [ lote)pane)

=1 Jj=1

e, por isso, <I>(xj);,n=1 é continua.
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(d) Como K é normante, pela Observagao 2.2.6, vimos que

1)y = sup (Z!@ ;) )

Agora, a fungdo f: K — R dada por f(¢ (Z lo(x;) > ¢ continua na topologia

fraca estrela de K, assim f assume maximo em R, isto é, existe ¢y € K tal que

el = (Stener ) = ated,

Se 0., denota a medida de Dirac em ¢y, temos

e lia) = [T =07 [ Iota)isuo)]

[HTWHP ([ L TplaPdsae) + /{ N a5, (0)) |

WT ()" = DPlpo(;)I"]

v

= (@@l = D7 3 ool
= [T )~ D || (ool |
= [@Cimll, - D7)l

Como T ¢é absolutamente p-somante, pelo Teorema 3.1.6 temos que
p p
(T ()5l < D7 (@i,

o que implica @(g)m  (0g,) < 0.
Pelo Lema de Ky Fan, existe uma medida o € W(K) tal que @ ym (o) < 0 para
todo ® € F. Em particular, tomando m =1 e z; = x € F, segue que

|T(@)|” - D /K (@) Pdpo() = B (j10) < 0

para todo ponto x em E. Consequentemente,

@< | [ el (33)

para todo ponto z em E. Além disso, das desigualdades (3.7) e (3.8) segue que [|T'],, , ¢
a menor das constantes que satisfazem a desigualdade (3.6). [ |
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3.2 Resultados de inclusao

Nesta se¢ao veremos alguns resultados de inclusao para os operadores (p, m(s; ¢))-somantes.
As duas inclusoes a seguir, como veremos, podem ser facilmente verificadas.

Se 0 < p1 < pa, entao L, m(sig) (£ F) C Lipym(sig)) (E; F). Isto decorre facilmente do
fato que ¢, (F) C £,,(F).

Se 0 < ¢ < 51 < 59 < +00, entao Lipm(siig) (L F) C Lipm(sag)) (E; F). Isto decorre
facilmente do fato que £y, (sy.0)(E) C linsyiq) (E)-

Teorema 3.2.1 Se 0 <p1 <p2, 0 <1 < g2, 1 < 51, @2 < 82, 81 < $2, ¢ < pj, j =1,2
e

— <= =< == (3.9)

entao

‘C(p17m(81;q1))(E; F> - ‘C(szm(sz;fp))(E; F)

e além disso,

HT||(P2,m(S2;q2)) < HTH(Pl,m(Slzqﬂ)?

para todo T € E(phm(sl;ql))(E; F).

Demonstragao: Se definirmos

1+1 1 1 1 1+1:>1>1:>s(q)'<s(q)'
so:(q)  sa g si(g)  s1 T osi(q) sy osa(q) T osi(qy T =

»

e por hipétese p < s. Sejam S € L, m(si;q) (B F), m € Ne z; = )\jxg, j=1...,m.
Temos

[(a;S(z5)) i llpy = [1(S(ez;)) iyl
< ||S||(p1,m(51;q1))H(ajxj);n:lnm(sum)
< Sl prmisian 1) Tt s oy I 27) 7o s, (3.10)

para qualquer escolha de a, ..., a,, € K. Observe que - e 22 sao conjugados, pois
1 1 S1 S1 S1 S1 S1 1
s s T g T o o e
51 51 52 §1 S22 82
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Pela Desigualdade de Hélder para sequéncias, temos que

1

S1

s, = sw (leajx%fl)

QOEBE/

m s1
= sup (Y Iajlsllso(x?ﬂsl)

pEBE

7j=1
r 51 51 i
m s m 59
< sup [ (Do lagl ) (D lela)l
pEBE j=1 j=1
) 1 1
m s m s9
s 0\|s
- (Srer) s ()
j=1 pEBL =1

= lla)i sl @) llose-

Voltando em (3.10) concluimos que

1€038 ()71 s < 1Sl mtssiany 1A sy () Foa sl (@) 7 s

Agora vamos mostrar que s3(g2)’ < s1(q1)". Como

segue que

1 1 (1 1) (1 1) (1 1) (1 1)
— ={—-——)+|——)==|———]+|———) 20
82((12)/ 51(‘]1)/ q2 q1 S1 S2 q1 q2 S1 Sa

A desigualdade acima segue por hipdtese. Logo, s2(g2)" < s1(¢q1)’. Como p < s resulta

1S (@) 7l < 1S rmessan 1) 7t lsataay 1) Tt o (25) s sy (3:11)
para qualquer escolha de a, ..., o, € K. Em particular, para o = ||S(:EJ)||%2 temos
P2
e S(@) It =[S ()|l 7 S(;) 1!
P2P1
= [1SG)I > 15 ()1
p2pP1
= ISyl = 1S ()"
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Assim, de (3.11) temos

o m o
ZHS )|[P2 = ZH%S(%)H“ = [[(a; S ()i I,
< HSH (o m(ssa) | )7t sz aay 1) Tt 1o 1 (25) 7t s
m »
= 5N @rmesian 1) 721 L2 a2y (ZIO@V”) )51 llw,ss
7j=1
1
m P
151 r (i) 1A 71 s (ae) (ZHS II”Q) 1(23) 752
7j=1

3=

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por (Z 1S (z; ]”) obtemos

1 1

m p1 P
(Z IIS(%)H”) < 118l msriann 1) sy 11(25) 1 s
j=1

Como = p% segue que

11
pLp

1S (@) 72 llpe < ISl @ram(sisan |72 lsaay (@) 72 lw,se-

Consequentemente,
1S@)) il < NSl umsiian I 1) T2 e 11(25) 72 luw,se
= HSH(pl,m (s15q1)) H(%)j:ﬂ’m (s2;q2)+
Portanto, S € L, m(ssig0)) (£ F) € além disso, ||S]](pem(saige)) < 1S (p1,m(s1501)) Para todo
Se E(pl,m(sl;m))(E;F)' u
Corolario 3.2.2 Se 0 <p;1 <ps, 0<q1 <@, ¢;<p;, j=1,2¢

1 1 1 1
<= -

qi q2 b1 pz

entao

;Cas (E, F) - (p2 q2)(E F)

pl q1

1T llas,(p2,02) < T llas,(pr.00)

para todo T € L (E; F).
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Demonstracao: Faga s; = ¢; para j = 1,2 no Teorema 3.2.1. [ |

Teorema 3.2.3 Se0 < p <'s, entao Lipm(sp)) (E; F) C L(ESF) e |[S]],5,, < S]]
para todo S € Ly m(syp)) (£ F).

(p,m(s;p))

Demonstracao: Sejam S € L, msp))(E; F), m € Ne xy,...,2,, € E. Temos

dolaslliS@lr = > 1S layla))|P
j=1 j=1

1

HSH(pmSP H(\Oéﬂ )] 1Hs(p H(xj)}nﬂ!p,p

IN

p

s(p)

para todo aq,...,a, € K. Entao para o = ||S(z;) com j =1,...,m, obtemos

p:s
@15 ()"
+p

g[S (I = 115(z;)
15 (;)
=[Sz

p-s
s(p)’

Voltando em (3.12) temos

P
s(p)’

S ISEHI < IS, sy <Z||S(xj)|ls> ()7 (%
j=1 j=1

m s(p)’
Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por (Z IS (xJ)Hs> resulta

j=1

1— P
m s(p)’
(Z ||S<wj>||8> A [ [
Jj=1

—
s

Como 1 — ﬁ segue que

(Z HS(%)HS> < IS s 1 @) 720 15
j=1

EAS]

Consequentemente
105 (25))5 21 1ls < 1SN pancson | (25) 721 o p-
Portanto, S é absolutamente s-somante, isto é, S € L%(FE; F) e
HS”a&s < Hs”(p,m(sm))

para todo S € L m(sp)) (E£; F). u
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3.3 Teorema da Fatoracao de Pietsch

Nesta secao veremos um resultado interessante obtido a partir do Teorema da Dominacao
de Grothendieck-Pietsch, o qual é conhecido como o Teorema da Fatoracao de Pietsch,
que nos diz que podemos fatorar um operador p-somante através de um espaco de fungoes
continuas e de um espago L,(k, ;1) onde p é uma medida regular de probabilidade. Antes
precisamos de alguns resultados preparatérios para o teorema da fatoracao.

Proposicao 3.3.1 Sejam K um espag¢o de Hausdorff compacto, p € W(K) el < p <
+00. Entao o operador inclusao

Jp: C(K) — Ly(K, p1), Jp(f) = f
¢ absolutamente p-somante e ||Jp||asp = 1.

Demonstragao: E claro que a aplicagao J, estd bem definida e ¢ linear. Vamos verificar
que J, é absolutamente p-somante. Para cada w € K definimos a aplicacao d,,: C(K) —
K tal que 0,,(f) = f(w) para todo f € C(K). Entao d,, estd bem definida e é claramente
linear. Por outro lado, como w € K, temos

()] = 1 (@)] < sup £l = /o

o que implica na continuidade de ¢,, e também ||0,,|| < 1. Portanto, d,, € B(c(k)y para
todo w € K. Sejamm € Ne fi,..., f,, € C(K),

(in(ﬂHi); ( [ 1w >>
- ( / ;|fi<w>|pdu<w>>
o (St ([ o)

— sup (Zw ()l ) p(K)»

3=

P

IN

weK
1
m P
< sup [ felf)P
By \i=1
= ||(fi);i1||w,p'

Portanto, pelo Teorema 3.1.6 concluimos que o operador J, é absolutamente p-somante e
|Jp|lasp < 1. Por outro lado,

1=<u<K>>é=( / du)”=\|Jp<1>up s I = 1) < 1l

[ flloo<
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Logo, [|Jpllasp = 1. u

Agora, veremos uma proposicao que nos fornecerd uma imersao isométrica que, as-
sim como o operador da proposicao anterior, aparecera explicitamente no Teorema da
Fatoracao de Pietsch.

Proposicao 3.3.2 Sejam E espago de Banach e E' munido com a topologia fraca estrela.
Entdao o operador linear

ip: E — CO(Bg), ip(z)(p) = p(x)
€ uma 1mersao isomeétrica.

Demonstracao: Vejamos que ig estd bem definido, isto é, igp(z) € C(Bg/) para todo
x € E. Da definicao da topologia fraca estrela sabe-se que os funcionais

Je(r): ' — K, Je(r)(p) = ¢(2),

sao continuos nesta topologia para todo ponto x em FE. Segue assim que a funcgao
ip(z): Bpr — K é continua, uma vez que coincide com a restrigdo do funcional Jg(x) ao
conjunto Bgr e E’ estd munido com a topologia fraca estrela. O operador iz estd entao
bem definido e é claramente linear. A aplicacao i é uma imersao isométrica, pois

lip(@)ll = sup |p(z)| =[]
pEBE/

para todo ponto z em FE. [ |

Agora vamos estabelecer algumas notagoes. Seja K C Bp: um subconjunto normante

em F. Definimos (. (K) = {f: K — K:sup|f(z)] < —1—00} o qual é normado por
zeK

| fllee = sup|f(z)| e completo. Denotamos um elemento f € (o (K) por f = (f,)pek-
zeK

Podemos considerar a seguinte aplicacao

v ip(e) = (o(2))pen
para todo = € F. A aplicacao iy é uma isometria, pois
lir(2)|| = sup [p(z)] = |||,
peK
para todo x € F.
Definicao 3.3.3 Um espago de Banach G é injetivo ou tem a propriedade da extensao

métrica se, para todo subespaco Fy de um espaco de Banach F' e todo S € L(Fy;G) é
possivel encontrar uma extensao linear 7' € L(F;G) de S tal que ||T|| = ||S]|-
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Proposicao 3.3.4 Se K C B é um subconjunto normante em F, entdo o (K) tem a
propriedade da extensao métrica.

Demonstragao: Sejam E um espaco de Banach, Ey um subespaco de E'e S € L(FEp; o (K)).
Defina

T loo(K) — K
fo— 1)

para todo ¢ € K. E claro que 7, ¢ linear e é continua pois

7o (N =1f(p)] < zlellg\f(so)l = [[fllse-

Entao 7, o §: Ey — K ¢ linear e continua como composta de aplicacoes lineares e

—_—

continuas, e pelo Teorema de Hahn-Banach, existe 7, 0.S: F — K linear e continua tal
—_— N

que ﬂwo%: m,085 e Hﬁ“ = H7rfo S|. Consideremos, S: E — (s (K) onde

S(z) = (15 0.5(x))pek, entdo se x € Ey, S(x) = (1,0 5(x))pex = S(x). Além disso,

ISl = sup [[S(z)[| = sup sup |7, 0 S(x)| = sup sup |7, 0 5(z)|
r€BR r€BE peK peK z€BE

= sup |7, 0S| =sup|m, 0S| =sup sup |m, 0 S (z)]
K peK

we LPEK QTGBE
= sup sup |m, 0 5(x)| = sup [[S(x)] = [[5].
r€BE peK r€BE
Portanto /. (K) tem a propriedade da extensao métrica. [

Teorema 3.3.5 (Teorema da Fatoracao de Pietsch) Sel <p<+4occeT: F — F
€ um operador linear, entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) T é absolutamente p-somante;

(2) Ezistem um espago de Hausdorff compacto K, uma medida j1 € W(K) e aplicagoes
lineares A € L(E;C(K)), T € L(L,(K, pt); loo(Bpr)) tais que ipoT =T o J, 0 A.
Neste caso,

1T asp = nf [|T[[[[All,

onde o infimo € tomado sobre todas as fatoracoes.

E—Lp—"5¢ (Bp)

AJ/ TT

LP<K7 :u)




Demonstracao: (1)=(2) Como T é absolutamente p-somante, entao pelo Teorema da
Dominagao de Grothendieck-Pietsch, existe € W(Bg) tal que

P

I7@)] < [ Tllass ( / Iw(x)lpdu(@) (3.13)

para todo x € E. Consideremos a aplicacao A = ig. Pela Proposicao 3.3.2 A estd bem
definida é linear e além disso é uma isometria. Dai segue que A € L(E;C(K)) onde
K = Bp é compacto na topologia fraca estrela de E’. Temos que J, o A(E) é subespago
vetorial de L,(Bg, it). Seja agora,

S:J,0A(E) — F
JyoA(x) +— S(J,0A(x)) =T(x)

para todo z € E. E claro que S ¢ linear, pois (J, 0 A) e T sdo lineares. Além disso, para
todo x € E temos

P

15(Jp 0 A()|| = 1T (@) < 1T Nlas (/ |¢($)|pdﬂ(%0)> : (3.14)

Bg/
Observe que a tultima desigualdade resulta de (3.13). Por outro lado,

P

[Ty o A(z)[| = /B |(Jp 0 A(z)) (@) du(w))

_ /B |A(2) (o) dﬂ(@))

- /B (@) dﬂ(@))

Logo, voltando em (3.14) temos que

=

hSAl

15(Jp o A(X) | < [T llaspllJp © Al2)]

e portanto S é continua com ||S|| < ||T||asp- Assim, ipoS é uma aplicagao linear e continua
de J, 0 A(E) em l(Bpr). Como {(Bp) tem a propriedade da extensdo métrica, existe
uma extensao linear T' € L(L,(Bgr, t); £ (Bp)) de ip o S. Além disso,

1T} = llzp o S|l = IS1] < 1T lasp

eiFOT:TVonoA.
Agora como |[Tasy = llir© Tllasy pois | (Ta,))i lp = (i 0 Te;))i s segue que

1T Nas.p = 1T © Jp © Allasp < NN llaspll Al = I 7]
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Portanto, | T = ||T||as,p € dai, | Tasp > inf ||| ]|, onde o infimo é tomado sobre todas
as fatoragoes possiveis.

(2)=-(1) Por hipétese temos que existem um espaco de ‘Hausdorff compacto K, uma
medida p € W(K) e aplicacoes lineares A € L(E;C(K)) e T € L(Ly(K, pt); loo(Bp)) tais
que ipoT =T o J,0oA. Vimos, pela Proposicao 3.3.1, que J, é absolutamente p-somante

e portanto, ipoT =T oJ,0A é um operador absolutamente p-somante de E em ¢ (Bp).
Pelo Teorema da Dominagao de Grothendieck-Pietsch, existem uma constante C' > 0 e
€ W(K) tais que

MwTWMSc(quwwa?

para todo z € E. Mas ||ip o T'(z)|| = ||T(x)]] e dai,

|ﬁ@W§c(mewww03

para todo z € E. Novamente pelo Teorema da Dominacao de Grothendieck-Pietsch temos
que T é absolutamente p-somante. Além disso,

[Tlasp = [lir © Tllasp = T 0 Jp 0 Allasp < [IT][[[JpllaspllAll = ITNIAl
Consequentemente, como a fatoragao foi tomada arbitrariamente, temos que

[T asp < inf T || Al

3.4 Teoremas do tipo Dvoretzky-Rogers

Nesta secao iremos demonstrar a versao do Teorema de Dvoretzky-Rogers para sequéncias
misto somaveis para tanto utilizaremos o Teorema de Dvoretzky-Rogers para sequéncias
incondicionalmente p-somaveis. Antes precisamos de alguns resultados preliminares.

Definicao 3.4.1 Um operador linear T': E — F' é completamente continuo se para toda
(z)52, fracamente convergente para 0 em F, (T'(z;))32; converge na norma para 0 em F.

E claro que um operador linear T: F — F' é completamente continuo se, e somente
se, para toda (r;)22, fracamente convergente para r € F, (T(z;))52, converge na norma
para T'(x) em F. De fato,

v —rsr—1r— 0&T(r;—1) — 0& T(r;) = T(z) — 0& T(x;) — T().

Denotamos por L..(F; F') o espago vetorial de todos os operadores lineares comple-
tamente continuos de £ em F', o qual é um subespaco fechado de L(E; F'). E claro que
L..(E; F) é um subespaco de L(E; F). Mostremos que L..(F; F) é fechado. Para isso
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seja (Ti)pl) C Lee(E; F) tal que Ty — T € L(E; F). Sejam ¢ > 0 e ()72, C E tal
que z; —5 0. Como consequéncia do Teorema de Banach-Steinhauss segue que (a:j)‘]?‘;l é
limitada em FE, isto é, existe uma constante M > 0 tal que ||z;|| < M, para todo j € N.
Como T}, — T, entdo existe ky € N tal que para todo k > ko, temos que ||T}, —T'|| < 557
Ja que Ty, € L..(E; F) temos Ty, (z;) 27,0 em F, logo existe jo € N tal que para todo
J > Jo, implica que ||Ty,(x;)|| < 5. Assim, para todo j > jo

“(me‘Z|MM”@)‘%@D+HMWH

l‘.
< T(—L)—T ( N‘ LT ()
H [el ;] [l "
< HT_TICOH+ H ””Tko(xj)”
Lj
- € 1 ¢
|51 2°
Dai,
1 1 ¢
1Tl < 537 >
[0 || x| 2
para todo 5 > jo. Portanto,
ellz;]|
1T (z;)|| < 570 -

2M 2_2M 2~

para todo j > jo, isto é, T'(x;) — 0 em F. Acabamos de mostrar que T' € L..(E; F)
logo, L..(E; F') é um subespaco fechado de L(E; F'). Consequentemente, é um espago de
Banach com a norma usual de L(E; F).

A seguir, mostraremos que o espaco dos operadores completamente continuos tem a
propriedade de ideal para operadores.

Proposicao 3.4.2 (Propriedade de ideal) Sejam S € L(D; E), T € L..(E;F) e R €
L(F;G). Entao RoT oS € L..(D;Q).

Demonstracao: Seja (xj)] . € D tal que x; — 2. Como S é continuo segue do
Teorema 1.1.23 que S(z;) — S(x). J& que T € Leo(E; F) e a sequéncia (S(x;))2, C E
é tal que S(z;) — S(z) temos que T'(S(z;)) — T(S(x)). Agora pela contlnmdade de
R segue que R(T(S(x;))) — R(T(S(x))). Portanto, RoT o S € L..(D;G). u

Definicao 3.4.3 Sejam F e I espagos de Banach. Dizemos que um operador linear
continuo T': B — F é compacto se T(Bg) é compacto em F. Denotamos por L.(E; F)
o conjunto de todos os operadores compactos de F em F.

Usando o fato que um subconjunto K de um espago métrico é compacto se, e somente
se, K é sequencialmente compacto, provaremos o seguinte resultado:
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Proposicao 3.4.4 Sejam E e F espacos normados e T': E — F um operador linear.
Entio T é compacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada (z,)5°, C FE, a
sequéncia (T(x,))5, C F possui uma subsequéncia convergente em F.

Demonstragao: Se T' ¢ compacto e (z,)>, C E ¢ limitada entdo existe uma constante
M > 0 tal que ||z,|| < M, para todo n € N. Entao % < 1, para todo n € N e isso

implica que a sequéncia ("”M")Zozl C Bg e portanto (T (:”M"))Zozl C T(Bg) C T(Bg). Como

[ — (o]
T é compacto, T(Bg) é compacto e entao <%) = (T (%)):}_1 tem subsequéncia
n=1 -

convergente. Logo (T'(z,)),-, tem subsequéncia convergente.

Reciprocamente, considere (y,)5, uma sequéncia em T'(Bg). Para cada n existe
r, € Bg tal que

1T () = ynl| <

S|

Por hipétese (T (z,,)),~, tem subsequéncia convergente, digamos T'(z,,,) — y € F. Como

k—oo

1
e =9Il < M. = T (@ )|+ 1T (@) =yl < 2+ 1T (@) =l =0,

segue que Y, imdN y e isso prova que T'(Bg) é compacto. [ |

Proposicao 3.4.5 L.(F; F) é um subespaco fechado de L(E; F).

Demonstragao: E claro que o operador identicamente nulo 0: £ — F' é compacto.
Sejam T1,Ty € L(E;F), A € Ke (2,)%2; C F uma sequéncia limitada. Como T; €
L.(E; F), segue que (T1(x,))nen possui uma subsequéncia convergente, ou seja, existem

um subconjunto infinito Ny C N e z; € F' tais que lir]{fl Ti(x,) = z1. Por sua vez, temos
neiNy

que a sequéncia (z,)nen, € E é limitada, e como Ty € L.(E; F), a sequéncia (Ty(xy,))nen,
possui uma subsequéncia convergente, isto €, existem um subconjunto infinito Ny C Ny C
N e z, € F tais que liI]IVl Ty(x,) = z9. Concluimos que

neiNa

lim (77 + \T5)(z,) = lim Ti(x,) + A lim Ta(x,) = 21 + Az,

neNy neNy neNg

ou seja, a sequéncia ((T7 + AT32)(x,,))neny possui uma subsequéncia ((77 + AT%)(n))nens,
convergente. Portanto Ty + ATy € L.(E; F), isto é, L.(E; F') é um subespago vetorial de
L(E;F).

Agora mostremos que L.(E; F) é fechado. Para isso seja (1,,)°_, C L.(E;F) tal
que T,, — T € L(E;F). Como T é um operador compacto, dada a sequéncia lim-
itada (y,)22,; C F temos que (T1(y,))s>; € F possui uma subsequéncia convergente,
digamos (7' (y1.n))nen. Por sua vez, como T é compacto e como a sequéncia (Y1, )nen
¢ limitada, segue que (7%(Y1.,))neny tem uma subsequéncia (75(y2n))nen que é conver-
gente. Continuando com este raciocinio, podemos obter, para cada nimero fixo m € N,
uma subsequéncia (Ym.n)nen de (Ym—1.n)nen tal que (T, (Ymn))nen € convergente. Seja

(2n) = (Yn.n)nen. Entdo, para cada nimero fixo m € N, (2,,)n>m ¢ uma subsequéncia de
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(Ym,n)n>1- Logo (Th,(zn))n>1 € convergente para cada m € N. Como (y,,) é limitada, existe
¢ > 0 tal que |ly,|| < ¢ para todo n € N. Dai, ||z,|| < ¢ para todo n € N. Seja ¢ > 0.
Como T, — T temos que existe um p € N tal que || T, — T'|| < 5. Como (T},(2n))nen ¢
convergente, e portanto de Cauchy, existe IV tal que para j, k > N, ||T,(z;) —T,(z)[| < 5.
Dai, para j,k > N,

|T(2;) = T(zi)l = T(25) — Tp(25) + Tp(25) — Tp(zn) + Tp(ze) — T'(zn)||
< T (z5) = T(z)ll + [1Tp(25) — Tp(z) || + 1 Tp(2x) — T'(z1) |
£ E E e
< T =Tzl +g+ T, — T[]zl < 3 ctgtgc=e

Portanto a sequéncia (T'(z,))neny C F é de Cauchy e, consequentemente convergente pois
I é completo. Isso prova que 1" é compacto. [ |

O espaco dos operadores compactos também tem a propriedade de ideal como veremos
na proxima proposicao.

Proposigao 3.4.6 (Propriedade de ideal) Sejam S € L(D;E), T € L(E;F) e R €
L(F;G). Entao RoT oS € L.(D;Q).

Demonstracao: Seja (z,)2%, € D uma sequéncia limitada. Como S é um operador

continuo, a sequéncia (S(x,))>2 ; é limitada em E. Sabendo que T' € L.(E; F'), tem-se que
a sequéncia (T'(S(x,)))22 , possui uma subsequéncia convergente, isto é, existem z € F' e
uma subsequéncia (T'(S(z,,)))72; tais que klim T(S(zy,)) = 2. Dai, como R é um operador

continuo, tem-se R(T(S(x,,))) — R(z), e portanto a sequéncia (R(T'(S(z,))))>2, C G
tem uma subsequéncia convergente, isto é, RoT o S € L.(E; F). [ |

Definicao 3.4.7 Sejam E e I espacos de Banach. Um operador linear continuo T: £ —
F é fracamente compacto se T(Bg) é relativamente fracamente compacto em F', isto é,

T(Bg)" ¢ fracamente compacto em F. Denotamos por L.(E; F) o espaco de todos os
operadores fracamente compactos de £ em F.

O proximo teorema sera importante para o estudo dos operadores fracamente com-
pactos.

Teorema 3.4.8 (Eberlein-gmulian) Sejam E um espaco de Banach e A um subcon-
gunto de E. FEntao A é relativamente fracamente compacto se, e somente se, cada
sequéncia em A admite uma subsequéncia que converge fracamente para algum ponto em
E. Em particular, um subconjunto de um espaco de Banach € fracamente compacto se, e
somente se, € sequencialmente fracamente compacto.

Demonstracao: Veja [29, Theorem I1.C.3]. [ |

Portanto T' é fracamente compacto se, e somente se, toda sequéncia (y,)22; C T'(Bg)
tem uma subsequéncia que converge fracamente se, e so se, para toda sequéncia limitada
(2,)22, C F tem-se que (T'(x,))>, possui uma subsequéncia que converge fracamente.

O préoximo corolario é uma consequéncia do Teorema de Eberlein-Smulian. Para
demonstra-lo usaremos a seguinte proposicao.
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[eS)
n=1

C E ea € E com a sequinte propriedade: dada

o0

Proposigao 3.4.9 Sejam (x,)
(zn;)52, uma subsequéncia de (x,)5,, eviste (mn]k>

tal que Ty, — a em E. Entao x, — a.

uma subsequéncia de ()32,
k=1

Demonstragao: Suponha por absurdo que z,, - a. Entao existe ¢ > 0 tal que para
todo k € N, existe n > k tal que ||z, — a|| > e. Para k; = 1, existe ny > ky tal que
|xn, — al|| > e. Para ko = ny + 1, existe ny > ks tal que ||z, — a|| > €. Para k3 = ng + 1,
existe ng > ks tal que ||z,, —a|| > e. E assim, sucessivamente construimos uma sequéncia

de indices ny < ny < ng < ... <n; < ...para todo j € N. Logo, construimos também
o oS I8 - . A .

uma subsequéncia (z,,,)52; de (z,);2; que nao possui nenhuma subsequéncia convergindo

para a, absurdo. Portanto z,, — a. [ |

Corolario 3.4.10 Um operador linear T: E — F € completamente continuo se, e so-
mente se, T(K) é compacto na norma para todo subconjunto fracamente compacto K em

E.

Demonstracao: Seja (y,)5°,; C T(K), entao existe (z,)22, C K tal que y, = T(z,)
para todo n € N. Pelo Teorema de Eberlein-Smulian, existe uma subsequéncia de (1),
que converge fracamente em K, digamos z,, 5 2 € K. Como T é completamente
continuo, resulta que T'(x,, ) — T'(x) € T(K). Portanto, T'(K) é compacto na norma.
Reciprocamente, suponha que T(K) é compacto na norma para todo subconjunto fra-
camente compacto K de E. Note que T é continuo, pois caso contrario, dado n € N
existe z, € E, |lz,| < 1 tal que ||T(z,)|| > n®. O conjunto {%*:n € N} U {0} ¢
compacto na norma, pois seja (y,)5; uma sequéncia em {%" in € N} U {0}. Chame
A=A{y1,Y2,.--,Yn,...}. Temos duas possibilidades: ou o conjunto A ¢ finito ou infinito.
No primeiro caso, pelo menos um dos elementos de A se repete uma infinidade de vezes, o
que nos dé uma subsequéncia constante - e portanto convergente - de (y,)2 ;. No segundo
caso, temos que 0 € {% 'n e N} U {0}, um ponto de acumulagdo de A. Todo aberto
contendo 0 contém uma infinidade de elementos de A e, portanto, contém termos ¥, com
indices arbitrariamente grandes. Portanto, podemos extrair uma subsequéncia de (y,)32
que converge para 0. Por hipdtese {% :n €N } U {0} é compacto, absurdo pois este
conjunto nao é limitado. Logo, T' é continuo.

Seja (1,)2%, C E nao nula tal que z,, — 0. Queremos mostrar que 7'(z,) — 0 na
norma. O conjunto {z, } U{0} é fracamente compacto logo, por hipdtese {T'(x,)} U {0} é
compacto na norma. Seja (1" (z,,)),., uma subsequéncia arbitréria de (T'(x,));> ;. Existe
uma subsequéncia (T(:L‘nkj));?‘;l de (T'(zp,))52, tal que T(xnkj) — b € T(K) na norma,
por maior razao T(xnkj) — b e T(K). Como Tn,,, — 0, obtemos T(xnkj) —T(0) =0,
e assim b = 0. Logo, T(xnkj) — 0. Uma vez que isto acontece para cada subsequéncia
(T'(zn,))52, de (T'(2,))2,, pela Proposigao 3.4.9 resulta que T'(x,) — 0 na norma, isto
é, T é completamente continuo. [ |

Mostraremos a seguir que o espago de todos os operadores fracamente compactos é
um subespago fechado de L(FE; F'). Antes precisamos do seguinte lema.
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Lema 3.4.11 (Grothendieck) Sejam E um espag¢o de Banach e A C E. Se para todo
e > 0 existe um conjunto fracamente compacto A. C E tal que A C A. 4+ eBg, entdo A €
relativamente fracamente compacto.

Demonstracao: Veja [12, Lemma 11.26] u
Proposicao 3.4.12 L,.(E; F) € um subespago fechado de L(E; F).

Demonstragao: Nao é dificil ver que L,.(E; F) é um subespaco de L(E; F').

Agora mostraremos que Ly.(E; F') é fechado. Para isso, seja (1,,)7°, C Lyo(E; F) tal
que T,, — T € L(E; F). Dado € > 0, existe ng tal que n > ng implica que ||T,, — T|| < .
Afirmamos que

T(BE> g Tno (BE) + €BF.

Com efeito, dado = € T(Bg) existe y € Bg tal que T'(y) = z. Observe que

0= To(y) + 2 — T (y) = Too(y) + < (ﬂ) |

Como ||T,,, — T|| < ¢, segue que ||T,,,(y) — T(y)|| < ||Th, — T|| < €, e portanto

£ = o) H T -TWI _<
€ € €

=1.

Temos que = € T,,,(Bg) + ¢Bp. Portanto

Como T, € Ly(E;F), T,,(Bg) ¢ fracamente compacto. Por convexidade segue que
T,,(Bg) é fracamente compacto. Aplicando o Lema 3.4.11 segue que T(Bpg) é relativa-
mente fracamente compacto, isto é, T' € L,.(E; F). [ |

O espaco de todos os operadores fracamente compactos também tem a propriedade de
ideal.

Proposicao 3.4.13 (Propriedade de ideal) Sejam S € L(D;E), T € L,.(E;F) e
R e L(F;G). Entao RoT oS € L,.(D;G).

Demonstracao: Seja (z,)2%, € D uma sequéncia limitada. Como S é um operador
continuo, a sequéncia (S(x,))22, é limitada em E. Sabendo que T € L,.(E; F), tem-se
que a sequeéncia (T'(S(z,)))e, possui uma subsequéncia que converge fracamente, isto é,
existem z € F e uma subsequéncia (T(S(z,,,)))$2, tais que T(S(x,,)) — z. Sendo R um
operador linear continuo, pelo Teorema 1.1.23, R também permanece continuo quando F
e G estdao munidos com a topologia fraca e, consequentemente R(T(S(z,,))) — R(z).
Portanto a sequéncia (R(T(S(x,))))o2, € G tem uma subsequéncia que converge fraca-
mente, isto é, RoT o S € L,.(F; F). [ |
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Lee, Lye € L. tem a propriedade injetiva. Isto significa que fixada uma isometria linear
i de F em Fy, entao T € L..(E; F) (respectivamente T € L,.(E; F), T € L.(FE;F)) se,
e somente se, i o T' € L..(F; Fy) (respectivamente i o T' € L(E; Fy), i0T € L(E; Fy),
ioT € L..(E; Fp)).

Temos que L.(E;F) C Lyo(E;F) e LAE;F) C L (E;F). De fato, provemos a
primeira inclusdo. Seja T: F — F um operador compacto. Por defini¢cdo, T'(Bg) ¢
compacto em F'. Usando o fato que a topologia fraca é menos fina do que a topologia
determinada pela norma, temos que se um subconjunto de um espaco normado é com-
pacto, entao este subconjunto é fracamente compacto. Portanto, T(Bg) é fracamente
compacto. Agora, sabendo que T(Bg) = T(Bg) (veja [6, Corollary 1.5]) segue que
T(BE)w ¢é fracamente compacto, ou seja, T' é um operador fracamente compacto. Entao
L.(E;F) C Ly.(E; F) para todos espagos de Banach F e F.

Mostremos a segunda inclusdo. Sejam T': E — F um operador compacto e x, —
em E. Note que T'(z,,) — T(x) em F. De fato, dado g € F’, temos que goT € E’. Como
T, — z em E, segue que ¢(z,) — ¢(z) para todo ¢ € E', logo g(T(z,)) — g(T'(x))
para todo g € F' o que implica que T'(x,) — T(z).

Suponha por absurdo que T'(z,) - T(z). Entao existe ¢ > 0, tal que para todo
no € N, n > ng tem-se

T (@) = T(@)]) 2 .

Como (x,)22, é fracamente convergente, entdo é limitada, logo pela Proposicao 3.4.4
(T'(xy,))5e, possui uma subsequéncia convergente em F', digamos T'(x,, ) — y. Em par-
ticular, T'(x,, ) — y e pela unicidade do limite, segue que y = T(x), ou seja, T'(x,) —
T(x), absurdo. Portanto T' é completamente continuo e entdo L.(E; F) C L..(E; F).

Teorema 3.4.14 Se 0 < p < +00, entao todo operador absolutamente p-somante entre
espacos de Banach € fracamente compacto e completamente continuo.

Demonstragao: Sejam E, F' espagos de Banach e T: E — F um operador absolu-
tamente p-somante. Pelo Corolario 3.2.2 sabemos que para 0 < ¢ < 1 < p < +o0,
Ly*(E;F) C L(E;F). Logo, se provarmos o resultado para o caso 1 < p < +00
consequentemente estard provado para 0 < p < 1. Consideremos o operador inclusao
Jy,: C(K) — L,(K, p) e vamos provar que .J, ¢ fracamente compacto e completamente
continuo. Temos que L, (K, p1) é reflexivo (veja [5, Theorem 4.10]) logo, todo subconjunto
fechado, limitado e convexo é fracamente compacto (veja [5, Corollary 3.22]). Observe
que Jp(Beky) € limitado em L, (K, p1), entdo J,(Be(k)) é fechado e limitado. Para ver-
ificar a convexidade de J,(Be(ky) sejam y1,y2 € Jp(Beoky) e 0 < A < 1, entdo existem
r1, 22 € Bek tais que J,(x1) = 41 e Jp(w2) = yp. Assim,

Ayr + (1= Nye = Ap(21) + (1 = N)Jp(22) = Jp(Azy + (1 = N)aa) € Jp(Bex))-

Portanto, J,(B(c(k))) é convexo e, consequentemente Jy,(Bc(k))) é convexo. Com isso,

Jp(Bc(ky)) ¢ fracamente compacto. Logo, pela defini¢ao J, é fracamente compacto.
Agora, seja (f,)22, convergindo fracamente para 0 em C(K) e vamos provar que
(Jp(fn))se, converge na norma para 0. Pelo ([14, Corollary 7.18]) temos que (C(K)) é

n=1
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isometricamente isomorfo a M(K), e como f, — 0, segue que ¢(f,) — #(0) = 0 para
todo ¢ € (C(K))'. Para todo x € K, consideremos ¢, a medida de Dirac concentrada em
x, entao pelo isomorfismo isométrico

T: M(K) (C(K))
— T((Sx) C( )—>K
T(6.)(f) = / 75,

temos que T'(8,)(fn) = [ fadds —> 0 logo, fn(z) — 0, para todo z € K. Entdo
| fn(z)]|[P — 0, para todo x € K. Além disso, pela convergéncia fraca de (f,)>, existe

uma constante M > 0 tal que || f,|| < M, além disso a fungao h = MP estd em Lq (K, )
logo, || fnl|? < h. Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

02/ Odp = lim / | fullPdp = Tm || fullz, ) = 1m0 ([T () ll 2y (o)
K n—oo K n—oo n—oo

ou seja, J,(fn) —— 0 na norma L,(K,u). Entdao J, é completamente continuo. Pelo
Teorema da Fatoragao de Pietsch, além da existéncia de K e p, existem também A €
L(E;C(K)), T € L(L,(K,pn);loo(Bp)) com ipoT = T o J,0A Como Ly tem a
propriedade de ideal, segue que igpoT é fracamente compacto e pelo mesmo fato é também
completamente continuo. Como L,. e L. tem a propriedade injetiva resulta que T é
fracamente compacto e completamente continuo. |

Proposicao 3.4.15 Se T € L..(F;G) ¢ S € Li,o(E; F), entao T o S € L(E;Q).

Demonstracao: Se S € L,.(E; F), entao S(Bg) ¢é relativamente fracamente compacto.
Agora como T é completamente continuo, pelo Corolério 3.4.10 resulta que T'(S(Bg)) é
relativamente compacto na norma. Portanto T o S € L.(E;G). ]

Corolario 3.4.16 A composicao de um operador absolutamente p-somante com um op-
erador absolutamente g-somante € um operador compacto.

Demonstragao: Segue diretamente do Teorema 3.4.14 e da Proposicao 3.4.15. [ ]

A seguir provaremos a versao do Teorema de Dvoretzky-Rogers para as sequéncias
incondicionalmente p-soméaveis. Veremos que em espacos de Banach de dimensao infinita
é possivel encontrar sequéncia incondicionalmente p-somavel que nao é absolutamente
p-somavel.

Teorema 3.4.17 (Teorema de Dvoretzky-Rogers) Se( < p < 400 e E € um espago
de Banach de dimensdo infinita, entdo existe (v;)52, € £y (E)\l(E).

Demonstragao: Suponha por absurdo que £(E)\(,(E) = 0, ou seja, £,(E) = £3(E).
Consideremos o operador identidade idg: F — FE. Pelo Teorema 3.1.6 item (3) temos
que idg é absolutamente p-somante e entao pelo Teorema 3.4.14, idg € L..(E;FE) e
idg € Lye(E; E). Como idg = idgoidg, pela Proposigao 3.4.15 segue que idg é compacto,
isto é, idg(Bg) é compacto dai segue que Bp é compacta. Isso implica que a dimensao
de E ¢ finita, absurdo. Portanto, existe (r;)32, € (;(E)\(,(E). u

Como £;(E) C £;)(E), em particular temos:
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Corolario 3.4.18 Se 0 < p < +00 ¢ E é um espaco de Banach de dimensao infinita,
entdo existe (15)32, € £ (E)\lp(E).

Se 0 < q < 400, pelo Teorema de Dvoretzky-Rogers para sequéncias incondicional-
mente p-somaveis podemos concluir que um espaco de Banach F tem dimensao finita se,
e somente se, (;(E) = (;(E) = (,(E). Provaremos agora a seguinte generalizacio deste
resultado.

Teorema 3.4.19 (Teorema Dvoretzky-Rogers para sequéncias misto somaveis)

Se 0 < g < s < 400, entao um espago de Banach E tem dimensao finita se, e somente
s¢, gm(S;q)(E> = gq(E)-

Demonstragao: Se E tem dimensao finita é claro que £y,5,q)(E) = £4(E), visto que,
Cy(E) Clin(sig)(E) € bin(sig)(E) C lingsq)(E) = 0 (E) = £,(F) se E tem dimensao finita.
Reciprocamente, suponha por absurdo que F tem dimensao infinita. Devemos provar que
sq)(E) # Ly(E). O caso s = q é o Teorema de Dvoretzky-Rogers. Consideremos entao
0 caso 0< q < s < +00. Pelo Coroldrio 3.4.18 existe (29)52, € £¥(E)\ls(E). Observe que

(_> — 20 Com efeito,
bt rre (5

Agora vamos provar que existe (\;)32; € £ o tal que

—_
|
+
QI%I}—‘

Q|»

oo

> Illld) = +oo. (3.15)

J=1

Suponha que para toda ()32, € .y temos que
q

oo
D laglll2f)* < +oo.

j=1
Entao pela dualidade (||23]|7)32, € (. Logo (1z911)32, € s e, consequentemente (29)32, €

{s(E), absurdo. Portanto existe ();)32, satisfazendo (3.15). Sejam 3; = ])\j\q ex; = (],
para todo 5 € N. Entao,

o0 00 ) oo
S llsll = S Il radllr = 37 gllladle = +oc,
Jj=1 j=1 )

Logo, (7;)32, & €4(E). Para mostrar que ()52, € £y (sq)(E), basta verificar que (5;)%2, €
Ly(qy- Temos

> ! > s( )l
DB =D N < oo

J=1 Jj=1

Portanto, (3;)32; € {s(gy por conseguinte (7;)52; € Ly(sq)(E). [
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CAPITULO 4

APLICACOES DA LINEABILIDADE E
ESPACABILIDADE

Neste capitulo, provaremos que, para uma grande classe de espacos de Banach ou quase-
Banach F de sequéncias a valores em X (X um espago de Banach), os conjuntos E —
Uger €4(X), onde T' é um subconjunto qualquer de (0, +0o0], e I/ — ¢o(X) sdo espagdveis,
desde que sejam nao vazios.

Definigcao 4.0.20 Um subconjunto A de um espaco vetorial topolégico E é denominado:
e Linedvel se AU {0} contém um espago vetorial de E de dimensao infinita.
o FEspagdvel se AU{0} contém um espago vetorial de F fechado e de dimensao infinita.
Denotaremos X" = {(2;)%2, : #; € X para todo j € N}.

Definigao 4.0.21 Seja X # {0} um espago de Banach.

0 a seguinte sequéncia: z° = (0,0,...) se r tem

0:

(a) Dado z € XV denotamos por z
apenas um numero finito de coordenadas nao nulas; caso contrario, definimos x
(z;)32, onde z; é a j-ésima coordenada nao nula de .

(b) Um espaco de sequéncias invariantes sobre X é um espaco de Banach ou quase-
Banach (E, || - ||g) de sequéncias de elementos de X, com dimensao infinita e satis-
fazendo as seguintes condigoes:

(b1) Para x € X tal que 2° # 0, entao x € F se, e somente se, 2° € F e neste caso
|z|| < K||2°|| para alguma constante K dependendo somente de FE.

(b2) |lzjllx < |lz|lz para todo x = (x;)32, € E e todo j € N.

Um espaco de sequéncias invariantes ¢ um espago de sequéncia invariante sobre algum
espago de Banach X.
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Varios espacos de sequéncias classicos sao espacos de sequéncias invariantes.

Exemplo 4.0.22 Sejam X um espaco de Banach, 0 < p < +00e 0 < ¢ < s < +o0.
Entao co(X), £,(X), €5(X), £(X) € £in(s;q) (X) sdo espagos de sequéncias invariantes sobre
X com suas respectivas normas usuais (p, g-normas se 0 < p,q < 1).

De fato, para qualquer um dos casos acima a condigao (b1l) da Defini¢ao 4.0.21 vale
com a igualdade e K = 1. Jd a condigao (b2) é clara para co(X), £,(X), £3(X) e £/(X)
e segue do Lema 2.4.2 para £y, (s, (X).

Observacao 4.0.23 Existem varios outros exemplos de espacos de sequéncias invariantes
(veja [4]), mas aqui focaremos apenas nestes exemplos que foram estudados com detalhes
nesta dissertagao.

Agora podemos provar o resultado central deste capitulo.

Teorema 4.0.24 Seja E um espaco de sequéncias invariantes sobre o espaco de Banach
X. Entao

(a) Para todo T' C (0,400], E — U 0,(X) € vazio ou espagdvel.
qel

(b) E — co(X) € vazio ou espagdvel.

Demonstracao: Facamos as demonstragoes de (a) e (b) simultaneamente. Para isso
tome A = U l,(X) em (a) e A = co(X) em (b). Suponha que E — A é nado vazio. Seja
qel’
v = ()52, € £ — A. Note que r tem uma infinidade de coordenadas nao nulas, pois
r ¢ A. Como E é um espago de sequéncias invariantes, segue que z° € E, e como cy(X)
e ly(X), g € T, sdo espagos de sequéncias invariantes e x ¢ A, entdo segue da Definicao
4.0.21(b1) que 2° ¢ A. Escrevendo 2° = (z;)32, temos que 2° € E — A e x; # 0 para
todo j € N. Seja (N;)22, uma cole¢ao de conjuntos infinitos, dois a dois disjuntos e tais

que N = U N;. Para cada i € N seja o conjunto N; = {i; < iy < ...} e defina
i=1

(o0}

N

Yi = ijeij e X"
j=1

Observe que y) = z¥ para todo i € N. Assim, 0 # 3? € E, para todo i, e segue da
Definigao 4.0.21(b1) que y; € E. Vejamos que y; &€ A :

Para o caso (a), temos que ||y, = [|2°. = ||z|., para todo r € (0,+o00]. Mas
||| = +o0 para todo ¢ € I, logo ||y;||, = +00 para todo ¢ € I'. Entao y; & A.

Para o caso (b), sabemos que z = (7;)32; & co(X). Como todas as coordenadas de x
sao algumas das coordenadas de y;, entao y; & ¢o(X) = A, para todo ¢ € N.

90



Seja K a constante da Defini¢do 4.0.21(b1) e defina § = 1 se E for um espago de
Banach e § = s se E for um espago s-Banach, 0 < s < 1. Para (a;)°, € {3 temos,

oo o0 oo
Do lawillz = D lailfllulliz < K5 lail’lly! %
=1 i=1 i=1

o0
= KCY2OlE Y lail® = Kol B () Zullf < +oo.
i=1

o o
Sendo assim, Z lla;y:||g < +o00 se £ é um espaco de Banach e Z layil|i < +o0 se E

i=1 =1
¢ um espago s-Banach, 0 < s < 1. Em ambos os casos, segue da Proposi¢ao 2.3.3 que a
o0

série E a;y; converge em E. Assim o operador
i=1
oo

T:l; — E, T((a;)i2,) = Zaiyi

i=1

estd bem definido. Claramente T": {3 — F ¢ linear. Agora,
T((a)2) = 0= g = (0,0,...).
i=1

Seja xj, uma coordenada nao nula de z. Como os termos da forma a,;z;, sao termos da
(e o]

sequéncia Z a;y;, entao a;xj, = 0 e dai a; = 0, para todo ¢ € N. Portanto 7" ¢ injetivo.
i=1

Assim, T'(¢5) é um subespago de E de mesma dimensao que (3, logo infinita. E f4cil ver

que T'(¢;) também é um subespaco de E, logicamente de dimensao infinita e fechado.

Agora devemos mostrar que T'(¢;) — {0} C E — A. Para isso seja z = (z,)5>, € T'(l3),

z # 0. S6 resta mostrar que z € A. Como z € T({3), existem sequéncias (a(k)) € ls,
i=1

(2

i

k € N, tal que z = klim T ((a(k)>oo > em E. Note que, para todo k € N,
—00 i=1

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Fixe r € N tal que 2z, # 0. Uma vez que N = U N;, existem m, t € N tais que e,,,, = e,. As-
j=1

sim, para todo k € N, a r-ésima coordenada de T’ ((a(k)> ) ¢é igual a affi)xt. A condigao

i=1

(2
(b2) da Defini¢ao 4.0.21 garante que a convergéncia em FE implica em convergéncia em
cada coordenada, sendo assim

2 = lim aWz, = 2, lim a®

m m
k—o0 k—o00
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w = zlx

" zellx

coordenada de T’ <<a£k)) ) ¢ igual a agf)xj. Definindo ay,, = 21X £ 0, temos
i=1

Como z, # 0, segue que z; # 0 e dai 11m la # 0. Para j, k € N, a m;-ésima

llzellx

lim [|afy)z;|lx = lim Jaf ||zl = o llx i Jag?] = o] x
k—o0 k—o0
para todo j € N. Da convergéncia em cada coordenada temos klim ||a£,’§)qzj\|x = ||2m, || x>
— 00

e assim || 2y, ||x = aml|z;||x para todo j € N. Como m (que depende de r) ¢ fixo, temos
que os naturais m; € N, para todo j € N, e sao todos distintos. Provemos agora que a
subsequéncia (2,,;)32; de z ndo pertence a A tanto no item (a), quanto no item (b), logo
teremos que z € A em ambos 0s casos.

Para o caso (a), temos A = U 0,(X) e como 2° € A, temos que ||z°]|, = +oo para

qel
todo ¢ € I'. Note que

) 0 00
1208 =D " lzalll = D llzm % =D adullagllh = o[22 = +o0
n=1 7=1 J=1

para todo g € I', ¢ # +o00. Além disso, se ¢ = +00, entao

12lloc = sup [|2a]lx = sup [[zm,llx = amsup [|z;]lx = oml|2°ec = +o0,
neN j€EN jEN

provando assim que z & U ¢,(X). Portanto z € E — U (X

qel qel
Para o caso (b), temos A = ¢o(X) e como z° & A, temos que ||z;||x - 0. J& que
(I[zm;[1x)32, € uma subsequéncia de (||zallx)5Zy, [2m;llx = amlz;llx - 0 para todo
j€Nea,#0,éclaro que ||z,||x - 0. Assim z & co(X).
Portanto, z ¢ A em ambos os casos, entdo T(fs) — {0} C E — A. n

Para facilitar o entendimento da demonstragao anterior, vamos ilustrd-la com um
exemplo concreto de decomposicao dos conjuntos N;, ¢ € N. Considere os conjuntos
Ny, Ng,...,N,,... definidos da seguinte forma: N; serda o conjunto de todos os ntimeros
primos unido com o conjunto {1}; Ny serd o conjunto dos nimeros que sdo produto de
exatamente dois primos; N3 serd o conjunto dos niimeros que sao produto de exatamente
trés primos, e assim sucessivamente. Como existem infinitos nimeros primos e todo
numero natural maior do que 1, ou é primo ou se escreve de maneira Unica como o
produto de poténcias de primos, entao esses conjuntos sao infinitos, dois a dois disjuntos

[e.e]

eN=|JN;
j=1
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Seja x = (1), € £ — U ¢,(X). Suponha z; # 0 para todo j. Pela notacao utilizada
qel’
na demonstracao, temos

11 12 13 14 15 16 17
AN AN AN AN AN AN AN
N1={1,2,3,5,7,11,13, },
21 29 23 24 25 26
AN AN AN AN A
N2:{4,6,9,10,14,15,. },
31 32 33 34 35
A Wate Wate Watn Wate
N3={8,12,20,27,28,.}
e assim por diante. Além disso,
Y1 = ($1,$2,$3,0,$4,O,...),

Y2 = (Ovovoax1>07$2a07"')7
Ys = (07070707070707‘7;17"')7

e assim sucessivamente. -
Tomando z = (2,)52, € T(l;5), 2z # 0 ¢ (agk)) € l;, k € N, tal que z =
i=1

n=1
klim T ((agk)> ) em E, temos
—00 i=1
T <<a,l(l)> > = <CL§1)ZL‘1, Cl,gl)l'g, agl)l'g, aél)$1, a§1)$4, (Iél)l'z, agl)l'g), &él)l‘l, a,él)l‘g, .. )
i=1
T <<a£2)> ) = <CL§2)J]1, a(12)5(32, a(12)x3, ag)xl, a§2)x4, CL;Q)I27 a§2)x5, CLgQ)l'l, CL(22)CL’3, .. >
i=1
T ((az(k)> > = <a,§k)l'1, agk)l‘g, a,gk)ﬂig,, agk)xl, agk)u, aék)xg, agk)mg,, aék)xl, aék)fbg,. . >
i=1
l ! ! ! l ! ! ! l
z = (&1, 22, 2, Za, Z, B, A1, B, _Z9,---)
~—~ ~— ~—~ ~— ~—~ ~—~ ~—~ N~ ~—~
Az Nzxo Az Oz Nxy Oxo Azxs OT Oxs

Como a converggéncia em £ implica em convergéncia em cada coordenada, temos que
k)

O (k) (k)
1 1 21, CLl i) 22, 0,1 T3 zZ3, (1,2 T Ay e .

. . ~ k .. c . ~

Para ilustrar, se z; fosse diferente de 0, entao ag ) convergiria para um limite nao
nulo, digamos para A. Dali, em cada uma das outras coordenadas indexadas por Ny,
terfamos a convergéncia para Ax;, com j variando em todos os naturais. Sendo assim, a

subsequéncia de z formada por esses termos indexados por N; é tal que
oo (o @]

2l + llzll% + lzsls + Nzsll% + Nzl + o= D 1Azl% = 1817 ) lla;]% = +oo,
j=1 j=1
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para todo q € I, pois x = (7;)32; & £,(X). Mas

00 00
> el = ) 1Az = +oo,
n=1 j=1

0 que permite concluir que z ¢ U ly(X
qel
O mesmo aconteceria se z4 fosse diferente de 0. Neste caso terfamos, aék) convergindo
para um limite nao nulo, digamos para O, e procedendo como anteriormente, também

obteriamos o resultado.

Corolario 4.0.25 (s (X) — £,(X) e £3(X) — £,(X) sdo espagdveis para 0 < p <
+00 e para todo espago de Banach X de dimensdo infinita. Em particular, £;)(X )=/
€ espagdvel.

<
)

p(X

Demonstragao: Pelos Teoremas de Dvoretzky-Rogers (Teoremas 3.4.17 e 3.4.19) seguem,
respectivamente, que £y (X) —£,(X) € £y (sp) (X) —£,(X) sd0 nao vazios. Como £y, (s, (X) €
£, (X) sdo espagos de sequéncias invariantes, entdao segue diretamente do Teorema 4.0.24(a)
que Lo (s;p) (X) — £,(X) e £3(X) — £,(X) sdo espagdveis. u

Corolario 4.0.26 (., (X) — co(X) € espagdvel.
Demonstracao: Basta aplicar o item (b) do Teorema 4.0.24. u

No préximo lema veremos que para p > 0, £, — U ¢, ¢ nao vazio e consequentemente
0<g<p
como caso bastante particular do Teorema 4.0.24, mostraremos que parap > 0, £,— U l,

0<g<p
é espacavel.

Lema 4.0.27 Se p > 0, entao existe x € £, — U l,.
0<g<p

~ . 1\~
Demonstragao: Primeiro provemos o caso p = 2. Sabemos que (—) Z Uy e

1 o0
<—> € {, para todo r > 2 pois,

Vn

n=1

> +00 (série harmonica diverge).

S|

K
Dis

2 ]
n=1

3
Il
H

K
Dis

r oo 1
:5 + < +00.
n2

n=1

i
I
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1 1 1
Note que, 1 <¢<2= - > 5 mas — + — =1, onde ¢’ é o conjugado de g. Sendo assim,
q qa g

1 1
- < 3 = ¢’ > 2. Entao para cada (y,)5, € {,, com 1 < g < 2, segue da Desigualdade

de Holder para sequéncias que

o] < (Sl (Sr) - 1GR) oo

1 o
pois, (%) €ly e (yn)p2, € {,. Suponha que {5 = U l,. Assim,

n=1 0<g<?2
i Ly < 400
n=1 \/ﬁ
G|
para toda (y,)22, € ly e Ty: {; — K definida por T}, ((y, )2 Z —1,, pertence a
vn
n=1
(£3)'. De fato, é claro que T} é linear. Agora,
i > 1 1\>
: gé; AVG% gg; \/ﬁ V/ﬁ n=1112 '

e portanto T}, é continua. Como, para toda (y,)r>, € {a,

< 400,

2|1
wup T((0n)50)| <3 | 72

segue do Corolario 1.1.15 do Teorema de Banach-Steinhaus que 7', definido por T'(y) =
klim Ty (y), para todo y € {5, pertence a ({3). Como

T(y) = lim Ti(y) = ZJ#“

k—o0

para todo y = (y,)2, € ly e (f2) = {5, temos que (\%) € (y, absurdo. Portanto

n=1
U «#0.
0<qg<?2

2
Para o caso geral, basta considerar x = (z,)32, € {5 — U {, e assim (\x,ﬂp) €
0<q<2 n=

U ¢,. Com efeito,

0<g<p
o0 o 5 00
> <|xn| ) = |anl’ < 400 = (|a7n|5> €l
n=1 n=1 =
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o 3 (1nalf) = S hanl¥ =400 > (1na)” g,

n=1 n=1 -

Corolario 4.0.28 Se p > 0, entao {,( U 0,(X) € espagdvel. Em particular,

0<g<p

U l, € espagdvel.

0<g<p

Demonstra(;éo Sabemos que £,(X) é um espago de sequéncias invariantes e pelo Lema

4.0.27 existe (z,)52, € ¢, U l,. Assim, para a € X, a # 0, temos (az,)}>, €
0<g<p
— U £,(X), logo segue do Teorema 4.0.24(a) que £,(X U £,(X) é espacével.

0<g<p 0<g<p
|
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