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PEREIRA, G. M. R. O dual de um ideal de operadores e ideais de operadores simétricos
entre espagos de Banach. 2012. 85 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O principal objetivo desta dissertacdo ¢é estudar o dual de um ideal de operadores (no sen-
tido de Pietsch [22]) entre espacos de Banach. Iniciamos o estudo estudando propriedades
gerais e exemplos basicos de ideais de operadores entre espagos de Banach. Em seguida
introduzimos e exploramos o dual de um ideal de operadores. Posteriormente, estudam-se
os ideais de operadores injetivos e/ou sobrejetivos, ideais de composicao e suas relagoes
com o conceito do ideal dual. Por fim sao estudados os ideais simétricos de operadores
lineares entre espacos de Banach. Nesse estudo apresentamos exemplos de ideais que
sdo simultaneamente simétricos e anti-simétricos (completamente simétricos), de ideais
que nao sao nem simétricos nem anti-simétricos, de ideais que sao simétricos e nao sao
anti-simétricos e de ideais que sao anti-simétricos e nao sao simétricos.

Palavras-chave: ideal de operadores, espaco de Banach, ideal simétrico, dual de um ideal
de operadores.
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PEREIRA, G. M. R. The dual of an operators ideal and symmetric operators ideals on
Banach spaces. 2012. 85 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Abstract

The main goal of this dissertation is to study the dual of an ideal of operators (in the
sense of Pietsch [22]) between Banach spaces. We begin studying general properties and
basic examples of operator ideals. Next we introduce and explore the dual of an operator
ideal. Ideals that are injective and/or surjective and compostion ideals are also studied,
as well as their connections with the notion of dual ideal. In this investigation we present
examples of ideals which are simultaneously symmetric and anti-symmetric (completely
symmetric), ideals which are neither symmetric nor anti-symmetric, symmetric non-anti-
symmetric ideals and anti-symmetric non-symmetric ideals.

Keywords: operator ideal, Banach space, symmetric ideal, dual of an operator ideal.
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LISTA DE SIMBOLOS

{1,2,...}
conjunto dos nimeros reais
conjunto dos nimeros complexos
R ouC
espaco vetorial sobre o corpo K
espacos normados ou espacos de Banach sobre o corpo K
(4)
0,...,0,1,0,...)
operador
operador adjunto
imagem da aplicacao A
nicleo do operador linear «
dual topoldgico do espago normado F
bidual de F
bola fechada no espaco normado E com centro em x e raio r
Bg[0; 1]
bola unitaria aberta do espago normado F
esfera unitaria do espago normado F
operador identidade definido em E
operador inclusao
injecao métrica
sobrejecao métrica
mergulho canoénico de E em E”
espaco vetorial sobre K das aplicacoes lineares continuas de
Eem F
espago vetorial sobre K das aplicacoes lineares continuas de
E em F munido com a norma usual do sup
espaco vetorial sobre K de todas as aplicacoes lineares de X
em Y



span{b} ou [b] espaco vetorial sobre K gerado pelo vetor b

Cp, ||-1) {22, : N\, e Kparatodon e Ne > 7 |\, |P < oo},
onde [|(An)32y [l = (2502, [Aal?)"”
(Loo, || ]| o0) {(A\)2; = Ay € K para todo n € N e (\,)22, é limitada},
onde [[(An)7Zllo = sup{[A;] : j € N}
T,J ideal de operadores
Z, I-ll7), (T, ]-ll7) ideal normado de operadores
Td4al(B; F) {ue LIE;F): v € Z(F'; E')}
IoJ {u € L(E;F): existem G de Banach, v € J(E;G) e w € Z(G; F)

tais que u = wo v}

(F, 1D ideal normado dos operadores de posto finito

(A 1D ideal de Banach dos operadores aproximéaveis

(K, ||-1) ideal de Banach dos operadores compactos

cc, 11 ideal de Banach dos operadores completamente continuos
W, 1D ideal de Banach dos operadores fracamente compactos
(IL,, m,(+)) ideal de Banach dos operadores absolutamente p-somantes
N ) ideal de Banach dos operadores nucleares

S, |1 ideal de Banach dos operadores separaveis

o(E; E) topologia fraca-estrela no dual £’ do espaco normado E
o(E; E") topologia fraca no espaco normado F
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INTRODUCAO

A Andlise Funcional Linear tem como principal meta estudar os operadores lineares
continuos entre espacos normados. Ao longo deste estudo, varias classes de operadores
com propriedades especificas e desejaveis foram sendo identificadas. Como o espaco for-
mado por todos os operadores lineares e continuos entre dois espacos de Banach é, em
geral, muito grande, torna-se interessante restringir o estudo a determinadas classes de
operadores.

A partir dos trabalhos de varios matematicos datados da metade do século 20, em
especial os trabalhos de A. Grothendieck, comecaram a se destacar as classes Z de ope-
radores que se comportam como os ideais de algebra no seguinte sentido: se o operador
linear u: F — F pertence aclasseZ ev: Fy — FEet: F' — F{ sao operadores lineares
continuos, entao o operador composicao towuov: EFy — Fy também pertence a classe Z.
Esquematicamente:

B, E-“F - F

u€eZ(E;F)=touo v e I(EyF)

Satisfazem essa condigao de ideal muitas classes de operadores lineares que ja haviam
sido estudadas, por exemplo os operadores compactos e fracamente compactos, e outras
classes que estavam comecando a ser estudadas, por exemplo os operadores nucleares e
absolutamente somantes. O aparecimento de um grande ntimero de classes de operadores
desse tipo e a importancia dessas classes para a teoria dos espagos de Banach culminou
na criacao de uma teoria abstrata de ideais de operadores, concebida por A. Pietsch na
década de 1960 e formalizada por ele no livro [22], que tem todas essas importantes classes
como casos particulares. A partir daf a teoria cresceu muito, tanto na variedade dos ideais
estudados como na abrangéncia das aplicagoes e conexoes com diversas areas da teoria
dos espagos de Banach e outras disciplinas mateméticas. Prova disso é que os ideais de
operadores protagonizam um capitulo no Manual da Geometria dos Espacgos de Banach
(veja [14, Chapter 11]). Nesta referéncia o leitor pode encontrar mais detalhes sobre a
origem e o desenvolvimento da teoria de ideais de operadores.

A sub-area da Analise Funcional Linear na qual esta dissertacao se insere é a Teoria
dos Ideais de Operadores entre Espacos de Banach. O objetivo principal é estudar o dual



de um ideal de operadores e relaciona-lo com o ideal original. Mais precisamente, dado
um ideal de operadores Z, seu dual é definido da seguinte forma: dados espagos de Banach

EelPF.
TMNE F):={uc LE;F):v € Z(F;FE')}, (1)

onde ' denota o adjunto do operador u. Diz-se que um ideal de operadores Z é:

o Simétrico se T C Tdual,

o Anti-simétrico se 79" C T;

o Completamente simétrico se T = T,

Nesta dissertacao fazemos, em resumo, um estudo das propriedades gerais do dual
Z9%al de um ideal de operadores Z, e exibimos exemplos de ideais que sdo completamente
simétricos, simétricos mas nao anti-simétricos, anti-simétricos mas nao simétricos, nem
simétricos nem anti-simétricos.

Apresentamos duas justificativas para escrever uma dissertacao sobre esse assunto. A
primeira é que o dual de um ideal de operadores é uma ferramenta importante em varios
trabalhos de pesquisa (veja, por exemplo, [2, 6, 12, 18, 22]). Muitas vezes, o fato de um
ideal ser simétrico, anti-simétrico ou completamente simétrico, é hipétese de um teorema
importante. Dai a necessidade de se conhecer os ideais que satisfazem (ou nao) essas
propriedades. A segunda justificativa é que sao muito poucas as referéncias disponiveis
na literatura que demonstram com detalhes os resultados relativos a esse assunto. O
dual de um ideal, bem como suas propriedades basicas e os primeiros exemplos, constam
das principais referéncias da area (por exemplo, [6], [14, Chapter 11] e [22]), mas sempre
omitindo as demontracoes. Na maioria das vezes, os resultados sao considerados como
folclore, isto é, como coisas conhecidas e sabidas hé tempos. O problema é que, mesmo
sendo resultados conhecidos, nem sempre suas demonstragoes sao triviais. Mesmo assim
essas demonstracoes sao invariavelmente omitidas ou apresentadas sem detalhes. Em vista
disso, um dos objetivos desta dissertacao é apresentar as demonstragoes em detalhes,
preenchendo o que, em nossa opiniao, é uma lacuna na literatura. Cabe ressaltar que
varias demonstracoes apresentadas nesta dissertagao nao foram encontradas em nenhuma
referéncia.

Passamos agora a descrever a organizacao da dissertacao. Iniciamos com um capitulo
dedicado as defini¢oes e resultados preparatorios de Analise Funcional. Sao resultados
classicos e que podem ser encontrados nos principais livros. De toda forma, damos uma
referéncia para cada resultado enunciado.

No Capitulo 2 abordamos a teoria abstrata de ideais de operadores lineares entre
espacos de Banach. Como descrito acima, essa teoria foi introduzida por A. Pietsch por
volta de 1969 e seu intento é unificar o estudo de varias classes especiais de operado-
res lineares que vinham sendo estudadas separadamente. Além de resultados gerais da
teoria, apresentamos segoes com os seguintes exemplos de ideais de operadores: opera-
dores de posto finito (F,||-||), operadores aproximéveis (A, ||:||), operadores compactos
(K, |IIl), operadores absolutamente p-somantes (II,,7,(-)) para p > 1, operadores fra-
camente compactos (W, ||-||), operadores completamente continuos (CC, |-||), operadores
nucleares (N, ||-]| /) € operadores separdveis (S, ||-||). Além de ilustrar a teoria com exem-
plos importantes, estes ideais de operadores serao retomados quando tratarmos dos ideais
simétricos, anti-simétricos e completamente simétricos.



No Capitulo 3 estudaremos o dual de um ideal de operadores entre espagos de Banach
conforme definido em (1). Na Secgao 3.1 as propriedades gerais do dual de um ideal de
operadores sao estudadas. Nesta secao faremos a demonstragao de que se um ideal é de
Banach, entao seu dual com a norma induzida também serd ideal de Banach. Este é
um exemplo de resultado cuja demonstracao nao foi encontrada em nenhuma referéncia.
Na Secao 3.2 introduziremos o conceito de ideais injetivos e sobrejetivos. O objetivo é
relacionar a injetividade/sobrejetividade de um ideal com a de seu dual. Na Secao 3.3
estudamos os ideais de composicao, também chamados de produtos de ideais. Nesta
secao mostramos que dados dois ideais de operadores, a composicao deles também sera
um ideal de operadores; e que o produto de dois ideais de operadores normados nem
sempre ¢ um ideal normado. Dados os espacos de Banach E e F' sobre o corpo K := R
ou C, analisaremos a validade da igualdade

(I o j)dual(E; F) — jdual OIdual(E; F)

Mostraremos que a igualdade acima sera verdadeira acrescentando uma condicao ao espago
F e uma condicao aos ideais Z e J; mais precisamente, a igualdade serd verdadeira se F
for reflexivo e os ideais estiverem contidos em seus respectivos duais, ou seja, se os ideais
forem simétricos. Analisaremos também a validade da igualdade

—dual

Tdel(E, F) =T " (E; F).
Mostraremos que a inclusao Zdwl(E; F) C fdual(E; F) ¢é verificada para todo ideal Z e
todos espacos de Banach E e F'; e que a igualdade vale se o espaco F' for reflexivo.

No Capitulo 4 procuramos identificar as propriedades de simetria dos ideais de o-
peradores estudados no Capitulo 2. O objetivo principal é dar exemplos de ideais que
sao simultaneamente simétricos e anti-simétricos (completamente simétricos), de ideais
que nao sao nem simétricos nem anti-simétricos, de ideais que sao simétricos e nao sao
anti-simétricos e de ideais que sao anti-simétricos e nao sao simétricos. Na Secao 4.1
mostraremos que o ideal dos operadores compactos e o ideal dos operadores fracamente
compactos sao completamente simétricos. Na Secao 4.2 mostraremos que o ideal dos
operadores completamente continuos e o ideal dos operadores absolutamentes p-somantes,
p > 1, nao sao simétricos nem anti-simétricos. Na Se¢ao 4.3 mostraremos que o ideal de
operadores nucleares é simétrico mas nao é anti-simétrico. Na Secao 4.4 finalizaremos
mostrando que ideal de operadores separaveis é um exemplo de ideal de operadores que
¢ anti-simétrico mas nao é simétrico. Para cada ideal que provamos ser nao simétrico
ou nao anti-simétrico, procuramos identificar condi¢oes adicionais sobre os espacos que
garantam a validade da inclusao que nao vale em geral.

No Apéndice A apresentaremos um quadro resumo com as principais propriedades dos
ideais de operadores entre espacos de Banach estudados nesta dissertacao.

Cada capitulo ou se¢ao foi fortemente baseado em uma, ou em alguns casos, mais de
uma, referéncias bibliograficas. Para evitar que a redacao ficasse muito truncada com
créditos a referéncias a todo momento, informamos abaixo as principais referéncias de
cada capitulo:

e Capitulo 1: Botelho, Pellegrino e Teixeira [3].
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e Capitulo 2: Defant e Floret [6], Pietsch [22] e Silva [24].
e Capitulo 3: Defant e Floret [6], Jarchow [12] e Pietsch [22].

e Capitulo 4: Abramovich e Aliprantis [1], Botelho, Pellegrino e Teixeira [3], Figiel e
Johnson [9], Jarchow [12], Jatoba [13] e Oja e Reinov [21].



CAPITULO 1

DEFINICOES E RESULTADOS
PREPARATORIOS

Uma vez que os operadores lineares e continuos entre espagos de Banach sao os protago-
nistas desta dissertacao, resultados basicos e classicos da Analise Funcional Linear serao
necessarios para o estudo aqui empreendido. Enunciaremos neste capitulo os resultados
da Analise Funcional que serao usados em algum momento desta dissertacao. A principal
referéncia bibliografica utilizada foi Botelho, Pellegrino e Teixeira [3]. Quanto aos resulta-
dos que nao se encontram na referéncia anterior, para evitar um ntimero muito grande de
fontes, preferimos nos referir as dissertagoes Jatoba [13], Polac [23] e Silva [24], as quais
concentram os resultados que necessitamos.

Ao longo da dissertacao, as letras X e Y denotam os espagos vetoriais sobre o corpo
K:=Rou C e L(X;Y) denota o espago vetorial sobre K de todas as aplicagdes lineares
de X em Y. As letras E' e F representam espagos de Banach sobre o corpo K e L(F; F)
denota o espago de Banach dos operadores lineares continuos munido com a norma do
supremo

u € L(E,F) — |Jul| := sup{[Ju(z)]| : x € E, ||lz|| < 1}.

Por Bg denotamos a bola unitéria fechada de F, isto é, B = {x € E: ||z| < 1} e
por Sg a esfera unitria de F, isto é, Sp = {x € E : ||z|| = 1}. Vejamos alguns desses
conceitos com mais detalhes:

Definicao 1.1 Seja F um espago vetorial sobre o corpo K. Uma norma sobre E é uma
aplicagao

-1l £ — [0,00)
z =
que satisfaz as seguintes propriedades:
N1) ||z|| > 0 para todo = € E e ||z|| = 0 se, e somente se, x = 0;

N2)||Az]| = |A| - ||=|| para todo A € K e para todo = € E;
N3) [z +yll < [zl + [lyll para quaisquer z,y € E.



Neste caso o par (E, || - ||) é chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente
espaco normado. Um espago normado que é completo na métrica definida por

z,y € B d(z,y) = [lz -y,
¢é chamado de espaco de Banach.

Teorema 1.2 Sejam E espaco vetorial normado e F subespaco vetorial de E. Entio F
€ subespaco vetorial de E.

Demonstracao: Como 0 € F e F C F segue que 0 € F. Sejam z, y € F e A € K. Entéo
existem sequéncias (,,)% 1, (y,)22, C F tais que z,, — z e y,, — y. Pela continuidade
das operacoes algébricas em E, segue que z,, + Ay, — = + A\y; e como F' é subespago de
E, a sequéncia (z,, + My, )%, C F. Logo v + \y € F. 0

As funcgoes entre espacos normados que sao simultaneamente lineares e continuas sao
chamadas de operadores lineares continuos. Sendo assim, um operador linear continuo do
espaco normado F no espaco normado F', ambos sobre o mesmo corpo K, é uma func¢ao
u: EF — F que é linear, isto é

e u(z +y) =u(x)+ u(y) para quaisquer x,y € E e
e u(Azr) = Au(x) para todo A € K e qualquer = em E;

e continua, isto é, para todos xyp € E e ¢ > 0 existe § > 0 tal que [[u(z) — u(zo)| < e
sempre que x € E e ||l — x| < 0.

Como ja mencionamos, o conjunto de todos os operadores lineares continuos de E em
F serd denotado por L(E; F). E claro que L(E; F) é um espago vetorial sobre K com as
operacoes usuais de fungoes. Quando F' é o corpo dos escalares, escrevemos E’ no lugar
de L£(FE;K), chamamos esse espago de dual topoldgico de E, ou simplesmente dual de E,
e dizemos que seus elementos sao funcionais lineares continuos.

A Proposi¢ao enunciada a seguir nos ensina como normar o espaco L(E; F') dos ope-
radores lineares continuos de £ em F:

Proposicao 1.3 Sejam E e F' espagos normados.

(a) A expressao ||ul]| = sup{|ju(x)| : * € E e ||z|]| < 1} define uma norma no espago
L(E; F) dos operadores lineares continuos de E em F.

(b) Se F' for Banach, entido L(E; F) também € Banach.

A demonstracao desse resultado encontra-se em [3, Teorema 2.1.4].
Enunciaremos agora o Teorema da Aplicacdo Aberta que é um resultado famoso da
Anélise Funcional, devido a Banach (1929), e garante que se F e F' s@o espacos de Banach,

entao todo operador linear continuo e sobrejetor v : £ — F' é uma aplicagao aberta, isto
é, u(A) é aberto em F' sempre que A for aberto em FE.
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Teorema 1.4 (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F espagos de Banach e u :
E — F linear, continuo e sobrejetor. Entao u é uma aplicacdo aberta. Em particular,
todo operador linear continuo e bijetor entre espacos de Banach é um isomorfismo.

A demonstragao desse resultado encontra-se em [3, Teorema 2.4.2].
O proximo resultado é uma conhecida e muito 1til consequéncia do Teorema de Hahn-
Banach:
Proposicao 1.5 Sejam E um espag¢o normado, E # {0} e z € E. Entao
2]l = sup{le(z)] : ¢ € E" e [lo| <1},
e o supremo € atingido.

A demonstragao desse resultado encontra-se em [3, Teorema 3.1.5].

O préximo resultado a ser apresentado é uma caracterizacao de quando um espaco
normado é de Banach envolvendo séries absolutamente convergentes. Para isso definamos
os conceitos envolvidos:

Definigao 1.6 Seja (z,),-, uma sequéncia de vetores em um espago normado E. A
partir dela, formamos uma nova sequéncia (s,),-, cujos elementos sao as somas

81 =21,8 =21 +2To,...,8, =T +To+ " "+2Tp,...,

[e.9]

a qual chamaremos de sequéncia das somas parciais da série > x,. A parcela x, é
n=1

chamada o termo geral da série. Se existir s € E tal que

s=lim s, = lim (z1 + 2z + 23+ +x,),

n—oo n—oo
[e.9]
diremos que a série Y x, é convergente e o limite s serd chamado de soma da série.
n=1

Escreveremos

5= u a1t Tyt Tt

n=1

o0
Se a sequéncia das somas parciais ndo convergir, diremos que a série . x,, é divergente.

n=1
o0
Defini¢ao 1.7 Uma série Y x, no espago normado E é dita absolutamente convergente
n=1
[e.e] o0 o0
quando Y ||z,|| ¢ uma série convergente. Quando uma série ) x,, converge mas » ||z,||
n=1 n=1 n=1

o0
¢ divergente, dizemos que Y z, é condicionalmente convergente.
n=1



o)
Abordaremos agora o problema da comutatividade. Dada uma série > x,, mudar a or-

n=1
oo
dem dos seus termos significa tomar uma bijecao o: N — N e considerar a série ) Zo(n).
n=1

(o] o0
O problema é, entao, o seguinte: supondo ) x,, convergente, sera ainda ) 2,(,) conver-
n=1 n=1

o oo
gente? No caso afirmativo, vale D x, = > o)
n=1 n=1

[&.°]

Defini¢ao 1.8 Uma série Y x,, no espago normado E é incondicionalmente convergente
n=1

(o]
quando, para toda bijecao o: N — N, a série ) ,(,) é convergente.
n=1

o0

Proposigao 1.9 [3, Proposicao 5.3.8] Seja > x, uma série incondicionalmente conver-
n=1

gente em um espago normado E. Se o1,09: N — N sao fungoes bijetoras, entdo

Z xal(n) - Z xaz(n)-
n=1 n=1

Agora sim podemos enunciar a caracterizacao desejada:
Teorema 1.10 As sequintes afirmagoes sao equivalentes para um espago normado E.

(i) E € espago de Banach.
(ii) Toda série absolutamente convergente em E é convergente.

(iii) Toda série absolutamente convergente em E € incondicionalmente convergente.

A demonstracao desse resultado encontra-se em [23, Teorema 5.3.4].

Para a definigdo dos espagos ¢, e da norma || - ||, veja a Lista de Simbolos.
Teorema 1.11 Seja 1 <p <qg<oo. Entao l, Clye| |, <1 -l

As seguintes caracterizagoes dos operadores lineares entre espagos normados que sao
continuos é muito util:

Proposicao 1.12 Sejam E e F espacos normados. Para cada operador linear u €
L(E; F), as afirmagoes sequintes sao equivalentes:

(a) u € continuo.

(b) w € continuo na origem.

(¢c) Existe uma constante ¢ > 0 tal que ||u(x)| < c||z| para qualquer x € E.

(d) [Jul| :=sup {[lu(z)|| : 2 € Ee [lz]| <1} < o0.

Para a demonstragao desse resultado veja [24, Proposigao 2.7].

8



Proposicao 1.13 Sejam E e F' espacos normados. Considere a aplicacdao linear continua
u: . — F. Entao

(a) [[u()[| < [|ull - lz]| para qualquer x € E.

(b) Jul] = inf {c > 0: ||lu(z)| < c||z|| para todo x € E}.

A demonstragao desse resultado encontra-se em [24, Proposicao 2.8].

Observacao 1.14 Sejam E e F' espagos normados e u: F — F um operador linear e
continuo. Entao

[[u(z)]]
[ul| = sup == = sup [u(z)|| = sup |lu(z)]
w20zl = Jall<1
=inf{c > 0: ||u(x)| < c|z|,Vz € E}.
Os operadores lineraes de posto finito, introduzidos a seguir, serao muito utilizado
nesta dissertagao.

Definicao 1.15 Sejam X e Y espacos vetoriais sobre K, ¢: X — K um funcional linear
e beY. O operador
pRb: X — Y
T = pRb(x)=p(x)b
é claramente linear. Uma combinacao linear de operadores lineares deste tipo é chamada

de operador linear de posto finito. A forma geral de um operador linear de posto finito de
X em Y é entao

u(r) = Z wi(2)bi,

onde p;: X — K é um funcional linear e b; € Y parai=1,... n.
Por sua prépria definicao, é claro que o conjunto de todos os operadores lineares de
posto finito de X em Y é subespaco vetorial de L(X;Y).

Daremos agora um exemplo ilustrativo de operador linear continuo que sera util na
sequéncia da dissertacao.

Exemplo 1.16 (Operadores lineares continuos de posto finito) Sejam E e F' espagos
normados. Considere ¢ € E' e b € F. Defina, como antes,
pyRb:E — F
r = @®bx)=p(x)b.
Da Definicao 1.15 sabemos que ¢ ® b é linear. Mostremos que esta aplicacao é continua.
Usando a defini¢cao da norma de uma aplicagao linear,
sup {[e @ b(x)|| : € Bp} = sup{llp(x)bl : x € Bg}
sup {|¢(x)[ - [[0]] - € Bg}
= |l - sup{lp(2)| : € By}

= oIl - sup |o(x)]
z€BE
= ol - lleell -



Portanto ||¢ ® b|| < oo, e aplicando a Proposigao 1.12 segue que o operador linear ¢ ® b
é continuo, isto é, (¢ ® b) € L(E; F). Mais ainda,

lp @ ol = il - 161]-

Denotaremos por F(FE; F') o subespaco de L(E; F') gerado pelos operadores lineares
do tipo que acabamos de estudar.

Dado um subconjunto A de um espago vetorial normado FE, por [A] ou span{A}
denotaremos o subespaco de E gerado por A, isto é, o conjunto de todas as combinagoes
lineares (finitas) de elementos de A. Assim,

F(E;F)=span{p®@b:be Fepec E'}.

Os elementos de F(E; F') sao chamados de operadores lineares continuos de posto finito.

O préximo resultado envolve compacidade e sera ttil mais adiante.

Proposicao 1.17 Sejam 7 e 7' topologias em um conjunto X tais que 7 C 7', Se A C X

€ 7'-compacto, entao A € T-compacto.

Demonstragao: Seja (A,),.; uma cobertura aberta de A na topologia 7. Entao A, € 7

para todoa € I e AC |J Ay. Como 7 C 7' segue que (A,),; ¢ também uma cobertura
acl

aberta de A na topologia 7. Como A é 7'-compacto, existem n € N e ay, a9, , 0, € [

tais que A C (A, UA,, U---UA,, ). Segue que A é T-compacto. O

Um conceito importante nesta dissertagao envolve separabilidade. Devido a isso defi-
nimos:

Definicao 1.18 Um espaco normado E é separdvel se contém um subconjunto enu-
meravel e denso, ou, equivalentemente, se contém uma sequéncia densa. Mais geralmente,
um espago métrico M é separavel quando contém um subconjunto denso e enumeravel.
Proposicao 1.19 FEspacos normados de dimensdo finita sdo separdveis.

Para a demonstragao desse resultado veja [3, Exemplo 1.6.2].

O Lema a seguir sera util quando precisarmos mostrar que um determinado espaco é
separavel.

Lema 1.20 Um espaco normado E ¢é separdvel se, e somente se, existe um subconjunto
enumerdvel A C E tal que [A] é denso em E.

Para a demonstracao desse resultado veja [3, Exemplo 1.6.3].

Da teoria dos espagos métricos sabe-se que todo subconjunto de um espago métrico
separavel é também separdvel (veja, por exemplo, [16, Exemplo 9.1.4] ). Temos entao:
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Proposicao 1.21 Todo subespaco de um espago normado separdvel é também separdvel.

Teorema 1.22 Seja E um espa¢o normado. Se E' é separdvel, entio E também é
separdvel.

Para a demonstragao desse resultado veja [3, Teorema 3.3.2].

Um resultado trivial é
Proposicao 1.23 Se E ¢ separdvel, entdo o seu fecho E é um espaco separdvel.

No produto cartesiano de dois espagos normados podemos considerar as normas da
soma, euclidiana e do maximo. Como essas trés normas sao equivalentes, consideraremos
o produto cartesiano munido de qualquer uma das trées.

Proposicao 1.24 Sejam E e F espacos normados separdveis. Entdo E X F também ¢é
separdvel.

Podemos saber se um espago ¢é separavel através da sua bola unitaria fechada ou de
sua esfera unitaria:

Lema 1.25 As sequintes condigoes sao equivalentes para um espag¢o normado E':
(a) E € espago separdvel;

(b) Bg € separdvel;

(c) Sk € separdvel.

Nesta dissertacao usaremos o seguinte teorema de separagao, também conhecido como
segunda forma geométrica do Teorema de Hahn-Banach:

Teorema 1.26 (Segunda Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach) Sejam A e B
subconjuntos convexos, nao-vazios e disjuntos do espa¢o normado real E. Se A € fechado
e B é compacto, entao existem um funcional ¢ € E' e a, b € R tais que

p(x) <a<b< p(r) para todos z € Aey € B.

Para ¢ € (a,b) diz-se que o hiperplano fechado [p = c] :={x € E : p(x) = ¢} separa A e
B estritamente.

Para a demonstracao desse resultado veja [3, Teorema 3.4.9].

Dizemos que dois espagos normados F e F' sao topologicamente isomorfos, ou sim-
plesmente isomorfos, se existir um operador linear continuo bijetor u: £ — F' cujo
operador inverso u~!: ' — E - que é sempre linear - é também continuo. Tal operador
u é chamado de isomorfismo topoldgico, ou simplesmente isomorfismo.

Um operador linear u : F — F tal que ||u(z)| = ||z| para todo z € E é chamado
de imersao isométrica. Observe que toda imersao isométrica é injetora e continua. Um
isomorfismo que é também uma imersao isométrica é chamado de isomorfismo isométrico,
e nesse caso dizemos que 0s espagos sao isomorfos isometricamente.

Vejamos agora a relagao de dualidade que descreve o dual de cq:
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Proposigao 1.27 Os espagos {1 e (co)' sao isomorfos isometricamente através da relag¢ao

de dualidade

[e.9]

b= (b;)5 € 01— @y € (co) em que @y ((a;)52,) = Zajbj para toda (a;)j2, € co.
j=1

Para a demonstragao desse resultado veja [3, Teorema 4.2.3].

Definigao 1.28 A topologia fraca no espaco normado F, denotada por o(F;E’), é a
topologia gerada pelos funcionais lineares continuos ¢ € E’. Isto é, o(E; E') é a menor
topologia em E que mantém continuos todos os funcionais ¢ € E’.

Quando uma sequéncia (z,)5°, em F converge para x € F na topologia fraca, escreve-
mos x, — .

Proposicao 1.29 Seja E um espago normado. Entao:

(a) Funcionais lineares continuos sio fracamente continuos, isto é, para todo ¢ € FE,
v: (E;0(E; E")) — K € continuo.
(b) Para cada xy € E, 0s conjuntos da forma

Vie=A{z € E:|pi(x) — ¢i(xg)| < € para todo i € J},

onde J € um conjunto finito, p; € E' para todo i € J e e > 0, formam uma base de
vizinhangas abertas de xq para a topologia fraca.

(c) Seja (x,)%%, uma sequéncia em E. Entdo x, — x se, e somente se, @(x,) — (1)
para todo p € E'.

(d) A topologia fraca o(E; E') é de Hausdorff.

(e) Sejam Z wum espago topolégico e f : Z — (E;0(E; E')). Entao f é continua se, e
somente se, po f: Z — K € continua para todo ¢ € E'.

Para a demonstracao desse resultado veja [3, Teorema 6.2.2].
Corolério 1.30 Em um espaco normado E, se x, — © entio &, — .

Demonstragao: Se x, — z, da continuidade dos funcionais de E’ segue que ¢(x,) —
¢(x) para todo ¢ € E’. Da Proposicao 1.29(c) segue que x,, — . O

Proposicao 1.31 Seja E um espaco normado.
(a) Se z, — x em E, entdo a sequéncia (||z,|)%, € limitada e ||z| < liminf ||z,||.

(b) Se z, —> x em E e o, — p em E', entdo p,(x,) — o(x) em K.
Para a demonstragao desse resultado veja [3, Teorema 6.2.5].

Teorema 1.32 Sejam E e F espacos de Banach. Um operador linear u: E — F é
continuo se, e somente se, u: (E;0(E; E')) — (F;0(F; F'")) € continuo.

Para a demonstragao desse resultado veja [3, Teorema 6.2.9].
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Observacao 1.33 O Teorema 1.32 vale também para operadores entre espacos normados.
Veja [19, Theorem 2.5.11].

Sabemos que, em dimensao infinita, existem conjuntos fechados que nao sao fechados
na topologia fraca. Ao impormos a convexidade esta possibilidade desaparece:

Teorema 1.34 (Teorema de Mazur) Sejam E um espa¢o normado e K um subconjunto
convexo de E. Entao o fecho de K na topologia da norma coindice com o fecho de K na
topologia fraca. Em particular, um conjunto convexo € fechado na topologia fraca se, e
somente se, € fechado na topologia da norma.

A demonstracao do Teorema de Mazur encontra-se em [3, Teorema 6.2.11].

Para todo espaco normado F, podemos considerar seu dual E’, que pela Proposicao
1.3 é um espaco de Banach. Podemos entao considerar o dual de E’, chamado de bidual
de E e denotado por E”. Ou seja, E” = (E')".

Dado um espago normado E, segue imediatamente da Proposi¢ao 1.5 que o operador
linear

Jp: E— E" ) JE(Z‘)(QO) = QO(ZE),

chamado de mergulho canénico de E em E”, é uma imersao isométrica.

Definicao 1.35 Um espago normado F é dito reflexivo se o mergulho canénico Jgp: E —
E" for sobrejetor, ou seja, se Jp(F) = E”. Neste caso Jg é um isomorfismo isométrico.

Proposigao 1.36 Um espaco de Banach E ¢é reflexivo se, e somente se, seu dual E’
também é reflexivo.

A demonstragao desse resultado encontra-se em [3, Proposicao 4.3.13].

Proposicao 1.37 Em um espaco reflexivo, toda sequéncia limitada tem subsequéncia fra-
camente convergente.

A demonstragao desse resultado encontra-se em [3, Teorema 6.5.6].

Veremos no transcorrer desta dissertacao que ¢ muito proveitoso considerar em E’ a
topologia gerada pelos elementos de Jg(E):

Definigao 1.38 A topologia fraca-estrela no dual E’ do espaco normado F, denotada por
o(E'; E), é a topologia em E’ gerada pelas fungoes pertencentes ao conjunto Jg(E) =
{JE(2)}seE, isto é, pelas fungoes ¢ € E' — Jg(p)(z) = ¢(x) € K, onde = € E.

Quando uma sequéncia (p,) em E’ converge para ¢ € E’ na topologia fraca-estrela

w
escrevemos ¢, — ¢.

Proposicao 1.39 Seja E um espago normado. Entao:
(a) Para todo x € E, Jg(x): (E';0(E"; E)) — K € continuo.
(b) Para cada po € E', 0s conjuntos da forma

Wi.={p € E :|o(x;) — ¢o(z;)] < & para todo i € J},
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onde J é um conjunto finito, x; € E para todo 1 € J e e > 0, formam uma base de
wzinhangas abertas de pg para a topologia fraca-estrela.

(c) Seja (pn)22, uma sequéncia em E'. Entdo ¢, %, o se, e somente se, on(x) — ()
para todo x € E.

(d) A topologia fraca-estrela o(E'; E) € de Hausdorff.

(e) Sejam Z um espago topoldgico e f : Z — (E';0(E'; E)). Entdo f € continua se, e
somente se, Jp(x)o f: Z — K é continua para todo x € E'.

Para a demonstracao desse resultado veja [3, Teorema 6.3.2].

Denotemos por (E';o(E'; E'))" o espago formados pelos funcionais lineares de £’ em K

que sao continuos na topologia fraca-estrela o(E'; E). Pela Proposigao 1.39 sabemos que
Je(E) € (B 0(E; ).

Teorema 1.40 Sejam E um espago normado e f : (E';0(E"; E)) — K um funcional
linear e continuo. Entdo existe x € E tal que f = Jg(z). Em outras palavras,

(E';o0(E"; E)) = Jp(E).

A demonstracao desse resultado encontra-se em [3, Proposicao 6.3.6].
Note que, pela definigao da topologia fraca-estrela, Jg(x) € E” é w*—continuo.

Proposicao 1.41 Seja E um espago normado.

(a) A topologia fraca estd contida na topologia da norma.

(b) As topologias da norma e fraca coincidem se, e somente se, E tem dimensdo finita.
(c) A topologia fraca-estrela (E';0(E'; E)) estd contida na topologia fraca (E';0(E'; E"))
em F'.

(d) As topologias fraca (E';0(E'; E")) e fraca-estrela (E';0(E"; E)) coincidem em E' se,
e somente se, E ¢ reflexivo.

(e) A funcdo Jg: (E,0(E,E")) — (E",0(E", E")) € continua.

A demonstragao desses resultados encontram-se em [3, Proposigoes 6.2.6 e 6.3.8 e Lema
6.4.1].

De acordo com o resultado a seguir, a bola unitaria fechada de um espago normado
de dimensao infinita nunca é compacta na topologia da norma.

Teorema 1.42 Um espaco normado E tem dimensao finita se, e somente se, a bola
unitdaria fechada de E € compacta na topologia da norma.

Para a demonstracao desse resultado veja [3, Teorema 1.5.4].
Em forte contraste, na topologia fraca-estrela a bola unitaria fechada é sempre com-
pacta:

Teorema 1.43 (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Para todo espago normado E, a
bola Bg: € compacta na topologia fraca-estrela de E'.
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Para a demonstracao desse resultado veja [3, Teorema 6.3.9].

O Teorema abaixo foi provado por H. Goldstine em 1938.

Teorema 1.44 (Teorema de Goldstine) Sejam E um espaco de Banach e Jg : E — E"
o mergulho canonico. Entdo JE(BE)w = Bpgn.

Para a demonstracao desse resultado veja [3, Teorema 6.4.4].

Vejamos a caracterizagao dos espagos reflexivos como aqueles nos quais a bola unitaria
fechada é fracamente compacta:

Teorema 1.45 (Teorema de Kakutani) Um espaco de Banach E € reflezivo se, e somente
se, a bola unitdria fechada Bg € compacta na topologia fraca o(E; E').

Para a demonstracao desse resultado veja [3, Teorema 6.4.5].

O Teorema de Ascoli enunciado abaixo caracteriza os subconjuntos relativamente com-
pactos do espago métrico completo C'(K') das fungoes continuas f : K — K, onde K é
um espago métrico compacto, com a métrica

d(f,9) = sup{[f(t) —g(t)] : t € K}.

Teorema 1.46 (Teorema de Ascoli) Sejam K um espago métrico compacto e A um sub-
conjunto de C(K). Entdao A é compacto em C(K) se, e somente se, as sequintes condi¢oes
estao satisfeitas:

(a) A € equicontinuo, isto €, para todos to € K e e >0, existe 0 > 0 tal que

|f(t) — f(to)| < e para todos t € K com d(t;tg) <de f € A.

(b) O congunto {f(t): f € A} € limitado em K para todo t € K.

A demonstracao de uma forma do Teorema de Ascoli mais geral que a enunciada acima
encontra-se em [11, Teorema I11.2.1].
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CAPITULO 2
[DEAIS DE OPERADORES

Conforme descrito na Introducao, o estudo de classes especiais de operadores lineares — em
particular, ideais de operadores — foi consequéncia natural do desenvolvimento da Anélise
Funcional Linear. Neste capitulo abordaremos a teoria geral de ideais de operadores, que
foi introduzida por A. Pietsch por volta de 1969 com o intuito de unificar o estudo de
varias classes especiais de operadores lineares que vinham sendo estudadas separadamente.
Além disso ilustraremos com a teoria estudando em detalhes os ideais compostos pelos
seguintes operadores: posto finito, aproximaveis, compactos, absolutamente p-somantes,
fracamente compactos, completamente continuos, nucleares e separaveis. Além de ilustrar
a teoria geral, esses ideais serao retomados no Capitulo 4. Grande parte das demonstragoes
desse capitulo foram baseadas na dissertagdo de mestrado [24].

2.1 Teoria geral de ideais de operadores

Relembre que um operador linear u: ¥ — F' entre espacos vetoriais tem posto finito se
sua imagem tem dimensao finita. Para operadores entre espagos normados, no Exemplo
1.16 adotamos a notagao F(F; F') para designar o conjunto de todos os operadores lineares
continuos de posto finito de E em F.

Definicao 2.1.1 Um ideal de operadores T é uma subclasse da classe £ de todos os ope-
radores lineares continuos entre espacos de Banach tal que, para todos espagos de Banach
E e F, suas componentes Z(E; F) := L(E; F) N T satisfazem:

(1) Z(E; F) é um subespaco vetorial de L(E; F') que contém os operadores lineares
continuos de posto finito.

(2) A propriedade de ideal: se u; € L(Fy; F'), uy € Z(Eo; Fo) e us € L(E; Ey), entao a
composigao uj o uy o uz pertence a Z(E; F).

Além disso, se existe uma fungao || - ||z7: Z — [0, 00) tal que
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(a) A fungao || - ||z restrita & componente Z(E; F') é uma norma para todos espagos de
Banach F e F;

(b) O funcional Idk: K — K dado por Idg(\) = A é tal que |[Idk||; = 1;

(c) Se uy € L(Fo; F), us € I(Ey; Fy) e uz € L(E; Ey), com a composigao satisfazendo

[ur 0 ug 0 uslly < [lual] - [Juzllz - [Jus||;
entao (Z,|| - ||z) é um ideal normado de operadores. Mais ainda, se todas as componentes
TI(F; F) sao subespagos completos relativamente a norma || - ||z, dizemos que (Z, || - [|7) é

um ideal de Banach.

Dizemos que um ideal de operadores Z, é um ideal fechado se todas as componentes
Z(E; F) sao espagos fechados em L(FE; F') em relagao a norma usual de operadores. Assim,
se Z é um ideal fechado com a norma usual de operadores, temos que cada componente
Z(F;F) é um subespaco completo relativamente a norma induzida, ou seja, todo ideal
fechado com a norma usual de operadores é um ideal de Banach.

Note que £ é o maior ideal de operadores.

Observagao 2.1.2 (i) Muitas vezes a propriedade que define os operadores que per-
tencem a um certo ideal faz sentido para operadores entre espacos normados. Podemos
entao definir um ideal considerando operadores entre espacos normados. Mas quando
tratarmos desta classe como ideal, consideraremos apenas o operadores da classe que atu-
am entre espagos de Banach.

(ii) Se considerarmos um ideal de operadores Z com a norma usual de operadores, temos
que (Z,|| - ||) é um ideal normado:

(a) A fungao || - || restrita & componente Z(E; F') é uma norma para todos os espagos de
Banach E e I por se tratar da norma induzida pela norma de operadores uma vez que
I(E;F)CL(EF).

(b)||Ldk]|| = sup{|[Idg(N)| : A € K, |A] <1} =sup{|N)]|: A e K, |\| <1} =1.

(c) Sejam uy € L(Fo; F),us € Z(FEo; Fy) C L(Eo; Fy),us € L(F; Ey) e x € E. Entao

[ (s (s (2))) | < [Juall - [Jual] - flus]l - [l

Portanto, pela Proposigao 1.13, ||uy o ug o us|| < |Jug|| - ||ual| - [|us]] . Logo (Z,]| - |) é um
ideal normado.

O critério a seguir, que serd muito 1util na comprovagao de que determinadas classes
sao ideais de Banach, encontra-se enunciado — sem demonstracao — em A. Defant e K.
Floret [6, Criterion 9.4] e A. Pietsch [22, Theorem 6.2.3].

Teorema 2.1.3 SejaZ uma subclasse de L na qual estd definida uma fungdo ||-||z : Z —
[0,00). Entio (Z,|| - ||z) € um ideal de Banach se, e somente se, as sequintes condigoes
estao satisfeitas:

(1) Idx € Z(K;K) e || Idk|z = 1;
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(2) Se uy € L(Fy; F), uy € I(Ey; Fy) e us € L(E; Ey), entdo uy ougoug € Z(E; F) e
[Juy 0 up o ug||z < lual] - [Juzllz - [lusl|;
(3) Se u, € Z(E; F) para todon ey . ||luyllz < 0o, entdo w:=3 " u, € Z(E;F) e

[eS)
lullz <> llunllz-
n=1

Demonstragao: Suponha primeiramente que (Z, || - ||z) seja um ideal de Banach. Por
conter os de posto finito, Idx € Z(K;K), e a outra afirmacao da condi¢ao (1) segue da
condi¢ao (b) da Definigao 2.1.1. A condigao (2) segue das condigdes (2) e (c¢) da Definigao
2.1.1. Nas hipéteses da condigao (3), a série >~ u, é absolutamente convergente no
espago de Banach Z(E;F), logo convergente pelo Teorema 1.10. Isso prova que u €
Z(E; F). Da continuidade da norma em um espago normado segue que

o0 n n n o0
> g lim ) ", doul <hm) fullz =) ualz.
n—1 A =y "= n=1

Reciprocamente, suponha que as condigoes (1), (2) e (3) do enunciado estejam satis-
feitas. Dados espacos de Banach E e F', vejamos que o operador nulo de E' em F' pertence
aZ(E; F): de fato, tomando um funcional ¢ € E’ qualquer e denotando por v o operador
nulo de K em F', é claro que o operador nulo de £ em F' coincide com v o Idgk o . Pela
condigao (2) segue que o operador nulo de £ em F pertence a Z(E; F') e que sua norma
| - ||z é igual a zero. Que a soma de operadores em Z(F; F) estd em Z(FE; F) e que || - ||z
satisfaz a desigualdade triangular segue tomando u, = 0 para todo n > 3 na condigao
(3). Sejam agora u € Z(E; F) e A € K. E claro que o operador linear

lullz =

= lim
n

T T

uy: F— F | uy(y) = \y,

é continuo e ||uy|| = |A|. Da condigao (2) segue que A\u = uyou € Z(E; F) e |[Au|lz <
IA| - |lullz. A desigualdade inversa é 6bvia se A = 0, e para A # 0, usando o que acabamos
de provar para o escalar %, temos

1
< olAullz,

1
lullz = H—Au <
ST

A

o que comprova que ||Aul|z = |A| - ||ul|z. J& estd provado que Z(E; F') é subespago vetorial
de L(E; F) e para provar que || - ||z ¢ uma norma em Z(E; F') falta apenas mostrar que o
tnico vetor de norma nula é o vetor nulo. Para isso tomemos u € Z(E; F') com |jul|z = 0.
Supondo u # 0, podemos tomar 0 # x € E tal que u(x) # 0. Pelo Teorema de Hahn-
Banach na forma da Proposigao 1.5, existe um funcional ¢ € F” tal que p(u(z)) =1. O
operador linear

T:K— E, T(\) = Az,

¢é continuo por estar definido em um espago de dimensao finita. De
pouoT(A) =p(u(T(X)) = p(u(rz)) = Ap(u(z)) = A

18



para todo A € K, concluimos, pela condigao (2), que pouoT = Idg € Z(E;F) e
dxllz < |l - |lullz - [|7]] = 0. Disso segue que ||Idk||z = 0, e como isso contradiz a
condigao (1) concluimos que u = 0. Estd provado que || - ||z ¢ uma norma no espago
vetorial Z(E; F).

Dados ¢ € E' e b € F, o operador linear

Ty: K — F |, Ty(\) = b,
¢é claramente continuo. De
Ty o Idg o p(x) = Tiy(p(r)) = ¢(x)b = » ® b(x)

para todo x € E, concluimos que ¢ @ b = T}, o Idg o ¢. Das condigoes (1) e (2) segue que
p®beI(E; F). Como ja provamos que Z(F; F) é subespago vetorial de L(E; F)), isso
implica que Z(FE; F') contém os operadores lineares continuos de posto finito.

As condigdes (2) e (¢) da Definigao 2.1.1 seguem da condi¢ao (2) do enunciado. A
condi¢ao (b) da Definigao 2.1.1 seguem da condic¢ao (1) do enunciado. A condigao (3) do
enunciado nos diz que toda série absolutamente convergente em Z(E; F') é convergente, o
que pelo Teorema 1.10 nos garante que (Z(E; F), ||-||z) é espago de Banach. Isso completa
a demonstracao. O

Do Exemplo 1.16 sabemos que dados ¢ € E' e y € F, o operador ¢ ® y ¢é linear e
continuo e || @ y|| = |ly|| - ||¢ll. E como posto(p @ y) =1 < oo, tem-se p @ y € Z(E; F)
para todo ideal de operadores Z. Em particular, o operador

ldg@y: K — F
A = (Idg @y)(\) = Ny,

pertence a todo ideal de operadores e ||[Idx @ y|| = ||y| - [ Ldx|| = ||y||-

Proposicao 2.1.4 Sejam E e F espagos de Banach e (Z, ||-||z) um ideal normado. Entéao
(a) ||u|| < |lull; para todo w € I(E; F).
(b) lle @ yllz = lloll - lyll para todos o € E' ey € F.

Demonstracao: (a) Sejam u € Z(E; F), x € Bg e ¢ € Bp. Primeiramente provemos
que p(u(z))ldg = pouo (Idg ® x). Com efeito, para todo A € K,

(p(u(@))Idg)(A) = @(u(z)lde(A) = p(u(@))A = p(u(Az)) = p(u(ldk()z))
= pu((ldg @ 2)(N))) = (pouo (Idg @ x))(A).

[p(u(@)] = leu(@))] - [1dxlly = [le(u(z))ldxll;
= llpouoc(ldg @)l < loll - lully - [Tdx © «|
= el - llullz - llell < T-flullz - 1= llull,
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segue que |p(u(z))| < ||ul|; para todos € Bg, ¢ € Bpr e u € Z(E; F'). Dai pelo Teorema
de Hahn Banach obtemos

lull = sup [lu(z)]| = sup sup [p(u(x))] < [lull7-

rEBR 2E€EBE ¢€EBp/

(b) Dados ¢ € E' e y € F, vimos no pardgrafo acima que ¢ ® y € Z(F; F). Pelo item (a)
segue que [|¢ @ y|| < |l ® y||; . Por outro lado, para todo w € F,
(({dg @ y) o Idg o p)(w) = (Idx ®@y)(Idg(p(w)))
(Idg @ y)(o(w))
= ldg(p(w))y
= plwy
= (p@y)(w),
mostrando que ¢ ® y = (Idg ® y) o Idg o . Assim,

lell - lyll = lle@yll <[yl
= [|(Idg ® y) o Idg o |7
< |Hdx @yl - [[{dkl; - [l
= Ayl -1-llell = Myl - llell

provando que [l @ yllz = [[&] - [[yl- =

Dados um ideal de operadores Z e espacos de Banach E e F', definimos

I(E; F) =1(E; F),
onde o fecho é tomado em relagao a norma usual de operadores.

Teorema 2.1.5 Seja T ideal de operadores. Entio I ¢é um ideal fechado, ou seja, T é um
tdeal de Banach com a norma usual de operadores.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que Z é um ideal de operadores:

(1) Como Z é um ideal de operadores, sabemos que Z(E; F') é um subespago vetorial de
L(E; F) que contém F(E; F), e portanto, pelo Teorema 1.2,

F(E;F)CI(E;F) CI(E; F) :=I(E; F)
é também um subespaco vetorial de L(E; F) contendo F(FE; F).
(2) Propriedade de ideal: sejam u; € L(Fy; F),uy € I(Ey; Fy) e us € L(E; Ey). Logo
existe uma sequéncia (v,)2, C Z(Ey; Fy) tal que v, — uy na norma usual de operadores.

Da propriedade de ideal de Z sabemos que a sequéncia (u; o v, 0 u3)92 | estd inteiramente
contida em Z(E; F'). Mais ainda, para cada x € F,

[[ur (v (us(2))) = wa (ua(us ()| = [lua ((va(us(2))) = (ua(us(2))))]]
[ur ((vn = u2) (us(2)))l

[[ua ]| - [ (on = ua) (us ()

[ua]l - flon = usl| - [Jus(@)]]

[ua ]l - fon = sl - flus] - [l

VAR VANRVA
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Segue que
0 < ||ug o v, 0ug — ug 0ug o ugl|| < |lug|| - | — wa|| - [|us]] — 0 quando n — cc.

Portanto
U1 © VU, OU3 — UL O U O U3

na norma usual de operadores e (u; o v, ou3)>>, C I(E; F). Entdo uj ougous € Z(E; F).
Assim, Z é um ideal de operadores. Como, por definicdo Z(E; F) = Z(E; F), temos que
7 é um ideal fechado. E, como cada componente deste ideal é um subespaco fechado de
L(E; F), segue que (Z, || -||) é um ideal de Banach. O

2.2 Operadores de posto finito e operadores aproxima-
veis

Nesta secao veremos que a classe dos operadores lineares continuos de posto finito entre
espacos de Banach, a qual estamos denotando por F, é um ideal de operadores. A secao
culminara com um exemplo mostrando que o ideal dos operadores de posto finito nao é
Banach com a norma usual de operadores. Isso ensejara a introducao do fecho do ideal
dos operadores de posto finito, chamado de ideal dos operadores aproximaveis.

A rigor, usamos duas defini¢oes para um operador ser de tipo finito, a saber, se pertence
ao subespago gerado pelos operadores do tipo ¢ ® b e se sua imagem tem dimensao finita.
Vejamos que, de fato, essas duas propriedades sdo equivalentes. Dado u € L(E;F),
devemos provar que a imagem de u tem dimensao finita se, e somente se, existem n €
N,by,...,bp € Fepr,...,pn € E' talsqueu=> ., ;@D

Suponha primeiramente que a imagem de u tenha dimensao finita. Chame n =
dim(u(E)) € N e escolha uma base {b,...,b,} para u(E). Assim, para todo z € E
existem Unicos Ay, ...\, € K tais que u(xz) = > | \;jb;. Para cadai =1,...,n, defina

r = gi(x) =\

A linearidade de @; segue da unicidade da representagao de cada elemento de u(FE) como
combinacao linear de vetores da base e da linearidade de u. Considere a funcao

1" w(E)  — [0,00)

n /
u(@) = flu@)] =D b =l A
i=1
E fécil ver que || - ||’ 6 uma norma em u(E). Estamos considerando entdo duas normas em
u(E), a saber, || - ||" e a norma induzida em u(E) pela norma de F, a qual continuaremos
a denotar por || - ||. Essas duas normas sao equivalentes pois u(F) tem dimensao finita,

portanto existe k > 0 tal que |z||' < k|z|| para todo z € u(E). Assim, para cada
1=1,...,n,

[pi(@)] = X < Ml + -+ Pl = llu@) ] < Kk Ju(@)]| < Elul - [l
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para todo x € E. Segue que os funcionais ¢, ..., , sao continuos. Por outro lado,

n

=D oAb =Dl =Y (e @b (),

=1

para todo x € E; ouseja, u = . ;@b comn € N, b,....b, € Feyy,...,po, € E.
Reciprocamente, seja u = ., ¢; @ b;, onde n € N,by,...,b, € F e q,...,0, € E'. De
u(z) = Y0 @i(x)b; para todo © € E segue que {bi,...,b,} gera u(E), o que implica
posto (1) < n < oo. E ébvio que u € L(E; F) pois tanto a linearidade como a continuidade
vem do fato de ¢1,..., ¢, serem funcionais lineares continuos.

Proposicao 2.2.1 F ¢ ideal de operadores.

Demonstragao: (1) Usando o fato de que F(FE; F') é o subespago gerado pelos operadores
do tipo p®b, é claro que F(FE; F') é subespago vetorial de L(E; F'); e, por definigao, contém
os operadores de posto finito de £ em F.

(2) Provemos a propriedade de ideal: sejam wy, € L(Fo; F),us € F(Ep; Fp) e uz €
L(E; Ey). Como uy € F(FEo; Fy), existem n € N,by,...,b, € Fo, ¢1,...,0, € E| tais
que us =y o @; @ b;. Logo,

uy 0 ug o ug(x) = uy(ug(us(x))) = uy <ngz®b ug(z ))

(Z% e ) 2901 us())us (by),

para todo x € F, o que implica que a imagem de u; o us o ug esta contida no subespaco
gerado por {uy(by),...,ui(b,)}, e portanto posto(u; o us o uz) < n < oo. Isso prova que
uyougous € F(E; F). O

Uma vez que sabemos que F é um ideal de operadores, da Observagao 2.1.2 segue que
(F, |l -1|) é um ideal normado. Obviamente F é o menor ideal de operadores.

Por tltimo mostremos que F nao é um ideal de Banach com a norma usual de opera-
dores.

Proposicao 2.2.2 F nao € um ideal de Banach com a norma usual de operadores.

Demonstragao: Considere os espacos de Banach ¢y, das sequéncias de escalares conver-
gentes para a zero com a norma do supremo; e {1, das sequéncias de escalares absoluta-
mente convergentes com a norma da soma. Seja (e,)°° ; a sequéncia formada pelos vetores
unitarios candnicos, isto é: para todo i € N, ¢; = (0,...,0,1,0,...) onde 1 aparece na
1-ésima coordenada. Defina

w:cg — £

M) = u()5) =D Shes
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Mostremos que u estd bem definido. De fato, para toda sequéncia (\; ) °, € ¢,

o0

by Ny 1
Ju () = | S =Z%S<S-“p“ﬂ")' 2
j=1 Jj=1 &N J=1
—SUP|)\|_H J1||<oo

E facil ver que u é linear, entao da desigualdade acima segue também que u é continuo.
Para cada n € N, defina

Uy: o — U
n

A
(/\j)?il = U (()‘j);;) = Z Z_jey
j=1

Observe que a imagem de u,, esta contida no subespago gerado por {ey, ..., e,}, e portanto
u, € F(co; £1) para todo n € N. Por outo lado, temos que

le =l = sup (=) (A)52) | = sup
o | (O = s Z

o0

Nl o L
j=n

(X)521€Beg j—py1

Portanto,
1
0< hm lu —un| < hm E 5 = lim — =0,

] n+1 n—oo 27
o que implica que u,, — u na norma usual de operadores. Por fim, note que u(e;) = 21] €5,
ou seja, u(2’e;) = e;. Logo e; € Im(u) para todo j € N. Assim a imagem de u contém
uma infinidade de vetores linearmente independentes, o que nos permite concluir que
u ¢ F(co; £1). Temos entdo que F(co; ¢1) ndo é fechado em L(cy;¢1), e portanto o ideal F
nao ¢ Banach com a norma usual de operadores. O

Uma vez que F(E; F') nem sempre é fechado em L(E; F), faz todo sentido considerar
o fecho de F(E;F) em L(E;F), isto é, os operadores que podem ser aproximados na
norma usual por operadores de posto finito.

Definigao 2.2.3 Sejam E e F espagos normados. Dizemos que o operador u € L(FE; F') é
um operador aprozimdvel se existe uma sequéncia (u,, )2 ; de operadores lineares continuos
de posto finito tal que u,, — u na norma usual de operadores.

Denotaremos por A(E; F') o espago de todos os operadores aproximaveis de £ em F.

Assim, A(E; F) := F(E; F).
Proposigao 2.2.4 A € ideal de Banach com a norma usual de operadores.

Demonstracao: Como A(E;F) := F(E;F) e F é ideal de operadores, pelo Teorema
2.1.5 segue que (A, || - ||) ¢ um ideal de Banach. O
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2.3 Operadores compactos

O objetivo desta secao é apresentar o ideal dos operadores compactos que, além de de-
sempenhar papel central na teoria dos espacos de Banach, no nosso contexto sera ttil
para exemplificar uma classe importante de ideais de operadores que veremos adiante,
a saber, os ideais de operadores completamente simétricos. A secao culminard com a
demonstracao de que (I, || - ||) é um ideal de Banach.

Definicao 2.3.1 Sejam E e F' espagos normados. Diz-se que um operador linear continuo
u: E — F é compacto se u(Bg) é compacto em F.

Denotaremos por K(FE; F') o espaco de todos os operadores compactos de F em F.

Como consequéncia imediata do Teorema 1.42 temos a

Proposicao 2.3.2 Um espaco normado E tem dimensdo finita se, e somente se, a iden-
tidade em E € um operador compacto.

Usando o fato de que um subconjunto de um espago métrico é compacto se, e somente
se, ¢ sequencialmente compacto, provamos a seguir uma caracterizacao importante dos
operadores compactos:

Teorema 2.3.3 Sejam E e F' espacos normados e u: EE — F operador linear. Entao
u € compacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada (x,)°2, C E, a sequéncia
(u(xn,))o possui uma subsequéncia convergente em F.

Demonstracao: Se u é compacto e (x,)22, C F é limitada, entdo existe uma constante
K > 0 tal que ||z,|| < K para todo n € N. Logo % < 1 para todo n € N. Isso implica

que a sequéncia (%"):;1 C Bpg e portanto

Tn

(u (?))L C u(Bg) C u(Bp).

o0
7 , ~ . ~ . Tn ;
Como u é compacto, u(Bg) é compacto e entao existe uma subsequéncia (u (%)) =
j=1

( (ﬁ:ﬂ) convergente em F', digamos “(szj) — 2z € F. E claro que u(z,,) — Kz € F.
j=1

Reciprocamente, considere (y,)22; uma sequéncia em u(Bg). Para cada n € N pode-
mos tomar x, € Bg tal que

1
) = gl < —

Por hipdtese (u(zy)),., possui subsequéncia convergente, digamos u(x,,) — y € F. De

1 ] — 00
1yn; = yll < llyn, — wln) || + [Julzn,) =yl < w lu(zn,) =yl == 0,

segue que y,, — y. Isso prova que u(Bg) é compacto. O
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Proposicao 2.3.4 K ¢ ideal de operadores.

Demonstragao: (1) E claro que o operador identicamente nulo 0 : £ — F' é compacto.
Sejam wuy,us € K(E;F), A € Ke (2,)22, C E uma sequéncia limitada. Como u; €
K(E; F), a sequéncia (u;(z,))5, possui uma subsequéncia convergente, ou seja, existem

um subconjunto infinito Ny C N e z; € F tais que

lim uq(z,) = 2.

neNy ( n)

Por sua vez, a sequéncia (x,)nen, ¢ subsequéncia de (x,)nen, logo é limitada; e como
us € K(E; F), a sequéncia (uz(x,))nen, possui uma subsequéncia convergente, isto é,
existem um subconjunto infinito No € N; C N e 2 € F' tais que

lim us(x,) = 25.

neNa ( n)

Por ser subsequéncia de (ui(x,))nen,, (u1(25))nen, também converge para zp, e de tudo
isso concluimos que

lim (ug + Aug)(z,) = lim uy(x,) + A+ lim ug(x,) = 21 + Azs.
nENa nENs nENa
Assim a sequéncia ((u14+Aug)(x,))52; possui uma subsequéncia, a saber ((u14+Au2) () )nen,,
convergente. Segue do Teorema 2.3.3 que uy + \ug € K(FE; F), e portanto K(E; F') é um
subespaco vetorial de L(E; F).
Provemos que K(FE; F) contém os operadores lineares continuos de posto finito, ou
seja, que tais operadores sao compactos. Para isso sejam ¢ € E' e b € F. Logo

(¢ ®b)(Bg) C span{b}.

Como ¢ ® b é um operador continuo, (¢ ® b)(Bg) ¢ um conjunto limitado. Além disso,
(p ®b)(Bg) C span{b} e dim(span{b}) = 1, logo (¢ ® b)(Bg) é um conjunto compacto
pois é um fechado e limitado em um espago normado de dimensao finita. Portanto ¢ ® b
é um operador compacto. Como todo operador linear continuo de posto finito é uma
combinagao linear de operadores desse tipo e K(E; F') é um subespago vetorial, concluimos
que todo operador linear continuo de posto finito é compacto. Assim, IC(E; F) é um
subespago vetorial de L(E; F') que contém os operadores lineares continuos de posto finito.

(2) Para provar a propriedade de ideal, sejam uy; € L(Fy; F'),us € K(Fo; Fy) e us €
L(E; Ey) e (z,)22, C F uma sequéncia limitada. Como ug é um operador continuo, a
sequéncia (ug(z,))>2, é limitada em Ey. Sabendo que uy € K(Ep; Fp), tem-se do Teorema
2.3.3 que a sequéncia (ug(us(z,)))2; possui uma subsequéncia convergente, isto é, existem
z € Iy e uma subsequéncia (ug(us(xy,)))5>, tais que

klim ug(us(n,)) = 2.
Da continuidade de u; temos
ur (uz(us(n,,))) — ui(2),
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e portanto a sequéncia (ug(ug(us(x,))))22; C F possui uma subsequéncia convergente.

n=1
Novamente do Teorema 2.3.3 temos que u; o ug o uz € K(E; F). a
Da Observacao 2.1.2 concluimos que (K, || - ||) é um ideal normado. Mas podemos ir
mais longe:

Proposicao 2.3.5 K € ideal fechado.

Demonstragao: Devemos provar que cada IC(E; F) é um subespago fechado de L(F; F).
Para isso considere uma sequéncia (un,)5%_, € K(E; F) tal que u,, — u € L(E;F)
na norma usual de operadores e uma sequéncia limitada (z,)>°, € E. Como u; é um
operador compacto, a sequéncia (ui(x,))>2, C F possui uma subsequéncia convergente,
digamos (u1(21,,))nen. Por sua vez, como uy é compacto e como a sequéncia (1, )nen €
limitada, pois é subsequéncia de sequéncia limitada, a sequéncia (ug(Z1,))nen tem uma
subsequéncia (ua(Z2,,))nen que ¢ convergente. Continuando com este raciocinio, podemos
obter, para cada numero natural m € N, uma subsequéncia (Z, n)nen de (Tm—1.4)nen tal

que (Um(Tmn))nen € convergente. Para cada n, defina
Zn = Tpop.-

Ou seja, a sequéncia (2, )nen ¢ formada pelos elementos da diagonal da matriz (z;,)i nen-
Por construgao, para cada nimero fixo m € N, (z,,),>m ¢ uma subsequéncia de (2, )n>1-
Logo (um(zn))n>1 ¢ convergente para cada m € N. Como (z,,)52; é limitada, existe ¢ > 0
tal que ||z,|| < ¢ para todo n € N. Como (2,)nen € subsequéncia de (x,)nen, ||2n] < ¢
para todo n € N. Seja € > 0. Temos ainda que u,, — u e portanto existe um p € N tal
que
€
[up — ul] < o

3¢

Como (uy(2,))nen € convergente, e portanto de Cauchy, existe N tal que para j, k > N,
5

iy (25) = wp ()] < 5

Dai, para j,k > N,

u(z;) —u(z)l] = |lulzy) = up(z5) +up(zy) — up(zr) +up(zr) — ulz)||
< lu(zs) = up(2i)| + [Jup(z5) — wp(2e)l] + lup(zr) — ul(z) ||
g
< ||U—Up\|\|2j||+§+||Up—UH||Zk||
< c + c + c =¢
3. ‘T3tz 7%

Portanto a sequéncia (u(z,))ney € F é de Cauchy, e portanto convergente pois F é
completo, provando que u é compacto, o que implica que cada componente K(E; F) é um
subespaco fechado. O

Portanto (IC, || - ||) ¢ ideal de Banach.
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2.4 Operadores absolutamente p-somantes

Introduziremos nesta secao o ideal II, dos operadores absolutamente p-somantes, para
todo p > 1, que servira para exemplificar os ideais que nao sao nem simétricos nem anti-
simétricos que veremos adiante. Também serd mostrado que II,, ¢ um ideal de Banach
com uma norma conveniente.

Definigao 2.4.1 Sejam E e F espagos de Banach e 1 < p < 0o. O operador u € L(E; F)
¢ chamado absolutamente p-somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que

Z lu(z;)||P < - sup Z lo(z;)|P, (2.1)

pEB j=1
para toda sequéncia finita x4, ..., z, em E.

Denotaremos por IL,(E; F') o conjunto formado por todos os operadores absolutamente
p-somantes de F em F.
Defina m,: II,(E; F') — [0, 00) por

mp(u) = inf {¢ > 0: (2.1) vale para todos z1,...,2, € Een € N}.

Vejamos que o infimo acima é assumido:
Dados u € II,(E; F') e € > 0, como my(u) < (1+¢)m,(u), da definicao de m,(u) existe uma
constante ¢ > 0 tal que

ZHU )P < sup ZI@%

QOEBE/ j=1

para todos n € Ne xy,...,z, € E, e my(u) < ¢ < (1 +¢)my(u). Logo,

ZHux] [”'<¢”- sup Z’SO% <mp(u)’(1+¢€)”- sup Z’SD% )

pEBE/ j=1 pEBE j=1
para toda sequéncia finita x4, ..., z, em E. Fazendo ¢ — 0, obtemos
n
E . > E
[u(z)]]” < mp(u sup lp(z5)P,
j=1 PEBE 4
para toda sequéncia finita zq,..., 2, em E, mostrando que o infimo ¢ assumido.

Proposicao 2.4.2 Para todo 1 < p < oo, II, € ideal de operadores.

Demonstragao: (1) E claro que o operador identicamente nulo de £ em F' pertence a
IL,(E; F). Sejam uq,us € IL,(E; F). Pelo que acabamos de mostrar no paragrafo acima,
para quaisquer zy,...,T, € F,

(S lra@pl?)” < mylun) - supes,, (S le@pl)" e
(S () lIP) 7 < mpluz) - supep,, (S () P)

3
RS

D=
hSA
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Consideremos as seguintes n-uplas de nimeros reais:

{ a= (ur(z)|; [Jur ()], - - - [Jur(zn)l)
b= ([ua(z1)l; flua(z2)l, - . [Jua(zn)]])

Como || - ||, ¢ uma norma em R", a desigualdade triangular nos garante que ||a + b||, <
llallp + [16l],- Assim,

(Z [ u2><xj>||p> - (Z () + u2<wj>||p) p

j=1

< (Z(Humu + uu2<a:j>u>p>

j=1
= lla+0lly < lall, + (10l

(Z ||u1<xj>||p> T+ (Z ||u2<xj>up> p

< (mp(ur) + mp(uz)) - sup (ZW ;) ) )

@pEBg

3 =

comprovando que u; + ug € IL,(E; F) e
mp(ur + u2) < my(uy) + mp(ug). (2.2)

Segue imediatamente da definicao que se u € II,(E; F) e A € K, entao \u € II,(E; F).
Portanto I1,(E; F') é um subespago de L(E; F).
Sejam b € Fepe L, o+#0.Dados x1,...,1, em E,

p

k
> le @bzl = ZH@O ;)b = [|ol]” - ZI@O zj)[” = (ol -l l” - Z
j=1

j=1

T )

< (ol - Nl | sup le ;)]

E'jl

Portanto ¢ ® b € II,(E; F') e m,(0 @ b) < ||| - ||b]| para todos ¢ € E" e b € F. Dado um
operador u € F(E; F), vimos que u =Y., ¢; ® b; com ¢1,...,¢, € E' e by,...,b, € F.
Como II,(E; F) é um subespaco vetorial, concluimos que u = >, ¢; @ b; € IL,(E; F).
Assim, cada componente I1,(E; F) contém os operadores lineares continuos de posto finito
de E' em F.
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(2) Propriedade de ideal: sejam uy € L(Fy; F),us € I1,(Eo; Fo), us € L(E; Ey) exq,...,x, €
E com n € N. De

Z [[(ur 0 up 0 ug)(z;)[|” = Z [ (g (g () D[P < [l [|” - Z [z (us () |[7

7=1

< funlPmpw) - sup 3 fplusa)P
L,OEBE/ j:l
P
= (huall - 7)) - sup Husl\cp(u3< ))
b Z o]

= (fwll - mp(ua) - [lus))?

weB E’ j=1

< (lwall - mp(u) - flusl))? | sup ZI@/) ()",

YeB E’ .
segue que uy o ug o ug € IL,(E; F) e my(uy o ug o ug) < ||ugl| - mp(ug) - ||us]|. O
Proposicao 2.4.3 Para todo 1 < p < oo, (Il,, m,) € ideal normado.

Demonstragao: Mostremos primeiro que 7, restrita a IL,(£; F') é uma norma.
E claro que m,(u) > 0 para todo u € II,(E; F'). Observe que se u = 0 entao m,(u) = 0.
Agora se m,(u) = 0, entdo dado = € E, como u é absolutamente p-somante, tem-se

0 < flu()[[” < (mp(u))” - sup [p(z)|P =0 [[z]|” = 0.
lpGBE/

Portanto ||u(z)|| = 0 para todo = € E, o que implica u = 0.
Sejam agora A € K e u € I,(E; F). Se A =0, é claro que m,(0-u) =0 =0-m,(u). Se
A # 0,

Tp(Au) = 1nf{c>0 ZH)\U$J |IP <P sup Z]gpx] ml,...,anE,neN}

j=1 $EBE i

= inf{c >0: |)\|p-Z||u(:Cj)||p <P sup Z|g0(xj)|p,x1,...,xn e E.ne N}

j=1 (pEBE/ j=1
p
= inf<c>0: ZHux] |p<< ) - sup Z|gox] X1, .., Ty € EineN
|>\| QOEBE/ j=1

= |\ -inf {d >0: Z |lu(z;)||P < dP- sup Z lo(z)|P 21, ..., 2 € E,n € N}
j=1 pEBE j=1

= A mylw).

A desigualdade triangular foi provada na equagao (2.2).
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J& mostramos que m,(¢ ® b) < ||¢|| - ||b]| para todos ¢ € E’ e b € F. Em particular,
tomando ¢ = Idg: K — Keb=1¢€K, temos ¢ ® b = Idk e entao

mp(ldk) = mp(p ® b) < |[eo| - [b] = |[Tdx || = 1.
Por outro lado, dados u € I,(E; F) e z € E,

[u(@) [P < mp(u)” - sup (@) = my(u)” - [[z]|”,
pEBE

o que implica ||u(z)| < mp(u) - ||z|| para todo z € E. Sabendo que
|lu|| = inf{c > 0 : ||u(z)|| < c||z|| para todo x € E'},

concluimos que ||u|| < m,(u). Por ter posto finito, Idx é absolutamente somante e portanto
1 = ||Idk]|| < mp(Idk). Segue que m,(Idx) = 1. Portanto (II,,7,) ¢ um ideal normado. O

Por tltimo mostremos que (II,,7,) ¢ um ideal de Banach. Para isso usaremos o
seguinte resultado:

Proposicao 2.4.4 Sejam E e F espacos de Banach e 1 < p < oo. Para todo u €
IL,(E; F),

1
n P
Tp(u) = sup (ZHU T, ||p> :neN, z1,...,x, € Fe sup <Z|gp(xj)|p) <1

pEBE

3=

Demonstragao: Chame

1
= sup (Z |l u(z; Hp> neN, x,...,x, € Fe sup (Z \gp(:vj)\p> <1

pEBE

j=1
e seja ¢ > 0 tal que para toda sequéncia finita z1,..., 2, € F,
1
p
(Z ||u(zx; ||p> <c- sup (Z () ) . (2.3)
pEBRr _
Em particular, dada uma sequéncia finita x4, ..., z, € FE tal que
1
sup o(z; <1,
pEB R (2_:| J )

1

da equagao (2.3) segue que (Z?Zl ||u(mj)]|p> " < c. Portanto 8 < ¢. Da defini¢do de 7, (u)

segue que # < m,(u). Seja xy,...,r, € F uma sequéncia finita tal que



1

1 1 n P
p\” 1 & P SUPyeBy, Zj:1|¢(xj)’p
) - o (ﬁzlw(%)l”> e (Slel).
j=1

(pEBE/

Da linearidade de u e como ( i1 ||u ?J) H ) < (3, podemos escrever

(Z”“(%‘)”p> <B-k=0- sup (le 7)) ) (2.4)

@wEB gy j=1
Vejamos que a equagao (2.4) também se verifica para todas sequéncias finitas x1, ..., z, €

1

1
Etais que k = sup,ep,, (Z?Zl |g0(xj)|p> " = 0. Defato, se k = sup ¢, (Z;;l |g0(xj)|p> "=
0, entao

H%H:SW(W@ﬂWPSEWD<z]¢% ) Sy —

pEBy pEBEr —
e isso implica que z; = 0. Logo u(z;) = 0 e entao |lu(z;)|| = 0. Portanto
1 1
n P

D llu(@)P ] =0<5-0=75- sup Z!wfﬂa :

j=1 pEB Ly
Entao a equagao (2.4) se verifica para todas sequéncias finitas x1,...,z, € E. Assim, da
definigao de m,(u) e da equagao (2.4) concluimos que m,(u) < §. Dai, my(u) = f. O

Proposigao 2.4.5 Para todo 1 < p < oo, (I, m,) € ideal de Banach.

Demonstracao: Provemos que II,(E; F) é completo relativamente a norma ,. Para isso
seja (u;)52, uma sequéncia de Cauchy em I, (E; F'). Seja z € £ com x # 0. Dado € > 0,
temos que ﬁ > 0, e portanto existe jo € N tal que m,(u; — uy) < ﬁ para j,k > jo.
Entao

[y () = ur (@) = [ (u; = w) (@) < ||uj — || - [l

Sﬁp(uj ) H‘Q:H < H H

A sequeéncia (u;(7))32, é entdo de Cauchy em F' para todo z € E, x # 0. E claro que o
mesmo vale se x = 0. Como F' é Banach temos que

Nzl =¢

lim w; ()

j—o0
existe e pertence a F'. Podemos entao definir

u'F — F

r — u(r)=lim u(z).

Jj—oo
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E claro que u ¢ linear, pois basta usar a linearidade de u; para todo j € N e as propriedades
dos limites. Além disso, como (u;)$2, é uma sequéncia de Cauchy em II,(E; F) e toda
sequéncia de Cauchy ¢ limitada, existe uma constante ¢ > 0 tal que m,(u;) < ¢ para
todo j € N. Provemos que u € II,(E; F'). Com efeito, considere uma sequéncia finita
X1,...,T, € E. De

n

Sl = 3

=1

n
= lim Y fluy()|
Jo0 i

lim (Wp(uj)p' sup Z’@(%)‘p)

j—00 $E€Bp 3

lim - sup ()]

1=1

p

lim w;(z;)
=00

IN

IA

n

= - sup Y fp(a))”,

pEBg i=1

temos que u € II,(E; F). Por outro lado, sejam xy,...,z, € E com n € N tais que

SUPuep,, (Dim) |g0(xz)|p)% < 1. Sabemos que para todos j, k,

(Zn ) x»np)p < (s — ug) - sup (Zw(xmp)p < (s — ).

pEBE
1
p) P

P

Dai, fixado j € N e fazendo k — oo obtemos
(Z oty ) = mnp) - Z |
= Z ‘ klggo wi () — up(2;))
_ iz}iﬂo lJwj(z:) — uk(xi)Hp>
— klin;) (Z llw;(z;) — wy fcz)Hp>

lim 7, (u; — ug),
k—oo

up (wa) <1
PEBp \ =1

32

=

w;(z;) — Hm wg(x;)

k—o0

D= N——’
3 J

3=

IN

sempre que
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Logo

1
Sup (Z [ (uj — U)(CEZ)HP) cx; € Ee sup
i=1

pEBg

lim 7, (u; — ug).

k—o0

|
VR
NE
sy
&
==
N~
A
[S—y
A

Portanto, da Proposicao 2.4.4,

0 <mp(u; —u) < lim m,(u; —uy).
k—o0

Fazendo ;7 — oo obtemos

0 < lim my(u; —u) < lim m,(u; —ug) = 0.
j—00 j,k—00

Assim, lim;_,o m,(u; —u) = 0, o que implica lim; . u; = v € IL,(E; F), ou seja, 11, (E; F)
é completo para todos espacos de Banach E e F. O

O proéximo resultado sera 1util para futuras demonstracoes desta dissertacao.
Teorema 2.4.6 Sejam 1 < p < g < oco. Entao 11, C 11,.

Para a demonstracao desse resultado veja [8, Theorem 2.8].

O proximo Teorema é um resultado importante da teoria dos operadores absolutamente
p-somantes.

Teorema 2.4.7 (Teorema de Grothendieck) Todo operador linear continuo u: 4 — {y
€ absolutamente 1-somante.

A demonstracao desse resultado encontra-se em [3, Teorema 9.2.6].

2.5 Operadores fracamente compactos

Essa secao tem por objetivo apresentar o ideal dos operadores fracamente compactos
que sera util, da mesma maneira que o ideal de operadores compactos, para exemplificar
uma classe importante de ideal de operadores que veremos adiante, a saber, o ideal dos
operadores completamente simétrico.

Definicao 2.5.1 Sejam E e F' espagos normados. Um operador linear continuo u: £ —
F é dito fracamente compacto se u(Bg) é relativamente fracamente compacto em F', isto
é, se u(Bp) é fracamente compacto em F.

Denotaremos por W(E; F') o conjunto de todos os operadores fracamente compactos de
E em F.
Como Bp é convexo e u € L(E; F), o conjunto u(Bg) é convexo, assim pelo Teorema

de Mazur (Teorema 1.34) concluimos que u(Bg) = u(Bg). Isso quer dizer que defini¢ao

acima podemos substituir u(Bg) por u(Bg).
Para o estudo dos operadores fracamente compactos sera importante o
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Teorema 2.5.2 (Teorema de Eberlein-Smulian [25, Theorem I1.C.3]) Seja E um espago
de Banach. Um conjunto A C E € relativamente fracamente compacto se, e somente se,
toda sequéncia em A admite subsequéncia fracamente convergente.

Com isso obtemos uma caracterizacao semelhante ao caso dos operadores compactos:

Proposicao 2.5.3 Sejam E e F espagos de Banach e u € L(E; F). Sao equivalentes:
(a) u € fracamente compacto,

(b) Toda sequéncia (y,)>, C u(Bg) admite subsequéncia fracamente convergente;

(¢c) Para toda sequéncia limitada (x,)2, em E, tem-se que (u(x,))5, admite subsequéncia
fracamente convergente.

Demonstragao: As implicagoes (a)=-(b) e (c)=(a) seguem imediatamente do Teorema
de Eberlein-Smulian.

Mostremos entao (b)=-(c): Dada uma sequéncia limitada (x,)>
constante K positiva tal que |z,| < K para todo n. Logo |h

C FE, existe uma
< 1 para todo n,

K
. . . ~ . o0 s . . .
e isso implica que a sequéncia (%)n_l estd inteiramente contida em Bpg. Portanto a
~ . o0 ;. . . . , e}
sequéncia (u (%))n_l estd inteiramente contida em u (Bg) e, por hipétese, (u (%"))n_l

T

A . . w
tem subsequéncia que converge fracamente, digamos u (7) — 1. Logo

@(u (i’;)) — p(y),Vo e I/ = %s@ (u(2n;)) — @(y), Yo € F'

— ¢ (u(zn,)) — Ko(y) = p(Ky), Ve € F'.

w . A . . A .
Segue que u (xn]) — Ky, ou seja, a sequéncia (u (x,))5; possui uma subsequéncia que
converge fracamente. O

Seja u € K(E;F). Como a topologia fraca o(F; F') estd contida na topologia da
norma de F', pela Proposicao 1.17 concluimos que u é um operador fracamente compacto.
Entao K(E; F) C W(E; F) para todos espagos de Banach F e F.

Vejamos que a componente W(FE; F') sé tem interesse quando nem F nem F' sdo
espacos reflexivos.

Proposicao 2.5.4 Sejam E e F espagcos de Banach. Se E ou F € reflexivo, entao
W(E;, F)=L(E;F).

Demonstracao: Como W(E; F) C L(E; F), basta mostrar que W(E; F) O L(E; F).

Suponhamos primeiramente que F' seja reflexivo e consideremos um operador u €
L(E;F) e uma sequéncia limitada (x,);—, em E. Como u é continuo, a sequéncia
(u(zyn)),~, é limitada em F. Existe entao K > 0 tal que u(z,) C KBp, e por I ser
reflexivo temos pelo Teorema de Kakutani (Teorema 1.45) que K Br é compacto na topolo-
gia fraca o(F, F’). Pelo Teorema de Eberlein-Smulian, (u (x,)),—, admite subsequéncia
fracamente convergente, provando que u € W(E; F).

Suponhamos agora que E seja reflexivo e consideremos um operador u € L(F; F) e
uma sequéncia limitada (x,,) -, em E. Novamente pelos teoremas de Kakutani e Eberlein-

Sumulian, existe uma subsequéncia (xnj)oo de (z,),~, tal que T, . 2 € E. Pelo

j=1
Teorema 1.32, o operador u : (E;0(E; E'")) — (F;0(F; F'")) é continuo, e isso implica

que u (xnj) — u(x). Isso prova que u € W(E; F). O
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Proposicao 2.5.5 W € ideal de operadores.

Demonstragao: (1) Ja vimos que o operador identicamente nulo de E em F' é compacto,
e portanto fracamente compacto. Sejam uy,us € W(E; F), A € Ke (2,)22, C F uma
sequéncia limitada. Como u; € W(E; F'), segue que (u1(x,))nen possui uma subsequéncia
que converge fracamente, ou seja, existem um subconjunto infinito Ny C N e 2z, € F
tais que a sequéncia (ui(x,))nen, converge fracamente para z;. Por sua vez, a sequéncia
(Tn)nen, C F élimitada, pois é subsequéncia de sequéncia limitada, e como uy € W(FE; F),
(u2(xy))nen, possui uma subsequéncia que converge fracamente, isto é, existem um sub-
conjunto infinito Ny € Ny C N e zp € F tais que a sequéncia (uz(x,))nen, converge
fracamente para zo. Como (uy(z,))nen, ¢ subsequéncia de (uy(z,))nen, € (U1(Tn))nen
converge fracamente para z;, concluimos que (u1(x,))nen, converge fracamente para z;.
Da Proposigao 1.29(c) segue que a sequéncia ((u1 + Auz)(xy,))nen, converge fracamente
para z; + Azq, ou seja, u; + A\ug € W(E; F).

Agora mostremos que W(E; F') contém os operadores lineares continuos de posto
finito. J4 mostramos que para todos espacos de Banach F e F',

F(EF) CK(E F) CW(EF).

Portanto W(FE; F') é um subespago vetorial de L(E; F') que contém os operadores lineares
continuos de posto finito para todos espacos de Banach F e F.

(2) Provemos a propriedade de ideal: sejam uy; € L(Fy; F),us € W(Eo; Fp), us €
L(E;Ep) e (2,)52, € FE uma sequéncia limitada. Como uz é um operador continuo,
a sequéncia (uz(x,))s,; ¢é limitada em Ey. Sabendo que us € W(Ey; Fp), tem-se que
a sequéncia (us(us(x,)))o, possui uma subsequéncia que converge fracamente, isto é,
existem z € Fj e uma subsequéncia (us(us(x,,)))5, tais que

ug(us(xn,)) N

Sendo u; um operador linear continuo, pelo Teorema 1.32, u; permanece continuo quando
Iy e F estao munidos com as respectivas topologias fracas, e consequentemente

un (uz(u3(2n, ) — wa(2).

Portanto a sequéncia (u(us(usz(z,))))s>; € F possui uma subsequéncia que converge

n=1
fracamente, isto é, uy o ug o ug € W(E; F). a
Da Observacao 2.1.2 concluimos que (W, || - ||) é um ideal normado. Mostraremos no
Capitulo 4, entre outras coisas, que VW ¢é um ideal fechado, e portanto (W, | - ||) é um

ideal de Banach.

2.6 Operadores completamente continuos

O objetivo dessa secao é apresentar o ideal dos operadores completamente continuos, o
qual serd til para exemplificar os ideais que nao sao nem simétricos nem anti-simétricos
que, conforme veremos no Capitulo 4. A secao culminard com a demonstracao de que o
ideal CC dos operadores completamente continuos é um ideal fechado, isto é, que (CC, ||-]|)
¢ um ideal de Banach.
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Definicao 2.6.1 Sejam E e F' espagos normados. Um operador linear continuo u: £ —
F ¢ dito completamente continuo se para toda sequéncia (z,)>>, C E tal que z,, — @
em FE, for verdade que u(z,) — u(x) em F.

Denotaremos por CC(E; F') o conjunto de todos os operadores completamente continuos
de EF' em F.

Proposicao 2.6.2 CC ¢ ideal de operadores.

Demonstracao: (1) E 6bvio que o operador nulo de E em F pertence a CC(E;F).

Sejam uy,uy € CC(E; F), A € Ke (2,)%, C E uma sequéncia tal que ,, — z € E.
Por defini¢ao de operador completamente continuo, u;(x,) — uq(z) e us(z,) — ua(x).
Dai

(ug + Aug) () = uy () + Aug(z,) — ui(z) + Mug(x) = (ug + Aug)(z).

Portanto (u;+Aug) € CC(E; F). E com isso concluimos que CC(E; F') é subespaco vetorial
de L(E; F).

Agora mostremos que CC(E; F') contém os operadores lineares continuos de posto
finito. Sejam ¢ € E', y € F e (2,)>>, C E tal que x,, — . Da definicdo de topologia
fraca o(E; E'), p(x,) — ¢(x). Dai,

(e @y)(wn) = @(x)y — w(x)y = (0 @ y)(x).

Isso prova que ¢ @ y € CC(E; F'). Como operadores lineares continuos de posto finito sdo
combinagoes lineares de operadores deste tipo e como CC(FE; F') é subespacgo vetorial de
L(E; F), segue imediatamente que F(FE; F) C CC(E; F).

(2) Provemos a propriedade de ideal: sejam u; € L(Fo; F),us € CC(Ey; Fo), us €
L(E; Ey) e (z,), C E tal que z,, — . Como uz é um operador continuo, pelo Teorema
1.32 temos que us(z,) — us(x). Como uy € CC(Ey; Fy) e a sequéncia (us(z,))>, C Ey
é tal que us(w,) — us(z), temos que

uz(us(rn)) — uz(uz(x)).
Pela continuidade de u; segue que
u (ug(us(2n))) — wr(uz(us(x))).
Portanto, u; o us oug € CC(E; F). O
Proposicao 2.6.3 CC € ideal fechado.

Demonstracao: Seja (u,)>, C CC(E; F) tal que limu,, = u na norma usual de opera-

dores. Mostremos que u € CC(E; F). Para isso seja (7;)32; € E uma sequéncia fraca-

mente convergente para x € E. Como cada u, é completamente continuo, para todo n

temos que lim u,(z;) = u(z) na norma de F. Pela Proposi¢do 1.31(a) existe M > 0 tal
j

que ||z,|| < M para todo n e

|z]| < liminf ||z,| < M.
n
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Seja ¢ > 0. Como u = limu,, existe ng € N tal que
n
£
ey — ) < 5o
Como u,, € CC(E; F), temos a convergéncia lim u,,(z;) = u,,(x), e portanto podemos
J

tomar jo € N tal que

€
letno (25) = tno ()] < 5
para todo 7 > jp. Dessa forma,
Ju(z;) —u(@)|| = [lu(z;) = tng (25) + ting () + tiny () — iy () — u(2)]]

< ) = wng (@)1 4 [tng (25) + tng (@) + [[ng () = w()]]
€
< u— uno” sl 5 A llng = ull - [l
£

M £ =

5 =

para todo j > jo. Isso nos permite concluir que lim u(z;) = u(x), e portanto u € CC(E; F).
j

O

Portanto (CC, || - ||) é ideal de Banach.

A\

2.7 Operadores nucleares

O objetivo dessa se¢ao ¢ apresentar o ideal dos operadores nucleares que serd ttil para
exemplificar os ideais que sao simétricos mas nao sao anti-simétricos, conforme veremos
no Capitulo 4. A secao culminara com a demonstracao de que o ideal dos operadores
nucleares A" munido da norma nuclear || - || ;- ¢ o menor ideal de Banach.

Definicao 2.7.1 Sejam F e F espacos de Banach. Um operador linear continuo u: £ —
F é dito nuclear se existem ¢; € E' e b; € F, i € N, tais que Y~ |l¢i]l - ||b:]] < 0o e para

cada x € F,
Z%é@b Z%

Denotaremos por N (E; F') o espaco de todos os operadores nucleares de F em F.

Nao é necessdrio exigir que u seja linear nem continuo, pois, uma vez que u admite tal
representacao, tanto a linearidade quanto a continuidade vém do fato de 1, ¢o, ... serem
funcionais lineares continuos.

Proposigao 2.7.2 N € ideal de operadores.

Demonstragao: (1) E claro que F C N, e, em particular, N(E; F) # () para todos
espacos de Banach F e F. Sejam u € N(E; F) e A € K. Existem entao ¢; € E' e b; € F,
i €N, tais que > ||os]| - [|bi]] < oo e para cada = € E,

Z%é@b Zsoz
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Definindo v; = A\p; € E’ para todo i € N, temos

Z [[all - lloall = Z Al - [bsl] = Z AL lall - 1oall = ALY Hlaall - 1Bl < o0,

=1 =1

e, para cada x € F,

(Au)(z) = =A- Z% )bi = Z)\% )bi = Zdh’(@b

Isso prova que A\u € N (E; F).
Sejam uy,us € N(E; F) e A € K. Logo, existem ¢; € E' e b; € F, i € N, tais que
Yoy il - |bs]] < oo e para cada x € E,

Z%@?b Zsoz

e existem ¢); € E' e ¢; € F, i € N, tais que Y .-, ||| - |les]] < oo e para cada z € E,

Zw’L@C’L sz

Considere as sequéncias (3;)52, C E e (a;)32; C F definidas da seguinte forma:

Bai = i, para i=1,2,3,...
Boi—1 = @i, para i=1,2,3,...

as = ¢;, para t=1,2,3,.
a9;_1 = b;, para 1= 1,2,3,...

ou seja, (ﬁz’)f& = (<P1>¢1,<P27¢2> . ) CLE'e (ai)?il = (517017527027 .- ) CF.
Temos

DG Naill = 180 - laall + 1182l - laall + 18]l - Nas] + ..
i=1
= lleall - ool + lonll - lleall + Nzl - [[o2ll + - -

(o.¢] e}
= D lall - lloall + > llwall - llell < oo,
i=1 =1

sendo a reordenacao justificada pela convergéncia absoluta; e

o0

lewz b+ i@)el <Y (le@)bill + [va(@)el)

i=1

= S lle@bill + Y len(z)ell < oo
=1 i=1
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Isso mostra que a série Y2, (@;(2)b; +1;(x)c;) é absolutamente convergente em F'. Como
F é Banach, pelo Teorema 1.10 sabemos que Y >°, (¢;(2)b; +1;(x)¢;) é incondicionalmente
convergente, e entao

Z pi(z)b; + Z Yi(z)e; = Z(%(ff)bi + Yi(z)ci).

Assim, para cada x € F,

(ur +ug)(x) = wi(z)+ uz(z)

= Z wi(x)bi + Z Yi(z)e;

- Z (pi(2)bi + Yi(z)cs)

i=1

= Zﬁi(:v)ai.

Logo u; +us € N(E; F).

E com isso concluimos que N é subespago de L(E; F) e contém os operadores lineares
continuos de posto finito.
(2) Propriedade de ideal: Sejam u; € L(Fy; F),us € N(Ey; Fy) e ug € L(E; Ey). Como
uy € N(Eo; Fy), existem ¢; € Ej e b; € Fy, i € N, tais que Y .2, ||l - |bi]] < oo e para
cada y € Ej,

us(y) = Z i ® biy) = Z i(y)bi.

Para cada ¢ € N, defina ¢); := p; ousz € E' e ¢; := uy(b;) € F. Temos

Dol dlell = >l o usll - lua (b))
=1 i=1
< D Nl - Hluall - el - 0]
i=1

= |wll- (Z H%IIHbiII> us]| < oo,
i=1
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e, para cada 7 € E,
(0w ou)(®) = @) = u (i w<u3<x>>bi>
_— ( lim i@i(u3(x))bi)
— Jim (i gpi(u;e,(x))bi)
- Jm > (o))
_ f;soxug(x))ul(bi)
_ gwi(x)ci.
Tsso prova que w; o up o ug € N'(E: F). 0

Proposigao 2.7.3 N € ideal normado.

Demonstracao: Vejamos que a expressao
Il N(E; F) — [0,00)

uo = IIU||N::inf{ZII%II-IIbiII:uzz:%@bz}
=1 =1

define uma norma em N (E; F). De fato:
(i) E claro que |jul|,, > 0 para todo u € N'(E; F).
(ii) Se v = 0, entdo também ¢é claro que ||u||,, = 0. Se [Ju||,, = 0 entao

inf {Z loall - llbll s =" i ® bl} —0.
=1 i=1

Logo, para todo € > 0 existe uma representagao da forma u(xz) = > .7 ¢;(2)b; tal que
>icy lleall - [1bi]] <e. Assim,

Ju@)l < 3 lei(a)| - ] < ellal] para todo = € E,
=1
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ou seja ||u|| < e. Portanto ||u]] = 0 e entao u = 0.
(iii) Dados u € N(E;F) e 0 # X\ € K,

[Aull, = inf {Z lgill - 1[0l = dw =" ¢ ®bz‘}
i=1 i=1
: = |1 =1
= inf |)\]Z -HbiH:u:ZXgoi@bi
=1

: X‘Pi
=1

= |Al-inf {Z lgall - oill :w =" o ®bi}
i=1 i=1

= -l

(iv) Conforme vimos na demonstracao anterior, dadas as representages u; = Y .~ ¢; ®b;
euy =y . 1; ®c;, existe uma representagao de uy + u, da forma

Uy + U ZZ@‘@?CM,
=1
onde (Bl)sil = (8017%,902,%, .. ) - E' e (@i)z?il = (blaclab27027 - ) - Fa tal que

DG aill =D Hall - 10all + D Nl - llesl) < oo
i=1 1=1 i=1

Dessa forma,

lur +usfl, < inf {Z lepill - 1D:11 + > Nlbill - lleall s ur =D i @b e up = > by ®Cz}
i=1 i=1 =1 =1
inf {Z lepill - 1Bill =1 = s ®b2}
=1 i=1
+inf {Z il - lleill = ua =) o ®Ci}
i=1 i=1

= lur|lw + [Juzl|a-

IN

Ja sabemos que, por ter posto finito, Idx € N (K;K). Vejamos que ||Idk|r = 1.
Para isso, mostremos primeiro que |[u|| < ||u||x para todo u € N (E; F). De fato, dado
uweN(EF),u=7Y 2, ¢ ®b;, temos

Yowi@bil <> lleill - llbll
=1 =1

Tomando o infimo sobre todas as representacoes possiveis, obtemos

Jul < inf {Z il - lleill :uw=">" ¢ ®Cz} = [Juf]-
=1 i=1
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Assim,
i=1 i=1

1= |[Idg|| < |[Tdx|x = inf{z lipill - [b] = Tde =) o ®bz} < [[Idx| - 1] = 1,

provando que ||Idk|x = 1.

Dados u; € L(Fy; F),us € N(Ey; Fy) com representacdo us = » .-, ¢; @ b;, € ug €
L(E; Ey), existe uma representacao u; o ug o ug(x) = > o p;(us(z))u;(b;) tal que

D lleiousll - lua @)l < D liall - lusll - lluall - 164l
i=1 1=1

=l - (ZII%II |b||>-IIU3||<OO-

Entao,
[ur o ug o ugllyr < inf {||U1|| : (Z [oall - ||b,~||) Nusll uz = i ® b,}
i—1 i=1
< fJus] - inf {Z lpill - [1Bal] = w2 =D~ i ®bz} - [us]
i—1 i=1
= luall - [lualla - [Jusl-
Portanto N é um ideal normado. O

Proposicao 2.7.4 (N, || - |lnv) € ideal de Banach.

Demonstragao: Vamos usar o critério do Teorema 2.1.3. As condigdes (1) e (2) do
critério ja foram provadas. Basta entdao provar a condigao (3). Para isso seja (u,)3,
uma sequéncia em N (E; F') tal que > 7 ||un||; < co. Para cada n existem ¢,; € E',
by,; € I, i € N tais que

Z [T

b'I’LZ < n
Nbuall < Nanll + o

e, para todo z € F,
oo
= Z Pni & bn,i-
i=1
Como |Juy|| < |Jun||a para todo n, temos

oo oo
n=1 n=1
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[e.9] 7

Isso quer dizer que a série ) -, u, é absolutamente convergente no espaco de Banach
L(E; F). Pelo Teorema 1.10 a série Y~ , u, é convergente em L(E; F), digamos

U= EZ:U% ::§53252<pnﬁ @anﬂ:: EE: @nﬂ'@?an S [XZE;FU,
n=1 n=1 i=1 n,i=1

onde a reordenacao, novamente, é garantida pela convergéncia absoluta. Pelo mesmo
motivo, de

> Mlenall - lowall = > (Z ||90n7z‘||-||bn,i||>
i=1

n,i=1 n=1

3 (lunll + )

n=1
o) 00 c

- j{: ”unHAf'+ 2{: 5; < 00,
n=1 n=1

concluimos que u € N(E; F). Mais ainda,
ullar = inf {Z lpall - 1Bl s = s ®bz}
i=1 =1
Z HQOn,i
n,i=1
(e.) o c
Sl + 3 o
n=1 n=1
S| [N s
2n
n=1 n=1

oo
= Z [tnlln + €.
n=1

Fazendo ¢ — 0 obtemos |lul[y < > 07 ||un|la- Pelo critério do Teorema 2.1.3 segue que
(N, ] - |la) é ideal de Banach. O

IN

IN

bnl

IN

O ideal N dos operadores nucleares tem uma posicao de destaque no conjunto de
todos os ideais de Banach: enquanto que o ideal dos operadores lineares continuos de
posto finito é o menor ideal de operadores, o ideal dos operadores nucleares é o menor
ideal de Banach. Mais precisamente:

Proposigao 2.7.5 Para todo ideal de Banach Z, N CZ e |||z < - |ln-

Demonstracao: Sejam (Z, || - ||z) um ideal de Banach e u € N(FE; F) representado na
forma u =" ¢, ®b;, onde ¢; € Eeb; € F,i €N, sdo tais que >, [l - [|bi]| < oo.
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Por ter posto finito, o operador u, := Y, ¢; @ b; pertence a Z(E; F) para todo n. Para
m > n, temos

[t — tmllz = Zmbi—z%@biH
=1 i=1

< D el -l

1=n+1
< Z il - o]l == 0.
i=n+1
Assim (u,)22 ; é uma sequéncia de Cauchy em (Z(E; F), ||-||z). Como Z é ideal de Banach,

U, g 7 em Z(E; F) para algum T € Z(FE; F'). Da desigualdade || - || < || - ||z segue que
u, — T em L(E; F). Vejamos que u,, — u em L(E; F). De fato, de

[u(z) = un(2)]| = ZSDi(m)bi_ZSOi(x)bi

o)

= || D i@

i=n-+1

< el D el -l

i=n-+1

A

para todo x € E, segue que

lun =l < D llill - il — 0,

i=n—+1

ou seja, u, — u em L(F;F). Da unicidade do limite podemos concluir que u =
T € Z(E; F). Para a desigualdade das normas, note que para toda representacao u =
o i @by, temos

lullz = lim_Jun]lz = lim
n— 00 n—o0

Z i ® b;
=1 T

< aim S el Il = 3 lledl - I
=1 =1

Tomando o infimo sobre todas as representacoes possiveis,

[ullz < inf {Z lall - lbsll v = i bi} = [[ully-
i=1 i=1
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2.8 Operadores separaveis

O objetivo dessa secao é apresentar o ideal S dos operadores separdveis que sera 1til
para exemplificar os ideais que sao anti-simétricos mas nao sao simétricos que veremos no
Capitulo 4. A secao culminara com a demonstracao de que & é um ideal fechado, isto é,
que (S, - ||) ¢ um ideal de Banach.

Definicao 2.8.1 Sejam E e F' espagos de Banach. Um operador linear continuo u: £ —
F é dito separdvel se sua imagem u(FE) é um subespago separavel de F'.

Denotaremos por S(F; F') o conjunto de todos os operadores separaveis de F em F'.
Proposicao 2.8.2 § € ideal de operadores.
Demonstragao: S(E; F) # () pois pela Proposi¢ao 1.19 temos F C S.

Sejam u € S(E;F) e A € K. O caso em que A = 0 é trivial. Suponhamos A # 0.

Podemos tomar uma sequéncia (z,)5; C F tal que a sequéncia (u(z,)); é densa em
u(F). Assim, dados € F e ¢ > 0 existe n, tal que

€
Ju(z) = wlzn,)|| < 77
A
Portanto,
€
[Au(z) = Au(zn,)|| = (Al - lu(z) = ulzn,)]| <Al e

Isso mostra que a sequéncia (Au(x,))5; = (u(Ax,))S2, é densa em \u(FE), e consequente-
mente A\u é separavel.

Antes de prosseguir com a demonstracao de que S é um ideal de operadores, mostremos
a

Afirmacao 1: Sejam Y um espaco métrico e X C Y. Suponha que exista uma
sequéncia (y,)22; C Y tal que paratodos z € X ee > 0 existe N € N tal que d(z,yy) < €.
Entao X é separavel.

Demonstragao da Afirmagao 1: Considere o conjunto Z := X U{y, : n € N} C Y.
Sejam x € Z e £ > 0. Temos duas possibilidades:
(i) = € X: Neste caso, por hipétese existe N € N tal que d(yy,z) < e, e yy € Z.
(ii) x = yx para algum k: Neste caso y € Z e d(yg, x) = d(yg, yx) = 0 < €.

Isso prova que (y,)%°; é uma sequéncia densa em Z = X U {y, : n € N}. Portanto
Z = X U{y, : n € N} é separdvel. Como X C Z = X U{y, : n € N}, pelo Lema 1.21
segue que X ¢é separavel.

Voltando a demonstracao da proposicao, provemos a propriedade de ideal: sejam
uy € L(Fo; F),ug € S(Ey; Fo) e ug € L(E; Ey). Como uy € S(Ey; Fy), ua(Ey) é separavel,
ou seja, existe uma sequéncia (y,)5; C Ey tal que a sequéncia (uz(y,))s2; é densa em
uz(Ep). Supondo |ju|| > 0, dado y € Ej existe n,, tal que

€

|ua(y) — w2 (yn, )|l < Tal
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O caso em que |lug|| = 0 é trivial. Assim dados z € E e ¢ > 0, ug(x) € Ey e portanto

s (s (s (2))) — 1 (ua(yn, )| < ]| - —— =&
— |

cuz(Eo)

Da Afirmacao 1 segue que u;(ug(us(E))) é separavel, ou seja, uj o ug o ug € S(E; F).

Para mostrar que a soma de dois operadores separaveis é separavel, mostremos a

Afirmagao 2: Um operador u € L(F; F) é separavel se, e somente se, existem um
espago separavel M e operadores w € L(E; M) e v € L(M; F) tais que u = v o w.

Demonstracao da Afirmacgao 2: Suponhamos primeiramente que u seja separavel.
Neste caso u(E) C F é separavel, e pela Proposicao 1.23, u(E) C F é separavel. Defina

u: E— u(E) , u(x) =u(x),

e considere o operador inclusao

Entdo @ e i sdo lineares e continuos, u = i o U e u(E) é separdvel.

Reciprocamente, suponha que existam um espaco separavel M e operadores w €
L(E;M) e v € L(M;F) tais que u = vow. Como w(F) C M e M é separavel pela
Proposigao 1.21, segue que w(FE) é separavel, ou seja, w é separavel. A propriedade de
ideal, j& demonstrada, garante que u = v o w ¢é separével.

Prosseguindo com a demonstracao de que & é um ideal de operadores, sejam uy, us €
S(E; F). Pela Afirmagao 2 existem um espago separavel M; e operadores wy € L(E; M)
e vy € L(M;; F) tais que u; = vy o wyq; e existem um espago separavel M, e operadores
wy € L(E; My) e vy € L(My; F) tais que ug = vg o wy. Definamos os seguintes operadores
lineares continuos:

RliMl — M1><M2
a —  Ri(a)=(a0),

RQIMQ — MlXMQ
b= Ry(b) = (0,0),

Ql: M1 X M2 — M1
(a,b) +—  @Qi(a,b) =a,

Q2: My x My — M,
(a,b) +—  Q2(a,b) =b.
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Note que
R10w1+R20w2€£(E;M1XM2) (S U10Q1+020Q26£(M1XM2;F).

Vejamos que
Uy + Uy = (Ulle+U20Q2)O(R10w1+R20w2).

De fato, para todo x € F,
(110 Q1 +v20Q2) 0 (Ry 0w + Ry owsy)(x)

= (V19Q1+v20Q2) ((R1ow1) () +(Re0ws)(x))
= (v10Q1+v20Q2) (R (w1 (x))+Ra(wa(x)))
= (v19Q1+v20Q2) (w1 (), 0)+(0, w2 ()))
= (v10Q1+v20Q2) (w1 (x), wa(7)))

= (01(Q1 (w1 (2), w2 (2))))+(v2(Q2(wr(7), wa(2))))
= (v1(w1(2)))+(v2(wa(2)))

= (viowy) (@) +(v2ows)(x)

= ((viowr)+(vzows))(x)

= (mtuz)(z).

Isso prova que uy+ug = (v; 0 Q1 + vy 0 Q2)o(ﬁ1 ow; + Ry o wg). Sabemos, pela Proposicao

EC(M;;M%F) Gﬁ(E;XZl X M2)
1.24, que M; x M, separavel. Novamente pela Afirmagao 2 concluimos que u; + us €
S(E; F).
Esta completa a demonstracao de que S é um ideal de operadores. O

Proposigao 2.8.3 O ideal S dos operadores separdveis é fechado.

Demonstracao: Seja (u,)>, € S(E; F) uma sequéncia tal que u,, — u € L(E; F).
Devemos mostrar que u € S(E; F'). Para cada n € N o operador u,, é separdvel, portanto
podemos tomar uma sequéncia (z7)22; C E tal que a sequéncia (u,(z}))32; é densa em
un(E). Seja e > 0. Dado x € E, como convergéncia em L(FE; ) 1mphca em convergencia

pontual, u,(x) — u(x), logo existe N € N tal que
£
lun(z) = u(@)]| < 3
Como a sequéncia (uy (xjv))jil ¢ densa em un(E) e uy(z) € un(E), existe J € N tal
que

‘uN(ac) — Uy (a:f,v)} < g.
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Entao

’u(x)—uN (xf,v)| = ’u(x)—uN () + uy () —uy (:Ef}f)‘
< uw () —u(x)| + }uN (r) —uy (:v]}f)‘
£ €
< 54‘5 =E.

Isso prova que a sequéncia (u,(z}));%-; € F é densa em u(E). Pela Afirmacdo 1 da

demonstracao da Proposigao 2.8.2 concluimos que u(F) é separavel, e portanto u €

S(E;F). O
Portanto (S, | - ||) é um ideal de Banach.
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CAPITULO 3

O DUAL DE UM IDEAL DE
OPERADORES

Dado um operador linear continuo u: E — F' entre espacos de Banach, o seu adjunto é
o operador
W F s B ()(a) = plu(x).

O objetivo deste capitulo é estudar o dual de um ideal de operadores Z, que é definido
por
T™NE F):={uec L(E;F) v € I(F;E")}.

Para isso precisamos de um secao preparatoria, na qual provaremos as propriedades
do adjunto de um operador linear que serao necessarias para o estudo do dual de um ideal
de operadores.

3.1 O adjunto de um operador linear continuo

A nocao de adjunto de um operador linear, introduzida a seguir, desempenha papel central
nesta dissertacao.

Definigao 3.1.1 Sejam FE, F espagos normados e u € L(FE;F) um operador linear
continuo. Definimos o operador u': F/ — E’ por

para todos x € E e ¢ € F'. O operador v’ é chamado de adjunto de u.

Agrupamos nesta se¢ao as propriedades do adjunto de um operador linear que serao
necessarias na sequeéncia.

Lema 3.1.2 Seja E espago normado. Entdo (Idg)' = Idg.
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Demonstragao: De fato,

(Ide) (@) (x) = e(Idp(r)) = ¢(z) = Id (p)(z),

para todos x € Ee p € E'. O

Proposigéo 3.1.3 Sejam u,v € L(E; F) e A € K. Entao:

(a) v € L(F'; E).

(b) (uw+v) =u +7.

(c) (Au)" = M.

(d) [lull = flu']]-

(e) Seu é um isomorfismo (isométrico), entao u' também é um isomorfismo (isométrico),
e neste caso (u™') = (u/)7.

Em particular, a correspondéncia

uw€ L(EF)—u' € L(F';E') (3.1)

€ linear e imersao isométrica, isto é, € um isomorfismo isométrico sobre sua imagem em

L(F' E".

Demonstragao: (a) Primeiramente mostremos que v’ de fato toma valores em E’: dados
pel zye FelekK,

u' (o) (x4 Ay) = p(u(z + Ay)) = o(u(r) + Iu(y)) = u'(p)(x) + ' (9) (),

provando que u/(y) é linear. De

W' () ()] = lp(u@))] < llell - (@) < llell - [l - [l=]]

concluimos que u'() é continuo. Assim, u'(¢) € E’. Vejamos agora que ' é linear: dados
v, € Fle e K,

U(p+M)(x) = (p+ ) (u())
p(u(z)) + M (u(x))
= u'(p)(x) + M (V) (x)
= (U (p) + M (¥))(x)

para todos x € E, logo u'(¢ + Ap) = v/(¢) + A’ (¢0). Mostremos agora que v’ é continuo.
De fato,

[ (@)l = sup |u'(¢)(z)]

z€BER

= sup [p(u(z))]

r€EBR

< el - sup fu(z)]

r€BE

= el -l
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para todo ¢ € F’, o que comprova a continuidade de u' e ainda nos fornece a desigualdade
[/} < Jlull.

(b) De

(u+v)(p)(x) = @((u+v)(x))

para todos ¢ € F' e x € E, segue que (u+v) = +v'.
(c) De

(M) (p)(x) = ¢

para todos p € F', A€ Kez € E, segue que (Au) = \u'.

(d) No item (a) ja provamos que ||o/|| < ||ul|. Por outro lado, pela Proposi¢ao 1.5
temos

lu(z)]] = sup [e(u(x))] = sup |u'(p)(@)| < sup (@) [zl =[] - [l]],
pwEB R wEB R/ pEB R

para todo x € F, provando que |Ju|| < ||«/||. Portanto |lu| = ||/

(e) Suponha que u seja um isomorfismo. Vejamos que u’ sobrejetor. Para isso seja
¢ € E'. Considere ® € F’ dado por ®(z) = p(u~!(z)). Temos que

u(@(2)) = ' (p(u(2) = lulu™'(2))) = ¢(2),

para todo z € F, provando que u/(®) = ¢, e portanto u’ é sobrejetor. Vejamos que u’ é
injetor. Se 1) € ker(u'), entao

para todo z € E. Como u é sobrejetor segue que 1) = 0. Portanto u’ é bijetor, e, como E’
¢ Banach, segue do Teorema 1.4 (Teorema da Aplicacao Aberta) que u’ é isomorfismo.

Supondo que u seja um isomorfismo isométrico, para mostrar que v’ é também um
isomorfismos isométrico basta mostrar que |[u/(v)|| = ||¢| para todo ¢ € F’. Para isso
seja ¢ € F'. Como u é isomorfismo isométrico,

xr € B se, e somente se, u(x) € Bp,
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e portanto

[w'(e)ll = sup |u()(@)] = sup |e(u(x))| = sup |e(u(@)] = sup [p(2)] = ll¢].

r€Bg r€BEg u(z)EBFp zEBR
A demonstragao de que (u™') = (u/)~! segue das seguintes igualdades:
Idg = Idg = (v ou) =uo(u™')e

Idp = Idp = (uou™) = (u ') ou.

(|
Proposicao 3.1.4 Seu € L(E;F) ev € L(F;G), entio (vou) =v" ou'.
Demonstragao: Para todos ¢ € G' e x € E,
(u' o) () () = u'(v'(0))(x) = V() (u()) = p(v(u(x)))
= p(vou(x)) = (vou)(p)(r),
provando o resultado. O

Uma pergunta natural é: qual é a imagem da correspondéncia (3.1) em L(F’; E')? Em
outras palavras, quais operadores sao adjuntos de outros operadores? A resposta desta
pergunta sera importante para propositos futuros. Para respondé-la precisamos de alguns
resultados preparatorios, alguns dos quais também serao tuteis mais adiante.

Proposicao 3.1.5 Sejau € L(E; F). Entdo u” € uma extensao de u a E” no sentido de
que u” o Jp = Jp o u; ou seja, o sequinte diagrama € comutativo:

£ u/l; )

TJE TJF

E——F
Em particular, u" o Jg(E) C Jp(F).
Demonstragao: Para todos z € F e ¢ € F',

(Jrou)(@)(p) = Jr(u(@)(p) = ¢(u(z)) = u'(¢)(z)

Assim,
(Jrou)(x) =u"(Jp(z)) = (u" o Jp)(z),
para todo x € E. Portanto u” o Jg = Jr ou. E disso segue que

(u" o Je)(E) = (Jr o w)(E) = Jr(u(E)) € Jo(F).
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Corolario 3.1.6 Sejam F um espaco reflexivo eu: E — F um operador linear continuo.
Entdo Jp' ou" o Jp = u.

Demonstracgao: Da Proposicao 3.1.5 temos
Joltou"oJp=Jzt o Jpou=u.
O

Quando falamos em fungoes continuas entre espacos topoldgicos, normalmente as
topologias envolvidas estao claras, por isso nao as mencionamos. Quando houver necessi-
dade de explicitar as topologias, adotaremos a seguinte notagao: dados espacos topoldgicos
(X,7) e (Y,7'), uma fungao continua f: (X,7) — (Y, 7') serd dita 7-7'-continua. Por
simplicidade, a topologia fraca-estrela no dual de um espago normado serda denotada por

*

w.

Lema 3.1.7 SejaT € L(F'; E'). O operador T éw*-w*-continuo se, e somente se, eriste
u€ L(EF) tal queu' =T.

Demonstragao: Suponha primeiramente que 7" seja w*-w*-continuo. Considere os mer-
gulhos canénicos Jg: £ — E" e Jp: FF — F”. Para cada x € F, da definicao
da topologia fraca-estrela temos a w*-continuidade de Jg(x); o que nos assegura que
o operador Jg(z) o T é um funcional linear w*-continuo em F’. Pelo Teorema 1.40,
(Jep(x)oT) € Jp(F), logo Jz'(Jg(z) o T) € F. Defina

u: E— F , u(z) = Jz' (Jp(x)oT).

O operador u estd bem definido e é linear. De fato, u(z) = J'(Jg(z)oT) € F para cada
x € F; e para todos z,y € F, A € K tem-se

HJp(z +Ay) o T)
H(Je(@) + AJp(y) o T)

ule+Ay) = Jp(
T

= T (Jp(@) o T+ Mp(y) o T)
Jr
)

Jo' (Jp(x) o T) + Az (Je(y) o T)
u(z) + Au(y).

Levando em conta que as aplicacoes Jr e Jg sao isometrias, tem-se
lu(@)l|r = 15 (Je(@) o T)lle = | e(x) o Tllpr < | Te(@) e - IT1 = T - [l2]&,

0 que nos mostra que u é continuo. Observe que, para todos © € E' e p € F’,

U (p)(x) = plu(@) = (Jp (Je(x) o T))
= Jr(Jp' (Je(x) o T))(p) = (Je(x) o T)(p)
= Je(@)(T(p)) = T(p)(2),

provando que v’ = T.
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Reciprocamente, suponha a existéncia de um operador v € L(FE; F) tal que v’ = T.

Seja (¢r),ep tma rede em F” tal que @y SCAN . Para cada z € F,
T(pa)(x) = u'(pa)(x) = oa(u(z)) — @(u(x)) = v'()(z) = T(p)(2),
assim, T'(py) 2, T(p). Isso prova que T é w*-w*-continuo. O
Definimos Ly (F'; E') := {u € L(F'; E') : u é w*—w*—continuo}.
Proposigao 3.1.8 A correspondéncia
uw€ L(EF) — u' € Ly (F'; E)

€ um isomorfismo isométrico. Em particular, se F for um espaco de Banach entdo
Loy (F'; E') é subespago fechado de L(F'; E').

A demonstragao desse resultado segue da Proposicao 3.1.3 e do Lema 3.1.7.

3.2 Propriedades do ideal dual

De posse das propriedades do adjunto de um operador linear, provaremos nesta secao
algumas propriedades do dual Z¢"! de um ideal de operadores Z.

Teorema 3.2.1 Se Z € um ideal de operadores, entdo T ¢ também um ideal de ope-
radores.

Demonstragao: Mostremos que, dados espacos de Banach E e F, 79 (E; F') é subes-
paco vetorial de L(E; F') e contém os operadores de posto finito. E claro que operador
identicamente nulo pertence a T4 (E; F) pois 0/ = 0 € Z(F';E'). Sejam \ € K e
uy, Uy € Z9(E; F). Como v}, uy, € Z(F';E') e como Z(F’; E') é subespago vetorial por
7 ser ideal de operadores, da Proposicao 3.1.3 decorre que

(uy + Aug) = uy + Muy € Z(F'; E'),

o que mostra que (u; + Aug) € T (E; F).
Seja u =Y, ¢; ® y; um operador linear continuo de posto finito, isto é, ¢; € E' e
y; € F para todo ¢ =1,2,...,n. Como Z é ideal de operadores, o operador u € Z(FE; F).
Devemos mostrar que u € Z9%(E; F), isto é, que v’ € Z(F'; E'). Primeiramente vamos
mostrar que se p ® y € Z(E; F), p € E' ey € F, entdo (¢ ® y) € Z(F'; E'). De fato,
para todo x € E,
p@y(z) = ey € [yl

E para todos z € F e ¢ € F’,
(p@y) (W) (x) =v(e@y(x) = P(p(x)y) = p(@)Y(y) = V(y)e().
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Logo (¢ ®@y)' (¥) = ¥(y)p € [¢] para todo ¢ € F'. Dessa forma, a imagem do operador
(p ®y) estd contida no subespaco [p] gerado por ¢, 0 que por sua vez implica que

(p®y) € F(F;E) CI(F E').
Como Z é ideal de operadores, u' = > (p; ® y;)’ € Z(F'; E'), o que mostra que

U = i% ® y; € T,

=1

Provemos a propriedade de ideal: sejam u; € L(Fy; F),uy € T (Ey; Fy) e us €
L(E; Ey). Logo uy € L(F'; F), uy € T(F; EY) e uy € L(E}; E'). Usando a propriedade
de ideal de Z e a Proposicao 3.1.4, temos

(uyoupouy) = (ugougoug) € Z(F'; E.
Isso prova que uj o ug o uz € Z9(E; F). 0
Definigao 3.2.2 Seja (Z, ||-||z) um ideal normado de operadores. Para cadau € Z9%(E; F),

definimos
|| w|| zavar 1= Hu’||1

Teorema 3.2.3 Se (Z,| - |z) € um ideal normado de operadores, entio (T4, || - ||zaum)
também € ideal normado de operadores.

Demonstragao: (1) || - ||zauw é norma em cada componente Z9%(E; F):
(i) Seja u € T (E; F). Entao v’ € Z(F'; E'), e como || - ||z é norma em Z(E; F), temos
||u||zawar = ||o'||z > 0. Pelo mesmo motivo,

|ullzawar = W' ||z =0 <= v =0 <= ||u/||, =0 <= u=0.
(i) Sejam uy,uy € T4 (E; F). Entao v}, u, € Z(F'; E'), e da mesma forma como antes,
com a ajuda da Proposicao 3.1.3,

|y + ug | zava = [|(u1 + u2)[|z = [Ju) + uyllz < |luillz + [Jusllz = [lur ||z + [Jusg]| zavs.

(iii) Sejam u € Z9(F; F) e A € K. Entdao v’ € Z(F'; E’), e pelos mesmos motivos do
item anterior,

[ Aul|zawar = [|(Au)'llz = [[Aw[lz = [A] - [Jw'[lz = |A] - [[ue]| o,

(2) [Hdx || zawn = [|(Tdx)'|z = [[Tdr||lz = 1.
(3) Sejam u; € L(Fy; F),uy € T (Ey; Fy) e uz € L(E; Ey). Assim, uy o uy o uz €
T4 (B F) e uly, € I(F); E}). Da propriedade de ideal do ideal normado (Z, || - ||7) e da
Proposicao 3.1.4,
[ur © up 0 ugflzawm = [[(ur 0 up 0 us)'|lz = |lug o uy o ujflz
< lugll - lugllz - ] = Husll - ezl zow - Jlua]-
(]

O resultado a seguir é mais um cuja demonstracao nao foi encontrado em nenhuma
referéncia.
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Teorema 3.2.4 Se (Z,||-||z) € um ideal de Banach, entdo (29 || - ||zawa) também é ideal
de Banach.

Demonstracgao: Usaremos o critério do Teorema 2.1.3. As condigoes (1) e (2) ja foram
provadas. Basta entao provar a condicao (3). Para isso sejam E e F' espagos de Banach e
(u,)2; uma sequéncia em Z9(E; F) tal que > 0o | ||luy || zawa < co. Entao (u},),; é uma
sequéncia em Z(F'; E') e

0 [e's}
Z Hu;HI = Z HunH_’[dual < 0.
n=1 n=1

Como (Z, || - ||z) ¢ ideal de Banach, pelo critério do Teorema 2.1.3 segue que

vi= S, €I(FLE) CLIFLE) e oz < Sz

n=1 n=1

Usando primeiro a Proposigao 3.1.3(d) e depois a Proposigao 2.1.4(a), temos que ||u,| =
|ul |l < ||u,||z para todo n. Entao

0o [e's] 00
D Nl = unll <> lluy|lz < oo
n=1 n=1 n=1

oo 7

Isso quer dizer que a série ) >~ u, é absolutamente convergente no espago de Banach
L(E; F). Pelo Teorema 1.10 segue que a série > .~ | u, é convergente em L(E; F), digamos

wi=3y " u, € L(E;F). De
n n / n
j=1 j=1 j=1

concluimos que v’ = Y ° u, = v € Z(F'; E'). Da definicdo de ideal dual temos u =
S0 uy € TMNEF) e

n—=ao0
0,

o o0 o0
]| zaua = [|u[|z = Zu; < Z |ulllz = Z |2y, || e
n=1 T n=1 n=1
Novamente pelo critério do Teorema 2.1.3 segue que (Z9% || - ||zawa) também ¢é ideal de
Banach. O

Corolério 3.2.5 Se Z ¢ um ideal fechado, entdao T também € ideal fechado.

3.3 Ideais injetivos e sobrejetivos

Nesta secao definiremos os conceitos de ideal de operadores injetivo e sobrejetivo. O
objetivo é estabelecer como essas propriedades passam de um ideal Z para o seu dual
Tl No Apeéndice A indicamos, dentre os ideais estudados nesta dissertacao, quais sao
injetivos e/ou sobrejetivos.
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Definicao 3.3.1 Um operador linear j: F' — G entre espacos normados é chamado de
injecao métrica se
1)l = ol para todo z € F.
Os exemplos canodnicos de injegbes métricas sdo: (i) a inclusdo i: F — G de um
subespago F' do espago normado G; (ii) o mergulho canénico Jg do espa¢o normado F

em seu bidual E”. E claro que toda injecao métrica € injetora, e um isomorfismo isométrico
nada mais é do que uma injecao métrica sobrejetora.

Definicao 3.3.2 Um operador linear ¢: G — FE entre espagos normados é chamado de
sobrejecao métrica se
lylle = inf{||z]|¢ : ¢(x) = y} para todo y € E.
O exemplo canoénico de sobrejecao métrica é a projecao 7 : E — E/F de um espago
normado E no espago quociente E//F de E por um subespagco fechado F'.
Defini¢ao 3.3.3 Um ideal de operadores Z é injetivo se dados um operador u € L(E; F)
e uma injegao métrica j: F — G tais que (jou) € Z(E; G), tem-se u € Z(E; F).

Definicao 3.3.4 Um ideal de operadores Z é sobrejetivo se dados um operador u €
L(E; F) e uma sobrejecao métrica ¢: G — FE tais que (uoq) € I(G; F), tem-se u €
I(E; F).

Para provar os principais resultados desta secao precisamos demonstrar algumas pro-
priedades basicas de injecoes métricas e sobrejecoes métricas. Por B indicaremos a bola
unitaria aberta do espaco normado FE.

Lema 3.3.5 Seja q: G — E uma sobrejecao métrica entre espacos normados. Entao:
(a) [lq| < 1.

(b) 4(Ba) =B -

Demonstragao: (a) Para todo z € G,

la(@)l[e = mf{llylle : g() = q(y)} < =l

pois |[z[| € {llyllc : ¢(x) = ¢(y)}. Portanto [l¢] <1.
(b) Primeiramente mostremos que ¢(Bg) CBp. Para isso seja z €Bg. Entao ||z]] < 1e
pelo item (a) segue que
la()Il < flgll - NIzl < fl=]l < 1.
provando que ¢(z) € B E .

Mostremos agora que BiC q(éG). Seja y €Bp. Entio lylle = inf{||z]l¢ : q(z) =
y} < 1. Por uma propriedade do infimo, podemos tomar uma sequéncia (x,)>°; C G tal
que q(z,) =y para todon € N e

[znl — llyll < 1.

Assim existe N € N tal que ||zn|| < 1. Entéo zy €Bp e q(zn) = y. Isso implica que
y € q(Bg) e prova que BgC ¢(Bg). b
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Lema 3.3.6 (a) Seja j: F — G wma injecao métrica entre espagos normados. Entao j'
€ sobrejecao métrica.

(b) Seja q: G — E uma sobrejecao métrica entre espagos normados. Entdo ¢’ € inje¢ao
métrica.

Demonstraremos apenas o item (b) deste lema. A demonstragdo do item (a) pode
ser encontrada em [22, Proposition B.3.9.1]. Entretanto, vale a pena mencionar que o
caso em que j: F' — (G é uma injecao métrica sobrejetora é trivial. De fato, neste caso
j é isomorfismo isométrico, e portanto pela Proposicao 3.1.3 segue que j’ é isomorfismo
isométrico. Em particular, 5 é sobrejecao métrica.

Demonstragao: (b) Uma vez que ¢: G — FE é uma sobreje¢ao métrica, temos, para todo
pE L,

ld'(0)ller = sup |¢'(¢)(2)] = sup |p(g(x))] = sup |o(y)| = ll¢lle,
:L“G].%G ZGEG yEéE

onde a primeira igualdade segue da Observagao 1.14 e a terceira do Lema 3.3.5(b). Isso
prova que ¢ é injecao métrica. O

Teorema 3.3.7 Seja Z um ideal de operadores.
(a) Se I € injetivo, entao T ¢ sobrejetivo.
(b) Se I € sobrejetivo, entio T é injetivo.

Demonstragao: (a) Sejam E e F espacos de Banach, u € L(E;F) e q: G - E uma
sobrejegao métrica tais que (u o q) € Z9%(G; F). Devemos mostrar que u € Z9(E; F).
Pelo Lema 3.3.6(b) sabemos que ¢’ é injecao métrica. Da Proposi¢ao 3.1.4 segue que

¢ ou =(uoq) e Z(F;G).

Como Z ¢ ideal injetivo, u' € Z(F'; E'), ou seja, u € T4 (E; F). Portanto o ideal Z4%! ¢
sobrejetivo.

(b) Sejam E e F espagos de Banach, u € L(E; F) e j: F — G uma injecao métrica tais
que (jou) € Z%(E; G). Devemos mostrar que u € 29 (E; F). Pelo Lema 3.3.6(a), 5’
é sobrejecao métrica. Novamente pela Proposigao 3.1.4,

Woj = (jou) € (G E).

Como Z é ideal sobrejetivo, v € Z(F'; E'), ou seja, u € Z9(E; F). Portanto o ideal
74wl & injetivo. O

O conceito de ideal injetivo nos fornece uma condigao suficiente para a validade da
equivaléncia
uweZI(E;F)<—u" €eZ(E";F"):

Proposicao 3.3.8 Sejam I um ideal de operadores, E e F' espacos de Banach e u €
L(E;F).

(a) Se Z € injetivo e u” € IZ(E"; F"), entio u € Z(E; F).

(b) Se E € reflexivo e uw € Z(E; F), entao v” € Z(E"; F").

(¢c) Se I é injetivo e E € reflexivo, entao uw € Z(E; F') se, e somente se, v” € Z(E"; F").
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Demonstragao: (a) Como u” € Z(E"; F"), pela propriedade de ideal temos v’ o Jg €
Z(E; F"). Da Proposicao 3.1.5 sabemos que v’ o Jg = Jr o u, logo Jpou € Z(E; F").
Como Jr é injecao métrica e Z é injetivo, segue que u € Z(E; F).
(b) Sabemos que Jg é um isomorfismo pois E é reflexivo, portanto da propriedade de
ideal segue que

u' = Jp O\u/_/o(]jg1 e Z(E"; F").

(S9A
N—————
€l

(c) Segue imediatamente de (a) e (b). O

3.4 Ideais de composicao

Nesta secao estudaremos uma técnica muito 1til de gerar um novo ideal de operadores
7 o J a partir de ideais de operadores Z e J dados. O ideal resultante Z o 7 é chamado
de ideal de composicao ou de produto dos ideais Z e J. Estudaremos também a validade
da igualdade

(I o j)dual — jdual o :Z-dual'

Definicao 3.4.1 Sejam 7 e J ideais de operadores. Dados os espacos de Banach E e F
eu € L(F;F), dizemos que u pertence a Z o J(E; F) se existem um espago de Banach G
e operadores v € J(E;G) e w € Z(G; F) tais que u = w o v.

Vejamos que se Z e J sao ideais de operadores, entao Z o J também ¢é ideal de o-
peradores, chamado de ideal de composicao. A demonstracao a seguir também nao foi
encontrada em nenhuma referéncia.

Proposicao 3.4.2 Se 7 e J sao ideais de operadores, entao I o J também é ideal de
operadores.

Demonstracao: Dados os espagos de Banach E e F, mostremos que Z o J(E; F) é
subespacgo vetorial de L(F; F') que contém os operadores de posto finito. E claro que
T o J(E;F) # 0 pois o operador nulo af pertence.

Sejam u € Zo J(E; F) e A € K. Logo existem um espago de Banach G e operadores
ve J(E;G)ew e I(G; F) tais que u = w ov. Como Z(G; F) é subespago vetorial de
L(G; F), da propriedade de ideal temos

A= ANwow) = ()\w)o\vf/el'oj(E,F).

cT eJ

Dados uy, uy € Z o J(E; F), existem espacos de Banach G; e Gy e operadores v; €
J(E;Gy), vy € J(E;Gs) e wy € Z(Gy; F), wy € I(Go; F) tais que os diagramas abaixo
sao comutativos:

u1

E F

UIE\A ﬁ1 (S

G
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u2

E F

’UQEX %2 €z

G

Defina G := G; X GG5. Temos que G ¢é espaco de Banach por ser o produto cartesiano de
dois espacos de Banach. Os seguintes operadores sao lineares e continuos:

v: E— G =G x Gy, v(r) = (v1(x),v2(x));

T:G=G xGy — FXF | T(y,y2) = (wi(y1), w2(y2)); e
U:FxF—F, U(z,22) =21 + 2.
Vejamos que w := UoT € Z(G; F), v € J(F;G) e que o seguinte diagrama é comutativo:

E u1tu2 F
vEJi TU
G x Go T P xF

Para isso observe primeiramente que os seguintes operadores sao lineares e continuos:
A E— G=G; xGy, A(z) = (v1(2),0), e

B: E— G =G x Gy, B(zx)=(0,vy(x)).

Vejamos que A+ B =v, A€ J(F;G) e B € J(E;G). Para a primeira afirmagao basta
observar que, para todo = € F,

(A+ B)(x) = A(z) + B(z) = (01(2),0) + (0,v2(2)) = (vi(2), v2(2)) = v(2).
Para as outras duas afirmacoes, considere os operadores lineares e continuos dados por
C:G — G=G; xGy, C(t)=(t,0), e
D: Gy — G =Gy x Gy, D(s)=(0,s),

e observe que os diagramas a seguir sao comutativos:

E A G1XG2

G

E B GlXG2

G
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Assim, como C' e D sao operadores lineares e continuos e v; e vy pertencem ao ideal 7,
segue que

A=Cov € J(E;G) e B=Dowvy € J(E;G).

Como A € J(E;G), B e J(E;G) e J éideal de operadores, concluimos que v = A+ B €
J(E;G).

Vejamos agora que w = UoT € Z(G; F'). Para isso basta provar que T' € Z(G; F' x F).
Veja que os operadores

T11 G = G1 X Gz — X F ) Tl(y1>y2) = (wl(y1)70>7 €
Ty: G=G1 x Gy — FxF, Ty(y1,52) = (0, w2(32)),
sao lineares e continuos. Vejamos que T'=T) + Ty e 11, Ty € Z(G; F x F). De fato,
T(y1,y2) = (wi(y1), w2(y2)) = (wi(y1),0) + (0, w2(y2))
= T1(y1, y2) + Ta(y1, y2) = (11 + T2)(y1, y2),
para todos y; € G e yo € Go. Também os operadores
M: G =G xGy — Gy, Mi(y1,52) =41, e

Ni: F— FxF, Ni(z)=(20),

sao lineares e continuos. Mais ainda, o diagrama a seguir é comutativo:

Gl X G2 LF x F
Mli TNl
wi1€EZL

G ———F

Logo Ty = Nyow; oMy, e como Z é ideal de operadores concluimos que T} € Z(G; F x F).
Da mesma forma, considere os operadores lineares e continuos

My: G =Gy x Gy — Gy, M2<ylay2> =12, €

NQiF—>FXF, NQ(Z):<O,Z),

e o seguinte diagrama comutativo:

G1XG2T42>F><F

Mgi TNQ
wo €L

Gy ——F

Logo To = Nyows o My, e como Z é ideal de operadores concluimos que Ty € Z(G; F x F).
Assim, como T7 e Ty pertencem ao ideal de operadors Z, podemos concluir que T =
T+ T, €Z. Portantow =U o T € Z(G; F x F).

Sendo assim, G = G; X G2 é um espago de Banach, v € J(E;G) e w € I(G; F) séo
tais que uj +uy = wow. Isso prova que u; +us € Zo J(F; F) e nos permite concluir que
T o J(E; F) é subespaco vetorial de L(E; F').

61



Dados ¢ € E' e b € F, escolha G # {0} um espaco de Banach e tome ¢ € G' e a € G
tais que ¢(a) = 1. Dessa forma, vy ®b € F(G; F) CI(G;F), p®a € F(E;G) C J(E; Q)
e

(Y @b)o(p®a))(r) =1 @blpr)a) = P(p(r)a)b = p(x)P(a)b = ¢(z)b = ¢ @ b(x)

para todo z € E. Portanto p ®b= (y ®b)o (p®a) € Zo J(F; F). Acabamos de provar
que Z o J(F; F) é subespago vetorial de L(E; F'), logo Z o J(E; F') contém os operadores
lineares continuos de posto finito.

Provemos agora a propriedade de ideal: sejam uy; € L(Fo; F),us € T o J(Ey; Fp) e
ug € L(E; Ey). Como uy € Z o J(Ep; Fy), existem um espago de Banach G e operadores
vy € J(Ey; G) e wy € Z(G; Fy) tais que ug = ws 0 vg. Defina v = vy 0 ug e w = uq 0 ws.
Como J é ideal de operadores e vy € J(Fp; G) segue que v = vy ouz € J(E;G); e como
7 também é ideal de operadores e wy € Z(G; Fy) segue que w = uy o wy € Z(G; F). Por
definigdo, wowv € Z o J(F; F), e portanto

Uy 0 Uz 0 ug = up © (wyovg)ouz = (uy ows)o(vyouz) =wove€ZoJ(E;F).

ui

V=190U3 \‘7\ /02 =ui1ow2

E

F

|

Veremos no exemplo a seguir que varios resultados importantes da teoria de espacos
de Banach podem ser escritos na linguagem de ideais de composicao:

Exemplo 3.4.3 Lo K=K, WoW =W eCCoW =K.

As inclustes Ko L C K e Wo W C W decorrem imediatamente da propriedade de
ideal.

Vejamos que CC o W C K. Dado u € CC o W(E; F), existem um espago de Banach
G e operadores v € W(E;G) e w € CC(G; F) tais que u = w o v. Seja (x,)0, sequéncia
limitada em E. Como v é fracamente compacto, a sequéncia (v(x,))s°; admite sub-
sequéncia fracamente convergente, digamos (v(w,,))32; tal que v(z,,;) — y € G. Como
w é completamente continuo, neste caso temos

u(zn,;) = wov(ry,;) = w(u(z,,)) — w(y) € F.

Portanto u é compacto, isto é, u € K(E; F).
As demais inclusoes nao serao estudadas nesta dissertacao. Para mais informacoes
veja [12, Propositions 19.1.2 e 19.1.3].

Se 7 e J sao ideais normados, entao uma maneira natural de definir uma norma em
1 o J seria
|lullzo7 = inf{||v||7 - |Jw|lz : v € T,w €T e u =wov}.
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Infelizmente a expressao acima nao define uma norma em 7 o J. Assim, o produto de

dois ideais de operadores normados nem sempre é ideal normado (para maiores detalhes
veja [6, 9.10].

A férmula (vow)" = w' ov’ que provamos na Proposicao 3.1.4 pode nos levar a pensar
que a igualdade
(I ° j)dual — jdual ° Idual

¢é verdadeira para ideais Z e J quaisquer. Uma das inclusoes é trivial:
Proposigao 3.4.4 Para todos I e J ideais de operadores, J4 o 79wl C (T o J)dual,

Demonstragao: Dado u € J% o 79(E; F), existem um espaco de Banach G e ope-
radores v € Z9(E; G) e w € JW(G; F) tais que u = w o v.

u

E F

vezdlx /ZEJd“al

G

Assim v' € Z(G"; E'), w' € J(F';G'), e como o seguinte diagrama também comuta

temos v’ = v ow’ € Zo J(F'; E'). Segue que u € (Z o J)M(E; F). O

A inclusao inversa nao é verdadeira para ideais de operadores Z e J arbitrarios; mas
acrescentando hipoteses adicionais resultados interessantes podem ser obtidos. O resul-
tado a seguir nao foi encontrado em nenhuma referéncia.

Proposicao 3.4.5 Sejam I e J ideais de operadores tais que T C I ¢ 7 C Jduwal  Ge
F € um espago reflexivo, entio (I o J)W(E; F) = J%l o 7 E; F) para todo espaco
de Banach E.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.4.4 basta provar a inclusao
(IO j)dual(E; F) g jdual oIdual(E; F)

Para isso seja u € (Z o J)¥(E; F). Entao v’ € Z o J(F'; F') e por isso existem um
espaco de Banach G e operadores v € J e w € T tais que v/ = w o v.

u/

F’ E'

vex /ZGI

G
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Dev € J(F';G) C J®¥(F;G)edew € Z(G; E') C IT9(G; E') temos, respectivamente,
v e J(G F") e w € Z(E";G'). Considerando os mergulhos canonicos Jg de £ em E”
e Jrp de F' em F”, o seguinte diagrama é comutativo por causa das Proposicoes 3.1.4 ¢
3.1.5:
E——F
6| ]

E u > [

“’/GIJ/ %EJ

G’
: _ 71 / ! dual dual .
Assim, u= Jp ov' ow' o Jgp € T o I (E; F). O
——

N——
E]CJd“al eIgIdual

A hipétese Z C Z9%! da proposicdo acima serd estudada no préximo capitulo, onde
veremos resultados importantes envolvendo essa inclusao.

—dual

3.5 A igualdade 7duwl =7

~ —— _ =dual : ,
Nesta secao mostraremos que Z4wl C 7 para todo ideal de operadores Z; e também
que a inclusao inversa é verdadeira com a hipotese adicional do espaco de chegada ser
reflexivo. A segunda afirmacao nao foi encontrada na literatura.

Proposicao 3.5.1 Sejam Z e J ideais de operadores. Se I C J, entdo ZT9% C gdual,
Mais ainda, se existe uma constante K > 0 tal que || - |7 < K - || - ||z, entao || - || 7avar <
K N H . Hz‘dual.

Demonstragao: Seja u € Z9%(E; F). Entao u' € Z(F';E') C J(F'; E'). Portanto
ue JWNE;F). Ecomou € Z(F;E) e | -|l7 < K- |z, temos

[ull gaw = ([l g < K- [l = K- [Jull 7o
O

. : . - = =dual ,
Vejamos que, para qualquer ideal de operadores Z, a inclusao Zdwel C 7 "¢ ver-
dadeira:

Proposicao 3.5.2 Seja T ideal de operadores. Entao Tdual C 7M.

Demonstracao: Seja u € Zdwl(E; F) = Zdwl(E: F). Entao existe uma sequéncia
(un)%, C 7% E; F) tal que u,, — u em L(E; F). Da continuidade da correspondéncia
(3.1), a sequéncia (u))s, C Z(F';E') é tal que u, — ' em L(F';E’). Portanto

n=1
W € I(F',E) = Z(F'; E'), ou seja, u € T (E; F). O

. ~ =dual L —— . . .,
Jd ainclusao Z =~ C Zdwal nao é valida sempre. Vejamos que acrescentando a hipotese
do espago de chegada ser reflexivo o resultado torna-se verdadeiro. O resultado a seguir
nao foi encontrado em nenhuma referéncia.
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Proposicao 3.5.3 Sejam Z um ideal de operadores e F' um espaco reflexivo. FEntao
—dual

Z"(E; F) C IT®(E; F) para todo espaco de Banach E.

Demonstragao: Seja u € fdual(E; F). Entao v € Z(F';E') = I(F’; E’"). Logo e-
xiste uma sequéncia (a,)>2, € Z(F'; E') tal que a, — v’ em L(F';E’"). Como a, €
I(F';E') C L(F'; E') para todo n, cada a,: F' — E’ é continuo. Pelo Teorema 1.32
sabemos que a, é w-w-continuo. Como F' é reflexivo, pela Proposicao 1.36 sabemos que
F' é reflexivo, e entao pela Proposicao 1.41(d) as topologias fraca e fraca-estrela coincidem
em F’. Disso concluimos que cada a,, é w*-w-continuo. Pela Proposigao 1.41(c) segue que
cada a, é w*-w*-continuo. Portanto, pelo Lema 3.1.7 para cada n existe b, € L(E; F)
tal que 0, = a,. De a, — v em L(F';E') temos b}, — ' em L(F';E'). E de
a, = b, € Z(F'; E') para todo n temos (b,)>2, C Z9%(E; F); e como

1bn — ull = [[(bn — w)'l| = [|b;, — @' — 0,
concluimos que b, — u em L(E; F'). Portanto u € Z4wl(E; F). O

Corolario 3.5.4 Sejam I um ideal de operadores e E e F' espagos de Banach com F
—dual

reflexivo. Entao TW\(E, F) =7 " (E;F).
Na demonstracao da Proposicao 3.5.3 fica claro que a seguinte hipdtese
I(F';E") C Ly (F'; E, (3.2)

é suficiente para obter o resultado. Entretanto, como veremos a seguir, a inclusao (3.2)
nao é mais geral que a hipdtese por nés utilizada, ou seja, F' ser reflexivo. Além disso,
obtemos uma caracterizacao interessante da reflexibilidade usando ideais de operadores.

Proposicao 3.5.5 As sequintes afirmacoes sao equivalentes para o espago de Banach F':
(a) F € reflexivo.

(b) Para qualquer ideal de operadores T e para todo espaco de Banach E, Z(F';E'") C
Loyew (F'; E).

(¢c) Existem um ideal de operadores T e um espago de Banach E # {0} tais que Z(F'; E') C
Loy (F'; E').

Demonstragao: (a)=(b): Sejam Z um ideal de operadores qualquer, E um espago de
Banach e u € Z(F'; E') C L(F'; E'). Por u ser continuo e pelo Teorema 1.32, temos que
u é w-w-continuo. Como F é reflexivo, F’ também é reflexivo pela Proposicao 1.36, e
entdo, pela Proposicao 1.41(d), as topologias fraca e fraca-estrela coincidem em F”. Isso
nos diz que u é w*-w-continuo. Pela Proposigao 1.41(c) segue que u é w*-w*-continuo.

(b)=(c): Essa implicagao é trivial.

(¢)=(a): Sejam Z um ideal de operadores e E # {0} um espaco de Banach tais que
I(F';E") C Ly (F'; E'). Mostremos que Jp(F) = F”. Como Jp(F) C F”, basta
mostrar que F” C Jp(F). Para isso seja ¢ € F". Escolha b € E’, b # 0, e considere o
operador ¥ @ b: F' — E' 1 ® b(p) = ¥ (p)b para todo ¢ € F’. Entao

w ®b S F(F/,El) g I(F/,El) g Ew*w*(F/;E/).
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Portanto ¢ ® b é w*-w*-continuo. Seja (y,), uma rede em F’ tal que @y 2, © em F'.
Como ¢ ® b é w*-w*-continuo, temos

D(pa)b =1 @ b(px) > 1 @ b(p) = B()b

em E’. Da definicdo da topologia fraca-estrela segue que ¥ (py)b(x) — ¥ (p)b(x) para
todo x € E. Como b # 0, podemos tomar z € E tal que b(z) = 1. Dessa forma,
Y(pr) — P(p) em K. Isso prova que ¢ que é um elemento de F”, é continuo na
topologia fraca-estrela. Pelo Teorema 1.40 segue que 1) € Jp(F'). Portanto F é reflexivo.
O

Observagao 3.5.6 As Proposicoes 3.5.3 e 3.5.5 nao foram encontradas na literatura.
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CAPITULO 4

[DEAIS SIMETRICOS DE OPERADORES
ENTRE ESPACOS DE BANACH

O objetivo deste capitulo é dar exemplos de ideais que sao simultaneamente simétricos
e anti-simétricos (completamente simétricos), de ideais que ndo sdo nem simétricos nem
anti-simétricos, de ideais que sao simétricos e nao sao anti-simétricos e de ideais que sao
anti-simétricos e nao sao simétricos. Mais especificamente, veremos que os ideais dos ope-
radores compactos e dos operadores fracamente compactos sao simétricos e anti-simétricos;
que os ideais dos operadores completamente continuos e dos operadores absolutamente
p-somantes, para todo p > 1, nao sao nem simétricos nem anti-simétricos; que o ideal
dos operadores nucleares é simétrico mas nao anti-simétrico; e que o ideal dos operadores
separaveis é anti-simétrico mas nao é simétrico. Além disso, em cada caso estudare-
mos condigoes sobre os espacos que garantam que as componentes correspondentes sejam
completamente simétricas.

Definicao 4.0.7 Um ideal de operadores Z ¢é dito:
o simétrico se T C Tl
e anti-simétrico se 79" C T;
o completamente simétrico se T = T,

4.1 Ideais completamente simétricos

Nesta secao, além de apresentar exemplos de ideais de operadores que sao completamente
simétricos, mostraremos que o ideal VW dos operadores fracamente compactos é um ideal
fechado.

Para exemplificar os ideais de operadores que sao completamente simétricos estudare-
mos os operadores compactos e fracamente compactos.

A demonstracao apresentada a seguir se baseia na referéncia [3].
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Teorema 4.1.1 (Teorema de Schauder) O ideal dos operadores compactos é completa-
mente simétrico.

Demonstragao: Sejam E e I espagos normados e u € L(F; F'). Mostremos que u €
K(E; F) se, e somente se, v’ € K(F'; E'), isto é, que u € K¥(E; F).

Suponha primeiramente que u € K(FE; F'). Dada uma sequéncia (¢,,)>2, em Bp deve-
mos mostrar que a sequéncia (u'(y,))5, tem subsequéncia convergente em E’. Chamando
K = u(Bg), temos da compacidade de u que K é um espaco métrico compacto. Para
cada n, chame de f, a restricao de ¢, a K. E claro que essa restri¢ao pertence a C'(K).
Entao A := {f, : n € N} é um subconjunto de C'(K). Vejamos que as condicoes (a) e (b)
do Teorema de Ascoli (Teorema 1.46) estao satisfeitas:

(a) Dados tg € K ee >0, tome 6 =e. Set € K é tal que ||t — ty|| < 0, entao

sup [ fu(t) = fu(to)| = sup [@n(t — to)| < sup [[enl[l[t —toll < It —toll <0 =e.
(b) Para todo t € K,

sup [ fu ()] = sup |n(t)| < sup [[@nl] - [J£] <[]

Do Teorema de Ascoli segue entdo que A é compacto em K. Portanto existem uma sub-
sequéncia (fp, )52, de (fn)o2, e f € C(K) tais que f,, — fem C(K). Essa convergéncia
quer dizer que

sup [u/(¢n, (7)) = f(u(@))] = sup |pn, (u(z)) — f(u(z))l

rEBR r€BE

= sup fon, (1) = f(?)]

teu(BE)

= |ln, — flloo — 0 se k — 0.

Da desigualdade triangular concluimos que

[0/ (ne) = u'(spn,)ll = sup v/ (¢, () = v'(@n; (x))] — 0 se k,j — oo,

r€EBR

provando que a subsequéncia (u/'(pn,))s>; ¢ de Cauchy no espaco de Banach E’, logo
convergente. Isso prova que o operador u’ é compacto.

Reciprocamente, suponha que o operador adjunto u’ seja compacto. Pelo que acabamos
de provar, o operador biadjunto u”: E” — F” é compacto. Do Corolario 3.1.6 sabemos
que u = Jz' ou” o Jp. A compacidade do operador u segue da propriedade de ideal. O

Antes de demonstrar que o ideal de operadores fracamente compactos é completamente

simétrico mostremos que é fechado, isto é que (W, || - ||) é um ideal de Banach. Para
mostramos esse fato usaremos os seguintes resultados que foram estudados em [13]:

Teorema 4.1.2 Sejam E e F espagos de Banach e w € L(E; F). Entdo o adjunto u' €
w*-w*-continuo, isto €, o operador u': (F';0(F'; F)) — (E';0(E'; E)) é continuo.
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Demonstragao: Dado ¢y € F’, uma vizinhanga bésica de u/(¢g) na topologia fraca-
estrela (F';0(E'; E')) de E’ tem a forma

W too) 1,09, ={p € E :|p(x;) —u(po)(x;)| < e paratodoi=1,2,...,n},
emquen €N, xy,z9,...,0, € Eee>0. O conjunto

Ueou(wn)u(wa),u(e)e = 10 € F' o |h(u(x;)) — po(u(z;))| < € para todo i =1,2,...,n}

¢ uma vizinhanga de ¢o na topologia fraca-estrela (F';o(F’; F')) de F’. Mostremos que

u/(Ugoo,u(:cl),u(arz) ..... u(a:n),a) g Wu’((pg),z1,z2 ..... Tp,E* (41)

Para isso seja ¥ € u/'(Uyg (@) u(@e),...u(@n)e)s dlgamos Y =u (gp) para algum
© € Upyu(ar)u(@s),...u(zn),e- Entao, para cada ¢ =1,2,.

(i) — u'(po) ()| = [u' () (2:) — v/ (o) ()] = lop(ulx:)) — @olu(z:))| <e.

Isso prova a inclus@o (4.1), que por sua vez é suficiente para concluir que o operador
adjunto v': (F';0(F'; F)) — (E';0(E'; E)) ¢é continuo. O

Teorema 4.1.3 Sejam E e F espacos de Banach. As sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes para um operador u € L(E; F):

(a) u € fracamente compacto;

(b) w'(E") C Jp(F);

(c) u' € w*-w-continuo.

Demonstracao: (a)=(b): Por hipdtese, u € W(E; F'). Seja Bg» a bola unitaria fechada
do bidual E” de F. Pelo Teorema 4.1.2, o operador

u//: (E//;O_<E//;El>> BN (F//;O_(F//;Fl))

é continuo, e pela Proposi¢ao 3.1.5 temos que u”’(Jg(x)) = Jr(u(z)) para todo = € E.
Assim,

*

*

u” <W> C w(Tp(Br)" = Tr(u(Bp)" C Jr <U(BE) )

Como u € W(E; F), o conjunto u(Bg) ¢ fracamente compacto, e sabendo que

Jp i (Fio(F; FY)) — (F% 0 (F' FY))

a(
é continuo (Proposicao 1.41(e)), temos que Jg ( ) é w*-compacto. Logo Jp <u(BE) )

é w*-fechado, portanto

Wk

o ()~ )
Dai,




Como pelo Teorema de Goldstine (Teorema 1.44), Jg(Bg)) e Bgn, temos u”(Bgr) C
Jrp(F). Dado y € v'(E"), existe x € E” tal que y = u”(x). Temos que o € By, e assim

u” <|| H) € Jr(F) (o caso em que x = 0 é 6bvio). Como u” é linear, mu” (z) € Jp(F),

e como Jp(F') é subespaco de F”, concluimos que u” (z) € Jr(F). Portanto v’ (E") C
Jp(F).

(b)=(a): Por hipétese, u” (E") C Jp(F'). Pelo Teorema 4.1.2, o operador
UH: (E,/;O-<E”;E’/)) BN (F//;O_(F//;Fl))

¢ continuo, e pelo Teorema de Alaoglu (Teorema 1.43), Bpr é w*—compacto. Pela
Proposicao 3.1.5 e por Jg ser isometria temos que

Jr(u(Bg)) = u"(Je(Bg)) € u"(Bgr).

*

Portanto Jp(u(Bg)) ¢ w*-compacto. Além disso,

*

Te(@(Be))" Cuw'(Be)" = u"(Bgn) C Ju(F).

Como Jp é w-w*-continua (Proposicao 1.41(e)), a aplicagdo inversa J,': Jp(F) — F é

—_— W
w*-w-continua, e entdo J; " (J r(u(Bg)) ) é w-compacto, e consequentemente w-fechado.

E claro que u(Bg) C J;! (JF(U(BE))w*>, 0 que nos garante que

w(Be)" < gt (B ) =7 (et

Dessa forma u(Bg) ¢é um conjunto w-fechado contido em um conjunto que é w-compacto,
w
portanto u(Bg) ¢é w-compacto, isto é, u € W(E; F).

(b)=(c): Seja (¢r),cp uma rede em F” tal que oy 2, o € F', ou seja, oa(z) — p(2)
para todo z € F. Mostremos que u/(¢y) — (), isto é, ¥(u'(py)) — ¥(u'(¢)) pa
todo ¢ € E”. Para isso seja ¢ € E”. Por hipdtese existe y € F tal que u”(
Assim,

£
I

T

e §

Y(u'(go)) = u" (1) (wo) = Jr(y)(vo) = ©o(y).

para todo ¢y € F'. Em particular, (v () = va(y) para todo A € A e (v (p)) = p(y).
Assim,

(' (pr)) = ealy) — o(y) = (' (v)).

Logo u/(py) — u/(¢), e portanto u' é w*-w-continuo.

(c)=(b): Por hipétese, u': (F';0(F'; F)) — (E';0(E’; E")) é continuo. Sejam 1)y €
E" e (px)yep uma rede em F” tal que ¢y — ¢. Como u’ é w*-w-continuo, u'(py) —
u'(p), ou seja, para ¥y € E” temos:

UH(%)(SOA) = wo(ul(wk)) — wo(u/(so)) = U”(%)(SO)-
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Segue que u” () : (F';0(F'; F)) — K é um funcional linear continuo, e dai pelo Teorema
1.40,
u'(vo) € (F'50(F's F)) = F = Jp(F).

Portanto, u”(E") C Jg(F). O
Proposicao 4.1.4 (W, || - ||) € ideal de Banach.

Demonstracao: Falta provar apenas que cada componente W(E; F') é um subespago
fechado de L(F;F). Seja (u,)$2; uma sequéncia de operadores fracamente compactos
tal que u, — w € L(FE;F). Devemos mostrar que u é fracamente compacto. Pela
Proposicao 3.1.3, a correspondéncia u — u’ é continua, e dai,

Up — u = u,, — u = u, — u" = ||u, —u"|| — 0.
Como cada u,, ¢ fracamente compacto, temos pelo Teorema 4.1.3 que
uy, (E") € Jp(F)

para todo n € N, ou seja, para cada ¢ € E”, temos que . (¢) € Jp(F) para todo n € N.
Como Jp(F') é fechado em F” com a topologia da norma e

[ () = " (D) = [, = w") (D) < [l = |l - [[9]] — 0,

temos que u. () — u”(v). Portanto u”(¢)) € Jr(F'). Assim, pelo Teorema 4.1.3 temos
que u é fracamente compacto. O

A demonstragao apresentada a seguir se baseia na dissertagao de mestrado [13].

Teorema 4.1.5 (Teorema de Gantmacher) O ideal dos operadores fracamente compactos
€ completamente simétrico.

Demonstragao: Sejam E e F' espagos de Banach e u € L(E; F). Devemos mostrar que
u € W(E; F) se, e somente se, u' € W(F'; E'), isto é, que u € YWdual,

Suponhamos primeiramente que o operador u seja fracamente compacto. Pelo Teorema
de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.43), a bola unitaria fechada B de F' é w*-
compacta, e pelo Teorema 4.1.3(c) sabemos que u’' é w*-w-continuo. Disso segue que
W/ (Bp) é w-compacto. Portanto u/(Bp/) = u/(Bp) é fracamente compacto, ou seja,
u e W(F' E).

Reciprocamente, suponhamos que v’ seja fracamente compacto. Pelo Teorema 4.1.3(c),
o operador

u//: (E//;O_<E|//;E/>> N (F”;O-(F//;F///)) (42)

*

continuo. Pelo Teorema de Goldstine (Teorema 1.44), Jp(Bg) = Bgr, e aplicando a
Proposicao 3.1.5 temos

o (Be) =’ (T(B)") '€ WTa(B)" = Tr(u(Br))" (4.3)
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Como Bg é um conjunto convexo e Jp o u é um operador linear, o conjunto Jp(u(Bg)) é

convexo. Pelo Teorema de Mazur (Teorema 1.34), Jp(u(Bg)) = JF(u(BE))”'”F”. Assim
de (4.3) temos

" (Bgr) C Tp(u(Be) ™" C Jp(F).

Portanto, v’ (Bg») C Jp(F). Da mesma forma que foi feito anteriormente, como u” é
linear e Jp(F') é subespago vetorial, segue que u”(E"”) C Jp(F). Pelo Teorema 4.1.3
concluimos que u € W(E; F). 0

4.2 Ideais que nao sao simétricos nem anti-simétricos

Veremos nesta secao exemplos de ideais de operadores que nao sao simétricos nem anti-
simétricos. Comecamos provando o

Teorema 4.2.1 (Teorema de Schur) Em (1, uma sequéncia converge fracamente se, e
somente se, converge na topologia da norma.

Demonstragao: Do Corolario 1.30 basta provar que toda sequéncia fracamente conver-
gente ¢ também convergente em norma. E claro que basta provar que toda sequéncia
fracamente convergente para zero converge em norma para zero. Seja entdo (2(™)>,
uma sequéncia em f; que converge fracamente para zero. Suponhamos, por absurdo, que
(2(M)>_| ndo convirja para zero em norma. Neste caso existem £ > 0 e uma subsequéncia

oo
()22 de (M), tal que ||z(™|); > 5e para todo n € N. Escrevamos z" = <x§n)>

j=1
para cada n € N. Como (2(™), converge fracamente para zero, pois subsequéncia de
sequéncia fracamente convergente para zero também converge fracamente para zero, da

dualidade (¢1)" = ¢, tem-se que

lim Z bjxg-") = 0 para toda sequéncia b = (b;);2; € loo. (4.4)
=1

Como os vetores unitarios canonicos e; pertencem a /o, segue que

(") — 0 para todo j € N. (4.5)

lim T

n—oo

Defina indutivamente duas sequéncias estritamente crescentes (mg)2; e (ng)3, formadas
por nuimeros naturais da seguinte maneira: mg = ng = 1 e, para k > 1, ng é o menor
inteiro maior que n;_; de modo que

mg—1

> <o
j=1

e my € o menor inteiro maior que my_; satisfazendo

i ‘:L’;n)’ <e.

Jj=my

72



A existéncia de n; é garantida por (4.5), e a de my pelo fato de (™) € ¢,. Definimos
uma sequéncia (b;)52, € £; da seguinte maneira: para my_; < j < my, tome

(k) _ Q.
0, sex; " = 0;
J zj (k)
M?Tk)l, se iL'j 7é 0.
J

Note que |b;| < 1 para todo j. Logo

se =[Sty < [ S = [ S| <[ (o] — i)
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
mg_1 mig o0
SN (T P Sl (UL WS Sl (R )
j=1 Jj=mp_1+1 J=mk41
mg—1 00
S (] e 3 (Je] - )
j=1 J=mpg41
mg—1 [e’¢)
< Z <x§"’“) — bjxg-n"’) > + Z (xgn’“) — bjxg-"’“) > < 2e + 2e = 4e,
j=1 J=me41
para todo k. Fazendo k — oo temos
lim bzt™) # 0.
k—o0 77
j=1
Como lim,,_, Zj‘;l bjxg»n) = 0, toda subsequéncia dela também converge para 0. Em
particular,
Jm Db =0,
j=1
contradicao esta que completa a demonstracao. O

Por causa do teorema acima, um espaco no qual toda sequéncia fracamente convergente
é convergente em norma é chamado de espaco de Schur. Algumas vezes se diz que o espaco
tem a propriedade de Schur.

Lema 4.2.2 Seja ¢ € ({s)'. Entao a série Y~ |¢(en)| € convergente.

Demonstragao: Seja ¢ € ({)". Como ¢y C {o,, podemos considerar a restrigao ¢ de ¢ a

co. Pela Proposicao 1.27 existe uma sequéncia (a;)22, € ¢ tal que $((b;)32,) = 372, a;b;
para toda (b;)32; € co. Em particular, para e, € ¢y temos

[p(en)| = [P(en)| = |an]
para todo n. Logo, Y 07 [p(e,)] = > 07, |an| < oo pois (a,)2, € ¢;. O

O proximo resultado segue imediatamente das definicoes de ideais de operadores
simétricos e anti-simétricos.
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Proposicao 4.2.3 Seja Z um ideal de operadores para o qual existem espacos de Banach
E e F e um operador u € L(F; F) tal que:

o u¢ I(EF);

e u € I(F'; E');

° u// ¢ I(E//’ F//).

Entao o ideal T nao € nem simétrico nem anti-simétrico.
Vejamos agora o primeiro exemplo de um ideal que nao é simétrico nem anti-simétrico:

Proposigao 4.2.4 O ideal CC dos operadores completamente continuos nao € simétrico
nem anti-simétrico.

Demonstragao: Chamemos de Idg o operador identidade no espaco de Banach F.
Vejamos que:

e Idy, € CC(fy;01): dada uma sequéncia (z,)>, € /; tal que 2, — z, pelo Teorema de
Schur (Teorema 4.2.1) temos que x,, — = na topologia da norma. Portanto

Idy, (x,) = x,, — x = Idy, (),

o que prova que Idy, é completamente continua.

o Idy, ¢ CC(lx;ls): considere a sequéncia (e,)r, formada pelos vetores unitarios
canonicos de (. Para todo funcional ¢ € ({)’, pelo Lema 4.2.2 sabemos que Y~ [p(ey,)]
é convergente, logo ¢(e,) — 0 = (0). Da Proposicdao 1.29(c) segue que e, — 0 em
loo. Como |len11 —€,]] = 1 - 0, a sequéncia (e,)5; nao é de Cauchy, e assim (e,)°,
nao converge em norma. Em particular, e, - 0 em {.,. Portanto Idy_ & CC({s; loo)-

e Id., ¢ CC(co; co): para todo funcional ¢ € ¢ podemos tomar uma sequéncia (a;)32; € {1
tal que ((b;)521) = > 72, a;b; para toda (b;)32; € co. Em particular, (e,) = a, — 0=
©(0), pois a, é o termo geral de uma série convergente. Da Proposicao 1.29(c), e,, — 0.
Da mesma forma que antes, a sequéncia (e,)32; nao é de Cauchy em cq, e assim (e,)>
nao converge na norma de ¢g. Consequentemente, Id., ¢ CC(co;co).

Segue da Proposicao 4.2.3 que o ideal CC nao é simétrico nem anti-simétrico. O

Queremos agora identificar condigoes sobre os espacos E e F' de forma a garantir que
CC(E; F) = CC™(E; F). A observacao elementar a seguir ser4 ttil para este propésito:

Proposicao 4.2.5 Seja E um espago de Schur. Entao CC(E; F) = L(E; F) para todo
espaco de Banach F'.

Demonstracio: E claro que CC(E;F) C L(E;F). Mostremos a inclusdo contréria.
Sejam u € L(E; F) e (z,)2, C E tal que z, — x. Como E é espaco de Schur temos
que x, — x na topologia da norma. Por continuidade, u(z,) — u(x) e portanto
u€eCC(E;F). O

Vimos que o ideal dos operadores completamente continuos nao é simétrico nem anti-
simétrico. Entretanto, ao acrescentarmos a condicao de E ser espaco de Schur, pela
Proposicao 4.2.5 obtemos

CC™\(E;F) C L(E;F) =CC(E;F);
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e ao acrescentarmos a condigao de F’ ser espaco de Schur, a mesma Proposicao 4.2.5 nos
garante que

CC(E;F) C L(E;F) = CC™\(E; F).
Em resumo,

Proposicao 4.2.6 Se E ¢ F' sio espacos de Schur, entio CC(E; F) = CC™(E; F).

Observe que, na igualdade acima, os espagos na verdade coincidem com L(FE;F).
Trabalharemos agora para obter um caso em que a igualdade vale sem que os espacgos
sejam iguais a L(E; F).

Proposicao 4.2.7

(a) K(E; F) CCC(E; F) para todos espagos de Banach E e F.

(b) Seja E um espago reflexivo. Entao IC(E; F) = CC(E; F) para todo espago de Banach
F.

Demonstragao: (a) Sejam u € K(E; F) e (1,)2%, C E tal que z,, — z. Da Proposicio
1.32 (Observacao 1.33 no caso normado nido-Banach) segue que u(z,) — u(x). Suponha,
por absurdo, que (u(x,))2%; ndo convirja em norma para u(z). Neste caso existem € > 0
e uma subsequéncia (u(x,, )5, tais que

|u(zy, ) —u(z)|| > € para todo k. (4.6)

w A . ’ 1. . .
De z,,, — x segue que a sequéncia (z,, )52, ¢ limitada, e portanto, pela compacidade do
operador u, (u(7,,));, admite subsequéncia (u(z,, ))52, convergente, digamos
J

U(ank]) —y € F.

Por maior razao, u(:vnk]) — y e, como a topologia fraca é de Hausdorff, concluimos que
u(z) = y. Entao u(:cnkj) — u(x), o que contradiz (4.6) e comprova que o operador u é
completamente continuo.

(b) Seja u € CC(E; F'). Dada uma sequéncia limitada (x,,)72, em E, como E ¢é reflexivo,
pelo Teorema 1.37 podemos extrair uma subequéncia fracamente convergente, digamos
T, — x em E. Como u é completamente continuo, u(x,,) — u(x), e portanto u é
compacto pela Proposicao 2.3.3. O

Proposicao 4.2.8 Sejam E e F' espacos de Banach.
(a) Se E ¢ reflexivo, entdo CC(E; F) C CC™(E; F).
(b) Se I € reflexivo, entio CC(E; F) 2 CC™\(E; F).

Demonstracao: (a) Seja u € CC(E; F'). Da reflexividade de E, pela Proposigao 4.2.7(b)
sabemos que u € K(E; F). Pelo Teorema de Schauder (Teorema 4.1.1), u € K(E; F
ou seja, v € KC(F'; E'). Aplicando agora a Proposigao 4.2.7(a) temos que v’ € CC(F'; E’
e isso significa que u € CCM™(E; F).

(b) Seja u € CCM™(E; F), ou seja, u' € CC(F'; E'). Da reflexividade de F, e portanto de
F', pela Proposicao 4.2.7(b) sabemos que v’ € K(F'; E'), ou seja u € K¥(E; F). Pelo
Teorema de Schauder (Teorema 4.1.1), u € K®(E; F) = K(E; F), e pela Proposicao
4.2.7(a) concluimos que u € CC(E; F). O

)7
)

)
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Corolario 4.2.9 Seja E um espaco de Banach reflexivo de dimensao infinita. Entao
CC(E;E) = CC™\(E;E) # L(E; E).

Demonstragao: De fato, como E ¢é espaco de Banach reflexivo, pela Proposicao 4.2.8

temos que CC(E;E) = CC™\(E;E). E como em dimensdo infinita a bola unitéria

fechada Br nunca é compacta na topologia da norma (Proposigao 2.3.2), temos que

Idg ¢ K(F; E). Pela Proposicao 4.2.7(b) segue que Idg ¢ K(E;E) = CC(E; E). Por-

tanto CC(E; E) = CC™\(E; E) # L(E; E). O
O corolario acima, bem como a proposi¢ao que o precede, nao foram encontrados na

literatura.
Obtemos ainda uma consequéncia importante para a Teoria dos Espacos de Banach:

Corolario 4.2.10 Nao existe espago de Banach reflexivo de Schur de dimensao infinita.

A demonstragao desse resultado segue imediatamente da Proposigao 4.2.5 e do Corolario
4.2.9.

Exibiremos a seguir um segundo exemplo de ideal de operadores que nao é simétrico
nem anti-simétrico.

Proposicao 4.2.11 Para todop > 1, o ideal 11, dos operadores absolutamente p-somantes
nao € simétrico nem anti-simétrico.

Demonstragao: Considere o operador inclusao 7: {5 — ¢o. Vejamos que, para todo
p=>1:

o i ¢ II,(¢2;¢p): tome primeiramente ¢ > 2. Vejamos que ¢ ¢ II,(¢a;co). E claro que
ly C ¢ e que a inclusdo é linear e continua. Suponha, por absurdo, que i € II,(f2; ¢o)
e considere (e,)%%; a sequéncia formada pelos vetores unitarios canonicos de ¢. Existe
entao uma constante ¢ > 0 tal que

n n n
n= lell =Y llile)|* < et sup Y lp(e,)”
j=1 j=1 PE€By, j=1
para todo n € N. Portanto,
1 i %
ni <c-sup | Y [p(e))|”
#€Be, \j=1

para todo n € N. Como ¢ > 2, do Teorema 1.11 obtemos que

1 1

Wt <o sup (zwejw)q <o sup (z\go(emz)

$€By, \j=1 #€By, \j=1

c- sup <Z | (o)) (ej)|2>

(,Uk)zozleKZ
o lmkl»z<

1
n 2

c- sup (Z]uj|2> <c-l=c
j=1

1
2

(#k)zo:1€£2
1
(R lmkl®)2<1
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para todo n € N. Assim, na < ¢ para todo n € N. Isso implica que n < ¢? para todo
n € N. Isso é uma contradigao pois nao existe constante maior que todo ntimero natural.
Concluimos entao que @ ¢ I1,(¢2; ¢p) para todo ¢ > 2. Em particular, i ¢ II5(¢s; ¢o). Pelo
Teorema 2.4.6, i ¢ I1,(¢5; cp) para todo p > 1.

o i € IL,({1;¢5): é claro que i' € L(f1;{3). Pelo Teorema de Grothendieck (Teorema
2.4.7), ¢ € I1,(4y; (). Novamente pelo Teorema 2.4.6 segue que ' € I1,(¢;; ¢3) para todo
p=>1

o (" ¢ I1,(42; {s): vejamos que i”(y) = i(y) para todo y € {5 (isso poderia ser concluido
usando que J,, é a inclusao e a Proposicao 3.1.5, mas preferimos dar um argumento
direto). De fato, dadas as sequéncias (a;)32, € 1 e (b;)52, € fa,

[e.9]

il ((aj);?il) ((bj>?il) = (aj);?; (@((by);;)) = (aj);il ((bj);?;) = Zajbj-

j=1
Assim, 7'((a;)52,) = (a;)52,, ou seja, i'(x) = x para todo x € {;. Sejam agora (c;)32; € la
e (d;)32, € {;. Entao

i’ ((CJ‘)?il) ((dj)?il) = (Cj)?il (z’((dj);”:l)) = (CJ‘)?il ((dj>;.i1> = chdj

Assim, i"((¢;)52,) = (¢;)32, ou seja, i (y) = y para todo y € £
Suponha que " € I1,(fs; {~). Neste caso existe ¢ > 0 tal que

ZH i) = ZH%H” ZHZ” )P < - S ZI@O ;)|

para todos z1,...,x, € 2. Mas isso significa que i € I1,(3;¢o), 0 que j4 mostramos que
nao acontece. Essa contradigao nos permite concluir que ¢’ ¢ I1,,({5; () para todo p > 1.

Pela Proposicao 4.2.3 segue que o ideal dos operadores absolutamente p-somantes nao
¢ nem simétrico nem anti-simétrico. O

Ao acrescentar uma condigao ao espago de chegada obtemos uma inclusao:

Teorema 4.2.12 [8, Theorem 2.12] II3"*(E; H) C IL,(E; H) para todo p > 1, todo espago
de Banach E e todo espaco de Hilbert H.

4.3 Um ideal simétrico que nao é anti-simétrico

Vejamos agora que o ideal de operadores nucleares é um exemplo de ideal de operadores
que é simétrico mas nao é anti-simétrico.

Proposigao 4.3.1 O ideal N dos operadores nucleares € simétrico, isto é, N(E; F) C
N B FY) para todos espagos de Banach E e F.
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Demonstracao: Dado u € N(E; F), tome ¢, € E', b; € F, i € N, tais que >~ |l -
||b;]] < oo e, para cada z € E,

Z%@@b Z%

Para cada ¢ € N, defina f3; := Jp(b;) € F”. Por um lado,

ZH@H H%H—ZHJF |- H%H—ZHbH il < o0

Por outro lado, para todo ¢ € F’,

—mew)

ll=]I<1

= sup (u'(@b) — Zﬁz(@b)%) (z)

= sup |u'(Y)(7) —Z(ﬁi(i/})%) ()

ll=]|<1

l[=]I<1

= sup (¢Y(u(z)) — Z soz(x)ﬁz(iﬁ)‘

=<1

= sup |¢P(u(z)) — Z @i(m)JF(bi)(w)‘

=1
= s Ylulx) = pila)(b)
zll< i=1
— ||s1H1p1 ) (u(m) — Z goi(x)bZ)
z||< i=1
<[l sup flu(e) - > eila)b
zll< i=1
= [l9l - sup > il@)bi — > @ilx)b
ZlI<H|i=1 i=1
el sw | 3 witab
lell<1 ||, 570,
<[ll - sup [l D Nl H@-H)
Jel<1 Rt

=[lll- > leill - ol == 0,

i=n+1
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pois 2, [lill - [|b:]| < oo. Logo
u' (1) = Zﬁz ® i(1),
=1

para todo ¢ € F”. Isso prova que u' € N(F’; E'). Portanto u € N(E; F). O

Passaremos agora a discutir a inclusao
Ndual g N (4.7)

A validade de (4.7) foi um problema proposto por Grothendieck em 1955. Sua solugao
se desenrolou por quase duas décadas e tem muito a ver com outro problema célebre da
teoria dos espagos de Banach, chamado de Problema da Aproximacao, o qual passamos a
descrever.

Como F C K e K é fechado, entdo F = A C K, ou seja, todo operador que é
limite de uma sequéncia de operadores de posto finito é compacto. Em 1931, Hildebrandt
perguntou se valia a reciproca, isto é, serd que K = A = F? Em outras palavras, serd
que todo operador compacto é limite de uma sequéncia de operadores de posto finito?

Definigao 4.3.2 Um espaco de Banach F tem a Propriedade da Aprozimagao (AP) se
K(E;E)=A(E;E).

O problema entao pode ser reescrito da seguinte forma: é verdade que todo espago de
Banach tem a propriedade da aproximacao? Este problema foi reformulado de diversas
maneiras, e uma caracterizagao importante é a seguinte:

Um espaco de Banach E tem a propriedade da aproximacao se, e somente se, para todo
e > 0 e todo compacto K C F, existe um operador u € F(FE; E) tal que |ju(x) —z|| < ¢
para todo x € K.

Essa caracterizagao ¢ importante pois dd origem a diversas variantes da (AP). Uma
das mais importantes é a seguinte:

Definigao 4.3.3 Um espaco de Banach F tem a Propriedade da Aproximag¢ao Limitada
(BAP) se existe A > 1 tal que para todo € > 0 e todo compacto K C E, existe um
operador u € F(E; E) tal que ||u|| < X e ||lu(z) — x| < € para todo = € K.

A implicacao (BAP)==(AP) ¢é ébvia. A reciproca nao ¢ imediata e por isso a validade
da implicacao

(AP) = (BAP). (4.8)

tornou-se também um problema célebre.

Em 1972, P. Enflo resolveu o Problema da Aproximacao na negativa: existem espagos
de Banach que nao tém a Propriedade da Aproximacao. Imediatamente, Figiel e Johnson
[9] em 1973 usaram o exemplo de Enflo para resolver (4.8) também na negativa: existem
espagos de Banach F, com dual E’ separdvel, que tém (AP) mas ndo tém (BAP). Além
disso, Figiel e Johnson usaram a existéncia de tais espagos para mostrar que a inclusao
(4.7) nao vale em geral, resolvendo assim, também na negativa, o problema original de
Grothendieck:
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Teorema 4.3.4 [9, Proposition 3] Seja E um espac¢o de Banach com dual E' separdvel
que tem (AP) mas nao tem (BAP). Entdo eziste um operador ndo-nuclear v: E — FE
cujo adjunto u' € nuclear, isto é,

N B E) ¢ N(E; E).

Os detalhes da demonstracao desse resultado envolvem técnicas nao estudadas nessa
dissertagao. Por isso faremos apenas um esboco da demonstracao. Para isso, provemos
antes o

Lema 4.3.5 Sejam (Z, || - ||z) wm ideal de Banach e E um espago de Banach. Entdo o
conjunto

{U S I(El, E,) cul é w*—w*—continuo} = I(E/7 El> N Lw*w* (E/, E/)
¢ fechado em Z(E'; E")

Demonstragao: Seja (u,)5, C {u € Z(E; E') : v é w*—w*—continuo} tal que u,, —
wem Z(E"; E'), isto é, ||u, — u|lz — 0. Como Z(E'; E’) é espago de Banach, temos
u € Z(E'; E'). Usando a Proposigao 2.1.4(a), obtemos

[un = ull < flun = ullz — 0,

ou seja, u, — wem L(E’; E'). Na Proposigao 3.1.8 provamos que L+ (E’; E') é fechado
em L(E'; E'), logo u é w*-w*-continuo. O

Esbo¢co da demonstragao do Teorema 4.3.4: A parte delicada do argumento é
mostrar que o conjunto

{u:ueN(E;E)}

nao é fechado em N(E’; E'). Feito isso, podemos tomar

N' /;/
ve{uw ueN(EE)} (F5E)

tal que
ve{u:ueN(E;E)}. (4.9)

Existe entdo uma sequéncia (v,,)2%, C {«’' : u € N(E; E)} tal que v, — v na norma
nuclear de N'(E’; E'). Para cada n podemos tomar u,, € N(E; E) tal que u/, = v,. Pelo
Lema 3.1.7 segue que cada v, ¢ w*-w*-continuo. Mais ainda, como A" C N9 (Proposicio
4.3.1), temos que v, € N(E'; E') para todo n. Assim,

(U)o, C{u e N(E; E') : v é w'—w*—continuo}.

Como (N, - ||x) é ideal de Banach (Proposi¢ao 2.7.4) e v, — v em N (E'; E'), pelo
Lema 4.3.5 segue que v € N(E'; E') e que v é w*-w*-continuo. Novamente pelo Lema
3.1.7, existe u € L(E; E) tal que v = v. Entao u € N4(E; E). Por (4.9) segue que
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Conclusao: N é simétrico mas nao é anti-simétrico.

Como nos outros casos, é possivel obter a igualdade N (E; F) = N(E; F) com
hipdtese adicionais sobre os espacos F e F. E interessante observar que Grothendieck
alegou ter provado que se F” tem a (AP), entao N4 (E; F) = N(E; F) para todo E.
Conforme provado por Oja e Reinov [21], isso nao é verdade. O que vale é o seguinte:

Proposicao 4.3.6 Sejam E e F espacos de Banach tais que E' tem a Propriedade da
Aprozimacao, ou F € reflexivo ou F" tem a Propriedade da Aproximacao. Entdao

N B F) = N(E; F).

Demonstragao: Para o caso em que E’ tem a propriedade da aproximagao, veja |7,
Theorem VIII 3.7]. Para o caso em que F” tem a propriedade da aproximagao, veja [21].
Fagamos o caso em que F ¢ reflexivo. J4 provamos na Proposi¢ao 4.3.1 que N(E; F) C
Nal(B: F) entdo basta provar que N (E; F) C N(E; F). Dado u € N4a(E; F), por
defini¢ao do ideal dual e usando uma vez mais a Proposicao 4.3.1, temos v’ € N(F'; E') C
Nl (E B Assim, u” € N(E"; F"). Como F ¢é reflexivo, aplicando o Coroldrio 3.1.6 e
a propriedade de ideal temos
u=Jg'o \UL’/ oJg

eN
—_——
eN

Portanto u € N (E; F). O

4.4 Um ideal anti-simétrico que nao é simétrico

Nesta secao veremos, por fim, que o ideal S dos operadores separaveis ¢ um exemplo de
ideal de operadores que ¢é anti-simétrico mas nao é simétrico.

Proposicao 4.4.1 O ideal S dos operadores separdveis € anti-simétrico, isto €,
Stal(E: ) C S(E; F) para todos espacos de Banach E ¢ F.

Demonstragao: Sejam F e F espagos de Banach e u € S¥(E; F). Logo v’ € S(F'; '),
ou seja, u'(F') = {u'(¢) : ¢ € F'} é separavel. Pelo Lema 1.25, a esfera unitdria S, (g
é separavel, e portanto podemos tomar uma sequéncia (¢,)%2; C F” tal que (uv/(p,))2,

encontra-se em Sy gy € é densa em Sy (pry. Isto é, ||u/(py)| = 1 para todo n e se ¢ € F'
satisfaz ||u'(¢)|| = 1, entdo para cada € > 0 existe um indice m que satisfaz
[ (¥) — ' (o) | <e. (4.10)

Para cada n € N, como

L= )l = sup [ () (@),

2 lol=1
existe z, € E com ||z,|| =1 tal que |u/(¢,)(z,)| > 5. Considere o subespago fechado Fj
de F' gerado pelos vetores u(xq),u(xs),.... Pelo Lema 1.20 sabemos que Fj é separavel,
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e assim basta mostrar que u(E) C Fy. Argumentando por absurdo, suponhamos que
u(E) € Fy. Neste caso existe z € E tal que u(z) ¢ Fy. Pelo Teorema de Hahn-Banach
(Teorema 1.26), existe ¢ € F', ¢ # 0, tal que

p(u(z)) =u'(p)(z) #0 e ¢(y) =0 para todo y € Fy.

Em particular, u'(¢) # 0, e portanto podemos supor, sem perda de generalidade, que
|v/(p)]] = 1, pois caso contrério basta substituir ¢ por Tty - 4\gora note que, como

|znl =1 e u(x,) € Fy para todo n € N, temos

[u'(0) —u'(pa)ll = (W (@) = u'(0n))(xn)|
|ul(90)(xn) - U’(%)(l’n)l
(

|o(w(zn)) = u'(on)(zn)|
1

= [ (en) )] > 5

para todo n € N. Isso é um absurdo pois contradiz (4.10). Essa contradigdo nos permite
concluir que u(E) C Fy, e portanto u(FE) é separdvel pela Proposigdo 1.21. Segue que
ueS(EF). O

Terminaremos esta dissertacao discutindo a validade da inclusao
S(E;F) C S™(E; F). (4.11)
Conforme ja anunciado, a inclusao nao vale sempre:

Exemplo 4.4.2 O ideal § dos operadores separaveis nao é simétrico. De fato, basta

considerar o operador identidade Id,, em ¢1. Como Idy, (¢1) = {1 e ¢ é separével, segue que
Idy, € S(ly;0y). Pelo Lema 3.1.2 temos que (Idy,)" = Idy = Idy,,. Como Idy (ls) = Lo
e {, nao é separavel, concluimos que

(Ide,)" = Idg, ¢ S(looi los) = S(01; 1),
ou seja Idy, ¢ ST (¢1;¢,). Portanto S(¢y; 1) € S (4y;4y).

Como nos outros casos, ao acrescentarmos condigoes convenientes em F e/ou F, a
inclusao (4.11) passa a ser verdadeira:

Proposicao 4.4.3 Sejam E e F espagos de Banach com E' ou F” separdvel. Entao
S(E;F) = S™\(E; F).

Demonstracao: Suponha primeiramente que E’ seja um espaco separdvel. Dado u €
S(E;F) C L(E; F), tem-se ' € L(F'; E'). Como v/ (F') C E' e E' é separdvel, temos que
u/'(F') é separdvel, e assim v/ € S(F'; E'); ou seja, u € S™(E; F).

Suponha agora que F” seja um espago separavel. Dado u € S(E;F) C L(E;F),
u"(E") C F" é separével, e assim v € S(E"; F"). Isso quer dizer que v’ € S™(F'; F).
Pela Proposicao 4.4.1 segue que v’ € S(F'; E'), ou seja, u € S (E; F). O
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APENDICE A

RESUMO DAS PROPRIEDADES DOS
IDEAIS

Neste apéndice apresentamos um resumo das propriedades dos ideais de operadores estu-
dados nesta dissertacao.

Ideal | Simétrico | Anti-simétrico | Completamente | Fechado | Injetivo | Sobrejetivo
simétrico
F SIM SIM SIM NAO SIM SIM
A SIM SIM SIM SIM NAO NAO
K SIM SIM SIM SIM SIM SIM
11, NAO NAO NAO NAO SIM NAO
4% SIM SIM SIM SIM SIM SIM
cc NAO NAO NAO SIM SIM NAO
N SIM NAO NAO NAO NAO NAO
S NAO SIM NAO SIM SIM SIM
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