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Resumo

Nesta dissertagao analisamos a dinamica de um sistema autoparamétrico auto-excitado do
tipo Rayleigh. Tal tipo de anélise foi realizada em [5]. Mostramos, utilizando o Método
da Média e a Teoria da Perturbagao Regular, que podemos estabelecer condicoes sobre os
parametros do sistema de forma a garantir a estabilidade da solugao semi-trivial. Quanto
as solugoes nao-triviais, fizemos estudos dos pontos de equilibrio do sistema em questao
nos planos invariantes u =0e p =0 .

Palavras-chave: Sistema Autoparamétrico Auto-excitado, Estabilidade, Bifurcacao, Orbita
Periddica.

Abstract

In this work is analyzed the dynamical behavior of a Rayleigh type self-excited autopara-
metric system. Using the Regular Perturbation Theory and the Averaging Method, one
can give conditions on the parameters of the system in order to get stability of the semi-
trivial solution. Along with this analysis, some bifurcations results are obtained too.
Some results about non trivial solutions are obtained from the analysis of the equilibrium
points in the invariant manifolds v = 0 and p = 0.
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Introducao

Nesta dissertacao investigamos aspectos da dinamica de um sistema auto-paramé-
-trico auto-excitado do tipo Rayleigh

P—pfl—-i)i+z+my*= 0 1)
J+ Ky + @’y +yry = 0.

Este tipo de sistema tem larga aplicagdo em mecanica (ver [2]). Para tanto, enunciaremos
conceitos e resultados basicos afim de analisar o comportamento de solugoes semi-triviais
e nao triviais estudando a estabilidade e bifurcacao de pontos de equilibrio e 6rbitas
periédicas em termos dos parametros que ocorrem em (1).

O primeiro capitulo serd destinado ao desenvolvimento da teoria classica das
equagoes diferenciais ordinarias com o objetivo de construir uma base para o nosso estudo.
Enunciaremos teoremas fundamentais sobre existéncia, unicidade de solucoes e diferen-
ciabilidade em relagao aos parametros e as condicoes iniciais de solucoes para equagoes
diferenciais nao necessariamente lineares. Estabeleceremos o conceito de estabilidade e
estabilidade assintética de solugoes e hipdteses suficientes para garantir sua ocorréncia.
Para o caso das solugoes periddicas é bom salientar que nao trabalharemos com a estabi-
lidade orbital, visto que, a estabilidade no sentido de Liapunov é o bastante para a analise
que desejamos realizar. Para um aprofundamento na teoria bésica indicamos [1] e [4].

O Método da Média, que é uma técnica utilizada para analisar a estabilidade
de equacoes diferenciais ordinarias, é desenvolvida no segundo capitulo. Tal abordagem
foi motivada pelas técnicas de perturbacao em equacoes diferenciais ordinarias bastante
utilizadas por pesquisadores do século XVIII na area de Mecanica Celeste . A evolucao
desta teoria pode ser tracada através de trabalhos sobre mecanica celeste e dinamica no
decorrer dos séculos XIX e XX. Nossa discussao sera baseada na formalizacao tedrica
que comegou com Poincaré, porém em um primeiro momento faremos uma motivagao
heuristica do método. Historicamente, uma demonstracao da validade assintotica do
método da média foi dada por Fatou no fim do século XIX, utilizando a iteragao de
Picard-Lindelof. Para uma referéncia mais detalhada da teoria do método da média, o
leitor pode consultar [2] e [9]. Tal técnica sera utilizada no capitulo 3 no estudo de (1).

No capitulo 3, estudaremos o sistema (1) utilizando a teoria da perturbagao
regular. Seguindo ABADI[5] estabeleceremos condi¢oes para os parametros do sistema
com o intuito de garantir a estabilidade de algumas solugoes periddicas.

Gostariamos de ressaltar que todas as computagoes algébricas e numéricas
nesta dissertacao foram realizadas utilizando o software Maxima 5.13.0, com a inter-



face grafica wxMaxima 0.7.1. Com excessao das Figuras 1.4, 1.5, 1.6, 1.7, 1.8, 1.9 e
1.10 e detalhes ortograficos colocados na Figura 3.2, todos os graficos aqui foram plota-
dos pelo Maxima 5.13.0. Os programas citados sao livres e abertos, podendo ser efe-
tuado o download nas seguintes paginas da internet: http://maxima.sourceforge.net e
http://wxmaxima.souceforge.net.



Capitulo 1

Teoria Classica das Equacoes
Diferenciais Ordinarias

1.1 Resultados de Existéncia, Estabilidade de Solucoes
e Diferenciabilidade em relacao as Condicoes Ini-
ciais
Nesta secao queremos enunciar alguns resultados basicos da teoria classica das

equacoes diferencias ordindarias, afim de estabelecer uma base tedrica para o estudo que

serd desenvolvido. Os teoremas nesta se¢ao serao enunciados sem demonstracao.

Considere W C R", subconjunto aberto de R" e f : W — R"™ um campo
vetorial continuo. Por uma solucao da equagcao diferencial

= f(x) (1.1)
entendemos uma funcao diferenciavel
u:J — W

definida em algum intervalo aberto J dos reais, tal que, para todo t € J,

A seguir, enunciaremos o teorema que garante, sob certas hipoteses, a existéncia e a
unicidade de solugoes de (1.1). Uma demonstragao para este resultado pode ser encontrada
em [1] nas paginas 163 a 167 .

Teorema 1.1 (Teorema da Existéncia e Unicidade de solugoes de (1.1)) Seja W
um subconjunto aberto do espaco vetorial R", f : W — R™ um campo vetorial lips-
chitziano e xoy um ponto de W. Entao, existe algum a > 0 e uma unica solugao

z:(—a,a) — W
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da equacao diferencial

&= f(z)
satisfazendo a condigao inicial

z(0) = xo.

Sob as condigoes do Teorema 1.1, dadas duas solugoes de (1.1), uma con-
sequéncia imediata é o fato de que o gréafico destas solugoes nao podem se cruzar. Uma
demonstragao efetiva deste fato pode ser encontrada em [1] nas paginas 166 e 167, mas
de modo néo rigoroso podemos dizer que se estas duas solugoes, digamos A(t) e (),
se cruzarem em um ponto A(tx) = v(tx),tx > 0 ent@o o teorema (1.1) garante que elas
coincidem em uma vizinhanga deste ponto. Logo pela unicidade obtemos que A(t) = ().

Defini¢ao 1.1 Sejaz € W tal que f(Z) = 0. Entdo T é chamado de ponto de equilibrio
da equagao (1.1). O ponto T € também chamado de ponto estaciondrio ou ponto critico
da equagao (1.1).

Note que o ponto de equilibrio Z de (1.1) permance fixo com o passar do tempo.
Entao, podemos considerd-lo como uma orbita degenerada no espaco de fase. Uma ob-
servacao interessante é o fato de que o ponto de equilibrio z de (1.1) nunca pode ser
alcancado por uma érbita em um tempo finito, caso contrario, duas solugoes poderiam
alcancar T e, consequentemente, estas duas érbitas se intersectariam, contrariando o Teo-
rema 1.1.

Suponha que exista T € W de modo que f(Z) = 0. Vemos claramente que a
fungao constante z(t) = z é uma solugao de (1.1). Pelo Teorema 1.1, nenhuma outra
curva solucao pode passar por .

Definicao 1.2 Seja x(t) uma solu¢ao de (1.1). Se existe wm nimero positivo T' tal que,
para t arbitrdrio, a igqualdade
x(t+T)=xz(t)

¢ vdlida para todo t € R, entao a solu¢ao z(t) é chamada periédica com periodo T e
a trajetoria descrita por ela € chamada de trajetoria fechada ou ciclo.

Segue do Teorema 1.1 que uma solu¢do de (1.1) ndo pode ter uma auto-
intersecao, a menos que esta solucao seja periddica.

Uma questao natural é quanto a dependéncia das solugoes de (1.1) em relagao
as suas condicoes iniciais. O préximo teorema estabelece uma dependéncia continua e a
diferenciabilidade de uma solugao com respeito as suas condigoes iniciais. Este resultado
constitui a base para a Teoria de Perturbacao Regular rigorosa. Uma demonstragao deste
resultado pode ser encontrada em [4] na pagina 199.

Teorema 1.2 (Dependéncia Continua e Diferenciabilidade das Solugoes em
Termos das Condigoes Iniciais) Seja f : Q@ x I — R™, Q C R" aberto, I C R
e

T = f(t,x) (1.2)



um sistema de equacoes diferenciais cujo lado direito € definido continuo, assim como
suas derivadas parciais
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em algum dominio B C R™. Se (ty,x¢) € um ponto arbitrdrio de B e considere a solu¢ao

fj(twr) (13)

z = (t)

da equagao (1.2) tal que p(to) = x¢ e definida em um intervalo ry <t < ry, entdo existe
um numero positivo p' tal que para

r <t <rg, |7 —to| </, |lw — x| < p,
a solucao
x = p(t,T,w)
da equagao (1.2) com wvalores iniciais tal que o(T,7,w) = w € definida continua nas

varidveis t, T,w e possui derivadas parciais continuas com respeito as componentes do
vetor w, enquanto as derivadas parciais mistas

¢ (t, 7, w)
otow?

sao continuas e independem da ordem de diferenciacado.
Como consequéncia deste resultado, o seguinte teorema pode ser demonstrado.

Teorema 1.3 (Diferenciabilidade da solugao com respeito aos Parametros) As-
suma que as deriwadas parciais

, o .
e (t,x, u) = o (tyx,p), i=1,...,n k=1 .1 (1.4)

do lado direito do sistema
&= f(t,z, 1) (1.5)
existem e sio continuas em um dominio B C R"* x I. Seja (tg, xo, 1) € B e

z = (t) (1.6)

uma soluc¢ao da equagao (1.5) que satisfaz a condi¢ao inicial

¢(to, 1) = o. (1.7)

Se a solugao
x = (L, o) (1.8)



¢ definida no intervalo r1 <t < ry, entao existe um numero real positivo p tal que para
e — woll < p a solugao (1.6) € definida no intervalo ry < t < ro e possui derivadas
parciais continuas

99
o (110 (19)
e derivadas parciais mistas
0?¢
W<t’ 1) (1.10)

também continuas e independentes da ordem de diferenciacgao.

O resultado enunciado acima responde a questao natural sobre a dependéncia
das solugoes de (1.1) em relagao aos parametros. Uma demonstracao efetiva para este
resultado pode ser encontrada em [4] nas paginas 197 e 198.

1.2 Sistemas Lineares Dependentes do Tempo com
Coeficientes Periddicos

Seja
T =A(t)x (1.11)
um sistema linear homogéneo com A(t) uma matriz n x n continua e T-periddica. Que-
-remos estabelecer alguns conceitos e resultados classicos com respeito a este sistema.

Defini¢ao 1.3 Seja {p;(t);1 = 1,2,3,..n} um conjunto de solugées linearmente inde-
pendentes de (1.11). Expressando cada ¢;(t) como a coluna de uma matriz formamos
a matriz solugcao fundamental, tal matriz [p1(t) o(t) ... @u(t)] € indicada por
O (t). Quando substituimos t pelo periodo de A(t), ou seja, fazemos ®(T'), entdo esta matriz
¢ chamada de matriz fundamental. Se em ty € I, I um intervalo da reta, temos que
O(ty) = Id, entao ®(t) € denominada matriz solu¢cao fundamental principal, ou
simplesmente, matriz solucao principal. Neste caso, denominaremos ®(T) de matriz
principal.

Pode-se mostrar (ver pagina 76 de ([2])) que considerando o sistema (1.11),
cada matriz fundamental ®(¢) de (1.11) pode ser escrita como o produto de duas matrizes
de ordem n

d(t) = P(t)eP
com P(t) T-periédica e B constante. Além disto, os autovalores de B nao dependem da
matriz solugao fundamental escolhida. Motivados por isto temos a seguinte definigao.

Definicao 1.4 Um autovalor A de multiplicidade k da matriz fundamental é chamado de
coeficiente de Floquet de multiplicidade k de (1.11).

A importancia dos coeficientes de Floquet estd no estudo da estabilidade da solugao
nula de (1.11).



1.3 Estabilidade

Nosso estudo esta centrado na andlise qualitativa das solucoes de (3.1). Para
realizar esta andlise utilizamos os conceitos de estabilidade. Nesta se¢ao, iremos introduzir
conceitos basicos da teoria da estabilidade de solucoes de equacoes diferenciais ordinarias
pertinentes ao estudo que serd desenvolvido no Capitulo 3.

1.3.1 Estabilidade de Pontos de Equilibrio

Queremos fazer um estudo qualitativo dos pontos de equilibrio. Primeiramente
precisamos definir a estabilidade de um ponto de equilibrio.

Defini¢ao 1.5 (Estabilidade no sentido de Liapunov) Seja z € W um ponto de
equilibrio da equagao (1.1) onde f : W — R™ é uma aplicagao C' de um subconjunto
aberto W C R™.

1. = é um equilibrio estavel se para cada vizinhanca de U de & em W existe uma
vizinhanca Uy de T em U tal que cada solugao x(t) com x(0) em Uy estd definida
para todo t > 0, e x(t) € U, para todo t positivo.

2. Se Uy pode ser escolhido de acordo com o item 1 desta definicao e, além disso,
lim; . z(t) = T. Entdo T é assintéticamente estavel.

3. Um equilibrio que nao € estdvel é chamado de instavel.

Nas Figuras (1.1), (1.2) e (1.3) ilustramos o comportamento de uma solucao de (1.1)
numa vizinhanca adequada de zy em cada um dos trés casos.



N

Figura 1.1: Estabilidade

Figura 1.2: Estabilidade Assintética




Figura 1.3: Instabilidade

CASO LINEAR

Considere a equacao linear
T = Ax (1.12)

sendo A um operador linear no R". Note que x = 0 é o ponto de equilibrio de (1.12).
Se todos os autovalores de A tem parte real negativa entao 0 é chamado de atrator. O
proximo teorema, demonstrado em [1] nas paginas 145 e 146, mostra que as trajetérias se
aproximam de um atrator exponencialmente.

Teorema 1.4 Seja A um operador no espago vetorial R™. A origem é um atrator do sis-
tema (1.12) se, e somente se para cada norma euclidiana |.| em R™ ezistam constantes
k>0 eb>0 tais que

| ez < ke ™™ |2 |.

Por outro lado, se cada autovalor de A possui parte real positiva entao 0 é
chamado de repulsor.

Teorema 1.5 Seja A um operador no espaco vetorial R™. A origem é um repulsor do
sistema (1.12) se, e somente se para cada norma euclidiana |.| em R™ existam constantes
k>0 eb>0 tais que

| e |> ke | x| .
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Vt>0execR".

O Teorema (1.5) nos diz que as trajetérias se distanciam de um repulsor
exponencialmente. O teorema (1.5) é demonstrado em [1] na pagina 150.

Particularmente no caso em que A é uma matriz quadrada de ordem 2 temos
a seguinte andlise qualitativa do ponto de equilibrio 0:

1. O operador A possui autovalores reais com sinais opostos. Neste caso 0 é chamado
de ponto de sela (ver Figura (1.4)).

2. Todos os autovalores do operador A possuem parte real negativa. Neste caso, é
chamado de atrator e , além disso, ¢ assintoticamente estavel (veja [1] pagina 92).
Se A é um operador diagonalizavel em R? entao seus autovalores sao reais, que sendo
iguais, 0 é chamado de foco (ver Figura (1.6)) e sendo diferentes, 0 é chamado de
nd (ver Figura (1.7)). Se o operador A possui autovalores reais negativos, mas nao
é diagonalizavel, entdo 0 é um né impdprio (ver Figura (1.8)). Por fim, se os
autovalores do operador A sado complexos (a £ bi) com a < 0 e b < 0 entdo 0 é
um atrator cujas trajetérias sao espirais (ver Figura (1.5)) tendendo a 0 no sentido
horario e se b > 0 entao as trajetérias serao espirais tendendo a zero no sentido
anti-horario.

3. Todos os autovalores do operador A possuem parte real positiva. Neste caso, é
chamado de repulsor e , além disso, ¢é instével ([1] pagina 95). Podemos fazer uma
andlise dos autovalores similar a feita no item anterior. Os planos de fase serao os
mesmos com a diferenca de que as trajetorias se afastam de 0.

4. Todos os autovalores do operador A sao imaginarios puros. Neste caso, 0 é chamdo
de centro (ver Figura (1.9)) e todas as solugoes sao periédicas com mesmo periodo.



Figura 1.4: Ponto de Sela

Figura 1.5: Atrator Espiral

Figura 1.6: Foco
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X2

Figura 1.7: N6 Estéavel

)

Figura 1.8: N6 Impréprio Estavel

(&

Figura 1.9: Centro
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Os autovalores de A nos fornecem uma condicao suficiente para a estabilidade
assintotica do ponto de equilibrio z = 0 de (1.12).

Teorema 1.6 Se todos os autovalores de (1.12) tem parte real menor que zero entdo o
ponto de equilibrio x = 0 € assintoticamente estavel.

CASO NAO-LINEAR

O teorema a seguir estabelece uma condigao para a estabilidade de um ponto

de equilibrio de (1.1). A demonstracao deste teorema é encontrada em [1] nas pdginas
181 e 182.

Teorema 1.7 Seja x € W C R" um ponto de equilibrio de (1.1). Suponha que cada
autovalor de f'(Z) possui parte real menor que —c, ¢ > 0. Entdo existe uma vizinhanga
UCW dezx tal que

1. x(t) € U € definido para todo t > 0;
2. Eziste uma norma euclidiana ||.|| em R™ tal que
lz(t) = 2| < el — 2],
para v € U.
Em particular, x(t) — T enquanto t — oo para todo x € U.

Em outras palavras, nas condi¢goes do Teorema 1.7 solugoes de (1.1) que
comecam préximas de T continuam se aproximando exponencialmente, garantindo a es-
tabilidade assintética. Obviamente, este teorema generaliza o Teorema 1.6.

Definicao 1.6 Seja & um ponto de equilibrio de (1.1). Se todos os autovalores de f'(Z)
possuem parte real negativa, T € chamado de atrator;

Teorema 1.8 Seja & € W um ponto de equilibrio de (1.1). Suponha que cada autovalor
de f'(z) possui parte real maior que ¢, ¢ > 0. Entdo para toda vizinhanga U C W de T

1. eziste ty tal que x(ty) nao estd em U;
2. Para toda norma euclidiana ||.|| em R"
lz(t) — 2l = ez — 2|
VreUet>0.

O teorema (1.8) garante que sob suas hipdteses solugoes que comegam préximas
de ¥ se distanciam de & exponencialmente, garantindo a instabilidade de .

Definicao 1.7 Seja & um ponto de equilibrio de (1.1).Se todos os autovalores de f'(z)
possuem parte real positiva, T ¢ chamado de repulsor;
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1.3.2 Estabilidade de Orbitas Periédicas

Em grande parte do nosso estudo se faz necessario o estudo de estabilidade de
6rbitas periddicas. Nesta secao, desenvolveremos um estudo bésico da estabilidade de
solugoes periodicas.

Considere o sistema nao autonomo

i = f(t,z) (1.13)

satisfazendo as condigoes do teorema (1.1). Primeiramente vamos definir a estabilidade
para uma solugao periédica ¢(t), caso esta solucao periddica exista.

Defini¢ao 1.8 (Estabilidade no Sentido de Liapunov para solugées Periddicas)
Considere a equagao (1.13) com a solugao periddica ¢(t). A solugdo periddica é Liapunov-
estdvel se para cada ty e € > 0 podemos encontrar um nimero positivo 0(g,ty) tal que

lz0 = d(to)ll < 0 = [l2(t; Lo, 20) — (B)[| < &

para t > to, sendo x(t;to, zo) a solugao z(t) de (1.13) com x(ty) = xy.

Figura 1.10: Estabilidade no Sentido de Liapunov

Em outras palavras, uma solucao periodica y(t) de (1.13) é Liapunov-estavel
se dada uma 6rbita com valor inicial suficientemente préximo de algum ponto de y(t), esta
érbita continua suficientemente proxima de y(t) (ver Figura (1.10). No caso de érbitas no
plano, temos como consequéncia do teorema de existéncia e unicidade de solucgoes para
(1.13) a garantia de que érbitas que iniciam fora da regiao limitada pela érbita periédica
permanecem fora desta regiao. O mesmo acontecendo com oérbitas que iniciam dentro
desta regiao.



15

Observacao 1.1 O conceito de estabilidade no sentido de Liapunov para solucoes perio-
dicas implica que os pontos que comecam perto uns dos outros permanecem proximos uns
dos outros, em uma vizinhanca, a cada periodo da solugao periédica. Mas, podem exi-
stir solugoes periddicas cujas érbitas que iniciam proximas continuam proximas, porém
nao se enquadram na definicao da estabilidade no sentido de Liapunov para solugoes
peridédicas. Estas consideracoes levaram a uma definicao de estabilidade inspirada em
idéias geométricas utilizando a aplicacao de Poincaré. Esta nova definicao de estabili-
dade chamada de estabilidade orbital é uma generalizacao da definicao de estabilidade
no sentido de Liapunov. Para nossos objetivos, a definicao da estabilidade no sentido de
Liapunov para solugoes periddicas é suficiente, sendo assim, nao iremos nos aprofundar
no conceito da estabilidade orbital que pode ser encontrado em [2] nas paginas 63 a 65.

Com o objetivo de estudar o comportamento das solugdes de (1.13) na vizi-
-nhanga da solugao T-periédica ¢(t) considere a equagao obtida pela linearizac¢ao de (1.13)
na érbita periddica ¢(t). Temos entao

.0
i= 51 o)y (1.14)
. of . .
onde, na forma matricial de (1.14), p (t,p(t)) é uma matriz B(t) com elementos dados
T
por
bi(t) = ———+~.
! 81‘]‘

Devemos assumir que o lado direito de (1.13) seja T-periédico com respeito a varidvel t.
Dai, (1.14) tem o lado direito também T-periddico e podemos estudar seus coeficientes de

Floquet. Agora enunciaremos alguns resultados que nos auxiliarao no estudo das solucoes
periédicas de (1.13).

Proposicao 1.1 Se o sistema (1.13) € autonomo e sua solugdo periddica ¢(t) nao é um
ponto de equilibrio, entdo o sistema (1.14) possui um coeficiente de Floquet igual a 1

Demonstragao: Seja ®(t) a matriz que satisfaz a equa¢do matricial
d=At)D (1.15)

com a condicao inicial ®(ty) = Id, onde Id denota a matriz identidade de ordem n e seja
C' a matriz principal da solugao ®(t). Pode-se mostrar que

O(t+1T)=o(t)C (1.16)
(ver [4], pdgina 144). Qualquer solugao ¢(t) de § = A(t)y pode ser escrita na forma
¢(t) = ®(t)¢(to)-

Dai, considerando (1.16) obtemos

P(to +T) = (to + T)d(to) = (o) Cd(to) = C(to)- (1.17)
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Lembrando que (1.13) é auténomo e ¢(t) é sua solugdo periddica, temos que ¢(t) =
f(p(t)) e derivando com respeito a t obtemos ¢(t) = A(t)p(t). Ou seja, H(t) satisfaz
a equagao vetorial (1.15). No entanto, ¢(t) é periddica com periodo T, entao de (1.17)
obtemos

P(to) = oto +T) = Cp(to). (1.18)

Como, por hipétese, ¢(ty) nao é um ponto de equilibrio entao p(ty) = f (¢(to)) # 0. Segue
que a matriz C' possui um autovalor igual a 1 e consequentemente, possui um coeficiente
de Floquet igual a 1. O
Assim, podemos enunciar condicoes suficientes para a estabilidade de solugoes
periédicas de (1.13). Existe, ainda, um resultado semelhante para o caso em que (1.13)
nao é autonomo, mas T-periédico em relacao a t, este é conhecido como teorema de
Liapunov ([4] pagina 264) e uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada nesta
mesma referéncia. O resultado que enunciaremos a seguir ¢ uma derivagao do teorema de

Liapunov e uma demonstragao rigorosa pode ser encontrada também em [4] nas paginas
265 a 272.

Teorema 1.9 (Andronov-Witt) Seja & = f(x) um sistema auténomo e suponha que
o(t) € solugao periddica de periodo T a qual nao é um ponto de equilibrio. Se o coeficiente
de Floquet do sistema linearizado § = A(t)y que € igual a 1 tem multiplicidade 1 e se o
valor absoluto de todos os outros coeficientes de Floquet é menor que 1, entao a solucao
o(t) € assintoticamente estdvel no sentido de Liapunov.



Capitulo 2

O Método da Média

O método da média é uma técnica para estabelecer resultados qualitativos em
relacao as solucoes de equacoes diferenciais ordinarias. Esta técnica foi utilizada ex-
tensivamente por Lagrange e Laplace em seus estudos sobre mecanica celeste. Grandes
matematicos estudaram método da média com o objetivo de estabelecer uma teoria formal.
Matematicos como Jacobi e Poincaré estabeleceram os pilares para que formulagao rig-
orosa do Método da Média. A primeira demonstracao da validade assintotica do método
da média foi dada por Fatou na virada do século XIX para o século XX, que utilizou
o procedimento de iteragao de Picard-Lindelof. Na extinta Unidao Soviética resultados
similares foram obtidos por Mandelstam e Papalexi ja em meados do século XX.

2.1 Formulacao Heuristica

O método da média foi utilizado intuitivamente por Lagrange e Laplace no estudo
das perturbagoes de orbitas planetarias no sistema solar. Com o passar dos anos os
estudiosos usavam o método como algo tao natural que nao se incomodavam com a sua
formalizagao. Como técnica computacional o método da média foi formulado no século
XVIII. Nesta seccao vamos dar uma motivagao heuristica para o método. Como exemplo
vamos considerar a equagao

t+a=cf(x,) (2.1)

onde f: R xR — R. Se ¢ = 0, as solugoes sao conhecidas. De fato, por uma computacao
simples notamos que o conjunto sen(t),cos(t) é um conjunto fundamental de solugoes,
com a matriz solucao fundamental

cos(t) sen(t)
—sen(t) cos(t)

Entao, neste caso, a solucdo de ¥ + z = 0 ¢ uma combinagao linear de sen(t) e cos(t).
Assim, podemos escrever esta combinacao linear como

o cos(t + ).

17
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De fato, como

Asen(t) + Bcos(t) = VA2 + B? ( (t)

B A
T s+ ﬁm@) ’

tomamos

B —A
cos(thy) = NOTEN:E € [-1,1], sen(yo) = NI e[-1,1], e ro=VA2+B?

obtendo a combinacao linear almejada. A amplitude ¢ e a fase 1)y sdo constantes e eles
sao determinados pelos valores iniciais.

Para estudar a vizinhanga das solugbes para ¢ # 0,Lagrange introduziu a
"variacao das constantes”. Primeiro assumiu que os parametros r e 1 estao em funcao
do tempo. Entao assumimos para soluc¢ao da equagao (2.1)

x(t) = r(t) cos(t +(t)) (2.2)

z(t) = —r(t)sen(t + (t)) (2.3)
Substituindo (2.2) e (2.3) na equagao (2.1) e obtendo & de (2.3), obtemos

—r(t)sen(t+1 (1)) —r(t) cos(t+ () )h+r(t) cos(t+i)(t)) = e f(r(t) cos(t+1p), —r(t)sen(t+1))
(2.4)
Outra condicao é que a diferenciagdo do lado direito da equagao (2.2) deve
produzir uma expressao igual ao lado direito da equagao (2.3). Entao encontramos

7(t) cos(t +1(t)) — [r(t)sen(t + ¥ (¢))](1 + ¢(t)) = —r(t)sen(t + ¥ (t)). (2.5)

As equagdes (2.4) e (2.5) podem ser consideradas como duas equagoes algébricas em
7 e 1. Assim, matricialmente

Rt I B R

ou

(D] = [ ety Zreoste ) | [ treostt ) mrsentt )|

| —esen(t + ) f(rcos(t + 1), —rsen(t + 1))
| ZEcos(t+ 1) f(rcos(t 4+ ), —rsen(t + 1))
vemos que suas solugoes sao dadas por

7= —esen(t + ) f(r cos(t + ), —rsen(t + 1))
Y = == cos(t + 1) f(rcos(t + 1), —rsen(t 4 1))



19

Naturalmente, é assumido na mudanca de varidveis (2.2) e (2.3) onde (z, &) —

(r,1) que r # 0.

O sistema de equagdes diferenciais (2.6) é dado com condigoes iniciais para o
instante ¢t = 0, determinado por meio de (2.2) e (2.3)

2(0) = r(0) cos(4(0))

#(0) = —r(0)sen((0).
Indicaremos por g(t,r,v), h(t,r,1)as fungoes do lado direito de (2.6). Por-
tanto, (2.6) reescreve-se como
W =eh(t,r, )
Observe que g e h sao fungoes de classe C*°, nas variaveis t,r e ¥ e tem periodo igual

a 27 na variavel t. Entao segue de [8], que g e h tem expansoes de Fourier que convergem
uniformemente. A expansao de g é dada por

(2.7)

oo

g(t) = %ao(r, ) + Z [a, (1, 1) cos(nt) + by, (r,1)sen(nt)]

onde

27
an(r,1) = ;/0 g(t,r ) cos(nt)dt

by(r, ) = %/0% g(t,r,v)sen(nt)dt.

Resultado analogo é valido para h. Neste caso, indicaremos os coeficientes
de Fourier por ¢, (r,v) e d,(r, 1), assim

en(r ) = % / Bt 7 ) cos(nt)dt
0
© 1 2w
dn(r, ) = ;/ h(t,r, )sen(nt)dt.
0

Substituindo as expansoes de Fourier em (2.7) obtemos

{ 7= & [ao(r,0) + 22, (anr, ) cos(nt) + bu(r, )sen(nt)] (28)

Pela Identidade de Parseval (ver [8] pagina 84) temos que, para r e ¢ fixos

lim a2 = lim b2 = lim ¢2 = lim d2 = 0.
n—oo n—o0 n—oo n—oo

Considerando isto, é plausivel admitir que as solugoes de
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ao(’l", wﬂ )
o(r, )] . (2.9)

SIS L

{ P=¢]|
b=¢|
estao "préximas”das solugoes de (2.8), desde que tenhamos a mesma condigao inicial
(r0,%0). Notemos que

1 1 21

gorv) = 5= [ attr.wjar (2.10)
(§

1 1 27

§CQ(T,17D> = %/0‘ h(t,?“, ¢)dt (211)

Motivados por (2.10) e (2.11) temos a seguinte definicao

Definicao 2.1 Seja f: 2 x R — R™ uma aplica¢ao periodica com periodo T na varidvel
t, ou seja, f(x,t+T)= f(z,t). Desta forma, podemos definir sua média como

) =7 / £, tydt.

Para ilustrar o processo vamos considerar o seguinte exemplo

Exemplo 2.1 (Oscilador com Amortecimento) A fim de exemplificar o raciocinio
de Lagrange considere a equagao

i+x=e(—i+a?). (2.12)
Utilizando as equagdes (2.6) temos que

i = —esen(t + ¥)[r(t)sen(t + 1) 4+ r*(t) cos®(t + )]

b= —écos(t ) [r(t)sen(t + ¥) + 12(t) cos(t)]

O lado direito é 2m-peridédico em t. Calculando a média do lado direito das equagoes
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acima sobre ¢t e mantendo r e v fixos obtemos

% z[zr—asen(t + ) [r()sen(t + ) 4+ 7(t) cos?(t)]dt

= L 2] —esen’(t + ¥)dt + L f —esen(t + 1) cos®(t + ¢)dt
0

2

27
= —%{sen%t%—w)dt— %f 0fsen(t+@/}) cos®(t + )dt =

2m 2m
- _mf[%] _ f n(t + ) [1+cos<§<t+w>>]dt:

2

27 21 27
. _re f [w] dt — rle {f sen(;Jr’tb) dt + g‘ sen(t+1/))c20s(2(t+1/1))dt:| —

2
0 0

_ (t+9)  sen?(t+) 1P p2e [ cos(thw) | 1 cos(3(t+v)) m
= gﬂ[ S h —ﬁ[—TJrz(—T—COS(HW)]O =

= -1
= 5€T.

e, para a Segunda equa(;éo
2

= of —£ cos(t + 1) [r(t)sen(t 4 1) + 1r3(t) cos*(t 4 1)]dt =

2

= == [frcos t+¢)Sen(t+¢dt+fT cos® t+w)dt}

2rr

= = { |:Tsen2(2t+1/))i| o + 72 [?% cos(t + v)dt + zzri cos(3(t + ¢))dt] } =

0

27
r sen(3(t
T e

ou seja, calculando a média temos que r = —%67‘ e ¢ = 0. Indicando r, e v, como as

aproximacoes de r e 1 pela média temos que

1 )
To = —5er e Pu(t)=0 (2.13)
Agora, as equagoes (2.13) possuem uma solucao de facil computacao e obtemos

ra(t) = 1(0)e 2 e, (t) = ¥(0). (2.14)
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Para aproximagao da solugao z(t), do sistema (2.12), temos entao usando (2.14) e (2.2)
que

2q(t) = r(0)e~ 2 cos(t + 1(0)) (2.15)

Uma questao natural que serd respondida precisamente na préxima segao é se
(2.15) é uma “boa aprozimacdio” de x(t).

2.2 A Forma Canonica das Equacoes de Movimento

Na demonstracao da validade assintética das aproximacoes realizadas anterior-
mente, geralmente é utilizado um sistema de variacdo lenta como as equagoes (2.6). Aqui
mostramos como obter tais equacoes pelo método da variacao dos parametros. Considere
problema de valor inicial

= A(t)xr +eg(t,z), x(0) =z (2.16)

onde z € R, t > 0 e A(t) como uma aplicacao linear n x n continua e g(¢, ) uma fungao
suficientemente suave de t e x. A equagdo sem perturbacao (¢ = 0) é linear e possui
solugoes linearmente independentes que sao usadas para compor a matriz fundamental de
& = A(t)x que denotaremos por ®(t). Seja x = ®(t)y. Usando esta mudanca de varidvel
em (2.16), obtemos

O(t)y + D)y = At)2(t)y +eg(t, 2()y)
e como ®(t) = A(t)D(t) temos
O(t)y = eg(t, ®(t)y)-

Portanto,
y = e®(t) g(t, ®(t)y). (2.17)

O valor inicial ¢ dado por y(0) = ®(0) ™ .
De maneira mais geral a forma canonica é dada por

y=cft,y).
Observacao 2.1

1. A equagao nao perturbada no caso da equagao (2.16) é linear (de fato, se ¢ = 0,
entdo & = A(t)z); Isto facilita o procedimento da variacdo dos parametros.

2. Se a equagao nao perturbada é nao-linear a variagao dos parametros ainda se aplica.
Na pratica, existem muitas obstrucoes técnicas quanto a execucao do procedimento.
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Exemplo 2.2 Considere a equacao
i+ wir = eg(t, x, ). (2.18)

com constante w > 0. Primeiramente, vamos utilizar as transformagoes (2.2) e (2.3),

z(t) = r(t) cos(wt + (1)) (2.19)
z(t) = —r(t)sen(wt + ¥(t)). '
Utilizando as férmulas (2.6)
i = —Zsen(wt +1)g(t, r cos(wt + 1), —rsen(wt + 1)) (2.20)
Y = == cos(wt + 1)g(t,r cos(wt + 1), —rsen(wt 4 ¢)) '
Outra possibilidade é usar a transformacao
z(t) = y1(t) cos(wt) + yZT(t)sen(wt) (2.21)
t(t) = —wy (t)sen(wt) + yo(t) cos(wt) '
encontramos as equagoes
g1 = —=sen(wt)g(t, yi(t) cos(wt) + sz(t)sen(wt), —wy (t)sen(wt) + ya(t) cos(wt)) (2.22)

Uo = € cos(wt)g(t, y1(t) cos(wt) + y%msen(wt), —wyy (t)sen(wt) + yo(t) cos(wt))

A equagao (2.18) pode ser tratada com a forma canodnica (2.20) ou a forma candnica
(2.22). Portanto, o lado direito eg(t,z, &) em sua forma explicita é determinado com a
escolha da melhor forma canonica para o caso estudado.

2.3 Meédia para o Caso Periodico

Deveremos considerar a validade assintética do método da média. Considere o
problema de valor inicial

b =cf(t,x) +e%g(t,x,e), 2(0)=mz9 (¢>0). (2.23)
Considere agora o problema de valor inicial para a equacao em média

y=cfy), y(0)= . (2.24)

Antes de prosseguir com o proximo resultado uma defini¢ao preliminar se faz
necessaria

Defini¢ao 2.2 (Escala de Tempo) Considere a fun¢dao vetorial f(t,x,e), t > 0, x €
D C R", e fungdes 61(g) € da(e);
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1. Diz-se que f(t,x,e) = O(d1(g)) na escala de tempo 1/65(g) enquanto ¢ — 0 se
existem €9 > 0, M > 0 tais que

f(t,x,e)
51(5)

lim
e—0

E

para todoxeD,O<€<50,Ogtg&ig).

2. Diz-se que f(t,x,e) = 0(01(€)) na escala de tempo 1/55(¢) enquanto € — 0 se
existem €9 > 0 tais que
[t @€

51(6)

pamtodoxeD,O<€<50,Ogtgf(g).

lim =0
e—0

O préximo resultado mostra como a fungao vetorial y(t) representa uma aprox-
imagao de z(t).

Teorema 2.1 Considere os problemas de valor inicial (2.23) e (2.24) com x,y,x9 € D C
R™ ¢ > 0. Suponha que

1. As funcoes vetoriais f, g e % sao definidas, continuas e limitadas por uma constante
xXr

M (independente de €) em [0,00) X D;
2. g € lipschitz em x.
3. f(t,x) € T-periédica em t com média f°(x); T é uma constante independente de €;
4. y(t) € D, para todo t > 0.

Entao, temos z(t) — y(t) = O(e) em uma escala de tempo 1/¢.

Para a demonstracao efetiva do teorema 2.1 necessitamos de trés resultados
auxiliares. Dois deles serao enunciados sem prova, sendo um deles a Regra de Leibnitz
que garante a derivagao sob o sinal da integral, desde que o integrando resultante seja
uma fungao continua.

Lema 2.1 Considere o problema de valor inicial
= Z efi(t,z) + ™ R(t, x,¢)
i=0

com x(to) =pel|t—to] <h, ze€DCR"0<e<e. Assuma que neste dominio temos

1. fi(t,x),i=1,2,3,..,m, continua em t e em = e (m+ 1 — i)-vezes diferencidvel em
x;

2. R(t,z,e) continua em t e em x e lipschitiziana em x.
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Substituindo x na equacdao pela expansao

calculando os coeficientes correspondentes e aplicando os valores iniciais xo(tg) = p, x;(tg) =
0,7 =1,2,3,...,m produzimos uma aprozimag¢ao de z(t)

2(t) = Y cay(t)|| = O™
i=0
na escala de tempo 1.
Demonstragao: Ver [2], pdginas 117 e 118. O

Lema 2.2 [Regra de Leibnitz/(Derivagao sob o sinal da integral). Dado U C R", aberto,
seja f U x [a,b] — R uma fungdo com as sequintes propriedades:

1. Para todo x € U, a fungdo t — f(x,t) € integrdvel em a <t <b.

2. a i-esima derivada parcial g—i(x,t) existe para cada (z,t) € U X [a,b] e a fun¢ao
% : U % |a,b] = R, assim definida é continua.

Entao a func¢ao ¢ : U — R, dada por ¢(z) = fff(x,t)dt, possui i-ésima deriwada parcial

em cada ponto x € U, sendo

99 P of
= t)dt.
oz, %) on (2,t)
Demonstracao: Ver [3] paginas 145 e 146. O

O préximo lema elementar sera frequentemente utilizado.

Lema 2.3 Se h: R — R € continua, limitada, tem periodo igual a T e

/T h(s)ds =0, (2.25)

entdo a func¢ao
w(t) = / h(s)ds (2.26)
0

¢ continua e periodica de periodo igual a T
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Demonstracao: Como h ¢é limitada, é imediato que w é lipschitziana e portanto, é
continua. Temos que

wt+T)= /TH h(s)ds,

logo w(T +t) = KT +t) = h(t) = w(t). Consequentemente, existe k& € R tal que
w(T +t) = w(t) + k, para todo t € R. Assim,

Aﬁﬁh@ﬁw:iénx@ds+k. (2.27)

Fazendo ¢t = 0 em (2.27) e usando (2.3) temos que k = 0. Portanto, w(T + t) =
w(t), VteR. Assim, w é T-periddica. O

Demonstracao do Teorema 2.1: Considere o problema de valor inicial (2.23) e a
média
1 /7
P =g [ st
T Jo
Do Teorema 1.1 garantimos a existéncia e a unicidade das solug¢oes dos problemas de valor

inicial (2.23) e (2.24).
Seja

u(t,x) = /0 [f(s,2) — fO(x)] ds. (2.28)

Da definicao de f, segue que

/0 [f(s,2) = f(x)] ds = 0. (2.29)

Segue do Lema 2.3 que u é continua e tem periodo igual a T'. Entao temos que

<

sup |lu(t,z)]| = sup |u(t,x)]] = sup
zeD, t>0 z€D, 0<t<T z€D, 0<t<T

/0 [F(s,2) — fo(x)] ds

< o Lo -r@les < o ][ isomss [10e) <

z€D, 0<t<T z€D, 0<t<T

T T
< sup [ | istslas+ | ||f°<x>||ds] <oMT.

zeD

Portanto,
[u(t, z)|| < 2MT. (2.30)
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Além disso, usando o Lema 2.2 temos que

M= [ (Sso- (L) @) as

du ) ) . y :
Como —(t, x) é também, T-periddica na varidvel ¢t e usando o mesmo argumento anterior,

obtemos

ou

5 —(t,x)| <2MT, t>0 e z€D. (2.31)
x

Agora, introduza a ”transformacao proxima-da-identidade”
z(t) = 2(t) + eu(t, 2(t)). (2.32)
Diferenciando (2.32) temos

dx dz Ou Ou dz
E(t) = %(t) +e {E(t,z) + &G’ 2)%(25)

ou seja,

i 242002 1 e 21 ) (2.33)

ot 0z
Substituindo (2.32) em (2.23) obtemos

Z 4+ 6%(75, z) + 5%(75, 2)i=cf (t,z +eu(t,2)) + &g (t,z +eult, 2),¢),
portanto
([d + 8%@, z)> Z =ef(t,z+eu(t, 2)) +e%g(t,z +eult,2),e) — 8%@, z)
=cf (t,z+eu(t, z)) +e%g(t,z +eu(t,2),e) —e (f(t,2) — f°(2))
= 5f0(z) + R(tv 75)
onde
R(t,z,6) = e|f (t,z +eult,2)) — f(t,2)] +%g (t, z + cult, 2),¢) . (2.34)

0
Segue de (2.31) que 3%(¢, ) ¢é limitada por K = 2M T, assim <Id + Sa—u(t, z)) é limitada e
z

inversivel para todo ¢ adequadamente pequeno. De fato, caso contrario, existiria um vetor
v com norma igual a 1 tal que (Id+e%%(t,2z)) .v =0, e dai, 1 = [[v]| = [|e2%(t, 2).v]| <
el|2u(t, z)|| <e2MT < 1se0<e<1/2MT, que é uma contradigao. Portanto a matriz
[Id + 68 (t, z)} ¢ inversivel e sua inversa ¢ dada por

{Id+s%(t,z)yl =Id— {g%(t,z)} + {a@ t,z)r + ...
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— Id - [e%(t, z)] +0(), t>0,2€D. (2.35)

Consequentemente,

{Id + &?g (t, z)} [ef%(2) + R(t, 2,€)] (2.36)

Como f é lipschitz e usando (2.30) temos
| f(t,z+ceu(t,z)) — f(t, 2)|| < Llleu(t, 2)|| < 2LeMT

sendo L a constante de lipschitz. Como consequéncia da limitacao de g temos que R é,
também, limitada por uma constante C', independente de &, pois

IR(t, 2, )l < llef (¢, 2 +eult, 2)) —ef (¢, 2)l| + g (¢, 2 +eult, 2), )| < e’ LMT2+*M =

=2 M(2TL + 1)
C

logo,
|R(t,z,¢e|| <*C, Vt>0, z€ D (2.37)
De (2.36), (2.37) e (2.35) encontramos para z a equagao

8

t=ef2) - &= —(t,2)f°(2) + O(®) + R(t,z,¢) 2(0) = z(0) (2.38)
De (2.37) temos que R(t,z,e) = O(<?). Logo, existe uma aplicacio R* tal que
R(t,z,e) = e°R*(t, z,¢) (2.39)
e, assim,
i =cef%2) + R*(t, 2,€) — g—(t 2)°(2) + O(?)
ou

f=2f() 4 € [R(1,2,2) — 9o, 2) ()| + OE)
Fazendo fi(t,z,e) = R*(t,z,e) — 3(t, 2(t)) f°(z) temos que
t=ef2) +2fi(t, z,€) + O(%).
Substituindo ¢ por /¢ obtemos
H(r/2) = £f0(o(7/€)) + (2, 2(r/2), ) + O,

Seja w(T) = z(7/¢), portanto, 2(7/¢) = ew(T) e, assim

ew(r) = ef(w(r)) + € fi(r/e,w(r),e) + O(e%),
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ou seja,
w(r) = fO(w(r)) +0(E) e  wo(et) = z(t). (2.40)
Obtemos, assim, o problema
d
S0 = Pw), wo(0) = 2(0).

Pelo Lema 2.1 e por (2.40) produzimos uma aproximagao que depende de ¢, w(t, ) tal que
|lw(T,e) — wo(7)|| = O(e) na escala de tempo 1. Ou seja, existem g > 0,M >0e N >0
tais que

o J(r,2) = ()]

<M para 0<e<gy e 0<7<N.
e—0 g

Consequentemente, como w(et,e) = z(t,¢) temos que

t,e) — 2ot N
lim I2(t.€) = % (0] <M para 0<e<eg e 0<t<—.
e—0 £ 9
Ou seja, produzimos uma aproximagcao z(t,e) tal que ||z(¢,e) — 2z0(t)|| = O(g) na escala

de tempo 1/e em t. Por fim, usando (2.32) obtemos
lim ||z(t,e) — 2(t,e)|| = lim ||eu(t, 2(t,€))|| =0, VeeD e t>0
e—0 e—0

podemos afirmar que z(t,¢) é uma aproximacao de x(t,¢). O
Vamos considerar alguns exemplos pertinentes.

Exemplo 2.3 Considere a equacao autonoma
T+x=cf(x,2)

que é um caso particular do Exemplo 2.2. De (2.22), temos que o calculo da média do
lado direito das equagoes é dada por

fi(r, ) = % /0 ' sen(t + 1) f (rcos(t + ), —rsen(t +¢)) dt
1 2T+
=3 sen(s) f (r(cos(s), —rsen(s)) ds
(4
= % i ' sen(s) f (r(cos(s), —rsen(s)) ds (2.41)
Pl ) = 5~ /0 " cos(t + ) f (rcos(t + ), —rsen(t + ) dt

1 27’l’+'¢'

=5 cos(s) f (r(cos(s), —rsen(s)) ds
b
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1 2

:% ;

cos(s) f (r(cos(s), —rsen(s)) ds (2.42)

Observemos que fi(r,1) e fa(r, 1) ndo dependem de .
Assim, aproximacoes assintoticas r, e 1, de r e 1 podem ser encontradas
como solucoes de

o =—cfi(ra),  7a(0) =7(0)
{ Yo = == fa(ra),  1a(0) = 1(0) (2.43)

Como 1, nao esta presente no lado direito, o nimero de equagoes diferenciais a serem
efetivamente resolvidas é reduzido a 1.
Consideraremos a equacao de Van der Pol

513+:c:8(1—x2):i:.
Pelas transformagoes (2.2) e (2.3) encontramos

7= ersen®(t + 1) — er® cos®(t + )sen?(t + 1)
) = e cos(t +)sen(t 4 1) — er? cos® (t + 1b)sen(t + 1)

Fazendo s =t + 1 temos

1

T or

fi(r) /0 ’ [rsen’(t + ¥) — r® cos®(t + ¢)sen®(t + )] dt =

2m 2m
: (1 — Jeos(2(t+ w>>> ‘o g / cos™(t + ))sen”(t + ¢))dt =
0

2n Jo \2 2
r |1 3|1
_%H_TM

e
2
fa(r) = % / (cos(t + ¥)sen(t + 1) — r? cos® (¢ + ¥)sen(t + ¥)) dt =
0
2m 2w
=5 i cos(t + v)sen(t + ¢)dt — ], % cos®(t + )sen(t + ) dt =

27
— —% r? (% cos(t + ) + i cos(3(t + @/J))) sen(t + )dt =
0

_ (LT3 t t dtlwl 3(t t dt | =0
=7 (%/0 Zcos(—irw)sen(—l—w) —i—% i Z—lcos((—ir?ﬁ))sen(—l—w) )—
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Dai,
o = —efi(re) = —3er, (1— 112
. (2.44)
o = == fora) = 0
Tomando 7(0) = 2 temos 7,(t) = 2, ¢ > 0. De fato, r,(t) = 2 é o ponto critico
da equagao 2.44. Tomando r(0) = 2 e ¥(0) = 0, temos pelo método da média que
xq(t) = 1r(0) cos (t + 1(0)) = 2 cos(t) e pelo teorema anterior

x(t) = xo(t) + O(e).
Vamos resolver (2.44), por separacao de varidveis. Temos

dr

€
dt 8

/t dr /ts
— = —dt.
o (dr—r?) 0 8

Pelas técnicas de integracao temos que

/Maﬁ:/ (f‘ T 8<r12>)d7”:%1“ (%)

Assim,

(4?" — 7"3) .

Dali,

Donde encontramos

Como x,(t) = rq(t)cos (t+ 1,(t)), quando t cresce, as solugbes aproximam da solugao
periédica. Observemos que se r(0) = 2, temos r¢(t) = 2, que é a solugao de equilibrio
encontrada anteriormente.

Exemplo 2.4 Considere a equagao de Mathieu
T+ (1+2ecos(2t))x =0 (2.45)

com valores iniciais x(0) = xzg, #(0) = 0. A equagao (2.45) modela osciladores lineares
em engenharia os quais estao sujeitos a modulacoes de frequéncia. Este é um tipo de
equagao em que é mais conveniente utilizar a transformagao (2.21). Dal,

z(t) = y1(t) cos(t) + ya(t)sen(t)
(t) = —y1(t)sen(t) + ya(t) cos(t) (2.46)
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0 que nos leva a

71 = 2esen(t) cos(2t) (y1 cos(t) + yesen(t)),  1(0) = zg
U2 = —2e cos(t) cos(2t) (y; cos(t) + yasen) , y2(0) = 0.

O lado direito é 2m-periédico em t. Nés encontramos para as equagoes médias

Z/m = %nga
(2.47)

. -1
Y2a = 5 €Y1a

Impondo valores iniciais, podemos reeescrever as equagoes acima da seguinte forma

S
Y2 21— 0] | v
0 —e

c 0 ], Al = —€ € Ay = €, possuem sinais

onde percebemos que os autovalores de {
. . 1 1 .
opostos. Assim, a matriz 1 1 dos autovetores relacionados aos autovalores de

{ _(g) _8 } nos mostram que a solucao geral do sistema 2.47 é
Ya . 1 1 1 xoe_%st B 1 xoe—%et + l’oeégt
Yoo | 2|1 =1 ]| meext | 2| mpem 2 — mper

1 1
Y1a = 3T0€ 2% 4 ez
_ 1 —Let 1 Let
Y2a = 5To€ 277 — 5Xp€2

Assim,

Substituindo na transformagao 2.46 obtemos:

1 1
zo(t) = 3 zoe 3 4 xoeégt] cos(t) + 3 [:coe’%d - xoe%“] sen(t) =
1

—1lgg 1 Let
= 5% [cos(t) + sen(t)] + 5 %oe? [cos(t) — sen(t)].

E pelo Teorema 2.1 x,(t) é uma aproximagao de z(t) na escala de tempo 1/¢.

2.4 Solucoes Peridédicas

Considere a equagao (2.23). Além disso, assumimos que ambos f(t,x) e g(¢, z,¢)
sao T-periddicos em t. Separadamente consideraremos em D a equacao da média

y=ef’y) (2.48)

Sob certas condigoes, solucoes de equilibrio da equagao da média virao a corresponder
com as solucoes T-periddicas da equagao 2.23 no sentido do teorema abaixo.
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Teorema 2.2 Considere a equagao (2.23) e suponha que

~ . . 2 ~ . Ve . .
1. As funcoes vetoriais f, g, %, % € % sao definidas, continuas e limitadas por uma

constante M independente de € em [0,00) x D, 0 < e < gy;
2. g e f sao T-periodicas em t (T independente de ).
Se p é um ponto critico da equagdo da média (2.48) considerando

i (220)

5 £0 (2.49)

Yy=p

entao existe uma solugcao T-periddica ¢(t,e) da equagao (2.23) a qual estd perto de p tal
que

lim¢(t,e) = p

e—0

Demonstragao: Usando os mesmos argumentos utilizados na demonstracao do Teo-
rema 2.1, obtemos (2.37) e (2.34), e usando a férmula de Taylor em (2.34), temos

2 =ef%2) + 2R(t, z,¢) (2.50)

onde

R(t, z,e) = %(t, 2)u(t, z) — %

Pelo Lema 2.3 segue que u(t, z) tem periodo T e de (2.37), (2.34), (2.39) e das
hipoteses sobre f e g obtemos que R é T-peridédica na variavel t. Note que

(t,2)f°(2) + g(t, 2,0) + O(e)

i =cef%2)+ R (1, 2,¢)

t t t
/ Zds = 5/ fO(2)ds + 52/ R*(s,z,¢)ds
0 0 0

z(t) — z(0) = 5/0t fO(2)ds + & /Ot R*(s,z,¢)ds

Entao, a equagao (2.50) é equivalente a equagao integral

ou

ou

z(t) = 2(0) —i—a/o fo(z(s))ds+82/0 R*(s, z(s),e)ds. (2.51)

Se (2.50) tem solucao de periodo T" temos z(0) = z(T"), logo de (2.51) obtemos que se
e # 0 entao

Oze/o fo(z(s))ds+52/0 R*(s,2(s),¢e)ds. (2.52)
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Notemos que (2.52) é uma condi¢ao necessaria para a existéncia de orbitas periddicas.
Motivados por isto, vamos considerar a seguinte constru¢ao. Pode-se mostrar (nao faremos
este detalhe aqui) que existe €; > 0 e uma vizinhaca U de p tal que se w € U e |e| < ey,
entdo a solucao de (2.50) com condicdo inicial 2(0) = w estd definida em um intervalo
aberto que contém o intervalo [0,77]. Assim, a funcdo

h(w, ) / 1O(=( ds+€/T R*(s,2(s),¢e)ds
0

com w € U e |e] < g1 é bem definido. Temos que z(s) = Z(s,w,e). Pelo Teorema 1.2
temos que Z é diferencidvel em relagdo as variaveiss, w,e e Z(0,w,e) = w. Queremos
mostrar que se existem g e wy de modo que h(wy, g9) = 0, entdo a solugao do sistema

2z =¢eof%z) + 3R (1, 2,&0)

2(0) = wy

¢ periédica com periodo T'. De fato, sabemos que

/Ot,é(S)dS = /Ot c0f0(z(s))ds + /Ot 2R (s, 2(s), 20)ds

ou seja,

z(t) = +€0/ FO( d8+/ 2R*(s,2(s),20)ds
= wo—l—s()/ 1O(2( ds+/ e2R*(s,2(s),&0)ds

Por outro lado,

t4+T
2(T+1t) = wo—i—so/ 7Oz( ds+/ e2R*(s,2(s),&0)ds

T T
— w0+€0/ £Oz( ds—l—/ 58R*(3,z(3),50)d5+80/+ fO(z(s))ds +

t+T
—i—ag/ R*(s, z(s),e0)ds

T

t+T

t+T
= wy + eoh(wy, o) + €0 / fO(2(s))ds + <5 / R*(s,2(s),e0)ds
T

T

= w0+50/ 7Oz( ds—l—ao/ R*(s, z(s),e0)ds
Seja ¢(t) = z(t + T'), entdo

¢(t) = eofzt+T) + Rt +T,2(t +T),e0)
= e f(o(t)) + 2 R*(t + T, 6(t)), £0)
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Da T-periodicidade de R* segue que
o(t) = eof(d(1)) + 2R (¢, (t)), 0)

e, ainda

T T
$(0) =2(0+T) = wo + 60/ fO(2(s))ds +/ e2R*(s,2(s),0)ds = wy.
T

T

Portanto z(t) e ¢(t) = z(t + T') solucionam o mesmo problema com valor inicial wy,
portanto z(t) = z(t + T), ou seja, z é T-peridédica. O problema reduz-se a achar solugoes
(wo,€0), €0 >0, da equagao h = 0.

Da definicao de h e de p temos

= [ Poyis =

Temos que

oh o [T 0 o (T
o . Z 7 (5,7 .
aw(w,es) (9w/0 o (Z(s,w,e))ds + 8w/ R*(s, Z(s,w,¢),¢)ds

Segue da regra de Leibniz que

oh o , ™o
- — — %z - A
” (w,e) /0 ” fP(Z(s,w,e))ds + 5/0 R(s,Z(s,w,¢e),e)ds

w

- / (fo)( (sws))gzswsds—l—s/ —R*sste)s)ds.

0

Assim,

%(p,()) = /(fo)/<Z(3>p’O))g_i<s’p’0>d8

= [ G5 p0is

Na deducao anterior foi utilizado o fato de Z(s,p,0) = p. Como Z(s,w,e) = w, temos

gz(s w, e) = 1d, ou seja,

@0 = [ () Wi = (1) )1

que ¢ inversivel por hipdtese. Segue, entao, do Teorema da Funcao Implicita que existe
0<eyg<ereg: (—eoge0) — U, diferenciavel tal que h(g(e),e) =0, Ve € (—ep,€0) €



36

g(0) = p. Portanto, do argumento anterior, segue que existe uma solu¢ao T-periddica de
(2.50), que denotaremos por ¥(t, <), e tal que 1(0,¢) = g(e). De (2.51) temos

W(t,e) = g(e) +5/0 f0(¢(s,€))ds+€2/ R*(s,1(s,¢),¢e)ds.

0

Da continuidade de g segue que

limy(t,e) = p. (2.53)
e—0
Da equagao (2.32) segue que a solugao T-periddica de (2.48) é dada por
o(t,e) =(t e) +eu(t,d(te)). (2.54)
De (2.55) e (2.54) segue que
lim ¢(t,¢) = p, (2.55)
e—0
como querfamos provar. O

Com o teorema anterior, podemos garantir a existéncia de solugoes periddicas
para a equagao (2.23) em uma vizinhanga de x = p. Agora, estabeleceremos a estabilidade
da seguinte forma

Teorema 2.3 Considere a equagao (2.23) e suponha que as condi¢oes do teorema anterior
sejam satisfeitas. Se os autovalores do ponto critico y = p da equagio da média (2.48)
possuem parte real negativa, a solugdo correspondente ¢(t, ) de (2.23) € assintoticamente
estavel para € suficientemente pequeno. Se ao menos um dos autovalores possui parte real
positiva, entdo ¢(t,e) € instdvel.

Demonstragao: Ver [2] paginas 141 e 142. O
A seguir, daremos um exemplo afim de ilustrar a aplicagao dos teoremas (2.2)
e (2.3).
Equacgoes diferenciais nao-lineares com termos dependentes do tempo, nao-
homegéneas, com termo de excitacao externa modelam importantes sistemas mecanicos.
Vamos considerar um exemplo deste caso, a equacao de Duffing forcada.

Exemplo 2.5 (Equagao de Duffing forgada) Considere a equagao de Duffing forcada
e amortecida
B(t) 4 epd(t) + x2(t) — ex(t)® = eh cos(wt) (2.56)

com constante ;4 > 0 e h > 0. Note que para w — 1 o periodo da forga hcos(wt) se
aproxima de 2m. Desta forma, se colocarmos

w?=1-¢ep, (2.57)

sendo 8 uma constante independente de e, observamos que quando € — 0 o periodo da
forga se aproxima de 27.Ao assumir (2.57) na verdade temos que a frequéncia de excitagao
depende de €.
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Assumindo s = wt, obtemos t = s/w e a equagao (2.56) fica

Z (%) + epd (%) +x (5) —€ [x (%)]3 = chcos(s). (2.58)

%) e observando que

—

Agora, fazendo y(s) = x

d T (2 .
P = f;) = wy(s) = i (3)
T =20 L ) =3 (2)
a equagao (2.58) fica
j(s)w® +y(s) = e [—pwy(s) + y*(s) + hcos(s)] (2.59)

que de (2.57) se torna

i(s) +y(s)(1 = ef) = £ [~u(l — £B)*y(s) + (1 — eB)y’(s) + (1 — eB)hcos(s)] , (2.60)
ou seja,

i(s) +y(s) = e [~u(l = B)24(s) + y*(s)(1 — £B) + (1 — eB)hcos(s) + By(s)]  (2.61)

Agora, utilizando a mudanca de varidvel (2.19) e (2.20) encontramos para a
variavel r

i = —esen(s + ¢) [p(1 — eB)?rsen(s + ) + r® cos®(s + ¥)(1 —eB)] —
—esen(s + 1) [(1 — eB)hcos(s) + frcos(s + )]

= —esen(s +¢) [u(1 —eB)?rsen(s + ¥) + r cos®(s + ¥) — efr® cos®(s + ¥)] —
—esen(s + 1) [hcos(s) — ef cos(s) + Brcos(s + )] .
Lembrando que

V1i—-ef=1- %55 - é(eﬁ)z — ..

para € adequadamente pequeno, temos

i = —esen(s + ) [—pu(l — 38 — £(eB)* — .)rsen(s + ) + ¥ cos®(s + )| —
—esen(s + 1) [—eBr® cos®(s + 1) + hcos(s) — ef cos(s) + Br cos(s + )]

= —esen(s + ) [ursen(s + ¢) + 13 cos®(s + ¥) + hcos(s) + Brcos(s + )] + O (¢2).
Analogamente, encontramos para

Y = —£ cos(s + ) [ursen(s 4+ 1) + r? cos®(s + 1) + hcos(s) + frcos(s + )] + O(e?)

= —ecos(s + 1) [psen(s + ¥) + 1% cos®(s + ¥) + L cos(s) + B cos(s + )] + O(e2).



38

Entao, ficamos com o sistema

7 = —esen(s + ) [ursen(s + ) + 13 cos?(s + ) + hcos(s) + Brcos(s + ¥)] + O (£2)
= —ecos(s + 1) [usen(s + ) + 12 cos?(s + 1) + B cos(s) + Beos(s + )] + O(e?)
(2.62)

Note que o lado direito de (2.62) é 2m-periddico em s e assim podemos aplicar
o método da média que nos leva a

dr,
ds

dip, h
;i =c (—%ﬂ — 32— %r— cos(¢a))

=¢ (—%,Ura — %hsen(wa))
(2.63)

h
pre = —hsen(,), e B+ =r2=——cos(1,). (2.64)
T
De (2.63) e utilizando notagao do teorema (2.2)

—3H —5hcos(¢)
Jf0(ra,va) =€ . (2.65)

_%Ta + %% COS(¢¢1) %SGH(@/JQ)
Seja (7o, ¥y,) um ponto critico de (2.63). Dai, pela condigao (2.64)

—sep —1e[Bro+ 3r3]
JFO(Fms ) = (2.66)

9 11
—5ETa + 2“55 — €M

que possui determinante nulo se

27
2 2 2 4
= —-30r° — —r".
po+p s 16
Note que o lado direito e o lado esquerdo da igualdade possuem sinais contrarios. Logo, o
determinante de (2.66) é nao-nulo. Neste caso podemos garantir a existéncia de solugoes

periddicas de (2.61). Neste caso, os autovalores de (2.66) sao

9 3 1/2
(4 3) (24372

que possuem parte real negativa se up > 0 e § > 0, garantindo a estabilidade assintética
da solucao periddica.

1 1
A= ——epd~
=5
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Observacao 2.2 Considere a equacao de Van der Pol
itr=cel[l-2a’]a (2.67)
Pelas transformagoes (2.2) e (2.3) encontramos

7= e?risen?(t + ) — er® cos®(t + ¥)sen?(t + 1))
U = £ cos(t + P)sen(t + 1) — er? cos?(t + )sen(t + 1)
Fazendo s =t + v temos

27
filr) = %/ sen”(t 4 4) — 1% cos®(t 4 ¢)sen’ (t + ¢b)dt =
0
2m 3 por
%/0 (% - %COS@@ + w))> dt + ;_W/o cos?(t + 1p)sen®(t + )dt =
1Lt
~5 |3 -7 [3]
(-3

fa(r) = % /0 ' (1 cos(t + )sen(t + 1) — r? cos®(t 4 v)sen(t + 7,0)) dt =

r

2 2w
_ L / L cos(t + w)sen(t + v)dt — / 2 cos® (¢ + v)sen(t + v)dt =
0 21 Jo

r

2
=0- € r? (§ cos(t + ) + ! cos(3(t + @D))) sen(t + 1)dt =
27 J, 1 4

1 2 3 1 2w 1
2
=—r"|— —cos(t + ¥)sen(t + ¢)dt + — —cos(3(t + ¢))sen(t +¥)dt | = 0.
(50 [ Feostt opsente+ wpar 4 o [ eostste+ wpsenc + )t
Note que, neste caso ndo poderemos aplicar os Teoremas (2.2) e (2.3). Para fazer uso
destes resultados utilizaremos um argumento que sera apresentado posteriormente para o
estudo da equagao de Rayleigh. Pode-se mostrar, com o uso do Método da Média, que a
equagao de Van der Pol tem oérbita periddica assintoticamente estavel. Como ja indicamos
na Observagao 1.1, nosso interesse é a estabilidade assintética no sentido de Liapunov



Capitulo 3

Sistemas Auto-Paramétricos
Auto-Excitados

Um sistema auto-paramétrico é um sistema formado por pelo menos dois
sistemas. Um deles é o sistema primério, que em geral estda em um estado vibratoério e
pode ter mais de um grau de liberdade. Os outros subsistemas sao denominados sistemas
secundarios. Os sistemas secundarios sao acoplados ao sistema primario de forma nao-
linear, mas de forma que os sistemas secundarios possam estar em repouso enquanto o
sistema primario estd vibrando. Denominamos este tipo de movimento de solugao semi-
trivial.

Um sistema auto-paramétrico auto-excitado é um tipo de sistema auto-para-
-métrico com um oscilador auto-excitado em estado de vibracao. Daremos atencao ao
sistema auto-paramétrico auto-excitado do tipo Rayleigh na forma nao-dimensional

F-pl-i*)i+a+mny’= 0
Lo (3.1)
Y+ ry+qy+mnry= 0.

onde B > 0, é o coeficiente de auto-excitagao, K > 0 é o coeficiente de amortecimento do
sistema excitado, v; e 9 sao coeficientes de acoplamento nao-linear e g é o coeficiente de
sintonia expressando a proporcao de freqiiéncias naturais dos sub-sistemas linearizados
sem amortecimento, onde a freqiiéncia do modo-z é normalizado para 1. Neste exemplo,
(x,2) denota as coordenadas do sistema primdrio no espaco de fase e (y, y) as coordenadas
do sistema secundério. Também podemos observar que se y = 0, entao (3.1) reduz-se a
um oscilador auto-excitado de tipo Rayleigh.

No sistema (3.1) a primeira equacdo refere-se ao movimento do oscilador
enquanto a segunda representa o subsistema excitado. Vamos assumir que os parametros
sao pequenos e a fim de aplicar o método da média redimensionaremos os parametros
fazendo

B=eB, K=¢ck, m=ch, YT=ctch (3.2)

e afim de analisar qualitativamente o sistema numa vizinhanca do parametro ¢ = %

40
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tomamos

1
¢ = 1 1eo (3.3)
Substituindo os parametros (3.2) e (3.3) em (3.1) e desconsiderando as barras
obtemos

L1 . (3.4)
ity = —& (kY + oy + yery) .

Nosso objetivo é estudar a existéncia e o comportamento de solucoes periddicas
para o sistema (3.4) e também o que acontece nas vizinhangas (estabilidade e bifurcagao)
destas solucoes.

{ itr = (8 (1—-4%)i—my?),

3.1 Solucoes Semi-Triviais e Estabilidade

Notemos que se xg (t) é uma solugao periédica de
itz = ef (1-i%) 4, (3.5)

entao (xg(t), 0) é também uma solucao de (3.4). Particularmente se z (t) é periddica
entdo (3.4) terd uma solugao do tipo indicado anteriormente. A equacao (3.5) é denomi-
nada de equacdo Rayleigh. Vamos reescrever (3.4) como um sistema de primeira ordem.
Temos entao

= u’

- _ 1 — 2 . 2

= —c(kv+ oy + yry).

e e 2R

No caso periddico, a orbita (xq (), 0) é a solu¢dao semi-trivial.

Uma questao natural é a da estabilidade da solugdo semi-trivial (xo (), 0)
em (3.6). A solucao semi-trivial pode ser instavel em alguns intervalos de ¢. Nos inter-
valos de instabilidade ou préximos a ele temos a chamada ressonancia auto-paramétrica.
Inicialmente vamos investigar a existéncia e estabilidade de solugbes periddicas de (3.5).

3.1.1 Equacao de Rayleigh: Existéncia e Estabilidade de Solucoes
Periédicas

Nesta secao utilizaremos as idéias desenvolvidas de uma maneira geral em [6]
para obter resultados sobre existéncia e estabilidade das érbitas periédicas de (3.5). Para
um estudo rigoroso da existéncia e estabilidade de solugbes periédicas de (3.5) usaremos
a Teoria de Perturbacao Regular.

Sejam U um subconjunto aberto de R™ | I, J intervalos abertos de R sendo
que 0 € J. Além disso X : U x I x J — R™ é um campo vetorial de classe C", r > 1.
Consideremos a equacao diferencial & (t) = X (z (t),t,e). Temos, pelo Teorema 1.2,
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que o fluxo ¢ (¢, xg, €) desta equacdo é uma aplicacdo diferencidvel de classe C" em um
aberto adequado de R"*2. Podemos entdao usar a férmula de Taylor em (. Assim se
te|0,L], L < oo, xg € K sendo que K é um compacto de R™, entao

@ (t, xo, €) = o (t, o) + @1 (t, To) e+ ... + @y (¢, o) eg+0 (€l+1) , (3.7)

sendo que 1 <1 < r. A expansao (3.7) é denominada de expansao regular do fluxo ¢
e serd usada freqlientemente na computacao de aproximagoes de ¢.

Primeiramente vamos reescrever (3.5) como um sistema na forma canonica.
Facamos u = & entao (3.5) escreve-se como

T = u,
{ 0w = —x+ef (1—u?)u. (3.8)
Consideremos, agora, a seguinte mudanga de variaveis:
r = Rcos(¢), u = —Rsen (). (3.9)

Substituindo (3.9) em (3.8) obtemos o sistema

{ Rcos(w)—Rsen(w)Q@ = —Rsen(v) (3.10)
—sen(y) — Reos() = —Rcos(y) — A (1 — (Rsen($))?) Rsen(y),

{R} _ {cos@,) —Rsenw)}‘l{—f%sen(w ]

W) —sen(y)) —Rcos(v) —Rcos(vp) — B (1 — R%sen?(¢))) Rsen(v)
_ 1 [ —Rcos()) Rsen(1)) } [ —Rsen(1)) }
R | sen(v) cos (1)) —Rcos(v) — eB (1 — R%sen?(v))) Rsen(v))

| Besen? (¢) R — Besen* (v) R
| 1—Becos(v) sen® (¢) R? + Be cos (1) sen ()

Portanto,
R = PBesen®(¥) R — Besen* (1) R? (3.11)
¢ = 1—pfe cos () sen? () R2 + e cos (1) sen (¥) . '

Note que para € pequeno

Y =1—fBe cos (1) sen® (1) R* + S e cos () sen (1) # 0,

assim, quando € — 0 entao ¥ — 1. Dai, o teorema da fungao inversa garante a inversao
da funcdo 1 (t), ou seja, podemos escrever ¢t em fungao de . Assim, obtemos
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dR Besen? (¢) R — Besent (¢) R3 (3.12)

dy 11— B¢ cos(¢) sen3 (1) R2 + Be cos () sen (v) '
Do ponto de vista heuristico, estamos ”dividindo”as duas equagoes que estao em (3.11).
Em outras palavras, assumindo (3.11),, temos para ¢ pequeno ¢ # 0. Portanto pode-
mos inverter a fungao 1, exprimindo ¢ em termos de 1. Notemos que o lado direito de
(3.12) é uma fungao periédica de perfodo 27. Fazendo w = e cos(v)) sen® (¢) R? +

B e cos (1) sen (1) e observando que ] _1 =1—w+w? — ..., encontramos de (3.12)
dR 2 4 3 2
w e (Bsen® (¢) R — Bsen? (v) R?) + O (7). (3.13)

Podemos aplicar o Teorema da Média em (3.13). Neste caso o "tempo”seria a
varidvel angular ¢ e a equagao (3.13) é 2m-periédica. Temos que

L [ﬁRsenQ(@Z)) — BR3sen4(w)} dip = % — 3ﬁ8R3.

27 Jo

A equacao da média, escrita em uma nova variavel S, é entao dada por

iS  BS  38S

d
A fim de que 5 = 0 devemos ter S = j:\/g ou S = 0. Observemos que

dvp
(3.14) tem um ponto critico nao-trivial Sy = 2/v/3, e neste ponto a derivada do lado

BS

direito de (3.14) ¢ igual a —f ¢ que é menor que zero. De fato, tomando F(S) = e— —

2
3 . 2 .
355 obtemos F'(S) = 5% - 89585 , logo F(2/v3) = ¢ — 8 e como €, > 0 entdo

F (2/4/3) < 0. Portanto, S, é um atrator e consequentemente um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel. Uma outra forma de obter este mesmo resultado é resolver
explicitamente (3.14). Esta é uma equacao de varidveis separaveis que pode ser resolvida
por métodos elementares. Da equacao (3.14) encontramos

3

s

5 s5r W

2 8

integramos em ambos os lados com intervalo de integragao variando de 0 a v

S dS /w
a3 = | Efdy
/0 S 38 0
2 8
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Utilizando a técnica das fragoes parciais integramos o lado esquerdo e por propriedades
de logaritmos obtemos que

Be

_ 25(0) e =
\/SS(O)Qeﬁw —35(0)* 44

S®)

(3.15)

é a solugao geral de (3.14). Além disso, segue de (3.15) e pela regra de L'Hospital que

2
lim S = —.
lim () =
Voltando a equagao (3.13), temos pelo Teorema 2.2 que (3.13) possui uma 6rbita periddica,
de perfodo 2. Como F (\%) < 0 segue do Teorema (2.3) que (3.13) possui uma solugdo

periédica assintoticamente estavel de periodo 27 que indicaremos por R, (¢, €). Também
temos, pelo Teorema 2.1 que

R,(¢,e) = ZH+0(e). (3.16)
Defina

¥ 1
9(¥, €)= /0 1 — e cos(s) sen® (s) R2 (s, €) + & cos(s) sen (s)

ds. (3.17)

Usando (3.17) temos que se € é positivo adequadamente pequeno entdo g (¥, €) # 0 para
todo ¢ € Relimy_109 (¢, €) = £00. A derivada anterior refere-se a derivada em relagao
a varidavel 1. Assim g é inversivel e g (R) = R. Como R, (-, €) tem periodo 27 em relacao
a varidvel ¢ segue que g (¢ + 27, €) = ¢ (¢, €) para todo ¢ € R. Portanto, existe ¢ € R
tal que g (¢ + 27, €) = g (¥, €) + ¢ para todo ¢ € R. Fazendo ¢ = 0 na ltima igualdade
temos que g(0 + 2m,¢) = ¢g(0,¢) + ¢ ou g(2m, ) = ¢, pois ¢g(0,¢) = 0. Portanto

gW+2me)=g@,e)+T(e), (3.18)
onde

TE) ¥ g(2ne) (3.19)
2 1
B /0 1 — e cos(s) sen® (s) R2 (s, €) + e cos(s) sen (s)

Definimos 9 (t, €) = g7 (¢, €) e Ry (t, €) = R, (g7 (¢, €)). Segue de (3.18) que

ds.

9 (9(t,8) +T(e),e) = ¢ + 2m. (3.20)
Substituindo ¢ por g7!(¢,¢) em (3.20) obtemos

gt (g(g_l(t,e), ) + T(E),s) =g 't e) + 2. (3.21)
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Como g(g71(t,¢),e) = t, segue da definigao de 1y e de (3.21) que
gt +T(e),e) = olt, ) + 2m, (3.22)

ou seja,
o (t+T (), ) =1 (t, €) + 2. (3.23)

Além disso, como R, é 2m-periddica segue de (3.23) que

Ro(t+T(e),e) =

3.24
= Ry (g7 (t.€)) (324
= Ry (ta 5)
ou seja, Ry é T'(e)-periédica. Portanto segue de (3.24), (3.23) e (3.9) que (z,uo), onde
xo(t,e) = Ro(t, €) cos(¢y (L, €)) e ug(t,e) = —Ry(t, €)sen (¢ (¢, €)), é uma solugao

periddica de (3.8) de periodo igual a T ().
Segue de (3.17) que

(3 1
g, e) = /0 1—Be cos(s) sen3(8)R§(8, g) + Be cos(s) sen(s)

ds.
P

= /0 [14 e (=B cos(s) sen® (s) R> (s, €) + 8 cos (s) sen (s)) + ...| ds
P P

= /0 ds +/0 [e (—8 cos (s) sen® (s) R2 (s, ) + 3 cos (s) sen (s)) + ...] ds
P

= / ds 4+ O(e)

= ¢+ O(e).

Logo, T'(¢) = g(2m,¢) = 27 + O(g). Além disso, também segue ¢! (¢, 0) = ¢, assim pela
férmula de Taylor temos que ¥ (t, €) =t + O (¢). Assim dos argumentos anteriores e de
(3.16) temos

Ro(t,e) = Z+0(),
Yo(t,e) = t+0(e), (3.25)
T() = 2r+0(e).
Finalmente, usando (3.25), , em (3.9) obtemos
zo(t,e) = 2cos(t)+0(e),
{ ug (t,€) = —\/\%sen (t)+ O (e). (3.26)

Portanto, conseguimos garantir a existéncia de uma solu¢ao periédica para (3.5). A
pergunta natural é quanto a sua estabilidade. Esta questao sera respondida na proxima
secao.
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3.1.2 Estabilidade Assintética da Solucao Periddica

Queremos provar a estabilidade assintética da solucao periddica determinada na
subsecao anterior.
A linearizacao de (3.8) na drbita (xg, ug) é dada pelo seguinte sistema linear
de coeficiente periédico ug (t,€) de periodo igual T (¢).

1 (t’ 5) = u (t, 6),
{ U1 (t, 8) = —I (t, 8) +ef (1 -3 (uo (t’(g))?) g (t, 8) . (3.27)

Agora, levando-se em conta (3.26), em (3.27) temos que o sistema anterior reescreve-se
como

Ty (t, 5) = U (t, 8),
{ i (t,e) = —a1(t,e) +eB (1 —4(sen(t)?) ui (t, €) + O (7). (3.28)

Vamos usar a expansao (3.7) no caso [ = 1 na equagao anterior. Assim

{ x(t,e) = w10 (t) + 211 (t) e+ O (€7),

ui (t,e) = u(t) +un (t)e+0(?). (3.29)

Substituindo (3.29) em (3.28) e igualando os coeficientes de €° e & obtemos

{j;lo (t) = wpo(t), (3.30)

U (1) = —w10(t),

T (t) = un (1),
{ U (t) = —z1 (t)+0 (1 — 4 (sen (t))z) uio (t). (3.31)

Precisamos entao achar a solucao de (3.27) com condigao inicial (z; (0, €) , u; (0, €)) =
(1, 0) e uma outra com condigao inicial (xq (0, €), uy (0, €)) = (0, 1) para construirmos
uma matriz solugdo fundamental. A solu¢ao de (3.30) no primeiro caso é dada por
(2101 (t), w101 (1)) = (cos(t), —sen(t)) e no segundo caso por (zy02(t),u102(t)) =
(sen(t),cos(t)). Substituindo cada uma destas solucoes em (3.31) obtemos dois sistemas
de equagoes que sao os seguintes:

o) = el — 51— (e ) senct)

i () = —z111(t) — B (1 — 4 (sen (¢ 2sent,

_— (O) - (3.32)
Ui11 (0) = 0,

ol = a0+ 81— () cos 0

U112 (1) = —x112(t) + 8 (1 — 4 (sen (¢ 2(:ost,

212 (0) = 0, (3.33)
U112 (O) = O
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O sistema nao-auténomo nao-homogéneo (3.33) pode ser escrito na forma matricial & =
Az + B(t) com

=[50 ] 0= s s | 70 [0

e possui solucao dada por

x(t) = e { /0 t e Y B(s)ds + x(O)} (3.34)

(ver [1], pdginas 100 e 101). Assim, encontramos o seguinte resultado

(3.35)

Ui1y (t) _ 3Bcos(3t) +Btsen (t) . BBcos(t)‘

{ T (t) _ ﬁser;(St) + 5ﬁs§n(t) _ Bt COS (t),
8

8

Analogamente encontramos para o segundo sistema a solugao

{ T112 (t) _ Bcos(t) B cos(3t)’

§en 8sen 3.36
Uito (t) _ 3B 8(3t) B 8(t). ( )

A primeira coluna da matriz solucdo principal de (3.27) é dada por
(101 (1), ui01 (1) + € (w111 (8) ,u111 (1)) + O(e?). Analogamente para segunda coluna
encontramos (x10z (1), w102 (1)) + € (z112 (1), u112 (t)) + O (€%). Assim a matriz solucao
principal é entao

6561;(375) +
B cos(t)
8
cos (t) +e | 422n@ sen (t) + ¢
B cos(3t)
8
—[t cos (t)
+0(*) (337
38 C(;s(St)+
38sen(3t)
8
—sen (t) +¢ | +Btsen(t)— cos(t) +¢
_Bsen(t)
3B cos(t) 8
—=E

Assim a matriz principal de (3.27) é obtida substituindo 7" (¢) em (3.37) e
usando (3.25), temos que esta matriz é dada por

(1—%7r56 ‘1))+o(52). (3.38)
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Note que os autovalores da matriz solucao principal sao \y = 1 e Ay = 1 — 27 e que
|A2| < 1 para um ¢ adequadamente pequeno. Como (3.27) é a linearizacao de (3.8) , que é
um sistema autonomo, em uma Orbita periddica, segue que da Proposicao 1.1 que um dos
coeficientes de Floquet de (3.27) é necessariamente igual a 1. Temos também de (3.38)
que o outro coeficiente de Floquet é dado por 1 — 27 3 + O (¢2). Portanto tem valor
absoluto menor que um para ¢ adequadamente pequeno. Segue do Teorema 1.9, que a
érbita periddica (xg,ug) de (3.8) é assintéticamente estavel. Provamos assim o principal
resultado desta subsecao.

Na Figura a seguir, obtemos o plano de fase da equacao de Rayleigh (3.4). Neste caso
assumimos que S =1ee=0.1.

Plano de Fase da Equacao de Rayleigh
3 T T T

T T
Orbita interna convergindo
Orbita externa convergindo
Orbita periodica assintoticamente estavel

= /_\ -
1 —
P

/
o) \\
e}
3 \
g ot /} |
o /
> /

3 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Posicao

Figura 3.1: Plano de Fase de &+ 2z = 0.1 (1 — &) &

3.1.3 Estudo da Estabilidade da Solucao Semi-Trivial

Nesta subsecao também utilizaremos as idéias dadas em [6], como, por exemplo, o uso
do Teorema de Andronov-Witt no estudo da estabilidade de solug¢oes periddicas. Apds o
estudo da equacao de Rayleigh estamos interessados no estudo da estabilidade da solugao
semi-trivial (z (¢, €) , uo (¢, €),0,0) de (3.6). A linearizacdo (3.6) na solugao semi-trivial
é dada por

i 0 | 0 0 5

w | | -1 e8(1—3ud) 0 0 Uy

A el B 0 0 1 " (3.39)
1 0 0 —% — €0 —EYxy —ER U1
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Consideremos a expansao regular de fluxo com [ = 1, temos entao
o(t,0,€) = @olt, z0) + @1(t, zo)e + O(e?) (3.40)

onde ¢ = (Ihul,ylﬂh) y Yo = ($10,U10;y10,U10) € Y1 = ($11,U11ay11,7ﬂ11) . Assim,

JTl(t, 6) = (L’l()(t) + 1’11(1?)5 + 0(82)
U1<t, 8) = U10<t) + uu(t)e + 0(52) (3 41)
yi(t,e) = yo(t) + y1(t)e + O(e?) '
Ul(t, 6) = Ulo(t) + Ull(t>5 + O(€2>.
Dali, substituindo (3.40) e (3.26) em (3.39) e igualando os coeficientes de €” e & obtemos
T19 = U1o
U9 = —T10
Y10 = V1o <3'42>
V10 = — 1o
e .
T11 = U11
’[LH = —x1 + 6(1 — 4sen2(t))u10
Y11 = vl (3'43)
’[)11 = Y11 (-O' — "}/2(\/4/3 COS(t))) — %15911 — RU10
Para obter a matriz principal queremos encontrar as solugoes de (3.39) tais que
x1(0) 1 0 0 0
u1(0) 10 1 0 0
v1(0) 0 0 0 1
Substituindo (3.44) em (3.41) obtemos as condigbes iniciais
($10(0),Ulo(o),ylo(o),vlo(o)) = (1707070)
(xIO(O)v u10(0>a y10(0)7 UIO(O)) = (07 17 07 O) (3 45)
($10(0)aU10(0>aylo(0)>1’10(0)) = (0707 1a0> ‘
(210(0), 110(0), y10(0), v10(0)) = (0,0,0, 1)
e
(211(0),111(0), y11(0), v11(0)) = (0,0,0,0)
<x11<0)7 u11(0>) 911(0)7 U11(0)> = (07 07 O, 0) (3 46)
(211(0),111(0),411(0),v11(0)) = (0,0,0,0) ° '
(211(0), u11(0),v11(0), v11(0)) = (0,0,0,0)

A matriz solucao principal sera dada por

M(t,e) = m(t) + M(t)e + O(?). (3.47)
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Para o célculo de m(t) usaremos as solugoes do sistema (3.42) com as condigoes iniciais
(3.45). Para o célculo de M(t) usaremos (3.43) com as condigoes iniciais (3.46). Desta

forma,

onde,

Mo (t)

Mgl(t)

Mgg(t)

Ms5(t)

cos(t)  sen(t) 0 0
—sen(t) cos(t) 0 0
0 0 —2cos(3) —ssen(3)
| 0 0 2sen(;)  jeos(y) ]
M (t) Mip(t) 0 0]
Moy (t) Mao(t) 0 0
M(t) =
0 0 Ms3(t)  May(t)
L 0 0 Mayg(t) Maa(t) |

fsen (3t) N 5 sen (t)

3 3 — Btcos(t)
3 cos(3t) + Btsen () — 3 cos (t)
8 8
pcos(t) [ cos(3t)
8 8
3/sen(3t) [Bsen(t)
8 8

2 4
(60—1—2\/372) tsen (%) Kkt cos (%)
6 2

4+/3 * 4 * 4
(60 +2v37) t cos (L)
12

(3.48)

(3.49)



~ yesen (3) t\ (240 —2v/37) sen (1)
M43(t) = T — Ktsen (5) — -
+(240 —8v37) t cos (L)

12
Ml — Y3reosly) | mhrsen () =2 cos ()
(60 —2v37) tsen (§)  xt cos (4)
6 2

Portanto, substituindo m(t) e M (t) em (3.47) obtemos

[ Mii(t,e) Mia(t, ) 0 0
B My (t,e) Mos(t,e) 0 0
M(t,e) = i i +0(22)
0 0 Mss(t,e) Msa(t,e)
L 0 0 Mys(t,e) Mua(t,e) |
onde
Bsen(3t)
_ s T
M (te) = e —l—wsTen(t)— + cos (1)
—Bt cos (t)
3 cos(3t)
_ ——s T
Mis(t,e) = +pGtsen (t) — | —sen(¢)
3 cos(t)
8

_ B cos(t) .
M21 (t, 6) = € B ﬁgcos(3 t) + sen (t)
8

_ 3fsen(3t)
M22 (ta 6) = € Bgsen(t) + cos (t)
-

3_% Y2 cos(%)

2
N (t +4“Sen(%)—2i‘%w cos($) t
33( ,e) = € (6U+2\/§W2)tsen(%) -+ cos 5

Kkt coﬁs(%)
2

51

(3.50)
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N+
N—

— —ﬁtsen =
M43(t)5) = ¢ (240 2\/72 sen%

72 sen
t
2 _

+ 2sen (2)

(240 8\[72 tcos%

_S’YQSGH 37
mtsen i
_ B + 2 sen(
Mz(te) = ¢ NE 40_\mz) (2) 2
_(60+2\f'yg tcos %

fvz cos( 1)

B +—4msen( ) Q\fvg cos(%) ¢
Mu(t,e) = ¢ _(60_2\/%2)“%(5) + cos (5)

Kt cc?s(%)

2

Assim, a matriz principal é dada por M(T(¢),e). De (3.25)3 segue que

1—278e 0 0 0
0 1 0 0
0 0 ren_q1 _re(iosvEn) | +0(). (3.51)
6
0 0 —M(GG?\@W) mek—1
Os autovalores desta matriz sao os seguintes
M(e) = 1-27mBe+0(?),
Ao (e) = 1+0(),
V3w 2-302-37k)e
M) = —1- BVt adam)e oy (3:52)
NEY S 22—-302437K) €
M(e) = 14 BATVEEATT)E

Como (3.6) é autonomo, segue do Lema 1.1 que um dos autovalores de (3.52) é necessaria-
-mente igual a um, assim so nos interessam os autovalores Ay, Az, A\y. O primeiro autovalor
tem valor absoluto necessariamente menor que um para 0 < ¢ < 1. Assim tudo se
resume aos autovalores A3, \,. Vamos assumir que ¥,2 — 302 > 0. Entdao \; tem valor
absoluto menor que um para £ adequadamente pequeno. E imediato que |Ag] > 1 se
2V3m\/72—302 —371k > 0 e que |As] < 1 se 2V3m\/72—302—371k < 0. No
primeiro caso temos instabilidade da drbita semi-trivial (ver [7]), e no segundo, segue do
Teorema 1.9, que temos estabilidade assintética da solugao semi-trivial. A instabilidade da
orbita semi-trivial é também denominada de ressonancia auto-paramétrica. De qualquer
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forma os pontos da superficie 2v/3 7 /722 — 302 — 37k = 0 (Figura (3.2)) no espaco de
parametros, sao pontos de bifurcagao. Assim, acima da superficie obtemos parametros que
nos dao a instabilidade da solucao semi-trivial e, abaixo da superficie obtemos parametros
que nos levam a estabilidade da solucao semi-trivial.

Funcéo

40
Regiao Instavel 20
40 0
20 +
! -zz
-20 + ”
40 | -60
60 L -80
-80 + -100
100
-6
Figura 3.2: Superficie dos pontos de Bifurcacao
Seja

1 V3V402 + k2
72 2 ’

entao os resultados de estabilidade anteriores podem ser reescritos de outra forma, observe
que estes novos resultados sao obtidos diretamente das condigoes impostas aos parametros
que compoem o autovalor A3 . Se R? < 1 temos instabilidade, se R? > 1 temos estabil-
idade assintdtica da érbita semi-trivial. Este é o mesmo resultado que o obtido em [5]
eq.(9). Observemos que com esta abordagem nao é necessario usar diretamente resultados
relativos a equagao de Mathieu, como é feito em ABADI [5]. A andlise anterior, baseada
na teoria da Perturbacao Regular, fornece diretamente os resultados necessarios.

Vamos agora esbocar alguns gréaficos pertinentes a questao de estabilidade.
Tome ¢ = 0 = kK = 0.1,7, = 0.5. Estes parametros satisfazem a condicao de instabilidade
dada anteriormente.

O primeiro grafico representa o plano de fase das duas tltimas equacoes do
sistema (3.39).

R, = (3.53)
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0.4 T T T T T

0.3 | E

0.2 | —

0r Ponto Inicial —

-03 Ponto Final E

Figura 3.3: Plano de Fase de (3.39)5 ,: Caso Instdvel

Provamos, tedricamente a existéncia da ressonancia autoparamétrica. Vamos agora
ilustrar graficamente este resultado teérico usando a andlise anterior. Neste caso, além
dos parametros anteriores tomemos f = 1, vy; = 0.5, entao temos obtemos o grafico
representado na Figura 3.4.
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Ressonancia Autoparametrica

Orbita Instavel

Orbita Semi-Trivial

Orbita interna no plano xu

Orbita externa no plano xu

Ponto Inicial da Orbita Instavel no Espaco
Ponto Final da Orbita Instavel no Espaco —e—

Figura 3.4: Espago de Fase xuv de (3.6): Ressonéancia Autoparamétrica

Ela representa uma projecao em terceira dimensao da érbita instéavel e o eixo
v indica o afastamento da dérbita com ponto inicial (1.18,0,0,0.3), fora do plano zu onde
estd a Orbita semi-trivial. Note que a drbita em azul se afasta do plano zu a medida
que o tempo t se desloca de 0 a 40, ou seja, existe uma érbita que comeca préxima da
solucao semi-trivial, mas nao permanece proxima da solugao semi-trivial caracterizando
sua instabilidade.

Na verdade a amplitude da orbita em azul da Figura 3.4, ao longo do eixo
v, torna-se maior ainda com o tempo. Lembrando que v = g, expomos na Figura 3.5 o
grafico de g (t).
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Figura 3.5: Gréfico de v((t) =y (t)

A Figura 3.5 mostra que, para estes parametros e com esta condicao inicial, a
amplitude do eixo v continua aumentando de acordo com o passar do tempo, neste caso
dez vezes maior que na Figura 3.4, o que nos mostra que a 6rbita com ponto inicial (1.18,
0, 0, 0.3) continua se afastando da solugao semi-trivial.

3.2 Analise das Solucoes Nao-Triviais

A fim de discutir as solugbes nao-triviais de (3.4) utilizaremos nesta equagao
as seguintes substituicoes

r=Rycos(t+11) e & = —Rysen (t + 1)
r (3.54)
y = Ry cos (%t + wg) e Y= —Zgen (%t + wg) .
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Substituindo (3.54) em (3.6), encontramos

% (cos(t+v1) Ry) = —sen(t+1;1) Ry
& (=sen(t+11) Ri) =& (=1 cos® (§ +12) Re? — Bsen(t+vy) Ry (1—sen? (t+ 1) Ri?)) —cos(t+ 1) Ri

sen 1 Z U
i (eon (5 + ) o) = AL

sen pa 2 2 K sen t 2 g s(t 9 9
% (,M) = —¢ (72 cos (%+,¢y2) COS(t+’$1) R; Ry — e (2;”/’2)1?4 + o cos (%+w2) Rg) o cos(QJ:;/)z)Rz

logo,

( 2y sen (2t + 2910y ) +

+4y sen (t+ 1y — 275 sen (2ehy — 1)) Ro*+

col| ™

+ (=B cos(4t+41;)+45 cos(2t+2v¢;)—35) R+

+(4p—4p,cos(2t+21;)) R;

(271 cos(2t4+2a+1p;)+4~; cos(t+is)+2v1 cos(292—1p1)) Re2+
Ry

+(Bsen(4t+41;)—2Bsen(2t+2);)) Ryi3+4 Bsen(2t+2;) Ry
7 (3.55)

ol ™

(vzsen (2t + 2% + b)) + yasen (2¢hp — ;) Ri+

D[ ™

20sen (t+2vg) + K cos(t+21y) — Kk Ry
Yo cos (2t + 21y + ;) + 275 cos (t + )+

Yy = +72 cos (292 — ;) Ry — ksen (t + 21y)+

D[ ™

\ +20 cos (t+2v¢,) +20

Como (3.55) tem coeficientes periddicos, podemos utilizar o Teorema 2.3, assim as equagoes
da média, neste caso, sao dadas por
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=£

wsen(wg Y1) Re® 38R, +@>
8 2

Y1 cos(21g— Ry?
e (et

(3.56)
—¢ ’72861121/12 Y1) R1 Ry _@)
2
k ¢2 —¢ ('72 COS(2¢22*1&1)R1 —|—U) .
Tomando —¢ = —tb; + 2iby obtemos ¢ = —i; + 2ubs, 0 sistema (3.56) fica
( R, =¢ <71 sen51¢)R.g2 _ 35513 4 B§z>
b = <—71 CZSIST)Rg — Y2 Ry cos(¢) — 20)
(3.57)

RQ —c <_'yg sen(d;) Ri Re %)

vy =¢ (—72 COSZ(@RI + a> .

\

Notemos que 95 nao ocorre nas trés primeiras equacoes de (3.57), ou seja, as
7 Y
variaveis Ry, Ry, ¢ estao desacopladas de 1,. Assim, vamos considerar somente o sistema
formado pelas trés primeiras equagoes de (3.57), isto é,

(

. 2 3
R :5<wsen(4¢>)R2 _ 38R +/3§1>

QB (% — 721 cos(¢) — 20)

I
™

(3.58)

: _ vz sen(¢) Ry Re kR
Ry =¢ <_f - TQ>

Observagao 3.1 Naturalmente qualquer informagao obtida de (3.58) é relevante, assim
¢ interessante estudar (3.58) por si mesmo. Isto é o que é feito em [5] e o que faremos
daqui em diante.

Considere a seguinte mudanga de variaveis

Ri=vVv2+u?, Ry=.,/p e ¢=arctg (%) . (3.59)
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Usando (3.59) em (3.58) obtemos

B 3Be (v2+u2)%

LV +u? = 3 + 65‘32“‘2 + 4%;7122
d _e\pr2v  e4/pK 3.60
GVP S .
o7 arctg (E) = 4(5&“2) —evou—2¢€0.
Apo6s uma longa computacao o seguinte resultado é obtido
(p =c(=pr2v—pK)
. —3Bu (v2+u?)?—((—8v2 u—16 o) v—4 fu) (v2+u?)
“ee BuP 82 (3.61)
. <3Bv (02+u2)27(745v+8'yg u2+160u) (V2 +u)+2 py1 v24H2pys u2)
vo=¢£ 8v24+8u?
\
ou
4 .
p =ce(=pyzv—pkK)
— u ’U2 u2 u
U :6<%+72uv+20v+%) (3.62)

. 3 2+2
0 = e (R By 20w+ )

Se definirmos u = R cos ¢ e v = Rysen¢ o sistema (3.62) se escreve como

(

p =e(=py2v—pEK)

 u zs(w—l—vguv—FQav—Fﬁ—;) (3.63)

2
| 0 zs(—%+%—vgu2—20u+%>

3.3 Ressonancia Exata

A fim de estudar o sistema 3.63, consideraremos a ressonancia exata (o = 0),
que é mais simples. Assumindo, além disso, 5 > 0, v; > 0 e 75 > 0, temos o sistema 3.63
escrito da seguinte forma:

(

p =e(=py2v—pk)

- u 'U2 u2 u
e (% + Yo uv + %) (3.64)

.
Il

& :5(_w+%_72u2+%)
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Note que se p = 0 entao (0,u(t),v(t)) ainda é uma solu¢ao de (3.64). Da
mesma maneira, se u = 0, (p(t),0,v(t)) é uma solucao de (3.64). Observe ainda que as
trajetorias de (0,u(t),v(t)) e (p(t ),O,U(t)) estao inteiramente contidas nos planos uv e
pv, respectivamente. Ou seja, p = 0 e u = 0 sdo planos invariantes do sistema (3.64). O
mesmo nao acontece no caso v = 0, basta observar a ultima equagao do sistema (3.64).

Queremos agora analisar os pontos fixos do sistema (3.64). Sendo assim,
igualamos o lado direito das equagoes de (3.64) a zero e obtemos os seguintes pontos fixos

Too = (0>070)

o

28k 3/{2) —li)
zon=(—(1--—],0,— 3.65
' <7172 < 473 Y2 (3.65)

16 4 3k2\ 8k —
2y = | 2 (1—25),i —(1—i2)——“,—ﬁ (3.66)
3 g 3 4ya 36" 7

Observe que os pontos xgg, T1p € To9 estao no plano invariante p = 0 e que
Too, T10, T20 € T1 estao no plano invariante v = 0. Assim, analisaremos os pontos fixos nos
planos invariantes onde estao e o ponto x5 nao serd analisado nesta dissertacao.
Primeiramente vamos estudar a dinamica de (3.64) no plano invariante p = 0.
Neste plano o sistema se reduz a

- u'U2 u2 U
i :5<—3ﬁ et )+72uv+%)

(3.67)
b e (_3,8v(1;2+u2) +E o, u2>
que possui matriz jacobiana dada por
,365(;2+u2)+672v_#+% gvgu_gﬁ#
J, = (3.68)
R Loelord) sors o

Antes de analisarmos os autovalores da matriz J; aplicada aos pontos criticos
de (3.64) que pertencem ao plano invariante p = 0,queremos provar a seguinte proposigao:
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Proposicao 3.1 Se u(0) = j:\%, v(0)=0, entdo a respectiva solugcio de (3.67) é dada
por

u(t) = i%sech (%%)

o) = %tgh <2—\/7§t)

Demonstragao: Vamos considerar somente as condigoes iniciais u(0) = \/lg, v(0) = 0.
Vamos procurar solucoes de (3.67), caso existam, tais que u®+v? = 4/3. Por causa disto,

vamos tentar achar solucoes da forma

ult) = % cos(g(t)) (3.69)

o) = %sen(g(t)) (3.70)

Substituindo (3.69) em (3.67) obtemos, apés algumas simplificagdes, que

;= By
{g(O) _ 9 (3.71)

Como

/Fl(x)dx:%log (11_2—225/5;) +C

e integrando (3.71) usando a separacao das varidveis obtemos

ou

(3.72)

Portanto, v(t) = -%tgh (ﬁt> Como u(0) = 2% e u? + v? = 4/3 temos que
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Segue assim que

(u(t o) = ( Fosoct (22¢) Tean (220}

é uma solucao de (3.67). Notemos que

im (u(t). (1)) = (O,i%> | (3.73)

além disso, como ja mostramos em (3.39), (0, i\%) sao pontos de equilibrio de (3.67).Assim,
a 6rbita (u(t),v(t)), por meio de (3.73), conecta assintoticamente os pontos de equilibrio
<0, —\%) e (0, \% . Denominaremos tal 6rbita de érbita heteroclinica. As mesmas con-
sideragoes sao validas para (—u(t), v(t)) 0

Agora vamos analisar os autovalores da matriz jacobiana J; aplicada aos
pontos criticos pertencentes ao plano invariante p = 0:

(5 )
0 5

que possui autovalores \; = Ay = /2. Autovalores iguais com parte real positiva
nos dao um foco instével.

1. para (0,0) obtemos a matriz

2. para <0, \/§> encontramos a matriz

2€vo
0
0 —fe

que possui os autovalores 72\/§ e —f3. Autovalores reais com sinais contrarios nos
levam a um ponto de sela.

3. em (O, — %) obtemos a matriz

2€v2
- 0
0 —fe

cujos autovalores sao —72\/% e —f. Autovalores reais negativos, obtemos um né
estavel.

4. pela Proposi¢ao 3.1 existe uma solu¢ao de (3.64) inteiramente contida no plano
invariante p = 0 tal que w = u? + v? = %. Ou seja, existe uma curva que conecta

3 3
curva nunca a cruzara, isto é garantido pelo teorema da existéncia e unicidade de

solugoes. Esta curva, alguns autores também denominam de conexao sela-atratora
(saddle-sink conection). A Figura 3.6 ilustra o plano de fase no plano wv.

0s pontos <O, Z—l) e (0, — 4). Uma orbita que comece em um ponto fora da
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Figura 3.6: plano de fase p =0

No plano invariante u = 0 estao os pontos estacionarios xqg, €19, 20 € 1 € O

sistema correspondente é dado por

p =c(=pr2v—pK)
(3.74)

b o= (-2l Br gy em)

26% 2
: NP 4 _. /4 _ 3k} zZk
que posui pontos estacionarios (0,0), (O, \/g>, (0, \/g> e (7172 (1 4@) ' )

A matriz jacobiana relacionada ao sistema 3.74 é igual a
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—ENRU—ER  —EpTa
Ty = . (3.75)

en Be _ 9Bev?
4 2 8

Agora, fazendo uma anélise similar a feita para o plano invariante p = 0, iremos analisar
os autovalores da matriz jacobiana aplicada em cada ponto estacionario do sistema 3.74.
Antes porém, vamos enunciar um lema para auxiliar nossa analise. Uma demonstragao
para este lema pode ser encontrada na pagina 130 de [1].

Lema 3.1 Sejam A\, Xo,...,\, 0s autovalores com (multiplicidade) de um operador T €
L(R™). Entao,

1. Tr(T)=A+Xo+...+\,

Agora, para o ponto estacionario (0,0) obtemos os autovalores reais —k e g,

que possuem sinais opostos. Desta forma obtemos um ponto de sela instavel no eixo v
como representado na figura 3.7.

05

!
i

X00

-0.5 - B

Figura 3.7: Plano de fase para (0,0) no plano invariante u=0

No ponto estaciondrio (0, \/(4/ 3)) encontramos os autovalores reais —x —

Y2 \/(4/ 3) e —f que sdao, ambos, negativos. Temos assim um né estével representado
graficamente na Figura 3.8.
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1.6 B

14 B

1.2 B

0.8 | B

1 1 1 1
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

Figura 3.8: Plano de fase para <O, V4/ 3) no plano invariante u = 0

O ponto estacionario (O, —\/(4/ 3)) merece uma atengao especial. Com ele

encontramos os autovalores reais

A = \/4/3ev, — ek, Ao = —[fe.

Note que e estabilidade estard diretamente ligada ao parametro s, sendo que, para os
valores de k tais que k > 721/4/3 o ponto (0, —\/Z4/3)> é um no estével (Figura 3.10)
e para os valores de k tais que k < 734/4/3 0 ponto (O, —\/(4/3)> é um ponto de sela
(Figura 3.9).
s . ;. QBIKV' 3K2 —K . . .
O dltimo ponto estacionario | — <1 i) S depois de substituido na

— 3
M7V2 K
matriz jacobiana J; nos leva a

0 — 2Bk ( — %)

J3 = N, RTINS (3.76)
€ £ 9Bek
E v

Entdo, pelo lema (3.1) queremos que Tr(.J3) < 0 e det(J;) > 0. Daf, encontramos r > 22,

26K
Ou seja, kK = %72 ¢ um ponto de bifurcacao, onde o ponto fixo i < — %) , =) é
7172 Y2 Y2

um foco estavel se K > 2% ese r < 2% entdao o ponto estaciondrio (Figura 3.12) é um

foco instével (Figura 3.11).
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Figura 3.9: Plano de fase para <0, — 4/3) com K < Y24/4/3 no plano invariante u = 0

-0.4

-0.6 - B

-0.8 - B

12 F Xa0 1

14 F g

-1.6 m

’18 Il Il Il Il Il Il Il
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Figura 3.10: Plano de fase para (O, 4/3) com K > 724/4/3 no plano invariante u = 0
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1 1 1 1 1
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2

Figura 3.11: Plano de fase para (ﬁ (1 — %) ,f) com Kk < 2% no plano invariante
Y172

u=0

-0.5

-0.7 - B

-0.8 m

-0.9 1

1.1 I I I I I
1.2 14 16 1.8 2 2.2 2.4

2

Figura 3.12: Plano de fase para (ﬁ ( — E) ,f) com K > 2—;”—2 no plano invariante
Y172

u=0



Conclusao

Nesta dissertacao, estudamos os aspectos dinamicos do sistema auto paramé-
-trico auto-excitado do tipo Rayleigh (3.1).

O nosso objetivo é obter a estabilidade de algumas solugoes de (3.1) condi-
cionada aos parametros 3, y1, 72 e k. Fazendo uso do Teorema 1.9 mostramos que a solugao
semi-trivial  é  instdvel se 237 V2 —302 — 37k > 0 e as
-sintoticamente estdvel se 21/3 7 /7?2 —302 =371k < 0. O primeiro resultado mostra
a existéncia da ressonancia auto-paramétrica. Seria interessante um estudo para quando
v — 302 < 0 para os parametros 7y, € 0.

Quanto as solugoes nao-triviais, fizemos estudos nos planos invariantes p = 0 e
u = 0. Nestes planos encontramos os pontos de equilibrio zg, 19, T2 € 21 .

No plano invariante p = 0, xgo é um foco instavel, x15 é um ponto de sela e

Zoo € um noé estavel. Pela Proposicao 3.1 existe uma orbita heteroclinica contida em um

circulo de raio \/g . No plano invariante u = 0 o ponto xyy € um ponto de sela instavel e 1

é um no estavel. A estabilidade dos pontos x9g e x1 estd condicionada aos parametros k e
¥o. O ponto xoy serd um né estavel se k > 'yg\/m ou um ponto de sela se k < y24/4/3.
Ja o ponto x; sera um foco estavel se k > 2% ou um foco instavel se kK < 2%

Enfim, o estudo da estabilidade e bifurcagao de (3.1) produz resultados rele-
vantes para solucionar problemas de mecanica. Nao analisamos qualitativamente o ponto
de equilibrio x5 que nao seria adequado para uma dissertagao de mestrado, mas sua analise

leva a resultados interessantes como pode ser visto em [5].
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