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Resumo
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Nesses espacos quociente tomaremos reticulados hiperbdlicos geometricamente uniformes que
serao mergulhados isometricamente na esfera S8 c R?.

Palavras-chave: Reticulado, Espaco Quociente, Cédigo Geometricamente Uniforme, Grupo
Fuchsiano, Transformacao de Mobius, Mergulho Isométrico.



viil

RODRIGUES, L. B. Hyperbolic Lattices in Quotient Spaces isometrically Embed in Euclidean
Spaces. 2010. 73 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract
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Introducao

Nosso objetivo neste trabalho foi estudar a teoria bésica de transformagcoes de Mobius e grupos
fuchsianos (Capitulos 1 e 2) necesséria para a geragao de reticulados hiperbdlicos geometrica-
mente uniformes em espagos quociente (Capitulo 3). Os reticulados que estamos interessados
podem ser obtidos como érbitas de um conjunto finito de pontos por grupos fuchsianos. Além
disso, consideramos mergulhos isométricos de alguns reticulados interessantes, sob o ponto de
vista da Teoria da Informagao e Codificagao, na esfera S® (Capitulo 4). A distancia euclidiana
minima entre pontos de um reticulado mergulhado foi calculada nos exemplos que abordamos.
Tais calculos tem por finalidade a comparacao e a eficiéncia em uma possivel utilizagao pratica
dos reticulados, uma vez que, em Teoria da Codificacao, esse é um dos parametros de desem-
penho de cédigos.

Nos dois primeiros capitulos, onde abordamos a teoria basica de transformacoes de Mobius e
grupos fuchsianos, algumas das demonstragoes que apresentamos sao de nossa autoria, como por
exemplo os trés teoremas de caracterizacao das isometrias elipticas, hiperbdlicas e parabélicas

que constam do Capitulo 2. Esses capitulos foram inspirados principalmente nas referéncias [2]
e [10].

O capitulo sobre espacos quocientes nao foi baseado em algum artigo ou livro. Basicamente
o que fizemos foi a formalizacao de espacos quocientes especificos com o objetivo de tornar
geometricamente uniforme alguns reticulados interessantes do ponto de vista de modulacao
de sinais. Dois exemplos importantes se destacam: (1) o reticulado 16 — QAM (que nao é
geometricamente uniforme) foi “quocientado” para torna-lo geometricamente uniforme e (2) um
reticulado de 16 pontos genuinamente hiperbdlico (sem anélogos euclidianos), que chamamos de
16—HQAM que também foi “quocientado” por grupo fuchsiano para tornar-se geometricamente
uniforme.

O capitulo sobre os mergulhos isométricos foi um dos mais trabalhosos em nossa dissertacao.
Embora tenhamos utilizado na integra os resultados tedricos sobre mergulhos isométricos da
dissertacao [16], a parte computacional dos mergulhos é muito drdua. Em especial, desenvolve-
mos uma interpolacao polinomial interessante para célculo de algumas integrais utilizando o
software Maple. Com isso foi possivel fazer varias comparagoes, inclusive de distancia minima.
Os reticulados que foram utilizados no dominio dos mergulhos foram os do capitulo anterior.

Por fim, colocamos em um apéndice os comandos utilizados no software supracitado no que
diz respeito aos mergulhos isométricos do plano hiperbélico no S8,

Lais Bassame Rodrigues
Uberlandia-MG, 26 de fevereiro de 2010.



Capitulo 1

Alguns Toépicos de Geometria
Hiperbdlica

Neste capitulo apresentamos as principais definicoes e resultados concernentes aos modelos
euclidianos de Poincaré para a Geometria Hiperbdlica que serao utilizados nos capitulos pos-
teriores. Procuramos utilizar a referéncia [10] com altera¢oes em algumas demonstragoes de
proposicoes nas quais procuramos imprimir maiores detalhamentos que cremos facilitar uma
primeira leitura do assunto. Nossa contribuicao estd destacada no texto.

1.1 A Métrica Hiperbdlica no Modelo H do Semi-plano

Seja C o plano complexo. Usamos as notagoes usuais para as partes reais e imaginarias de
z=x+1y € C, Re(z) = x e Im(z) = y. Além disso, se z = x1 +1y; e w = x2 + iy, entao

d(z,w)=|z—w| = \/(x1 —x2)% + (y1 — y2)%.Enfatizamos que como existe uma bijecao entre
C e R? entao poderemos escrever z = (x,y) para significar que z = x + iy.

O principal objeto desse estudo é a parte superior do plano do plano complexo, H =
{ze€ C:Im(z) > 0}. Munido da métrica riemanniana

2 2
ds — v dxs + dy ) (1.1)

y
também chamada de métrica hiperbdlica do semi-plano. Temos, assim, o modelo do semi-
plano de Poincaré ou modelo de Lobachewsky para a Geometria Hiperbdlica. Veremos na
Secao 1.3 que os formatos das geodésicas (isto é, curvas de menor comprimento ligando dois
pontos com respeito a esta métrica) sdo dados por semi-retas ou semi-circulos ortogonais ao
eixoreal R ={z € C:Im(z) = 0}. Com isso, quaisquer dois pontos em H podem ser ligados por
uma unica geodésica e a distancia entre estes dois pontos é medida ao longo desta geodésica.
Contudo, como podemos observar na Figura 1, dada a geodésica |l e um ponto z, had mais de
uma geodésica passando por z e paralela a 1, isto é, sem interseccao com 1. Isto significa que
a geometria em H é nao-euclidiana, pois o quinto postulado dos Elementos de Euclides nao se
aplica aqui.

H

AN

FiGurA 1: O Quinto Postulado de Fuclides nao vale na Geometria Hiperbolica.




Seja I = [0,1] e v : I — H um caminho diferencidvel por partes, v (t) = z(t) = x (t) +
iy (t) € H com t € 1. Entao, o comprimento hiperbdlico h (y) é dado por

h(y) =

J] (%)°+ (%)Zdt:J1 a

Jdel
0 y(t) oy (1) at.

A distancia hiperbdlica p (z, w) entre dois pontos z, w € H é definida pela férmula p (z,w) =
inf{h (y)}, onde o infimo é tomado sobre todo 7y ligando os pontos z,w € H.

Observagao: p é, de fato, uma métrica em H.

88’

(1) Como \/(MT

(2) p é simétrica.
De fato: seja y uma curva qualquer ligando z a w com vy (0) = z e y(1) = w. Logo,

> 0, entao p é nao negativa.

y(t)
Consideremos agora ¥ (A) =X (A) + iy (A) tal que

1 dx |2 dy 2
i = [T e =t

Y: [0,1] — H
A — y(OI=AN=x(1=AN+1y(1—-A)"

Temos que ¥ ligaw azcomy (0) =y (1) =we¥ (1) =v(0) = z. O comprimento de ¥ é dado

ax\*, (dy
por h(?) — J1\/<d?\) Jr(d;"\

2
S ) dA e p(w,z) = inf {h(y)}. Mostremos que p(z,w) = p(w,z).
0
Fazendo A =1 —t temos d—i‘ = —1 = dA = —dt. Logo,

d
f VEN) +(EN) . (&= + (20—’
— d\ = dA
0 UO\) Jo y“ —7\)
V&) (1) (1) (1)
— dA
JO y (] _}\)
0/ (& (1) + (2 (1)’
= (—dt)
J1 y (t)
(&) + (&)
— dt.
JO y (t)

Portanto,
h(y) =h(y) = inf{h(y)} =inf{h (v)} = p (w,z) = p(z,W).

(3) Além disso, p satisfaz a desigualdade triangular p (z,w) < p(z,¢) + p (¢, W).
De fato: sejam

A ={h(y)|v:[0,1] — H é caminho diferencidvel por partes ligando z a w}
B={h(¥)|¥:[0,1] — H é caminho diferenciavel por partes ligando z a w passando por ¢}

Naturalmente, B C A, significando que inf A < inf B, ou seja, p (z, w) < inf B.
Consideremos agora

vi: [0,1] — H e v2: [0,1] — H
A — Y1 (A) A — Y2 (A)



tais que v1(0) =z, v1 (1) = ¢, v2(0) = ¢ e y2 (1) = w. Fazendo

Agora, h(Y) =h(y1) 4+ h(v2) pois

V(L Re(F () + (& m (7 (1))

V=), Ty (1)) at
B ' \/( Re (¥ ( t)))z + (%Im Y1 (t)))zdt—l—r \/(% Re (¥, (t)))z—l— (Cft Im (¥, (t )))Zdt
o Im (v, (1)) 1 Im(7,(t))
G \/( Re (v1 (2t)))% + (& Tm (v (zt)))zdt+J1 \/(%Re(yz (2t—1)))7 + (L Im (v, (Zt—l)))zdt
o Im(yq(2t)) 1 Tm(y,2 (2t — 1))
o J(z 4 Re (v1 (A)” + (2& Im (v1 ( )>)2d7\+f \/(Z%Re(moc)))2+(zd%lm(n(ocn)zd“
o 2Tm(y1(A)) 0 2Im(y2(x))

=h(y1)+h(y2).
Assim,
p(z,w) <infB
= inf {h ()}

= inf{h (y1) + h(y2)} = inf{h (y;)} +inf{h (v2)}; ([12], Cap.3)
=plz,e) +ple,w).

1.2 Grupos Fuchsianos no Modelo do Semi-plano

Consideremos o grupo linear especial, denotado por SL(2,R), composto pelas matrizes reais
M = 2 d} com det (M) = ad — bc = 1, no qual a operacao considerada é a multiplicacao

usual de matrizes.
O conjunto de transformagoes fracionais lineares (ou transformagoes de Mébius)

fr Ho— agb tal que a,b,c,d € Read —bc =1 (1.2)
z — cz+d

munido da operacao de composicao usual forma um grupo de tal modo que a composicao
de duas transformacgoes corresponde ao produto de duas matrizes de SL(2,R) e a inversa

corresponde & matriz inversa. De fato: se f;(z) = % efr(z) = 2;—;2;, entao fiof,(z) =
(a1 az+bicy)ztarby+bidy ap by a by , 1 .
oo Tdoaniaq due corresponde ao produto Ll dJ . [Cz dz} . Também f~'(z) =
. . b L . L
_df:a, que corresponde a matriz d} . Além disso, a operacao de composicao é fechada
no conjunto 1.2, pois det (AB) = det (A) det (B).
Quanto as propriedades de grupo:
(1) A composicao é associativa: sejam f; (z) = %, fo(z) = ‘cl;j—jz’;, f3(z) = (233223 Mostrar

que fq o (fyof3) = (f; o fy) o f3 equivale a mostrar que

as b] az bz as b3 . aj b] as bz as b3
C1 d] Co dz ) C3 d3 - C1 d] ) Co dz C3 d3 ’



o que sabemos ser verdade por propriedade de matrizes.
(2) f(z) =z é o elemento neutro da composicio, pois dada f; (z) = L= temos

c1z+dy
a; by 10 o aq b1
C1 d1 10 1] C1 d]

1 0| (a7 by|  [a1 Dby
0 1| Cq d] N C1 d] )
(3) Todo elemento do conjunto de Mobius é simetrizavel: seja f (z) = com ad —bc = 1.

az+b
cz+d

_a } e portanto, f~'(z) = &b

—cz+a’

. |a .
A matriz, c possui inversa

d

Cada transformacao f da forma 1.2 pode ser representada por um par de matrizes M €

. . la b B
SL(2,R) pois se a matriz L d} com ad — bc = 1 representa a transformacao f (z) = Z‘ig,
. . |—a —b , . —az—
entao a matriz _2 4 também representa f, pois f(z) = %? = % e (—a)(—d) —

(—b) (—c) = 1. Entao, o grupo de todas as transformagcoes 1.2, chamado PSL (2,R), é isomorfo
ao grupo quociente SL (2, R) /{£1d,} onde Id; é a matriz identidade de ordem 2 e escreveremos
PSL(2,R) ~ SL(2,R) /{£1d>}.

Para estabelecer o isomorfismo citado acima, vamos trabalhar um pouco mais com o grupo
quociente SL(2,R) /{£1d,}. A relacdo de equivaléncia ~ considerada em SL (2,R) é tal que
M~N& M =NouM=-—-N.

Temos que ~ é, de fato, uma relacao de equivaléncia:

e ¢ reflexiva pois M = M, YM € SL (2,R);

e ¢ simétrica poisse M ~N,entao M=NouM=—-N=N=MouN=—-M=—7 N~
M.

e ¢ transitiva pois se M ~ N e N ~ P, entao

M =N ouM =-—N M=PouM=-P M=P
e == 4 € = ¢ ou — M~ P.
N=PouN=-P M=—PouM=P M=-—-P

Dessa forma, SL(2,R) /{+1d,} = {M: M e SL (Z,R)} = {M,—M}: M € SL(2,R)}, sendo
M = {M, —M] as classes de equivaléncia que ~ determina em SL (2,R). A operacdo que torna

SL(2,R) /{£Id,} um grupo é tal que M.N = MN. (observemos que esta operacio estd bem
definida pois MN = (—M) (—=N) e (-M)N = M (=N} = —MN).

Considerando em PSL(2,R) a operacao de composicao de aplicagoes, mostremos que

¢: PSL(2,R) — SL(2,R) /{£1d,}
_ aztb . a b _|a b _|a b
s — en={[2 o) -2 &} [0
é isomorfismo: se f (z) = % eg(z)= 22—;2;, entao

R bl B bl I ol ey BT TU R ED
1 1

Cq c; do Cq c, do



Além disso, ¢ é injetora, pois se

¢(f)=¢(g) =
a; b a b
{c: dj:{cj dj:>

aq b1 _|az bz
C1 d] o Co dz ou

a1z—i—b1 (lzZ—|—b2 .

f = = =
(z) ciz+dq cz+dy g (2) ou
ai;z+ by —az—by a,z+ b,
ciz+ dg —cz—dy coz+ d; 9 (Z) V&

:g_

b

E, ¢ é sobrejetora, pois dada [2 d

} € SL(2,R) /{%1d,}, entao

az+b —az—>b
f(z) = = e PSL(2,R
(z) cz+d —cz—d ( )
com ¢ (f) = {2 2} Portanto, ¢ é um isomorfismo.

Notemos que PSL (2, R) contém todas as transformacoes fracionais lineares da forma f (z) =
aztb ¢om a,b,c,d e Re A = ad —cb > 0.

cz+d
@, b _a b
De fato, f (z) = ‘Cljig = f;ﬁ e det ([\/CZ Vf]) = 1. Em particular, PSL (2, R) contém
VATt Ua JE V&

todas as transformacoes da forma f(z) = az+ b com a,b € R e a > 0, pois f estd associada

a b
a matriz [‘Oﬁl vl € SL(2,R). O mesmo ocorre com f (z) = —% que estd associada a matriz
Va
0 —1
L 0 ] e SL(2,R).
Seja M = {(Cl 2] € SL(2,R) matriz associada a f (z) = %‘; € PSL (2,R).

Definimos sua norma por

[l = [IM]| = Va2 + b2+ ¢2 + d2.

Seja N € SL(2,R) associada a g € PSL(2,R). Com a distancia induzida d(f,g) =
IM — N]||, PSL(2,R) é um grupo topoldgico e a topologia é a induzida pela norma definida
acima (é a topologia do R%). Um subgrupo G de PSL(2,R) ¢ discreto quando a topologia
induzida de PSL (2,R) sobre G é discreta. Portanto, um subgrupo discreto de isometrias de H
corresponde a um conjunto discreto de pontos em R*. Um subgrupo discreto de PSL(2,R) é
chamado de fuchsiano.

Os grupos fuchsianos desempenham papel importante nos capitulos seguintes, pois serao
eles que irao gerar os reticulados de pontos hiperbédlicos que iremos considerar.



Teorema 1.1 PSL(2,R) age em H por homeomorfismos, ou seja, para cada T € PSL(2,R),

T: H — H

az+b
z = cz+d

com ad —bc =1 € um homeomorfismo.
Demonstracao:

Mostremos, primeiramente, que as transformagoes 1.2 com dominio em H tem imagem em H.
Seja T € PSL(2,R) e w =T (z) = 92 Ento,

cz+d”

(az+b)(cz+d) ac z* + adz + bez + bd
lcz + df? ez + d? '

Logo, fazendo z = x 4 iy, temos

Im (w) = 2
2i
~ac (x* +y?) + adx + adyi + bex — beyi + bd — (ac (x? +y?) + adx — adyi + bex + beyi — bd)
B 2ifez +df
_ 2adyi—2bcyi
2ifez + d?
~ Im(z)
ez +d*
Logo,
I
Im (w) = LZ)Z (1.3)
lcz + d|
Dai, se Im (z) > 0, entdao Im (w) > 0, o que significa T(H) ={T (z): z € H} C H.
Mostremos agora que T é injetora: seja z1,z> € H, com T (z7) = T (z;) . Temos,
azi+b  az+b
czi+d  cz+d
aczyz; + adzy; 4+ bez; + bd = aczyz; + adz; 4+ bezy + bd —=
(ad —bc)z; = (ad —be) z, =
Z1 = Z).
Mostremos que T é sobrejetora: para todo elemento z € H temos que existe fCZT;ba € H tal que
T dz—b \ _ a(=2)+b _ adz—ab—bcz+ba _,
—cz+a c(%t)+d cdz—cb—cdz+ad
ou seja, HC T(H). Como T (H) C H, temos H=T (H).
Mostremos que T é continua: se w = T (z), entao Im (w) = ‘CIZ(Z‘)Z e Re(w) = \chiZ?z e,

como cz+d # 0, Vz € H (pois ou ¢ # 0 ou d # 0), entdao Im (w) e Re (w) sao fungoes reais
continuas. Dai, T é continua. De forma analoga

T7': H — H

dz—b
z = —cz+a

é continua. Portanto, T é um homeomorfismo. O]

Uma transformacao de H em H é chamada uma isometria quando preserva a distancia
hiperbdlica p em H. O conjunto de todas as isometrias de H serd denotado por Isom (H).



Teorema 1.2 Se f € Isom (H), entdo f € uma bijecio e f~' € Isom (H) .
Demonstracao:

Quanto a injecao: se f € Isom (H) e f(z7) = f(z2), entao p (f(z1),f(z2)) = p(z1,22) =0,
o que implica em z; = z;, ou seja, f é injetora.

Quanto a sobrejecao:

(1) f € Isom (H) leva geodésica em geodésica sobrejetivamente.

De fato, seja y uma geodésica em H e z1,z, € y distintos. Sejam z7 = f (z1) e 2, = f(z2).
Como z; # z; temos 2} # z} e, portanto, existe uma tinica geodésica vy’ passando por z e z,. Seja
z € y distinto de z; e z;. Logo, dentre os trés pontos: z, z; ou z, um esta entre os outros dois.
Digamos que seja z (os outros dois casos sao tratados de modo andlogo). Tomemos z' = f (z).
Assim, p (z1,2) + p (2,22) = p (21,22) e, como f é isometria, p (2},2') + p (Z,2,) = p (2),2,), 0
que significa que z’ estd em ', ou seja, a restricao de f a y estd em y'.

Chamemos f restrita a y de f, : v — ¥’ e mostremos que f, é uma sobrejegdo. De fato,
seja W € v e consideremos d = p (W',2'). Se d = 0, entdo W = 2z’ e temos a existéncia de
z € y tal que f(z) =Ww. Se d # 0, entdo temos dois pontos distintos em y a distancia d de
z. Chamemos esses pontos de Wi e w; e suas imagens W = f(w;) e W), = f(w;). Assim,
d=p(wy,z) =p(wzz) =p(W),2) =p W, 2), ou seja, Wi e W) sado distintos em v’ (pois f
é injetora) e estao a distancia d de z’. Como W' também esta a distancia d de z’' e sdo apenas
dois os pontos com essa propriedade em y’, concluimos que W = w/ ou w' = W), ou seja, que
f(wq) =w ou f (w;) =W, como queriamos.

(2) f € Isom (H) transforma geodésicas perpendiculares em geodésicas perpendiculares.

De fato, sejam y L o geodésicas perpendiculares sendo {a} = y N 0. Tomemos by € y e
¢ € o distintos de a e b, € y distinto de by de tal modo que p (by,a) = p(a, by). Desta forma,
o triangulo de vértices c, by e b, é isdsceles e 0 é a geodésica mediatriz do segmento de extremos
by e by. Tomemos as imagens a’ = f(a), bj = f(by), b, =f(by), v =f(y) e 0/ =f(0).
Como f ¢ isometria e leva geodésicas em geodésicas, temos que o triangulo de vértices ¢/, b) e
b, é is6sceles e 0’ é a geodésica mediatriz do segmento de extremos b’ e b5. Como ¥’ é a tnica
geodésica que passa por b} e b} temos y' L o', como querfamos.

(3) Seja d’ € H. Mostremos que existe d € H tal que f(d) = d’. Para tanto, tomemos
Y C H uma geodésica e ¥ = f(y). Se d’ € ¥’ temos a existéncia de d € y tal que f(d) = d’
pois f leva geodésica em geodésica. Se d' ¢ v/, seja 0/ C H geodésica perpendicular a y’
passando por d’ e chamemos de e’ a intersecgao de Y’ com o’. Como €’ € v’ temos a existéncia
de e € y tal que f(e) = €. Tomemos a geodésica o perpendicular a y passando por e. Como f
transforma geodésicas perpendiculares em geodésicas perpendiculares temos, necessariamente
que f (o) = 0’. Logo, existe d € o tal que f(d) = d’, como queriamos.

Logo, f é uma bijecdo e, portanto, tem inversa f~' em H que é isometria. De fato: se

z,w € H, temos p (f~' (z),f ' (w)) =p (f (' (2)) ,f (' (W))) =p(z,w). O

Com a operacao de composicao, Isom (H) forma um grupo. De fato, a operacao de com-
posicao é fechada em Isom (H) pois se f e g sdo isometrias, entao f o g é uma isometria: sejam
z,w € H, entdao p (f(g(z)),f(gw))) =p(g(z),g(w)) =p(z,w). Quanto as propriedades de
grupo, seguem trivialmente, bastando lembrar que o elemento neutro é a identidade f (z) = z.

Abaixo segue o principal motivo de nosso interesse por transformacoes de Mobius.



Teorema 1.3 PSL(2,R) C Isom (H).
Demonstracao:

Pelo Teorema 1.1 toda transformacao em PSL (2, R) é um homeomorfismo de H em H. Temos
que mostrar que, se Yy : I — H é um caminho diferenciavel por partes em H, entao para
qualquer T € PSL(2,R) temos h(T (y)) = h(y). Suponha que, vy : I — H é dado por
z(t) = (x(t),y (1) ew(t) =T (z(t)) = LU — () + v (t). Temos

cz(t)+d
dw a(cz+d)—(az+b)jc 1 (1.4)
dz (cz+d)? (cz+d)* .
oy Im(z) s | dw| 1 _ v =
Por 1.3 Im (w) =v = ol = ‘CZEd‘Z, e dai, E| = al T v Entéao,
ES 1 |dwdz 1 %!3—?\ 1|
h(T(y)):J Y dt:J tdzdtl dt:J - dt:J —dtidt =h(y),
o v(t) o VvI(t) o VvI(t) oy (t)
como queriamos. ([l

1.3 Geodésicas no Modelo do Semi-plano

Nosso objetivo nesta secao é fazer um estudo acerca do formato euclidiano das geodésicas no
modelo do Semi-plano. Para tanto, comecamos com um lema bastante interessante do ponto
de vista geométrico: é sempre possivel mapear uma geodésica em uma semi-reta euclidiana por
meio de uma transformacao de Mdobius.

Lema 1.1 Sejam L C H um semi-circulo ou semi-reta ortogonal ao eixo real R e « € R um
ponto que seria de interseccao de 1 com R. Entdo, existe B € R tal que a transformacao
T(z) = —ﬁ + B € PSL(2,R) mapeia 1 no semi-eixo imagindrio de H.

Demonstracao:

Primeiramente, T (z) = —ﬁ +p =

(=1 —«ap)=1. Logo, T € PSL(2,R).

(1) Se 1 é uma semi-reta ortogonal ao eixo real R, em « € R, entdao tomemos 3 = 0 na
expressao acima. Assim, uma parametrizacao para | serd dada por z =z (y) = a4+ 1iy, y > 0,
e dali,

z—x z—x 1 —x

4BzaB _ Br1-aB) | qot { B —T—aB } — Ba-—

1 1
T(z) =— =—— = l; (a parte real da imagem ¢ nula)
z— iy
lim T (z) = lim - +o00
zZ— & y—-0t Yy
lim T(z) = lim <=0
zZ— 400 Yy—+oo Y

Logo, T leva 1 no semi-eixo imaginario de H.
(2) Seja, agora, L um semi-circulo ortogonal ao eixo real R, conforme Figura 2.

H
0(,-‘2}" o-r OL>

FI1GuraA 2: Semi-circulo em H.
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Consideremos T (z) = —#{ — zlr Dai,

Re (T (z)) =R 1 L
e —Re | — _
(x—a)+iy 2r
" Re —W—?+w_l
(x—)"+y? 27

B x—X _1_

(x— o) +y2 2r

o x—x 1 (%)

2r(x—x) 21’

sendo que a justificativa em (x) é dada por

z—(a—71)[=1=

(x+r—a) +y?=1"=

X2+ 2rx —2ox — 21 + X + Yy =0 =
(x—a)+y2=2r(c—x).

Agora, lim T (z) = lim % =oc0e lim T(z)= lim % = 0. Portanto, T leva 1 no
zZ— & x— o £TIOX z— x—2r x— o—2r T
y—0 y—0
eixo imaginario. 0

Teorema 1.4 As geodésicas em H sdo os semi-circulos e as semi-retas ortogonais ao eixo real

R, bordo de H.

Demonstracao:

Seja z7 e z dois pontos em H. Suponha primeiro que z1 =iaez; =ib (b>a).Sey:I — H
¢ um caminho diferencidvel por partes unindo ia e ib, com y (t) = (x (t),y (t)), entao

W) ()T TAy gy b
W—L v dtsz‘“ELm‘“—Ja?—ln(b)‘ln(“)—m(ﬁ

sendo que a justificativa em (x) é dada por

dy (t)

Tt dt=dyey(0)=aqa, y(1)=0.

yt)=y=

b
Mas In (—) ¢ o comprimento hiperbélico do segmento do eixo imagindrio unindo ia e ib. De
a

fato, parametrizando esse segmento, temos y (t) = (1 —t)a+tb, t € [0,1], e

=0 )_f<_%>2dt_fb—_adt_r%_m(h)
- VL v Tt ger T T s T )

dai, o segmento geodésico unindo ia e ib é o segmento euclidiano do eixo imaginario que os une.
Para z7 e z, arbitrarios em H seja 1 o inico semi-circunferéncia ou semi-reta ortogonal ao eixo
real R passando por esses pontos. Pelo Lema 1.1, existe uma transformacao T em PSL (2,R)
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que leva 1 no eixo imagindrio. Como, pelo Teorema 1.3, T é isometria, entao h (1) =h (T (1)) e
dai, o segmento geodésico unindo z7 a z; € o segmento de 1 que os une. O

Observacoes:

(1) Da geometria euclidiana, dados dois pontos em H, existe um tinico semi-circulo ou semi-reta
em H, ortogonal ao bordo R de H, passando pelos pontos dados. Como era de se esperar, esse
fato e o teorema acima estao de acordo com um axioma da Geometria Hiperbdlica: por dois
pontos quaisquer em H passa uma tinica geodésica.

(2) A demonstracao do teorema acima indica, como era de se esperar, que a distancia entre
dois pontos z e w em H é o comprimento hiperbélico do tinico segmento geodésico que os liga.

1.4 Expressoes para a Distancia Hiperbdlica em H

E 1til em muitos casos estender o plano complexo C com a introducao do simbolo oo para
representar o infinito; C = C U {oco}. A razdo-cruzada de pontos distintos z1,z2,23,24 € C é
definida pela féormula

(z1 —22) (23 — z4)

(z2—23) (za —z1)°

(z1,22;23,24) =

Além disso, também ¢é 1til considerar a compactificacdo de H, ou seja, H = HUR U {co}.
Os pontos de R U {oo} sdo chamados de pontos ideiais de H, enquanto que os pontos de H
sao chamados de pontos ordinarios. Também é 1util estender as transformacgoes de Mobius

T(z) = % a H definindo:
T (00) = 00, no caso ¢ = 0
T (co) = %, no caso ¢ # 0;
T (—¢) = o0, no caso ¢ # 0;
T (z) = % nos demais pontos de R.

cz+d

Teorema 1.5 Sejam z,w € H (z # w) e seja a geodésica unindo z e w que tem pontos finais
25, w* em R U{oo} escolhidos de forma que z fique entre z* e w (Figura 4). Entdo, p (z,w) =
In (w, 2%z, w*) .

.W*:OO
H H
w
z w
z
z* z* w*

FIGURA 4: Razdao Cruzada.
Demonstracao:

Pelo Lema 1.1, existe T € PSL (2, R) que leva a geodésica que passa por z e w no eixo imaginario.
Aplicando as transformacoes

H

T]IH—>H e TziH—)
E — =

£ — k&

=

com k > 0, se necessdrio, podemos assumir que existe T € PSL(2,R) tal que T (z*) 0,
TWw*)=occeT(z) =1, poiscomo T (§) = 52— com & =x"4+1iy’,se T(z*) =0, T (W*) = o0

2r(o—x)




2r(o—x)

e z=x+ 1y. Entao, tomando k = terfamos

_ 2 _ :
Tiz) =Ty (T(2) = kT (z) = L& WE
y 2r (¢ —x)
Caso T(z*) =400 e T (W*) =0, fazendo w* = x* 4+ iy* entao
) : 1
L) = ™ Tiw)
. —2r(oc—x*) 1
R Y
Zr(ocfx*)ﬂo Y
. 2r (o0 —x*)1i . .
= l*lm ————— = +00, pois a > Xx".

Zr(;ifx*)ﬂo Y

Agora, T, (T (z*)) = - li)m —ﬁ = 0. Dai, se Ty (§) = k.&, basta tomarmos k = Zr(;’_x) onde
z* )—+o0

z =%+ 1y e, portanto,
= 1 2r (o0 —x)1 2r(oc—x)1
T@ =T (M) =T (T (=)} = (=)t ___u (x=x) _,.

2r (e — x) y 2r (o —x) y
A partir dai, como assumimos que z estd entre z* e w entao existe um s > 1 tal que T (w) =si
e, pelo resultado na demonstracdo do Teorema 1.4, p (z,w) = p (T(z), T(W))In () = Ins

. . i—0)(i—
Mas, (si,0;1,00) = —E;‘_i)gg_";i

Mostremos que (z1,22;23,24) = (T (21), T (22); T (23) , T (

az+b o _ . .
crq com ad — bc = 1. Observemos primeiro que

= S.

T(z)—T(w) =

24)). Seja T € PSL(2,R), T (2)

(az+b)(cw+d) — (aw +b) (cz+ d)

c2zw + cdz + cdw + d?

aczw + adz + bcw + bd — acwz — adw — bcz — bd

c2zw + cdz + cdw + d?

ad(z—w)—bc(z—w)

cZ2zw + cdz + cdw + d?
zZ—wW

c2zw + cdz + cdw + d?

Logo,

T(z1) = T(z2)) (T (2z3) —
T(z2) = T(z3)) (T (z4

())

(T(z1),T(22);T(23),T(z4)) = 2

Z1—-2z2 Z3—2Z4
c2zy1zo+cd(zy+z2)+d? c2z3z4+cd(z3+2z4)+d?

Z2—23 Z4—21
c?zyz3+cd(z2+z3)+d? c?z4z1+cd(z4+2z1)+d?

Z1 —Zz Zg—Z4

12

_(z1—2z2) (23— 24
22 —23) (za — 2

= (21,22;23,24) .

Entdo, s = (si,0;1,00) = (T(w), T (z*);T (2), T (w*))
In (w, z*;z, w*) como querfamos demonstrar.

)
( )
(z2—23) (za —21)°
( )
( )

Abaixo seguem férmulas explicitas para a distancia hiperbolica em H.

( z2z3 +cd(zp +2z3) + dz) (C z4z1 +cd(z4 +21) + dz)
(c2z1z2 +cd (z1 + z2) + d2) (c2z3z4 + cd (23 + z4) + d2)

= (w, z* z,w*) . Portanto, p (z, w) =

O



Teorema 1.6 Para z,w € H:

(i) p(z,w) = In (2222
(i1) cosh (p (z, ))—1+21‘Z—W‘();
(1i1) senh (ZD (z, W)) 2\/11‘112(—+‘m(w];
(iv) cosh (zp (z, W)) 2\/%;
(v) tanh (3p (z,w)) = |22].

Demonstracao:
Observemos primeiro que

lz—w|* — |z—w|* = (Re (z) — Re (w))?

Mostremos agora que as 5 afirmagoes sao equivalentes:

(1) = (ii). Temos que:

cosh (p (ep )>
(Iz—w!+lz—w| !z—v_vl—z—w!)

lz—W|—|z—w| |z—W|+|z—W)|

NI—‘ NI—‘ NI—‘

(lz =W + |z —w)? + (2 — W] — |z — wl)?
z =W — |z —wf?

1 (2lz=wP 4 2z—w
2 iz =W — |z —wf
2 2
_ 41 1 -
_ ol (@) m(w) bl —wl oL

41m (z) Im (w)
gyl
N 21Im (z) Im (w)
(il) = (i) . Temos que:
1+ ’Z_WF = cosh (p (z w))—l ePzw) | 1 . 2w 4 .
2Im (z) Im (w) SRR WI=5 ooz ) T Denlaw)

2
2olzw) | 7 golew) (o4 ZZWE )
¢ ¢ < +Im(z) Im (w)

Im (z) Im (w

2
e2elzw) _ (2 + —|Z _ W’( )) e?EW L1 =0,
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2
Fazendo e?*") = x temos a equacdo do segundo grau x> — (2 + Im‘z_—wl> x+ 1 =0, cujo

(z) Im(w)
discriminante é dado por

4z —w)* iz —wl*
CIm(z)Im (W) (Im (z) Im (w))?
Clz=wPlz—W =z —w 2wl
N (Im (z) Tm (w))?
lz—wPlz—w

(Im (2) Tm (w))*

(devido a 1.5)

Assim,

(2 n IIm|.z—w|2 > 4 lz=wllz—w

X — (z) Im(w) Im(z) Im(w)
2
iz —wf? lz—wW|.|z—W|

=1+

2Im (z)Im (w) = 2Im(z) Im (w)
|z— W% —|z—w]? 2 —
== 4 z—w[ |z —wlz—W|
_ 2 ido a 1.
2T (2) I (w) (devido a 1.5)

=Wz =W+ 2z W £ 2|z — W[z — W]

5 5 (devido a 1.5)
lz—W|" — |z —W|

(lz — W] + |z — wl)?

(lz =W+ [z—wl) (lz—W| —|[z—w])’

Como p > 0 entao escolheremos o sinal positivo pois, caso contrario, teriamos

—lz—w[<|[z—w| =
lz—W—lz—W < |z—W|+z-W =

Conclusao:

lz—wl+ [z =l
Cz—w|—z—W|

= p(z,w) zln(|Z_W|+’Z_W|).

|z —w|— |z —W|



(i) = (iii) . Temos que:

1 1 1
sen <§p (Z,W)) = <e2"(z*w) — e_zp(z’w))
1 |z — W]+ |z — W] |z —W| — |z —w|
-2 lz —w| — |z —W| |z —w|+ |z —W|

1 lz=W+ 2w =z =W+ [z —w|

2 \/|Z—V_V\2—|z—w|2
_ z—w
~ /A4Tm (z) Im (w
_ z—w
©2y/Im(2)Im (W)’

N —

(devido a 1.5)

(1il) = (iv). Temos que

cosh? <%p (Z,W)) = senh? (%p (z)w)> +1

_ lz—wP +4Tm (z) Tm (w)

41Im (z) Im (w)
z—wPHlz—Wi—lz—wP , .
- devido a 1.
4Tm (z) Im (w) (devido a 1.5)
_ WP
~ 4Im(z)Im (w)

! 2= w
cosh (ZP (Z,w)) N O]

|z—w|

! h(z0(z, Wmome |z —
(iv) = (v): tanh (—P(Z,w)> __ sen (129(2 w)) ZW lz—w
2 cosh (1p(z,w))  — =W 2w

2¢/Tm(z) T (w)

(v) = (1) . Temos que:

o)

o
Nl= NI=| NI=
=X
n
2
—+
o
N
o
N
2

o

15
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Dali,

ePEW) |z —W| — |z —W| = ePEV |z —w| + |z —w| =

e?= (lz—Wl—lz—w|) =lz— W+ |z —w| =
Pz _ z — W[+ [z —W|
z —W| — [z —W|
o(zw) = In |z —W|+ |z —W|
’ z—W|—lz—wl/

Agora que provamos a equivaléncia dos cinco itens mostremos que o item (v) se verifica.
De fato, pelo Teorema 1.3, tanh (%p (z,w)) = tanh (%p (T(z),T (w))) , VT € PSL(2,R). Ob-
)

az+b

servemos que E:TW\)} também ¢ invariante para qualquer T € PSL(2,R) pois, se T (z) = & 4 com

ad—bec =1,

Tl -Tw)l _ &8 - &
T(z)-Tow)| [&d - &

(az+b)(cw+d)—(aw+b)(cz+d)
(cz+d)(cw+d)

| (aztb)(cWtd)—(aw1b) (cz+d)
(cz+d)(cw+4d)

aczw+adz+becw+bd—aczw—awd—bcz—bd
(cz+d)(ew+d)

| acowtadztbew+bd—aczw—awd—bez—bd
(cz+d)(cw+4d)

ad(z—w)—bc(z—w)
(cz+d)(cw—+d)

o ad(z—w)—bc(z—w)
(cz+d)(cw+d)

_lz—wllcz+d|.[cw + d|
" z—wWllcz+4d|.|cw + d
lz—w|
Cz—w

ja que, se w = x + 1y,

lcw 4+ d| = |c (x — iy) + d|
=|(cx + d) — cyi|
= (ex 4+ d)* + (cy)?
=lcx + d + cyi
=|c(x+1iy) +d|
=lcw+d|.

Seja 1 a unica geodésica passando por z e w e seja Ty a transformacao que leva 1 no eixo
imaginédrio como no Lema 1.1. Falta apenas verificar entao que (v) se verifica quando z = ia,
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1
tanh (Zp (ia,ib)) =

e

lia —1ib] (a—b)z_b—a

a4+ 1ib| /( 2 b+a
\ a+b)

O
1.5 A Meétrica Hiperbdlica no Modelo do Disco
Iremos agora descrever um modelo de geometria hiperbédlica no disco unitario:
U={zeC:|z|< 1}
A aplicacao .
zi
f(z) = P (1.6)

¢ uma aplicacao bijetora de H em U.
De fato: Primeiramente mostremos que f (H) C U. Seja z = x + iy € H, como

y>0= -y<y= -2y<2y=

2, .2 2., .2 (1—1y)*+x?
T-2y+y " +x <T+2Yy+y +x = —5—— <1 = [f(z)| < 1.
(T4+y)"+x?
Agora, U C f(H), pois dado z=x+1y € U (|z| < 1), entao existe w = iZ;JiEHtal que
. —1 izfl. i +] 727i7?+i )
flw) =1 (IZ ) = (izzﬂl) =TT = ZZ =z
—z+1 (T—H)—i_l —z+i B

Quanto a existéncia do w acima temos
ilx+1iy) —1
W= ——""""""—
—(x+1iy) +1
 ix—y—-1 —x—1i(1—y)
o —x+i(l—y) —=x—1i(1—y)
2+ x(1—y)+xy+iy(1—y) +x+i(1—y)

2+ (1—y)?

=t x—xy+xy+iy — iyt +x+i—vyi
- x4 (1-y)*
B —ix?+x—iy?+x+1i
2y’

—A(X*+y?) +2x +1
(1)

i(1—=x2—y?) +2x

xR+ (1=y?
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1—x2 2 ., . .
ﬁ > 0 ja que |z| < 1 implica em 1 —x% —y? > 0.

Além disso, f é injetora pois dados z,w € H, se

ou seja, Im (z) =

zi+1 _wi—H
z4+1  wHi

f(z) =f(w) = — zwi—z4+wHi=zwit+z—wH+i=—= z=w.

Ou seja, f é uma bijecao de H em U.

Dessa forma, p* dado por p* (z,w) = p (f*1 (z),f! (w)) , onde z,w € U, é uma métrica
em U.

A relagao a seguir serd util para o desenvolvimento que faremos adiante.
Mostremos que Vz € H e f (z) = Z£! temos

z+1
2|f 1
I (2)] - . (1.7)
1—If(z))" Imz
De fato: fazendo z = x + iy temos
i(z4+1)—(zi+1)
2|t (z)] (z11)2 B 2.2 B 4 B i 1
1—1f (2 1|2 i1 1) -1y 4y Imz

Consideremos uma geodésica parametrizada em H por y (t) =z (t) = (x (t),y (t)), t € R.
Logo, Imz(t) =y (t) e

Z(t) =K (1), [t) =z (t)] = \/(X’ )+ W (1) =K (1) = \/(X’ ()2 + (v (t())z |
1.8
Seja d(t) =f(y(t)) =f(z(t)), onde f(z) = il—ﬁ (Figura 5).
H v
N W L S92
f (z0)
Y ‘ % o y ..............................
///‘\;///R
FicurA 5: Correlagao entre modelos.
Logo,
O (t)=f(y ()Y (t)= &) =1 (z(t)¥ (). (1.9)
Ou seja, &' (t) = % = dz(:‘)g—i, o que significa
5 (1) = 14 (=) ]dz (1.10)

dz| |t
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Assim, supondo v (0) = zg e v (1) = wy temos
p" (f(zo), f (Wo)) = p (20, Wo)

1 ()% (v (1)

= dt
Jo y (t)
("I NN
=), Tmz 0 dt; (devido a 1.8)

N, 21 (2 ()]
=YY Tk o
(" @21 (v ()],

Jo 1—If(z(t)P

r1 /

= Lt)'zdt; (devido a 1.9)
Jo 1—|f(z(t))]

1 o ldf(z)| |dz|

dt; (devido a 1.7)

|dz| [dt|

=| ———|dt|; (devido a 1.10
Jo1=If(2)P )
[ 21df(2)
Jo1—[f(2)]*
Fazendo f(z) = & temos: p* (f(zo),f(wo)) = J"(]) ]z_‘(ll;"‘lz, ou seja, ]2_‘?5"2 ¢ o elemento de
2|d
comprimento em U (ds em U). Portanto, ds = ] | IZZ (métrica Riemanniana).

Com isso, f é uma isometria de (H, p) em (U, p*).

O circulo £ ={z € C: |z| = 1} é chamado de circulo principal de U, e é a fronteira euclidiana
de U. Os pontos de X sao chamados de pontos ideais de U (os pontos de U sdo chamados de
pontos ordindrios).

1.6 Geodésicas no Modelo do Disco

Nesta secao faremos uso da isometria 1.6 entre modelos para deduzir o formato euclidiano das
geodésicas em U.

Teorema 1.7 No modelo hiperbolico U as geodésicas sao segmentos de circulos ortogonais ao
circulo principal ¥ ou seus diametros.

Demonstracao:

Mostraremos que as geodésicas do modelo H, parametrizadas por ¢ (y) = a + iy, com y > 0,
ouy(0) =rcos(0) —a+irsen(0), com 6 € (0,7), sdao levadas pela isometria f(z) = Zzl—il]
em circulos ortogonais ao circulo principal £ ou seus diametros (lembremos que isometria leva
geodésica em geodésica).

(1) Consideremos, primeiramente a geodésica em H parametrizada por ¢ (y) = (a,y) = a+1iy,
com y > 0. Observemos que

(a+iy)i+1 2a+i(y*+a*-1)

T TR R
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(1-1) Se a =0, entao Re(f (@ (y))) =0e

pois

y>0—=
“Yy <yt <yi+2y+2=
-2y —I<yy-l<y+y+1=
—y+ 1)<yl <(y+ 1)Y=
y?—1

< 1.
(y+1)°

-1 <

Logo, f (¢ (y)) é o diametro de £ que estd sob o eixo imaginario.

(1-i1) Mostremos que se a # 0, f (¢ (y)) é a parte do circulo de centro (%1, 1) e raio & que esta

oz
em U. Para isso basta observar que

12 2a N\° [y tad—1 2
d(f(@(y))>(a+l>) = <—a2—|—(y—{—])2_a> —+ (—a2+(y+])2_]>

_ a2 (y+ 1) 1)
= 2
a? (a2+ (y+ 1)2)
2
(a4 + 1))

- 2

a? <a2 + (v + 1)2)

1
==

Observemos também que lim f(@(y))=1e lim f(@(y)) = azzi] + gi—ﬂi, sendo que

y—+oo y— 0t

2a al—1.

402+ a*—2a?+1  a*+2a2+1 (a2+1)2
21 a2y T - =1

(a24+1)* (a2 4+ 1) (a2+1)F

‘ 2

: . 2a ca?2—1 =~ BE PR
ou seja, i e .95 + 1575 sao os pontos de "intersecgao”entre f (¢ (y)) e Z.Falta mostrar apenas
que f (@ (y)) é perpendicular & X. Para isso, mostraremos que os vetores com origem em 1a +1
e extremidade nas intersecgoes dos dois circulos sao ortogonais ao raio de X. De fato: o vetor

T = ((11,1) —(0,1) = (%L,O) é ortogonal ao vetor vi = (0,1) e, analogamente, o vetor T, =
2 2 N 2_
((11, 1) — ( Za_ a ’]> = (1’—“ 2 ) é ortogonal ao vetor v, = ( Za_ @ ]) . Quanto a este

az+1’ a?+1 alaZ+1)’ a?+1 az+1’ a?2+1

1—a? 2 2a  a?—1 _2a—2a3—|—2a3—2a_0
afa2+1)a2+1)’\a2+1"a2+1)/p a(a2+1)? N

Logo, f (¢ (y)) é um circulo ortogonal a X.

ultimo:
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(2) Consideremos a geodésica vy (0) = (rcos (0) — a,rsen (0)) = rcos(0) —a+irsen (0), com

0 € (0,71). Mostremos que f(y(0)), onde f(z) = Z;—E, é parte de um circulo ortogonal ao

circulo principal £ em U, ou é um diametro de X. Vejamos, primeiramente, que

(rcos(0) —a+irsen(0))i+1
rcos(0) —a+irsen (0) +1
(0) —a) +1i(r*+a®—2arcos () — 1)
(rcos (8) — a)® + (rsen (8) + 1)*
(rcos(0) —a) 2+ a?—2arcos(0) —1
((rcos(@) a)? + (rsen (0) +1)*’ (rcos(@)—a)2+(rsen(9)+1)2)'

f(y(0)) =

2 (rcos

2-1) Suponhamos que 12 — a? — 1 =0, ou seja, 12 — 1 = a?, dai
J

Ccos 2 2_ cos (0) —
() = (rcos (8) — a) 2+ a2 — 2arcos (0) — 1 )

((rcos(e) a)® + (rsen (0 )+ 1)2) (rcos(0) —a)® + (rsen(0) + 1)°
(

2 (rcos (0) ) L 2(rcos(0) —a)
(rcos(0) —a)® + (rsen (8) + 1)*  (rcos(0) —a)*+ (rsen (0) +1)2

Logo, nesse caso, f(y(0)) é da forma f (y (0)) = (x(0),—awx(0)), ou seja, é um didmetro de

Y. Observemos que

lim (v (8)) 2(r—a) 2(r—a) )

,—a
(r—a)*+1 (r—a)’+1

I
N

0—0*

(§
| ( 2(r+4 2(r+a)
elinTlrfh/(e))_< (r+a)2+1’a(r+a)2+1>’

lim f(y 9))’:1.

0— 7

ou seja, hm f(y ’ =

(2-ii) Suponhamos que T?—a?—1 # 0 e mostremos que f (y (8)) é a parte do circulo de centro

2_ 2 . ’
<r2—2aai—1 , :2_22ﬂ> e raio m que esta em U. Para tanto, basta observar que
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2a 2 —a?+1 27
2—a2—-1"1r2—a2-1 B
2 2
rcos(e)—a) 2a N 2 + a2 —2arcos () —1 _rz—a2+1
(rcos(0) —a)® + (rsen (0) +1)> 12 —a%—1

o
/N
—h

(rcos +(rsen(0) +1)7 12—aZ—1
2\? 2

(T‘COS +(rsen(8) +1) ) (r*—a?—1)
2

(rcos (rsen(G)—I—])z) (rz—a2—1)2

(12— a2 —1)* ((rcos (8) — a)® + (rsen (8) + 1)2)2

2
((rcos (0) — a)® + (rsen (0) + 1)2)2 (r2—a2—1)
(4(12 + (rz —a®+ 1)2) ((rcos (0)— a)z + (rsen(0) + 1)2)2

+ 7
((rCOS(G) —a)® 4 (rsen (8) + 1)2) (12— a2 —1)?
(rz—a2—1)2—2(1‘2—a2—1)2+4a2+ (rz—a2+1)2

(12—a2—1)°
_4a2+(rz—a2+1)2—(rz—az—l)z
B (12 —a2—1)

4r2

(r2—a2 -1

. _ 2(r—a) . (r—a)?—1 . _ 20+a) | s (r+a)?—1  ~ .
Por fim, elirg f(y(0)) = ot +1(r7a)2+1 e elil’IT[l_ f(y(0)) = o +l(r+a)2+1 sao tais que

lim £ (e)J\z—4(T_a)2+ (= 1) 1,
SO - (ﬁ—af+02 -

‘2 4(r4+a)’+(r+a)—2(r+a)+1

) ((r+a)2+1>2 -

lim f(y(0))

0— 7

ou seja, tendem a X. Falta mostrar que o arco de circulo f (y (0)) é ortogonal & X, mas, para

isso basta observar que

2(r—a) (r—a)’ -1 20—a)  2a  (r—a)-1 rr-a’+41 o
r—a?+1 -0’ +1) \r—a?+1 Py r-ad=1//

(&
—2(r+a) (r+a)’—1 —2(r+a) 2a (r+a)—1 r2—a?+1
2 J 2 J 2 T 2_q2 ’ 2 T 2_ 2 =0,
(r+a)’+1 (r+a)’+1 (r+a)+1 m™-a" =T (r4a+1 M™—a=1]/,

ou seja, o vetor com origem em rz,z(fz,] + é 22+}1 e extremo em hm f(y(0)) é ortogonal ao

vetor com origem em 0 e extremo em lir(r)l+ f(y(9)). Analogamente o vetor com origem em

- _za%_] + S gzﬂ 1 e extremo em hm f (v (0)) é ortogonal ao vetor com origem em 0 e extremo

em elim f (v (0)). Portanto, f (y (6)) é parte de um circulo ortogonal & X em U. O
— 7T
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1.7 Expressoes para a Distancia Hiperbdlica em U.

Vejamos as férmulas para distancia hiperbdlica em U andlogas as do Teorema 1.6.

Teorema 1.8 Para z,w € U
. % 1—2zw —
(i) 0" (z,w) = In ({202
H—ZWIZ

(‘L‘L) COSh2 (%p* (Z,W)) = m,

lz—wf*

(iii) senh? (%p* (z,w)) = m?

(iv) tanh (3p* (z,w)) = | EX

T—zwl *®

Demonstracao:
Consideremos a isometria f (z) = Zzl—i: com z € H. Entdo, ' (w) = ’iWL_“Li], w € U. Observemos
que
7 (2) — £ (w)| = |2 I
z—1 w—1
|0 =iz)(w—1) = (1 —iw) (z—1)
a (z—1) (w—1)
o w—i—izw—z—z+it+iwz+w
B (z—1) (w—1)
B 2(w—2)
Cz—1) (w=1)
2w —¢
z—i].w =
e

Pz - Fw)| = [l L

zZ—1 w41
O =iz)(Ww+1) - (1 +iw) (z—1)
N (z—1) (W+1)
_wHi—izwtz—z+1i—-iwz—Ww
N (z—1) (W+1) ’
| 2i(1 —wz)
(z—1) (W)

2|1 —wz|

lz—i]. jw —1]”
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Além disso, se z = x + iy, entao

Im (' (2)) = Im (_Z”_]>
zZ—1
_Im(—i(X+iy)+1>
B (x+1y)—1i
M (—ix+y+1)(x—1i(y—1))
X2+ (y—1)°
o [y D hyx— iy D A x iy 1)
: 4 fy— 1)

—(xF+y)+1 12

X2+ (y—17% |z—if

Logo, mostremos que, se vale (1), entao

p(f(2),f7 (W) =p" (z,w)

T —z2W| + |z — W
=1In —
T —zw| — |z — W

z—illw—il[f 1 (2)—fT(w z—illw—il[f 1 (z2)—f T (w

lz—il. ||f2()f()\+\ | \|f2()f()|
=1In —

lz—il.w—il[f 1 (2)—FT(w)|  |Jz—il.w—il[f T (2)—F T (w)]

2 - 2

)f (z2) —F 7 (w (+\f — 1 (w)]
=1In

1 (2) = T (w)| = [ (2) — 7 (w)

ou seja, vale o item (i) do Teorema 1.6 para f~' (z) e f~' (w). Logo, por esse mesmo teorema,

cosh? (%p* (z,w)) = cosh? Qo (f1(z),f1(w))

1 (2) T w)|
" 4Tm (f (2)) Im (1 (W)
2|1—wz| 2

g (=) (=)

lz—i*  jw—i?

1T —wz|?

(1=12P) (1= )
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ou seja, (1) => (ii) . Agora, se cosh? (%p* (Z,W)) = Wm’ entao

cosh? (%p (f'(z),f! (w))> — cosh? (%p* (z,w)>

B 11 —wz)?

C(1=P) (1-m?)

2
1 (z) =T (w)| .Jz—i*.lw—1if?
T 4Im (1 (2) .z —1PTIm (1 (w) . [w — i
-2

1 (2) — 1 (w)
T 4Im (f (2)) Im (1 (W)’

logo, vale o item (iv) do Teorema 1.6 para f~' (z) e f~' (w), e dai, vale o item (iii) do mesmo
teorema, portanto,

senh? (%p* (z,w)) = senh? Qo (f1(z),f 1 (w))

7 (2) — £ (w)]”

" 4Tm (f (2)) Im (1 (W)
2|z—w| 2
< |z—i|.Jlw—i| )

(1—=z2) (1=twr)

Tl il

z —w|?

AEEET)

ou seja, (ii) = (iii). Além disso, se senh? (30" (z,w)) = Wm) entao

senh? <%p (f'(z),f! (w))) — senh? (%p* (z,w))

B iz —w|?

(1= 12P) (1 wP)
@ T i w i
AT (f1 (2) .z — P Im (f' (W) . [w — if?
e - W)
" AIm (f (2)) Im (' (W)’
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ou seja, vale o item (iii) do Teorema 1.6 para f~' (z) e ' (w), e dai, vale o item (v) do mesmo
teorema, portanto,

tanh (1p* (z,w)) = tanh (1p (F' (2), " (w)))

2lw—z|
lz—i].lw—i|

2|1—-wz|
lz—i|.lw—i]

w — z|
1 —wz|’

2lw—z|
_lz—if il

21wz
Izl

2 = (w)
- Tw))

ou seja, o item (v) do Teorema 1.6 é vélido para f~'(z) e ' (w), logo, vale o item (i) do
mesmo teorema, portanto,

" (z,w) =p (f ' (2), ' (W)
et (161 (2) - T ]| + 11 (2) = £ (w)])
et (11 (2) — 7T (w] | — 17 )—f1()0
o [1T—zwW|+|z—w|
= In (=)
ou seja, (iv) = (1) . Portanto, as quatro afirmacoes sao equivalentes.

Mostremos agora que (i) é verdadeira: sabendo que o item (i) do Teorema 1.6 é verdadeiro
para f~'(z) e f~' (w) entdo

p* (z,w) = p (f 1 (2),f T (W)

|zfi\;wfi| (‘f— (z) —F1( ‘ + \f —f (W)D
|z—i\iw—i| <‘f,1 (z) — 1 (w)’ — 1 (z) — ! (w)’)
o (|1 —zw| + lz—WI>

T —2zw| — |z — W

=In

=In

ou seja, (1) é valido. O

1.8 Grupos Fuchsianos no Modelo do Disco

O estudo de grupos fuchsianos no modelo do disco é andlogo ao do modelo do semi-plano.
Consideremos grupo linear especial sobre C, denotado por SL (2,C), composto pelas matrizes
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reais M = {? z] com det (M) = ad—bc = 1, no qual a operacao considerada é a multiplicacao
usual de matrizes. Para que uma transformacao de Mobius f: U — C tenha imagem
7z — az+b
B L. _ - . cz+d
em U, é necessario que b =C e d = @ e, assim, teremos
f: U — U (1.11)
z+C
z — gz—!—fct
com aa—cc = 1.
O conjunto
A= { {Z‘ ;} S SL(Z,C)} c SL(2,C)

é, na verdade, um subgrupo de SL (2, C) quando consideramos a operagao de composi¢ao her-
dada de SL(2,C).

Como no caso do semi-plano, o conjunto de transformacoes de Mobius acima munido da
operacao de composi¢ao usual forma um grupo de tal modo que a composicao de duas trans-
formagoes corresponde ao produto de duas matrizes de A e a inversa corresponde a matriz
inversa. Além disso, cada transformacao f da forma acima pode ser representada por um par
de matrizes #M € A. Entao, o grupo de todas as transformacoes 1.11, chamado PSL (2,C), é
isomorfo ao grupo quociente A/{+Id,} onde Id; é a matriz identidade de ordem 2 e escrevere-
mos PSL(2,C) =~ A/{+1d,}.

Seja M = {2 %} € A matriz associada a f (z) = %€ ¢ PSL (2, C) .Definimos

czt+a

1l = Ml = \/la + 16 + Icf + [a? = y/2]al* + 2 |cf2

Seja N € A associada a g € PSL(2,C). Com a distancia induzida d (f,g) = |[I[M — N]||,
PSL(2,C) é um grupo topoldgico e a topologia é a induzida pela norma definida acima (é,
também, a topologia do R?). Um subgrupo G de PSL(2,C) é discreto quando a topologia
induzida de PSL (2,C) sobre G é discreta. Um subgrupo discreto de PSL (2,C) é chamado de
fuchsiano.

Uma transformacao de U em U é chamada uma isometria quando preserva a distancia
hiperbdlica p* em U. O conjunto de todas as isometrias de U serd denotado por Isom (U).

A semelhanca do semi-plano temos os trés seguintes teoremas, cujas demonstracoes sao
analogas:

Teorema 1.9 PSL (2,C) age em U por homeomorfismos.
Teorema 1.10 Se f € Isom (U), entdo f é uma bijecao e ' € Isom (U).
Teorema 1.11 PSL(2,C) C Isom (U).

E importante também ressaltar que a isometria 1.6 entre os modelos faz correlacao entre
elementos de PSL(2,R) e PSL(2,C).



Capitulo 2

Isometrias Hiperbdlicas em H

2.1 Alguns Teoremas Importantes

Vimos no Teorema 1.3 que as transformagoes de PSL (2, R) sao isometrias em H. Seja PS*L (2,R) =

S*L(2,R) /{%1,} onde S*L(2,R) é um grupo de matrizes reais g = d

Assim, PS*L (2, R) contém o grupo PSL (2, R) como subgrupo de ordem 2.

b] com det g = +1.

O préximo teorema identifica todas as isometrias no modelo hiperbélico H.

Teorema 2.1 O grupo Isom (H) € gerado pelas transformagaoes lineares fracionais de PSL (2, R)
jguntamente com a transformacao T:H — H tal que T (z) = —Z, e € isomorfo a PS*L(2,R).

Demonstracao:

Seja ¢ uma isometria de H. Pela demonstracao do Teorema 1.2 podemos afirmar que ¢ leva
geodésica em geodésica. Chamemos I a parte positiva do eixo imaginario. Entao ¢ (I) é uma
geodésica. Pelo Lema 1.1 existe uma isometria g € PSL(2,R) que leva ¢ (I) em I. De modo
analogo a demonstracao do Teorema 1.5, podemos assumir que g¢ fixa i e leva as semi-retas
(1,00) e (0,1) nelas mesmas, e dai, g¢ fixa cada ponto de I.

Agora, sejaz=x+1y € H e gd (z) = u+ iv. Para todo t positivo,

p(z,it) = p(gdb(z),9¢ (it)) = p (u +iv,it)

e pelo Teorema 1.6 (iii),

1 1
senh (Ep (z, it)) = senh (zp (u+ iv,it)) =
lz—1t]  Ju+iv—it]

2yt 2Vt
z —it| Vv = [u+iv — it Vy =

<x2 ¥y —t)2> v= (u2 +(v— t)z) u.

Como isso vale para todo t positivo, dividindo ambos os lados da equacdo acima por t? e
fazendo t — o0,
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E, dai, x* = u?. Entao,
g (z) =x+iy=z
g (z) =u+iv=1< ou (2.1)
9dp(z) = x+iy=—(x—1y) = -z

Como as isometrias sdo continuas (pois se g : C — C é uma isometria, entao seja a € C,

logo, Ve > 0, 30 = ¢ tal que [[x—a|| < 8 = |g(x)—g(a)|| = [[x—al < €) s6 uma
das Equagoes 2.1 pode ser verdadeira para todo z € H. Se g (z) = z, entdo ¢ (z) é uma
transformacao linear fracional da forma 1.2 pois se g(z) = % com ad — bc = 1 entao
$(z) =L egd(z) =z Se g (z2) =—Z e g(z) = 4= com —ad + be = 1, entao
az+b
= — =—1. 2.2
¢ (z) Cz_I_dcomad bc (2.2)

Entao, identificamos todas as isometrias de H. Agora, o conjunto das Transformagoes 1.2 e
2.2 forma um grupo que é isomorfo ao grupo PS*L (2, R).
Ja vimos acima que a composicao de transformacoes do tipo 1.2 sao associativas, possuem

elemento neutro e sdo simetrizdveis. Além disso, de forma andloga, se ¢ (z) = gig com
ad —bc = —1 entdo ¢ ' (z) = 4= ou seja, todo elemento dessa forma é simetrizével e se

—cz+a’

tomarmos h(z) = z entdao ¢ (h(z)) = h(d(z)) = ¢ (z), ou seja, PS*L(2,R) tem elemento
neutro. De forma andloga ao que foi visto para as Transformagoes 1.2, as transformagoes da
forma 2.2 sao associativas. Falta mostrar apenas que compostas envolvendo transformacoes da

~ C b . __ ajz+by __ axztby __ azz+bs
forma 1.2 e 2.2 sdo associativas. Consideremos fq (z) = a2 (z) = oacefs (2) —a
Logo,

a; (szs (Z)+bz> + by

co f3(z)+d;y

(
Cq <M) + d4

crf3(z)+dz

((frofz)of3)(z) = (f10f2) (f3(2z)) = = (f1o(f2013))(2).

O mesmo se verifica se fy e f; forem da forma 2.2 e f3 da forma 1.2. Portanto, o conjunto das
transformacoes 1.2 e 2.2 forma um grupo que é isomorfo ao grupo PS*L (2, R). O

: : . a b . . -
O sinal do determinante da matriz correspondente L d} determina a orientagao para uma

isometria; portanto, as transformacoes em PSL (2, R) preservam a orientacao enquanto as trans-
formacgoes da forma 2.2, em particular, z — —z, revertem orientagao.

Vamos considerar agora o espaco tangente a H no ponto z, T,H ~ C. A métrica Riemanniana
1.1 em H ¢ induzida pelo produto interno em T,H: para (; =& +1inje (o =&, +1in2 em T,H

(C1,C2) =

(E1&2+mm2). (2.3)

(Imz)*

Denotaremos a norma em T,H correspondente a este produto interno por ||.||. Como as
isometrias em H (que sao as transformagoes da forma 1.2 ou 2.2) sao aplicagoes diferencidveis,
elas agem no fibrado tangente TH por diferenciais preservando norma, como veremos no préximo
teorema.

Teorema 2.2 Uma aplicagao diferencidvel de H em H é uma isometria se, e somente se, sua
diferencial preserva norma no fibrado tangente de H.
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Demonstracao:

Observemos que

f: TH — TH

z — —Z
preserva norma em TH pois se z = x + 1y € TH entao ||f (z)]| = ||—Z| = |- (x —1y)|| =
x? +y? = ||z||. Dai, é suficiente considerar o caso em que g(z) = gzig € PSL(2,R). Seja

¢ € T,H. Mostremos que (Dg) (¢) = ¢’ (z) .C. De fato: fazendo z = x + iy temos que

o(2) = a(x+iy)+b  ac(x*+y?) +x(ad+be) +bd + iy

clx+1iy)+d (cx + d)? + c2y?
Chamemos
ac (x> +y?) +x(ad + bc) + bd y
g1(x,y) = > e g20xy) = 5 :
(cx 4+ d)” + c?y? (cx + d)? 4 cy2
Dali,

ox ((cx +d)* + czyz)
091 B 2cy (ex + d)
a_ (X) ) - 2
Y <(cx—|— d)2+czy2>
992 ~ —2cy(ex+d)
g (X) ) - 29
((cx +d)* + c2y2>
99> (cx 4+ d)” — c?y?
a_ (Xa ) 2
Y ((cx—i— d)z—I—czyZ)

Logo, se ( =X + iy,

r 991 991

S (x,y) @(X»U) X
(Dg) (¢) = , ;
L 2 (xy) T2 (xy) Y
[ (ex+d)?—c?y? 2cy(cx+d)
((cx+d)2 +czy2)2 ((cx—O—d)2 +C2y2)2 X
—2cy(cx+d) (cx+d)* —c?y? i
i ((cx+d)2+czy2)2 ((cx+d)2+c2y2)2
(cx—O—d)2 —c2y? X 2cy(ex+d) —
((cx+d)2+c2y2)2 ((cx+d)2 +czy2)2
—2cy(ex+4d) X (cx+d)zfczy2 U
((cx+d)2+c2y2)2 ([chrd)z +czy2)2

(Cx+d)z —c2y? — 2cy(cx+d) — . —2cy(cx+d) = (cx+d)2 —c2y? —
= X 1 X .
(([cx-i—d)z—i-czyz)z + ((cx+d)2+czy2)2y) + (((cx+d)2+c2yz)2 + ((cx+d)2+czy2)2y>
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Por outro lado,

_a(ecz+d)—(az+b)c

(cz+d)?
1

(c(x+1iy) +d)?
1

(ex + d)? + 2cy (ex + d) i — c2y2
(ex +d)? — c2y? — 2cy (ex + d)i
((cx +d)* - czy2>2 +4c2y? (ex + d)?
(ex + d)? — c2y? — 2cy (ex + d) i
<(cx+d)2+czy2>2 .

Logo,

2 2.2 .
g (2) .0 = (ex+d)”—cy 2cy(c72<+d)1 %+ i)
((cx +d)* + czyz)

B (ex + d)? —c2y? _ 2cy (ex+d)  _
= 2 5X + 5 5y
((cx +d)° + czy2> ((cx +d)"+ czyz)

—2cy(ex+d) (ex +d)* —c2y? _
5X + 5Y
<(cx+ d)2+c2y2> ((cx+ d)2+c2y2>

Portanto, (Dg) (¢) = ¢’ (z) .C. Logo,

+1i

_ (Dg) ()| .
||(D9) (C)H == Im(g—(z)) (dev1do a 2.3)

_1g'(2).]c
Im (g (2))

= 2|C| (devido a 1.4)
lcz+ d|"Im (g (z))

_ ¢ :

~Tm(2) (devido a 1.3)

= llcll

Reciprocamente, suponha que ||(Dg) (0)|| = |||, e seja v : | — H um caminho diferen-

ciavel por partes em H dado por z(t) = (x (t),y (t)). Entao,

(Mg W, (T 12 () _
M0 = | T 4, e =
e, consequentemente, g é uma isometria de (H, ds) . 0

Pela identidade de polarizagao, para qualquer &,1 € T,H temos

1
&mb =3 (I + Il = & —mnll?)
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Portanto, o produto interno e dai, o valor absoluto do angulo entre os vetores tangentes sao
também preservados. Definiremos o angulo entre duas geodésicas em H no ponto de interseccao
z como angulo entre os seus vetores tangentes em T,H. Note que essa no¢ao de angulo coincide
com a nocao de medida de angulo Euclidiano. De fato: chamemos de cos (8) a nocao de angulo
euclidiana e de cos (5) a nocao de angulo hiperbdlica com a métrica 1.1. Denotemos ainda ().
e ||||gz o produto interno e a norma euclidiana, respectivamente. Sejam C; = (&;,1m1) = & +1imy
e (o =(&,1m2) = &+ in2 em H. Observemos que

:
(C1,C2) = 5 (E1&2+nm2) = 5 ((&1,m1), (E2,M2)) 2 5 (C1, )2
(Im z) (Im z) (Imz)
Logo,
— (C1,C2)
0) = _\on 52
s ) =z T
B 7 (C1, C2)p2
\/Imz <C] C1>RZ\/ImZ <C2) C2>
_ <C1)C2>R2
1C1llgz - 1G22
=cos(0).

Portanto, a nogao de angulo nos dois casos coincidem.

Uma transformacao de H é chamada conforme quando preserva angulo, e anti-conforme quando
preserva o valor absoluto do angulo mas muda o sinal.

Teorema 2.3 Qualquer transformacao em PSL(2,R) é conforme; qualquer transformacao da
forma 2.2 € anti-conforme.

Demonstracao:

Consideremos a Figura 6 abaixo.

dTZ

/ S

FiGURA 6: Diferencial de isometria.

De forma geral consideremos duas superficies abstratas S e S e seus respectivos planos tan-

(v

gentes nos pontos z e T(z), T,S e Ty(,)S. Nesse caso, temos que cos (0) = ]ﬁ],7>\ e cos (0) =

(LT com dT. (%) =T (2). @ e dT. (V) = T (2). ¥
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Nesse teorema U e V sdo nimeros complexos e, se T (z) = 2;‘—13 com ad — bc = 1, entao
/ —
T (z) = ar +d . Logo,
1 T 1 =
— <(cz+d)2 u, (cz+d)? v >
cos (9) =
1 =9 1 ﬂ> 1 = Ty
(cz+d) (cz+d)? (cz+d)* 7 (czt+d)?
1 - =
. (cz+a)* <u’ v >
= = [ = -
\/(cz+d)4 <u, u>. (cz+a)* <v ) v>
V)
VW)V Y)
= cos (0)
__ az+b _ = ! _ —1
Agora, se T (z) = Z7 com ad —bc = —1 entao T’ (z) = d Logo,
R R SO B
— < czra? O Tz Y >
coS (6) =
1 1
(cz+d) u, cz—o—d)2 cz+d ) (cz+d)2
L (W, V)
_ a5 )
1 =
\/(c+)4<u’ >\/ ’ >
(¥, V)
V)V Y)

=cos(0).

Portanto, as transformagoes em PSL (2,R) sd@o conformes.
Mostremos agora que as transformacoes da forma 2.2 sao anti-conformes. Sejam z = x + iy

e
T: C — C
z = =z
Assim, T(z) = T(x+1iy) = —(x —iy) = —x + iy. Considerando que C = R? temos que
z=x+1y = (x,y) . Assim,
T=F: R — R2

(X>y) = F(va) = (_Xay)
Temos que F é isometria pois, dados dois pontos (x1,y1) e (x2,Y2) em R? entdo

d (F(x1,91),F(x2,92)) = d ((—x1,y1), (—x2,Y2))

(x1 —%2)% + (Y —Uz)z
=d ((x1,91), (x2,92)) .
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Temos ainda que F ¢ linear, pois se A € R, entao

F((x1,y1) + A (x2,92)) = F(x1 + Ax2,y1 + Ay2)
= (—x1 — Ax2, Y1 + Ay2)
= (—=x1,91) + A (—x2,Y2)
=F (x1,y1) + AF (x2,92) .

Além disso,se chamarmos F; (x,y) = —x e F; (x,y) =y as fungoes coordenadas de F, entao

a_axF1 (X,U) a_ayF1 (X»U)

det :det[_O] ”:—1<o.
%FZ (Xay) %FZ (X>y)
Portanto F reverte orientacao, ou seja, é anti-conforme. Como as transformacoes em PSL (2, R) ,

composta com F resultam em transformacoes da forma 2.2, entao essas sao, necessariamente,
anti-conformes. O

2.2 Classificacao de Isometrias

Ha trés tipos distintos de isometrias T (z) = gzig em PSL(2,R), sendo ad — bc = 1, diferenci-

. . b
ados pelo valor absoluto do trago da matriz associada [ (cl d } , que chamaremos de trago de

T, indicado por tr (T) = |a + dJ.

Se tr (T) < 2, T é chamada eliptica;

Se tr (T) = 2, T é chamada parabdlica;
Se tr (T) > 2, T é chamada hiperbdlica.

Diremos ainda que duas matrizes A, B € SL (2,R) sdo conjugadas quando existir M € SL (2, R)
tal que A = MBM™'. De modo andlogo, duas isometrias Ta,Tg € PSL(2,R) serdao ditas
conjugadas quando suas matrizes correspondentes A e B assim o forem. Nesse caso, existe
Tm € PSL(2,R) tal que TAo = TpmoTgo T,d.

Antes de demonstrar o préximo teorema, observemos que se A, B, M sao matrizes reais de ordem
dois e A = MBM ™' entdo tr (A) = tr (B). De fato: sejam A = {a] az} e B = {b1 bz] .
as ag bg b4
aib; +axbz aiby + azby
aszbi + azbsz aszb, + asby
bia; + byas bjaz; 4+ bray
bsza; + bsas bzaz + bsay
Portanto, tr (AB) = tr (BA). Dal, tr (A) = tr (MBMq) =tr (M*1MB) =tr(B).

Entao, AB = [ ] . Logo, tr (AB) = a1by + azbz + azb, + asby. Por

outro lado, BA = [ } . Logo, tr (BA) = bya; + boasz + bza, + bsay.

az+b __ aztb(=1) _ —az-b . _ =
d T erd () = —exa» COM ad — bc =1, entao podemos

escrever T de modo que tr(T) = a+ d > 0 (sem o médulo). Além disso, também podemos
escrever T de forma que b > 0.

Observemos ainda que, se T (z) =

As demonstragoes dos trés teoremas e corolarios abaixo sao diferentes daquelas que constam
nas principais referéncias sobre o assunto. Procuramos fazé-las com o maximo de detalhamento
possivel.

Teorema 2.4 Uma isometria To € PSL(2,R) € hiperbdlica se, e somente se, € conjugada em

O] com A > 1.

PSL(2,R) a uma isometria Tg associada a matriz B = [7\ 1
A

0
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Demonstracao:

Se existe M € SL(2,R) tal que A = MBM™', entdo, como vimos, tr(Ta) = tr(Tg). Mas,
tr(Tg) = P\-}—)\’e —1)2>Oimplicaem7\2+1>2?\.C0m07\>1>O,tem0s7\+7l\>2.

1
Portanto, tr (Tg) = ‘7\ + =

}\‘ > 2, 0 que implica em tr (Ta) > 2, ou seja, Ta é hiperbdlica.

Suponhamos T4 € PSL (2, R) hiperbdlica de modo que A = [S g} sejatal que tr (Ta) = a+d >

2. Dali, o polinomio caracteristico de A é dado por

pr-an([2 oy ) -we 2

de forma que as raizes desse polindmio sao as raizes da equacao (a — «) (d — «)—cb = 0, 0 que

. . . , d+v/ (a+d)?—4 +d—/ (a+d)?—
implica em «? — (a+ d) « + 1 =0, ou seja, raizes o1 = ot (za ) eay =" (za )

Como (a+ d)2 —4 >0, entdo a1 e ay sdo autovalores reais, ou seja, A é diagonalizavel. (ref.
[13], pdg. 154 e 155). Além disso,

(a+df—4_ 2 1 1
2

a+d-—

atd+y/(at+d)® —4
2

Xy =

a+d+ x

(a+d)?—4
Portanto, um dos autovalores, o ou (xl], é maior do que 1. A esse autovetor maior do que 1

chamaremos de A. Dai, a diagonalizacao de A conduz a matriz B = { } e, portanto, existe

0 1

A
uma matriz inversivel (matriz de mudanca de bases) M tal que A = MBM ™! (ref. [13], pag.
92 ¢ 93).

Fazendo M = [ e f } , entao
g h

a b _ € f AO eh}lgf _ehigf
-k s ==

A eh—gf eh—gf
b ehA>—fg  —efAltef
a _ | Alen—gf) Alen—fg)
c dl — ghA2—gh  —gfA2+eh
A(eh—fg) Aleh—fg)

Se det M =1, temos Tpm € PSL(2,R).

e f
Caso det M # 1 e det M > 0, entdo tomaremos M = \/e%*fg veh=fa| Daf, detM =1e
veh—fg +/eh—fg
i e —f
M B (1)1 M= | VerTo «e}ﬁ 7 {7\ (_’] \/eh—fg VerTo
A | Veh—fg  /eh—fg A \/eh fg +/eh—fg
[ eA f h —f
_ | veh—fg AJ/eh—fg veh—fg +/eh—fg
- gA h —9 e
| Veh—fg AVeh—fg veh—fg /eh—fg
[ ehN—fg  —efAtef
_ | Aleh—gf)  A(eh—fg)
— | ghA2—gh  —gfA24eh
| A(eh—fg) Aleh—fg)

[a b
_cd'
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f e
Caso det M # 1 e det M < 0, entdo tomaremos M = \/7(8}?49) \/f(eghffg] . Dai, det M =1
\/—leh—fg) \/—(eh—fg)

[§
— [N 0] — [—— . 0 : =
—1 —(eh—f eh—f —(eh—f —(eh—f
M{o l}M _ |V (en~fa] \/ (eh—o) [ 7\} Vv (en—fg) V (eh—fo)
A

_\/—(eh—fg] (eh—fg) \/—(eh—fg) \/—(eh—fg)

1

A

0
B f g —e
. A\/—(eh—fg) eh—fg \/—(eh—fg) \/—(eh—fg)
h —h f
_?\\/—(eh—fg) eh—fg \/—(eh—fg] \/—(eh—fg)

[ ehAZ—fg —ef)\2 +ef ]

Aleh—gf) )\(eh—fg
ghA2—gh  —gfA2+eh
L A(eh—fg) Aleh—Tfg)

~Ja b
e 4]’

O

Corolério 2.1 Uma transformacdo Ta € PSL(2,R) hiperbdlica estendida a H=HUR U {oco}
fiza exatamente dois pontos de R U {oo}.

Demonstracao:

o 1

} com A > 1, analisemos o que ocorre
)

Como A ¢ conjugada com uma matriz da forma B = [

Az

com Tg (z) = T = A%z. Suponhamos, por absurdo, que existe zo € H tal que Tg (z0) = zo. Dai,

Nz = zo implica em (7\2 — 1) zo = 0. Como zg € H, entao zy # 0. Logo, A = +1. Absurdo.
Logo, Tg hiperbdlica nao fixa ponto ordinario (ponto de H).

Seja Ty isometria em H tal que Ta = Tpo Tg 0 T,\js (teorema acima). A geodésica « (t) = it,
t > 0 é fixada pela Tg pois Tg (it) = A%ti = (7\2t) . Os pontos ideais de « (pontos no fecho de
H, ou seja, pontos em R U {oo} tais que z = tlir(% x(t) ouz= tli}grnoo a(t)) stoz=0ez =00,
que sao fixos pela isometria Tg. A geodésica « é chamada de eixo da isometria Tg e a geodésica
B(t) = Tm (e (t)) é eixo da isometria Ta, pois Ty o Ty o T,d (Tm(ax(t))) = Tmo T (a(t)) =
Tm (e (t)) =B (), ouseja, To (B (t)) = B (t). Os pontos ideais de B sao fixos por Ta, pois sao
imagens dos pontos ideais de «. (Figura 7)

a T,;; H
SN
/—m m
) T(0)  Tulo)

FIGURA 7: Acao da isometria Tm.

O

Teorema 2.5 Uma isometria To € PSL(2,R) € eliptica se, e somente se, € conjugada em

cos (0) sen(0)
—sen (0) cos(@)] 0<f<m

PSL(2,R) a uma isometria Tg associada a matriz B = l
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Demonstracao:

Analogamente a demonstracao do teorema anterior, se Ta é conjugada a Tg, entao elas possuem
o mesmo traco. Como tr (Tg) = |2cos (0)] < 2, entao Ta é eliptica. Mostremos agora que se Ta

PRI . . e f _
é eliptica, entao existe M = h } € SL(2,R) tal que To = TMTBTM1. De fato, escolhamos
uma representacao de Ta (z) = Z‘;ig de forma que b > 0. Queremos encontrar M que satisfaca

a blle f| |e f cos (0) sen(0)
¢ d||g h| |g h||—sen(0) cos(0)]|’
ou seja, que satisfaca o sistema de equacoes
(a—cos(0))e+bg=—fsen(0)
ce+ (d—cos(0))g=—hsen(0)
)
)

(a—cos(0))f+bh =-esen (0
cf+ (d—cos(0)) h =gsen (6

Como sen (0) #£ 0, podemos escrever e = a;eio(se(?)f—l- sel})(e)h eg= senc(e)f—I_ d;eilo(sef?)h. Substituindo

essas equacoes nas duas primeira equagoes do sistema anterior teremos:

(az—Zacos(G) -I-bc—|—1)f—|— (ba+bd—2bcos(0))h=0
(ca+cd—2ccos(0))f+ (Cb+d2—2dcos(6) + 1)h:0

Como esse sistema é homogéneo, entao para que ele possua solugao devemos ter
(a2 — 2acos (0) 4+ bec + 1) (cb +d?>—2dcos(0) + 1)
—(ca+cd—2ccos (0)) (ba+bd—2bcos(0)) =0 =

(2cos(0) — (a+d))*=0=
a+d

2
a+d
> .
Dessa forma, se tomarmos a,b,c e d de forma que b > 0, entao podemos escolher f = 0 e,
como eh — gf =1, entao

cos (0) =

0 = arccos (

b B _ [sen(0)
(sen(e)h>h_1$h_ b’
b b
—= —h —= _—
¢ sen (0) — ¢ sen (0)’
B d—cos@hﬁ B d—a
9 sen 0 o 2+/bsen (0)

Além disso, se b = 0, entdao ad = 1, o que implica em d = }‘ Mas, |a+ d| < 2 significa
}a + (11 ‘ < 2 e nao existe a € R que satisfaca essa desigualdade. Logo, basta tomarmos

b
0
M — sen (0)
o d—a sen (0) |’
2y/bsen (0) b
sendo sen (0) = %ﬂuz. O
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Coroléario 2.2 Uma isometria T € PSL(2,R) eliptica fixa apenas um ponto de H.

Demonstracao:

_cos(@)z+sen(0) 1y, ¢
R

De modo analogo ao Corolério anterior, podemos analisar T (z) =
’ —sen(0)z+cos(0

%:z:>—sen(@)zz+cos(6)z:cos(6)2+sen(9):>ZZ:—1 —z=1

é o0 tnico ponto fixo de T em H. U

Teorema 2.6 Uma isometria To € PSL(2,R), Ta # Id, € parabdlica se, e somente se, €

conjugada em PSL(2,R) a uma isometria Tg associada a matriz B = [2) ﬂ , k#£0.

Demonstracao:

Analogamente a demonstracao do teorema anterior se Ta é conjugada a Tg, entao elas possuem
o mesmo trago. Como tr (Tg) = 2, entao Tp é parabdlica. Como na demonstragao do teorema
anterior, consideraremos aqui o traco de Ta sem o médulo. Reciprocamente, queremos encontrar

M que satisfaca [S b] {e f]

e f| |l . : . -
dllg n = , Ou seja, que satisfaga o sistema de equagoes

g h|{|0 1
(((a—T)e+bg=0

ce+(d—1)g=0

(a—1) b1, _
K f‘|‘ih—€

[ ¢f+ 4 h =g

Substituindo as duas ultimas equacoes nas duas primeiras, temos o sistema

2
(a=1) (1527 + Bh) +b (£ + L40n) =0 (L2 + e ) 4 (Lo 4 25D ) n—o
c (Lot 4 BR) + (1) (§1+ 4200) —0 (S5 + <t £ (e o =0
Como

(a—1)? | be be | (d—1)? cla—1) |, c(d-1) (a—1)b , b(d=1)\ _ (ad—a—d+1—bc)?
(k+?><T+k)_<k+k>(k+k)— K2
_ (—a—d+2)?
= ==

=0,

o sistema acima é possivel e indeterminado.

O caso b =0 e ¢ = 0, nao ocorre, pois, se ocorresse, entao ad = 1, que implica em d = %1 e,
além disso,
at+l=2=0a’-2a+1=0= (a—1)’=0=a=1

e dai, d = 1. Logo, Ta seria a identidade.
Se b #£ 0, podemos tomar h =1, f=0,e=1eg = 1%‘1 e, nesse caso temos, k = b. Assim,
M - |: ]la (]) :| .

b
Sec#0ea=1entdo d =1 (o que implica que b =0) e dai, M = {? ;2] } com k = —c.

1-a

Sec#Oea#]entéoM:[_C] O],e,nessecaso,k:—c. O
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Corolario 2.3 Uma isometria parabdlica Ta € PSL(2,R), T # Id, estendida o H = HURU{oo}
fixa um tinico ponto de R U{oo}.

Demonstracao:

A exemplo da demonstracao dos corolarios acima, analisemos o que ocorre com a isometria
T(z) = z+ k, com k # 0. Entretanto, para poder entender melhor o fato de oo ser o ponto
fixo de T, iremos analisar o que ocorre geometricamente com T no modelo do disco U. Seja
F: H — U .Dai, FF': U — H . Tomemos um ponto z € H e facamos w =
z — ZH wo— Wil
F(z). Logo, z=F' (w). Queremos encontrar T tal que T: U — u . (Figura 8)
w +— F(T(z))

Logo,

I
-

2

(—I

|
+
o~
N

—w—-1—k—kwi+i—w
wi—T+ki—kw—1—iw
—2w — k — kwi
—2+ki—kw'’

comw #1i— % Mostremos agora que dado P pertencente ao fecho de U, entao

lim T(w) =P &= P =i.

w—P

De fato: Se lim T (w) = P, entéo

w—P
—2P —k — kPi
=P= —2P—k—kPi=-2P+kPi—kP*= P*—2Pi—1 = P=i
e ' LA — b 0=r=i
Reciprocamente, quando P = i, entdo lim T (w) = lim f;‘:ﬁ" = 1. Agora, se P # i,

w—1i w—1i
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P =x + iy, entao

Pi—1
lim F~' (w) =
M P W) =5
o xi—y—1
Ci—x—1y
B 2x + (1 —xz—yz)i
X2+ (1 —y)?
pertence a R, se [x + iy| = 1, e pertence C — R, caso contrario. Além disso, lirg#_ F1(w) #w.
w— 1
Logo, o tnico ponto (ordindrio ou ideal) de H que nao é limite com w — P # i é o ponto
() = 0o que corresponde a lim }F*1 (W)| = lim ‘Vl"i—;v] = lim |‘Viv:v1“ = 0o que ¢é ponto ideal de H
w—1i woi w—i

e, portanto, o tnico. O



Capitulo 3

Reticulados em Espacos Quociente

3.1 Buscando Reticulados Geometricamente Uniformes

Sejam E um espaco n-dimensional com curvatura gaussiana constante, P C E um conjunto
finito de pontos e ] um grupo discreto de isometrias de E. A érbita

R=JP={h(P):heJePecP}
de P por ] em E chamaremos de reticulado em E.

Um reticulado R em E ¢ dito geometricamente uniforme quando o grupo de simetrias G
de R é transitivo, ou seja, dados dois pontos P e Q de R, existe uma simetria g € G tal que
g(P)=Q.

Observemos que se P for um conjunto unitario, entao R sera, necessariamente, geometricamente
uniforme, pois nesse caso, ] coincide com o grupo de simetrias G.

Os reticulados no espago R™ obtidos a partir da origem pela acao de um grupo de translagoes por
n vetores linearmente independentes sao os chamados reticulados classicos do R™. Conforme ja
observado, esses reticulados (que tém uma quantidade infinita de pontos) sdo geometricamente
uniformes. Entretanto, subconjuntos finitos de tais reticulados podem nao ser geometricamente
uniformes. Por exemplo, se P = {(1,0),(2,0)} Cc R?e ] = <p%> , sendo pz rotagdo de 7 em
torno da origem, o grupo G de simetrias de P nao ¢é transitivo. Outro exemplo importante de
reticulado que nao é geometricamente uniforme é dado no Exemplo 1.

Existem reticulados de pontos no plano euclidiano bastante utilizados em modulacao de sinais
e codigos corretores de erros em canais de transmissao ruidosos que nao sao geometricamente
uniforme, mas possui estrutura interessante do ponto de vista de codificacao. Para “torna-los”
geometricamente uniforme, iremos fazer uso de espacos quociente.

Sejam E um espaco n-dimensional com curvatura gaussiana constante, ] um grupo discreto de
isometrias de E e a relacao de equivaléncia ~ em [E definida por

Pi~P, & P,=h(Py), hel.
Denotaremos a classe de equivaléncia de um ponto P por P. Ao conjunto

E=E/~ =E/J={P:PecE}
chamaremos de espaco quociente de E por J.

Abaixo, consideremos um reticulado sobre um espaco quociente.

41
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Exemplo 1. Consideremos um reticulado R de 16 pontos em forma de quadrado 4 x 4 no
plano euclidiano R?. Em Teoria da Informacéo e Codificacdo, tal reticulado é conhecido como
16 — QAM (quadrature amplitude modulation) e é gerado pela 6rbita de P = {Py, P2, Pg}
(Figura 9) pelo grupo de simetrias ] = (R, R2), gerado pelas reflexdes R; pela reta que passa
por P; e Pig e Ry pela reta mediatriz do segmento PsPo.

Este reticulado nao é geometricamente uniforme. De fato, o grupo de simetrias J é composto
pelos elementos Id, Ry, Ry, R3, Ry, Pz, P P37, sendo R; reflexoes e pg rotacoes de giro 0 e centro
O (Figura 9). Observemos que translagoes nao podem fazer parte de J pois elas nao fixam o
reticulado, bem como qualquer outra isometria que nao as listadas no grupo J. Assim, fixados
os pontos P1z e Pyg, nao temos uma simetria o de J tal que o (P12) = Pqg, 0 que permite concluir
a afirmacao.

F1cURA 9: O reticulado 16 — QAM.

Consideremos:

(1) o grupo discreto de isometrias Gy = (Tg,, T, ), gerado pelas translagoes Tg, e Tg,, sendo
{€1, &>} base canonica do espaco vetorial usual R?.

(i1) o ponto P = (%, %) em P ={P} e sua 6rbita G1P = {¢ (P) e R?: ¢ € G1}.
(ii1) o grupo discreto de isometrias G, = (Tag,, Tag,) gerado pelas translacoes Tag, € Tag,.
(iv) o espaco quociente E = R?/G, (Figura 10).

Reticulado ~ "1" " clelele el t. . 16QAM
G,.P ; oo T T T

................................................

Q:(Tﬂz"(rz)z(”)é N A . . E=RYG,. |~
; RAG:

................................

Ficura 10: O reticulado 16 — QAM obtido por quociente.

Logo, sobre E temos o conjunto das classes de equivaléncia de 16 pontos da orbita de P, que
definiremos como sendo o reticulado 16 — QAM obtido por quociente. O grupo de simetrias
S desse reticulado quociente possui translacoes pelos vetores €3 = P1Py e €, = P4Ps. Assim,
dados quaisquer pontos P; e P_)', existe uma simetria € S composta de translacoes tal que

5] (Pi) = Pj, ou seja, sobre E, o reticulado obtido é geometricamente uniforme.
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Observemos que quando “quocientamos” o reticulado G;P pelo grupo G,, estamos identificando

os lados opostos do quadrado azul da Figura 10 de tal modo que, do ponto de vista topologico,

os pontos do 16 — QAM podem ser vistos sobre um toro. Este toro, chamado de toro planar,

pode ser mergulhado isometricamente em uma esfera de raio ‘[ no R* por meio do mergulho
1 1

D (x,y) = (55 cos (2mx) , 5= sen (27x) , 5 cos (27my) , 5= sen (27y)) . (ref. [8]).

’271

Exemplo 2. Um reticulado genuinamente hiperbdlico (ou seja, obtido exclusivamente por
isometrias hiperbdlicas): consideremos um novo reticulado de 16 pontos que nao existe no
ambiente euclidiano. Para modela-lo consideremos:

(a) o grupo discreto de isometrias F; = (¢, 81, 82) , no disco U, gerado pelas reflexdes hiperbélica,s
do tipo 2.2 nos lados de um triangulo hiperbdlico equildtero OBE de angulos internos Z, com
o lado OB no eixo das abscissas e o vértice O na origem (Figura 11).

e

03

FIGURA 11: Reflexoes nos lados de um triangulo hiperbdlico equildtero.

(b) o ponto Q centro do triangulo OBE acima, e o reticulado R gerado pela sua érbita F1Q =
{6(Q)eU:deFi},onde Q= (acos (%‘) , asen (%‘)) com a = 0,8607063036.

Para o céalculo do valor a acima, consideremos a Figura 12. Se fizermos y = OA, entao,
7T

Cos(g)ercos(?—ZT)
sen(§)”
Logo, y = 2,448452447. Agora, observando que o triangulo OBA ¢ isosceles, fazendo OB =
AB = x e aplicando o Teorema de Pitdgoras Hiperbélico a esse triangulo temos cosh? (x) =
cosh? (y), ou seja, x = 1,528570919. Dai, fazendo OC = z e usando a Lei dos Senos Hiperbélica

no triangulo OCB, temos Sen?%; = 39“1(152‘)) . Logo, z = 1,224226223. Fazendo QC =
sen Z sen E
temos, no triangulo OQD, pela Lei dos Senos Hiperbdlica,

0,3635199194. Portanto, a =z —w = 0, 8607063036.

aplicando a Lei dos Cossenos II Hiperbdlica ao triangulo OAB, temos cosh (y) =

senh(z—w) _ senh(w)

sen(%) - sen(%) !

ou seja, w =
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FiGurA 12: Encontrando o centro do triangulo equildtero hiperbolico.

(c) o grupo discreto de isometrias fuchsiano F, = (@o, @1, @2, ®3) gerado pelas isometrias
hiperbdlicas @q, @1, @2, @3 do tipo 1.2 que identificam os lados do octégono hiperbdlico regular
com centro na origem composto por 16 triangulos equilateros congruentes ao triangulo descrito
no Item (a) (Figura 11).

(d) a relacao de equivaléncia ~ em U definida por Q7 ~ Q2 <= Q, = ¢ (Qq), sendo ¢ € F,.

Denotamos a classe de equivaléncia de um ponto Q por Q.
(e) o espaco quociente F=U / ~ = {6 :Q e U} . (que também ¢é indicado por U/F;)

Logo, sobre F temos o conjunto das classes de equivaléncia de 16 pontos da orbita de Q, que
definimos como sendo o reticulado 16 — HQAM (Figura 13). O grupo de simetrias desse
reticulado quociente contém todas isometrias do grupo Fq. Esse reticulado quociente é geome-
tricamente uniforme, pois dados Q; e @, que sao centros de triangulos hiperbodlicos, sempre
havera uma composicao 6 de reflexdes em lados desses triangulos tais que 0 (E) = @

Fi1GURA 13: O reticulado hiperbolico 16 — HQAM.

Adiante, nosso objetivo é encontrar as expressoes para as isometrias dos grupos F; e F, acima.
Para tanto, precisamos do conceito de circulos isométricos.
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3.2 Circulos Isométricos

Seja T (z) = %ﬁi’ € PSL(2,R), com ¢ # 0, estendida a C. O circulo
[(T)={z€eC||cz+d| =1},

que é o lugar geométrico completo de pontos onde a transformacao T age como uma isometria
euclidiana, é chamado circulo isométrico da transformacao T. De forma andloga, quando T (z) =

% € PSL(2,C) ,com ¢ # 0, estendida a C, o circulo isométrico com relacao a T é

[(TY={zeC|lcz+a =1}.

Observagao: A afirmagao de que T da forma T (z) = %ig comad —bc=T1elcz+d| =1

age como uma isometria euclidiana deve-se ao fato de que, se tomarmos dois pontos z; e z, em
I(T), entao

azi1+b az;+b
cz1+d B cz,+d
(azy +b) (cz2 + d) — (azz + b) (czy + d)
(cz1 +d) (cz2 + d)
_ laczizz + adz; + bez; + bd — acziz; — adz; — bezy — bd|
B lczy + dJ.[czy + d]
=|(ad —bc)z; — (ad — be) zy|

=lz1 — 2.

T (z1) = T(z2)| =

Para a demonstracao do proximo teorema recordemos que se temos uma curva parametrizada
em R? v (t) = (x(t),y (t)) com t € [a, b] entdo o comprimento 1, é dado por 1, = fz Y’ (t)] dt.

No nosso caso, T (z) = ‘C‘Z‘ig comad—bc=1eT (z) = (cz+d) 2. Logo, os comprimentos

euclidianos sao multiplicados por [T (z)| = |cz + d!fz, pois

T(b)

T(b)

-2

lry) = J T (v (). ()] dt = J Y (t)] . le (v (1) +dl " dt.
T(a) T(a)

Uma regiao infinitesimal é levada em uma regiao similar com comprimentos multiplicados por

lcz+ d| 2. A érea euclidiana, portanto, é multiplicada por |cz + d|™*. Os comprimento e dreas

euclidianos sao inalterados em magnitude se, e somente se, [cz+ d| = 1.

Teorema 3.1 Seja T € PSL(2,R), com ¢ # 0, estendida a C. A transformacio T aumenta
0s comprimentos e dreas euclidianas dentro do circulo isométrico 1(T), e os diminui fora do
circulo isométrico I (T) .

Demonstracao:

a
Ic|?
T (z)] > 1, ou seja, a transformacao T aumenta os comprimentos euclidianos de curvas dentro

de I(T). De forma andloga, se z pertence ao exterior de I(T) entao [T’ (z)] < 1. Como

Seja z pertencente ao interior de I (T). Dai, ’z + %‘ < —,isto é, |[cz+ d| < 1, o que implica que

T () > 1= [T (z)]* > 1

T (2)<1= T (2))* <1,

a informacao segue com relagao as areas euclidianas. 0
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Teorema 3.2 Seja T € PSL(2,R), com ¢ # 0, estendida a C. Os circulos isométricos 1(T) e
I(T™") tem o mesmo raio, e 1(T) € levado em 1 (T~") pela transformagdo T.

Demonstracao:

Seja T(z) = % com ad —bc = 1. Daf, T '(z) = =42 [(T) = {z€Cllcz+d| =1} e

cz+d cz—a ’

I(T*‘) ={z€Cl|lcz—a|l=1}. Fazendo z=x+1iy € I (T), entao

1 a\’ 1\?
== (x+=) +vi=(=]),
Ic c Ic|

ou seja, I (T) é um circulo euclidiano de centro (—%, 0) eraio —. Agora, se z = x+1iy € | (Tq) ,

Ic|

d
cztdl=1=lelx+iy)+d=1= x+_+1iy

entao

1 2 1\?2
cz—al=1= Sty = — = (x=2) 2= (),
c Ic| c Ic|

ou seja, | (T_]) ¢ um circulo euclidiano de centro (%, O) e raio \ll Portanto [(T)el (T_1) tem

o mesmo raio. Suponha agora que z € I(T), entdo z = —4 ct o Ic\ ,com 0 € [0,27], e

Ic]
(—— + e*’) +d

—ad+bc ‘|‘
IC\

T(Z):a< —|——ele>—i—b

d+ e +d

Iel

Vejamos que T (z) € 1 (T_]) . De fato:

lc(T(z)) —al= —’% (cos () —1isen (0)) +a— a| = cos? (0) +sen? (0) = 1.
Logo, T(I(T)) Cc1 (Tq) , ou seja, I (T) é levado em I (T*]) por T. O

Teorema 3.3 Seja T € PSL(2,R), com ¢ # 0. A restricao do circulo isométrico I (T) a H €
geodésica em H.

Demonstracao:

Como vimos no teorema anterior, se T( ) = 2;13 com ad —bc = 1 entdo I(T) é um circulo

euclidiano de centro (—%, O) e raio — Logo o0 eixo x contém um dos diametros de I (T). Logo,

[(T) é um circulo ortogonal ao elxo x portanto, geodésica em H. O
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3.3 Encontrando Geradores do Grupo Fuchsiano F,

Para encontrar as isometrias @g, @1, ©2, @3 que geram F, no Exemplo 2 da Sec¢ao 3.1, primeira-

mente observemos que a rotacao T (z) = e'*z pode ser escrita na forma T(z) = gzz—jfg com

aa — cc = 1, ou seja, como elemento de PSL (2, C). De fato, tomemos a = cos (%‘) + isen (%‘)
e ¢ = 0. Logo,

(cos (%‘) + isen (%‘)) z+0 (cos (%‘) + isen (%‘)) z.cos

0z + (cos (%‘) —isen (%‘)) T co

= (cos () +1isen (x))z

= e'%z.

Além disso,
aa—cc = <cos (%) + isen <%)> (cos (%) —1isen <%>> +0.0 = cos? (%) —i%sen? (%) =1.

Consideremos a Figura 14 abaixo.

ool
FSENNEE

©)
=
Q

d(O,B)=x
d(B,O0)=y

FIGURA 14: Encontrando expressoes para isometrias.

O circulo de centro O’contém a curva y; (um dos lados do octégono hiperbélico regular de
angulos internos 7) representada na Figura 11.

Observemos que OAQ’ é reto em A e BCO’ é reto em C. Além disso, B = st3=7% No
triangulo BCO’ temos

sen(%)z%ﬁy:%:r\/z
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No triangulo OO’A temos

(x+y)=1"+1=
2
<T—i—r\/§> -+l =
2
P(14v2) =1+ 1=
2
rz((1+ﬁ) —1):1:>
,
24+2V2
T = ] .
2+2v2

Além disso,

1+
2+22

CV3+2v2vV2+2V2
B 24+2v2
_V144+10V2

O 242v2

Queremos que o circulo de centro O’ na Figura 14 seja o circulo isométrico da transformacao
@o €, mais ainda, que [ ((pg]) seja o circulo que contém a curva y; da Figura 11. Para isso,
precisamos descobrir os valores de a e ¢ complexos tais que

a T
Ip— ]_|_

c 2422
gy I
c 2+2V2

Facamos a = x + iy e ¢ = z + iw. Sabemos que z% +w? = 2 + 2v/2. Logo,

a
c

olal
ol ol

_ —(x—iy) (z— iw)
B 22 + w?
(—xz+yw) +1i(xw +yz)
22 +w?

_ 1 :>{—xz—|—yw: 14 4+10v2

_I_—
24+2V2 xw+yz =0
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Por outro lado,

@xc
c'c
(xz +yw) +1i(yz —xw)

z? +w?

14 +10v2, xz+yw =0
V14+ \/_:>{ y i

SN vz—xw =14+ 10v2

a
C

Os Sistemas [ e II nos fornecem as equagoes

2yw =1\/14 4+ 10V2
2yz =1\/144+10V2

2xz = —\/14 +10v2

2xw = —\/ 14 + 10V/2.

Logo,
dyw? + 4yt =2 (144+10v2) =
2l
Além disso,
2 4w =2 (14 410V2) =
o tbrrn)
Daf,

CVE3HV2V2+2V2 V2
S Vo B A e

CVBr2vav2+2va V2
w= NS _j:zx/2+2\/§.

Se escolhermos x < 0,y >0,z > 0 e w > 0 as equacoes que os Sistemas [ e II fornecem ficam
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satisfeitas. Dessa forma, temos a transformacao

az+c
(+ 3+ 2V2+12V34+2V2) 2+ (YV2+2V2-i3V2+2V2)
- (#V2+2v2 —I—iﬁ 242V2) 2+ (- 2V3+2V2 - 12V3+2V2)
(VB VIH B 2VE) 24 (V24 2V2-1V2 4 2V2)
(V24 2V V2 +2V2) 2+ (-V3+ 22— 1V342V2)

T(z) =

com

ad — cc = (—g 342V2+1 —\/3+2x/_> ( %\/3+2x/§—1§\/3+2f>
(‘/— z+zf+1—\/2+zf <\/——\/ +2\/§—1\/—— 2+2\/§>

2
(3+zf+3+zf)——<2+zf+z+zﬁ)

2
z “(6+4v2—4—4 2)
=1 1 1 ( +4v2 V2
=1.
. ~ . ~ — _ \/14+10v2
Mostremos se T (z) é a transformacao encontrada acima, entao [cz + al = 1 paraz = sz+

—1 e com 0 € [0, 27 . De fato:
2422

lcz + ﬁlz =

VIV242v2 (V1A T0VE et _VAV3HV2
2 2+2V2 V2422 2

B V2 {V34+2V2  cos(0) +isen () )
— 2<\/2+2\f2(1+1)<m+ NS —\/3+2V2(1+1)

= ? ( 3+2vV2+cos(0) +isen (0) +1\/3 +2v2 +1icos (8) —sen (0) — \/3+2ﬁ—i\/3—|—2ﬁ>

2

2

2

N

5 (cos (0) +1isen (0) +1icos(0) —sen (0))

(cos2 (8) — 2 cos (0) sen (0) + sen? (8) + cos? (0) + 2sen (0) cos (0) + sen? (6))

,—‘N\—‘

Logo, para essa T o conjunto I(T) é um circulo isométrico. Temos

(-V3+2v2-iV3+2v2) 2= (V2+ 22 - V2 +2V2)
—<\/2+2\/§+i\/2+2\/§)z+ (—\/3+2\/§+i¢3+2ﬁ)'

T '(z)=

Tomando
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9o (z) =

e
(- \/3+2f+1\/3+2f)z+(\/2+2f—1\/2+2f)
(\/24—2\[4—1\/2—1—2\[)2—1— V3t 22 -iV3+2v2)

(-

91(z) =™ (T (e (2)))

\/3+2f—1\/3+2\f)z+(\/2+2ﬁ—i\/2+2ﬁ)
(

E%z+2f+1¢z+2f 2+ (V3+2V2+iV3+2v2)
@2(z)=e'a (T*1 (eiz (z)))
(ﬁ .f) ( (-V3+2v2-1V3+2v2) (L2 (1+0) - (V2+2V2-1V2+242) )
(\/2+2\f+1\/2+2\f) (@z i))+(—m+im)

2

93 (z) = e (92 (e (2)))
vz A\ [ (V3r2v2+iv3+2v2) (— 2200 +0) + (V2+2V2- 12+ 2V2)
(z”) ( (V2+2v2+1v2+2V2) (-2 (1 i))+(—\/3+zﬁ+i\/3+zﬁ))'

temos o grupo discreto de isometrias F; = (@0, @1, @2, @3) gerado pelas isometrias hiperbdlicas
©o, ©1, P2, @3 que identificam os lados do octégono hiperbdlico regular com centro na origem
composto por 16 triangulos equilateros gerados por Fy.

Temos que @o (Y1) =v3, @1(vs) =v7, ©2(v2) =vs e @3(ve) = va. (Figura 15 abaixo)

U

?s

F1GURA 15: Identificacdo de geodésicas por isometrias.

3.4 Encontrando Geradores do Grupo Fuchsiano F,

Para encontrar as isometrias 8¢, 01,02 que geram F; no Exemplo 2 da Secao 3.1, devemos
desenvolver um pouco as inversoes em circulos.

Seja Q um circulo em R? com centro K e raio r. Dado um ponto qualquer P # K em R?, um
ponto Py é chamado inverso de P quando



(1) Py encontra-se no raio que vai de K a P,
(i) KP;.KP =12
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A relagao é reciproca: se P; é o inverso de P, P é o inverso de P;. Dizemos que P e Py sao

inversos com relacao a Q.

Facamos P, P; e K serem os pontos z, z; e k em C. As condigoes da definicao acima podem ser

reescritas como

(z1—k) (z— k)| =71%, arg(z; —k) =arg(z—k).

Como arg (z—k) = —arg (Z—E) (Figura 16), as duas equagoes sao satisfeitas se, e somente
se,
(z1—k) (z—k) =12
A
:'lr Z
L7
k
z,-k
z-K :
'O‘i ; >
Z-k
FIGURA 16: Inversoes em circulos.
De fato:
=) Lembremos que z.z = z]* e ainda que, se temos zj = |z1]e® e z, = |z5]e'®2, entdo
21.22 = |z1] . |25 €1®1102) Chamemos arg (2_1 — k) = —« e, portanto, arg (z — k) = «. Logo,

(zi—k) (z—k) = |z1 — k| .|z — k| .e"!*¥

=|z1—Xk|.lz—X|
=|z1 —k|.|lz—X]

=|(z1 = k) (z—= k]|
=12

Temos ainda que

(21—K) (7 =K) (z=k) Z=K) = lz1 = k. |z = K| = |(z1 = k) = K)|" = +*.

Substituindo (III) na equagao anterior temos

(z1—k) (zi—k) (z—k) (z—k) = (z1 = k) 7% (z—k) =" =
(z1—k) (z—K) =12

&) Como (z7 — k), (Z— E) € C e, por outro lado, (z; — k). (E—E) € R, entao

arg (zq —k)+arg(Z—E) =0= arg(z7 — k) :—arg(Z—E) =arg (z—k).

(I11)
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Agora,

=

T‘z = (21 —k) (2— )
=z —k]. ’Z — E| etlarglz —K)+arg(zK))

=|z7 —kl|.]z—K|
= |(z1 — k) (z—Kk]|.

Entao, temos uma féormula para a inversao em circulo pois,

(Z] —k) (Z—E) :Tz:>

T.2

zZ1 = =+ k=
Tk
kz+ 12— [k
Z]:—_.
z—k

No nosso Exemplo 2 da Segao 3.1 temos 3 isometrias (Figura 11):

50 (Z) =z

01 (z) = Iz| <\/7§ —I—i?)

_ 1 '
5, (2) = Z'\/% (COS (g) +isen (g)) 1
zZ— 1+m(cos <§>—isen(g>>

Entao, o grupo discreto de isometrias procurado é F; = (8¢,81,02) sendo o ponto Q =

(a cos (%‘) , asen (%‘)) com a = 0,8607063036.




Capitulo 4

Mergulhos Isométricos

Nosso objetivo neste capitulo é considerar reticulados andlogos ao dos exemplos do Capitulo 3
e mergulhé-los isometricamente em S® C R?, ou seja, transforma-los em “reticulados esféricos”.
A razao disso é que, mesmo sendo crescente o estudo de codigos corretores de erros em espacos
hiperbdlicos, nao ha, aparentemente, uma situacao pratica em Teoria da Informacao e Codi-
ficacao que possa ser modelada convenientemente por modelos puramente hiperbdlicos.

De um modo geral, a pesquisa sobre mergulhos isométricos de variedades riemannianas em
espagos euclidianos e esféricos nao é simples. Entretanto, trabalharemos com o mergulho
isométrico estudado em [16] aplicado aos nossos reticulados. Para tanto, consideremos um outro
modelo para a geometria hiperbdlica plana denotado por (P, ds), sendo P = {(u,v) : u,v € R} =
R? munido da métrica riemanniana ds tal que:

ds = \/du2 + cosh? (u) dv2.

Uma isometria entre as variedades riemannianas (P,ds) e (H, ds’), sendo H o modelo do semi-

plano e
ds’ — £/ dx2 +dy?
y )
¢ dada por « : P — H tal que:
x (U,V) =eY (tanh (UJ s @) ,
cuja inversa é dada por ' = 3 : H — P tal que:

B(x,y) = (senh’1 <§) ,In (\/W)) .

Consideremos as seguintes fungoes (ref. [3] e [4]):

1])1IR—> R € ll)le—) R

hu+3 |45 |+6

u — 32L U — 3%‘%‘

sendo |z| o maior nimero inteiro menor do que ou igual a z. As fungoes acima sao do “tipo
escada’”.
Definamos a constante

A = [gsen () exp (ﬁ) dg =0,14133...
Consideremos também as seguintes funcoes:

R

@1: R —
u — \/l U sen (7€) exp <’—1) dé
AJO &)

sen? (7t

o4
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@2: R —> R
u — \/}l\fg sen (7€) exp <Sen;(1ﬂ£)> dé
fi: R — R e f: R — R
U —s @ (?p)]s(elil)h(u) u o fy(u) ©2 (LIL)ZsF;l)h(u)
Fr: R — R e F,: R — R
u — tanh (exp (u)) u m
g: R — R

u — \/Rz—ez(F%(u)—i—%F%(u)—|—f%(u)—|—f§(u))’

sendo R o raio do espaco esférico, que nosso caso é 1.

pr: R — R
“F
J 2(&) \/1 _ Ky (£) — Ke2 <F/1 () + IF5 (8 + ), (&) + f, (£)2> d§
0F1(Ev)

p2: R — R

“Fy (&)
v _Jo F2 (&)

sendo —K a curvatura gaussiana constante do modelo P que, no nosso caso, é —1 (ref. [16]).

\/1 —Kg (£)° = Ke2 (Fy (£)7 + 3, (87 + 1 (£)7 + £ (£)°) d&.

A aplicacdo M : P — S8 c R tal que:
M (LL,V) = (X1 (U,\)) y eery X9 (U,,V))
com funcoes coordenadas x; : P — R dadas por:

x1 (u,v) = eF; (u) cos (—"t‘\"ﬁ(:‘)>

_ vtpr (u)
x> (u,v) = e¢Fq (u) sen (ﬁ)

x3 (u,v) = 5F, (u) cos <—\/Z(‘:\7'é(u)))

x4 (U, v) = %Fz (u) se

x5 (u,v) = efy (u) cos

x7 (u,v) = ef, (u) cos

n
xg (U, v) = efy (u) sen (“1’\‘/%)
xg (u,v) = ef, (u) sen (

X9 (u,v) = g (u)
é um mergulho isométrico de P em S® (ref. [16]).

Adotaremos, para os exemplos a seguir, ¢ = 0,5 em g, p; e pz2, que estd préximo do valor
limite para que as raizes em g, p; € P2 nao sejam numeros complexos. Além disso, devido
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a complexidade dos integrandos que definem as funcoes p; (1) e p2 (u), motivo pelo qual o
software matematico Maple 12 nao conseguiu avaliar as fungoes p; e p2 para varios valores de
u, optamos por interpolar os integrandos

F 1
e w — g (6 = Ke2 (P (€4 TR+ (6 + £,(0)°)

F2 (&) 2

por polindémios de grau 8 (ndo encontramos melhoras de aproximagao para polinomios de graus
maiores). As interpolagoes foram feitas utilizando o sofware Maple 12 de forma que primeiro
obtivemos os pontos (imagens de 9 pontos em cada intervalo igualmente espagados) necesséarios
para cada interpolagao e depois utilizamos o comando Polynomiallnterpolation para interpolar.
Devido as caracteristicas dos exemplos que estamos propondo nés obtivemos dois polindmios,
um para cada integrando, para cada intervalo, sendo eles [—3,-2], [-2,—1], [-1,0], [0,1],
[1,2] e [2,3] (observe que os integrandos nao estdo definidos nos nimeros inteiros), ou seja,
12 polindmios. Com esses polindomios avaliamos o mergulho M em cada um dos pontos dos
exemplos seguintes.

Chamaremos de M o mergulho M com as substituicoes dos integrandos de p; e p, pelas
interpolagoes conforme explicado anteriormente.

Também cabe chamar a atencao para o conceito de distancia minima entre pontos de um
reticulado. Para que um reticulado tenha utilidade do ponto de vista de Teoria da Informacao e
Codificagao, a menor distancia (euclidiana) entre pontos do reticulado nao deve ser tao pequena.
Por outro lado, mergulhar o reticulado em espacos esféricos de raio maior significa aumentar
a quantidade de energia gasta, o que nao é bom para um sistema eficiente de comunicagoes.
Por fim, ressaltamos que a utilizacao de espacos esféricos é interessante do ponto de vista de
codificacao porque a quantidade de energia gasta no envio de palavras-cédigo é a mesma para
qualquer ponto do reticulado, ou seja, a energia gasta é proporcional ao raio do espaco esférico.

Fy (&) \/1 —Xg' (5)2_ Ke2 (F/] (E)2+ 1]:/2(&)2_1_ f/] (£)2+f’2(5)z>

Exemplo 1: Consideremos os pontos do 16 — QAM, dispostos no modelo P de modo que
Q] = (Oa0)> QZ = (]>O)> Q3 = (2>O)a Q4 = (3)0)> Q5 = (O>])) Q6 = (1a1)> Q7 = (2>])>
Qs=(3,1),Qs=1(0,2), Qio=1(1,2), Qu=1(2,2), Q12=(3,2), Q13=1(0,3), Quu = (1,3),

Q15 =1(2,3) e Q16 = (3,3) (Figura 17). Aplicando o mergulho M a esses pontos teremos as suas
imagens, que chamaremos de p; = M (Q;) € S® ¢ R? com i = 1,...,16. Calculando a distancia
euclidiana entre todos os pontos concluimos que a menor distancia euclidiana se d& entre os
pontos P3 e P4 que sdo imagens dos pontos Q3 e Q4 em R?.com d (p3,ps) = 0,001218021438,
ou seja, do ponto de vista de distancia minima, esse mergulho nao foi bom, pois os pontos estao
muito agrupados no S8,

Observemos que a distancia entre Q3 e Q4 é 1, pois na métrica do modelo P, a abscissa tem

métrica euclidiana.

A P
M0 Q2 Qe 0
Qa :QIO :Qli le
2¢ R S

FiGurA 17: Uma possivel posi¢ao para o reticulado 16 — QAM no modelo P.



Exemplo 2: Consideremos agora os pontos do 16 — QAM deslocados, Q1 = (—%, 5
Qs

Q2 = ( 2»2) Qs = (2’2) Qq4 = (2»?) Q5_(_%’_%) :(_1 l) Q7:(%>%

1 1t Ay _ 3?2 3
(3,3), Q9 (_j 1), Q1o—( 3 2)>Q11 =(3,—3), Quz=(3,— ) Qiz = (-3, ZL
Qu = ( ) Q5 = ( , —) e Qi = ( , %) (Figura 18). Aﬁhcando o mergulho M
a esses pontos teremos as suas imagens, que chamaremos de p; = M (Q;) € S® € R? com
i=1,...,16. Calculando a distancia euclidiana entre todos os pontos concluimos que a menor

distancia se d4 entre os pontos ps e P15 que sdao imagens dos pontos Q4 e Q5 em R? com
d (p4,p15) = 0,141807756, ou seja, uma melhora bastante significativa em relacdo ao exemplo
anterior.

Calculando a distancia entre Q4 e Qj5 na métrica de P, denotada por p(x(Q4),x(Q1s5)),

encontramos o valor 3,935213459, ou seja, Ei(g“)—p‘(a = 0,036035594, que demonstra uma
relacao entre dlstan(:las bem mellhor que no exemplo anterior, que é 0,001218021438.
VA P

:Ql :Qz :Qg Q,

', e,

' >
5 05 05 5
' ' X

¢ - --e05--0---0

Q Q0 Q0
IQlS Q14 IQ15 IQIE

o - - - 8-15[- -0- - -0

FIGURA 18: Uma posicio do 16— QAM em P que resulta em distancia minima maior em S&.

Dos dois exemplos anteriores, percebemos que a posicao do reticulado em P interfere na distancia
minima em S%. O que observamos numericamente, apés tomarmos vérias posicées para o 16 —
QAM, é que a posicao central fornece a melhor distancia minima.

Exemplo 3: Neste exemplo tomaremos o 16 — HQAM definido no Capitulo 3. Fazendo
a = 0,8607063036 (calculamos esse valor no referido capitulo) e b = 1,587746142 temos as
coordenadas dos 16 pontos no modelo P dadas por (Figura 19):

Q1= s 5). 3o (7).
<

0= (s 7)o ().
S R )

Q0= (s (3 +2) o (24 7).

0s= (s (3 +25) o (323)).
Q0= (o (3 +25) 5o (7 +25)).
0= (s (£ +35) o (7 +57).
0= (e (7 +35) 5 (£ +57)).
Q= (s (7 +47) e (7 4.
Q1= (B (3 +47) 5 (2 47))
= (3o (457) om (T +37).
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Aplicando o mergulho M & esses pontos teremos as suas imagens, que chamaremos de p; =
M (Qi) € S8 c R? com i = 1,...,16. Calculando a distancia euclidiana entre todos os pontos

concluimos que a menor distancia se da entre os pontos pi5 € pi1g que sao imagens dos pontos
Q]5 (& Q16 e RZ,COIH d (‘p15,p16) = 0,2235478903

4

h

Yy
P
QX Qe
ox | ¥
Ny S 0, .
Je | * . -
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o .
Q,
»
.o - _Q15
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:' “
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F1cURA 19: Reticulado 16 — HQAM no modelo P.

Observemos que a distancia minima desses 16 pontos mergulhados em S® é bem melhor que as
distancias minimas que encontramos nos exemplos anteriores.
Calculando a distancia entre Q15 e Q16 na métrica de P encontramos o valor 0,817051786, ou

: d(pis5,p16)
S€)8; Sa(Qis),x(Qre

— = 0, 273603086, que demonstra uma relacao entre distancias bem mellhor

que nos exemplos anteriores, levando-nos a crer que, reticulados em ambientes hiperbdlicos
temos, de fato, uma melhora consideravel na relacao entre as distancias.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

Conforme constatado no capitulo anterior, a posicao na qual se encontra o reticulado que sera
mergulhado isometricamente em S® interfere na distancia minima do reticulado mergulhado.
Também parece, embora nao tenhamos provado, que o reticulado posicionado de modo simétrico
em relacao a origem fornece melhor distancia minima em S8. Este é um resultado a ser estu-
dado em trabalhos futuros. Também hé de se considerar algo mais dificil: dentre os possiveis
reticulados geometricamente uniformes com (por exemplo) 16 pontos, qual é aquele que fornece
a melhor distancia minima em S8? N&o respondemos essa pergunta em nosso trabalho, mas
certamente é um problema que merece atencao, pois trata-se de uma questao basica em Teoria
da Informacao e Codificagao o estudo dos cédigos que possuem o melhor desempenho possivel
dentro de uma determinada classe de codigos.

Outro problema que ficara para futuros estudos estéa relacionado a nao unicidade dos mergul-
hos isométricos do plano hiperbélico em S8, ou seja, qual é e a relacdo entre o € das expressoes
do mergulho isométrico e a distancia minima do reticulado mergulhado? Algumas contas que
fizemos com alguns valores de € levam a crer que quanto maior for o €, melhor sera a distancia
minima.

Também podem ser considerados casos de mergulhos isométricos de reticulados em ambi-
entes euclidianos e hiperbdlicos simultaneamente. Por exemplo, conforme mencionado neste
trabalho, o reticulado 16 — QAM pode ser mergulhado isometricamente em uma esfera tridi-
mensional em R? e, também, em uma esfera de dimensio 8 em R’. Fazer a comparacio en-
tre distancias minimas nesses dois ambientes é interessante, pois pode levar-nos a considerar
a relevancia de trabalharmos com reticulados euclidianos ou com reticulados genuinamente
hiperbdlicos. Nesse sentido, e baseados nos exemplos que trabalhamos, somos levados a crer
que reticulados genuinamente hiperbolicos geram imagens mergulhadas com propriedades mel-
hores, do ponto de vista da codificacao, do que reticulados euclidianos.

Por fim, é natural a extensao desse trabalho para dimensoes maiores, seja no dominio dos
mergulhos, seja na imagem. Nesse sentido, temos duas linhas de pesquisa bastante arduas:
(1) a passagem do plano hiperbdlico para espagos hiperbdlicos de dimensdes maiores do que
2 envolve o estudo de grupos de transformacoes bastante complicados. Em dimensao trés,
temos os chamados grupos kleinianos (andlogos dos grupos fuchsianos) nos quais nao ha muita
pesquisa a respeito. Alids, do ponto de vista de pesquisa matematica, o estudo de geometrias
nao-euclidianas é um campo pouco explorado; (2) a passagem do S® para outros espacos esféricos
envolve o desenvolvimento de expressoes de mergulhos isométricos, o que certamente é bastante
dificil devido a escassez de artigos sobre o assunto.
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Apendice

O software de calculo numérico e simbdlico utilizado para a execucao dos calculos apresentados
no Capitulo 4 foi o Maple 12.0.

Primeiramente carregamos os seguintes pacotes:

with(Student [Calculusi]);
with(Student:-Precalculus);
with(geometry) ;
with(Student [Precalculus]);
with(plots);
with(CurveFitting) ;

Para evitar confusao nos céalculos dividimos as rotinas em arquivos diferentes onde em cada
arquivo foi executado um passo da resolucao. Entretanto, em praticamente todos os arquivos
foram definidas as seguintes fungoes:

abs (u)+1 .
‘Ll)(u) = 2trunc<—2 > 5
abs (u) .
B(u) = 32trunc<—2 ) 6
1
A:= ——]d
J 31n(7tE,)exp( (sin(ﬂ&))2> &
1
(w) <1 ( sin(7mé)ex ( —1 )d&))5
u):= | — -
? A P (sin(mE))?
cwie ([ sintrtrems (b))
w):= | — -
A \Jo P (sin(mE))?
(e )
f(u):= (‘l’(u)> .sinh(u)
_ (Cw :
h(u):= (B(u)) .sinh(u)
F(u) := tanh(exp(u))
1
Glw):= cosh(exp(u))

E ainda:
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e(x):= 0.5
1
gu) :=(1-(e(x))?). (F(u)2+%.G(u)2+f (u)2+h(u)2> ’
L , 1 : ¢ (w)
K(u):= f(u). ((((p ) (w). (—ll’(u)) sinh(u)+ <1|)—(11)) cosh(u))

, 1 ) C(u)
+h (u) <((C y(u)). (B(—u)) sinh(u)+ (B(—u)) .cosh(u))

1
J() =) . (F(w). ((F?) (u))+5.(G(u) -((G7) (W) +K ()

/(1-(e(0)?). (F(u)hé () 24+E () 2+h (u)

L) = () )7 + . ((67) ()% (((pll;(—)u()u).sinh(u)+$$; .cosh(u))2
+ (%.sinh(u)+%.cosh(u))2

o (W) :=J: (%.1—0(&)—@@2) . (L(E))))%) a

o (u)i= -L (%.1-(J(5)-(8(x)2) . (L(&))))%) az,

Além dessas fungoes, para interpolar o integrando de p incluimos, em um dos arquivos, a funcao

.= G(&) ~ _ 5 1
M(E) : —F(E)'(l (J(E)-(e(x)?) . (L(&E))))2

e utilizamos o comando
evalf (M(0.05))

para avaliar M em 0.05, por exemplo. Calculamos M (0.1), M (0.2), ..., M (0.9) para o intervalo
de 0 a 1. E fizemos de forma andloga para os intervalos (1,2), (2,3), (0,—1), (—1,-2),
(—2,—3). Apds esse passo utilizamos o comando

PolynomialInterpolation([[0.1,0.7111044617],[0.2,0.6183718241],[0.3,0.5339091294],
[0.4,0.4569271249],[0.5,0.3868327086],[0.6,0.3232378012],[0.7,0.2659377173],
[0.8,0.2148619305],[0.9,0.1700034059]7 ,x)

para interpolar um polinémo de grau 8 para M. Observe que dentro de cada colchete é inserido
o par ordenado [£, M (&)], ressaltando que esses pares ordenados foram inseridos manualmente.

De forma andloga, em outro arquivo, além as fungoes anteriores definimos M agora para
interpolar o integrando de o como

_F@ ~ 2 1
M(E): —G(a)'(l (JE)-(e(x)9) . (L(E))))2

e interpolamos, usando os mesmos comandos, um polinomio de grau 8 para M.

Esse procedimento foi feito para todos os intervalos acima citados.
Com os polinomios interpolados foram criados agora 6 arquivos contendo os mergulhos:

para os intervalos (0,1), (0,2), (0,3), (—1,0), (—2,0) e (—3,0). Cada um desses arquivos
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possui as fungoes acima citadas com apenas duas modificagoes: agora no lugar dos integrandos
de p e 0 aparecem os polindmios obtidos no passo acima. Por exemplo, no mergulho (0,2), p
estd definido da seguinte forma

1
p(u):=J (0.008131944444x%°-0.02353154761x'-0.01404347222x5+0.07796141668x°
0
+0.003503804857x*-0.1774347629x°+0.5126909482x?-1 . 068995836x+0 . 8130534569) dx
u
+J (0.006154489087x°-0.09581197619x ' +0.6122268938x°-2.093144036x°

1
+4.169221506x*-5.012648120x°+3.917031830x?-2.415097409x+1 .043413994) dx.

Nesses arquivos dos mergulhos estao o restante das fungoes que definem o mergulho M, sao
elas:

1(u,v):= e(x).F(u).cos (EXiESEZl)
e(x)
m(u,v) := E(X).F(u).sin.(£2i8£221>
e(x)
_o_e® sqrt (2) . (v+o(u))
n(u,v):= sqrt (2) .G(u) .cos ( o )
o _fffl__ . (sqrt(2). (v+o(u))
o= Sre tW -Sln( - )
p(u,v):= e(x).f(u).cos (V'lb(u)>
(x)
q(u,v):= e(x).f(u).sin (V ‘Ll)(u))
(x)
r(u,v):= £(x).h(u).cos (v B(u))

s(u,v):= e(x).h(u).sin (V'B(u))
e(x)

t(u,v):= g(u)

H(u,v):=(1(u,v),m(u,v),n(u,v),o(u,v),plu,v),qu,v),r(u,v),s(u,v),t(u,v))

Para avaliar H nos pontos dos exemplos na dissertacao utilizamos o comando evalf (H(u,v))
dentro do arquivo do mergulho ao qual u pertence. Por exemplo, para calcular o valor de

H ( digitamos o comando
33
evalf |H| =, =
(+(32))

dentro do arquivo do mergulho do intervalo (0,2), e assim por diante, obtendo o valor dos 48
pontos dos 3 exemplos da dissertacao.

Para calcular a distancia minima definimos, em arquivos separados, os 16 pontos de cada
exemplo como pl,...,p16. Por exemplo, no exemplo 1 p1 é H(0,0), logo foi definido como

2»2)

pl:=(-0.9907385618,0.04721623728,0.3346564052,0.08356188965,-0.00007386159764,
-0.0003362043923,-0.0009291809611,-0.0004505808513,0.9321889905)

ressaltando novamente que esses valores foram copiados e colados manualmente.
Dai, com o comando
Distance([pil, [pjl)



calculamos as distancias entre os pontos da seguinte forma,

Distance([p1], [p2]),...,Distance([pl], [p16]),
Distance([p2], [p3]),...,Distance([p2], [p16]),

Distance([p15], [p16]).

E visualmente foi verificada a menor distancia.
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