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Resumo

Neste trabalho estudamos cédigos de Goppa e apresentamos diversos resultados sobre as assim
chamadas distancias generalizadas de Hamming. No caso particular de c6digos Hermitianos,
apresentamos resultados exatos para a primeira, segunda e terceira distancias generalizadas de
Hamming, considerando quase todos os codigos suportados em um ponto.
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Abstract

In this work, we study geometric Goppa codes and present several results on the so-called
generalized Hamming distances. In the particular case of Hermitian codes we present precise
results for the first, second and third generalized distances, for almost all Goppa codes supported
on one point.
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Introducao

Esta dissertacao trata de codigos de Goppa, estudando, em particular, resultados relacionados
com o conceito de distancia generalizada de Hamming. Este conceito foi introduzido por Wei
em [10]; além dos resultados de Wei apresentaremos também resultados encontrados em [9]. Tal
conceito, além da importancia tedrica, tem também importancia em aplicacoes praticas, como
por exemplo, o estudo de transmissoes sujeitas a escuta, que alids, foi a motivagao do trabalho
de Wei; veja mais detalhes sobre essa aplicacao em [10]. Outra aplicagao prética desse conceito
estd na area de decodificacao, especialmente a “decodificacao em listas”; para mais detalhes
sobre essa aplicacao veja o artigo [3] de V. Guruswami.

Este trabalho esta dividido em dois capitulos. No primeiro capitulo, veremos alguns con-
ceitos e resultados fundamentais para o entendimento do que mostraremos no segundo capitulo,
dentre eles os conceitos de corpos de fungoes algébricas de uma variavel, valorizacoes, lugares,
divisores, adeles, diferenciais de Weil e o Teorema de Riemann-Roch. No primeiro capitulo,
vérias demonstragoes serao omitidas, as mesmas podem ser encontradas em [7]. No segundo
capitulo apresentaremos defini¢oes e resultados basicos sobre cédigos de Goppa e estudaremos
as distancias generalizadas de Hamming, apresentando alguns resultados sobre esse conceito.
Na tultima secao estudaremos o caso particular dos coédigos Hermitianos suportados em um
ponto, apresentando resultados especificos, por exemplo, calcularemos a primeira, a segunda
e a terceira distancia generalizada de Hamming para esses codigos. Todos os resultados do
segundo e terceiro capitulo serdo demonstrados e estdo baseados nas referéncias [9] e [10].

Leandro Cruvinel Lemes
Uberlandia-MG, 06 de marco de 2009



Capitulo 1

Conceiltos Basicos

1.1 Corpos de funcoes, anéis de valorizacao, lugares e
divisores

Definigao 1.1.1 Um corpo de funcées algébricas F/ K de uma varidvel sobre K € uma extensdo
de corpos K C F onde existe um elemento x € F transcendente sobre K tal que F' é uma
extensao algébrica finita de K(x).

Por simplicidade iremos nos referir a F /K apenas como um corpo de fungdes. Notaremos
por K ao conjunto .
K :={z € F; z é algébrico sobre K}.

O conjunto K é um subcorpo de F, pois, a soma, o produto e os inversos de elementos algébricos
sao ainda algébricos. O subcorpo K é chamado de corpo de constantes de F /K. Temos que
KCK C F e, facilmente, pode se verificar que F'/ K é um corpo de funcdes sobre K. Nés
dizemos que K ¢é algebricamente fechado em F' (ou K é o corpo de constantes de F') se K =K.

Observacao 1.1.2 Os elementos de F', transcendentes sobre K, podem ser caracterizados pela
sequinte propriedade:

z € F € transcendente sobre K < [F: K(z)] < oc.

Defini¢ao 1.1.3 Sejam F/K um corpo de funcgoes e x € F transcendente sobre K tal que F é
uma extensao algébrica finita de K(x). Dizemos que F/K é um corpo de fun¢oes racionais se

F = K(x).

Os corpos de funcoes racionais sao o caso mais simples de corpos de fungoes, porém varias
vezes recorremos a eles para resolver casos particulares e, assim, obter idéias de provas para
casos gerais.

Definicao 1.1.4 Um anel de valoriza¢ao de um corpo de fungées F/K € um anel O C F com
as sequintes propriedades:

(i) KCOCF;
(11) Para todo z € F, tem-se z € O ou 2~ € O.

Vejamos algumas propriedades dos anéis de valorizacao.

Proposicao 1.1.5 Seja O um anel de valorizagdo do corpo de fungoes F/K. Entao
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(i) O é um anel local, ou seja, O tem um unico ideal mazimal P = O\ OF, onde O* = {z €
O; existe a € Ocom za = 1} € o grupo de unidades de O.

(ii) Para todo 0 #x € F, temosx € P < x7 1 ¢ O.

(iii) Dado K o corpo de constantes de F/K , entio K C O ¢ KN P = {0}.

Demonstracao

(i) Seja P := O/O*. Sex € Pez € O, entao zz ¢ OF, caso contrario, existiria y € O*
tal que (z2)y = 1, isto é, z(zy) = 1 com zy € O, o que é absurdo, pois z € P = O/O*.
Se z,y € P, como z/y € O ou y/z € O, podemos supor sem perda de generalidade que
x/y € O. Logo 1+z/ye Oex+y=y(l+z/y) € P, pelo que ja mostramos. Logo P
¢ uma ideal. Seja J ideal de O com P C J C O. Suponhamos por absurdo que J # P,
entdo existe 0 # x € J tal que x ¢ P, isto é, z € J e x € O*. Logo 7! € O e, como
Jéideale x € J, za=t =1 € J, isto é, J = O, o que contradiz a hipétese. Logo P
é maximal. Mostraremos, por fim, que P é o unico ideal maximal de O. Seja () ideal
maximal de O. Como @ # O, entao O*NQ = 0. Logo Q C P. Como @ é maximal,

P=qQ.
(i) Obvio.

(iii) Mostremos que K C O. Seja z € K. Suponha por absurdo que z ¢ O, logo 2~ € O.
Como 27! também ¢é algébrico sobre K, existem elementos a1, as, . ..,a, em K tais que

T+ai(zt) +ax(z )+ +a(z71) =0,

ou seja,

(D (=a; —ay(z7!) = —a.(z7)H =1
Logo z = —ay — as(z™") — -+ —a,(27")""' € K[z7'] C O, 0 que é absurdo. Segue que
K CO.

O

Teorema 1.1.6 Sejam O um anel de valorizagao do corpo de funcoes F/K e P seu inico ideal
mazimal. Entao:

(i) P é um ideal principal.
(ii)) Se P = tO, entdo todo elemento 0 # z € F tem uma unica representacdo da forma
z = t"u para algum n € Z, com u € OF.
(iii) O € um dominio de ideais principais. Mais precisamente, se P =tO e {0} #1 C O ¢
um ideal, entao I =t"O para algum n € N.

No teorema 1.1.6 o inteiro n nao depende do elemento ¢ escolhido tal que P = tO. De fato,
se t e [ sao tais que P =t0O =10, entao existem a,b € O com t = la e | = tb, assim t = tab e,
portanto, ba = 1, ou ainda, a = b~! € O. Assim b € O*. Sejam n € Z e u € O*, entdo

"u = (tb)"u = t"(b"u),

com b"u € OF. Essa observagao da sentido a definicao de valorizagao associada a P que veremos
mais adiante.



Definigao 1.1.7 Seja F//K um corpo de fungoes

(i) Um lugar P de F/K € o ideal mazimal de algum anel de valoriza¢io O de F/K. Todo
elemento t € P tal que P =t0O é chamado de elemento primo para P.

(ii) Pp:={P; P € um lugar de F/K}.

Se O é um anel de valorizagao do corpo de fungoes F//K e P seu ideal maximal, vimos
que O ¢é unicamente determinado por P, a saber O = {z € F; 27! ¢ P}. Logo, denotaremos
Op = O e chamaremos de anel de valorizagao do lugar P.

Definicao 1.1.8 Uma valorizagdo discreta de F/K é uma fungao v : F — Z U {cc} com as
sequintes propriedades:

(i) v(z) =00 & x = 0;

(i1) v(zy) = v(z) +v(y), para todos z,y € F;
(#i) v(z +y) > min{v(z),v(y)}, para todos x,y € F;
(iv) existe z € F' com v(z) = 1;

(v) v(a) =0 para todo 0 # a € K.

Neste contexto, o simbolo oo significa algum elemento que nao pertence a Z tal que co+o0o =
00 +n=n+ 00 =00 e oo >m para todos m,n € Z.

Proposicao 1.1.9 (Desigualdade Triangular Estrita) Sejam v uma valorizacao discreta
do corpo de fungoes F/K e x,y € F com v(x) # v(y). Entdo v(x +y) = min {v(x),v(y)}.

Demonstracao

Dados x,y € F com v(x) < v(y), suponha por absurdo que v(z+y) # v(z). Logo v(z+y) > v(x)

e v(z) = v((x +y) —y) > min{v(r + y),v(y)} > v(x), o que é absurdo. Logo v(z +y) =
O

min{v(z),v(y)}.

Defini¢ao 1.1.10 Para todo lugar P € Pr nds associamos uma fun¢ao vp : F — 7 U {oco}
(que é uma valorizagdo discreta de F/K ) da sequinte maneira: escolha um elemento primo t
para P. Entdao, todo 0 # z € F tem uma unica representacao z = t"u com u € Op en € Z.
Definimos vp(z) :=n e vp(0) := oo.

Dado um anel de valorizacao O e seu ideal maximal P, podemos caracteriza-los usando a
valorizagao discreta vp associada a P.

Teorema 1.1.11 Seja F/K um corpo de fungoes. Entdo:

(i) Para todo lugar P € Pg, a func¢io vp da definicio 1.1.10 é uma valorizacio de F/K.
Mais ainda, temos
Op ={z€ F; vp(z) > 0};

p=1{z € F; vp(z) = 0};
P={zeF; vp(z) > 0}.

Um elemento x € F' € um elemento primo para P se, e somente se, vp(x) = 1.



(ii) Reciprocamente, suponha que v € uma valorizacao discreta de F/K. Entdo o conjunto
P:={z€ F; v(z) >0} € um lugar de F/K, e Op = {z € F; v(z) > 0} € o anel de
valorizacao correspondente.

(iii) Todo anel O de F/K €é um subanel mazimal proprio de F.

Definicao 1.1.12 Seja P € Pp.

(i) Fp := Op/P € o corpo de classes de residuo de P. A aplicacio v +— x(P) de F' em
FpU {0} € chamada de aplicagao de classes residuais com respeito a P. As vezes, nds
também denotamos x + P := x(P), com x € P.

(i) K C Op, entao a aplica¢io x — x(P) mergulha K em Fp e, dai, K pode ser considerado
subcorpo de Fp. Definimos deg P := [Fp : K] o grau do lugar P.

Proposicao 1.1.13 Se P é um lugar de F/K e 0 # x € P, entdo
deg P < [F : K(7)] < 0.
A proposicao 1.1.13 da sentido a definicao 1.1.12.
Coroldrio 1.1.14 O corpo de constantes K de F/K é uma extensao de corpos finita de K.

Demonstracao ~
Usaremos que Pr # () (mostraremos tal afirmagao no coroldrio 1.1.17). Seja P € Pp. Como K
é mergulhado em Fp pela aplicacao de classes de residuo Op — Fp, temos que

(K : K] < [Fp: K] < 0.

O

Para o caso em que deg P = 1, nés temos Fp = K, e a aplicagao de classes de residuo leva

Fem KU {oo}. Em particular, se K é um corpo algebricamente fechado, entao todo lugar é
de grau um e K = K, logo nés podemos ver um elemento z € F' como uma funcao

' {]P’F — K U {0}
' P+—— z(P)

Este é o motivo pelo qual F/K é chamado de corpo de fungdes. Os elementos de K,
interpretados como fungoes no sentido acima, sao fungoes constantes. Por essa razao K é
chamado de corpo de constantes de F'.

Definicao 1.1.15 Sejam z € F' ¢ P € Pp. Nés dizemos que P € um zero de z se vp(z) > 0;
P é um pdlo de z se vp(z) < 0. Se vp(z) =m > 0, entao P é um zero de z de ordem m; se
vp(z) = —m < 0, entdo P € um pdlo de z de ordem m.

Observe que se P é um zero de z € F', com z # 0, temos que vp(z) > 0. Como vp(1) =0,
temos vp(zz71) = 0, logo vp(27!) = —vp(2) < 0, e P é pélo de z71.

Teorema 1.1.16 Sejam F/K um corpo de fungoes e R um subanel de F com K C R C F.
Suponha que {0} # I C R € um ideal prdoprio de R. Entdo existe um lugar P € Pg tal que
1 g PeR g Op.

Corolario 1.1.17 Sejam F/K um corpo de fungoes e z € F transcendente sobre K. Entdo z
tem pelo menos um zero e um pdlo. Em particular, Pr # ().



Demonstracao

Considere o anel R = K|z] e o ideal I = zK|z]. O teorema 1.1.16 garante que existe um lugar

P € Pp com z € P, isto é, vp(z) > 0. Logo P é um zero de z. De maneira andloga provamos

que 27! tem um zero Q C P e, logo, Q é pdlo de z. O
Veremos a seguir algumas propriedades dos corpos de fungoes racionais. Seja F//K um corpo

de fungoes racionais, isto é, existe x € F' transcendente sobre K tal que F' = K(z). Dado um

polinémio moénico e irredutivel p(x) € K|z|, considere o anel

CM@:{ﬁﬂmwmﬂweKMemwM®%-

g(z)

E fécil verificar que Op(z) € anel de valorizacao de K(z)/K com ideal maximal

Py = { L85 10).000) € Klal.pto) | 100) € plo) ot}

Em particular, quando p(z) é da forma p(x) = x — a com o € K, nds usaremos a seguinte
notacao

P, =P _,€ ]PK(m)-

Outro anel de valorizagao de K(x)/K é dado por

om:{%gf@mumkwwd%ﬂ@S@w@ﬁ

com ideal maximal

_f() x| e de i e i
F&—{ﬂ)_ﬂ)()eKH dgﬂ><dgm>}

Este é chamado de lugar infinito de K (z). Observe que estas notagoes dependem do elemento
x de K(z)/K.

Proposigao 1.1.18 Seja F/K um corpo de fungoes racionais onde F' = K(z).

(i)

(ii)

Seja P = Py € Py tal que p(x) € K[z] € um polinémio irredutivel. Entao p(x) € um
elemento primo para P e sua valorizacao discreta vp pode ser descrita como seque: Se
z € K(x)\ {0} € escrito na forma z = p(x)".(f(z)/g9(x)) comn € Z, f(x),g(x) € K[x],

p(x) 1 f(z) e p(z) tg(x), entdio vp(z) =n. A classe residual K(x)p = Op/P € isomorfa

a Klx]/(p(x)); um isomorfismo € dado por

[ Klal/(p(x) — K(2)p
¢{<>mwm>ka<ww»

Conseqiientemente, deg P = deg p(z).

No caso especial em que p(x) =z —« com a € K, o grau de P = P, é um e a aplicagdo
de classes residuais é dada por

z2(P) = z(«), para z € K(x),

onde z(a)) € definido como seque: escrevendo z = f(x)/g(x) com f(x),g(z) € Klz]
polinomios primos entre si, temos

z(a) = {f(oz)/g(a), se g(a) # 0

00, se g(a) =0.



(i1i) Seja P = Py o lugar infinito de K(x)/K, entdio deg P,, = 1. Um elemento primo para
P, ét=1/x. A valorizacao discreta correspondente v, € dada por

Voo (f(x)/g(x)) = deg g(x) — deg f(x),

onde f(x),g(z) € K[z]. A classe residual correspondente para P, € determinada por
2(Ps) = z(00) para z € K(x), onde z(c0) € definido usualmente da seguinte maneira: se
apxT" 4+ -+ ag

= nabm 07
z b b com a #+

entao
ap /b, sen =m,
z(o0) = 0, sen <m,
00, se 1 > M.

(iv) K € o corpo de constantes de K(x)/K.

Teorema 1.1.19 Nao eziste lugar de um corpo de fungoes racionais K (x)/K diferente de Py
e Py.

Corolario 1.1.20 Eziste uma bijecdo entre os lugares de grau um de K(x)/K e K U{occ}.

Demonstracao
Segue da proposicao 1.1.18 e do teorema 1.1.19. O

Teorema 1.1.21 (Teorema da aproximacao fraca) Sejam F/K um corpo de fungoes,
Py, ..., P, € Pg lugares dois a dois distintos de F/K; x1,...,x, € F ery,...,r, € Z. Entao,
existe um elemento x € F' tal que

vp (T —x;) =715 parai=1,...,n.

Corolario 1.1.22 Todo corpo de funcdes tem infinitos lugares.

Demonstracao
Suponha por absurdo que exista apenas um numero finito de lugares, a saber P;,..., P,. No
teorema 1.1.21 tome x; primo para P, er; =1,7=1,...,n. Logo, existe z € F' tal que

vp(r —z;) =1, parai=1,...,n.
Se vp, (z) < vp,(z;), pela desigualdade triangular estrita
1 =vp(r — ;) =vp(z) <vp(x;) = 1.

Assim vp, (z) > vp,(x;) = 1. Logo vp () > 0, para i = 1,...,n, ou seja, x s6 tem pdlos, o que
¢ absurdo. O

Proposicao 1.1.23 Sejam F/K um corpo de fungoes e Py, ..., P, zeros do elemento x € F.
Entao:

T

vai(x) deg P, < [F : K(x)].

=1

Corolario 1.1.24 Em um corpo de fungoes F/K, todo elemento 0 # x € F tem apenas um
numero finito de zeros e de polos.



Demonstracao

Se x é constante, entdao x nao tem zeros nem poélos. Se x é transcendente, o nimero de zeros
de = é menor ou igual a [F : K(z)] pela proposigao 1.1.23. O mesmo argumento mostra que
z~! tem somente uma quantidade finita de zeros e, portanto, x tem, também, uma quantidade
finita de pélos. O

J4 observamos que o corpo K de constantes de um corpo de funcdes algébricas F /K é uma
extensao finita sobre K e F' pode ser considerado como um corpo de fungoes sobre K. A partir
de agora e até o final desse trabalho, assumiremos K = K.

Defini¢ao 1.1.25 O grupo abeliano livre gerado pelos lugares de F/K e denotado por Dp é
chamado de grupo de divisores de F/K. Os elementos de Dp sio chamados de divisores de
F/K. Em outras palavras, um divisor é uma soma formal

D= g npP, com np € Z e quase todos np sao iguais a 0.
PePr

O suporte de D € definido por
supp D :={P € Pp; np # 0}.

Escreveremos, as vezes, D da forma
D = E TLPP,

onde S C Pr € um congunto finito tal que supp D C S.
Um divisor da forma D = P com P € Pg € chamado de divisor primo. A soma de dois divisores
D=> npP eD => npP édada por

D+D'= > (np+np)P.

PePr

O elemento zero do grupo de divisores Dg € o divisor

0:= Z rpP, com todos rp = 0.

PePp

Para Q € Pr e D =) npP € Dp nds definimos vg(D) := ng, logo

supp D ={P € Pp; vp(D) #0} e D= > vp(D)P,

Pesupp D

Uma ordem parcial em Dr € definida por
Dy < Dy & vp(Dq) <wp(Ds), para todo P € Pp.

Um divisor D > 0 é chamado positivo (ou efetivo). O grau de um divisor € definido por

deg D := Z vp(D)deg P

PePp

e esta expressao fornece um homomorfismo deg : Dp — 7.

Pelo corolario 1.1.24, todo elemento 0 # x € F' tem apenas um numero finito de zeros e de
polos em Pr, logo a definigao abaixo faz sentido.



Definigao 1.1.26 Seja 0 # = € F' e denotaremos por Z (respectivamente N) o conjunto de
zeros (respectivamente pélos) de x € Pp. Entdo definimos

()0 = Z vp(x)P, o divisor de zeros de z,

pPez

(T) oo 1= Z(—vp(:p))P, o divisor de pdlos de x,

PeN

() == (2)g — (¥)oo, 0 divisor de x.

Claramente (z)p > 0, () > 0 €

() = > wvp(x)P.

PEPr
Os elementos = € F' constantes e nao nulos sao caracterizados por
re K& (z)=0.
Definicao 1.1.27 O conjunto
Pr:={(z); 0#£x € F}

¢ chamado de grupo de divisores principais de F/K. FEste é um subgrupo de Dg, pois para
0#z,y€F, (xy) = (z)+ (y). O grupo quociente

CF = DF/PF

¢ chamado de grupo das classes de divisores. Para um divisor D € Dpg, o elemento corre-
spondente no grupo quociente Cp é denotado por [D]. Dois divisores D, D’ € Dp sao ditos
equivalentes e escrevemos

D~ D,

se [D] = [D'], ou seja, D = D' + (x) para algum x € F'\ {0}. Pode se verificar que ~ é uma
relacao de equivaléncia.

Definigao 1.1.28 Para um divisor A € D, definimos
L(A)={zeF; () > —-A} U{0}.

Observagao 1.1.29 Seja A € Dp, entao:

(i) v € L(A) se, e somente se, vp(x) > —vp(A), para todo P € Pp.

(i1) L(A) # {0} se, e somente se, existe um divisor A" ~ A com A" > 0.

De fato, (i) e (i7) s@o conseqiiéncias diretas das defini¢oes 1.1.27 e 1.1.28.

Lema 1.1.30 Seja A € Dp. Entdo temos:

(i) L(A) é um espago vetorial sobre K.

(i1) Se A" € um divisor equivalente a A entao L(A) ~ L(A") (isomorfismo de espagos vetoriais
sobre K ).

(iii) £(0) = K.
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(i) Se A <0 entao L(A) = {0}.
Demonstracao

(i) Sejam z,y € L(A) e a € K. Entao, para todo P € Pr, vp(az+y) > min{vp(x),vp(y)} >
—uvp(A), pela observagao 1.1.29.

(ii) Se A é equivalente a A’, entdo existe z € F tal que A = A"+ (z). Considere as aplicagoes

) L(A) — F
qb.{ T Xz
e
o JLA) — F
¢ '{xl—>x2_1.

Temos que ¢ e ¢ sao K-lineares, ¢(L(A)) C L(A) e ¢(L(A")) C L(A), logo existe um
isomorfismo entre L(A) e L(A).

(iii) E claro que 0 € K N £(0). Suponhamos que z # 0. Sabemos que
re K< (z)=0.

Logo se x € K, entao x € L(0). Portanto K C £(0). Se x € L£(0), entdao (z) > 0. Logo z
nao tem pélos. Pelo coroldrio 1.1.17, z € K. Dai £(0) C K.

(iv) Se A < 0, entao L(A) = {0}. Suponha por absurdo que existe um elemento x € L(A)
nao nulo. Entéo (z) > —A > 0, logo = tem pelo menos um zero, o que é absurdo, pois x
nao tem poélos. Portanto £(A) = {0}.

(|
Nosso préximo objetivo é encontrar a dimensao de £(A) para um divisor A € Dp. Este
resultado serd apresentado na préxima secao pelo teorema de Riemann-Roch.

Lema 1.1.31 Sejam A, B divisores de F/K com A < B. Entdo temos que L(A) C L(B) e
dim(L(B)/L(A)) < deg B — deg A.

Proposicao 1.1.32 Para todo divisor A € D, o espaco L(A) é um espago vetorial sobre K
de dimensao finita. Mais precisamente: Se A = A, — A_, com A, e A_ divisores positivos,
entao

dim £(A) < deg A, + 1.

Demonstracao
Como L(A) C L(A,), pelo lema 1.1.31, é suficiente mostrar que

dim L(A;) < deg A, + 1.
Agora 0 < A, e temos que dim L(A,) = dim(L(A;)/L(0))+1 uma vez que a aplicagdo K-linear
o {149 — £/

T
¢ sobrejetora e tem nucleo £(0) = K (ver lema 1.1.30). Novamente, pelo lema 1.1.31

dim £(A;) = dim(L(A4+)/L(0)) +1 < deg A, —deg0+ 1 =deg Ay + 1.
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Defini¢ao 1.1.33 Dado um divisor A € Dg, o inteiro dim A := dim L(A) € chamado de
dimensao do divisor A.

Teorema 1.1.34 Todo divisor principal tem grau zero, isto €, dado x € F/K e (x)o (respecti-
vamente, () ) denota o divisor de zeros de x (respectivamente, denota o divisor de polos de
x), entao

deg(z)o = deg(z)oo = [F: K(2)],
ou seja, deg(x) = deg(zg) — deg(zs) = 0.
Corolario 1.1.35 As sequintes propriedades sao satisfeitas:
(a) Sejam A, A" divisores com A ~ A'. Entao, temos dim A = dim A" e deg A = deg A’.
(b) Se deg A <0, entdo dim A = 0.
(¢) Dado um divisor A de grau zero. Entao sao equivalentes:

(i) A é principal.
(ii) dim A > 1.
(iii) dim A = 1.

Demonstracao

(a) Que dim A = dim A’ segue do lema 1.1.30, item (i7). Como A ~ A’, existe z € I tal que
A= A"+ (z). Como deg(z) = 0, temos

deg A = deg(A’ + (2)) = deg A" + deg(z) = deg A'.
(b) Se dim A > 0, entdo L(A) # {0}. Pela observagao 1.1.29, existe um divisor A ~ A’ com
A’ > 0. Logo deg A’ > 0, o que é absurdo. Portanto dim A = 0.
(c) Mostremos as trés implicagoes:

(i) = (ii) Se A = (x) para algum x € F', entao ' € L(A), logo dim A > 1.

(i) = (iii)) Se dimA > 1 e degA = 0, entdo A ~ A’ para algum A’ > 0, pela observagao
1.1.29. As condicoes A" > 0 e deg A’ = 0 implicam que A’ = 0 e, portanto, dim A =
dim A’ = 1.

(ii) = (1) Se dimA =1 e deg A = 0, para todo 0 # z € L(A) temos que (z) + A > 0. Como
deg((z) + A) = deg A = 0, segue que (2) + A =0, logo A = (27') é principal.

O

Proposicao 1.1.36 FExiste uma constante v € Z tal que, para todo divisor A € Dp, vale a
sequinte desigualdade:

deg A —dim A < ~.
Definigao 1.1.37 O género g de F/K ¢ definido por
g :=max{degA—dimA+1; A€ Dp}.

Observacao 1.1.38 O género de F//K €é um inteiro ndo negativo.
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De fato, basta notar que deg0 — dim 0+ 1 = 0.

Teorema 1.1.39 (Teorema de Riemann) Seja F'/K um corpo de fungées de género g, entdo:

(i) Para todo divisor A € D, tem-se que

dimA >degA+1—g.

(i1) Eziste um inteiro c, dependendo de F/K, tal que
dimA=degA+1—g
sempre que deg A > c.

O teorema de Riemann encontra a dimensao de todos os divisores A tais que deg A é maior
que uma certa constante ¢ que depende de F'/K e limita inferiormente a dimensao de todos os
divisores em Dp. Na proxima secao determinaremos precisamente esta dimensao.

Definicao 1.1.40 Dado um divisor A € Dy, o inteiro
i(A) :=dimA —degA+g—1

¢ chamado de indice de especialidade do divisor A.

1.2 Adeles, diferenciais de Weil, divisores canonicos e o
teorema de Riemann-Roch

Os préximos conceitos serao fundamentais na demonstracao do teorema de Riemman-Roch.
Definicao 1.2.1 Um adele de F//K ¢é uma aplica¢do

{PF—>F,
o =

PP—>Oép,

tal que ap € Op para quase todos P € Pr. Podemos, assim, considerar um adele como um ele-
mento da produto direto HPGPF F e usar a nota¢ao oo = (ap)pepy, ou ainda, por simplicidade,
a = (ap). O conjunto

Ap :=={a; a é um adele de F/K}

¢ chamado de espago de adeles de F/K. Podemos considerar Ap como um espaco vetorial
sobre K da segquinte maneira: sejam «, 3 € A, entdo o adele o« + 3 : Pp — F € definido por

(Oé—i-ﬁ)P =ap+ fp, VP € Pp.
Seja A € K, entao o adele A\ao : P — F' € definido por
()\Oé)p = )\Oép, VP € Pp.

Note que as definigoes fazem sentido, pois vp(ap + fp) > min{vp(ap),vp(Bp)} > 0 para
quase todos P € Pp. Da mesma forma vp(Aap) = vp(ap) > 0, também, para quase todos
P € Pp.

O adele principal de um elemento x € F € o adele no qual todas suas componentes sao iguais
ax, o que dd uma aplicagio F — Ap. A wvalorizacao vp de F/K € estendida naturalmente a
Ap tomando-se vp(a) := vp(ap) (onde ap € a P-componente do adele ).
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Definicao 1.2.2 Dado um divisor A € Dr, definimos
Ap(A) :={a € Ap; vp(a) > —vp(A) para todo P € Pr}.
Efcicil ver que este conjunto é K-subespaco de Ap.
Teorema 1.2.3 Para todo divisor A o indice de especialidade é
i(A) = dim(Ap/(Ap(A) + F)).

Note que os K-espagos vetoriais Ap, Ap(A) e F possuem dimensao finita. O teorema fala
que o espago quociente Ar/(Ap(A) + F) tem dimensao finita sobre K.

Corolario 1.2.4 Se g é o género de um corpo de funcoes F/K, entao
g =dim(Ar/(Ar(0) + F)).
Basta notar que i(0) = dim(0) —deg(0)+g—1=1-0+¢g—1=g.

Defini¢ao 1.2.5 Uma diferencial de Weil de F/K ¢é uma aplica¢ao K-linear w : Ap — K
que se anula em Ap(A) + F para algum divisor A € Dp. Nés chamamos o conjunto

Qp = {w; w € uma diferencial de Weil de F/K}
de o mddulo de diferenciais de Weil de F/K. Dado A € D, denotamos
Qp(A) :={w € Qp; w anula-se em Ap(A) + F}.

Podemos considerar Qr como um K-espago vetorial de maneira ébvia (de fato, sempre que
wy anula-se em Ap(A;) + F e wy anula-se em Ap(As) + F, wy + we anula-se em Ap(As) + F
para todos divisores Az com Az < A; e A3 < Ay; e aw; anula-se em Ap(A;) + F, onde a € K).
E facil ver que Qp(A) ¢ um subespaco de Qp.

Proposicao 1.2.6 Dado um divisor A € D temos que dim Qp(A) =i(A).
Definigao 1.2.7 Sejam x € F e w € Qp, definimos zw : Ap — K por
(zw)(a) == w(za).

E facil ver que se w € Qp se anula em Ap(A) + F e z € F, entdo zw se anula em Ap(A +
(x)) + F. Assim a definigao 1.2.7 d4 ao conjunto Q2 uma estrutura de espacgo vetorial sobre F.

Proposicao 1.2.8 Qr é um espaco vetorial de dimensao um sobre F'.

Nosso proximo objetivo é definir um divisor de uma diferencial de Weil. Para isso conside-
raremos o seguinte conjunto:

M(w) :=={A € Dp;w se anula em Ap(A) + F'}.

Lema 1.2.9 Seja 0 # w € Qp. Entdo eziste um divisor unicamente determinado W € M (w)
tal que A < W, para todo A € M(w).

Defini¢ao 1.2.10 (a) O divisor (w) de uma diferencial de Weil w # 0 é o divisor de F/K
unicamente determinado pelas sequintes propriedades:
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(i) w anula-se em Ap((w)) + F;
(11) se w anula-se em Ap(A)+ F, entdo A < (w).

(b) Dados 0 # w € Qp e P € Pp definimos vp(w) := vp((w)).

(¢c) Um lugar P € dito ser um zero (respectivamente, um pdlo) de w se vp(w) > 0 (respecti-
vamente, se vp(w) < 0). Uma diferencial w € dito ser reqular em P se vp(w) >0 ew €
dito regular (ou holomorfo) se é reqular em todo P € Pp.

(d) Um divisor W é um divisor canonico de F/K se W = (w) para todo w € Qp.

A definicao 1.2.10 faz sentido devido ao lema 1.2.9.
As seguintes caracterizagoes seguem imediatamente da defini¢ao:

Qp(A) ={w € Qp; w=0o0u (w) > A},

Qp(0) = {w € Qp; w éregular}.

E facil ver que:
dim Qr(0) = g.

Proposigao 1.2.11 (i) Dados 0 #x € F ¢ 0 # w € Qp, temos (zw) = (x) + (w).
(i1) Dois divisores candnicos quaisquer de F'/K sao equivalentes.

Demonstracao

(i) Se w se anula em Ag(A) 4+ F, entdo zw se anula em Ap(A + (z)) + F, tomando A = (x)
temos

(W) + (z) < (zw) (ver defini¢ao 1.2.10, item (a)).
Como zw se anula em Ap((zw)) + F, 7 (zw) se anula em Ap((zw) + (z71)), logo
(zw) + (271) < (27 12w) = (w).
Combinando as desigualdades obtemos

(W) + (@) < (aw) < —(z71) + () = (W) + (2).

(ii) Segue da proposi¢ao 1.2.8 e do item (7) acima.

O

Teorema 1.2.12 Sejam A um divisor arbitrario e W = (w) um diwisor candnico de F/K.
Entao a aplicacao
= {E(W —A) — Qp(A),

T —— TWw

¢ um isomorfismo de K-espacos vetoriais. Em particular,
i(A) = dim(W — A).

Temos agora todos os resultados necessarios para apresentar o teorema de Riemann-Roch.
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Teorema 1.2.13 (Teorema de Riemann-Roch) Seja W um divisor canénico de F// K. Entdao,
para todo A € Dp, temos

dimA =degA+1— g+ dim (W — A).

Demonstracao
Pelo teorema 1.2.12
i(A) =dim(W — A),

Por outro lado, i(A) = dim A — deg A + g — 1. Logo
dimA =degA+1— g+ dim(W — A).

Vejamos algumas conseqiiéncias do Teorema de Riemann-Roch. i

Corolario 1.2.14 Para um divisor canonico W, temos
degW =2g—2 e dimW =g.
Demonstracao
Para A = 0, o teorema de Riemann-Roch e o lema 1.1.30, item (7ii), garantem
1 =dim0=deg0+1— g+ dim (W —0).
Logo dim W = g. Fazendo A = W temos
g=dimW =degW +1—g+dim(W — W) =degW +2 — g.
Logo deg W = 2g — 2. a
Teorema 1.2.15 Se A é um divisor de F/K de grau > 2g — 1, entdo
dimA=degA+1—g.

Demonstracao
Temos que dimA = deg A+ 1 — g + dim(W — A), onde W é um divisor canonico. Como
deg A>2g—1edegW =29 — 2, entao deg(W — A) < 0. Logo dim(W — A) = 0. O

Observe que o limitante 2g — 1 do teorema 1.2.15 é o melhor possivel, pois para um divisor
canonico W temos

dimW =degW + 1 — g+ dim(W — W) > degW + 1 — g.
Proposicao 1.2.16 Suponha que gy € Z e Wy € Dg satisfagam
dim A =deg A+ 1— gy + dim(Wy — A),
para todo A € Dg. Entao go = g e Wy é um divisor candnico.

Demonstracao
Fazendo A = 0, respectivamente A = W), por hipétese nés obtemos que dimWy, = gg e
deg Wy = 2gy — 2 (conferir prova do corolario 1.2.14). Seja W um divisor canonico de F/K.
Escolhemos um divisor A com deg A > maz{2g — 2,290 — 2}. Entdo dimA = degA+1—g
pelo teorema 1.2.15 e dim A = deg A + 1 — go por hipdtese. Logo g = gp.

Fazendo A = W temos

g=029—-2)+1—g+dim(Wy — W),

logo dim(Wy —W) = 1. Como deg(Wy—W) = 0, temos que Wy — W é principal, logo Wy ~ W.
O
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Proposicao 1.2.17 Um divisor B é canonico se, e somente se, deg B =29 —2 edim B > g.

Demonstracao
Suponha que degB =29 —2 e dimB > g — 1 + dim(W — B). Logo dim(W — B) > 1. Como
deg(W — B) = 0, segue do corolario 1.1.35 que W ~ B. O

Proposicao 1.2.18 Seja F/K um corpo de fungoes. Entao sao equivalentes:
(i) F/K é racional.
(i1) F/K tem género 0 e existe um divisor A € Dp com deg A = 1.

O préximo teorema é um melhoramento do teorema da aproximacao fraca.

Teorema 1.2.19 (Teorema da Aproximacao Forte) Sejam S C Pp um subconjunto proprio
dePrpePy,...,P.€85. Sejam ainda x1,...,x. € F eny,...,n. € Z. Entao existe um elemento
x € F tal que

vp(r—x)=mn; (i=1,...,r)e

vp(z) >0 para todo P € S\ {Py,...,P}.

Proposicao 1.2.20 Seja P € Pr. Entdao, para todo n > 2g, existe um elemento x € F' com
divisor de pdlos ()s = nP.

Demonstracao

Pelo teorema 1.2.15 nds sabemos que dim((n — 1)P) = (n — 1)deg P + 1 — g e dim(nP) =
ndeg P+ 1 — g, logo L((n — 1)P) € L(nP). Todo elemento x € L(nP) \ L((n — 1)P) tem
divisor de pélo nP. O

Definicao 1.2.21 Seja P € Pr. Um inteiro n > 0 € uma ordem de polo de P se existe um
elemento x € F' com (z)oo = nP. Caso contrdrio, n € chamado de lacuna de P.

Observacao 1.2.22 Seja P € Pr. O conjunto das ordens de polo de P é um sub-semigrupo
do semigrupo N U{0}.

Teorema 1.2.23 (Teorema das lacunas de Weiertrass) Suponha que F'/K tem género g >
0 e P € um lugar de grau um. Entao existem exatamente g lacunas iy < --- < i, de P. Temos
ainda

n=1e1, <291

Para um divisor A com deg A < 0, temos dim A = 0. Se deg A > 2g — 2, entao dim A =
deg A + 1 — g pelo teorema 1.2.15. Vamos agora estudar um pouco mais o caso em que 0 <
deg A < 2g — 2.

Definigao 1.2.24 Um divisor A € D € chamado de divisor nao especial se i(A) = 0. Caso
contrdrio A € chamado de divisor especial.

Observagao 1.2.25 (i) A é um divisor nao especial < dim A = deg A+ 1 —g.
(ii) deg A > 29 — 2 = A é um divisor nao especial.

(i1i) A propriedade de um divisor A ser, ou ndo, especial depende apenas de sua classe de
equivaléncia [A] no grupo de classes de divisores.

(iv) Todo divisor canénico € especial.
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(v) Seja A um divisor com dim A > 0 e deg A < g. Entdao A € um divisor especial.

(vi) Se A € um divisor nao especial e B > A, entdo B € um divisor nao especial.
Todas essas observagoes sao conseqiiéncias imediatas da defini¢ao.

Proposicao 1.2.26 Suponha que T C P € um conjunto de lugares de grau um tal que |T| > g.
Entao existe um divisor nao especial B > 0 com deg B =g e supp B CT'.

Lema 1.2.27 Suponha que A e B sejam divisores tais que dim A > 0 e dim B > 0. Entao
dim A +dim B < 1+ dim(A + B).

Teorema 1.2.28 (Teorema de Clifford) Para todo divisor A com 0 < deg A < 2g — 2 wvale
) 1
dimA <1+ §degA.

Demonstracao
O caso em que dim A = 0 é trivial. Por outro lado, se dim(W — A) = 0 (onde W é um divisor
candnico), entao

1 1 1
dimA=degA+1—g= 1+§degA+§(degA—2g) < 1+§degA,

pois deg A < 2g — 2. Consideraremos agora o caso em que dimA > 0 e dim(W — A) > 0.
Usando o lema 1.2.27 obtemos

dim A — dim(W — A) <1+ dimW =1 +g.

Por outro lado,
dimA —dim(W —A) =degA+1—g

pelo teorema de Riemann-Roch. Juntando as duas ultimas expressoes obtemos os resultado
desejado.
O

Definicao 1.2.29 Seja P € Pp.

(i) Dado x € F, seja tp(x) € Ar o adele cuja P-componente é x e todas as outras compo-
nentes sao nulas.

(i7) Dada uma diferencial de Weil w € Qp, definimos sua componente local wp : F — K por
wp(z) = w(tp(z)).
E facil ver que wp € uma aplicacao K-linear.

Proposicao 1.2.30 Sejamw € Qp e a = (ap) € Ap. Entao wp(ap) # 0 para uma quantidade
finita de lugares P e

w(a) = Z wp(ap).

PePr

> wp(1)=0.

PePr

Em particular,
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Proposicao 1.2.31 (i) Sejam w # 0 uma diferencial de Weil de F/K e P € Pr. Entdo
vp(w) = max{r € Z; wp(z) =0 para todo x € F com vp(x) > —r}.
Em particular, wp # 0.
(ii) Se w,w' € Qp e wp = W)y para algum P € Pg, entao w = w'.
Proposicao 1.2.32 Seja F/K com F = K(x) um corpo de fun¢éoes racionais. Entdo:
(i) O divisor —2P,, € candnico.
(i) Eziste uma unica diferencial de Weil n € Qg () com (n) = —2P e nPs(x7!) = —1.

(i1i) A componente local NPy (respectivamente, nP,) da diferencial de Weil n acima satisfaz

w ) 0, sen# —1,
npm(('x_a) ){_17 sen:—l,
w J0, sen# —1,
Upa((x_@ )_{1’ sen = —1.

1.3 Derivacoes e diferenciais

Definicao 1.3.1 Sejam L/K uma extensdao algébrica, o € L, f(x) € K[z] o minimal de o e E
um corpo de fatoracao de f(x). Dizemos que o € separdvel sobre K se f(x) ndo possui raizes
multiplas no corpo de fatoracao E. Uma extensao algébrica L/K € uma extensdo separdvel se
todo a € L/ K € separdvel sobre K.

Definigao 1.3.2 Um corpo K € perfeito se toda extensao algébrica L/K ¢é separdvel.
A partir desta secao consideramos que o corpo de constantes K é perfeito.

Definicao 1.3.3 Seja M um mddulo sobre F', isto é, um F-espaco vetorial. Uma aplicagcdo
§: F — M ¢é dita ser uma derivacao de F/K se § é K-linear e a regra do produto

d(uv) = ud(v) + vo(u)
vale para todos u,v € F'.

Nosso objetivo nesta secao é estabelecer um isomorfismo entre diferenciais (que definiremos
posteriormente ) e diferenciais de Weil.

Lema 1.3.4 Seja § uma derivagdo de um corpo de fungoes F/K, entdo:
(a) 0(a) =0, para todo a € K ;
(b) 6(2") = nz""16(z), para todo z € F;
(¢c) Se char K =p >0, entdo 0(z") =0, para todo z € F;

(d) 5(x/y):M para T,y € F ey # 0.

y2 )

Demonstracao
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(a) Note que 6(1) = d(1.1) = 16(1) + 16(1), logo 26(1) = 6(1), ou seja, 6(1) = 0. Seja a € K,
como ¢ é K-linear, temos d(a) = ad(1) = 0.
(b) Sejamn € N\ {0}. Faremos indugao sobre n.
Se n = 1, entao a igualdade é ébvia. Suponha que §(z") = nz""14(z), entao
S(2"H) = 6(2"2) = 26(2") + 2"0(2) =
2nz"10(2)] + 2"0(2) = (n + 1)2"5(2).

Logo a igualdade é valida para n+ 1. Segue que (b) é valido para todo n € Ny. Por outro
lado, 0 = 6(1) = d(yy™") = yo(y~") +y'0(y), logo 6(y~") = (—1)y?d(y). Assim, dado
z€ FeneN\ {0} temos

0(z7") = 0((z")71) = (=1)(z")26(z") = (=1)2"""nz""16(2) = (—n)z~"V5(z).
Logo a igualdade em (b) vale para todo n € Z.
() Pelo item (b), 8(2%) = pzP~18(2) = 0.
(d) Bastanotar que d(zy~") = zd(y~")+y~d(z) = —zy?d(y)+y~o(z) =y (yd(z)—2d(y)).
O

Definicao 1.3.5 Considere uma extensao algébrica L/K onde char L =p > 0. Um elemento
v € L € dito puramente insepardvel sobre K se v*" € K para algum r > 0. A extensdo L/K ¢
puramente insepardvel se todos elementos v € L sao puramente insepardveis sobre K.

Para os proximos resultados, assumiremos que K é um corpo perfeito de caracteristica
p > 0.

Definigao 1.3.6 Um elemento x € F € dito separante sobre F/K se F/K(x) € um extensao
algébrica separdvel. Um corpo de fungoes F/K é dito separavelmente gerado se existe um
elemento separante sobre F'/K.

A proposicao seguinte apresenta varias propriedades a respeito de elementos separantes e
uma caracterizacao desses elementos.

Proposicao 1.3.7 As sequintes sentencas sao verdadeiras:

(a) Suponha que z € F satisfaca vp(z) Z 0 mod p para algum P € Pp. Entdo z é um
elemento separante para F/K. Em particular, F/K é separavelmente gerado.

(b) Existe x,y € F tal que F = K(x,y).
(¢c) Para todon > 1, o conjunto F?" := {zF"; z € F} é um subcorpo de F. Mais ainda,

(1) K C FP" C F e F/FP" € puramente insepardvel de grau p".

(2) A aplicagio de Frobenius ¢, : F — F, definida por ¢,(2) := 2", é um isomorfismo
de F em FP". Logo o corpo de funcoes FP" /K tem o mesmo género de F/K.

(8) Suponha que K C Fy C F e F/Fy € puramente insepardvel de grau [F : Fy) = p",
entdo Fy = FP".

(d) Um elemento z € F ¢é separante para F/K se, e somente se, z € FP.
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Os elementos separantes tém propriedades interessantes relacionadas a derivagoes.

Lema 1.3.8 Suponha que x € separante sobre F/K e que §1,9y : F — M sdao derivagées de
F/K com 61(x) = da(x). Entdo 6; = .

Proposicao 1.3.9 Valem as sequintes afirmacoes sobre derivacoes:

(a) Sejam E/F uma extensdo finita e separdvel de F' e &g : F — N uma derivagdo de F/K
em algum corpo N C E. Entdo oy pode ser estendida a uma derivagao 6 : E — N. FEssa
extensao € unicamente determinada por dg.

(b) Se x € F é um elemento separante de F/K e N O F € algum corpo, entao eziste uma
tnica derivagao 6 : F — N de F/K tal que 6(x) = 1.

A proposicao anterior dé sentido a préoxima definigao.

Definicao 1.3.10 (a) Seja x um elemento separante do corpo de fungoes F/K. A tunica
derivagao 6, : I — F tal que §,(x) =1 € chamada de deriva¢ao com respeito a .

(b) Seja
Derp:={n: F — F; n é uma derivacio de F/K}.

Para my,ny € Derp e z,u € F definimos
(m +m2)(2) = m(z) +n2(2) e
(u.m)(2) = um (2).
Com essas operagoes Derp é um F-mddulo chamado de mddulo das derivagoes de F/K.
Lema 1.3.11 Seja x um elemento separante de F/K. Entdo:
(a) ¥ € Derg, temos que n = n(x)d,.

(b) (Regra da Cadeia) Seja y outro elemento separante de F/K. Entao:

(¢c) Parat € F, temos
0.(t) # 0 <t é um elemento separante.

Demonstracgao

(a) Considere as duas derivagoes 1 e 1(z)d, de F/K em F.Como (n(x)d,)(x) = n(x)d(z) =
n(x) e x é separante, pelo lema 1.3.8 temos que n(z)d, = 7.

(b) Segue de (a).

(c) Set é separante, 1 = 6;(t) = d:(x)0,(t) (pela definigdo de J; e pela regra da cadeia). logo
d.(t) # 0. Suponha agora que ¢ é ndo separante. Se char K =0, entdot € K e §,(t) =0,
pois todas as derivagoes de F'/K zeram em K. Se char K = p, entdo t = u? para algum
u € F ( ver proposi¢ao 1.3.7 e §,(t) = d,(u?) = 0, pelo lema 1.3.4.

Agora podemos introduzir a definicao de diferencial.
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Definigao 1.3.12  (a) Seja Z := {(u,x) € F x F; = é separante}. Definimos a relagio ~
por
(u,x) ~ (v,y) & v =udy(z).

E facil verificar que esta € uma relacao de equivaléncia.

(b) Denotaremos por udx a classe de equivaléncia de (u,x) € Z com respeito a ~. Chamamos
udx de uma diferencial de F/K. A classe de equivaléncia de (1,z) € simplesmente deno-
tada por dx. Observe que

udr = vdy < v = ud,(z).

(¢) Ap = {udx; u,x € F com x separante} € o conjunto de todas diferenciais de F/K.
Definimos a soma de duas diferenciais udzr,vdy € Apr como seque: Seja z separante,
entao

udx = (ud,(x))dz e vdy = (v0,(y))dz

udx + vdy := (ud,(x) + vd,(y))dz.
Esta definicao independe da escolha de z pela regra da cadeia. Nos, também definimos,
w(udz) = (wu)dz € Ap.
Com esta definicao Ag torna-se um F-maddulo.

(d) Para um elemento t € F' nao separdvel, definimos dt := 0. Logo, obtemos a aplica¢ao

) t—dt,

O par (Ap,d) é chamado de mddulo de diferenciais de F'//K (por simplicidade notaremos
apenas por Ap).

Proposicao 1.3.13 (a) Seja z € F separante. Entdo dz # 0 e toda diferencial w € Ap pode
ser escrita de maneira unica na forma w = udz com u € F. Logo Ap ¢ um F-mddulo
unidimensional.

(b) A aplicagao d : F — Ap da definicao 1.3.12, item (d), é uma deriva¢io de F/K.

(¢c) Parat € F, temos:
dt # 0 <t € separante.

(d) Seja 6 : F — M wuma derivag¢io de F/K em algum F-mddulo M. Entao existe uma
unica aplicagao p: Ap — M tal que 6 = pod.

Como as diferenciais de Weil também sao um F-mddulo unidimensional (ver proposigao
1.2.8), existe um isomorfismo F-linear entre diferenciais e diferenciais de Weil.

Definigao 1.3.14  (a) A diferencial da forma w = dx é dita exata. As diferenciais exatas
formam um K -subespaco de Ap.
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(b) Como Ap é um F-mddulo unidimensional, podemos definir wy/ws € F para wy,wy € Ap

e wy # 0 sendo
wn
U= — & W = UWs.
W2

Em particular, se z é separante e y € F, o quociente dy/dz é definido e nds temos

dy

52 = T

(v) =~
Mais ainda, se x,z sao separantes vale
d d
ud:v:vdy@v:u—x(:)u:—y €

dy dx

dy dy dz

dr  dzdx’

Definicao 1.3.15 Uma valorizagdo de um corpo T é uma aplicagao sobrejetiva v : T —
Z U {oo} que satisfaz

(1) v(z) =00 & z = 0;
(2) v(zy) = v(x) +o(y), Yo,y € T;
(3) v(z +y) = min{v(z), v(y)}.

Dizemos que uma seqiiéncia (x,)n>0 C T € convergente se existe x € T tal que, Ve € R, existe
um indice ng € N tal que
v(x —x,) > ¢, sempre que n > ng.

Dizemos que (z,)n>0 € uma seqiéncia de Cauchy se vale a sequinte propriedade: Dado ¢ € R,
existe um indice ng € N, tal que, para todos n,m > ng, temos v(x, — ;) > c.

Neste contexto também valem as propriedades:
(i) O limite de uma seqiiéncia convergente é tnico.

(ii) Toda seqiiéncia de Cauchy é convergente.

Definigao 1.3.16 Seja v : T — Z U {oco} uma valoriza¢ao de um corpo T. Ao par (T, v)
chamamos de corpo com valorizacao.

Definicao 1.3.17 (a) Um corpo com valoriza¢io (T,v) € completo se toda seqiiéncia de
Cauchy € convergente em T.

(b) Suponha que (T,v) é um corpo com valorizagio. Um completamento de T é um corpo
com valorizagao (T,0) com as sequintes propriedades:

(1) TCT ewv érestricio de v a T
(2) T é completo com respeito a valoriza¢ao v;
(3) T é denso em T, i.e., Vz € T, existe (2n)ns0 C T convergindo para z.
Proposicao 1.3.18 Para todo corpo com valorizagao (T,v) existe um completamento. FEste

€ tinico no seguinte sentido: Sejam (T,) e (T, ) completamentos de (T,v), entdo existe um
isomorfismo f: T — T tal que © = v o f. Logo (T 0) € chamado de completamento de (T,v).
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« ~ . oA . ~ s o0 7z
Proposicao 1.3.19 Seja (2,)n>0 uma seqiéncia em (T, v). Entdo a série ) .~ z; € convergente
se, e somente se, (z,)n>0 converge para 0.

Demonstracao

n . s . . L m
Suponha que (2"),>¢ converge para zero. Considere a m-ésima soma parcial s, := > " 2.
Para n > m nds temos

V(sp — Spm) = v(‘ Z )z > min{v(z;);m <i < n} > {v(z;i > m}.

Como v,, — 00, para i — 00, isto mostra que (s,),>0 é uma seqiiéncia de de Cauchy em 7.

Logo convergente. A reciproca é feita de maneira andloga a demonstragao feita para séries de

nimeros reais em analise. O
Agora estudaremos as diferenciais no contexto de corpo de funcoes.

Definigao 1.3.20 Seja P um lugar de F/K. O completamento de F' com respeito a valoriza-
¢ao vp € chamado o completamento P-ddico de F'. Denotamos este completamento por Fp e a
valorizacao de Fp por vp.

Teorema 1.3.21 Sjeja P € Pr um lugar de grau um e t € F' um elemento P-primo. Entao
todo elemento z € Fp tem uma unica representacao da forma

(e.0)
Z:Zaiti, comn €7 ea; €K.
i=n

Esta representacao é chamada de expansao P-adica de z em séries de poténcias com respeito
a t. Por outro lado, se (¢;)i>n € uma seqiéncia em K, entdo a série Y c;t' converge em Fp e
temos

’UP(Z c;it') = min{i; ¢; # 0}.

Continuaremos a considerar um lugar P de F//K de grau um e um elemento ¢ primo para P.
Pela proposi¢ao 1.3.7, t é um elemento separante de F'//K e logo, podemos falar na derivagao
0; : ' — F com respeito a t. Usando uma expansao P-adica de z em séries de poténcias com
respeito a t, podemos calcular dz/dt = §(z) para z € F.

Proposigao 1.3.22 Seja P € Pr de grau um et € F' um elemento P-primo. Se z € F' tem a
expansio P-ddica z =Y " " a;t" com coeficientes a; € K, entao

% = i Z'Clitnil.

Também gostariamos de introduzir o conceito de residuo de uma diferencial w € Ar em
relagdo a um lugar P em F/K.

Definicao 1.3.23 Suponha que P é um lugar de grau um et € F' € um elemento P-primo. Se
z € F tem sua expansio P-ddica da forma z =Y .= ait;, comn € Z e a; € K, nds definimos
o residuo com respeito a P et por

respi(z) = a_y.

Claramente, respy : ' — K ¢ uma aplicacao K-linear e

respi(z) =0, se vp(z) > 0.
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Proposicao 1.3.24 Seja s,t € F' elementos P-primos (onde P é um lugar de grau um). Entdo

ds

resps(z) = 7”€8P,t(2£),

para todo z € F.

Definicao 1.3.25 Seja w € Ap uma diferencial e P € Pr um lugar de grau um. FEscolha um

elemento P-primo t € F e escreva w = udt, com v € F. Entao definimos o residuo de w em
P por
resp(w) == resp.(u).

Teorema 1.3.26 Suponha que F/K é um corpo de fungoes algébricas sobre um corpo perfeito
K e seja x € F' um elemento separante.

(a) A aplicagdo 6 : F' — Qp € uma derivag¢io de F/K;

(b) Para qualquer y € F, nds temos

dy ‘
() = o)
(c) A aplicagio

zdx — z0(x)

¢ um isomorfismo do maodulo de diferenciais Ap em Qp. FEste isomorfismo é compativel
com as deriwagoes d: F' — Ap e d : F' — Qp, isso significa que pod = 9.

(d) Se P € Pr é um lugar de F/K de grau um e w = z§(x) € Qp, a componente local de w
em P € dada por

(z0(x))p(u) = resp(uzdx).

Em particular

(z6(x))p(1) = resp(zdz).
(e) Sew = 2zi(t) € Qp et é primo do lugar P, entdo temos vp(w) = vp(z).

Definicao 1.3.27 Como consegiiéncia do teorema anterior, nos identificamos o maodulo de
diferenciais Ar com o mddulo de diferenciais de Weil de F/K . Isto significa que uma diferencial
w = zdr € Ap € a mesma diferencial de Weil w = z6(xz) € Qp (onde x € F € separante e
z € F). Em outras palavras,

Ap =Qp e zdr = z6(x).

Se 0 #£w € Ap et € um elemento primo para o lugar P € Pr, nos podemos escrever w = zdt,
com z € F, e definimos

vp(w) :=vp(2) e (w) = Z vp(w)P.

PePp

O teorema 1.3.26 e a definicao 1.3.27 concluem objetivo dessa secao.

Observagao 1.3.28 Como uma importante conseqiiéncia do teorema 1.3.26, temos a sequinte
formula para o divisor de uma diferencial w = zdx # 0:

(zdx) = (2) + (dz).
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1.4 Extensoes de corpos de funcoes

Nessa se¢@o consideraremos o corpo de fungées F'/K’ (onde K’ é o corpo de constantes de
F’) tal que F'/F é uma extensao algébrica e K C K'. Por conveniéncia fixaremos um fecho
algébrico ® D F' e consideraremos apenas extensoes F' O F com F' C .

Comecaremos com as defini¢oes bésicas.

Defini¢ao 1.4.1 Um corpo de fungoes algébricas F'/K' é chamado de extensdo algébrica de
F/K se F' O F ¢é uma extensdo algébrica e K' O K. Se [F' : F| € finita, entdo dizemos que
F'/K' é uma extensao algébrica finita de F/K.

Defini¢ao 1.4.2 Considere uma extensao algébrica F'/K' de F/K. Dizemos que um lugar
P’ € Pp estda sobre P € Pp se P C P'. Também dizemos que P’ é uma extensao de P, ou
ainda, P estd sob P' e denotamos P'|P.

Proposigao 1.4.3 Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K. Suponha que P (resp. P') é
um lugar de F/K (resp. F'/K') e seja Op C F (resp. Op: C F') denota o correspondente anel
de valorizagdo, vp (resp. vpr) a correspondente valorizagdo discreta. Entdo sdo equivalentes:

(i) P'|P;
(Z) OP - OP/}'
(i) Existe um inteiro e > 1 tal que vp/(x) = evp(x) para todo x € F.

Uma conseqiiéncia da proposi¢ao acima é que para P’|P existe um mergulho canoénico do
corpo de classes de residuo F'p = Op/P no corpo de classes de residuos F), = Op//P’, dado por
P )

z(P) — x(P') para z € Op.

Logo nés podemos considerar Fp como subcorpo de F,,. Este fato e a proposigao 1.4.3 motivam
a proxima definicao.

Definicao 1.4.4 Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K e seja P' € Pr um lugar de
F'/K' sobre P € Pp.

(i) O inteiro e(P'|P) := e com
vp(z) = evp(x), para todo x € F

¢ chamado de indice de ramificacao de P’ sobre P. Dizemos que P'|P € ramificado se
e(P'|P) > 1 e P'|P ¢é nao é ramificado se e(P'|P) = 1.

(ii) f(P'|P):=[F} : Fp| € chamado de grau relativo de P' sobre P.

Note que f(P’|P) pode ser finito ou infinito, no entanto o indice de ramificagao é sempre
um numero natural.

Proposicao 1.4.5 Seja F'/K' uma extensao de F/K e P um lugar de F' /K’ sobre P € Pp.
Entao

(i) f(P'|P) < oo [F':F] < oo
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(ii) Se F"/K" é uma extensio algébrica de F'/K' e P" € Ppn € uma extensao de P', entao
e(P"|P) = e(P"|P").e(P'|P);
F(P"|P) = F(P"|P').£(P|P).

Iremos agora apresentar alguns resultados sobre a existéncia de lugares em corpos de fungoes.

Proposicao 1.4.6 Seja F'/K' uma extensao algébrica de F/K.

(i) Para todo lugar P’ € Pr existe exatamente um lugar P € Pp tal que P'|P, a saber
P=PNF.

(ii) Reciprocamente, todo lugar P € Pp tem pelo menos uma, mas somente uma quantidade
finita, extensao P’ € Ppr.

Gostariamos de ter um limitante para o nimero de extensdes P’ € Pp de um lugar P
de F/K. Isso pode ser obtido, para o caso de extensoes finitas de corpos de fungoes, como
conseqiiéncia do préximo teorema.

Teorema 1.4.7 Seja F'/K' uma extensdo finita de F/K. P uma lugar de F/K e Py,..., P,
todos os lugares de F'/K' sobre P. Seja e; := e(P;|P) o indice de ramificacdo e f; := f(B;|P)

o grau relativo de P;|P. Entdo

> eifi=I[F:F

=1

Demonstracao
Ver [7], teorema I11.1.11. 0

Nas condicoes do teorema acima, o nimero de lugares P’ € P sobre P € Pr nao ultrapassa
[F': F]. Se P' € Ppr estéd sobre P, entao e(P'|P) < [F': F]e f(P'|P) <[F': F].



Capitulo 2

Cddigos e distancias generalizadas de
Hamming

2.1 Cddigos lineares e distancias generalizadas de Ha-
mming

Essa secao é baseada, em parte, nas referéncias [9] e [10].
Seja F; um corpo finito com ¢ elementos. Consideraremos o espago vetorial ' de dimensao
n cujos elementos sdo n-uplas da forma a = (ay,...,a,) com a; € F,.

Definigao 2.1.1 Sejam a = (ay,...,a,) e b= (b1,...,b,) € Fy. A fungdo d:Fy x Fj — Ny
definida por
d(a,b) == [{i; a; # bi}|
¢ chamada de distancia de Hamming em Fy. O peso de um elemento a € Fy € definido por
w(a) := d(a,0) = [{i; a; # 0},
E facil ver que a distancia de Hamming satisfaz os axiomas de métrica em Fy.

Definigao 2.1.2 Dizemos que C € um cdédigo [n, k] se C' é um Fy-subespago linear de Fy e
dim(C) = k. Aos elementos de C, chamaremos de palavras do cddigo. Um subconjunto D C C'
¢ dito subcodigo de C' se D é um F,-subespaco linear de C'. Chamamos de n o comprimento de
C e ak =dimC chamamos de dimensao do cédigo C. Assim um cddigo [n, k| é um cddigo de
comprimento n e dimensao k.

A distancia minima d(C) de um cddigo C # 0 € definida por

d(C) := min{d(a,b); a,b € C e a # b}.

Note que, como d(a,b) = d(a—b,0) =w(a—">b) e C' € um espago linear, a distincia minima

¢ igual a
d(C) = min{w(c); 0 # c € C}.

Um cédigo [n, k] com distancia minima d serd chamado de cédigo [n,k,d].

A distribuicdo de peso de um cédigo [n, k] € a (n+ 1)-upla (Ay, ..., A,) € Nyt dada por
A; = {ce C; w(c) =i}

Efdcil ver que Ag =1 ¢ A; =0 para 1 <i < d(C)—1. O polinémio
Weo(X) =) AX' € Z[X]
i=0
¢ chamado de polinomio enumerador de peso do codigo C.

27
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Definigao 2.1.3 Sejam C' um cddigo [n, k], I, = {1,...,n} e D um subcddigo de C'. Chamamos
de suporte de D ao conjunto
x(D):={i € l,; Iz1,...,2,) € D com z; # 0}.

Definigao 2.1.4 Sejam C' um cddigo [n, k] er € {1,...,k}. O r-ésimo peso generalizado de
Hamming de C, denotado por d.(C), é o menor nimero de elementos que um suporte de um
subcddigo D de C, com dim(D) = r, pode assumir, ou seja,

d,.(C) == min{|x(D)|; D € um subcidigo de C' com dim(D) = r}.
Ao conjunto {d.(C); 1 <r <k} chamamos de hierarquia de pesos do cddigo C.
Note que d;(C) coincide com d(C).
Definicao 2.1.5 Seja C um cédigo [n, k]. Entao:
(i) Uma matriz cujas linhas formam uma base para C' € dita matriz geradora de C.
(ii) Notaremos por C*+ o conjunto
Ct={ze Fy; <,y >=0 para todo y € C'},

onde <,> denota o produto interno em Fy definido por

n
< CL,b >i= Zalbl
=1

para a = (ay,...,a,) e b = (by,...,b,) € F}. Chamaremos a esse conjunto de espago
ortogonal a C.

(iii) Uma matriz cujas linhas formam uma base para C+ é dita matriz de checagem de paridade
de C. Sejam H;,i € I C{1,...,n}, respectivamente o i-ésimo vetor coluna da matriz H
de checagem de paridade de C. Denotaremos por < H;; © € I > como o espaco gerado
pelos vetores colunas H;, com 1 € 1.

Uma matriz de checagem de paridade de um cédigo [n, k] é uma (n — k) x n matriz H de
posto n — k e, mais ainda, temos

C ={ueFy; Hu" =0}

(onde u' denota o transposto do vetor u). Logo, uma matriz de checagem de paridade verifica
se um vetor u € Fy' é uma palavra c6digo ou nao.

Proposicao 2.1.6 Sejam C um cddigo [n, k| e D um subcddigo de C'. Entdo
(i) Se dim(D) =r, 0 <r <k, entdo |x(D)| > r.
(i) Se |x(D)| =r, 0 <r <mn, entio dim(D) < r.

(i1i) Seja E C D um subcddigo de D, entao x(E) C x(D) e, portanto, |x(E)| < |x(D)|.

Demonstracao:
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(i) Suponha por absurdo que |x(D)| = s < r, isto é, x(D) = {i1,...,is} € {1,...,n}. Dado
r = (71,...,2,) € D, entdo x; = 0 para todo 7 ¢ x(D). Seja ¢ : D — F; uma funcao
definida por ¢(z1,...,x,) = (2, ..., x;,). A fungao ¢ é obviamente linear e, mais ainda,

ker(¢) = {r € D; ¢(x) = 0} = {w € D; z = 0,¥i € \(D)} = {0}.
Pelo Teorema do Nicleo e Imagem,
r =dim D = dim(ker(¢)) + dim(Im(¢)) = dim(Im(¢p)) < s,
ou seja, r < s, o que é absurdo. Logo |x(D)| > r.
(ii) Suponha por absurdo que dim(D) = s > r. Como |x(D)| = r, podemos escrever x(D) =
{i1, ..., i, }. Considere a fungao ¢ : D — 7, tal que ¢(z1,...,2,) = (i), ..., 7). Uma
vez mais, ¢ é linear e ker(¢) = 0. Pelo Teorema do Nicleo e Imagem,

r > dim(Im(¢)) = dim(ker(¢)) + dim(Im(¢)) = dim(D) = s,

isto é, r > s, o que ¢é absurdo. Portanto, dim(D) < r.

(iii) De fato, se i € x(F), entdo existe © = (x1,...,2,) € E com x; # 0, logo existe x =
(x1,...,2,) € D com x; # 0 e, dai, i € x(D). Assim, x(E) C x(D) e, portanto, |x(F)| <
IX(D)]-

Um dos teoremas que mais serao usados é o seguinte:
Teorema 2.1.7 (Monotonicidade) Seja C' um cddigo [n, k] com k > 0. Entdo

Demonstracao

Seja D um subcédigo de C' tal que |x(D)| = d,(C) e dim(D) = r. Sejam ainda i € x(D)
e D; .= {x € D; x; = 0}. E claro que D; C D. Assim, existe y € D\D;. Note que
fazendo y = (y1,...,yn), temos y; # 0. Mostremos agora que D = D;® < y >. De fato, se
x = (z1,...,2,) € D, entdo existe A € F, tal que z; = Ay;. Assim z = (z — A\y) + Ay com
(x —Ay) € Die Ay €<y >. Além disso, se x € D;N < y >, entdo z; = 0 e existe A € Fy
tal que x = Ay, assim, 0 = x; = Ay; com y; # 0. Logo A = 0 e, portanto, x = 0, ou seja,
DN <y >={0}. Segue entdao que D = D;® < y >. Logo dim(D;) = dim(D) — 1. Dali,

dr—1(C) < [X(Di)] = IX(D)] = 1= dr(C) = 1 < d,(C).

Falta mostrar que d;(C') > 1 e dp(C) < n. Mas, se D é subcddigo de C' de dimensao um,
D # {0}, logo existe z € D tal que = # 0, isto é, x(D) # 0, ou ainda, |x(D)| > 1. Assim,
como D foi tomado arbitrariamente, d;(C) > 1. Como os elementos de C' tém no méximo n
coordenadas, |x(C)| < n. Dai, di(C) < |x(C)| < n. O

Corolario 2.1.8 Sejam C um cddigo n, k|, r € {1,...,k} et €{0,...,k—r}. Entdao d,(C)+
t < dvt(O).

Demonstracao

Utilizaremos indugao sobre t. Fixado r € {1,...,k}, é claro que d,(C')+0 < d,,,(C). Suponha
que d,(C) +t < d,14(C) com t € {0,...,k —r—1}. Pelo Teorema 2.1.7, d,1,(C) < d,444+1(C).
Assim, d,441(C) > dp i (C)+1 > d.(C) +t + 1. a
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Corolario 2.1.9 (Cota de Singleton Generalizada) Sejam C um cddigo [n, k| e
re{l,...,k}. Entiod.(C)<n—Fk+r.

Demonstracao
Basta tomar ¢ = k — r no corolario 2.1.8. Assim, de d,(C) +k — 17 < dry(5—r)(C) = di(C) €
di(C) < n, segue que

d.(C) < dp(C) —k+r<n—Fk+r.

O
Cédigos com k + d = n + 1 sdo chamados de cédigos MDS (maximum distance separable
codes). Em particular a distancia minima de um cédigo nao pode ser maior que n — k + 1.

Teorema 2.1.10 Sejam C um cédigo [n, k| e 1 <r < k. Entdo
d.(C) = min{|X|; |X|—dim(< H;; i € X >) >r},
onde X C{1,...,n}.

Demonstracgao

Dado I C {1,...,n}, definimos S(I) :=< H;; i € I > e S*(I) := {x € F}; x; = 0 para todo i ¢
Ie Y, oH; = 0}. Mostremos que dim(S(I)) + dim(S*(I)) = |I|. Suponhamos I =
{i1,...,1s}. Considere a aplicagao

¢ = F, — Mn—ryx1(Fyg),
(xin s 7xi5) — Hilxil +---+ HisiL’iS.

E f4cil ver que ¢ estd bem definida e é linear. Considere também a aplicacao

B SE(I) — ker(¢),
Y= {(ml,...,xn) — (Tiyy -y Ty )

A aplicacao 1 estd, também, bem definida e é linear. Note que, dado z = (x1,...,x,) €
SL(I), temos x; = 0,Vi ¢ I. Se 1)(z) = 0, entdo x; = 0 também para todo i € I. Logo ker(¢)) =
{0}, ou seja, ¥ é injetora. Seja agora y = (Yi,,...,¥i.) € ker(¢). Tome x = (1,...,x,) com
ri=y,Vi€lex;=0,Vi¢ I Assimx € S+(I) e ¢(z) = y. Portanto 1 é sobrejetora. Segue
que S+(I) é isomorfo ao nticleo de ¢. Como S(I) = Im (¢), pelo Teorema do Niicleo e imagem

1| = dim F!/l = dim(ker(¢)) + dim(Im (¢)) = dim(S*(I)) + dim(S(1)).

Sejam d = min{|X|; |X| —dim(< Hi;i € X >) >r}el C{1,...,n}, tal que |I| =d
e |[I| — dim(S(/)) = r. Vamos mostrar que existe I nessas condig¢bes. Seja a := dim <
H;;i € I >, onde |I| = d (a existéncia do minimo é ébvia). Suponhamos por absurdo que
|I| — dim(S(1)) > r. Entdo existem ji, ja,...,J, € I tais que {Hj,,...,H;,} é um conjunto
linearmente independente. Como |I| > a (se |I| < a, entdo |I| —dim(< Hj;i € I >) <0<,
o que é absurdo), defina h := |I| —a > 0 e tome ly,ly,...,l, € I\ {j1,...,7a}- Entao
I ={5n,.- -, jal1,...,ln}. Por hipétese ao absurdo |I| — dim(S(I)) = a+h—a = h > r.
Seja J = {j1,..-, Ja,l1,-..,;}. Entdo |J|=a+r <a+h=|Iel|J|—dim < H;;i € J >=
a+r—a=r,oque éabsurdo pois |I| =d = min{|X|; | X| —dim < Hi;i € X >>r} <|J|.

Nas condigoes acima temos que dim(S*(I)) = |I| — dim(S(I)) = r. Sabendo que C' = {u €
F?; Hu' = 0}, temos que, se z := (21,...,%,) € S*(I), entdo Ha' = 3., Hyx; + > igr Hii =
0, logo x € C. Daf S+(I) C C. Portanto, d,.(C) < |x(S*+(I))| < |I| = d. Portanto, d,.(C) < d.

Para demonstrarmos o Teorema 2.1.10, basta provar a desigualdade d < d.(C). Sejam,
entdao, D subcédigo de C' com dim(D) = r, |x(D)| = d.(C) e I = x(D). Entao D C S+(I). De
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fato, basta notar que, se x € D, entao z; = 0,Vi ¢ x(D) e, como D C C, entao Hz' = 0, ou seja,
0=> s Hiwi+ gy Hii = 3,y Hizy. Mas, dim(S(1)) = |1 —dim(S+(1)) < |I| —dim(D) =
|I| — r, logo |I| —dim(S(I)) > r. Mostremos que a igualdade vale. Suponha por absurdo que
|| —dim(S(I)) = r' > r, entao D # SH(I) (pois, se D = S*+(I), entao |I| —dim(S(I)) =r =1/,
o que nao acontece por hipétese), logo d,(C) < |x(S*+(1))| < |I| = |x(D)| = d,(C). Mas,
novamente, por hipétese r < r’ e, pelo Teorema 2.1.7, d,.(C) < d,.(C). Absurdo. Temos assim
que |I| — dim(S(I)) = r. Dai d,(C) = |x(D)| = |I| > |I| — dim(S(I)) > d. Resumindo,
d,.(C) > d. Portanto d,(C) = d. O

Apesar de nao ser facil determinar o min{|X|;|X| — dim(< H;;i € I >) > r}, este é o
primeiro resultado que determina a r-ésima distancia generalizada de forma precisa.

Teorema 2.1.11 Seja C' um cddigo [n, k]. Entio {d,.(C); 1 <r <k} ={1,...,n}\{n+1-—
d.(CH); 1<r<n-—k}.

Demonstracao
Sejar € {1,...,n — k}. Pelo teorema 2.1.7, d,.(C*) < n, logo

n+1—d.(CH)>1
Também, pelo teorema 2.1.7, d,.(C+) > 1, logo
n+1—d.(CH)<n

Assimn +1—d,.(C*) € {1,...,n}, para todo r € {1,...,n — k}. Portanto basta mostrar que
n+1—d,(C*) ¢ {d(C); 1 t<k}
Definimos dy(C') := 0. Facamos t = k+r—d,.(C*). Usando a Cota de Singleton Generalizada

d(CHY<n—(n—k)+r=k+r

logo t > 0. Pelo teorema da monotonicidade d,.(C*) > r, e logo t < k. Isso prova que d;(C)
esta definido para todo r com 1 < r < k. Entao provemos que d;(C) < n — d,(C*).

Seja D um subcédigo de C+ com dim D = r e |x(D)| = d.(C*). Entéao existe uma matriz
de checagem de paridade para C' onde as r primeiras linhas sao vetores em D e as tltimas
n — k —r nao sao. Os vetores colunas {H;; i ¢ x(D)} tem suas r primeiras coordenadas zero.
Logo dim(< H;; i ¢ x(D) >) = posto coluna de (< H;; ¢ ¢ x(D) >) < posto linha de (<
R;r+1<i<n—k>)=n—k—r (onde R; é ai-ésima linha de H). Pelo teorema 2.1.10,
fazendo I = {1,...,n} \ x(D), temos d;(C) < |I| = n — d.(C*), uma vez que |I]| — dim(<
Hyiiel>)>n—d(CH)y—(n—k—r)=k+r—d.(C*) =t

Agora, provemos que di;a # n — d,(C*) + 1, para todo A > 1. Suponhamos por absurdo
que dia(C) = n — d,(C*) + 1 para algum A > 1. Entdo existe uma matriz geradora G
para C (equivalentemente uma matriz de checagem de paridade para C1) tal que, sem perda
de generalidade, as ultimas d,(C*) — 1 posigoes das t + A linhas sdo todas nulas. Seja I =
{n—d,(C+)+2,...,n}. Entdo os tltimos || vetores colunas de G geram um espaco vetorial de
dimensao < k—t—A = d,(C*) —r—A. Note que |[I| =n—(n—d,(C++2))+1=d,.(CH) - 1.
Facamos s := |I| — (d.(C*+) —r — A) = d.(C+) =1 — (d.(CF) —r — A) =r + A — 1. Entao
s > r. Pelo Teorema 2.1.7 d,.(Ct) < d,(C*). Como |I| —dim(< Hy; i € T >) > d.(C*) —

—(d(CH)y —r —A)=r+A—1=s, temos d,(C*+) < |I| = d,(C*) — 1 < d.(CF), o que é
absurdo. Portanto

disa(C) #n —d(CF) + 1.

Agora, basta juntar as pegas. Dado r € {1,...,n — k}, ja provamos que d;(C) < n —
d.(Ct) <n+1—d,(CH). Pelo Teorema 2.1.7, di(C) < dy(C) < -+ < dy(C) < n+1—d,(CL).
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Logo n+1—d,(Ct) ¢ {di(C),d»(C),...,d;(C)}. Mas, como ji mostramos também, n + 1 —
d.(CF) # diya(C) para todo A > 1. Segue entao que n+1—d,.(C*) ¢ {d,(C); 1 <t <k}. O

Observe que o teorema 2.1.11 poderia ser também enunciado da seguinte maneira: Sejam
C um cédigo [n, k] e C* seu cédigo dual. Entao {d.(C); 1 <r <k}U{n+1-d,(C); 1<
r<n-—k}={1,2,...,n}.

Observagao 2.1.12 Como di(C*) < dy(Ct) < ... < dpp,(CH), entao n + 1 — d,_x(Ct) <
n+1l—dy,r1(CH) <...<n+1—-dy(C) <n+1—dy(C). Logo pelo teorema 2.1.11, se
conhecermos n + 1 — d,_(C*) determinamos d;(C) para todo i = 1,2,...,(n — d,_x(C1)), a
saber d;(C') = i.

2.2 Cdbdigos de Goppa e distancias generalizadas de Ham-
ming

Nesta secao apresentaremos os cddigos de Goppa. Iremos determinar alguns limitantes para as
distancias generalizadas de Hamming de tais c6digos.

Definicao 2.2.1 Sejam F/F, um corpo de fungoes algébricas de género g, Py, ..., P, lugares
de F/F, dois a dois distintos e de grau 1, D = P, +--- 4+ P, e G um divisor de F/F, tal que
supp G Nsupp D = 0. Entao o cédigo geométrico de Goppa denotado por Cr(D,G) associado
aos divisores D e G € definido por

Ce(D,G) :={(z(P),...,2(P,)); =€ L(G)} CFy.
Definicao 2.2.2 Sejam G e D = P, + --- + P, divisores tais que P; sdo lugares de grau um,
dois a dois distintos, com i = 1,...,n; e supp D Nsupp G = 0. Entao, definimos o cddigo
Ca(D,G) C F? por
Co(D,G) == {(wp,(1),...,wp,(1)); w€ Qr(G — D)}
Teorema 2.2.3 C,(D,G) é um cédigo [n,k,d] com parametros

k=dimG—dim(G—D) ed>n—degG.

Demonstracao
Considere a aplicacao evp : L(G) — Cr(D, G) definida por

evp(z) == (2(P),...,v(P,)) € Fy.
E claro que evp é [Fy-linear e sobrejetiva. Note ainda que
ker (evp) = {z € L(G); (z(P),...,z(P,)) =0} =
{r € L(G); z(P;) =0, parai=1,....n} ={x € L(G); x € P, parai=1,...,n} =
{z € L(G); vp(x) >0parai =1,...,n} ={z € F; vp(x) >0, parai =1,...,nex € L(G)} =

L(G - D).

Pelo teorema do nicleo e imagem

dim G = dimkerevp + dim C, (D, G) = dim L(G — D) + k.
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Portanto k£ = dim G — dim (G — D).

A afirmacao d > n — deg G a ser mostrada considera a distancia minima d e, portanto, nao faz
sentido considerar Cz(D, G) = 0. Suponhamos entdao C,(D, G) # 0.

Seja x = (z(P1),...,x(P,))) € L(G) com w(evp(x)) = d. Entao

d=w((z(P),...,2(F))) = i «(B) # 0} = n—[{i; 2(P) =0} =

n — |{i; vp,(x) > 0} =n — numero de lugares no suporte de D que sao zeros de z.

Ou seja, existem exatamente n — d lugares P, ..., P,
logo

_, ho suporte de D que sao zeros de z,
n

0#£x€ L(G—(Py,....,P, ).
Dal dim £(G — (P;,,..., P, _,)) # 0. Pelo corolario 1.1.35, item (b),

0<deg(G—(P,+...+P _,))=degG—n+d.
Logo d > n — degG. O

Corolario 2.2.4 Suponha no teorema anterior que o grau de G seja estritamente menor que
n. Entdo a aplicacao evp : L(G) — Cp(D,G), definida na demonstrag¢io do teorema 2.2.3 é
mjetora e, mais ainda

(i) Ce(D,G) é um codigo [n,k,d] com
d>n—degG ek =dim(G) >degG+1—g

Portanto,
E+d>n+1-—g.

(ii) Se, supusermos ainda, 29 — 2 < deg G < n, entdo

k=degG+1—g.

(iii) Se {x1,...,x} € uma base de L(G), entdo a matriz
$1<P1) l’l(Pg) xl(Pn)
M = : : :

¢ uma matriz geradora para Cr(D,G).

Demonstracao

Se deg G < n, entao deg(G — D) = degG — n < 0. Logo, pelo corolario 1.1.35, item (b),
L(G — D) ={0}. Como, na demonstracao do teorema 2.2.3, vimos que ker(evp) = L(G — D),
temos evp € injetora.

Pelo teorema 2.2.3, Cr(D,G) é um c6digo [n, k,d] com parametros d > n — degG e k =
dim(G) — dim(G — D) = dim(G). Pelo Teorema de Riemann-Roch, dimG < degG + 1 — g.
Logo k = dim G < degG + 1 — g, o que prova o item (i).

Suponha agora 2g — 2 < deg G < n. Pela observacao 1.2.25 temos que G é um divisor nao
especial e, logo, dim G = deg G + 1 — g. Segue que

k=dimG =degG+1—g.

O que prova o item (it).
O item (ii7) é 6bvio. 0
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Definicao 2.2.5 O inteiro d* := n — degG € chamado de distancia designada do cddigo
Ce(D,G).

Proposicao 2.2.6 Suponhamos que dimG > 0 e d* = n —degG > 0. Entao d* = d se, ¢
somente se, existe um divisor D" com 0 < D' < D, deg D' = deg G e dim (G — D') > 0.

Demonstracao

Assumindo que d = d* = n — deg G > 0, entao existe um elemento 0 # = € L(G) tal que a
palavra (z(P,),...,z(P,)) € Cz(D,G) tem precisamente n —d = n — d* = deg G componentes
zeros, a saber x(P;. ), com j =1,...,degG. Defina

J
deg G
D' = E P,..
j=1 Y

Entao 0 < D' < D, deg D' =degG e dim (G — D’) > 0 (pois 0 # z € L(G — D")).
Reciprocamente, suponha que exista um divisor D’ satisfazendo as propriedades acima.
Como dim (G — D’) > 0, entéo existe 0 # y € L(G—D"). Como deg D' =degGe 0 < D' < D,
temos que d < w((y(Py),...,y(FPy))) = n—deg G = d*. Pelo teorema 2.2.3, d > n—deg G = d*,
logo temos que d* = d. O

Lema 2.2.7 Sejam P um lugar de grau um e w uma diferencial de Weil com vp(w) > —1.
Entao
wp(l) =0< vp(w) > 0.

Demonstracao
Como estamos considerando vp(w), estd implicito que w # 0. Pela proposic¢ao 1.2.31,

vp(w) = max{r € Z; wp(x) = 0 para todo =z € F' com vp(z) > —r},
que nos garante
vp(w) > r < wp(z) = 0 para todo = € F com vp(z) > —r.

Suponha que wp(l) = 0 e seja © € F com vp(x) > 0. Como deg P = 1, podemos escrever
r=a+ycoma € F,evp(y) > 1. Entao, como vp(w) > —1evp(y) > 1, temos que wp(y) = 0.
Logo

wp(x) =wp(a) + wp(y) = awp(1) + 0 = 0.

Reciprocamente, suponhamos vp(w) > 0. Entao existe 0 < r € Z, tal que wp(z) = 0 para todo
x € F com vp(x) > —r. Como vp(l) =0 > —r, temos que wp(1) = 0. O
Teorema 2.2.8 Cq(D,G) é um cddigo [n, k', d'| com parametros

K =i(G—D)—i(G) ed >deg G— (29 —2).

Demonstragao
Seja P € Pr um lugar de grau um e w uma diferencial de Weil com vp(w) > —1. Pelo lema
2.2.7,

wp(l) =0 < vp(w) > 0.

Considere a aplicagao op : Qr(G — D) — Cq(D,G) tal que op(w) = (wp,(1),...,wp,(1)).
Temos que op é sobrejetiva. Note que

op(w) =0 wp(l)=0,Vi=1,....nevp(w) >0,Vi=1,...,n S w e Qp(QG).
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Logo ker op = Qr(G). Pelo teorema do nicleo e imagem
dim Q(G — D) = dimker op + dim Cq (D, G),
ou seja,
kK =dimQp(G — D) —dim Qg = i(G — D) — i(G).

Seja op(w) € Cq(D,G) uma palavra de peso m > 0. Entao wp,(1) = 0 para certos indices
L =11, tn_m, l0ZO

n—m

weQG-(D-)Y P)).

j=1

Como Qp(A) # 0 implica que deg A < 2g — 2 (de fato, pelo teorema 1.2.12, dim(W — A) # 0
com W divisor canonico; assim, pelo teorema 1.2.13, dim A # deg A + g — 1 e, por fim, pelo
teorema 1.2.15, deg A < 2g — 1, ou ainda, deg A < 2g — 2), obtemos

2g—2>degG— (n—(n—m)) =degG —m,

Assim, m > deg G — (2g — 2). Como m foi tomado arbitrario, entao a distancia minima d’ de
Cq(D, G) satisfaz a desigualdade d' > deg G — (29 — 2). O

Corolario 2.2.9 No teorema anterior, se adicionarmos a hipotese de que degG > 2g — 2,
teremos
K=i(G-—D)>n+g—1—degG.

Mais ainda, se 2g — 2 < deg G < n, entao
KF=n+g—1—degG.

Demonstragao
Suponha que deg G > 2g — 2, entdo, pelo teorema 1.2.15, i(G) = 0. Assim, pelo teorema 2.2.8
e pelo teorema de Riemann-Roch temos

k' =i(G—D) = dim(G—D)—deg(G—D)—1+g = dim(G—D)+n+g—1—deg G > n+g—1—deg G.

Suponha ainda que 2g — 2 < deg G < n. Como deg(G — D) = degG — n < 0, pelo corolario
1.1.35, item (b), teremos que dim(G — D) = 0 e, dai,

F=dm(G—-D)+n+g—1—degG=n+g—1—degG.

O
Teorema 2.2.10 Dados os cédigos Co(D,G) e Cr(D,G), entao
Ca(D,G) = C(D,G)*.
Demonstracao
Ver [7], Teorema I1.2.8. 0

Lema 2.2.11 FEziste uma diferencial de Weil n tal que
vp(n)=—1enp(l)=1, parai=1,...,n.

Demonstracao
Ver [7], Lema 11.2.9. 0
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Proposicao 2.2.12 Seja n uma diferencial de Weil tal que vp,(n) = —1 e np,(1) = 1 para
1=1,...,n. Entao
Cr(D,G)r = Cq(D,G) = Cp(D,H), com H:=D — G+ (n).

Demonstracao
Ver [7], Lema I1.2.10. 0

Corolario 2.2.13 Se deg G > 2g — 2, o cddigo Cr(D,G) satisfaz
d.(Ce(D,G))=n—k+rVr,g+1<r <k,
onde k € a dimensao de Cp(D,G).

Demonstracao

Como Cr(D,G)t = Cz(D,H) com H := D — G + (n) onde (n) é uma diferencial de F'/K com
vp(n) = —1 e np(1) = 1 para todo P € supp(D)(ver proposicao 2.2.12), pelo teorema 2.2.3 e
pelo corolario 1.2.14, teremos

di(Ce(D,G)") = di(Cp(D, H)) > n—deg H = deg G — 29 + 2.

Pelo teorema 2.1.11 temos
dp—i(Ce(D,G)) =n —1,

para todo ¢ com 0 < 7 < degG — 2¢g. Por hipétese degG > 2g — 2, assim k = dimG —
dim (G — D) < dim G = deg G+1—g (ver teoremas 1.2.15 ¢ 2.2.3). Dai k—(deg G—2g) < g+1.
(]

Observagao 2.2.14 Se 0 < degG < 2g — 2, teremos
1
kE<dimG < 1+§degG <g.

De fato, a primeira desigualdade é conseqiiéncia imediata do teorema 2.2.3 e a segunda
desigualdade vem do teorema 1.2.28.

Definigao 2.2.15 Seja C' um cdédigo [n,k]. Dizemos que C' tem l-ésimo posto MDS se sua
hierarquia de pesos satisfaz

d.(C)=n—k+nrVril<r<k.
Lema 2.2.16 Cddigos MDS tém primeiro posto MDS.

Demonstracao
Seja C' um codigo [n, k, d] MDS, entao

di(C)=d=n+1-k.
Pelos corolarios 2.1.8 e 2.1.9
n+1l—k+t=d(C)+t<di(C)<n—k+14+t,Vt=0,....,k—1.
Logo d14(C)=n—k+ (t+1) paratodot=0,...,k— 1. O

Do corolario 2.2.13 tem que se Cz(D, G) é um cddigo de Goppa com deg G > 2g — 2, entao
Cr(D, Q) tem (g + 1)-ésimo posto MDS.
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Definigao 2.2.17 Sejam F/K um corpo de fungoes algébricas com corpo constante K e Dp o
conjunto de todos os divisores de F/K. Dado um inteiro r > 1, definimos a r-ésima gonalidade
por

v = min{deg A; A € D e dim A > r}.

A seqiiéncia (V,)r>1 € chamada de seqiiéncia de gonalidades de F'/K.
Observagao 2.2.18 O inteiro vo € a gonalidade usual, isto €, o = min{[F : K(u)]; u € F}.
Esta observacao sobre 7, pode ser encontrada em [5].

Lema 2.2.19 Com a notagao da definicao 2.2.17, temos que v, = 0.

Demonstracgao
Pelo corolério 1.1.35, item (b), dado um divisor A € Dp, se dim A > 1, entao deg A > 0. Pelo
lema 1.1.30, item (#i7), o divisor 0 tem dimensao igual a um e grau zero, logo v; = 0. a

Lema 2.2.20 Seja p, a r-ésima ordem de pdlo de um lugar racional Q (ver defini¢io 1.2.21).
Entao v, < p,, para todo r > 1.

Demonstracao
Sabemos que £(0) = L(p1Q) € L(p2Q) € ... C L((p,—1)Q) € L(p,Q). Assim dim L(p,Q) > r
e degpr@ = pr. Logo v < p;. O

Proposicao 2.2.21 Seja F//K um corpo de fungées algébricas de género g. Suponha que F/K
tem um lugar de grau um. Entao:

(a) 0=y <y <+ <% < Ypg1 < -+, para todo r > 1.
(b) v =r+g—1 para todor com r > g.
(c) vg=29—2 e~ >2(r—1) para todor com 1 <r <g.

Demonstracao

(a) Seja A um divisor tal que deg A = 7, e dim A > r. Basta provarmos que existe um divisor
A" com deg A" < 4, e dim A" > r —1. Seja A := A — P, onde deg P = 1. Temos que
dim A < dim A" + deg P = dim A" + 1. De fato, considere a aplicacao

{E(A' +P)— Fp=K,

h — ht”P(A/Hl(P)

onde t é primo para P. E claro que o é uma aplicagao K-linear.

Mostremos que ¢ esta bem definida:
Up(htvP(Al)+1) = Up(h) + UP(A/) + 1 2 —UP(A,) -1 + UP(A,) + 1=0.

Logo htvr(AD+L estd em Op e tem sentido tomar a classe ht”P(A,)H(P) que ¢ um elemento

de K.

Temos que

/

p(h) = 0 vp(ht™ @) = up(h) +vp(A) + 1> 0 & vp(h) > —vp(4),
ou seja, ker p = L(A). Pelo teorema do nicleo e imagem,
dim (A" + P) —dim A" = dim Im ¢ < deg P = 1.

Logo, dimA >dimA—-1>r—1.
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(b) Seja A um divisor de F//K com deg A =r+ g — 1> 2g — 1. Pelo teorema 1.2.15, temos
que dimA = degA+1— g = r, logo temos que 7, < r+ g — 1. Agora considere um
divisor B de grau menor do que 7 4+ g — 1. Entao existe um divisor B’ tal que B < B’ e
degB =r+¢g—2>2g—2. Entdo dimB < dimB edimB =degB +1—g=1r—1,
logo v, > r+g— 1.

(c¢) Considere um divisor canénico W de F'/K. Entao degW = 2g — 2 e dimW = g, logo
temos que v, < 2g — 2, pela definicao de ~,. Temos por (a) que 0 < v, < 2¢g — 2 para
todo r com 1 <r < g. Seja A um divisor tal que deg A = ~,. e dim A > r. Pelo teorema
de Clifford temos

dimA <1+ (1/2)deg A =1+ ~,/2.

Logor <14+7,/2,isto é v, >2(r—1),onde 1 <r <g. Parar =g, 7, > 29 — 2. Segue
que vy = 29 — 2.
O

Teorema 2.2.22 Seja Cr(D,G) um cdédigo de Goppa, entio
d,(Ce(D,G)) >n—degG +7,,V1 <r <k,
onde k € a dimensao de Cr(D, Q).

Demonstracao

Para simplificar a nota¢ao notaremos d, := d,(C(D,G)). Sejam D = """ | P;,onde P, ..., P,
sao lugares racionais de F'/F, e V. um subcédigo de Cz (D, G) com suporte de tamanho |y (V)| =
d, e com dimensdo 7. Seja ainda ¢ : L(G) — F} definida da forma ¢(f) = (f(P1),..., [(Fn))-
Podemos assumir que V, é gerado por r palavras-codigo ¢(f1),...,¢(f-), onde fi,..., f, €
L(G) sao linearmente independentes sobre F, (a independéncia linear de fi,..., f, vem do
fato de {p(f1),...,¢(fr)} ser linearmente independente e de ¢ ser linear). Entao, dizer que
IX(V.)| = d,, é equivalente a dizer que todas as palavras-codigo da base {¢(f1),...,¢(f,)} de
V,. compartilham exatamente n — d, posicoes distintas onde, nessas posicoes, elas sao nulas, sem
perda de generalidade, suponhamos que sejam as primeiras n — d, entradas. Esta afirmacao
pode ser reescrita em termos de divisores da seguinte forma: se 1 < i < r, entao

(fi) =A+ B -G,
onde 0 <A< D, degA=n—d,eB; >0, parai=1,...,r.

De fato, para todo i com 1 < i < r, ¢(f;) se anula nas (n—d,)-ésimas primeiras coordenadas,
ou seja, se 1 <i<rel<j<n-—d,entdo vp(fi) =1+ by, com b > 0. Como f; € L(G),
1 <i <r, temos que vp(f;) = —vp(G) + bp, com P > 0,VP € Pr\{P,...,P,_4,}. Defina

B;:= Y bpP

PePp

A= Z P.

PG{PI ~~~~~ Pnfdr}

Note que o conjunto {f1/f1, f2/ f1,.--, fr/fr} € Li. e fi/f1, fo/ fr,- -5 fr/ f1 € L(B)), uma
vez que vp(fi/f1) = vp(fi) —vp(f1) = vp(Bi) —vp(B1) > —vp(B1). Logo deg By > v,, pela
defini¢ao de v,. O fato de deg B; = deg G — deg A completa a demonstracao. O

Note que, para o caso da distancia minima, como v; = 0, temos que

d=d(C(D,G)) >n—degG,

o que esta de acordo com o teorema 2.2.3.
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Observacao 2.2.23 O teorema 2.2.22 pode ser usado para dar uma nova prova do coroldrio
2.2.13, com a hipdtese adicional de que deg G < n. De fato, se 2g —2 < degG < n = deg D,
entio, k = dim G — dim(G — D) =dimG =degG+1—g e

d.(Cr(D,G)) > n—degG + 7,

=n—(degG +1—g)+r, (proposicio 2.2.21, item (b))
=n—k+r

para todo r com g+ 1> r > k. Usando a cota de Singleton Generalizada (ver Coroldrio 2.1.9),
temos que d.(Cr(D,G)) <n—k+r. Logo, se 2g — 2 < deg G < n, temos

d,(Co(D,G)) =n—Fk+r

para todo r com g+ 1 <r < k.

2.3 C(Cbdigos Hermitianos e distancias generalizadas de
Hamming

Essa secao é baseada, em parte, na referéncia [9].
Seja K = GF(¢?) onde ¢ é poténcia de algum niimero primo p e F' = K(x,y) o corpo de
funcoes definido por
F=K(x,y), com y?+y =2z°e s|qg+ 1.

Se s = ¢+ 1, entao F/K é chamado de corpo de fungoes Hermitiano sobre K. Se s < g+ 1,
entdo F/K é isomorfo a um subcorpo do corpo de fun¢oes Hermitiano e , entao, podemos nos
referir a F'//K como um subcorpo de um corpo de fungées Hermitiano. Em ambos os casos
(s=qg+1es<q+1),0geénero do corpo de fungdes F//K é dado por

(—D(s—1) (

5 ver [7] proposi¢ao VI.4.1, (e))

e podemos mostrar que o divisor da diferencial dz é dado por
(dx) = (29 — 2)Qw (ver [7] proposicao VI.4.1, (f)),

onde Qs € 0 polo comum de x e y.

Examinemos agora os lugares de grau um do corpo F/K. O lugar o, é um deles. Seja
a € K. O polinoémio p(T) = T?+ T — a° tem raiz em K se, e somente se, a® € GF(q). Se
a é tal que a® € GF(q), entao existem exatamente ¢ raizes distintas de p(T) em K. Seja U*
o subgrupo de ordem (¢ — 1)s do grupo multiplicativo K* e seja U = U* U {0}. Entao, para
a € K, a® € GF(q) se, e somente se, a € U. Logo o niumero de lugares de grau um em F/K é

N=qUl+1=q(1+(¢—1)s)+ 1L

Como N =1+¢*+2g9¢g=1+¢*+q(q—1)(s — 1), F/K satisfaz a cota de Hasse-Weil e, logo,
¢ um corpo de fungao maximal (ver [7] exemplo VI.4.2 e proposigao VI.4.1, ()).

Nés definimos P, g como sendo o zero comum de x —a ey — Fonde o € U e B € K sao
tais que 7+ 5 = «o®. De [7] vem que para todo «, € K, os divisores © — a e y — [3 sao:

Yo sex Pap—qQu, se a €U,
(x —a)= pitp=as
R, — qQoo, se a € K\ U,
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onde R, é um divisor de grau q em F/K, dependendo de «, cujo suporte ndo contém quaisquer
lugares de grau um e

Z aeK Pa,,@_SQooa s€ ﬁq+ﬁ7£0)
(y—B) =~ a=pip
SPO,B - SQ007 s€ ﬁq +ﬂ = 07

Segue também de [7] proposi¢ao VI.4.1, (7).
Para cada inteiro m > 0, considere o conjunto

LMmQw) ={f€F; f=00u(f)>-—-mQu}
Denotaremos por B, ao conjunto
By i={z'y; i >0, 0<j<q—1cig+js <m}.

O conjunto B,, assim definido é uma base para £(mQ),) (ver [7] proposi¢ao VI.4.1, (h)).
Defina t através de s.t := ¢ + 1. Daqui para frente, assumiremos que

G:=mQyxeD:= Z Z P, 5.
aclU  BekK,
potp=as

Para simplificar a notagao, considere
Cm = CL(D,’ITLQOO).
Seja d,.(Cy,) o r-ésimo peso generalizado de Hamming do codigo C,,.

Proposigao 2.3.1 (a) O cddigo C,, é um cédigo linear de comprimento n = q((q—1)s+1)

(b) Se my < mg, entio Cp,, C Cpy;
(¢c) Se my < mg, entdo d,(Cp,,) > d.(Cpn,).

Demonstracgao

(a) Todos os lugares P, g possuem grau um. Entao basta contar os lugares do suporte de D.
Note que |U| = (¢ — 1)s+ 1 e, para cada o € U, o polinémio 37+ = a° possui ¢ raizes
distintas. Portando n =degD = ¢q((¢ — 1)s + 1).

(b) Se my < mg, temos M Qs < MaQoo. Pelo lema 1.1.31, temos que L(m1Qs) C L(Mm2Qoo)-
Assim, dado h € C,,,, entdao h = (f(P1),...,f(P,)), onde f € L(mQ), logo h =
(f(P1),..., f(Py)), com f € L(MaQx), Pois L(M1Qo) C L(M2Quo). Assim Cp,, C Cpppy.

(c) Seja D subcddigo de C,,, com dimD = r. Como C,,, C C,,,, entdo, também, D é
subcddigo de Cy,, com dim D = r. Assim {|x(D)|; D é subcédigo de C,y,, com dim D = r}
é subconjunto de {|x(D)[; D é subcddigo de C,,, com dim D = r}. Portanto, d,(Cy,, ) >
dr(Chny)-

O

Observacao 2.3.2 Considere a fungao u definida por u := Han(x_a)~ Entdo (u) = D—nQu
e
u=2x. H (r —a) = :c(x(q_l)s —-1)= piH—s _
acU*
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Lema 2.3.3 Seja w := dx/u. Entdo temos
(w) = (dz) = (u) = (n+ 29 — 2)Qoc — D.

Demonstracao
Temos que (dz) = (29 — 2)Qw (Ver [7], Proposigao VI.4.1) e pela observacao 1.3.28, temos

(@) = (()da) = (do) + () = (da) — (u) = (2 = 29)Qu — D+ 1@ = (n+ 29 ~ 2)Quc — D.

u

O

Corolario 2.3.4 Seja w := dz/u. Entao vp(w) = —1 para todo lugar P € supp (D), onde
vp(.) € a valorizagao discreta de F/K em P.

O corolario 2.3.4 segue direto do lema acima.

Definicao 2.3.5 Para todo cddigo linear C' de comprimento n sobre K e para toda n-upla
a:=(ay,...,a,), onde 0 # a; € K para todo i, definimos

a.C = {(aicy,...,a,¢,); (c1,...,c,) € C}

Proposicao 2.3.6 Para todo inteiro m > 0, os cédigos Cy, € a.Cypi9g—2-m sdo duais um do
outro, onde a := (resp, w,...,resp, w) eresp w € o residuo de w em P.

Demonstracao
Ver [8], Teorema 2.5. 0

Lema 2.3.7 (a) A diferencial n := du/u satisfaz vp(n) = —1 e resp n = 1 para todo P €
supp(D). Se s =1 mod p, entao du = —dx e (n) = (n+ 29 — 2)Qs — D. Logo, C,, e
Chri2g—2-m S0 duais um do outro neste caso.

(b) A condigio s = 1 mod P wvale para p = 2, pois s e q sao relativamente primos. FEsta
condicao vale para corpos Hermitianos, pois s = q + 1.

A demonstragao da letra (a) pode ser encontrada em [2] e a demonstracao da letra (b) pode
ser encontrada em [6].

Proposicao 2.3.8 Um inteiro | > 0 é uma de lacuna de QQ» se nao existir funcao f € F' tal
que [ € L(IQx) \ L((I — 1)Qu). Caso contrdrio, | € uma ordem de polo de Q.

Demonstracao
Basta mostrar que tal afirmacao é equivalente a definicao 1.2.21. De fato

f e LnQu) \ L((n = 1)Qx) &

(f) = —nQx e (f) ¢ L((n —1)Qx) <
vp(f) 2 0,VP € Pr\{Qx} e vo (f) = —n &
(f)oo = NQco-
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Proposicao 2.3.9 Seja S o conjunto de todas as lacunas de QQs.. Temos que
S =5USs,

onde
S1={ig+js+1; 0<i<s—-20<j<t—2i+1<I<s—1}

So={ig+(t—1)s+1; 0<i<s—3,i+1<1<s—2}.

Demonstragao
No que se segue, dados a,b € Z usamos a notagao [a, b] para indicar o conjunto {n € Z | a <
n < b}.

Seja H = {ig+js |0 <1i,0 < j < g—1} o semigrupo das ordens de pdlo em ). Queremos
determinar o conjunto Ny \ H. Quando s = 1 o corpo de fungoes F' é racional, de modo que
Ny \ H = (). Vamos assumir entao que s > 2.

Do teorema de Riemann-Roch temos que {n € N | n > 2g} C H. Sabemos que 2g =
(g=1)(s=1) = (s—=1)g—(s—1) = (s—2)g+(g+1-s) ede (s=2)g+(¢—1)s > (s—2)g+(g+1-5)
(e mais ainda, (s — 1+ )g+ 75 > (s —2)g+ (¢ + 1 — s) sempre que §', 7" > 0) vem que

H={ig+js|0<i<s-20<j<q—1}U{neN|n>2g}.
Observe que g — 1 =q+1—-2=st—2=(s— 1)t +t—2, logo, para i € [0,s — 2] vale

{ig+js|0<j<qg—1}=

5—2
(U{iq+ (kt+0)s| ¢ e0,t— 1]}) U{ig+ ((s—1)t+{)s| L e0,t—2]}.
k=0

Usando que (kt + ¢)s = k(¢ + 1) + {s = kq+ k + {s para todo k € [0,s — 1] temos, para
i €[0,s—2], que

(D{z’q+(kt+£)s (e [O,t—l]}> U{ig+ ((s—1)t+0s | Le[0,t—2]} =

k=0

(U{(i+k)q+k+£s|£e[o,t—u}) U{(i+s—1)g+s—1+Ls|Lec0,t—2]}.

k=0

Observe que k + (t —1)s = k+q+ 1 — s < q para todo k € [0,s — 2] e da mesma forma
s—1+(t—2)s=s5—2+q+1—2s=¢qg—1—s < q, ou seja, os elementos nos conjuntos do lado
direito da tltima igualdade acima estao escritos na forma ug+r, com r € [0,q—1]. Lembrando
que 29 = (s—2)g+(¢+1—s) eque {n € N|n > 2g} C H, nos interessa determinar o conjunto
{ug+reH| comr e [0,¢g—1eug+r<(s—2)g+(qg+1—-9)} De(s—1)¢g+s—1>
(s=2)g+(¢g+1—s)temos que {(i +s—1)g+s—1+0s| € [0,t—2]} C{necN|n2>2}
assim, do que ja fizemos, vem que

s—2
H=<U{iQ+j8|0§j§q—1})u{neN|n229}:

=0

(DD{<i+k)q+k+es|ze[o,t—u}) U{neN|n>2g}

=0 k=0
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Chamando u := @ + k podemos escrever esse conjunto da seguinte forma

(UOUuq+k+€s> U{n eN|n>2¢g}.

u=0 k=0 ¢=0

Agora é facil verificar que

s—2t—2
NO\H:<U U[uq+€s+u+1,uq+£s+s—1]>u

u=0 (=0
s—3
(U[uq+(t— Ds+u+1uqg+ (t— 1)3+3—2]> :
u=0
O
Proposicao 2.3.10 (a) Set =1 (i.e., s=q+ 1), entio F/K € o corpo de fungoes Hermi-

tiano e
S={ig+1; 0<i<qg—2,i+1<1<qg—1}

Em particular, o comprimento n do cédigo C,, é n = ¢>.

(b) Set=q+1 (i.e., s=1), entao F/K € um corpo de fungoes racionais, pois F = K(x,y) =
K(y). Neste caso, Qs ndo tem lacunas e n = q°.

(¢) No caso Hermitiano as ordens de pdlo menores que 2g sao Uf_l{iq +7;,7=0,...,1}.

Demonstracao

(a) Note que para t = 1, S; é vazio. Logo, substituindo t =1 e s = g+ 1 em 53, temos a
expressao de S.

(b) Set =g+ 1, entdo s = 1 e, como temos = = y + y9, segue que K(z,y) = K(Y). Dai
S; =85 = 0. Portanto S = (.

(¢) No caso Hermitiano, por (a), temos
S={ig+1;0<i<qg—2ei+1<1<qg—1}

Sei=0,entaoig+Il=1<g—1<qg<q+1.
Sei>1,entao l >2eiqg+l=q+1l>q+2>q+1>q.

Portanto ¢ e ¢ + 1 nao podem ser lacunas, logo sao ordens de podlo de (). Pela ob-
servacao 1.2.22, o conjunto de ordens de pdlo de (), forma um sub-semigrupo e, pelo
teorema 1.2.23, p; = 0 é a menor ordem de pdlo de (0, e a todas as lacunas sao menores
ouiguaisa 2g—1=2[(¢g—1)(s—1)/2] =1 = ¢* — ¢— 1. Com estas informagoes, podemos
obter ordens de pélo apenas somando as que ja possuimos, a saber 0, ¢, ¢+ 1 e n, tal que
n > 2g. Logo o semigrupo é composto pelos inteiros

q,q9+1
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2q,2q+ 1,29+ 2
3q¢,3q+ 1,3+ 2,3qg+ 3

4q,4q9 +1,4q + 2,49+ 3,4q + 4

(¢—2)q,(q—2)q+1,....290—2=¢"—q—2=(¢—2)q+ (¢ — 2)
(q—1)g =29 >29—1,(qg—1)q+1,...,(¢g—1)g+(¢—1),(g—1)q, (¢—1)g+1,(¢—1)g+2,. ..

Observe que ao passarmos da i-ésima linha para a (i + 1)-ésima, saltamos iq — (i — 1)q —
(1t —1) — 1 =g — i inteiros. Logo da primeira linha até a (¢ — 1)-ésima, saltamos

q—1

S -y = (- (g -y

, 2
=1
Pelo teorema das lacunas de Weiertrass nao ha mais lacunas a partir da ¢-ésima linha.

O

Proposicao 2.3.11 Sejam p, a r-ésima ordem de pdlo de Q e {V;r > 1} a seqiéncia de
gonalidade do corpo de fungoes F/K definido por y? +y = z°, onde s divide ¢ + 1. Entdo:

(a) v =p1 = 0;

__Jgses=q+1
(b) 72_pQ_{sses<q—i-1.

(c) vs=ps=q+1,ses=q+1.

Demonstragao

(a) Segue direto do Teorema das Lacunas de Weiertrass e da proposicao 2.2.21.

(b) Seja N o ntimero de lugares de grau um de F/K. Seja u € F/K tal que v = [F : K(u)].
Seja ainda P € P, um lugar de grau um, Pj,..., P/ todos os lugares de Py tais que
P/|P, e; :==e(F]) e fi == f(P]|P) = [Fp; : Fp]. Pelo teorema 1.4.7

r

Z eifi = V2.

i=1

Se [Fp : K] =1, entao [Fp/ : Fp] = 1, pois K C Fp C Fpr. Se P, ..., P sao lugares
de grau um em Pp, temos [ < 23:1 e, = 22:1 ei, fi, <Y i_i¢eifi =Y. Logo, P tem no
maximo 7, extensoes de grau um em F/K. Note que se Q) € P, ¢ um lugar tal que
deg@ > 2 e Q' € Pp é tal que Q'|Q, entdo [Fy : K| = [Fy : Fg|.[Fo : K] > 2. Assim
nenhum outro lugar em K (u)/K tem extensoes de grau um em F/K. Logo N < (¢*+1)7s.
Consideremos primeiramente o caso Hermitiano (s = ¢ + 1). Se 72 < ¢, entao temos que
N < ¢ +1, o que é absurdo. Logo 75 > q. Como 75 = min{[F : K(u)]; u € F} e
[F': K(z)] = q (ver [7], proposi¢ao VI.4,1 (a)), temos 72 < q. Logo 72 = q.
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Suponhamos agora s < ¢+ 1. Se s = 1, entao F'//K é o corpo de fungdes racionais, tal
caso é de simples verificagao. Podemos supor que s > 1. Suponhamos que 75 < s. De
N < (¢* + 1)y, temos

q+qlg—1)s<s(F+1)eqtqlg—Ds+1<s(F+1) <

qg+1<gs+s,

o que é absurdo. Logo v, > s. Como 72 < [K(x,y) : K(y)] < deg(T® — (y?+ y)) = s,
onde 7% — (y? + y) € K(y)[T], entao y2 = s.

(c) Se s =q+ 1, entdao 3 > 72 = ¢ pela proposigao 2.2.21 e 73 < p3 = ¢ + 1 pela observacao
2.2.20. Logo v3 =p3 =q+ 1.

O
A dimensao do codigo C,, é facilmente determinada pela seqiiéncia de lacunas dada pelo

conjunto S. Seja
Im) ={l<m;l=1ig+js,i>0e0<j<qg—1}

Dado um inteiro m, este pode ser expresso de maneira tnica na forma
m =1iq+js+1,
com?>00<7<t—-2e0<[<s—1,0u
m=1iq+ (t —1)s+1,

comi>0el<][<s—2.

De fato, seja m um inteiro nao negativo, afirmamos que existem tunicos inteiros a, u e v
tais que podemos escrever m da seguinte forma especial: ou m = aq + us + v, com a > 0,
0<u<t—2e0<v<s—loum=ag+(t—1)s+v,coma>0e0<wv<s—2 De
fato, fazendo a divisao euclidiana de m por ¢ encontramos inteiros a e b tais que m = aq + b,
coma>0e0<b<qg—1. Fazendo a divisao euclidiana de b por s encontramos inteiros u e
v tais que m = aq+us+v,com 0 <uel<wv<s—1. Noentanto, como us+v < q—1
ets = q+ 1 temos que ter 0 < u <t — 1. Mais ainda, se u =t — 1 entao v < s — 2 pois
(t—1)s+s—2=q+1—-2=qg—1.

E f4cil verificar que se m; = a;q + u;s + v; € uma expressao de m; na forma especial, com
1 € {1,2}, entao my > mq se a; > Ao, OU S€ a1 = A2 € U1 > Ug OU S€ a1 = A9, U1 = Ug €
v1 > vg (de fato, por exemplo, se a; > ay entdo chamando b; = u;s + v;, com i € {1,2} temos
mip — Mo = (al—(IQ)q+b1—b2 >0pOiS |b1—b2| Sq—l)

Seja m um inteiro nao negativo, que escrevemos como m = aq + us + v, com a > 0,
0<u<t—2e0<v<s—loum=aqg+(t—1)s+v,coma>0e0<v<s—2 Vamos
usar as consideragoes dos paragrafos acima para contar os elementos do conjunto I(m) := {c¢ <
m|c=ig+js, i >0,0<j<qg—1}. A idéia é escrever elementos ¢ na forma especial, impor
a condigao ¢ < m e obter |I(m)| através de uma contagem dos possiveis coeficientes de ¢, s e
1 na expressao de c.

Sabemos que I(m) = dim £(mQ«), ou seja, I(m) é o nimero de ordens de pdlo em @, que
sao menores ou iguais a m, logo, do teorema de Riemann-Roch temos que se m > 2g — 2 entao
dim £(mQw) = m+1—g. Assim, resta tratar o casom < 2g—2. De g = (¢—1)(s—1)/2 temos
2g—2=(s=1)g—(s—1)=2=(s=2)g+q—s—1=(s=2)qg+st—1—s—1 = (s—2)q+(t—1)s—2,
logo se escrevermos 2g — 2 na forma especial o coeficiente de g sera s — 2 e o coeficiente de
s serd no maximo t — 2 (pois o coeficiente de 1 tem que ser nao negativo). Assim, como
m = aq+us+v < 29— 2, temos que ter 0 < a < s — 2. Seja ¢ = iqg+ js, com i > 0 e
0<j<qg—1.Sejaj=Fkt+ /¢, com0</{<t—1a divisao euclidiana de j por t, temos entao
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quec=(i+k)g+ls+k Degq—1=st—2ej<qg—1vem que0 <k <s— 1; mais ainda,
k<s—2casol =1t—1 (pois (s—1)t+t—1=¢q). Como ¢ < m temos que 0 < i+ k < a.
Dividimos a contagem das possibilidades para ¢ < m em trés casos.

1) Quando i+ k =:a’ € {0,...,a—1} temos que k pode assumir qualquer valor no conjunto
{0,...,d'} (pois @’ < a < s—2) e { pode assumir qualquer valor no conjunto {0,...,t — 1}.

Assim, temos um total de > ,_, a’t = a(a + 1)t/2 valores possiveis para c.

2) Quando i + k = a el € {0,...,u — 1} para cada valor de ¢ o inteiro k pode assumir
qualquer valor no conjunto {0,...,a} (pois a < s — 2), logo temos (a + 1)u valores possiveis
para c.

3) Quando i + k = a e £ = u temos que ter k € {0,...,v} e de k = a — i temos que ter
k € {0,...,a} logo as possibilidades para ¢ sdo em ntimero de min{a,v} + 1.

Dai vem que |I(m)| = a(a+ 1)t/2+ (a + 1)u + min{a,v} + 1, onde m = aq + us + v esta
escrito na forma especial.

Proposigao 2.3.12 Assuma que 0 <m <n+2g—2=q?>—s— 1. Entio a dimensao de C,,
¢ dada por
|[I(m)] se0<m<29g—1=¢qs—q—s,

dlmC’m:{ n—|I(mY)| sen<m<n+2g9—2

onde mt :=n+29—-2-m=¢q*s—s—1—m. Para2g—2<m <n temos

dimC,, =m+1—g

Demonstracao
Para 0 < m < n, nés temos que dim C,,, = dim £L(mQw) = |I(m)|. Paran < m < n+ 29 — 2,
nos temos pela proposicao 2.3.6 que

dim C), = n — dim C’#L =n—dimaChi25-2-m

=n—dimCpy9y 9 m =n — [I(m*)],

onde mt* =n+2g—-2-m<2g9—2<n. O

Dado um inteiro m > 0, seja m a maior ordem de podlo de @), com m < m. Temos que
L(MmQs) = L(MQs). De fato, como m < m, entdo L(m@Qs) C L(MQ). Se m = m acabou.
Suponhamos que m < m. Entao os nimeros m + 1,m + 2,...,m nao sao ordens de pdlo, ou
seja, [[(m)| = |I(m+ 1) =---=|I(m)|. Mas, |I(m + 7)| é também o nimero de elementos de
Biiyi, para 0 < i < m—m. Logo dim £L(mQ ) = dim L(MQ), ou seja, LIMQ ) = LI(MQs)-
Entao, sem perda de generalidade, podemos sempre supor que m é uma ordem de polo de ().

Lema 2.3.13 Sejam aq,...,as € U raizes da equacao x° = 1. Entao

s

H(l’ - av) = )‘H(y - ﬁ,u)a

v=1

onde a,’s sao elementos dois a dois distintos e B} + (3, = 1 para todo p com 1 < p < q e
re K.
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Demonstracao
O divisor de [ l(a: a,) ¢ igual ao divisor de []?_,(y — B,). Logo o divisor de [],_,(z —
ay)/ [1},=1(y — Bu) é o divisor nulo. Dessa forma [[,_,(z — )/ [[},-,(y — B.) € K, isto ¢,

s

H(I - av) = )‘H(y - ﬁp)

v=1

O

Lema 2.3.14 (Caso Hermitiano) Seja s = g+ 1. Assuma que 2¢> —q—2<m<n=¢ e
que n —m € uma ordem de pdlo de Q. Entao existe f € LIMQw) tal que f tem m zeros no

suporte de D e ¢ da forma
q—2

f=n]]w-8.

p=1

onde 31+, = 1, para todo jp com 1 < p<q—2,ehe L(m' Qus) comm’ =m—(qg—2)(g+1).

Demonstracao

Da proposigao 2.3.10, como m é ordem de pélo, podemos escrever m = iq+ j(¢+ 1) com i > 0
e0<j<qg—1. Seja d um elemento primitivo de GF'(q). Dividiremos nossa demonstragao em
trés casos:

Caso (a) 2¢° —q—2<m < ¢*—¢* Entdo i < ¢* — ¢ —1 e nds temos dois casos. Se j = ¢ —2 ou
j =q—1, entao definimos

i J

f=1]@-a) [[w-8

v=1 p=1
onde 8] + 3, = 1 para todo u, com 1 < p < j, e a,’s sdo elementos dois a dois distintos
em K com aft' £ 1.

Se0<j<q—3,entaoiq>2¢>—q—2—j(qg+1) > ¢*+q+1, logo temos que i > g+ 1.
Seja A := {a € K;a9™ # §772}. Neste caso escolha a, € A tal que a,’s sao elementos
dois a dois distintos para todo v, com 1 < v < i e, mais ainda, a?™! = 1 para todo v, com
1<v<qg+1. Seja

)

f::Ha:—ozU li[

v=1

onde os elementos ﬁ; € K sao dois a dois distintos e ﬁ;q + ﬁ; = §972 para todo ju, com
1 <p<j. Como

q+1

H(l‘ - av) = )‘H<y - ﬁu)v

v=1

onde A € K e (3,’s sao elementos dois a dois distintos e 51 + fu = 1 para todo u, com
1 < u < g, nés obtemos o resultado desejado para esse caso.
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Caso (c)
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@ — ¢ <m<qg®em=0modq N6bs temos que m = ig com ¢*> — ¢ < i < ¢%. Seja

7

f = H(:E - O./U),

v=1

onde «,’s sao elementos dois a dois distintos em K para todo v, com 1 < v < 7 e, mais
ainda, a2 = 1 para todo v, com 1 < v < ¢+ 1. N6s podemos converter f da mesma
maneira que foi feito no caso (a).

- <m< ¢ em#0modq: Comon—m éordem de pélo de Qo por hipétese, entao
m pode ser escrito unicamente da forma m = ¢ —¢* +ag+bonde 0 < a < b < q— 1.
Vamos mostrar tal afirmacio. Como ¢* — ¢*> < m < ¢*, entdo m = ¢ — ¢*> + ¢ com
0 <c<¢*—1. Sabemos que n —m # 0 e de n — m ser ordem de pdlo temos que
n—m>q. Logo ¢> —c>qe, dai 0 < ¢ < q(q — 1). Fazendo a divisao euclidiana de ¢
por ¢, temos que ¢ =711+ 13, com 0 <ry <g—1ler; <qg—1, pois c < ¢q(qg—1). Como
P—c=¢—rq—ra=qlg—11)—12=q(q— (r1+1)) + (¢ —r2) é ordem de pdlo, temos
que ¢ — 1y < g — (ry + 1), portanto r; < 5. Logom = (¢* —q—b+a)g+blg+1) e
assim, i :=q> —q—b+a < ¢*> — ¢— 1. Podemos, entdo, encontrar f do mesmo jeito que
foi feito na segunda parte do caso (a).

O

Teorema 2.3.15 (Caso Hermitiano) Seja s = ¢ + 1 e seja p,. a r-ésima ordem de pdlo de
Qo. Assuma que2¢> —q—2<m<n=¢ e quen —m é uma ordem de pélo de Qu. Entdio,
para todo r com 1 < r < g, temos

d.(Cy) <n—m+ p,.

Demonstragao
Seja f € L(mQ)) uma fungao com precisamente m zeros distintos no suporte de D e da forma

f=n]]w-5

onde 31+ Bu = 1 para todos y, com 1 <y < g—2eh € L(mM'Qu), com m’ =m—(q—2)(q+1),
como descrito no lema 2.3.14. Escolha a,’s com a4™! = 1 para todo v, com 1 < v < ¢ — 2.
Agora, sejam

)+ (Y = By-2),
2= (z—an)(y — )(y Bs) - ( Ba—2),
23 = (y— B2)(y — B3) - (y — By-2),
2= (r —on)(@ —a2)(y — fBs) - (?J By-2),
z5 = (. —a2)(y — Bs) -+ (y — By-2),
2= (y — B3) - (y — By—2),

Zg2 = (T — ag3) (T — ag_2),
Rg—1 = (13 — Qg 2)

zg =1
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e defina f, := hz,. parar com 1 < r < g. E facil verificar que f, € L(mQ) para todo
rcom 1l <r <ge fi,...,f; sao linearmente independentes sobre K. Seja V. o subcédigo
r-dimensional de C,, gerado por fi,..., f,. Temos que |x(V,)| = n—m+p,. De fato, podemos
encontrar um termo geral para os elementos z,., a saber

2ttty = (@ = g) o (@ =) (Y — Biga)- -+ (Y — Bg—2),

sel<i<qg—2ejed{l,... i},

Z(14-ti) = (y - /Bz) to -(y - ﬂqu)

sel<i1<qg—2e

zg = 1.

Podemos também escrever as ordens de pdlo de uma maneira geral, andloga a feita acima,
a saber

P1+(4tiys = 14 +J

onde j <4, dai

Pa+-+i) = P1+Q+-+(i-1)+(i—1) = (i—1)g+(i—1)
para todo ¢ > 0. Tendo em vista estas consideracoes, se r =1+ 2+ --- + ¢ temos
\Viagotgi| =n — [{zeros de f,}| =n — [{zeros de h}| — |{zeros de z,}| =
n—[m+(g=2)(¢g+ D] -[l¢-1-)g+D]=n-—m+q—-1)+(i—-1)=
n—mM~+ PAtti) =N — M+ P
Dadosi e€{l,...,¢q—2},7€{1,...;iter=(1+2+---+1i) + j temos ainda
Vil = Virisis] = Hzeros comuns de [ [(z = au) e (y = 8,)}] =
u=j
n—m+ig+i—[i—j+1l=n—m+ig+j—1=n—m~+ Dyt titj-1 =N — M+ Dy.

Logo temos d,.(Cy,) < n —m+ p,. O

Teorema 2.3.16 (Caso Hermitiano) Seja s = ¢+ 1. Assuma que 2¢> —q—2<m <q¢*=n
e que n —m € uma ordem de polo de QQne. Entdao temos que

(i) di(Crm) =n—m,
(ii) do(C) =n —m+ g,
(i1i) d3(Cy) =n+m—+q+1,

() dy_i(Cp,) =n—m+2g —2—1, para todo i com 0 <i < q—2.



50

Demonstracao

Como 1 =0 =py, 72 =q=pa e 3 =g+ 1 = ps pela proposicao 2.3.11, (i), (i7) e (iii) seguem
dos teoremas 2.2.22 e 2.3.15. Seja m* :=n+2g — 2 —m. Entdo temos que ¢> —q¢—2 < m* <
¢® — ¢%. Logo, existe uma funcao f € £L(m1Q.) tal que f tem m=* zeros distintos no suporte
de D e f édaforma f = h(z —a) com h € L((m*)Q.) (para ver isso procedemos de maneira
andloga & demonstracao do lema 2.3.14). Assim d;(C5) = n —mt =m — 29 + 2. O subcédigo
bidimensional V, de C,,1 gerado por f e h tem |x(Va)| =n—mt+qg=m —2g+2+q e, logo,
temos que dy(C:) = n—mt +q=m—2g+2+q pelo teorema 2.2.22 e pela proposicao 2.3.11.
O item (iv) segue do teorema 2.1.11 e da observagao 2.1.12. 0

Teorema 2.3.17 (Caso nao-Hermitiano) Seja s < ¢+ 1. Assuma que 0 < m < q((q —
1)s+ 1) =n e que, ambos, m e n —m sao ordens de pdlo de Q. Entdo temos

(i) di(Cy)) =n—m
(ii) da(Cr) =n—m+s, sem #Z 0 mod g oum > gs.

Demonstragao

Caso (al) Suponhamos que m =n — (s — 1)qg = ¢((q¢ — 2)s + 2). Sejam ay,...,q; € U elementos
dois a dois distintos onde i := (¢ — 2)s + 2. Entao a fungao

f= H(x —ay) € L(MQs)

v=1

tem exatamente iq = m zeros distintos no suporte de D. Logo d;(C,,) < n —m. Pelo
teorema 2.2.22 d;(Cy,) > n —deg G+ v =n —m. Assim dy(C,,) =m —n.

Caso (a2) Suponhamos que m <n — (s —1)q = q((¢ — 2)s + 2). Como m é uma ordem de pédlo de
@, Podemos escrever m = iqg+ jscomi >0e0<j<qg—1. Logoi<(¢—2)s+1=
(g—1)s+1—s. Seja A:={aeU;a® # 1}. Entao |A| = (¢—1)s+1—s > i, pois todas
as s raizes da unidade estao em U e |U| = (¢ —1)s+ 1. Escolha a4, ..., a; € A elementos
dois a dois distintos. O elemento

7

21 = H(x—ozv)

tem iq zeros distintos no suporte de D. Escolha agora 3i,..., 7 € K dois a dois distintos
tais que 81 + (3, = 1 para 1 < pu < j e seja

Z9 = Z(y - ﬁ,u)

Note que essa escolha é possivel pois 7 < g — 1. Entao f = 2120 € L(mQs) tem
exatamente m zeros no suporte de D. Analogamente ao que foi feito em (al), temos
di(Cp) = m —n.

Caso (a3) Por fim, suponhamos agora n — (s — 1)g = ¢q((¢ — 2)s +2) < m < n. Temos que
0<n—m< (s—1)¢g < q((g—2)s+2). Como, por hipdtese, n — m é uma ordem de
pélo de Qo existe um elemento z € L((n — m)Qs) com divisor (z) = E — (n — m)Qw
onde 0 < < D edegFE =n —m. Para ver isso, basta escrever n —m = iq + js com
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i>0e0<j<qg—1. Teremosi < (¢—2)s+ 1 e podemos encontrar z; e z; COMO NO
caso (az). Faca z = z129. O elemento u := Vst _ 5 e F tem seu divisor principal da
forma (u) = D — nQ«, logo fazendo f = u/z temos

(f) = (u) = (2) = (D = E) = mQc.

Assim a palavra do cddigo correspondente a f € L(mQs) tem m zeros distintos no
suporte de D, o que demonstra o item (a) do teorema.

(b) Escreva m =ig+ jscomi>0e0<j <qg—1. Se ¢ nao divide m, entdo o elemento f
definido no caso (a) pode ser escrito como f = h(y — () para algum 3 com 37+ 3 # 0.
Considere o subcodigo bidimensional V; de C,, gerado por f e h. Temos que |x(V2)| =
n —m + s. Analogamente, se m > g¢s, entao podemos também encontrar V5. Logo,
dy(Cr) < n—m+ s em ambos os casos. Pelo teorema 2.2.22 e pela proposi¢ao 2.3.11,
temos que do >n—m+ vy =n—m+ s.

O

Exemplo 2.3.18 (Corpos de fungoes hiperelipticas) Assuma que char K > 2 e s = 2
(corpo de fungoes hiperelipticas). Seja p, a r-ésima ordem de pdlo de Quo. Assuma que 4g =
2¢—2<m<n=q2(q—1)+1) =2¢> —q e que n —m é uma ordem de pédlo de Q. Entdio,
temos que v, = 2(r—1) = p, ed,(Cy,) = n—m+~y, =n—m+p,, Vr, com1 <r < g=(¢g—1)/2.

Demonstracao
Temos que o conjunto das lacunas S é dado por

S={2j+10<j<(¢-3)/2},

ou seja, todas as ordens de pdlo até g — 1 sao pares. Logo p, = 2(r — 1), para todo r, com
1<r<yg.

Pela observagao 2.2.20, 7, < p,., para todo r > 1 e, pela proposigao 2.2.21, v, > 2(r—1) = p,,
para todo r, com 0 < r < g. Assim v, = p,, onde 1 <r < g.

Se 2¢—2 <m < nen—m éordem de pélo de ), entao existe um elemento f € L(mQ)
definido na demonstragao do teorema 2.3.17 tal que f pode ser expresso como f = h H(q_l)/ 2(y—

p=1

f3.), onde 3}, sao dois a dois distintos como na prova do lema 2.3.14. Seja f, = h HS’;:)/Q(y—ﬁ#)

onde 1 < r < g. E facil verificar que fi,..., fy sao linearmente independentes sobre K. O
subcédigo V,. de C,, gerado por fi,..., f, tem |x(V,)| = n —m + p,, como feito na prova do
teorema 2.3.15, logo temos que d,.(C,) <n—m+p.=n—m+~y. pararcom 1 <r <g. A
igualdade segue do teorema 2.2.22. O

Outros resultados sobre distancias generalizadas de codigos Hermitianos podem ser encon-
trados por exemplo, em [1], onde os autores completam o trabalho [9] calculando todas as
distancias generalizadas em cédigos de Hamming suportados em um ponto. Também em [4]
encontramos resultados sobre distancias generalizadas que levam em consideracao a chamada
“abundancia” do cddigo, que ¢é a dimensao de L(G — D).
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