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Resumo

Nesta dissertagao apresentamos a andlise feita por Sotomayor e outros em [11] sobre estabilidade
e Bifurcacao de Hopf no Sistema Mecanico de Watt. Este sistema consiste de uma maquina
a vapor unida a um Regulador de Watt. Desta andlise sao obtidos varios resultados relativos
a Bifurcagao de Hopf. De fato, mostramos que se uma determinada expressao, que depende
de parametros fisicos desse sistema, é positiva ou negativa a existéncia de Bifurcacao de Hopf
supercritica ou subcritica é obtida.

Palavras-chave: Regulador de Watt, estabilidade, Bifurcacao de Hopf, orbita periddica.
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Abstract

In this work we give the analysis did by Sotomayor et al in [11], on stability and Hopf bifurcation
of the Watt Mechanical System. This system consists of a steam engine coupled to a Watt
Regulator. From this analysis are obtained several results on the onset of Hopf Bifurcation.
Indeed, it is showed that if a special expression, which depends on the physical parameters of
this system, is positive or negative the existence of supercritical or subcritical Hopf bifurcation
can be achieved from it.

Key-words: Watt Regulator, Hopf bifurcation, stability, periodic orbit.
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Introducao

Com o advento da Revolugao Industrial, na segunda parte do século XVIII, muitas inovacoes
tecnoldgicas foram introduzidas. Entre as principais devemos citar a inven¢ao das maquinas
a vapor, por Watt, na Inglaterra. Para controlar a quantidade adequada de vapor em alta
temperatura que € injetada na méaquina foi necessario a invencao, também por Watt em 1788,
de um mecanismo adequado que executasse o controle da injecao de vapor de dgua no motor.
Com o desenvolvimento tecnoldgico, a partir da segunda metade do século XIX, comegaram
a surgir problemas com estes controladores, também conhecidos como reguladores de Watt.
Como veremos no Capitulo 4, as hastes em rotagao do regulador tem de manter em um angulo
de abertura ¢y com o seu eixo de sustentacao de forma estavel . Este angulo é estabelecido no
projeto da maquina.

Na segunda metade do século XIX percebeu-se, devido aos avangos na manufatura das
maquinas, que o angulo de abertura do controlador, se afastava claramente do angulo projetado
ou oscilava peridédicamente de forma estavel em torno do angulo inicialmente projetado. Em
ambos os casos o regulador nao cumpria sua funcao original. Investigacoes mais profundas,
envolvendo a mecanica do regulador e o modelo matematico envolvido, eram necessarias. As
primeiras iniciativas foram do fisico inglés Maxwell [7] e do engenheiro russo Vyshnegradskii
[12].

Do ponto de vista matematico, o comportamento inadequado do regulador poderia estar
associado a alguma instabilidade do angulo ¢, ou ao aparecimento da bifurcacao de Hopf.
Maxwell e Vyshnegradskii essencialmente investigaram o caso da instabilidade de ¢y e esta-
beleceram resultados que, na area, sao classicos. Tais resultados sao apresentados no classico
livro de Pontryagin [9]. O fenémeno da bifurcagao de Hopf, tal como o conhecemos hoje, nao
era do conhecimento dos pesquisadores do século XIX.

No século XX a existéncia da bifurcacao de Hopf, para este problema, foi estabelecida em
[5], [6]. Uma outra referéncia é [4]. Em [11] a existéncia de bifurcagdo de Hopf em um sistema
mais geral do os investigados em [9], [5], [6] e [4] é dada. Os autores de [11] utilizam uma
técnica mais adequada na abordagem desta classe de problemas.

Nesta dissertacdo, usaremos as mesmas idéias de [11] mas com algumas diferengas técnicas.
Em [11] os autores partem diretamente para o cdlculo das formas normais do campo veto-
rial envolvido. Isto permite chegar, de forma relativamente rapida a computacao do primeiro
coeficiente de Lyapunov, que fornece a condicao da existéncia da bifurcagao de Hopf. Aqui op-
tamos por um caminho um pouco mais longo, mas acreditamos, menos sofisticado. Computa-
mos explicitamente aproximagoes da variedade central envolvida na dinamica deste problema
mecanico. Do ponto de vista qualitativo obtemos os mesmos resultados de [11].

Esta dissertagao esta dividida na seginte forma: na Secao 1.1 os conceitos basicos de ponto
de equilibrio e estabilidade sao dados, assim como o classico resultado de linearizacao Teorema
1.1. Na Subsecao 1.1.1 , devido ao Teorema 1.1 fazemos um estudo bastante completo da esta-
bilidade de polinomios de grau trés. Particularmente, para este caso, damos uma demonstracao
completa do Critério de Hurwitz, ver Teorema 1.2, item a, usando um argumento elementar
dado em [3]. No Capitulo 2 sdo dados os principais resultados sobre variedades centrais que
serao usados nesta dissertacao. Resultados gerais sobre a bifurcagao de Hopf, inclusive o im-



portante Teorema 3.1 (Teorema de Hopf), sao dados no Capitulo 3. Na secao 4.1 é dada uma
descricao do Regulador de Watt e na secao 4.2 é dada uma deducao detalhada da equacao de
movimento que rege o Regulador de Watt. Uma analise da estabilidade dos pontos de equilibrio
determinados ¢é realizada na segao 4.3, cujo principal resultado é o Teorema 4.1. Naturalmente
este teorema, dado em [11], é uma generalizacao dos cldssicos resultados dados em [7] e [12].
No caso critico o teorema anterior nao se aplica e é necessario considerar a existéncia de bi-
furcagoes, especificamente bifurcacoes de Hopf. Isto é feito no Capitulo 5. No Capitulo 6 é
provado que no caso do sistema de equacoes diferenciais que regem o Regulador de Watt a
condi¢ao de transversalidade é satisfeita, ver Teorema 6.1. A Condicao do Foco Elementar,
que ¢ essencialmente a condicao de que o primeiro coeficiente de Lyapunov seja nao nulo, é
abordada no Capitulo 7. Desta secao em diante serao necessarias extensas computagoes de na-
tureza algébrica. Todas elas foram realizadas usando o programa wxMaxima 0.7.4 que pode ser
obtido na péagina http://wxmaxima.sourceforge.net/wiki/index.php/Main Page. Na ver-
dade o wxMaxima 0.7.4 é uma interface gréfica ,(GUI), do programa de computagao algébrica
Maxima, ver http://maxima.sourceforge.net/. Todos estes aplicativos sao programas gra-
tuitos de codigo aberto. Na Subsegao 7.1 é realizada uma longa computacao algébrica para
obter uma aproximacao quadratica da variedade central envolvida no caso critico deste sistema
mecanico. Usando este resultado podemos calcular, na secao 7.3, o primeiro coeficiente de
Lyapunov que é dado na equagao (7.11). Finalmente, no Capitulo 8 provamos a existéncia de
bifurcacgoes de Hopf, tanto no caso supercritico como no caso subcritico, no Teorema 8.1.

Juliana Lazara Curcino Viana Uberlandia-MG, 19 de Fevereiro de 2009



Capitulo 1

Estabilidade

1.1 Estabilidade de Pontos de Equilibrio

O principal objetivo do nosso trabalho é o estudo da estabilidade do sistema regulador-
maquina. Para fazermos isto em um contexto matematicamente preciso, é necessario introduzir
as defini¢oes de ponto de equilibrio e estabilidade deste ponto. Para facilitar esse estudo faremos
uso de resultados matematicos como por exemplo o Teorema de Lyapunov, cuja demonstracao
é dada em [9]. Temos as seguintes defini¢oes preliminares.

Seja f: U — R™ com U C R" aberto e f € C*'. Considere a equacao diferencial

¥ = f(x) (1.1)

dizemos que zp € U é um ponto de equilibrio de (1.1) se f(zg) = 0. Note que z(t) = xg é
uma solucdo de (1.1).

A seguir, definiremos estabilidade de um ponto de equilibrio.

Defini¢ao 1.1 Sejaxy € U um ponto de equilibrio de (1.1). Entao x¢ € um ponto de equilibrio
estavel se para toda vizinhanca W de xq em U existe uma vizinhanca Wy de xo em W tal que
toda solugao x(t) com x(0) em Wy € definida para todot > 0 e x(t) € W para todot > 0.

Definicao 1.2 Um ponto de equilibrio xy diz-se assintoticamente estdvel, se é estavel e, além,
disso para toda solu¢ao x(t) cuja condi¢do inicial estd no aberto Wy dado na definicao (1.1)
temos limy_, .. z(t) = .

Definicao 1.3 Um ponto de equilibrio xo que ndao € estdvel é chamado instavel. Isto significa
que existe uma vizinhangca W de xg tal que para toda vizinhanga Wy de xo em W, existe pelo
menos uma solugcdo x(t) que comeca em x(0) € Wi, cuja drbita ndo estd inteiramente contida

em W.

Para a demonstracao de alguns resultados futuros, relativos a estabilidade assintética de
um ponto de equilibrio, faremos uso do seguinte resultado.
Teorema 1.1 (Lyapunov) Seja % = filz1,...,xn), i = 1,...,n um sistema de equagoes
diferenciais e a = (at,... ,a”)A um ponto de equilibrio do sistema. Seja aé- = %ﬂfj). Se todos
autovalores da matriz A = (aé-) tem parte real negativa, o ponto de equilibrio a do sistema é
assintoticamente estavel.



Uma questao natural é como determinar se os autovalores da matriz A, dada no Teorema
1.1, tem parte real negativa. Inicialmente observemos que estes autovalores sao raizes do
polinémio caracteristico det (Al — A). A questao é entao equivalente ao problema de deter-
minar condigoes sob as quais um polindmio com coeficientes reais tem raizes com parte real
negativa. Tal questao é abordada na préxima subsecao.

1.1.1 Estabilidade de Polinomios Reais de Grau Dois e Trés

Nesta secao definiremos estabilidade de polindmios e vamos caracterizar a estabilidade para
polinomios de grau dois ou trés.

Definigao 1.4 Seja p (r) = 2™ + ap_12" 1 + ... + ayx + ag um polinémio real de grau n.
Dizemos que p € um polinomio estdvel se todas as raizes de p tem parte real menor que zero.

Inicialmente observemos que o polindmio a,xz" + a,_12" ' + ... + a1z + ay é estavel se,
e somente se, o polinomio z" + = 1x” Ly o4+ ‘“x + 22 ¢ estavel

No Caso de polinomios de grau dois teremos de Caracterlzar somente polinomios do tipo
p(z) = 2% + ax + b. Sejam py,p as raifzes de p. Temos dois casos a considerar, o caso em
que ambas raizes sao reais e o caso em que as raizes sao nimeros complexos conjugados. Como

— (p1 +p2), b = p1pa, segue que se p é estavel, entdo para cada um dos casos anteriores

temos @ > 0, b > 0. Se a condicao a > 0, b > 0 ¢é valida, no caso de ambas as raizes serem
reais, a equacao b = pipy implica que p;, p2 tem o mesmo sinal. Se ambos forem positivos a
equagao a = — (p; + po) implica que a < 0 que é uma contradi¢gdo. Assim p;, py sdo ambos
negativos. O caso em que pp, po sao complexos conjugados é ainda mais simples. Assim o
polinomio p (z) = 22 + ax + b é estéavel se, e somente se, a > 0, b > 0.

Uma consequéncia do resultado anterior é a seguinte condigao suficiente para a estabilidade
de polinomios.

Lema 1.1 Se o polinémio p(x) = a™ + 12"V + ...+ aix + ag com coeficientes reais €
estavel, entao todos os seus coeficientes sao positivos.
Prova:

Pelo Teorema Fundamental da Algebra, p tem n raizes complexas, contando com as suas
multiplicidades. Como p é um polinomio real segue que as raizes complexas nao reais aparecem
aos pares, e em cada par as raizes sao conjugadas, portanto p escreve-se como

l m
- H (x —¢) H (:102 +djz + f]) (1.2)

i=1

onde d;, f;, ¢; pertencem ao conjunto R. Como p é estdvel, segue que ¢; < 0 e que as raizes de
cada polinomio z? 4 d;z + f; tem parte real negativa, portanto ¢ estéavel. Entdo segue da nossa
analise do caso quadratico que d;, f; sao ambos positivos. Assim de (1.2) concluimos que todos
os coeficientes de p sao positivos. []

Nesta dissertagao trabalharemos somente com sistemas de equacoes diferenciais que en-
volvem 3 variaveis independentes. Assim a linearizacao em torno de uma posicao de equilibrio
da origem a um sistema linear 3 x 3. Portanto, isto nos leva a considerar a estabilidade de
polinomios de terceira ordem. Tais polinomios sao caracterizados pelo Critério de Hurwitz.
Gostariamos de ressaltar que existe uma versao deste critério para polinomios reais arbitrarios
de ordem n. De qualquer forma daremos uma demonstracao deste resultado quando n = 3.
Para isto, é necesséario o seguinte resultado preliminar.



Lema 1.2 Sejap(z) = 2° + ax? + bx + ¢, onde a, b, ¢ € R. Denotemos por ay, as, Qs as
raizes de p (x) . Entdo

ab—c = — (a1 + ) (a1 + as) (g + a3)
Prova:
Comoa = — (a1 + s + a3), b = ayag + ayag + asaz e ¢ = — g az ag, entao um
calculo direto mostra que
ab—c = —(ag + a2) (o + a3) (a2 + ag) .

O

Deste lema segue o seguinte resultado.

Teorema 1.2 Sejap(r) =23 + ax? + bx + ¢, polindmio com coeficientes reais, entio

a) (Critério de Hurwitz) p € estdvel se, e somente se,

a,bjc >0 e ab—c >0 (1.3)
b) Sec > 0 eab—c¢ < 0, entao p tem duas raizes com parte real positiva e uma raiz real
negativa.

c) Sea,b,c > 0 eab—c = 0, entdo p tem duas raizes com parte real nula e uma raiz real
negativa.

Demonstragao :
a) Se p é estavel segue do Lema 1.1 que a, b, ¢ > 0. Temos dois casos a considerar:

a.1) Todas as raizes de p sao reais.
Pela Defini¢ao 1.4 e o Lema 1.2 temos que

ab — ¢ = —(041+042)(041+OZ3>(OZ2+(){3) > 0.
~— —_—— ——
<0 <0 <0

a.2) p tem pelo menos uma raiz complexa nao real.

Como grau de p é trés, segue que este polinomio tem exatamente uma raiz real e um
par de raizes complexas conjugadas. Suponhamos a; € R e as raiz complexa nao
real. Novamente pela Definicao 1.4 e o Lema 1.2 temos que

ab — ¢ = —2Re(as) | oq + ay |° > 0.

~
>0 >0

O que prova que (1.3) é uma condi¢ao necessaria.
Se as desigualdades em (1.3) s@o validas, novamente temos dois casos a considerar

a.3) Todas as raizes de p sao reais.
Como ajasas = —c < 0 as unicas possibilidades sao as seguintes:
a.3.1) Duas raizes sdo positivas e uma ¢ negativa.

a.3.2) Todas as raizes sao negativas.



a.4)

Se a.3.1 ¢é valida, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a1, s > 0 e
a3 < 0. Assim o + ap > 0.

Dea = — (a1 + az + az) > 0temos que as + a3 < 0 e a; + a3 < 0. Do Lema
1.2 segue que ab — ¢ < 0. O que é uma contradigao, portanto a.3.2 é valida.

p tem pelo menos uma raiz complexa nao real.

Sem perda de generalidade suponhamos a; € R e ay raiz complexa nao real. E claro

que a; < 0, pois caso contrario, ¢ = — a3 asas < 0, o que é uma contradicao.

Se Re(as) = 0 ou Re(az) > 0 do Lema 1.2 temos respectivamente ab — ¢ =

—2Re(aw) a1 + ao |> = Oouab — ¢ = —2Re(oz22 loag + az |* < 0. O que é uma
=0 >0 <0 >VO

contradigao, portanto Re(az) < 0 e consequentemente Re(az) < 0.
Assim todas as raizes tem parte real negativa.

b) Novamente temos dois casos a considerar

b.1) Todas as raizes de p sao reais.

Como no item anterior temos duas possibilidades

b.1.1) Duas raizes sdo positivas e uma é negativa.
b.1.2) Todas as raizes sao negativas.

Se b.1.2 é valida, segue do Lema 1.2 que
ab—c = —(aqg + ) (g +a3) (e +a3) > 0

que é uma contradi¢ao com a hipétese, assim b.1.1 é valido.

b.2) p tem pelo menos uma raiz complexa nao real.

Novamente sem perda de generalidade suponhamos a; € R e ay raiz complexa nao
real. Se a; > 0 entao ¢ = —ajasaz < 0, o que é uma contradicao. Portanto
a; < 0. Se Re(az) = 0 ou Re(as) < 0, usando um argumento similar aquele
usado em a.4, obtemos respectivamente ab — ¢ = 0 ou ab — ¢ > 0, o que é uma
contradigao. Portanto Re(as) > 0 e consequentemente Re(az) > 0.

c) Novamente temos que considerar dois casos

c.1)

c.2)

Todas as raizes de p sao reais.
Como nos itens anteriores temos as seguintes possibilidades

c.1.1) Duas raizes sao positivas e uma é negativa.
c.1.2) Todas as raizes sdo negativas.

Se c.1.1 é valido assumiremos, sem perda de generalidade, que a3 > 0, s > 0
e a3 < 0. Como aj,as sao positivos, segue do Lema 1.2 e da hipdtese, que
(on + a3) (g +a3) = 0. Assim podemos admitir, também sem perda de gene-
ralidade, que a3 = — ;. Como a > 0 temos que a1 + as + az < 0, logo as < 0,
o que é uma contradicao.

Se c.1.2 valido, do Lema 1.2 temos que ab — ¢ > 0 que é uma contradicao com a
hipotese.

Concluimos assim que p tem necessariamente raizes complexas.

p tem pelo menos uma raiz complexa nao real.

De modo anélogo aos itens a.4 e b.2 temos o < 0. Se Re(as) > 0ou Re(az) < 0do
Lema 1.2 temos respectivamente ab — ¢ < 0 ouab — ¢ > 0. O que uma contradicao,
portanto Re(as) = 0 e consequentemente Re(az) = 0.



Capitulo 2

Variedades Centrais

Considere o sistema de equagoes diferenciais

¥ = Az + f(x,v),

(2.1)
y = By+gl(z,y),
onde z € R, y € R™, A ¢ B sao matrizes constantes e f e g sao funcoes de classe C? com
f(0,0) = 0, f/(0,0) = 0, ¢g(0,0) = 0e ¢ (0,0) = 0. Assumiremos também que cada
autovalor de B tem parte real negativa e que os autovalores de A tem parte real zero.

Definigao 2.1 Um conjunto S C R™™ ¢ denominado de variedade invariante de (2.1) se para
qualquer (o, yo) € S, existe uma solugao (z (t), y(t)) de (2.1) ,no intervalo (=T, T), T > 0,
tal que x (0) = w0, y(0) = yo e (x(t), y(t)) € S para todo t € (=T, T).

Um caso importante de variedade invariante ¢ quando ela é o grafico de uma fungao. Es-
pecificamente temos o seguinte.

Definicao 2.2 Se uma variedade invariante S de (2.1) é dada pelo grifico de uma fungdo
diferencidvel h tal que h (0) = 0, h'(0) = 0, entdo S € denominada de wma variedade central
de (2.1) e serd indicada pory = h(zx).

Naturalmente a primeira questao que se poe é a da existéncia de variedades centrais. Tal
indagacao ¢é respondida pelo seguinte resultado.

Teorema 2.1 FEriste uma variedade central de (2.1), y = h(z), |x| < 6, onde h é C?.

Discussao e andalise deste resultado sdo dadas em [2] e [8].
Segue do Teorema 2.1 que o sistema (2.1) reduz-se ao seguinte

u = Au + f(u, h(uw). (2.2)

Portanto informagdes sobre a dinamica de (2.1) podem ser obtidas através de (2.2) que é um
sistema mais simples. Nisto reside a principal importancia do uso de Variedades Centrais em
Equacgoes Diferenciais Ordinarias. Particularmente a estabilidade de pontos de equlibrio nao
hiperbdlicos pode ser investigada dessa forma, ver por exemplo [2] e [8]. Este , no entanto, ndo
serd o nosso principal objetivo neste trabalho. De qualquer forma uma das abordagens usadas
para tornar efetivo o uso de Variedades Centrais é o calculo de suas aproximagoes.

Note que substituindo a variedade central y = h(z) em (2.1), obtemos que

b (z)[Ax + f(u, h(u))] = Bh(xz)+ g(u, h(u)). (2.3)

7



Dada uma funcio ¢ : R* — R™ que é C' em uma vizinhanca da origem, definimos a
seguinte funcao

(M¢) (z) = ¢ () [Az + f (2, 6 (2))] — Bo(z) — g(z, ¢(x)). (2.4)

Segue de (2.3) que para variedades centrais temos (Mh) (z) = 0.
O seguinte teorema nos permite obter aproximagcoes arbitrarias de variedades centrais.

Teorema 2.2 Seja ¢ uma aplicacio C' de uma vizinhanca da origem de R™ em R™ tal que
»(0) = 0 e ¢ (0) = 0. Suponha que (M¢)(xz) = O(|z|") onde ¢ > 1. Entao em uma
vizinhanga da origem temos |h () — ¢ (z)| = O (Jz]?).



Capitulo 3

Bifurcacao de Hopf

Inicialmente, faremos algumas consideracoes informais sobre a bifurcacao de Hopf. Consi-
deremos o sistema dinamico dado por w' = X (w, u) onde (w, ) € Q x I e Q e I sdo abertos
de R™ e R respectivamente. Além disso, X é um campo vetorial de classe C*°.

Suponhamos que o sistema dinamico anterior tenha um ponto de equilibrio. Além disso,
é observado que este ponto de equilibrio perde estabilidade quando um par de autovalores
complexos da linearizacao do sistema cruza o eixo imagindrio do plano complexo a medida
que o parametro p varia em torno de um valor adequado. Sob condigoes razoaveis sobre o
campo vetorial, podemos esperar o aparecimento de um pequeno ciclo limite a partir do ponto
de equilibrio. O ciclo limite é estavel se um certo valor, denominado de primeiro coeficiente
de Lyapunov, é negativo e a bifurcacao é denominada de bifurcacao de Hopf supercritica. Se
o ponto de equilibrio é instavel, temos o caso subcritico. Este comportamento dinamico é
indicado nas Figuras 3.1 e 3.2 respectivamente.

y ¥ y

BN

X Cy X

|
"

u< 0 =0 u>0

e
P

Figura 3.1: Bifurcacao de Hopf supercritica
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7

5

\S2)

o

u< 0 u= u>0

Figura 3.2: Bifurcacao de Hopf subcritica

Naturalmente, dependendo do sistema de coordenadas adotado, os sinais do parametro u
podem ser trocados. O que é essencial é que na bifurcacao de Hopf supercritica, temos um ponto
de equilibrio isolado e assintéticamente estavel e, com a bifurcacao, ”transforma-se”em uma
orbita periddica estavel em cujo interior hd um ponto de equilibrio instavel. Na bifurcacao de
Hopf subcritica temos inicialmente um ponto de equilibrio isolado e instavel e com a bifurcacao é
obtida uma érbita periddica instavel em cujo interior hd um ponto de equilibrio assintoticamente
estavel.

A situagao anterior é descrita precisamente no seguinte resultado e nas Observacoes 3.2 e
3.3.

Teorema 3.1 Suponha que o sistema

x = f.(x) (3.1)

onde x € R", n € R, tem um ponto de equilibrio xo em p = g, no qual as sequintes pro-
priedades sao satisfeitas:

(H) f,, (xo0) tem um par simples (multiplicidade 1) de autovalores imagindrios puros, fiw, e
nenhum outro autovalor com parte real nula.

Entio H implica que existe uma curva diferencidvel de pontos de equilibrio p — (x (p), )

tal que x (o) = wo. Os autovalores A (), A(u) de f), (x (1)), que sdo imagindrios puros em
1 = po, dependem diferencidvelmente de p. Se, além disso

d
n (ReA ()], = d # 0, (3-2)

entao existe uma variedade central, de dimensao trés, passando por (Xg, po) € R" x R e uma
mudanca de varidveis para o qual a expansao de Taylor, em torno da origem, até a ordem trés
do sistema, na variedade central, ¢ dada por

¥ = (dp+a@® +y?)r — (w+ cu + b(2® + y?)) v, 53
3.3
y = (e +bd@® +y?))a+ (de+a(@® + %)y
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Se
a # 0 (3.4)

Entao para p suficientemente pequeno temos
a) Se %,u > 0, (3.1) tem um ponto de equilibrio hiperbdlico isolado perto de Xg.

b) Se %u < 0, (3.1) tém um ponto de equilibrio hiperbélico e uma drbita periddica hiperbélica
perto de de xq, com estabilidade oposta.

Observacao 3.1 Em (3.3) a expansio de Taylor é em torno de xo e depois € feita uma
translagao x — X + Xg, por isso na equagao (3.3) tratamos o ponto de equilibrio como sendo
a origem. Além disso, também transladamos g para origem de modo que também p varie em
torno de zero.

Observagao 3.2 A dinamica do sistema ocorre em dimensao dois, pois a terceira equacdo do
sistema, na variedade central, é dada por ' = 0, e neste caso podemos entao nos referir a
regiao limitada por orbitas periodicas sem ambiguidade.

Notemos que o comportamento qualitativo do sistema (3.1) na vizinhanca do ponto Fy de-
pende do sinal de p, de um lado temos um ponto de equilibrio hiperbdlico e do outro temos uma
orbita peridédica. Quando este tipo de mudanca qualitativa ocorre temos o que é denominado
de bifurcagao de Hopf.

A equagao (3.2) é denominada de condigao de transversalidade. Se a condicao (3.4) é satis-
feita, dizemos que o ponto de equilibrio xg, ou a origem apéds translagao, é um foco elementar
composto, ou, simplesmente um foco elementar. O nimero a é denominado de primeiro coefi-
ciente de Lyapunov.

Para uma andlise e demonstracao deste importante resultado, ver [2] e [8].

Observagao 3.3 Pode-se também demonstrar, ver por exemplo [8], que além do teorema an-
terior, as sequintes afirmacgoes sao também vdlidas.

a) Sed > 0,a > 0ep > 0 entao xg € um ponto de equilibrio instavel .

b) Sed > 0,a > 0ep < 0 entdo xg € um ponto de equilibrio assintoticamente estdivel que
estd no interior da regiao limitada por uma drbita periddica instavel do sistema (3.1).

c)Sed > 0,a < 0epu > 0 entdo xg € um ponto de equilibrio instdvel que estd no interior
da regiao limitada por uma orbita periddica assintdticamente estdvel do sistema (3.1).

d) Sed > 0,a < 0ep < 0 entdo xg € um ponto de equilibrio assintdticamente estdvel.

e)Sed < 0,a >0epn >0 entioxg € um ponto de equilibrio assintdticamente estdvel que
estd no interior da regiao limitada por uma orbita periddica instdavel do sistema (3.1).

f)Sed < 0,a>0eu < 0 entioxy € um ponto de equilibrio instdvel .
g)Sed < 0,a <0ep >0 entdo xg é um ponto de equilibrio assintéticamente estdvel.

h)Sed < 0,a < 0ep < 0 entdoxy € um ponto de equilibrio instdvel que estd no interior
da regigo limitada por uma orbita periddica assintdticamente estdvel do sistema (3.1).
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Na demonstragao dos itens anteriores escreve-se (3.3) em coordenadas polares, e para este
sistema truncado obtem-se os resultados dos itens precedentes. O ponto realmente dificil é
mostrar que os resultados obtidos permanecem qualitativamente os mesmos sob perturbagao
dos termos de ordem igual ou maior que quatro. Como o nosso objetivo nesta tese é o estudo
da dinamica de um sistema mecanico particular, nao faremos tal prova.

A condicao de foco elementar, como veremos, exigird computacoes algébricas particular-
mente longas. O procedimento geral é o seguinte. Usando-se a hipétese H do Teorema 3.1
pode-se determinar uma mudanga de varidvel adequada e colocar o sistema (3.1), quando
i = po, na forma (2.1). No caso a ser estudado, teremos

0 w
A= .
—w 0
Pelo Teorema 2.1 temos que existe uma variedade central, e sobre esta variedade, o sistema
(3.1) escreve-se como o seguinte sistema bidimensional

/

= wy+ f(r,y),
{y = —wzx + g(x,vy). (3.5)

Pode-se mostrar, ver eq. (3.4.11), pg. 152 de [8], que a, dado em (3.4), é obtido de (3.5) por
meio da seguinte férmula.

;

1

16 [feze + foyy + Geay + Gyl
1

+ 16_w [fxy (fm + fyy)

— Gy (Goz + gyy)

— fox Gue + fyy Gyl

\

onde as derivadas parciais sao calculadas em (0, 0). Para a obtencao de f, g teremos de calcular
aproximacoes da variedade central, que serao obtidas com o uso do Teorema 2.2.



Capitulo 4

O Sistema Regulador de Watt

Como ja informamos na Introducao, problemas de natureza tecnoldgica levaram ao estudo
da dinamica de um sistema mecanico. Como veremos esta dinamica é nao trivial. Embora
a questao aqui tratada seja especifica ao problema do Regulador de Watt, as técnicas aqui
utilizadas sao de natureza geral e podem ser aplicadas a uma grande variedade de problemas
que se originam da Fisica ou dos diversos ramos da Engenharia.

4.1 Descricao do Sistema Mecanico

O Regulador de Watt consiste em um mecanismo constituido por duas hastes que junto
com um eixo central podem girar, articulados por duas pequenas hastes que conecta as hastes
maiores com o eixo central. Estas duas hastes maiores possuem duas massas iguais em suas
extremidades. Pelo efeito da forca centrifuga, quando a velocidade de rotagao do eixo central
aumenta, as massas tendem a separar simultaneamente do eixo central, formando um angulo
entre as hastes maiores e o eixo. As hastes maiores agem na valvula que controla a saida
de vapor, assim quando a velocidade angular da carga de massa m aumenta, a valvula de
vapor abaixa, limitando o volume de vapor e, consequentemente reduzindo a velocidade. Se
a velocidade angular da carga de massa m diminue acontece o oposto: as hastes abaixam e a
valvula abre mais, aumentando a velocidade angular.

Uma representagao esquematica deste sistema é dada na figura seguinte.

Q Q
/ 7
T (
\
Caldeira Méaquina a Vapor
% D
Vapor \—‘._\ >
g —

Figura 4.1: Sistema Regulador de Watt
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Temos que, ¢ € (0, g) ¢ o angulo de abertura das hastes do regulador com relacao ao seu
eixo vertical S1; ©Q € [0,00) é a velocidade angular de rotacao do disco D; 6 é a velocidade
angular de rotagao de Sp; [ é o comprimento das hastes; m é a massa de cada bola; T é o
conjunto de engrenagens de transmissao; H é um dispositivo localizado no eixo central que
controla a abertura e fechamento da valvula V' a qual abre e fecha de acordo com a abertura
das hastes localizadas no Regulador de Watt e que determina o abastecimento de vapor a

maquina.
4.2 Deducao da Equacao de Movimento do Sistema

Um caso mais simples de estudo da estabilidade de funcionamento do sistema regulador-
méquina é dado em [9] p.217. Como motivacao deduziremos a equac¢ao de movimento do
sistema para este caso, que é feito utilizando o artigo [10]. Em seguida formulamos o caso mais
geral, que é o objeto de estudo do nosso trabalho. Como citamos anteriormente, o regulador
centrifugo é formado por uma barra vertical capaz de girar sobre si mesma, com cargas iguais em
suas extremidades, submetidas a articulagoes de modo que, sé podem separar -se da posicao de
equilibrio formando um mesmo angulo ¢ com a barra vertical. Quando as hastes se separam elas
movimentam um anel mével acoplado a barra e que esta ligado a uma alavanca. O mecanismo
¢ construido de tal forma que a distancia do anel a extremidade superior da barra seja igual a
1 cos ¢, sendo p uma constante. Vamos assumir que o comprimento de cada haste é igual a 1
e designemos por m a massa de cada carga.

Considere a representacao

Z A

0 _ Y,
%

¢

X

-\
?\
7y P

Figura 4.2: Coordenadas Esféricas no Regulador de Watt

Sejam

= xi + yf + zk o vetor posicao do ponto P no qual estd localizado a massa m,
¢ = o angulo entre 7 e a dire¢ao negativa do eixo z,

0 = o angulo entre a projecao de 7 sobre o plano xy e a direcao positiva do eixo z,
6 = velocidade angular da barra central.

Dai temos:

=

r = Lsenp cosf
y = Lsenpsenf (4.1)

z = —Lcosp
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Considere T a tracdo que a haste OP exerce sobre o corpo de massa m e indiquemos a sua
norma por 7.

No modelo mecénico, a dire¢ao da tragao é sempre oposta a do vetor posigao, assim de (4.1)
obtemos

T = (%) T = (— senp cosfi — senp sendj + cos @E) T (4.2)
T

A outra forca que atua na massa m é o peso que é dado por

—

P = —mgk (4.3)

Além da tracao T e do peso P, também atua sobre a massa m a forca de atrito R.
Tal forca de resisténcia é devida ao atrito viscoso nas articulacoes e atua na direcao de ¢ e ¢é
contraria a velocidade angular ¢. Portanto é dada por

R=—bp¢,

onde b uma constante positiva e €, é o vetor tangente unitdrio a curva § = (constante). Assim

or
o F)
€p = T2
or
Op

Portanto de (4.1) temos que
€, = COS({ COS 07 + cospsenfj + senyp k

dessa forma B .
R = —-bp (cos pcosBi + cospsent) + senp k) (4.4)
Aplicando a segunda lei de Newton temos:

&7

- = P+T+R
mdt2 +14 +

= —mglg + T — bpe,

Portanto, de (4.1), (4.2),(4.3) e (4.4) obtemos

Pi. Py AP L i
" <d_fl H g E’f) = —mgk — T'sengpcosfi —
T senpsend j + T cosOk —

by cos p cos 07 — by cos cpsen@f —

by seng k.
Logo
(&%
moy = —T'sengpcosf — by cos pcosb,

d*y .

4 mog = —T'senpsen — by cos psend, (4.5)
d*z

\ md—; = Tcosp — mg — bpseny,
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Usando (4.1), temos

% = L[—(seny)(cos0)p* — 2(cos p)(send)fp — (seny)(cosh)6? +
(cos p)(cosO)p — (sengo)(sen@)é]

27:5 = L[—(seng)(send)@® + 2(cos @)(cos )0y — (seny)(send)d? +
(cos @) (send)@ + (seng)(cos 0)0)]

d*z

-5 = Ll(cos 9)p* + (senp)¢]

Assim, de (4.5) temos

p

mL[— (seny)(cos0)p* — 2(cos ge)(sen@)égb — (seny)(cos 0)6%+
(cosp)(cosh)p — (senp)(send)l] = —Tsenpcost — bp cos g cos b,

mL[— (seny)(send)p® + 2(cos p)(cos 0)0¢ — (seny)(send)d? +
(cos @) (send)p + (senp)(cos§)f] = —T'senpsend — by cos psend,

[ mL[(cos )@? + (senp)@] = T cosp — mg — bpseny,

Multiplicando a primeira equacao por cosf e a segunda equacao por senf e somando as duas
membro a membro, resulta no seguinte sistema

mL[— (senp)p? — (seng)f? + (cosp)@] = —Tsenp — bp(cos @),
mL[(cos p)p* + (senp)@] = Tcosp — mg — bpseny,

Multiplicando a primeira equagao por cos ¢ a segunda equacao por sen f, somando-as membro
a membro e fazendo algumas simplificagoes usuais obtemos que

mg b

m@ = mb? (seny) (cos @) — T(sengp) A (4.6)
Simplificando nosso estudo, reduziremos a maquina a vapor a um volante e ao eixo principal
da méaquina, que se poe em movimento de rotacao devido a forca gerada pela pressao do vapor
da caldeira. E também assumimos que L = 1.

Seja §2 a velocidade angular de rotacao do eixo principal da maquina que gira o volante,
denotemos por I um momento de inércia do volante, por P; o momento angular da forca da
maquina, por P o momento angular da forca que atua sobre o volante devido a carga sobre ele.

Assim, a equacgao diferencial da maquina de vapor
IO =P — P (4.7)

O momento P; depende da abertura da valvula que regula a entrada de vapor, e P depende
do peso da carga sobre o volante. O regulador é acoplado a maquina a vapor a fim de manter
uma uniformidade de funcionamento, medindo e regulando a velocidade de rotacao do volante,
que esta unido ao regulador por um conjunto de engrenagens de transmissao de modo que, o
bom funcionamento do regulador nos da uma razao constante de transmissao:
0
c=gq> 0. (4.8)



17

Esta razao também é denominada relacao de transmissao. Por outro lado, o anel mével do
regulador esta conectado a valvula que controla a entrada de vapor, de modo que

P = F + p(cosp — cos go(*)) (4.9)

onde ¢™*) é o valor médio do angulo central, perto do qual ¢ deve se manter; F; é a forca cor-
respondente ao valor médio ¢ = ™y > 0, 4 um coeficiente constante de proporcionalidade.
De (4.6), (4.7), (4.8), (4.9) obtemos

mp = mc*Q? (seny) (cosp) — mg(sen ) — by
| (4.10)
IQ = pcosp — F

onde F = P — Fy + pcos ™, que depende da carga. Onde (4.10) pode ser transformado
num sistema de equacgoes de primeira ordem. Tome v = ¢, dai

o =
v o= A% (senyp)(cosp) — g(senyp) — L (4.11)
O = Bcosp — ?

que é chamado de sistema de Watt ou Watt-Vyshnegradskii.

Em funcionamento normal, a velocidade {2 é constante para uma carga P, e a valvula de
entrada de vapor se mantém imével, isto €, ¢ permanece constante.

As equagoes diferenciais que generalizam esse modelo sao dadas por

(dp
- =
W _ 2 9 genp— L
o= (s ()" senyp cosp — ; Seny mh(w) (4.12)
ds2 1

(77 = M) —F)

Na equagao (4.12), 7 é o tempo, g a aceleracao da gravidade, s é uma funcao estritamente
crescente nao-negativa com s(0) = 0 e s(0) > 0, chamada de fungao transmissdo , h uma
funcao estritamente crescente nao-negativa com h(0) = 0 e A'(0) > 0 que representa a forga de
resisténcia do sistema; I é o momento de inércia do disco D e M é uma funcao estritamente
decrescente de angulo ¢ com M'(¢) < 0. As fungdes dependem do projeto do Sistema Regu-
lador de Watt. O torque F' devido a carga é determinado por F' = M (%), onde p* é o angulo
de equilibrio.

4.3 Pontos de Equilibrio de (4.12) e Anélise de Estabi-
lidade

Vamos determinar os pontos (¢g, Yo, 2) que anulam o lado direito da equagao (4.12).
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Temos entao que
¢0 = Oa

1
(5 (Q0))? senyq cospy — %sengpo - Eh (o) = 0, (4.13)

(M (po) = F) = 0.

~1 =

\

Como h(0) = 0e ¢ € (0, g), segue de (4.13) que

Yo = 0, () = —L—, M(p) = F

"~ lcospy’

A matriz obtida pela linearizacao de (4.12) no ponto de equilibrio

PQ == ((,00, 07 Qo) (414)
é dada entao por
i 0 1 0 i
9 sen’pg  h'(0) 295" (Qo) senwpo
[ cosypy m 1s(Q) (4.15)
M’ (o)
0 0
L T i

Temos entao o seguinte resultado

Teorema 4.1 Se
—2m s’ (Q)

n M’ t 4.1
(0) > Ts () (o) cot (o) (4.16)
entao Py é um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel de(4.12). Se
—2m s’ (o)
n — M t 4.1
0 < (O) < Is (QO) (QOO) co (900) ( 7)

entao Py € instdvel.

Demonstragao:
O polinémio caracteristico de (4.15) é dado por

p(A) = N+ W (0) X g sen? (o) \ 295" () sen (wo) M’ (o)

[ cos (o) I1s () (4.18)

Como s () > 0e ' (0) > 0, s (Q) > 0, M'(po) < 0e gy € (0, %) segue que os coefi-
cientes de p sao positivos. A expressao ab — ¢ do Teorema 1.2 no caso do polinomio dado em
(4.18) é igual a

h'(0)g sen’ (¢0) 295 (o) sen (o) M' (o)

b —_ g
¢ ¢ m  lcos (o) I1s(90) ’

(4.19)

segue entao que ab —c¢ > 0 se, e somente se, (4.16) valido. Entao, pelo Teorema (1.2.a), Critério
de Hurwitz, p ¢ um polindmio estavel. Logo segue pelo Teorema 1.1 que F, ¢ assintoticamente
estdvel. Se (4.17) é valida, como o termo independente de p é positivo, temos do Teorema
(1.2.b) que a matriz (4.15) tém dois autovalores com parte real positiva. Logo, do Teorema 1.1,
concluimos que F, ¢ instavel.[]



Capitulo 5

O Caso Critico no Regulador de Watt

No Teorema 4.1 nao ha informacao sobre o caso critico, isto é, sobre a dinamica do sistema
quando
—-2m S/ (QO)
Is (Qo)

Quando (5.1) é valida, temos na notacao do Teorema 1.2 que ab — ¢ = 0, assim pelo caso ¢
deste mesmo resultado segue que a matriz (4.15) tem duas raizes com parte real nula e uma raiz
com parte real negativa. Isto sugere que teremos de lidar com bifurcacoes para compreender a
dindmica no caso critico. Isto foi feito em Sotomayor [11]. No restante desta dissertagdo vamos
mostrar os resultados obtidos por este autor, no entanto usaremos uma abordagem diferente,
baseada na computagao de aproximagoes da variedade central envolvida.

Vamos assumir que em (4.12) temos as seguintes restri¢oes

h'(0) = M’ (o) cot (o) (5.1)

s(Q) =cQeh() =by (5.2)

onde b, ¢ sao constantes positivas. Facamos a seguinte mudanca de variavel

l l l
xzw,yZ\[%zzc\[Qm:\[t (5.3)
g g g

na equagao (4.12). Obtemos entao

( d_.CL’ B
a Y
dy
o = Zsen () cos(z) — sen(x) — €y (5.4)
dz
. % = T(I‘) _G7
onde -
(x,y,z)€<0,5> x R x [0, 00),
e
b |l cl clF
= —/- = —M G = . 2.5
e m\/; @) = S0 @), 6 = 55)

Naturalmente, o campo vetorial em (5.4) é dado por

H(z,y,2) = (y, 2*sen(z) cos (z) — sen(z) — ey, T (z) — G). (5.6)

19
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com a notac¢ao dada acima, o ponto de equilibrio Py reescreve-se como

Py = (o, Yo, 20) = <arccosﬁ, 0, \/g> , (5.7)

onde T (zg) = G e B = cos (xg). Disto segue que

H' (zo, yo, 20) = —w? —e 2wy B (5.8)

_i-e
wy = 5 (5.9)

E portanto o polinomio caracteristico da linearizagao de (5.4) no ponto Py é dado por

onde

r(t) =+ et +wpt — 2w BT (x0) . (5.10)
Portanto, segue de (5.10) que a expressao ab — ¢ dada no Teorema 1.2 é dada por
ab — ¢ = wy (woe + 28T (xg)) - (5.11)

Usando a notacao desta secao, o Teorema 4.1 responde a questao da estabilidade de Py sob
a condigao
20

Wo

€ £ —

Notemos que este resultado nada informa sobre o que acontece quando (5.12) nao é satisfeita,
isto é, quando

T (o) . (5.12)

e = —— T (). (5.13)

A discussao sobre a estabilidade do polinémio caracteristico da linearizacao de (5.4) no ponto
de equilibrio Py, usando o Teorema (1.2) e a equagao (5.11), pode ser resumida na seguinte
tabela:

Numero de raizes | Numero de raizes | Numero de raizes
com parte real | com parterealigual | com parte real
menor que zero Zero maior que zero
2
€ > ——ﬁT’ (xo) |3 0 0
Wo
2
€ = ——ﬁ T (z9) |1 2 0
Wo
2
€ < ——ﬁ T (z9) |1 0 2
Wo

Tabela 1: Dependéncia dos autovalores em relacao a e.
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Naturalmente a tabela anterior sugere a existéncia de uma bifurcacao de Hopf, por causa
do deslocamento de autovalores do semi-plano esquerdo para o semi-plano direito. No entanto
nao prova a existéncia de tal bifurcacao por que, entre outras afirmacoes, temos que provar a
condi¢ao de transversalidade dada em (3.2), assim como a condigao (3.4).



Capitulo 6

A Condicao de Transversalidade no
Sistema de Watt

Definimos um parametro p como sendo

p=— <e + MT—/(%)> (6.1)

Wo

e assumiremos que zp e € sao constantes. Naturalmente, isto implica que 17" (zg) e f também
sao constantes.

Com estas convengoes, o campo vetorial (5.6) pode ser reescrito como

28T
H, (2, y, 2) = <y, 2% sen () cos (x) — sen () + (/L + ﬂw—o(%)) Y, (6.2)
T(z) = G)
O sistema determinado pelo campo vetorial (6.2) é dado por
(dv
i Y
& _ 22 sen (z) cos (z) — sen (z) + (p+ 22L ) (6.3)
it ST ‘
dz
— = T(x) -G
. dt <l’) ?
Portanto a matriz dada em (5.8) escreve-se como
[0 1 0 ]
28T
_W02 n o+ 6—(1;0) 2(.()05 > (64)
wo
| T (x) 0 0 |
e o polinémio caracteristico de (6.4) ¢ dado por
28T
r(t) =t* — (u%—ﬁ—(%)) 2wt — 2w BT (20) . (6.5)
Wo

22
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Da Tabela 1, concluimos que H|, (FP,) satisfaz a hipdtese (H) do Teorema 3.1. Na verdade
nao precisamos de tanto, pois devido as convengoes adotadas, segue que, neste caso, x () é
constante.

Considere a aplicagao

F: RxC — C

28T
(n,2) — 23— (u + 5—<IO)> 224+ wiz — 2w BT ().
Wo
E imediato que F' é C*. Um célculo direto mostra que F' (0,iwp) = 0. Vamos aplicar o Teorema

da Funcao Implicita em F'.

Temos que
oF o :
e (0,7wo) = —4iBT" (x9) — 2wy” # 0
z
entao, pelo Teorema da Fungao Implicita existe A : (—0,9) — C, C* tal que A (0) = iwy e

)
F (u, AM()) = 0. Notemos que para cada p o nimero complexo A\(x) é uma raiz de (6.5). Sejam
v(p) e £(p) a parte real e imaginaria de A(u) respectivamente, assim temos A(u) = v(p)+4&(u).
Também segue do Teorema da Funcao Implicita que

d\ (O) - 2 w04 _ 4’in2 ﬁT’ (l‘o)
dp " 16 82T (10)* + dwet 16 32T (20)” + dwy?
logo
dv 2w04
d=—-(0)= 2 2 4
d,u 16 ﬁ T (ZL‘Q) + 4(.()0

Com isto a condicao (3.2) é satisfeita.
A argumentacao anterior resulta no seguinte teorema.

£0. (6.6)

Teorema 6.1 Existe \: (—§,0) — C, C*° tal que
a) Para todo i em (—6,6), A () € autovalor de H}, (xo, 0, 20), que € a matriz dada em (6.4),
b) A (0) = iwo,

d (ReA (u))
dp

c) (0) # 0.



Capitulo 7

A Condicao de Foco Elementar para o

Sistema de Watt

Nos resta agora a verificacdo da condigao (3.4) para a prova de existéncia da bifurcagdo de
Hopf no campo vetorial dado por (6.2). Levando-se em conta as consideragoes feitas no final
da Secgao 3, para a verificacao da condigao de Foco Elementar basta considerar o sistema (5.4)

no caso em que g = 0, ou por (6.1) temos € =

que 7" (z9) < 0 e que (5.4), neste caso ¢ dada por

(o
dt

dy
dt

dz
N dt

Y,

2% sen (x) cos (x) — sen (v) +

T (z) — G.

. 28T (xo)
wo

2 ﬁ T/ (.%'0)

Wo

. Desta ultima equacao concluimos

(7.1)

Y

Inicialmente vamos colocar o sistema (7.1) na forma da equagao (2.1). Para isto, calculare-
mos a expansao de Taylor, até a terceira ordem, do lado direito de (7.1) em torno do ponto de
equilibrio Py, dado em (5.7). Vamos também indicar por x = (x, y, z) o ponto transladado
x — Py. Esta convengao, usada da equagao (7.2) em diante, nao causara confusao. Temos entao

,r/ 0 1
y | = 2 28T ()
0 o
'
& | T (x0) 0
0
31— 2 223 -1
BV, 2081
2 VB
T
(:BO):EQ
2

24

0 T
2wy B y
0 2

rz+ [B/1— (%22
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[ 0
5 -1 3 2 2 2
4 —Tx + —4fwyr*z + (25°—1)zz L O4).
T/// (ZBO) xS
i 6 i
Consideremos, agora, a seguinte mudanga de variavel
i B 2(4)0 6T/ (.230) _ 2w03ﬁ 7]
u 4 ﬁQ T’ (ZL‘Q)2 + w04 4ﬁ2 T’ (270)2 + w04 T
v _ w03 _ 4w0 52 T/ ($0)
4 ﬁQ T’ (1‘0)2 + w04 4ﬁ2 T’ (Io)z + w04 Y
w z

2w BT ()

2w B

4 ﬁQ T (1'0)2 + w04

Disto segue que

43T (2) + wot

u+ w
x
2 ﬁT/ (IQ) w
y _ wo ¥ + w—o (73)
2 T'(zo) v | wow
L wWo Qﬁ d
Substituindo (7.3) em (7.2) obtemos
y [ 0w o 1y,
o | =] w0 0 v | + (7.4)
L Wo i
I Ji
L |+ 1| J|+0#4)
I3 J3
onde
/ 2 /
—s (wow T (zp) v s wow 1" (xo) v
B1—0 <2ﬂ o0 +452 (w+u) o o
T/
(330) ) (w +u) Wo W B T (370) v
B 25 wo 3 1— 32 (w+ u)?
VB 2
I = w QﬁT/ (l’0)2 LO2
0 wo? 20
0T (o) (w+ u)
) (2T ) r?
wo? 2p



)

_6T, (o) T" (x0) (w+ U)Z

/ 2
- (7573)

25 o =
T' (x0)
wow _ T'(x0) v
_2(w+U)(2ﬁ wo )_3 1= 32 (w + u)?
vE 2
w 28T (20)° | wo?
0 o o

wo T" (wo) (w+u)”

28T (20)° | wo?
(e )

(26% 1) (w+u) (u;o;u T (j;)) U)z

T (x0) | —4VB/1=52(w+u)? (CUQO;U - g;)) “)

(75— 4) (w+u)’
6/

wo T (0) (w + )’

wWo 25
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232 1) (w+u) (on[/;u T (j;)) U)z

o | —aVBVI=F o (G5 - )

(187 —4) (ww)’
Jy = 63

24 (25T’(2370)2 +w_02>

Wo 25

BT (o) T (w0) (w + )

/ 2 2
3 wo <—2ﬂzogx0) +C;—Oﬁ>

=1 (ww (

wow T (xo) v\
25 Wo

T'(x0) | —4VBV/1= 52 (w+u)? (WQO;U = (Zs) v)

(187 —4) (w+ u)’®
Jy = 6

28T (20)° | wp?
“o ( wogx()) + C;%)
wo T" (x0) (w +u)”

" ZﬁT/ (ZL’())Q WOQ
1eas

Notemos que (7.4) estd exatamente na forma (2.1), e portanto pelo Teorema (2.1) existe
uma funcao h : U — R, de classe C*, definida em um aberto U de R?, que contém a origem
tal que w = h (u,v) e, portanto, o grafico de h é uma variedade invariante do sistema dinamico
dado por (7.4). Assim, sobre a variedade central h, (7.4) reduz-se a

U 0 wol |u
= + (7.5)
v —wy 0 v

AL
8 ((u2 o+ (R (u,v))2)2)

onde
Ly = Li(u,v,h(u,v)), Ly = L(u,v, h(u,v)), My = Ji(u,v, h(u,v)) e My = Jo(u,v, h(u,v)).
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Como h (0) = 0e A (0) = 0, ver Defini¢ao 2.2, segue que
0 <(u2 + 0% + (h (u,v))2)2) — 04).

7.1 Aproximacao da Variedade Central

Como ja foi dito no capitulo 2, é necessario, daqui em diante calcular aproximacoes da variedade
central. Para isto usaremos o Teorema 2.2. Temos de determinar o operador M definido em
(2.4) no caso do sistema (7.4). Assim, se ¢ : U C R* — R é uma fungao de classe C, definida
em uma vizinhanca U da origem, entao

o
9 0 wol |u N Q
(M) (w,v) = - w16 i
% o 0 v NQ QZ
ov
_2BT’(!E£) P(u,v) — R — Ry + O(4).
0

sendo que
Nl = [1(U,U,¢(U,U)),N2 = IZ(U,U,(b(u’U)),Ql = Jl(u,v,gb(u,v)),Qg = JQ(U,U,¢(“,U)),
Ry = Ii(u,v,¢(u,v)) e Ry = J3(u,v, p(u,v)).

7.2 Aproximacgao Quadratica da Variedade Central

Tomemos ¢ (u,v) = kju? + kouv + k3v®. A escolha desta funcdo é motivada pelo fato
dela ser a mais simples aplicacdo em duas varidveis tal que ¢ (0) = 0 e ¢/ (0) = 0. Entao,
substituindo-a em (7.6) obtemos

M (kiu? + kpuv + kzv?) =

! X
4wy \/B5 T (330)2 + wo® VB

<4 wOQ \/35 T’ (Io)Q + w06 \/B) k'Q
n (8 VB T (20)° + 2wt VB T’ (:co)) k) u
Hwed B T () — 3w VB /1= BT (20)

(B VB T (20)* + 260 VB) b o
+ (8VB T (20)* + 2w VB T (xo)) ko
+ (—8w2 VB T () — 2wy’ \/B) k1
+ (=8wo B2 + 4wy B) T" (wo)”

uv

(8 VBT (20)? + 2wt VB T’ (x0)> ks
1 + (—4 wo? /B T' (o) — w® \/B) ko v
+2/3° \/T= BT (z)

+0(3).
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Tomemos ky, ko, k3 tais que

(4 w02 \/BE) T’ (1’0)2 + WOG \/B) kz
+ (8 \/B7T/ (1'0)3 +2w04 \/33 T/ (ZL‘Q)) ]{?1 = 0
ot VB T (w0) — 3we? VB /T — BT ()

(8 wp? \/35 T (x0)2 + 2 wg® \/B> ks

+ (8B T (20) + 2we* VB T (:co)) ko
+ E8 w2 VB T () — 2wy \/B> ky
+(—8wy 3%+ dwo B) T' (wo)°

(

=0

(83 T (20)" + 2000 VB T (0) ) s
+ (4w VBT (@0 —w® VB) ke | =0
|\ R2VB VT =BT ()

Segue entao do sistema linear anterior que

( \/B (—2 w04 ﬁQ TI (170)2 — MOS) T” (C(I()) )
)

VB V1= B ((6wo® 3 — 20" B) T' (o)’
+3wob T (20)) + (Adwp?® B — 8wy® 43) T” (20)°

0T LT (@) (BT o) + ) (T (o)? + )
—wp® ﬁ% T" (z0) + VB /1 — 32 (2 wo B2 T ($0)3
‘|‘3 w04ﬁT’ (Z’Q))
o\ Bu s = e ) T (@)° (7-8)
? 2B (BT (10)* +wot) (4T (w)* +wo?)
wogx/_T” (o) + VB /1 - (4631 ( (z0)°
+2 wWo 5T/ (1'0)3 — 3W()6 T/ (.’L’()))
kj —+ (4 w03 ﬁ — 8(,()03 63) T, (I0>3
3

AVBT (o) (BT (o) + o) (48T (20) +0?)

Assim de (7.7) segue que M (kyu? + kyuv + kzv?) = O (3). Portanto do Teorema 2.2 temos
que
h(u,v) = kyu? + kyuv + ksv* + O(3), (7.9)

onde ki, ks, k3 sao dadas por (7.8).

7.3 Calculo do Primeiro Coeficiente de Lyapunov

Vamos substituir (7.9) em (7.5) para calcular o coeficiente a dado em (3.6). Obtemos entao
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u’ 0 wWo u

B + (7.10)
L/] |:W0 0 ] [U]

onde

1 wo? B (Wo2 T" (x9) — 3/1— 32T (xo)) 02
N AT o e | T (4VBT (w0)’ - 883 T (20)’) wv

+2/TEFIT (20)} 207

1
X
3 Bwo + 127" (20)* 33 wo

6(4}02 62 T” (.%0) kl — 18 62 \ 1 — 62 T/ (%0) kl
_w02 +12 wWo ﬁg T/ (Io) kl — 6&}0 \/BT/ (.Z‘()) 1{71 ug

_|_w02 62 T/// (l,0>

—T783T (xg) + 48T (o)

wo B2 T" (x9) kz = Bwo 52 /1= B2T" (o) ks
—6 wy +2 w02 ﬁg T (IL‘Q) kQ o WOZ \/BT/ gxo) k2 v
Tl = —Wwy €2 \/ 1— 52 T (1’0)2 kl _ 4ﬂ§ T <$0)2 kl
+2062 T (x0)2 ey + 4ﬁg \/1—7527” (33'0)2

o BT (a0 by~ 30T o)
+2we? 5% T (z0) ks — wo® VBT (20) ks

—6 | —wo® B2 \/1 = B2 T (20)" ks uv?
—4 wy ﬁ% T (370)2 Ey + 2w ﬁ% T (.’13'0)2 ks
+2 64T (20)° — B2 T (0)*

+6W06 T/(.To)Qk'g <WOB\/1—62+462 —2\/B> U3

1 —wp 3 (4 2T (x) T" (w0) + 3wo? /1 — ﬁ2> w2
> 28wt + 8T (x0)2 33 +wo? <4 VBT (o) — 832 T (m0)> uv
2 FEIT o
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-1
X
6 32 wol + 24T (0)” 54
24 ﬁ4 T’ ((L’(]) T" (Io) k?l

+18w0252 \/1—ﬂ2k’1 3

O 12068 85 by + 6wid VB ¢
+4 54 T/ (.CEo) TW (ZBQ) + 7@&)02 ﬁg — 4(4)02 ﬁ
4ﬁ4 T/ (ZEo) T” (l‘o) /{?2 + 3&)02 62 \ 1-— 62 kQ
—2wy® B ky
+ 6wy —{—w03 \/Bkg + sz 52 v1-— ﬁQ T’ (l‘o) k?l u?v

T2 +4 wWo ﬁ% T’ (ZE()) k’l

—2(4}05% T’ (1’0) k’l — 4w0ﬁ% \/ 1-— ﬁZT/ (1‘0)

ABT (o) T" (wo) ks + 3we? B2 /1 — B2 ks
—2w0 3% ks +wo VB ks

+6wo | +wo? B2\/1— 2T (x0) ko uv?
w52 T (o) ky — 2wo B2 T' (x0) ke
—92 64 T (370)2 + ﬁQ T (170)2

+ 6wy BT (0) ks (woB/1— P +467 —2F )0

Usando a férmulas (3.6), (5.9), (7.10) obtemos, apds uma longa computacio, que

_ 4

= A1

onde

A = (VI=BVBVB+T(((88 =165 +80%) T' ()"
+ (103" — 40 8" 460 87 — 40 87 + 10 8%) T" (w0)® + 263 T" (o)
+ (=128 +308° 408" +308° — 1233 +28) T" (x0) ) T" (o)
+ (868 =168 +84%) T" (o) + (=28 +88") T ()°
+(—1287 4+ 857 —20°) T' (w)” + (—4 8" + 24 8") T (wo)°
+(—=608°+8087 —608° +24 5% —48) T" (x0)” + 56 £3T" (2)°
+ (=24 ") T (z0)® + (150 B3 — 254 1 4+ 12237 — 18 B7) T" ()" (7.12)
+ (618 — 162" +1143° +2087 —393° + 6 5°) T" (x0)"
+ (3B 464" —7567 + 18067 — 195 3° 4 102 53) T" ()*
+(=218) T (w0)*) + VB ( (36 8" — 100 82 + 92 %) T" (o)’
+ (=28 6%) T" (0)” + (45 8 — 191 B2 + 314 510 — 246 3%) T" (x)"
+ (8985 — 11 8Y) T (x0)* 4 (15 8™ — 85 512 + 195 510 — 225 38
+125 3% — 15 8 = 1532 +5) T" (x0) ) T" (x0) )

Ay = ((256 8" — 256 3'2) T" (2)"
+ (384 81 — 1152 32 + 1152 310 — 384 3%) T" (x4)°
+ (144 8" — 720 82 + 1440 beta'® — 1440 8% + 720 8%) T' () (7.13)
+ (=144 Y T (20)° + (16 8 — 112 2 + 336 510 — 560 58
+560 3% — 336 3* + 112 % — 16) T" (x0))

Disto, segue o seguinte resultado
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Teorema 7.1 Se A; #0 e Ay # 0, entao o sistema (6.3) tem bifurcacio de Hopf em p = 0.

Demonstragao:

Sabemos que a condicao de transversalidade é automaticamente satisfeita, ver Teorema 6.1.
Por hipétese, segue que a condigao (3.4) do Teorema 3.1 é também satisfeita, logo segue do
Teorema 3.1 que p = 0 é entao um ponto de bifurcacao de Hopf. [J

Naturalmente, o resultado como o anterior, em vista da complexidade das expressoes dadas
em (7.12) e (7.13), 86 é utilizdavel, do ponto de vista das aplicagoes, quando a fungao M é dada
explicitamente. Investigaremos entao o caso em que

M (x) = 7ycos(x) (7.14)

na equagao (4.11). Este caso também é conhecido como caso de Watt-Vyshnegradskii.



Capitulo 8

Bifurcacao de Hopf no Sistema de
Watt-Vyshnegradskii

Em vista de (5.7), (7.14) e (5.5) temos que

B = cos(xg) = %

T (x9) = k~ycos(xg) = kF

T (o) =

A

TN (l’o) = —kF

(8.1)

T" () = k /72 — F?

sendo que k = Ic—l Além disso, usando (8.1), a condigao (5.13), apds algumas manipulagoes
algébricas, escreve-se neste caso como

4k* F3
Y=— (8.2)
€
Substituindo (8.1) e (8.2) em (7.11) e observando que G = k F', obtemos
By
= = 8.3
0 = 2 83)
sendo que
Bi = (12288G™ + (—2304¢* — 36864) G12
+(—192€® — 6144 €*) G'° + (544 €3 + 5888 ¢*) G®
+ (28 €2 4272 €®) GO + (—49¢€'? — 304 %) G*
+4 €2 G* +5€'?)
e

By, = 16 (16G*+* G2 —€*) (16 G + 464 G2 — ¢4)°.
Além disso, segue de (8.1) e (8.2) que

G>E

) 8.4
; (54)
Segue de (8.4) que (16 G* + ¢* G2 — ¢*) > <. Portanto o denominador de (8.3) é positivo. Por
causa do Teorema 3.1, uma questao natural que se poe é a de determinar o sinal de a, o qual é

33
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determinado inteiramente pelo sinal o polinomio

h(G) = 12288G" 4 (—2304¢* — 36864) G2
+(—192€® — 6144 ¢*) G0 + (544 ® 4 5888 ¢1) G*®
+ (28 €12 + 272 6%) GO + (—49 €2 — 304 %) G*
+4€2G? +5¢€'2

Em vista da desigualdade (8.4), consideremos o polinomio j (§) = h (% + ), onde § > 0, cuja
expressao ¢ dada por

j(0) = 122885 + 8601603 + 279552 €% 512
+559104 €3 61 + 768768 €* 610 4 768768 ¢ §°
+ (544 €® + 576576 €° + 5888 ¢*) &8
+ (2176 €° + 329472 ¢ + 23552 €%) 67
+ (28 €2 + 3808 €10 + 144416 €° + 41216 €%) 6°
+ (84 €' + 3808 € + 48864 ¢” + 41216 €7) 6°
+ (105 €' + 2380 €'2 4 13032 €0 + 25760 %) §*
+ (70 €'® + 952 '3 + 2864 € + 10304 ¢7) &3

L (105 €' + 952 €' 4 2128 €!2 4 10304 €'0)

2
1 )

n (21 €™ + 136 €5 + 304 €!3 + 1472 €M)

1 J

€'6 (e - 6)

R

Notemos que todos os coeficientes de 7 sao positivos e que o termo independente é positivo se
€ > /6 e negativo se € < \/6 Particularmente concluimos que se € > \/6 entao a > 0. Por
(6.6) temos que d > 0. Assim de acordo com o Teorema 3.1 e Observagao 3.3 a, b, concluimos
que temos bifurcacio de Hopf subcritica quando € > /6.

€l6 (62—6)

4
o polinomio j tem ao menos uma raiz no intervalo (0, 00). E imediato de (8.5) que j' (§) > 0,

pois todos os coeficientes da derivada sao estritamente positivos. Segue portanto, do Teorema
do Valor Médio, que a raiz obtida anteriormente é a tnica raiz de j em (0,00). Indicaremos
por 7 (e) esta raiz. Do argumento anterior, segue que j é negativo no intervalo (0,7 (¢)) e
é positivo em (r (€),00), e portanto a tem o mesmo sinal de j nestes intervalos. Assim se
G e (%, st (e)) obtemos que a < 0 e segue do Teorema 3.1 e Observacao 3.3 d,c que temos
bifurcagao de Hopf supercritica. No caso em que G € (% +7(e), oo) temos a > 0 e novamente
do Teorema 3.1 e Observagao 3.3 a, b temos bifurca¢ao de Hopf subcritica. O cdlculo de 7 (¢)
é realizado numéricamente.
O resultado final é o seguinte:

No caso € < /6, notemos que j (0) = < 0. Como lims_j (0) = oo segue que

Teorema 8.1 Consideremos o sistema (6.3).
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m\l g Wo

entao temos bifurcagcao de Hopf subcritica em p = 0.

Se e < V6 sejar(€) a inica raiz de j no intervalo (0,00). Se G € (§,5+7(€)), entdo
temos bifurcacao de Hopf supercritica.

Se G € (§ + 7 (€) ,oo), entao temos bifurcagao de Hopf subcritica.

Como exemplo concreto suponhamos que € = 1, neste caso, segue que 7 (1) =~ 0.0025.
Entao, se G € (0.5,0.5025) e u > 0, a conclusao dada no item c) da Observacao 3.3, isto é, a
origem ¢ um ponto de equilibrio instavel situada no interior da regiao limitada por uma oérbita
assintoticamente estavel do sistema. Este é o caso supercritico e da uma justificativa tedrica
da ocorréncia daquelas oscilagoes estaveis, em torno do angulo de equilibrio, sobre as quais
falamos na Introducao, que impediam o adequado funcionamento do Regulador de Watt.



Capitulo 9

Conclusao

Nesta dissertagao, estudamos o sistema (4.12) que representa o modelo fisico do Regulador
de Watt.

Como o objetivo desse trabalho é determinar condicoes suficientes para um bom funciona-
mento do Regulador de Watt, determinamos o ponto de equilibrio assintoticamente estavel de
(4.12), e isso foi realizado através do Teorema 4.1, o qual fornece uma andlise de estabilidade

23

deste ponto, isto é, se € > ———T" () entao o ponto de equilibrio Py, dado em (5.7), é assin-
w

0
toticamente estavel, e, dessa forma, as hastes em rotacao do regulador se mantém em um angulo
de abertura g com seu eixo de sustentagao de forma estavel. Lembrando que este angulo é es-

2
tabelecido no projeto da maquina. No entanto, se € < ——B T’ (x0) o sistema torna-se instavel,
w

0
e, assim, o angulo de abertura do controlador se afasta claramente do angulo inicialmente pro-
jetado, e, por isso, o regulador nao funciona de maneira adequada. Além disso, mostramos
que em € = ——— T" (z) o sistema apresenta uma Bifurcagao de Hopf. Verificamos a condicao

Wo
de transversalidade assim como a de Foco Elementar para o Sistema de Watt, ver Teorema

7.1. Por causa desta bifurcacao ha o surgimento de um ciclo limite estdavel no retrato de fase,
quando o primeiro coeficiente de Lyapunov é negativo. Tal érbita periddica é responsavel pelas
oscilacoes indesejadas as quais nos referimos na Introducao.
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