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RESUMO

O trabalho apresenta os chamados Autdmatos Celulares Elementares de acordo
com os principios do algoritmo de Lempel-Ziv (LZ76) aplicado a sequéncias binarias.
Tal descricdo visa a organizagdo quantitativa desses autdmatos de acordo com a
complexidade de atualizagdo dos estados, relacionando os arranjos com a Classificagdo
de Wolfram em funcdo de valores numéricos sugeridos. E possivel, dessa forma,
discriminar tais maquinas em Classes de Complexidade. Ainda, serdo discorridas as
chamadas Sequéncias de Maxima Complexidade — MLZs — e suas propriedades; estas
serdo Uteis na caracterizacdo de emissfes ergodicas verdadeiramente randémicas, e,
portanto, na compreensdo do grau de aleatoriedade das regras aplicadas aos autdmatos.
Esta teoria serd apresentada como fundamentacdo para um novo tratamento de
problemas de defeitos em sélidos cristalograficamente complexos (ordem atémica
intermediéaria entre a cristalinidade ideal de longo alcance e a amorficidade), utilizando
métodos da Teoria da Informacao.

Palavras-chave: Autdmatos Celulares, Complexidade de Lempel-Ziv, Fonte
Ergodica, Teoria da Informacdo, Entropia Algoritmica, Solidos Complexos,
Cristalografia, Dimens&o Fractal, Fatorizagdo, Aleatoriedade, Cadeias de Dados.

ABSTRACT

This work presents the so-called elementary Cellular Automata according to the
principles of the Lempel-Ziv (LZ76) algorithm applied to binary sequences. We aim at
organizing them quantitatively in agreement with the complexity of updating the states,
and by relating the data arrangements to the Wolfram’s Classification. In this way,
Complexity Classes can classify such machines. Further, sequences with maximum LZ
complexity - MLZs - and their properties will be presented and discussed. The latter
will be useful to characterize the truly random ergodic emissions, thus to understand the
degree of randomness of the rules governing automata. The above treatment will be
extended to problems of crystal defects in crystallographically challenging solids (with
intermediate atomic order between the ideal long-range crystallinity and amorphicity),
by using tools from information theory.

Keywords: Cellular Automata, Lempel-Ziv Complexity, Ergodic Source,
Information Theory, Algorithmic Entropy, Crystallography, Crystallographically
Challenging Solids, Fractal Dimension, Factorization, Randomness, Strings.



INDICE

LISTA DE TABELAS ..ttt ettt ettt e ekt eeh bt e ettt e ke ekt e o2 bt e es bt e es b e e et e e ekt e e s bt e es bt e et beeesbe e bt e enbeeenbeeenbeenneaens 2
LISTA DE FIGURAS ..ttt e 28t e Rt e et b e R E et b e b ettt ettt e st e et e e s 2
INTRODUGAQ ...ttt 6
PRIMEIRA PARTE = TEORIA .....eiieititeiteeiteite it ete st te st st st et e e se e besae s bt e at et aabesb e ke s bt ebeeateataase st e besbeebeeatentenbesbebesbeeseentenean 14
| = CADEIAS DE DADOS ...ttt ettt ettt h e e e e £ st e et et e et et bttt ettt ettt nens 14
|1 = CADEIAS DE DADOS .....vitiettetest ittt ettt ettt ettt s st h stk b st e b e b e s e s e s e s s b e s s etk e b s s e s b s e bbb s et ea s st enens 15
1.2 = TAMANHO DA CADEIA (L, IN) oottt ettt ettt et e ettt et eae e ane e 15
.3 - BASE NUMERICA OU CARDINALIDADE DO ALFABETO (B, K, | 20 [ )eeuvevereeeteteeeeeeetee ettt 16
L2 = EINTROPIA «..ce ettt ettt ettt ettt e ettt h e s s e 42 e 82 st 4 28 et e2 e 82 e £t 424 H e A e e e e H e A e st e e e E e s et e e e R e e e e b e b e s et et et ene et eeete et enens 16
1.5 = COMPLEXIDADE ...t tteteet ettt et s sttt es st s s sttt s st s e s s s e s e s s et e s e s e s e b s s e s b b e s s b e s st e bbbt st es s et nens 21
116 = DIMENSAOD FRACTAL ... ttuttetesct ettt ettt ettt st e et e st e e et et e e b e s £t e e e R e At e e e a8 e s ke e e e et e e A et e e e b e st e b et e s e et esete et enens 26
1= AUTOMATOS CELULARES ..ottt ettt ettt 38
1.2 = AUTOMATOS CELULARES ...t tetteteteteseaeetateseseeeeteseseaeesesesensaseseseaeaeeses et aseeese s eeee et es e e ee et es et eeeme s et ee et es et et et ene et etene et ananes 38
[1.2 = AS CLASSES DE WOLFRAM .....otvetettisiatetetesestetetes sttt ese st et ess st e s e st e s e s e s st e s s s b e s esese st e s st s s e s bt st esere st enens 41
[1.3 = ADITIVIDADE EM AUTOMATOS .. evtettatetatesencaeeteseseaeeeesesensesesesessessseseasaseseses s aseses s aseses et aestese e eeeses e s asetese et asesesensananes 46
SEGUNDA PARTE - RESULTADOS E DISCUSSOES.........cvuirirererierereeseietetesesssssesessesessssssssssssssesesessssssssssssssessssssssssesesesens 50
Il - RESULTADOS E DISCUSSOES. CADEIAS DE DADOS. ..ottt 50
IV - RESULTADOS E DISCUSSOES. AUTOMATOS CELULARES. ...ttt 64
CONCLUSODES ...ttt ettt sttt 96
REFERENCIAS ...t 101
AINEXO ...ttt et erteete st et et e e e e st e s st e e se e besae s R e s e e e e a £ e eR e R e eRE e Re e a R e e e RenReeReeae oA e e AR et e ResheeRenRteRe et et e reseeerenaeenenatene 104



LISTA DE TABELAS
TADEIA 1 = REEIAS AGITIVAS .oitiiiie ettt ettt ettt ettt et be et e et e b e e s e etsesbe e s b e essesbe e st e esseebe et e ensesbeesbeenseeneeneas 49

Tabela 2 - Diversos desvios relativos para as complexidades € COMPriMENTOS .......ccvovveiiiiiiceeieeeeee e 62

LISTA DE FIGURAS

Figura 1 - Camada compacta com as trés posicdes possiveis e 0s sitios intersticiais que a mesma gera.........cceeveeueene.. 10
Figura 2 - Representacdo de uma estrutura periddica através do politipo correspondente .........c.cccceevevveeeecceicennnne. 10
Figura 3 — Entropia x Probabilidade: Curva de entropia para sequéncias geradas por lancamento de moedas ........... 20
Figura 4 — Quadrado: construcdo plana ortogonal €m eSPagO 2D......ciiiiiiiiiiiieeiee ettt 27
Figura 5 — Subdivisdo do quadrado em partes autossimilares ao todo e idénticas entre Si.......c.ccoovevveveieininneienenen, 27
Figura 6 — llustracdo simples da geometria de um Conjunto de Cantor. Cada passo da construcdo gera
autossimilaridade ao todo, em menor escala (Fonte: Wikipedia)........ocvovv oo 29
Figura 7 - Caixas preenchendo uma figura genérica com objetivo de destacar o espaco preenchido pela forma........ 31

Figura 8 - Autdmato Genérico. Exemplificacdo de uma maquina que evolui. A organizagdo dos simbolos e a regra de

atualizagdo NE0 NECESSAMIAMENTE EXISTEIM. ..o ittt ettt ettt e et e et ae e et eae e ene e 38

Figura 9 - Autbmato Unidimensional. Visualizagdo de uma madaquina circular estendida sobre uma linha. As

extremidades S0 MEGIOES VIZINNAS. ....iiiiiii ittt ettt et e e et e et e e et e e ete e be e e abe e etbeeeare e 39

Figura 10 - Autébmato Celular Elementar. Maquina unidimensional construida em base 2, na qual a atualizacdo de

uma célula depende unicamente dos primeiros Vizinhos da MESMA. ......iiiiiiiiiiiieceee e 40

Figura 11 - Automato totalistico exterior. A atualizagdo ndo depende de uma operagdo matematica sobre a

vizinhanga, apenas dos estados em si das células vizinhas, ditas exteriores: b se atualizacdo para d quando a e ¢

FOPEIM SUBS VIZINNAS. ..ottt ettt ettt ettt a et et e st eete e be et eete e eaeesteeteeeae e st e eneeebeensea 40
Figura 12 - Regra 32 (trivial). Convergéncia a um estado Unico para todas as células. .......ccoorviiiiiiiniiniiniiiieeee 42
Figura 13 - Regra 234 (trivial). Convergéncia a um estado Unico para todas as células. ........cccooccevieiiceeiiceeeceeee 42
Figura 14 - Regra 4 (periddico). Convergéncia a Um 5tado UNICO.....c..coviiieieeiee et 43
Figura 15 - Regra 202 (periddico). Convergéncia a um estado UNICO. ....c.cooviiiiiiiiiieiecie e 43
Figura 16 - Regra 139 (periddico). Convergéncia a um estado Unico COM rotagao. .......cceeviveeiieieiieeieeieereee e 43
Figura 17 - Regra 88 (periddico). Convergéncia a um estado UNniCo COM rotaga0. . .c..ocvevreieeeeieeee e 43
Figura 18 - Regra 22 (complexo). Formacdo de estruturas com distribuicdo aparentemente aleatéria. ........cccovcve... 44
Figura 19 - Regra 182 (complexo). Formacdo de estruturas com distribuicdo aparentemente aleatoria...................... 44

2


file:///G:/Dissertacao/MOD%20Texto%20Completo%20(comprimido).docx%23_Toc408611387
file:///G:/Dissertacao/MOD%20Texto%20Completo%20(comprimido).docx%23_Toc408611387
file:///G:/Dissertacao/MOD%20Texto%20Completo%20(comprimido).docx%23_Toc408611387

Figura 20 - Regra 75 (cadtico). Sem formacdo de estruturas aparentes e distribuicdo aleatoria. ........ccoovoevveeiiniennn. 45

Figura 21 - Regra 45 (cadtico). Sem formacdo de estruturas aparentes e distribuicdo aleatéria. ........cccovevveviieiinnnnn, 45
Figura 22 - Regra 57. Eventual formacdo de estruturas, ou repeticdo, mas com aspecto complexo. .........cccccveveeneennn. 46
Figura 23 - Regra 73. RegiGes do arranjo com aspecto periddico e regides com aspecto randdmico. ...........ccccvenee.. 46

Figura 24 - Regra 106. Estruturas ndo necessariamente autossimilares (em forma), e com distribuicdo aparentemente

11T (e AT TP 46

Figura 25 - Regra 150. Estruturas ndo necessariamente autossimilares (em cor), e com distribuicdo aparentemente

11T (e T T PP 46

Figura 26 - Regra 225. Estruturas ndo necessariamente autossimilares (em forma), e com distribuicdo aparentemente

11T 1Ko AT TR 46

Figura 27 — Contagem x Comprimento. Distribuicdo dos comprimentos dos fatores de uma MLZs (em preto) e da

média para 1000 sequéncias aleatorias (em vermelho), ambas com 10°SiMbolos. .........coccoveveiiiveveieieeeeeeeeeeee 52

Figura 28 — Contagem Normalizada x Comprimento. Distribuicdo normalizada dos fatores pelo numero de
combinacGes disponiveis para cada comprimento de fator, das MLZs (em preto) e a média de 100 cadeias aleatorias,

AMDES COM 107 SIMDOIOS. ...ttt ettt ettt ettt ettt ettt ettt 53

Figura 29 - Complexidade x Numero de Simbolos. Em azul é o valor real de LZ76 para a MLZs e em vermelho o valor

[t Tofo oLl I =To [N Lor= o XN L1 11X ) FO USSR URURRUO 55

Figura 30 - Erro Relativo da Complexidade x Nimero de Simbolos. Erro relativo entre o valor real e o valor calculado

PEIO @NSALZ (1.0, 1ottt ettt ettt ettt et a et e et et e o2t ae et ettt et eeae bt te bt ete et e erteeae s 55

Figura 31 - Contagem de Subcadeias x Ordem (Base 2). A contagem do numero de fatores LZ76 de mesmo

comprimento relativamente a este comprimento dentro das IMLZS ......c..cooviiiiiiiie i 56
Figura 32 - Contagem de Subcadeias x Ordem (Base 3). I[dem anterior. .......ccoccoiiriiiniiniiieeenceee e 56
Figura 33 - Contagem de Subcadeias x Ordem (Outras Bases). [dem anterior. ... 57

Figura 34 - Ajuste tedrico da contagem (Base 2). No primeiro grafico, a distribuicdo analitica (Ill.e) em vermelho se

ajusta com adequacgdo sobre os pontos reais, em azul. O segundo grafico mostra o Desvio Percentual do Valor Real x

Comprimento das Subcadeias, e o descrescimento deste desvio com o aumento da ordem de calculo. .......c............. 58
Figura 35 - Ajuste tedrico da contagem (Base 3). [dem @nteriOr. ...c..cceiiii i 59
Figura 36 - Ajuste tedrico da contagem (Base 4). [dem @nteriOr. ......coiiii i 60
Figura 37 - Ajuste tedrico da contagem (Base 5). [demM @nterior. ...c.ooiiiiiiiiieice e 61
Figura 38 - Ajuste tedrico da contagem (Base 6). [demM @NTeIIOr. ...c..ooiiiii i 62



Figura 39 - Distribuicdo de Tc Médios x Complexidades Médias (RLE e LZ76) para Classe |, ambas para a Regra 32 e

Sl I N atT 4= 1A 0 PSSP PP 66
Figura 40 - Distribuicdo de Tc médios para Classe Il, nos moldes da figura anterior. ............ccccoovevviiiicceci e 67
Figura 41 - Distribuicdo de Tc médios para Classe Hl. Idem anterior. .........c.cooeooeiiioiece e 67
Figura 42 - Distribuicdo de Tc médios para Classe IV. [dem @anterior. ....ocioiiiiiiiiiciee e 68

Figura 43 - Distribuicdo de tmédios para Classe I. Os periodos médios contra complexidades RLE e LZ76, ambos para

R YAl o L= I T aU=T =4 - 1A 0 PSR UPRR 69
Figura 44 - Distribuicdo de tmédios para Classe I, nos moldes da figura anterior. ........ccoevvviiviiiiiiiieieeeeee e 70
Figura 45 - Distribuicdo de tmédios para Classe Il [dem anterior. ....oviiiiiiiiiecieetee e 70
Figura 46 - Distribuicdo de tmédios para Classe IV. [dem anterior. ........ccooviieioe e 71

Figura 47 - Distribuicdo dos Periodos x Tempos Iniciais (Classe 1). Distribuicbes de tempos para a Regra 32 e para a

T o IS Y TP PP PPPTRPPP 72
Figura 48 - Distribuicdo dos Periodos x Tempos Iniciais (Classe Il). Idem anterior. .........c.cocooveeveiviiieeceeeeeeeeee e 73
Figura 49 - Distribuicdo dos Periodos x Tempos Iniciais (Classe Ill). [dem anterior. ........c.ccooveveeveeieeceeeeeeeeee e 73
Figura 50 - Distribui¢do dos Periodos x Tempos Iniciais (Classe V). I[dem anterior. .........ccccoeveeeiiiiieiieeceee e, 74

Figura 51 - Poligono de Sequéncia. Distribui¢do poligonal de pontos em que cada vértice representa um caractere

preenchido em uma sequéncia binaria cujas extremidades sdo células vizinhas. ...........cccoceoiveieiiii e 75
Figura 52 - Distribuicdo de Pontos do Poligono. Pontos marcados representam 1 e pontos ausentes representam 0.76

Figura 53 - Centro de Massa da Cadeia. Ponto representativo da localizagdo ponderada das distribuicdo poligonal de

00 L0 SO USURS 77

Figura 54 - Evolucdo do Centro de Massa. a) Arranjo do autébmato celular, b) distribuicdo das coordenadas dos

pontos de massa de cada estado de atualizagdo do autémato, c) distribuicdo das coordenadas dos pontos de massa

de cada estado de atualizagdo do autdmato segundo a evolugdo temporal (terceiro eiXo).......cccoovvevviveiiiieiiiiieieen, 78
Figura 55 - Evolucdo do Centro de Massa (condicdo inicial aleatdria). Idem anterior. ........c..ccooeevieiecceei e 79
Figura 56 - Evolugdo do Centro de Massa (Autdmato muito grande e condigdo inicial aleatdria). Idem anterior. ....... 80
Figura 57 - Evolugdo do Centro de Massa (Regra 20 e L =51). [dem anterior. .......cccvoviiiieiicieeiececeeeee e 81
Figura 58 - Evolucdo do Centro de Massa (Regra 20 e L = 1000). Idem anterior. ........cccocueevioeecceieeeeeeeeeeeeeeee e 82
Figura 59 - Evolucdo do Centro de Massa (Regra 169 e L = 51). Idem anterior. ..........cccoovoiiiieeoceeieeeeeeeeeeeeeee e 83
Figura 60 - Evolugdo do Centro de Massa (Regra 169 e L = 51). Idem anterior. ..........cccoceevvivieiieiiceecee e 84



Figura 61 - Distribuicdo dos Periodos x Tempos Iniciais (Regras Aditivas). Periodos contra tempos mostrando a

pequena variedade da distribUIGE0 NESSAS FEEIAS. ...iiuiiiiiiiie ettt ettt ettt ettt et et sb e st e bt esbeessesbeesbeesbesneeees 86
Figura 62 - Centros de Massa das Regras Aditivas. Distribuicdo e evolugdo dos centros de massa nessas regras. ....... 87

Figura 63 — Estado x Passo. Oscilagbes dos Autdmatos. Essas oscilagBes representam a ocorréncia de ciclos em

determinado autémato, i. e., uma determinada regra aplicada em uma determinada condigdo inicial. ............cc.e..... 92
Figura 64 - Distribuicdo das complexidades para todas as regras elementares. .......ccocvevveiiieerieeieceece e 94
Figura 65 — ENtropia de BIOCO RLE........oeiiiioee ettt ettt 108
Figura 66 — Média temporal da Entropia de BIOCO RLE........coiiiiiiiiiiiect ettt 109
Figura 67 — Entropia Média para diversas condigdes iniciais aleatOrias .......ooooviiviiiiiiicieeeeee e 110
Figura 68 — Distribuicdo das entropias pelas regras (Normalizadas) .......c.cocvovroeioe oo, 111
Figura 69 — Distribuicdo das entropias PeIAS MEEIAS. .....c.eoiecee ettt ee e 112



INTRODUCAO

Quando se trata de verificacdo de hipGteses em ciéncia, a experimentacdo &
frequentemente o método mais utilizado, haja vista a correspondéncia com o mundo fisico,
aparentemente tornando mais auténtica a previsdo dos eventos com base nas tendéncias. Dentro
da classe de correspondéncias buscadas pela experimentacdo ndo somente podem se encaixar 0s
testes com 0 mundo real, mas as simula¢fes baseadas na conceptualizagdo desse mundo também

podem se mostrar igualmente Uteis.

Tal conceptualizagdo dos eventos naturais tem sido traduzida (dentre outras formas) por
meio de leis passiveis de simbolizacdo matematica, capazes de se acomodar ao substrato de
processamento neuroldgico humano. As simulacbes fundadas nessas leis devem expressar de
forma reciproca as regularidades encontradas no mundo natural e podem ser feitas através de
maquinas capazes de calcular rapidamente as soluc¢des das diversas modelagens. Tais simulacGes
séo escritas usando regras com possibilidade de serem executadas levando uma entrada de dados

qualquer (uma condicdo inicial) até a solucdo do problema.

O fato de esses instrumentos serem utilizados para auxiliar a capacidade de calculo do
cérebro humano tem como consequéncia que sua construcdo possa ser baseada no préprio modo
humano de pensar. Assim, por exemplo, os circuitos de execucdo logica de tarefas sdo
semelhantes a logica linear de causa e efeito que da sentido ao pensamento racional desenvolvido
ao longo dos milénios: algo é verdadeiro a menos que seja falso. Essa edificacdo binaria da
racionalizacdo do mundo é a mais simples possivel e, por este motivo, estd contida nos
fundamentos dos computadores. Contudo, a ideia de construir centros de processamento baseados
em logica binaria, a imagem e semelhanca da I6gica humana, tem a importuna consequéncia de o
cddigo de méaquina ser dificil de ler por quem deseja programar uma regra, fazendo com que
fossem criadas linguagens de montagem (assembly) mneménicas e facilmente legiveis para

aproximar e traduzir a escrita do programador para o codigo da maquina.

Neste contexto se encaixa o presente trabalho. Serdo apresentados a seguir Varios
conceitos essenciais ao corpo do trabalho, comecando pela definicdo de Informacéo, seguido da
definicdo de Complexidade e desordem do ponto de vista da teoria da informagédo. O que sdo
chamados solidos complexos do ponto de vista cristalografico segue na sequéncia com o
intuito de ilustrar a “semente” cientifica desta investigacdo usando ferramentas da Teoria da
Informac&o. Assim, serd comentado sobre como relacionar o problema cristalogréafico de estudo

de estruturas com defeitos e uma abordagem diversa (usando teoria da informagdo), como tem
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sido feito em outros ramos da ciéncia contemporanea. Em particular, a abordagem sera feita
tendo em vista o estudo de defeitos planares em estruturas compactas de camadas, as quais sao
sucintamente explicadas de maneira a facilitar a associacdo do empilhamento das camadas e a
codificacdo binaria das mesmas em funcéo do tipo de empilhamento compacto. Por fim, seréo
discorridos os conceitos de Complexidade das cadeias de dados e a classificacdo dos

autdmatos celulares na qual o trabalho sera baseado.

Informacéo

Os valores brutos do codigo de maquina, verdadeiro e falso, sdo frequentemente
colocados como passagem ou interrupcdo de forca motriz (circuito elétrico ou mecanico), por
vezes expressos em digitos binarios, e as sequéncias de instrucdes passadas a maquina podem ser
imaginadas dessa forma. Entretanto, essas sequéncias ndo sdo providas de materialidade, nao
possuem carga elétrica, massa, nem extensdo espacial, mas o fato de serem manipulaveis,
trabalhaveis, indica que possuem existéncia (virtual) e por este motivo sdo dotadas de

informacao.

Informacdo é a propriedade mais fundamental de qualquer coisa que existe, real ou
virtualmente. O dicionéario define informacdo como “tudo aquilo que, por ter alguma
caracteristica distinta, pode ser ou é apreendido, assimilado ou armazenado pela percepcéo e pela
mente humanas” (FEREIRA, Aurélio Buarque de Holanda, 2004). E, naturalmente, um efeito da
observacdo humana do mundo — por “humano” entenda-se que interage inteligentemente —, nao
se podendo dizer com certeza que exista quando ndo h& quem observe. Assim, quantificar a

informacdo de modo a ser estudada pela ciéncia pode ser muito conveniente.

Por outro lado, costuma-se pensar que um sistema que exige mais termos (de qualquer
natureza) para ser classificado possui mais informacdo que outro com menos termos ou que
necessite de mais informacgdo de natureza descritiva. Um sistema assim tem seus constituintes
dispostos em uma organizacdo mais dificilmente qualificada — e desde que se relacione uma
quantidade aquela qualidade — e quantificada; por exemplo, a quantidade de termos que
expressam toda a natureza culinario-fisico-quimica de um torrdo de rapadura é maior do que a
quantidade necessaria para expressar uma molécula de sacarose. Matematicamente, o nimero de
combinacdes disponiveis para esses elementos devera ser uma expressao de qudo complexa pode

ou ndo ser o seu arranjo particular. Dessa forma, definir uma grandeza cujo argumento é o



numero de combinag6es disponiveis para as sequéncias de instrugdes dadas a uma maquina sera

também definir quanta informacéo esté contida naquele processo.

A partir do momento em que se sabe quanta informag¢do um processo contém, pode-se
saber quanta informacdo pode ser transferida, quanta pode ser perdida, quanta pode ser retida e
assim por diante. Assim, toda uma variedade de caracteristicas relacionadas as maquinas que
simulam os processos naturais podem ser elencadas a fim de se saber qual é a real qualidade

daquele processamento (ou virtualizagdo de experimento).

Complexidade, desordem e teoria da informacédo

O estudo de sistemas aleatorios e a emergéncia de complexidades é um dos assuntos que
maior atencdo cria na comunidade cientifica na atualidade (para uma revisao do desenvolvimento
atual: [26]. Sdo comuns na literatura termos tais como complexidade, caos deterministico ou
dindmica ndo linear, todos aplicados em &reas como a fisica, a quimica, a biologia, dentre outras.
Muito apesar da generalidade dos termos acima, sdo poucos 0s estudos quantitativos sobre
desordem e o aparecimento de complexidade. A propria definigdo do termo “complexo”, e como

se quantifica, é tema de debate [27].

Nesse cenario, os estudos da relacdo desordem-complexidade tem ido cada vez mais de
aproximacdes gerais ao estudo em sistemas especificos [28, 29, 30], em concordancia com a
evolucdo da ciéncia nesses aspectos: amadurecimento de ideias novas a partir de seu uso

intensivo e extensivo em casos especificos.

Apbs a Il Guerra Mundial, Claude Elwood Shannon estabeleceu as bases de como medir a
informacdo de uma fonte a partir de consideracdes probabilisticas [31]. Ele demonstrou que a
incerteza média (taxa de entropia) é a propriedade fundamental para descrever uma fonte
estocastica. Interessado na transmissdo de informacéo entre fonte e receptor através de canais de
diferentes naturezas e sujeita a ruido, definiu a informacdo mutua para medir a exatiddo na
transmissdo. Ambos os conceitos, entropia da informacdo e informacdo mutua, ultrapassaram o
objetivo para o qual foram definidas inicialmente e hoje séo utilizadas em uma grande variedade
de sistemas produtores de informagdo. E comum que tais sistemas ultrapassem o milh&o ou até a
dezena de milhdes de dados e seu estudo é feito através de calculo intensivo utilizando grandezas

entropicas.



Soélidos complexos do ponto de vista cristalografico

Um sélido cristalino é um arranjo de atomos caracterizados por uma ordem perfeita de
longo alcance. O conceito de ordem atémica de longo alcance entende-se pela capacidade de se
reproduzir a estrutura completa do sélido a partir do conhecimento da posi¢do dos atomos em um
volume finito e um conjunto finito de regras. O descobrimento do ordenamento perfeito ndo
periodico abriu novos caminhos na pesquisa sobre cristalinidade [32]. Por outro lado, os sélidos
amorfos apresentam ordem (imperfeito) de curto alcance e carecem de correlacdo além das
distancias aos primeiros vizinhos de qualquer atomo. Entre a desordem amorfa e a ordem
cristalina ha um intervalo de desordem e ordem estrutural que tem sido pouco explorado pela
comunidade da fisica do estado s6lido. Muitos materiais de interesse pratico e teodrico se
encaixam precisamente nesta area pouco explorada. Talvez o exemplo mais conhecido de tais
sistemas sdo os materiais nanocristalinos, onde o termo “cristal infinito” j4 ndo pode ser
assumido, mas ainda existem correlacdes entre diferentes regibes nanocristalinas do material

enquanto a ordem de longo alcance é frustrada de diferentes maneiras [33].

Os solidos que exibem uma complexa arquitetura de atomos sdo chamados de solidos
complexos do ponto de vista cristalografico. Os métodos computacionais menos intensivos de
estudo de solidos cristalinos, bem como os critérios estatisticos usuais para o estudo de materiais
amorfos ndo sdo suficientes para o estudo dos materiais complexos. O surgimento de
regularidades locais, correlages de longo alcance e outros fendmenos em diferentes escalas,
convertem as simulacdes computacionais de sistemas de muitas varidveis em ferramenta
essencial para a analise destes sistemas. O numero de varidveis pode ir de algumas centenas a

milhdes delas.

O problema cristalografico e uma abordagem diferente

O estudo computacional de s6lidos complexos, como os mencionados acima, pode ser
feito a partir do uso de conceitos vindos da teoria da informacéo tais como sistemas dinamicos,
teoria ergddica, dentre outros. Existem descri¢ces baseadas na teoria computacional de cadeias de
dados para seu uso em bioinformatica e outras aplicagdes de “mineragdo” de dados. Em outros
casos, 0 caminho seguido baseia-se na experiéncia adquirida de alguns procedimentos utilizados
para descobrir o surgimento de complexidade em sistemas dinamicos em campos tdo variados

como a neurociéncia [34] ou biossinais [35].

Estruturas compactas de camadas




Dentre os materiais complexos do ponto de vista cristalografico se encontram aqueles cuja
estrutura cristalina pode ser descrita por camadas de &tomos empilhadas ao longo de uma
determinada direcdo cristalina e, especificamente, por empilhamentos compactos. No caso ideal,
o empilhamento se apresenta de forma ordenada, isto é, composto por repeticdes periddicas de
uma de suas partes. Em outros casos, existe desordem ligada aos defeitos do empilhamento, como
no caso das transicGes de fases cristalogréficas (durante as quais o s6lido pode passar por uma
série de fases ordenadas e desordenadas).

As estruturas cristalinas de camadas consistem de planos de 4tomos agrupados de forma
compacta, situados uns sobre 0s outros, ndo necessariamente de maneira periodica ao longo da
direcdo perpendicular a camada. A forma mais compacta de juntar esferas num plano é

esquematizada na figura seguinte (codificada com a letra A)

Figura 1 - Camada compacta com as trés posi¢des possiveis e 0s sitios intersticiais que a mesma gera

A camada “A” consiste de atomos dispostos em um arranjo hexagonal. As camadas “B” e
“C” situam-se na parte superior da camada “A”, mas os 4tomos das respectivas camadas “B” e
“C” ocupam locais diferentes com relagdo aos atomos na camada “A”. Acima de “C” volta a
aparecer uma camada “A”, depois uma camada “B”, e assim sucessivamente. Ao substituir a

camada “C” pela “A” obtém-se um arranjo atdmico diferente.

Com a codificacdo de letras, o estado de compactacdo se reduz a que ndo podem aparecer
juntas duas letras idénticas. No caso em que a estrutura compacta é periddica, é suficiente
representa-la como a repeticdo de um bloco minimo de camadas que chamamos de politipos, que
sdo casos especiais de polimorfismos [36]. A Fig. Il mostra as duas estruturas compactas mais
simples as quais podem ser associados o0s codigos ABC e AB. Sdo elas, a estrutura cubica de face

centrada (FCC) e hexagonal compacta (HCP), respectivamente.
.. BA®cA®CABC .
BH80° 0 0B
' W
Fossiveis politipos

Figura 2 - Representacao de uma estrutura periédica através do politipo correspondente
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Codificacdo binaria de estruturas de camadas

Como em uma estrutura de camadas compacta tém-se apenas trés posi¢des possiveis para
as camadas (ver acima), € possivel codificar uma determinada sequéncia considerando o
deslocamento relativo de duas camadas sucessivas e ndo suas posicdes absolutas. Essa
codificacdo é conhecida como cédigo ou notacdo de Hagg [37], que atribui um sinal de “+” ao ir
"para frente" na sequéncia (AB, BC, CA) e um sinal “-” quando vai "para tras" (BA, CB, AC).
Uma notacdo parecida pode ser adotada se associamos um “1” para substituir o sinal “+” ¢ um
“0” para substituir o sinal “-”. Dessa forma, obtém-se um cédigo binario de “zeros” e “uns”.

Assim, por exemplo, a notacdo de Hagg das sequéncias abaixo sdo indicadas a direita:
e +++--- (politipo 6H, ABCACB) — 111000;
e ++-+-- (politipo 6H, ABCBCB) — 110100;
e ++++- (politipo SH, ABCBC) — 11110;

« 2H (ABABABAB...) e 3C (ABCABCABC...) — 2H (1010101...) e 3C (11111111...)

Aproximacdo entrépica a andalise de politipos

Com o objetivo de utilizar uma abordagem diferente a analise de politipos, é possivel usar
conceitos entropicos de informacdo para classificar e estudar a ordem de empilhamento nas
estruturas de camadas e as transformacGes de fase estruturais. Um de tais modelos é conhecido
como mecanica computacional [38], que se fundamenta no conceito de entropia de Shannon.
Vaérios quantificadores de entropia tém sido introduzidos para descrever o surgimento de ordem.
Conceitos tais como excesso de entropia, densidade de entropia, informacdo transiente, foram
utilizados para tais propositos e aplicados a sequéncias periddicas unidimensionais [39]. Tais
quantificadores fornecem informacdo interessante que ndo estd contida em outras grandezas
como a correlacdo, susceptibilidade ou o fator de estrutura. Nesse sentido, 0s mesmos parecem

complementar outras grandezas conhecidas da fisica estatistica.

Complexidade das cadeias de dados

O presente trabalho estd relacionado com a aproximacdo entropica chamada de
complexidade de Lempel-Ziv (LZ76) [6]. A mesma tem sido utilizada para analisar o DNA [40] e
fontes neuronais [34]. Em 1978, Ziv demonstrou a relagdo entre LZ76 e a densidade de entropia

definida por Shannon. Em particular, a complexidade LZ76 normalizada ira tender, no limite de
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uma sequéncia infinita, a taxa de entropia® de uma fonte ergddica [41]. Dessa forma, a LZ76 é
uma alternativa, préatica, para estimar a densidade de um sistema e (também) fornece informacao

sobre o limiar de caos como ferramenta de comparacdo com outros métodos.

A capacidade que uma cadeia de dados tem de ser comprimida pode ser analisada através
do método LZ76. A fatoracdo ou compressdo da cadeia pode representar a complexidade da
disposicdo dos constituintes. A complexidade LZ76 é considerada como uma medida de
aleatoriedade no probabilistica. E sempre possivel estabelecer um paralelo da complexidade
LZ76 a chamada Complexidade de Kolmogorov-Chaitin — Complexidade KC [5]. A ultima, mede
0 comprimento do programa mais curto, executado em uma Maquina Universal de Turing, que
permite reproduzir a sequéncia original. Esta relacionada com a aleatoriedade de uma
determinada sequéncia de dados infinita e maiores valores de complexidade estdo associados a
maior aleatoriedade. A complexidade de KC é o método mais abrangente para este tipo de

analise.

Por via da construcdo de LZ76 sera tratado um algoritmo que gera sequéncias de maxima
complexidade de LZ76, chamadas de MLZs (Maximum Lempel-Ziv Complexity sequences [2,
2.1], construidas a partir de um algoritmo muito menor que a sequéncia em si. As MLZs tém,
para um comprimento finito N, maior complexidade LZ76 do que as cadeias aleatdrias tipicas
com 0 mesmo comprimento. A natureza algoritmica das MLZs as tornam opostas ao conceito de
aleatoriedade no sentido da complexidade KC. Neste ambito, as MLZs servem para normalizar a
complexidade LZ76 obtidas por diferentes formulac6es. Serdo discutidas algumas caracteristicas
das MLZs, tais como a distribuicdo de fatores, tamanhos; dois ansatz obtidos para modelar a
previsdo de sua complexidade serdo apresentados devido a sua utilidade para a determinacéo das
taxas de entropia do teorema de Ziv.

Classificacdo dos autématos celulares

As sequéncias numéricas sao muito usadas para expressar o estado de maquinas de estado
finito (ou autdmatos de estado finito), as quais sdo modelos matematicos de computacéo
utilizados para representar circuitos l6gicos e programas de computador, e se desenvolvem de

maneira autbnoma a partir de uma condicéo (condigdo desencadeadora). Sdo consideradas como

! Taxa de entropia é uma medida, de comprimento invariante, da quantidade de nova informacéo obtida por
unidade de tempo em um processo dindmico [T. M. Cover and J. A. Thomas, Elements of information theory.
Second edition, Wiley Interscience, New Jersey, 2006].
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maquinas abstratas que podem estar apenas em um estado, em um determinado instante de tempo,
dentre um numero finito de estados. Dentro dessa classe de maquinas, encontram-se 0os chamados
Autébmatos Celulares Elementares, os quais serdo estudados com o objetivo de classifica-los

quantitativamente e estabelecer a relagdo com as sequéncias que os formam.

Stephen Wolfram trabalhou extensamente esses autdmatos, criados por von Neumann a
partir das sugestdes de Ulam quando em Los Alamos, e estabeleceu uma classificagdo qualitativa
fundada nos aspecto dos diagramas gerados pela sua evolucédo, as chamadas Classes de Wolfram.
De acordo com Wolfram, os autdbmatos podem ser classificados em triviais, periddicos,
complexos e caoticos. Serd sugerida uma tendéncia matematica que quantifica a distincdo entre
essas classes. A analise da complexidade de Lempel-Ziv aplicada a essas maquinas sera
apresentada e sua evolucgdo discutida em funcédo do tipo de autbmato celular. Sugerir-se-4, a partir
da dindmica de acdo das regras (algoritmos) sobre os estados, da rapidez de convergéncia de um
autdbmato e da duracdo de sua condicdo estacionaria, como a complexidade LZ76 podera ser
adequadamente aplicada e como seu valor numérico tem relacdo com os diagramas de classes

descritos por Wolfram.

Nesse contexto se encaixa o presente trabalho, que objetiva o estudo das caracteristicas
dos elementos de tais constructos, dessas maquinas virtuais que podem ser levadas a realidade
fisica. Serdo discutidas propriedades das cadeias de dados como tamanho, base numérica e
entropia, e qual é sua relacdo com a informacéo contida nessas sequéncias. E discorrida uma
faceta geomeétrica dessas estruturas, mostrando-se como pode ser calculada sua dimensdo fractal,
e sua utilidade na quantificacdo do conteudo de informac&o das cadeias de dados, com a intencao

de se comparar a outros métodos de calculo como o descrito [12, 21, 22].

O trabalho faz parte de um projeto geral de estudos computacionais em sélidos cristalinos
complexos (do ponto de vista cristalografico) para contribuir a transformar o paradigma atual de
estudo e classificagdo da desordem estrutural usando teoria da informacdo. Pretende-se
estabelecer algoritmos de identificacdo de regularidades e surgimento de padrdes de
comportamento. O objetivo futuro € classificar os politipos (acima) em funcdo de sua
complexidade e usar LZ76 como quantificador de processos de ordem-desordem nas
transformacdes de fase de um politipo a outro a partir do céalculo de magnitudes entrdpicas de

sequéncias binarias.
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| - CADEIAS DE DADOS

I.1 - Cadeias de Dados

Cadeias sdo sequéncias de objetos, caracteres, figuras ou dados de natureza
diversa. Frequentemente utilizadas para descrever o ordenamento ou distribuicdo dos elementos
de um conjunto, sdo uteis na traducdo da informacdo externa para um computador, geralmente
transliterando essa informacéo para uma base alfanumérica familiar ao ndcleo de processamento,

isto &, & linguagem utilizada pela maquina.

Linguagem, neste caso, ndo é o conjunto de comandos atribuidos no momento em que se
escreve um programa, algoritmo, rotina, etc., mas o nimero de instrucdes permitidas ao circuito
I6gico do sistema, por exemplo, circuito "fechado" e "aberto", "ligado" e "desligado”, o qual
define a base numérica para a qual deve ser traduzida um conjunto qualquer de instrugdes (neste

caso, base 2).
De modo geral, cadeias de dados podem ser justapostas sem um simbolo separador -
ponto ("."), virgula (","), ponto e virgula (";"), etc., e podem ser representadas como:

A1B1A987CKP333CXT

10011101010001010110

Podem-se definir as mais diversas propriedades para as sequéncias a fim de se estuda-las
quantitativamente: tamanho, complexidade, entropia, base numérica, ordem lexicografica, etc.

Algumas delas sdo descritas a seguir.

I.2 - Tamanho da Cadeia (L, N)

O tamanho de uma sequéncia é uma propriedade relacionada ao conceito de extensao, e
poderia, com certa facilidade, indicar o comprimento espacial de determinado objeto, porém, em
muitos aspectos, isso resultaria ineficiente se tratando de cadeias de dados, ja que frequentemente

sdo expressoes virtuais de entidades abstratas.

Uma maneira mais util seria definir o tamanho de uma cadeia (L, N) como o namero total
de constituintes (simbolos ou caracteres) desse objeto. Assim:
A1B1A987CKP333CXT L=17
10011101010001010110 15



me o M Y m P

L,N serdo chamados de Tamanho da Cadeia de Dados.
1.3 - Base Numeérica ou Cardinalidade do Alfabeto (b, k, |Z])

Define-se base numérica b, em um sistema de numeragdo, como 0 numero que
exprime a relagdo entre as diversas unidades sucessivas deste sistema. Em outras palavras, é a
quantidade de simbolos distintos que compdem um sistema de numeragdo. Desta forma, 10, é a
base numérica do sistema decimal, o qual € constituido por 10 simbolos distintos

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}; 2 € a base numérica do sistema binario {0,1} e assim por diante.

Um alfabeto é o conjunto de simbolos diferentes da cadeia. Sua cardinalidade (|Z]) é o
numero de elementos que o compdem. Dessa forma:

z={i, j}-[5=b (1.3.9)

Desde que o {i, j} seja o conjunto dos elementos de X.

Para a maioria dos fins deste trabalho, o sistema binario é estabelecido como padrdo e
quase tudo que ha de se fazer esta escrito na base 2. Quando ndo for o caso, uma referéncia

explicita sera realizada.
1.4 - Entropia

Existe uma razdo, uma funcéo de estado termodindmica, denominada Entropia S:

- 4Q (1.4.a)
T

Cujo méximo local representa o estado de equilibrio de um sistema. Esta é uma propriedade
macroscopica e funcdo extensiva dependente apenas da energia trocada no processo e da

temperatura. E um tipo de principio variacional equivalente a dizer que a condicio de equilibrio
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sera quando a energia interna U for minima apos as trocas de calor e trabalhos devidamente

realizados ou néo.

Quando se tenta explicar as propriedades termodindmicas, que sdo macroscopicas, por
métodos de mecanica classica, aplica-se inevitavelmente procedimentos estatisticos no
formalismo. Isto, em boa parte devido a incapacidade humana ou computacional de descrever o
conjuntos de massas, velocidades e sentidos de todos os quase infinitos constituintes de um
sistema termodinamico - um fluido, por exemplo. Também, em parte, porque mesmo que fosse
possivel tal feito, a quantidade de dados seria também quase infinita, e muito pouco se poderia

fazer com eles.

A vantagem do método estatistico € que trabalha com valores esperados, médias e
desvios, que sdo de toda forma grandezas que representam o sistema como um todo, o que recai,

novamente, nas grandezas termodindmicas pretendidas.

Fundamentando-se nessa ideia, Ludwig Boltzmann aplicou os métodos estatisticos a
mecanica de particulas e observou que aquela propriedade descrita por Gibbs e por Clausius, a
entropia, poderia ser compreendida em termos da probabilidade de uma particula (molécula,

atomo) estar em determinado estado, e escreveu que:

S=k-InQ, (1.4.b)

para:

(1.4.c)

ser o numero de microestados acessiveis no sistema, ou seja, o inverso da probabilidade p de
ocupacao de um microestado por uma particula, desde que, pela infinidade de particulas, todos o0s

microestados sdo igualmente provaveis.

Isto é valido para um sistema que ndo troque energia ou constituintes com um
reservatorio, mas ja representa microscopicamente aquela razao entre a energia em transito e a
temperatura relacionada. Implica também que, maior o valor dessa entropia quer dizer maior
numero de estados acessiveis, portanto menor a probabilidade de uma particula ser encontrada em

determinado estado, portanto mais dificil de classificar esse sistema sera.
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A entropia estatistica seria, entdo, uma medida do grau de dificuldade de classificar um

sistema, de modo que quanto mais complexamente arranjando for, maior sera sua entropia. Ainda,

se 0 principio diz que a condicdo de equilibrio serd quando essa grandeza for maxima localmente,

entdo, com o passar do tempo, 0 sistema estudado passara de estagios mais facilmente

classificaveis a estados menos facilmente classificaveis, e nao retornara a menos que um trabalho

externo o force a isso. O equilibrio estard quando um tempo muito longo se passar, e nisto se

instala a noc¢do de ergodicidade.

Quando se diz que um sistema é composto de particulas, diz-se tacitamente que ele é

discretizado. Logo, para estruturas na escala atdmica também deve haver um equivalente

estatistico quantico a entropia estatistica classica. De fato, von Neumann conclui que:

S=—(k)-tr(pln p)=—(k)ZWi Inw, , (1.4.d)

em que a constante de proporcionalidade fica em evidéncia pois ndo € regra a equagdo ser

dimensional. Os termos w; denotam as probabilidades segundo os postulados quanticos, visto que

p € a matriz densidade do sistema.

Se estas probabilidades forem substituidas pelos pesos estatisticos adequados, a forma

dessa entropia retornara a forma de Boltzmann. Por exemplo, se fizer a equivaléncia:

1 (1.4.€)

0 peso de Boltzmann, entdo a entropia tornard ao ensemble canénico:

S—kinz s o) (1.4.9)
T

para Z a funcdo de particdo:

z=3e"™ (1.4.9)

Isto torna razoavel a lei de formacao do tipo (1.4.d). Com efeito, se a entropia expressa o

qudo dificil é de se classificar um sistema, discreto neste caso, entdo ela quer dizer que um
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sistema com mais informacdo é menos facilmente classificavel, i. e., 0 zooldgico de estados
(conjuntos de posi¢des, momento, energias, instantes de tempo...) é mais variado. Assim, a
entropia, que ja foi definida como uma func¢éo variacional para o equilibrio, depois uma medicao
da complexidade de arranjo de um sistema, agora passa a ser uma medida da informacgdo de um

conjunto discreto.

Com isto em mente, Claude Shannon conclui que uma cadeia de dados de natureza
diversa, ainda que seja virtual, devera ser dotada de informacdo, j& que, dentro do conjunto
definido de elementos, cada um deles tera uma probabilidade de ocorréncia [1]. Assim, para um
conjunto discreto de dados na forma:

U ={u;,u,5,..uy, Uy} (1.4.h)

1
Sua entropia sera:

S,H{U)=-3 p, log, p (1.4.i)

i=1

em que pi é probabilidade de se encontrar o elemento ui na sequéncia. Se u; for uma variavel
aleatdria, entdo H serd a incerteza média sobre esta varidvel, e, tambeém, se a base b do logaritmo
for 2, serd a quantidade média de bits necessarios para descrever a variavel. Isto e facil de se
visualizar quando se imagina que a probabilidade de se encontrar logspi € pi, tal que:

S,H(U)=—i pi log, p, =—(log, p;) (143

i=1

Como ja dito, se a base logaritmica for binaria, entdo a entropia (e a informacéo) sera

medida em bits, se for decimal serd medida em dits, se for natural, em nats.

Para notar como isso funciona, imagine-se que uma variavel aleatoria pode ter como saida
32 valores distintos uniformemente. E natural concluir que uma cadeia de 5-bits devera ser

necessaria para descrever todas essas saidas:

{X,1 Xy, X5, X4, Xg |- 5 Dits, (1.4.))
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pois 2° possibilidades varrem 32 valores distintos de saida. Para provar isto, considere-se a

entropia:

2 1 1 . (1.4.k)
H(x) = —Zﬁlog 235" 5 — bits,

i=1

de 32 valores distintos igualmente provaveis uniformemente distribuidos. O que exprime a

quantidade média de informacéo para descrever a variavel aleatoria x.

Em um lancamento de moedas (cara ou coroa), cada lancamento ndo guarda memaria do
lancamento anterior, de forma que a probabilidade ocorrer cada uma das faces sera sempre 0,5.

Assim:

\
1.0

H(X)

"o s 10 Fonte
Pr(X =1) Wikipédia

Figura 3 — Entropia x Probabilidade: Curva de entropia para sequéncias

geradas por langcamento de moedas

a entropia é maxima para o valor esperado de probabilidade.

E interessante notar que, apesar de a entropia de Shannon, da forma como foi descrita,
expressar o conteudo de informacdo de uma distribuicdo de dados qualquer, em teoria ela ndo
exprime a complexidade do arranjo desses conjuntos, visto que depende apenas da probabilidade
de ocorréncia de cada elemento dentro da cadeia, ou seja, ndo expressa a informacéo contida no

ordenamento do arranjo.

Como a entropia representa também a dificuldade de se classificar um sistema,

precipitadamente chamada de grau de desordem, entdo um sistema visualmente mais simples e
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cheio de padrdes deveria exibir uma entropia menor que um arranjo de organizacdo mais

complexa.

De fato, se uma cadeia for divida em N partes de tamanho | cada uma, tal que:

N 1.4.1
H'(x)z—zpi'log PP (14

de acordo com a probabilidade pi' de se encontrar cada bloco dentro da fatorizagdo, entdo essa
entropia do tipo Shannon sera sensivel ao ordenamento dos constituintes ao longo da cadeia, e
exprimird a informacdo contida na organizacdo em si da sequéncia. Esse tipo de entropia é
chamada de Entropia de Bloco (Block Entropy) [1, 2]. Outra entropia de bloco sera descrita na

discussdo dos resultados.

Para o estudo de sequéncias de objetos, faz-se util a aplicacdo da Entropia de Bloco,
sobretudo em qualquer descricdo dinamica de cadeias ou arranjos. Isto sera feito para o0s
Autbmatos Celulares, cuja evolugdo sera entendida como um sistema dindmico (ou
termodinamico), e para a aproximacdo de seu comportamento ao mundo descrito pela fisica

natural.
1.5 - Complexidade

Em termos linguisticos, a complexidade representa o qudo dificil ou facil é a
apreensdo de uma entidade, e por apreensdo entenda-se compreensdo, integracdo, incorporacao,

assimilacdo, fundamentalmente da esséncia de tal objeto, mas também de seu aspecto superficial.

Em Teoria da Informacdo essa dificuldade ou facilidade de apreensdo é exprimida em
termos do tamanho da descricdo daquela entidade, ou seja, 0 quanto de recursos descritivos é
utilizado para expressar aquilo que se deseja, seja uma cadeia ou conjunto de dados. Neste campo

insere-se uma chamada Complexidade de Kolmogorov.

Seja uma maquina abstrata provida de blocos de memoria (alocacGes de estado) e capaz
de realizar leitura, processamento e gravacdo de um numero finito de estados baseado em um
alfabeto de tamanho finito; esta maquina levard um estado inicial em blocos de memoéria a um
estado final segundo um conjunto de regras pré-escritas (programa). Esta maquina é chamada

Maquina Universal de Turing, por conta de seu inventor Alan Turing [3].
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Uma Magquina de Turing é uma modelagem abstrata de computador, que € ergddico neste
contexto, e no qual o tamanho do menor programa rodando nela que, dada uma entrada, descreve
uma saida, é chamado de Complexidade de Kolmogorov (de Kolmogorov-Chaitin, entropia
algoritmica, etc.) [1,4,5,6]. Assim, a Complexidade de Kolmogorov fornece a quantidade de

recursos de computabilidade abstrata necessarios para especificar um objeto.

A teoria estabelece que uma fonte ergodica de sequéncias aleatdrias sera uma fonte com
méaxima complexidades algoritmica, portanto, com maxima taxa de entropia. Entretanto, um
algoritmo descrito no riquissimo trabalho de 1976 de Lempel e Ziv fornece o caminho para

mostrar que ha certas sutilezas nessa analise [6].

Dada uma sequéncia u na forma:
U=uU,U,..Uy, (1.5.a)
existe uma operacao sobre esta sequéncia tal que:

vu(, j) eu(® N)3ud, k) = u(i, j) >u(l, k) eu(, N) (1.5.b)
A{i, JFULL K= {L N}

Esta operacdo define uma fatoracdo, que nada mais é do que subdividir a grande

sequéncia u em partes menores segundo uma regra pré-definida. Seja agora um operador "queda”,

identificado com a letra grega 77, da seguinte forma:

u(i, T =ui, j-1)

u(i, ) =u(i, j —k)

A fatorizagdo LZ76° E(u) da sequéncia u:

2 Trata-se do algoritmo descrito em 1976 por Lempel e Ziv. Ha diferentes fatorizagoes de Lempel-Ziv [7]
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E(u)=u(@h u(h, +1,h,).u(h,, +1LN) (1.5.c)

é feita em m fatores u(hk-1+1,hx) tais que:

1) u(h,_, +1,h,)z < u(l, h )II?
(2) u(h,_, +1,h,) z u(d, h,)exceto para o Gltimo fator
ucth,, +LN)

A primeira condigdo define E(u) como uma histéria de u, e a segunda define cada historia
como sendo exaustiva. Isto quer dizer que cada particdo € unica, e sempre que se for extrair a
proxima deve-se verificar se aquele fator ndo ocorreu anteriormente, e isso € feito até que todos
os elementos da cadeia se esgotem. Ou seja, cada subcadeia de u nunca é igual a préxima, mas a
préxima deve conter qualquer elemento dentre as cadeias anteriores, e é interrompida quando nao

contém mais. Exemplificando, a cadeia sera fatorizada da seguinte maneira:
1000110100011101—1.0.001.101.000111.01

Na qual pode-se verificar que os novos elementos sdo extraidos na medida em vao

fazendo uma subcadeia nova na sequéncia original (até aquela posicao):

ABCBABCBCCABABBC — (A)(B)(C)(BA)(BCBC )(CA)(BABB)(C)

Dada, entdo, uma fatoracdo dessa natureza, pode-se definir a complexidade C de uma

sequéncia como sendo o numero desses fatores em cada cadeia:

1000110100011101—1.0.00.11.010.00111.01 c=7

ABCBABCBCCABABBC —> (A)(B)(C)(BA)(BCBC )(CA)(BABB)(C) C=8

Como LZ76 é uma descri¢do algoritmica de complexidade de sequéncia, quer dizer que
uma fonte ergddica de cadeias aleatorias emitird, em média, Ssequéncias com maximas
complexidades, j& que LZ76 fornece uma descri¢do algoritmica da aleatoriedade em sequéncias.
Contudo, isso ndo quer dizer que sequéncias com maximas complexidades LZ76 terdo

necessariamente maximas complexidade de Kolmogorov (por serem aleatérias).
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De fato, Estevez-Rams e colaboradores [2] construiram um algoritmo que descreve
sequéncias de méaximas complexidades de Lempel-Ziv. Trata-se de um algoritmo LZ76 reverso, 0
qual adiciona subcadeias ainda inexistentes a uma grande cadeia, tornando-a de méaxima

complexidade.

Para exemplificar o mecanismo, considere um alfabeto ¥ = {a,b,c}. Primeiramente se
constroi uma pequena sequéncia E(MLZs) esgotando-se as combinag¢fes de um Unico elemento
desse alfabeto:

E(MLZs) = (a)(b)(c),
depois, faz-se 0 mesmo com as combinacdes de dois elementos daquele espaco da base:

aa ab ac
ba bb bc,
ca cb cc

entéo:
E(MLZs)= (a)(b)(c)(aa)(ac)(ba)(bb)(cc)
Note-se que os elementos riscados:

aa ab ac
ba bb be
ca eb cc

foram excluidos, pois ja teriam aparecido em alguma posicdo anterior na sequéncia formada,
mantendo a caracteristica de historia exaustiva do algoritmo. E assim sera feito sucessivamente
com as combinacGes de trés, quatro, cinco, seis... elementos até a ordem que se deseja para a

construcao da sequéncia de maxima complexidade LZ76.

Essa regra é formalizada da seguinte maneira:
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1. Considere | =1;
2.Construa o conjunto A' de todas as cadeias de compriment o l;

3. (Passo teste) Considere em ordem lexicograf ica um elemento A€ A',se 1 < udz, anexe Lau,
ignore outro caso;

4. Repita 0 passo 3 até que todos os elementos de A' tenham sido considerad os ou, |u| >N;
5.Se|u[< N, faga | =1 +1e retorne ao passo 2;
6.Se|u|> N, interrompa u no compriment o N do final;

7. Pare.

Ergo, devido a maneira deterministica e reduzida com a qual é possivel construir
sequéncias de maxima complexidade de Lempel-Ziv, mostra-se que maximas complexidades de
Lempel-Ziv nem sempre estdo para maximas complexidades de Kolmogorov. Entretanto, tais
sequéncias ndo sdo as unicas de maxima complexidade dentre as de mesmo tamanho L. H& um
conjunto de cadeias ndo descritas pelo algoritmo reverso LZ76 que também exibem
caracteristicas de maxima complexidade gerada pelo algoritmo e que podem, eventualmente,

estar para maximas complexidades de Kolmogorov.

A fatoracdo de Lempel-Ziv fornece uma medida algoritmica de complexidade de
sequéncias de dados, sendo Util na descricdo de compressdo de dados, em termos praticos. Mas ha

outras maneiras de se fatorizar cadeias de modo a retirar outros tipos de informacdo das mesmas.

Um algoritmo conhecido com Run Length Encoding (RLE) é utilizado para se fatorizar
sequéncias segundo a semelhanca dos elementos vizinhos [8]. Ele separa 0s constituintes

idénticos e proximos em uma cadeia em blocos distintos. Uma sequéncia como:
11101001100111010
seria fatorizada como:

11101001100111010 — (111)(0)(1)(00)(11)(00)(111)(0)(1)(0)
{111,01,0,0,11,0,0,111,0,1,0} — {111,0,1,00,11,00,11,0,1,0}
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E poder-se-ia dizer, também, que ha uma complexidade associada a essa fatoragéo, e que
ela seria, diga-se, 0 comprimento da nova sequéncia para qual levou a regra (o0 nimero de fatores)

—no exemplo acima seria 10.

Por meio de RLE, uma cadeia de caracteres construida com um alfabeto qualquer € levada
a outra cadeia escrita em outra base. Esta base seria 0 nimero de regides distintas entre si que

podem expressar essa nova cadeia. Equivalente fazer:

{111,0,1,0,0,11,0,0111,0,1,0} - {111,0,1,00,11,0011,01,0}={A, B,C,D,E, D, E, B,C, B}
b=57%*={AB,C,D,E}

Uma nova cadeia em uma nova base com o mesmo conjunto de dados.

Pode-se, ainda, construir uma entropia de bloco especifica, de acordo com a probabilidade
de se encontrar cada conjunto de caracteres semelhantes. A esses conjunto de caracteres
semelhantes alguém poderia chamar, por exemplo, dominios de periodicidade, devido ao fato de

sua repeticdo ou ndo ao longo das sequéncias determinar o carater periddico da mesma.

Uma entropia escrita dessa maneira, nessa nova base, como se vera na discussao dos
resultados do trabalho, é sensivel ao ordenamento dos constituintes, carregando, entdo,
informacéo a respeito da organizagdo da sequéncia. Os definidos dominios dessa periodicidade
ndo definida - ndo se desejou aqui definir uma propriedade como Periodicidade, apesar de seu
sentido e uso ficarem implicitos doravante - através da codificacdo RLE sdo Uteis também na
determinacdo da estrutura geométrica das cadeias de dados, mais propriamente de sua
dimensionalidade, e isto sera discutido agora.

1.6 - Dimensao Fractal

O conceito de dimensionalidade estd intimamente ligado a geometria de uma
entidade qualquer, seja ela objetivamente topografica ou ligada a forma em si, ou também
abstrata algébrica exprimindo o grau de homogeneidade de relacbes matematicas.

Tipicamente, quando se pensa na dimensao de algo o que quer que seja, intuitivamente se
pensa em um valor inteiro (uma, duas, trés dimensdes) visto que as coisas ho mundo ou tem
comprimento, ou comprimento e altura, ou comprimento, altura e profundidade, etc.; ndo fazendo

parte da abstracdo qualquer propriedade que néo seja discreta. O numero de vezes que se realiza
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uma operacao (a derivada, por exemplo) € uma, duas ou trés vezes, perdendo o sentido sentencas

como "2,31 derivadas de uma fungao".

Neste sentido, o matematico Felix Hausdorff pensou em uma quantificacdo dessas
grandezas relacionadas a dimensao, sejam geométricas ou algébricas, e fez isto imaginando o

preenchimento do espacgo que contém uma estrutura qualquer. Seja a figura:

Figura 4 — Quadrado: construcéo plana ortogonal em espaco 2D.

E um quadrado e, sabidamente, é uma figura plana, portanto de 2 dimensbes. Agora

divida-se esse quadrado em partes idénticas entre e si e na mesma propor¢ao da grande figura.

d

Figura 5 — Subdivisdo do quadrado em partes autossimilares ao todo e idénticas entre si.

cada parte com lado a de mesmo tamanho.

O numero N(a) de subdivisbes feitas na figura é contado da seguinte maneira:

27



2 1.6.
N(a):(%j =9 (162

Em que o numerador entre parénteses exprime o lado da grande figura nas medidas das
pequenas, estas no denominador. Caso fosse um cubo ou hexaedro regular repartido da mesma

maneira, a operacao ficaria:
3 (1.6.b)
N(a)= [3_a] =27
a

Totalizando 27 entidades autossimilares a original.

Generalizando-se a ideia, pode-se concluir facilmente que o nimero de subdivisGes

quaisquer feitas em escala de autossimilaridade de uma forma é:

)P (1.6.c)
N(a) {gj |

em que D representacdo a dimensédo da forma, | € o tamanho. Invertendo a equacéo:

log[N(a)]= log [[BD}

N (1.6.d)
Iog(a)

D é chamada de Dimensé&o de Hausdorff [9].

A Dimensdao de Hausdorff mede a dimensionalidade de uma figura com base no
preenchimento do espaco no qual ela é contida. Tradicionalmente figuras conhecidas como

formas regulares ou irregulares, tetraedro, octdgono, tesserato tém suas dimensGes em numeros
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inteiros. Contudo, existe uma classe de estruturas - dificil dizer que sdo formas, ainda que sejam
formagbes - nas quais, quando se faz o célculo de D, obtem-se valores ndo inteiros, i.e.,
fracionais, dizimas ndo periodicas, etc. A essas estruturas chama-se de Fractais, estruturas com

dimensdes fracionadas ou ndo inteiras.

Um exemplo classico de fractal e por meio do qual se fazem diversas demonstracdes em

geometria fractal é o Conjunto de Cantor. Imagine-se a construcao:

Figura 6 — lustracéo simples da geometria de um Conjunto de Cantor. Cada passo da

construcao gera autossimilaridade ao todo, em menor escala (Fonte: Wikipédia)

A parte inteira (topo) € subdivida em tercos, entdo se elimina o terco médio. Repete-se a
operacdo com 0s tercos restantes, e assim por diante até o infinito. A cada passo, as figuras
restantes sdo idénticas as anteriores, mas em escala menor. Isto define uma escala de auto-
similaridade. A operagdo de particionamento deve preservar a geometria da estrutura, sua

dimensdo de Hausdorff, tornando-se, assim, um invariante por dimensionalidade.

Se no segundo passo os tercos ficam com tamanho 1 (a = 1) cada, e existem 2 subdivisdes
(N(a) = 2) de um total de 3 regides (I = 3), entdo D fica:

__og[NG)]

|og('

(1.6.e)

Se no terceiro passo as partes ficam com tamanho 1 cada (a = 1), e existem 4 subdivisdes

(N(a) = 4) de um total de 9 regides (I = 9), entéo:
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D_Iog4_|ogZ

- log 9 B log 3
(1.6.1)

E assim por diante, preservando, de fato, a dimensionalidade, a qual ndo € um namero
inteiro neste caso. Esse € um Conjunto de Cantor simetrico, porque as subdivisfes sdo feitas de

maneira idéntica. Mas existem conjuntos assimétricos, e estes apresentardo outros valores de D.

Com esse exemplo fica mais claro o entendimento de que a dimensdo tem algo a ver com:

como a figura (ou estrutura) preenche o espaco no qual ela é contida.

A dimensdo fractal de uma formacdo pode ser uma grandeza calculavel caso 0s
parametros que a constituem tenham um padrdo matematico de correspondéncia em si, cCoOmo 0s
lados dos pequenos quadrados relativamente ao lado do grande (figura 4 acima); dessa forma, a
subdivisdo é feita em uma escala coerente. Mas no caso de uma figura genérica, como a faixa
litoranea de um pais, tem de se utilizar pardmetros de medicédo diferentes caso se queira saber sua

dimensionalidade.

Isto quer dizer que o célculo precisa levar em conta um preenchimento estatistico do
espaco gque contém a formacdo, ja que se se estabelecer uma grade de escala sobre uma figura
qualquer (Figura 6), verifica-se que 0 espaco que a contém pode ndo estar preenchido em toda
parte do mesmo modo. Neste caso, pode-se utilizar o método de Box Counting [10, 11, 12], o
qual, na situacdo da Figura 6, conta 0 nimero N(s) de caixas preenchidas pela figura na escala s,

isto é, 0 nimero de vezes que o lado da imagem sera dividido, fazendo com que:

D log N(s) (1.6.9)

E quanto mais caixas houverem, e quanto menores elas forem, mais precisa serd a medida

e mais proximo do valor real sera D.
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Box Counting € um método famoso e muito utilizado, e também deixa evidente que nao
somente figuras com auto-similaridade bem definida podem ter dimensdo fractal, mesmo que
muitas delas ndo sejam de fato fractais. E uma maneira implicitamente estatistica de se medir D
para uma formacao genérica, porém, leva em consideracdo que tais formacges sdo constituidas da
mesma matéria, ou da mesma esséncia, ou do mesmo tipo de conteddo, como figuras com bordas

sempre pretas e de mesma densidade, sempre com peso estatistico idéntico a vizinha etc.

Fonte:

> <http://tecplustelecom.com.br/>

Figura 7 - Caixas preenchendo uma
figura genérica com objetivo de
destacar o espaco preenchido pela

forma.

Pensando neste tipo de situacdo foi que surgiu o conceito de Multifractal, ou Multifractal
Geométrico, 0 que, a partir da interpretacdo do trabalho de Tél, Fllop e Vicsek [13], trata-se de
um fractal constituido por matérias de diferentes naturezas, ou estruturas que tém seu crescimento

distinto ao longo de sua composicéo.

De todo modo, uma maneira estatistica de interpretar essa formacdo é necessaria. Para
tanto imagine-se que aquela caixa de clusters sobre a Figura 6 tenha sua grade composta, cada
unidade, com uma matéria de massa M(a), e que esta massa queira dizer, por exemplo, 0 nimero
de particulas dentro do cluster de tamanho a. Se Mo é a massa (escrita em italico para que se
subentenda a conotagdo ndo objetiva) total da estrutura de lado L, a concluséo dos autores foi que

sua dimenséo é da forma:
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1.6.h
() o

A média no argumento do numerador € um valor esperado segundo a probabilidade de

encontrar aquela razdo na estrutura observada. De forma generalizada:

gq-1 (|6|)
log (M (a)J
1

Para g ordens de calculo. Aqui se utilizara g = 2 para concordar com a usual dimenséo de
Hausdorff. Note-se que existe algum grau de semelhanca com a g-entropia de Tsallis. Entretanto,

ndo é objetivo deste trabalho discorrer sobre o assunto.

Essa € uma maneira muito Gtil de obtencdo da dimensdo fractal de uma estrutura
constituida de vérias entidades distintas. E funciona. Porém, a premissa dos autores da ref. [13] é
que o tamanho a do cluster ¢é fixo, 0 que ndo deixa de ser uma verdade, contudo a experiéncia
mostrou que, para que fique totalmente funcional, a deducéo deve levar em conta que o tamanho

médio dos clusters deve ser constante. E isto completa a maneira estatistica da descri¢do, de

1.6.j
) -

modo que:

Quando todos os clusters ttm o mesmo tamanho, entéo (1.6.j) retorna a (1.6.h). Apesar de
ser uma constatagdo empirica, ndo deve ser dificil a quem deseja deduzir a solucdo com a

premissa do tamanho médio dos clusters.

Essa consideracdo e fundamental para o que pretende ser feito com as cadeias de dados.

Por essa avaliagdo, cadeias de dados podem ser consideradas estruturas multifractais, desde que
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haja uma analise estatistica a respeito da distribuicdo dos seus constituintes, ja que possuem
geometria, pois unidades sdo dispostas com organiza¢do em algum nivel espacial (abstrato ou
néo) e pelo fato desses elementos poderem ter natureza diversificada.

Destarte, deixe-se representar um Conjunto de Cantor como uma sequéncia numerica:
111111111122171112122111111217,
e comece-se 0 processo de eliminagdo dos ter¢cos médios:

1111117111111111111111111111
111111111000000000111111111
111000111000000000111000111

101000101000000000101000101

Em que a sequéncia original tem tamanho L = 27, e cada caractere representa uma unidade de
tamanho 1. Assumindo que "0" representa "espacos vazios" neste caso, cada conjunto de "1"
justapostos representa um cluster de tamanho igual a quantidade deles. Assim, no primeiro passo
de eliminacdo, além de L, tem-se M(a) = 18 (cada bloco com 9 unidades “1”’), Mo = 18 (tamanho
total dos blocos “17), (2 blocos com nove elementos “1” dividido pela quantidade deles

quantidade deles, 2):

i |Ogm log 3 (1.6.K)
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De acordo com (1.6.e). Para o segundo passo de eliminacédo, tem-se M(a) = 3 (quatro blocos com
3 unidades “1” cada), Mo = 12 (tamanho total dos blocos “1”), (4 blocos com trés elementos “1”

dividido pela quantidade deles, 4):

3 3 3 3
log (++ j/4
B 12 12 12 12

|og[((3+3+3+3)’4ﬂ
27

log {1}
D 4] log2

Ci

E, para o terceiro passo, M(a) = 1 (oito blocos com 1 unidade “1” cada), Mo = 8 (quantidade total

[Co R

(16.1)

dos blocos “1”), (8 blocos com 1 elemento “1” dividido pela quantidade deles, 8):

1 1 1 1 1 1 1 1
log|| =+=+=+= /8
B 8 8 8 8 8 8 8 8

K(l+1+1+1+1+1+1+1)/8ﬂ
g 27

|09{1} (1.6.m)
D 8] log2

- 1] log3
log| —
9[27}
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Todas concordando com (1.6.e) e sustentado a dimens&o fractal. E evidente que nio se pode fazer
a subdivisdo em infinitos passos, visto que a unidade fundamental tem tamanho finito. Contudo,
isso fornece uma boa descricdo do comportamento fractal médio de uma sequéncia de dados. E
importante ressaltar que "0" neste caso representa um “espago vazio", portanto com peso
estatistico igual a 0. Porém, ao gosto e a necessidade de quem faz o calculo, cada caractere

distinto pode assumir uma importancia diferente, e isto é 0 que entra na conta dos valores médios.

Verifica-se a importancia de se considerar uma cadeia de dados como sendo um
multifractal, pois os elementos que a constituem podem ter as mais distintas naturezas, assumindo
importancias diversas ao longo da cadeia. E caso deseje-se fazer uma consideracdo geométrica da

mesma, € preciso levar em conta essa importancia.

No caso dos "0" terem o mesmo peso dos "1", a dimensdo fractal de todas aquelas
sequéncias seria igual a unidade, porque estatisticamente representariam linhas, ou seja,

estruturas com uma dimensao.

Neste exemplo, foi utilizado um conjunto conhecido com uma Dimensdo de Hausdorff
também conhecida, e nele, todos os clusters (os "1" de uma mesma vizinhanca) ttm 0 mesmo
tamanho dentro da sequéncia. Agora, em uma situacdo em que 0s constituintes ndo estdo

distribuidos com uma organizacao tdo bem definida:

100111000110101
A analise ndo é tdo diferente:
Mla)=3 M(a)=2
R A1

100111000110101
1 R

EI=1 ﬂ'=3

Apenas levando-se em conta o0 tamanho e quantidade existente dentro de uma mesma vizinhanca,
através do particionamento RLE. M(a) = (1 + 3+ 2+ 1 + 1) —cinco blocoscom 1, (1, 3,2,1e 1
elementos “1”, respectivamente), Mo = 8 (quantidade de elementos “1”), (5 blocos com 1, 3, 2, 1,

1 elementos “1”, respectivamente, dividido pela quantidade deles, 5). Neste caso:
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8 8
IOQK(1+2+1+1)ISH
15

Iog[l}
D 5 _ log 5
Iog{l} log 15 (1.6.n)
15

Os mesmos caracteres, mas com outra organizacao:

111111110000000

A dimenséo:

> wof @)
o Iogﬁz /1}

()
o loglt] _,

lo [8}
915 (1.6.0)

Um resultado curioso, mas que deixa clara a interpretacdo do que vem a ser a dimens&o fractal. E

evidente que o conjunto de "1" todos lado a lado naquela sequéncia, e com espago vazio em redor

("0™), deveria configurar uma linha, portanto com D = 1, contudo, deixar explicitamente o
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conjunto vazio na fronteira da estrutura faz com que ela ndo preencha toda regido ao longo do

espaco que a contém, tornando-a um ponto em relacdo a ele. Isto sugere o seguinte, s6 faz sentido

se falar em preenchimento do espago dentro da regido limitrofe da estrutura, precisamente com

fronteiras preenchidas de matéria, visto que em relacdo a uma regido de inexisténcia exterior,

qualquer formacao interna ndo é dotada de extensao.

E 16gico que esta é uma analise demasiado rigorosa da situagio, e eventualmente sera

necessario considerar as bordas nulas no célculo de D. Entretanto, isso aponta para a evidéncia de

que clusters isolados pela codificacdo RLE, independente da matéria, sdo regifes pontuais,

portanto com dimensao néo finita.

Outros exemplos sequéncias:

1111111111

AAAOO0AAA

101000110011

Todas "0" com peso nulo...

apresentariam D = 1.

5 log([M(a)/M,]) log(10/10)
~ log((a)/L)  log(to/L)

o log([M(a)/ M, ]) _log(3/6) log2
" log((a)/L) log(3/9) g3

~0,63

D log(M(@)/M,])  log(t/4)  log4

og((a)/L)  log((3/2)/12) log8 0,066...

caso 0 peso fosse idéntico aos demais caracteres, todas as cadeias
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Il - AUTOMATOS CELULARES

1.1 - Autdbmatos Celulares

Autdmatos celulares, autdbmatos de estado finito, arranjos iterativos, espacos celulares etc,
sdo maquinas de estado finito. Por maquinas entenda-se que sdo composi¢des abstratas capazes
de levar um estado de memdria a outro atraves de um programa ou regra; finito quer dizer que
cada alocacdo de memoria deve receber uma quantidade de valores diferente de zero. Os estados
que a maquina pode apresentar sdo, por vezes, delimitados por células, dai o adjetivo celular.

Seja uma regra ou conjunto de regras que transformam as células de uma cadeia em
células de outra, a cada passo (ou instante de tempo), a cadeia anterior sera atualizada segundo a
orientacdo do programa, e assim sucessivamente até o instante (ou passo) em que se deseje

interromper a evolucao. Por exemplo, uma composi¢cdo genérica poderia fazer:

t=0-

[

Figura 8 - Autémato Genérico. Exemplificagdo de uma maquina que evolui. A organizacao dos simbolos e a

regra de atualizacdo ndo necessariamente existem.

Levando uma cadeia em um estado inicial no instante t = 0, a outro estado em t = 1,
tomando este estado em t = 1 e 0 levando a outro estado em t = 2, e assim por diante. O autdbmato
celular em si pode ser definido como a regra propriamente dita (0 conjunto de instrucfes para a
atualizacdo das células) bem como a estrutura formada pela evolucdo temporal daquela regra

aplicada a condicéo inicial.

Essas maquinas foram primeiramente descobertas em 1940 por von Neumann [14], e séo
meramente uma grade de celulas que confinam estados, estes em uma quantidade finita de

possibilidades.

A quantidade b de estados que uma célula pode apresentar depende do espago de estados
da base X:
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>={i, j}>[¥ =b (I1.1.a)

sobre o qual o sistema é fundamentado. Essa célula pode pertencer a uma vizinha de tamanho I,
ou seja, o conjunto de células proximas que interagirdo com ela. Neste comprimento | poderdo
existir b' vizinhancas distintas. O ndmero & de configuracdo possivel dessa vizinhas sera,

portanto:
£=p® (11.1.b)

Cada uma dessas formas em que uma vizinhanca pode se organizar define uma regra de
atualizacdo diferente. Em outras palavras, podem haver tantas regras quanto vizinhancas
possiveis, embora nem sempre a forma como agirdo sobre as cadeias difiram entre si; atualizacao

é a mudanca, ou ndo, do estado de uma célula para um instante posterior.

Se a grade de células se dispor ao longo de uma linha:

Figura 9 - Autdmato Unidimensional. Visualizacdo de uma maquina circular estendida sobre uma

linha. As extremidades sao regides vizinhas.

O autdbmato seréd unidimensional, e as extremidades da cadeia sdo tratadas como sendo vizinhas,
ou seja, a maquina se fecha em um anel. Neste caso, a passagem do tempo € representada como
na Figura 10, com regides inferiores representando instantes posteriores no tempo, e a condi¢éo

inicial fixaemt=0.

Na ocasido em que a grade se dispor ao longo de um plano, diz-se que o autdbmato é
bidimensional. Aqui a passagem do tempo pode ser representada como um terceiro eixo
coordenado, ou simplesmente como uma animacao de evolucdo temporal de fato. Exemplos séo
0s chamados Planadores e os Jogos da Vida de Conway [15]. E as dimensdes seguem o padrao
até quando se deseje.

A evolucdo de um autdbmato depende de uma regra, e essa regra é deterministica, ou seja,
existe um algoritmo que a descreve. Para as regras, em geral, o estado de uma célula no instante t
+ 1 depende do estado da vizinhanga no instante t. Quer dizer, sendo f(t) o estado de uma célula
no instante t:
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Uf(t)= f(t+1), (Il.1.c)

e U serd o operador de evolugao de um passo.

Quando um autébmato é submetido a uma regra que depende apenas dos valores totais ou
médios das células da vizinhanca no instante anterior, diz-se que esse autdmato (e essa regra) sao
totalisticos. Ainda, se essa regra depende apenas dos primeiros vizinhos de uma célula, e é
aplicada sobre um automato unidimensional no espago de estados da base £ = {0,1}, diz-se que

este € um Autdmato Celular Elementar (Wolfram, 1983) [16].

Para um autémato celular elementar, é usual representar as células como:

Figura 10 - Autémato Celular Elementar. Maquina unidimensional construida em base 2, na qual a

atualizagdo de uma célula depende unicamente dos primeiros vizinhos da mesma.

Em que estados "1" estdo para células pretas e estados "0" estdo para células brancas, ou vice-
versa. Se o valor de uma célula depende do estado, e ndo dos valores totais ou médios das células

da vizinhanca em uma atualizacdo, entdo esse autbmato serd chamado de totalistico exterior:

Figura 11 - Autémato totalistico exterior. A atualizacdo ndo depende de uma operacdo matemaética sobre a
vizinhanga, apenas dos estados em si das células vizinhas, ditas exteriores: b se atualizagéo para d quando a

e ¢ forem suas vizinhas.

Neste caso, a célula com b foi atualizada para d dependendo apenas dos valores a e ¢ na ordem
especificada.

Para um autdmato celular elementar, ocorrendo que:
>={01>[5=2, (11.1.d)

0 numero possivel de configuracGes para dois vizinhos €, de acordo com (I1.1.d):
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E= p®")

§=2%" =256 (I1.Le)

Isto fornece, portanto, um total de 256 regras totalisticas disponiveis para um autémato celular

elementar.

As regras totalisticas sdo aplicadas de uma maneira tal que ndo variam no tempo e sdo as
mesmas para todas as células da rede: a cada passo de tempo a mesma regra invariante é aplicada
a todas as células da cadeia. No caso de isso ndo ser obedecido, o autdmato é chamado de

assincrono ou estocdastico, devido a caracteristica ndo homogénea de como e evolugdo é

realizada.

Pelo fato de para os autdbmatos elementares a base numérica utilizada é 2, costuma-se

representar cada uma das 256 regras possiveis como um ndmero binario:

X, X X3 X4 Xg Xg X7 Xg x, €[01]

De modo a cada uma das possiveis combinac6es de algoritmos estar relacionada a cada uma das
possiveis combinagdes de digitos binarios. Contudo, é mais usual representar a regra binaria,

ainda, em base decimal. Por exemplo, a regra:

11111110, =254,

Seria essa equivaléncia na base 10. E importante lembrar que cada regra totalistica de autdmatos
é uma operacdo de médias, densidades e somas com o0s elementos que constituem uma
vizinhanga. Um interessante trabalho que discorre a respeito dos algoritmos que formam o

conjunto de regras totalisticas esta em [17], que escreveu as regras para o software MATLAB.

11.2 - As Classes de Wolfram
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Stephen Wolfram foi um dos grandes estudiosos dos autdmatos de estado finito, e
encontrou uma maneira de classificad-lo de acordo com os padrdes exibidos no arranjo temporal
de células. De acordo com a trivialidade ou complexidade dos padrdes das figuras, os autdmatos,
segundo Wolfram, podem ser separados nas seguintes classes:

e Classe 1: Triviais ou Nulos;
e Classe 2: Periddicos;

e Classe 3: Complexos;

e Classe 4: Cadticos.

E segue agora uma descricao a respeito dessas classes de autbmatos:

i) Classe 1: Triviais ou Nulos

Autbmatos Triviais ou nulos sdo aqueles os quais, dada uma condicéo inicial qualquer, a
regra a converge sempre para padrdes uniformes, transformando a cadeia inicial em uma cadeia

com todos os caracteres idénticos:

o ——- ST -ﬁi— S T
Figura 12 - Regra 32 (trivial). Figura 13 - Regra 234 (trivial).
Convergéncia a um estado Unico Convergéncia a um estado Uinico
para todas as células. para todas as células.

Lembrando que pontos pretos representam "1" e pontos brancos representam "0". Ambos
0s autématos para condi¢es iniciais aleatdrias, com 100 caracteres de comprimento e 0 passo de

tempo variando de to = 0 até t; = 100. A regra sempre os forca a homogeneizar os elementos da
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cadeia que os constituem. E de acordo com o aspecto visual do diagrama, Wolfram classificou as

figuras triviais como Classe 1. Autdbmatos Triviais sdo casos especiais de Autbmatos Periddicos.

ii) Classe 2: Autdématos Periodicos

Autbmatos Periodicos sempre convergem para estados ndo triviais, de maneira

estacionaria. Eventualmente podem aparecer como diagramas fixos:

I N r ~ 4 ||| F ".-"'-

Figura 14 - Regra 4 (periddico).

Figura 15 - Regra 202 (periddico).

Convergéncia a um estado Unico. . L
Convergéncia a um estado Unico.

Ou como arranjos que séo fixos por uma operacao de rotacao:

>

b

i

Figura 16 - Regra 139 (periodico). Figura 17 - Regra 88 (periddico).
Convergéncia a um estado Unico Convergéncia a um estado Unico
com rotagao. com rotacao.

Também s&o periddicos porque a regra atua sobre a cadeia apenas realizando uma operacdo de

rotacdo sobre elas.

43



Discorrer a respeito da periodicidade de um autdmato exige cuidado, pois mesmo com
figuras mais complexas como as que se vera adiante, uma regra atua modificando uma cadeia em
um estado e, eventualmente quando todas as possibilidades de combinagdo forem esgotadas,
aquela mesma cadeia em que ela atuou retornara e seguird o processo novamente. Isto porque as
regras sao acOes deterministicas sobre as cadeias, e sempre agirdo da mesma maneira se a mesma
regra for aplicada sobre a mesma sequéncia. Assim, mesmo que leve mais passos, outros tipos de
autdbmatos sdo, a rigor, periodicos, ja que apresentam um periodo de ocorréncia. Contudo,

Wolfram classificou esses diagramas fixos como sendo periodicos.

iii) Classe 3: Autdmatos Complexos

Autdbmatos Complexos exibem nos arranjos padrdes e estruturas, as quais, ainda que
sejam padrdes e estruturas, se distribuem de maneira cujo ordenamento € dificil de classificar.

Séo padrdes entranhados e frequentemente manifestam ocorréncia de auto-similaridade. Alguns:

Figura 18 - Regra 22 (complexo). Figura 19 - Regra 182 (complexo).

Formagao de estruturas com Formagéo de estruturas com

distribuido aparentemente distribuicéo aparentemente

aleatria. aleatéria.

Como dito anteriormente, uma regra sempre atua de um mesmo jeito sobre uma mesma
condicdo, de forma que, inclusive nessa figuras complexamente classificaveis, eventualmente
todas as possibilidades de sequéncias se esgotardo, e retornard a um estado pregresso, fazendo
com que a regra atue e torne 0s eventos acontecerem novamente, caracterizando a manifestacao
de periodicidade. Mais adiante no texto, far-se-a a pergunta de por que uma regra leva mais ou
menos tempo para encontrar uma regiao de ciclo.
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iv) Classe 4: Autdmatos Cadticos

De acordo com os padrées exibidos, a classe 4 de autbmatos pode ser descrita como a
classe de figuras que sdo aparentemente aleatorias, ndo exibindo padrfes ou estruturas facilmente
identificaveis, imprimindo a no¢do de que divergem completamente das condigdes iniciais com o

passar do tempo:

distribuicao aleatoria. distribuicéo aleatoria.

Os quais, como se V&, tém suas cadeias distribuidas de maneira praticamente aleatoria,
dificultando o trabalho de encontrar padrfes e estruturas. Mas é necessario ressaltar que essas
cadeias ndo aparecem aleatoriamente ou tornam-se outras sequéncia de forma aleatdria. Existe
uma relacdo de causalidade entre elas, pois, como ja foi dito, uma regra sempre atua da mesma

maneira sobre uma mesma condico. E um programa, um algoritmo deterministico.

Ainda que existam autdmatos que nitidamente podem ser classificadas desta ou daquela
maneira, de acordo com esta ou aquela classe, hd& maquinas que simplesmente exibem
comportamento misto, sendo dificil a discriminacdo entre um conjunto ou outro de aparéncias.

Existem autbmatos com comportamento entre 0 complexo e o periodico:
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Figura 22 - Regra 57. Eventual Figura 23 - Regra 73. Regides do
mas com aspecto complexo. regides com aspecto randémico.

Existem outros, ainda, que se apresentam entre cadticos e complexos:

SR L

Figura 24 - Regra 106. Estruturas  Figura 25 - Regra 150. Estruturas  Figura 26 - Regra 225. Estruturas

ndo necessariamente ndo necessariamente ndo necessariamente
autossimilares (em forma), e com autossimilares (em cor), e com autossimilares (em forma), e com
distribuicdo aparentemente distribuicdo aparentemente distribuicdo aparentemente
aleatoéria. aleatoria. aleatdria.

Wolfram classificou os autdmatos elementares de maneira heuristica e qualitativa,
baseando-se nos padrdes das figuras. Isto tém implicacdes na generaliza¢cbes do método, implica
dificuldades por sua prépria natureza qualitava, posto que visual. De forma que, caso se queira
levar em conta apenas o comportamento estrutural dos arranjos, € uma classificacdo muito util,

contudo enfraquece a discriminacao objetiva entre as regras de atuacéo.

11.3 — Aditividade em Autdématos
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Um assunto relevante para se tratar € a respeito da composicdo das regras dos autdmatos.
Como ja mostrado que existem 256 regras elementares, e que a notacdo criada por Wolfram
relaciona cada uma ao seu valor correspondente no sistema decimal, pode-se construir facilmente
0 modo de atuacao dos algoritmos sobre as configuracGes celulares apenas escrevendo sua forma

binaria. Por exemplo, a regra 22 € expressa em base 2 da seguinte forma:

22,
10110,

Mas para cobrir as 256 regras sdo necessarios 8 bits, portanto escreva-se a com 8 caracteres:

22
0-0-0-1-0-1-1-0

Assim, dispondo todas as 8 combinagdes de 2 caracteres na vizinhanga de 3 elementos ao longo

das 8 posicoes:

22
N 0 0 0 1 0 1 1 0
retornado
quando
esta 111 110 101 100 011 010 001 000
vizinhanga é
encontrada

da direta para a esquerda, aqueles valores sdo retornados no passo t quando a vizinhanga
relacionada € encontrada no passo t-1. Outro exemplo, a regra 160:

160

Valor 1 0 1 0 0 0 0 0

retornado

quando
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esta 111 110 101 100 011 010 001 000

vizinhanga é

encontrada

Simples assim para todas as 256 regras elementares, e todas as regras superiores e em outras
bases numeéricas.

Dentro desse conjunto de regras elementares, existe um grupo que é compativel com a
adicdo em aritmética modulo 2 de estados, e sua principal caracteristica é que resultados da
combinacéo de estados independentes, gerados por exemplo por diferentes condicGes iniciais, séo
meramente calculados pela adicdo modulo 2 desses estados. Vale lembrar que a adicdo modular
(aritmética modular como um todo) é aquela que antes de propagar um digito para a proxima casa

retorna ao valor inicial, como as somas das horas em um reldgio.

Assim dada uma vizinha de digitos:

le-conc.]

A célula gerada no proximo estado é simplesmente uma combina¢do modular dessas vizinhancas.
Como a regra 90:

90 —c.+c+

Seesta 111 110 101 100 011 010 001 000

vizinhanga
for

encontrada
Este valor 0 1 0 1 1 0 1 0
retornado

quando

Apenas fazerasoma: 1 +1(mod2)=0,0+0(mod2)=0,1+0(mod 2) = 1.

Todo o conjunto de regras elementares aditivas pode ser encontrado com:
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Tabela 1 - Regras Aditivas

Regra Adicédo
madulo 2
0 0
60 C-+ Co
90 C-+C+
102 C-+C1
150 C-+Co+C1
170 C1
204 Co
240 C-

Dentre as quais a 0 é nula; 170, 204 e 240 sdo periddicas; e 60 e 102 sdo essencialmente

equivalentes a 90 ou 150, estas complexas [18, 19]. Essas duas Ultimas regras aditivas possuem

propriedades dindmicas

posteriormente.

interessantemente contra intuitivas,

as quais serdo discutidas
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SEGUNDA PARTE — RESULTADOS E DISCUSSOES



lIl - RESULTADOS E DISCUSSOES. CADEIAS DE DADOS.

Cadeias de dados sdo sequéncias de objetos; para este trabalho, sdo ordenamentos
especificos de caracteres ou digitos em um alfabeto ou base numérica preestabelecidos. De todas
as propriedades abordadas na teoria, a Complexidade de Lempel-Ziv LZ76 foi a mais
extensamente estudada. E, a partir do conceito dessa complexidade C, um algoritmo capaz de

gerar sequéncias de maxima LZ76 foi analisado [2].

Dado um comprimento L de cadeia qualquer, para a base numérica binaria, existe um
conjunto de combinagdes possiveis entre 0s elementos que geram os maiores valores de C para
aquele comprimento. Essas sequéncias sdo de maxima complexidade de Lempel-Ziv. Ainda,
dentro do conjunto de todas as sequéncias de méaxima LZ76, existe um subconjunto que respeita o

algoritmo reverso descrito em 1.5.

Tal algoritmo, por esta forma, é capaz de gerar cadeias E(MLZS) de méaxima
complexidade LZ76, que ndo sdo Unicas por construcdo, e que exibem um conjunto especifico de
propriedades observadas. Um exemplo que recorde o carater do processo pode ser feito para o

espaco da base £ = {0,1}:

E(MLZs)=1.0
E(MLZs)=1.0.11.00
E(MLZs)=1.0.11.00.111.010

Até a terceira ordem, isto é, até subcadeias de tamanho 3, ou de maneira simétrica trocando-se 0
por 1 e vice-versa, sempre acrescentando fatores ndo repetidos de menor ordem lexicografica

possivel de cada vez, até a ordem que se deseje.

E evidente que o Gltimo fator da sequéncia poderia conter uma quantidade menor de
caracteres e sustentar a propriedade de maxima complexidade, fornecendo um alcance muito
maior na quantidade de cadeias E(MLZs). Entretanto, € razodvel que se mantenha o valor da
ordem nesse fator, tanto a fim de facilitar a escrita do algoritmo gerador, quanto para manter a

homogeneidade e sistematizacdo da construgéo.

Entre as propriedades observadas desse conjunto de sequéncias — submetidas em [2.1] —, é
possivel citar o cunho néo aleatorio das MLZs. A propria natureza algoritmica em si fornece essa
qualidade, junto ao fato de sequéncias verdadeiramente aleatOrias exibirem um conjunto
especifico de caracteristicas.
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Uma sequéncia verdadeiramente aleatéria tem a propriedade de parecer aleatoria para
qualquer algoritmo que a tente descrever, tendo grandes complexidades de Kolmogorov-Chaitin.
Também, deve passar no teste de aleatoriedade de Martin-L6f [20], o qual, entre outras, tem
como consequéncia a incompressibilidade de todos os prefixos de uma sequéncia quando esta é

infinita, isto significando, segundo interpretacdes, que a propria cadeia em si é incompressivel.

Contudo, em virtude da existéncia de um algoritmo gerador das MLZs, as mesmas
apresentam pequenas complexidades de Kolmogov-Chaitin quando comparadas as sequéncias
aleatorias, mesmo exibindo maximas complexidades LZ76. Outra distin¢do importante entre as
duas classes de cadeias é que, dada uma fatorizacdo do tipo LZ76, a distribuicdo dos

comprimentos | dos fatores é notadamente diferente para cada uma:

5000
20000 MLS s

15000

contagem

10000

000

Figura 27 — Contagem x Comprimento. Distribui¢do dos comprimentos dos fatores de uma MLZs (em preto) e

da média para 1000 sequéncias aleatdrias (em vermelho), ambas com 10° simbolos.

Em que a distribuicdo rnd (vermelha) foi gerada para 1000 cadeias de 10° caracteres, aleatorias, e
a MLZs é sequéncia obtida pelo algoritmo com o mesmo comprimento. A distribuicdo das
sequéncias aleatorias obedecem um padrdo gaussiano, enquanto a de maxima LZ76 pelo

algoritmo reverso é explicitamente dessemelhante.

Isto é reflexo direto da normalidade de Emile Borel para os fatores de comprimento g, 0s
quais, dada uma base numérica b, se distribuem com probabilidade b As sequéncias
verdadeiramente aleatorias seguem essa distribuicdo normal, enquanto as MLZs néo a respeitam
necessariamente, ou seja, ndo sio normais no sentido de Borel. E importante destacar que o

conceito de normalidade é original para os nimeros reais, porém, devido ao fato de sequéncias
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serem identificaveis com numeros reais por uma transformacdo de base, uma cadeia aleatéria

também pode ser chamada de namero real aleatério.

Esse comportamento é o que se pode relatar como sendo o mais notavel a respeito da néo
aleatoriedade das cadeias MLZs. Entretanto, pode ser interessante verificar a distribuicdo de
fatores relativamente as combinacdes disponiveis dos elementos nas sequéncias. Considere-se,
entdo, que para um fator de comprimento | haja 2' combinaces disponiveis de digitos binarios.
Assim, o numero de ocorréncias n de fatores de tamanho | define uma probabilidade:

n (I11.a)

pl_2|

sobre todas as possibilidades. Esta probabilidade, ou normalizagdo com respeito as combinagdes,

define uma fracdo que se distribui com as contagens da seguinte maneira:

Lo

o8

2l
g 2
[=]
o

contagem
.=

=
[

ool

Figura 28 — Contagem Normalizada x Comprimento. Distribuicdo normalizada dos fatores pelo nimero de
combinacg@es disponiveis para cada comprimento de fator, das MLZs (em preto) e a média de 100 cadeias

aleatdrias, ambas com 10° simbolos.

Em que novamente as barras vermelhas representam as contagens aleatdrias, a média para 100
neste caso, de cada comprimento de fator. Uma probabilidade de ocorréncia pode definir uma
entropia do tipo Shannon para cada | dentro das sequéncias:

2 1.
H=->plog, p, (115)

1=1
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Que ndo é rigorosamente uma entropia de Shannon, mas descreve o contetdo de informacéo
relativo a fracdo de fatores. Para as 100 cadeias aleatorias geradas a entropia apresentou um valor
médio H(rnd) = 3.31, e para a MLZs — ambas com L = 10°) —, H(MLZs) = 2.25.

Embora as distribuicdes aleatérias apresentem comportamento mais organizado, 0
conteudo de informacgdo em si da contagem de fatores mostra o carater menos randémico das
MLZs, ou, ainda, que sua aleatoriedade ndo é bem distribuida, entendido que a méxima entropia
esta para quando todas as fragdes sdo idénticas na soma.

Outra caracteristica digna de destaque com respeito as MLZs é o crescimento da
complexidade LZ com o aumento do numero de caracteres. Lempel e Ziv demonstraram que 0

crescimento da complexidade C é delimitado por uma borda como [6]:

c. N (111.c)
[1-£(N)]log N

Em que &(N) é uma funcdo de muito pequena expressdo, i. e., decai muito lentamente, e N é o
numero de simbolos, ou o0 tamanho da cadeia. ¢(N) esta na ordem de 0.1 quando a base € 2 e N na

regido de 10°° simbolos.

Baseando-se nessa constru¢do, um ansatz empirico com ajuste:

- N (111.d)
~[i-&(N)]log N

tal que d = 1,06 e b = 0,153 tenham gerado um encaixe como o seguinte:
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Figura 29 - Complexidade x Namero de Simbolos. Em azul é o valor real de LZ76 paraa MLZs e em

vermelho o valor gerado pela equacéo (111.d).

Em que a distribuicdo em azul é da complexidade LZ76 e a curva vermelha é gerada pela

equacéo (I11.d). O erro relativo ndo excede 1,1% acima da regido de 150.000 caracteres:

"

Erro Relativo (%)
a

=]
L
T

200 000 <00 000 600 000 £00 000
N

1 %108

Figura 30 - Erro Relativo da Complexidade x NUumero de Simbolos. Erro relativo entre o valor real e o valor

calculado pelo ansatz (111.d).

E decrescendo.

Outro modo de se verificar o comportamento da complexidade de uma MLZs é com a
contagem dos fatores de Lempel-Ziv ao longo da cadeia. A cada ordem adicionada pelo

algoritmo gerador, uma quantidade diferente de subcadeias de mesma ordem é colocada, e a
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ordem, neste caso, coincide com o tamanho desses fatores. Assim, por exemplo, para a base k =

2, 0 seguinte crescimento é observado:

{Contagem das Subcadeias)

30000 - .
25000
20000 |
15000 -
10000 -
.
2000 .
. * ° g
I —
3 10 15 {Comprimento das Subcadeias/Ordem)

Figura 31 - Contagem de Subcadeias x Ordem (Base 2). A contagem do nimero de fatores LZ76 de mesmo

comprimento relativamente a este comprimento dentro das MLZs

Até a ordem 16, no caso, ou até subcadeias na fatorizacdo de tamanho 16; foi assim gerada uma
cadeia de L,N = 142.512 de complexidade C = 9.615. Esse crescimento é visualmente bem
comportado, o que é reforcado quando se muda a base numérica. Para k = 3:

(Contagem das Subcadeias)

L ]
12000
10000
L ]
2000 -
L ]
L ] o
4—e— 9 s s - o @ L L =
2 4 6 5 10 (Comprimento das Subcadeias/ Ordem)

Figura 32 - Contagem de Subcadeias x Ordem (Base 3). Idem anterior.

Com L = 280.142 e C = 26.972, seguindo o mesmo comportamento, até bases numéricas

superiores:
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Jooon E .
13000 ¢
k=4
10000 £
L =360.220
12000 £
C=41.944
10000 ¢
L]
000 F
. g
s s 8 8 8 ® =
2 4 f 8 (Comprimento das Subcadeias/Ordem)
n b)
{Contagem das Subcadeias)
L]
10000 -
k=5
8000+
L =100.584
000
C =15.064
4000
L]
00t
. ¢ 2
AP S S W A
1 2 3 4 3 f 7 (Comprimento das Subcadeias/Ordem)
n C)
{Contagem das Subcadeias)
40000 .
30000 k=6
ool L = 340.330
C=50.430
10000
L]
__u_n_L._n_n_n_L._n_u_n‘_n_n_n_n._n_n_n_A!_n_n_n_n_l_n_n_n_n_l_ E

1
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Figura 33 - Contagem de Subcadeias x Ordem (Outras Bases). Idem anterior.

Esse comportamento semelhante para todas as bases numéricas fez surgir o

questionamento sobre a lei de formagdo de uma curva que pudesse se encaixar pelos pontos.

Sendo o numero de subcadeias n dependente da ordem g de um modo bem comportado, é

possivel imagi

nar, apos varias suposi¢des, que essa dependéncia é relativa a uma combinatéria
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dos elementos disponiveis para cada tamanho de fator. Assim, poderiam existir k? fatores

disponiveis em cada ordem g ocorrida, exceto aqueles que ja teriam acontecido nas ordens

inferiores. De modo que foi conjecturada a seguinte forma:

(I1.e)

Uma combinatdria intuitivamente adequada considerando as repetigdes em ordens inferiores, mas

de dificil demonstracdo, embora verdadeiramente funcional:

k=2
n
iContagem das Subcadeias)
30000
: !
25000 F I.'
20000 |
15000 | .
10000 |
[ ’
5000 | o
| SO ol :
5 10 13 iComprimento das Subcadeias/Ordem)

[=]
rry
T

(=]
=
TT T TTT

g
-]

. !
‘F‘-T-‘"E-H-._ (Comprimento das Subcadeias/Ordem)

Figura 34 - Ajuste tedrico da contagem (Base 2). No primeiro grafico, a distribuicdo analitica (I11.€) em
vermelho se ajusta com adequacéo sobre 0s pontos reais, em azul. O segundo gréafico mostra o Desvio
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ordem de célculo.

Percentual do Valor Real x Comprimento das Subcadeias, e o descrescimento deste desvio com o0 aumento da

No primeiro grafico, o ajuste da curva e pontos tedricos em vermelho sobre os pontos reais em

azul, e no grafico inferior o desvio percentual entre esses pontos menos um ponto inicial que

diverge, com a curva vermelha representando o ajuste computacional por polinémios. Igualmente

para outras bases:

n
(Contagem das Subcadeias)

15000 |-
10000

s000

Desvio Percentual do Valor Real

04

n1f

——ee

A
./'.
(Comprimento das Subcadeias/Ordem)

o
B

I 10 iComprimento das Subcadeias/ Ordem)

Figura 35 - Ajuste tedrico da contagem (Base 3). Idem anterior.
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Para a base 4:
k=4

n
iContagem das Subcadeias)
]
30000 F »
25000 |
20000 i
.-"l
15000 F
.-"l
10000 F }/
S000 F
—————————o—10 . : g
2 4 f 3 (Comprimento das Subcadeias/ Ordem)
Desvio Percentual do Valor Real
04f
0.3} .
02f
0.1} .
L . g
2 4 6 § (Comprimento das Subcadeias/Ordem)

Figura 36 - Ajuste tedrico da contagem (Base 4). Idem anterior.
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Na base 5:
n
(Contagem das Subcadeias)
i 4
- L )
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10000 (- |
L IlI
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Figura 37 - Ajuste tedrico da contagem (Base 5). Idem anterior.

k=6

.

£
7 (Comprimento das Subcadeias/Ordem)
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1 2 3 4 s I § (Comprimento das Subcadeias/ Ordem)

Figura 38 - Ajuste tedrico da contagem (Base 6). Idem anterior.

E uma pequena quantidade de pontos, mas para sequéncias muito grandes e indica uma tendéncia,
tornando, assim, pela falta de demonstracdo e pela funcionalidade outro ansatz experimental. De
forma que, supondo a validade para o caso geral da equacdo (lll.e), é possivel se fazer

extrapolacOes precisas para a complexidade LZ76 das MLZs.

A complexidade C de uma MLZs ndo € nada além do numero de subcadeias ou fatores
gerados pela fatorizagdo; se em cada ordem g sdo gerados n fatores de tamanho g, entdo a

complexidade total da sequéncia sera:

K (I11.f)
c~30

]
j=2

Até a ordem que se deseje. E o comprimento L total dessa sequéncia sera a soma dos

comprimentos de todos os fatores contidos em cada ordem. Ent&o:

k! (111.9)

Visto que o tamanho das subcadeias em cada ordem é o préprio valor da ordem. A tabela:

Tabela 2 - Diversos desvios relativos para as complexidades e comprimentos

k g Lreal Lprevisto Creal Cprevisto 5L (%) 50 (%)

2 19 1.116.507 1.108.109 62.568  62.239 0,75 0,53
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3 11 280.142  294.010 26.972  28.294 -4,95 -4,90

4 9 360.220  395.589  41.944  46.070 -9,82 -9,84
5 7 100.584  114.873  15.064 17.223  -1421 -14,33
6 7 340.330 394.423  50.430 58.507  -15,89 -16,02

mostra que o mddulo da diferenca percentual entre o valor real e o valor da funcdo é tdo menor
quanto maior for a ordem do célculo. Entretanto, o célculo é tdo mais rapido quanto menor o
valor da base numérica. Isso é indicio de que, para cadeias de tamanho cada vez maior, mais

precisa serd a previsao do ansatz.

Essa suposicao, de que a contagem de fatores cresce com a ordem de acordo com (ll1.e),
devera ser util em diversas situacbes futuras, sobretudo para o caso binario, pois assumindo
ordens de célculo superiores seréa possivel inferir o valor da complexidade de LZ e o tamanho da
MLZs gerada com muitissimo mais rapidez, fornecendo um teste mais visualizavel do teorema de
Ziv, o qual explica que:

imsp— S —h=jm HLN) (I1L.h)
N-= = N/log N Noo N

Para a sequéncia de tamanho entre 1 e N, sendo as MLZs (de maxima complexidade) fontes de

normalizacdo dessas taxas de entropia h; entre outros usos possiveis do ansatz.
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IV — RESULTADOS E DISCUSSOES. AUTOMATOS CELULARES.

A respeito da classificacdo do Wolfram para os autdmatos celulares elementares, a Classe
| se trata dos autdmatos para os quais o diagrama de evolugdo temporal € trivial ou converge para
a trivialidade, a Classe Il 0 mesmo converge para o estado estacionario ou periodico, contendo,
deste modo, a Classe | de acordo com o conjunto de propriedades. Na Classe Il de autdbmatos
estdo os diagramas 0s quais, embora menos facilmente organizéveis, exibem estruturas com
autossimilaridade distribuidas de maneira quase randdémica, e a Classe IV é aquela cujos
diagramas de evolucdo ndo exibem estruturas definidas espacialmente nem periodicidade

aparente.

Por essas consideracfes 0s classes sdo respectivamente denominadas Nula, Periddica,
Complexa e Cadtica, e exibem, em geral, 0 mesmo tipo de comportamento para qualquer
condicdo inicial.

Pode-se entender, por conta deste comportamento caracteristico de cada classe, que as
regras discriminadas em cada conjunto atuam sobre as condicdes iniciais, cada qual a seu modo, e
as levam para determinados estados de ocorréncia. De acordo com o que foi discutido na teoria
do texto, uma regra, apds atuar um determinado namero T de vezes sobre uma condicdo inicial,
leva 0 autbmato a um regime estacionario, visto que, depois de esgotar todas as possibilidades de
transformacéo das células, devido a sua natureza algoritmica e deterministica, o ultimo estado de
um ciclo tornard o primeiro, e este sob a acdo da regra iniciara novamente todas as sequéncias
daquele intervalo ciclico, pois uma regra, enquanto algoritmo, s6 pode atuar de uma Unica

maneira em uma cadeia.

Quando um autémato entra em estado de ciclo, este tera um intervalo z, um periodo, o
qual é caracteristico da regra utilizada e da condicao inicial. E o que se pode verificar é que, tanto
0 tempo T¢ que uma regra leva para transformar uma condicao inicial qualquer no estado inicial
do ciclo, como o proprio tamanho 7 do clico, o periodo, dependem do tipo de classe a qual o

autdbmato pertence.

Caso se note a forma de convergéncia ao intervalo estacionario das diversas classes:
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Regra 32

Regra 4

Regra 22

Classe |

Classe 11

Classe 111

Regra 202

At

Regra 88

Regra 182
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Classe IV

Regra 75 Regra 45

Conclui-se que regras triviais e periddicas convergem ao intervalo estaciondrio muito mais
rapidamente que as demais, agindo mais fortemente sobre as condicdes iniciais, isto é, gastam

muito menos tempo para levar a condicéo inicial aleatoria até o ciclo do sistema.

Tomando a relagdo entre os Tc e 0s 7 para diferentes classes, € possivel verificar como
esses valores variam em média com relacdo a complexidade das condic@es iniciais. Os seguintes

graficos exemplificam o comportamento geral dos tempos, periodos e complexidades médias:
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» 14 o s
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3 Cd (1] l."'
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5L ® . ¥
2 - 1 ...
4F
1f .c
I .
’ . . . . o }
I S w HEC
Regra 32 Regra 202

Figura 39 - Distribuigdo de Tc Médios x Complexidades Médias (RLE e LZ76) para Classe I, ambas para a
Regra 32 e para a Regra 202.
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Classe 11
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Figura 40 - Distribui¢do de Tc médios para Classe 11, nos moldes da figura anterior.
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Figura 41 - Distribuicdo de Tc médios para Classe I11. Idem anterior.
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Classe IV
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Figura 42 - Distribuicdo de Tc medios para Classe 1V. Idem anterior.

Em que <LZC> e <RLEC> representam, respectivamente, as complexidades médias de Lempel-
Ziv 76 e RLE, de acordo com as definices em 1.5, para o estado desencadeador; para um
conjunto de 100 condicdes iniciais pseudoaleatérias para cada comprimento de cadeias, estes
variando entre 3 e 40, 50 ou 60, tamanhos suficientemente reduzidos para haver a manifestacao
de ciclos. O valor médio dessas complexidades iniciais, para cada comprimento, €, entdo,

colocado em relacdo aos tempos médios, também para cada respectivo comprimento do estado.

A semelhanca entre a forma das distribui¢fes para cada regra, mesmo para complexidades
de naturezas distintas, sugere que os instantes T¢ ndo dependem das complexidades das condigdes
iniciais por si, mas sim do seu comprimento ou nimero de caracteres L, visto que para uma
quantidade estatisticamente adequada de cadeias aleatorias, as sequéncia maiores tenderdo a

exibir valores esperados de complexidade maiores do que as cadeia com menos elementos.

Embora o tempo que uma regra gasta para levar uma condicdo inicial até o estado
estacionario dependa do tamanho dela, a forma dessa dependéncia pode variar entre as regras
dentro de uma mesma classe, como se nota nas distribuicdes. Contudo, é explicitamente

identificavel que as regras complexas e caoticas exibem crescimento consideravelmente mais
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rapido que as demais. Por este motivo que se deixou claro que os autdmatos deveriam ter

comprimento suficientemente pequeno para que haja manifestacdo de regiGes estacionarias.

Neste sentido, a média dos T representa uma espécie de forca inversa de uma regra que
evolui um autdmato, mas nao deve ser a unica propriedade relacionada a dinamica da maquina. O
tempo que um autbmato permanece em regime estaciondrio tambeém deve expressar a

complexidade dindmica se sua evolugao.

Por complexidade dindmica entenda-se também a complexidade medida por um
algoritmo, pois um namero de passos necessarios até o intervalo de ciclo exprime quéo
complexamente uma regra atua sobre as cadeias, portanto diagramas de autdbmatos mais
complexos ou dificeis de classificar devem ser matematicamente mais complexos, visto que a
regra é que atua mais ou menos complexamente. Isto serd mostrado adiante no texto, mas antes
considere 0 mesmo conjunto distribuicdes anteriormente colocadas agora para o periodo z dos

autdbmatos. Seja 0 mesmo conjunto de autbmatos:
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Figura 43 - Distribuigéo de ¢ médios para Classe I. Os periodos médios contra complexidades RLE e LZ76,

ambos para a Regra 32 e para a Regra 202.
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Figura 44 - Distribuicdo de = médios para Classe 11, nos moldes da figura anterior.
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Figura 45 - Distribui¢do de t médios para Classe I11. Idem anterior.
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Classe IV
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Figura 46 - Distribui¢do de t médios para Classe IV. Idem anterior.

Para os quais, <t> representa os valores médios dos periodos dos autbmatos, para 0 comprimento
variando da mesma maneira ao caso anterior. O periodo z €, como ja foi dito, o tempo ou nimero
de passos que um autdbmato exibe apOs entrar em regime estacionario, isto é, quando as
possibilidades de transi¢cOes irreversiveis se esgotam, e isto ocorrera a partir de um isntante T¢, em

gue uma cadeia evoluira até retornar a si mesma.

E importante destacar que a reversibilidade do autdmato apds Tc é genuina, pois se uma
inversdo do algoritmo acontecer, estados que anteriormente seriam causas, tornar-se-iam efeitos,
tal como a reciproca, sendo o proprio algoritmo a origem da mudanca de estado. Isto ndo é valido
para configuraces anteriores a Tc, pois ndo necessariamente um estado-efeito implicaria seu
estado-causa pela inversdo do codigo, do que vem sua irreversibilidade. Em outras palavras, a

informacé&o contida até o regime de ciclo sera perdida.

Igualmente ao caso anterior, a forma das curvas independe do tipo de complexidade
adotada, mudando de acordo com o tipo de condicédo inicial colocada, sugerindo que também

depende do tamanho ou da forma dessa condicao.
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O tempo em que um autdmato evolui de forma estacionaria deve expressar também
quantificacdo para sua complexidade, bem como o nimero de passos necessarios até a condicao
de ciclos. Isto se deve a maior ou menor complexidade da evolucdo, ditada pela regra,

manifestada pelo nUmero de passos em questao.

E evidente que regras menos complexas como as periddicas e as nulas gastam um tempo
menor para formar a regido de ciclo, bem como a variedade de periodos encontrados. Regras
cadticas permitem o surgimento de ciclos com os mais diversos periodos e instantes T
igualmente diversificados, impactando diretamente na forma dos diagramas. Assim uma
varidncia o (0u ¢?) dessas grandezas deve ser uma quantidade classificativa dos autdématos.
Contudo, antes deixe-se ficar mais claro a variedade de periodos exibidos pelos mais diversos

autbmatos.

Considere-se 0 conjunto de 1000 condigdes iniciais pseudoaleatérias de comprimento L =

50, os seguintes autdmatos foram gerados sobre essas mesmas condi¢oes:

Classe |

WOTTTT WO Wl e W

Te 1 . L L L L ~L Tc

Regra 32 Regra 252

Figura 47 - Distribuigdo dos Periodos x Tempos Iniciais (Classe 1). Distribui¢fes de tempos para a Regra 32 e

para a Regra 252.
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Classe 11

Tc Tc
Regra 70 Regra 88
Figura 48 - Distribuicdo dos Periodos x Tempos Iniciais (Classe 11). Idem anterior.
Classe 111
T
M..‘.:‘:n:!:h“* 3000 ‘”J‘-'-:J::.“ - :'.:I::‘ Ic s bty ‘Se'y arnsae sty et eyl ‘-:—M '.-L‘—’—"—'——T,;.:“—" Tc
Regra 22 Regra 151

Figura 49 - Distribui¢cdo dos Periodos x Tempos Iniciais (Classe I11). Idem anterior.
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Classe IV

=

. Te

Regra 45 Regra 89
Figura 50 - Distribui¢do dos Periodos x Tempos Iniciais (Classe 1V). Idem anterior.

Estas sdo as distribui¢es de cada Tc com o seu 7 relacionado, para 0 mesmo autdmato, ou seja, a
mesma regra aplicada a mesma condicao inicial. Nelas, observa-se que as classes mais simples —
nula e periddica — apresenta uma pequena variedade de periodos 7 distintos para dos diversos T,
e, também, que aqueles estdo na ordem de grandeza ou menores que L = 50. A Classe Il exibe
grande variedade de periodos 7 e instantes Tc, ambos muito grandes comparadas ao tamanho da
sequéncia. A Classe IV ndo expressou ocorréncia de ciclos, motivo pelo qual ndo ha distribuicao
de pontos. Isto quer dizer que o tempo do autdmato aplicado, t = 5000, ndo foi suficiente para

alcancar o estado estacionario, diferentemente das outras classes.

Tais distribuicdes indicam que seu desvio padréo (ou variancia) o deve ser uma grandeza
classificativa dos autdbmatos, haja vista a nitida relagio com a complexidade dos arranjos.
Autbmatos mais simples devem apresentar pequenas variancias (ou desvios padrfes, a depender
da normalizagédo adotada) com relagéo a distribui¢bes de periodos e instantes criticos de ciclo, e

autdbmatos mais complexos, maiores dessas grandezas.
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Uma maneira mais elegante de se representar a existéncia de ciclos nessas maquinas, e
verificar a complexidade da atuacdo de uma regra sobre uma condicdo inicial, € imaginar o

autbmato de acordo com a sua natureza.

Autbmatos Celulares sdo maquinas circulares, o que diz que suas bordas sédo
comunicaveis e interagem entre na evolucdo dos mesmos. Assim, uma condi¢do inicial com L
fixo e igual a 10, por exemplo, evoluird como um anel de 10 células até quando se deseje. Os
arranjos, como sdo feitos, podem passar a ideia ou acostumar o leitor com o equivoco de que sao
estruturas bidimensionais, quando na verdade sdo anéis (unidimensionais) que se alteram com o
passar do tempo, aqueles colocados sobre uma linha reta e este como uma segunda coordenada.

Mas isto ja foi devidamente colocado em teoria.

O caso é que a representacdo circular dos autdbmatos pode expor uma caracteristica

interessante de como uma regra atua sobre as sequéncia consideradas.

Imagine-se, entdo, que uma dessas maquinas com L caracteres seja representada como um
poligono regular com L vértices (e L lados), cada lado com tamanho igual a unidade. Assim, um
autdmato com N = L = 5 caracteres estaria para:

Figura 51 - Poligono de Sequéncia. Distribuicéo poligonal de pontos em que cada vértice representa
um caractere preenchido em uma sequéncia binaria cujas extremidades sdo células vizinhas.
Cada Vvértice representando um caractere.

Para o caso dos autdbmatos elementares, defina-se que se o elemento celular for 1 (um),
entdo este serd um ponto, se for 0 (zero), ele sera um espaco vazio. Entdo o anel de células

{0,0,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1,0,1,0}, por exemplo, sera expresso como:
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Figura 52 - Distribuicdo de Pontos do Poligono. Pontos marcados representam 1 e pontos ausentes

representam O.

Iniciando do quarto quadrante em sentido anti-horario, e terminando simetricamente ao eixo
ordenado. O autémato é, entdo, representado como um anel, como realmente €, sendo a sequéncia

uma poeira dispersa sobre o poligono regular.

Se a célula preenchida com 1 tem, diga-se, um peso estatistico igual a 1, € possivel
calcular um centro estatistico ou centro de massa para cada distribuicdo. Isto é Gtil na verificacdo
de como a regra atua sobre as cadeias, visualizando-se como ela atua sobre o centro de massa e
construindo a dindmica da maquina. O centro estatistico (doravante centro de massa) sera um

ponto no interior do poligono, com coordenadas calculadas segundo:

Z m.r; IV.a

:Z—m

Cu

No exemplo da distribui¢do acima, o centro de massa estara em {x,y}:
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{0.168971,0.656119} v

0.8F
0.6}

0.4}

0.05 0.10

0.30 X

|

Figura 53 - Centro de Massa da Cadeia. Ponto representativo da localizacdo ponderada das distribuicéo

poligonal de pontos.

Fazendo com que cada sequéncia ao longo da evolucdo do autdbmato celulare esteja para um

centro de massa, e essa evolucdo sendo representada como um terceiro eixo coordenado. Assim,

as seguintes representacfes sdo obtidas:

Regra 22 com
condicdo inicial 1
ponto no meio.

T
T,
1,

X
o
i

4

Pontos azuis sdo a
distribuicdo 2D dos -
centros de massa. A

linha vermelha é o |

poligono de N lados
circunscritor  dos

centros de massa.

b)
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Evolucdo temporal
dos centros de
massa. A precisdo
da maquina
encotrou largura
minima na ordem de
10, mas é

virtualmente nula.

2% 1071

Figura 54 - Evolugdo do Centro de Massa. a) Arranjo do autdmato celular, b) distribuicdo das coordenadas
dos pontos de massa de cada estado de atualizagdo do autdmato, c) distribuicdo das coordenadas dos pontos

de massa de cada estado de atualiza¢do do autdmato segundo a evolugao temporal (terceiro eixo).

Para o caso de um autdbmato de comprimento L = 51 correndo até t = 5000, com condicdo inicial
um ponto no centro da sequéncia. A largura do grafico tridimensional é nula, e surgiu no caso por
uma questdo de precisdo da maquina. Note-se a formacgdo de colunas, o surgimento dessas
estruturas implica que o autbmato encontrou uma regido estacionaria. Agora para uma condi¢ao

inicial aleatoria:

Regra 22 com 8 a)
condico inicial RIS AR ARI
Ari : ‘? 'f';"‘!&“" jg 3
aleatoria. 3 -y-%%.
;-‘:g o Y _dr ¥
SR AR GRS N
A EAERGD OLE -'-v'ﬁ?.'\v%
SR R R AR
S o e 0
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Pontos azuis sdo a ¥ b)
distribuicio 2D dos -
centros de massa. A
linha vermelha é o
poligono de N lados

circunscritor dos

centros de massa.

Evolucdo  temporal
dos centros de massa.
Existe a formacdo de
uma estrutura espiral,
que é a circulacdo do
centro de massa em
torno de uma regiao

média.

Figura 55 - Evolugdo do Centro de Massa (condig¢do inicial aleat6ria). Idem anterior.

Neste caso a condic¢do inicial aleatdria criou um arranjo menos facilmente classificavel, o que
refletiu numa distribuicdo mais complexa do centro de massa. A circulacdo do mesmo em torno
de um ponto e evoluindo no tempo gerou um conjunto de espirais. Elas sdo estruturas e também
expressam a manifestacdo de ciclos ou de um estado estacionario. O mesmo comprimento L = 51
correndo sobre t = 5000 foi utilizado. Quando o autdmato é demasiado grande, tempos nessa
ordem de grandeza ndo sdo suficientes para gerar ciclos, portanto ndo o aparecimento de

estruturas ndo sera verificado:

79



Regra 22 com condicdo
inicial aleatdria e
comprimento muito

grande.

Pontos azuis sdo a ’ b)
distribuicio 2D dos e _ N

centros de massa. A linha rf{( sof \
vermelha é o poligono de Ii
h

N lados circunscritor dos \ /

" =10
centros de massa. . yd

Evolucdo temporal dos

centros de massa. Né&o
existe a formacdo de
estruturas, os centros de
massa sao distribuidos

aleatoriamente.

Figura 56 - Evolucdo do Centro de Massa (Autdmato muito grande e condi¢ao inicial aleatéria). Idem

anterior.

Quando o comprimento do autbmato é grande o suficiente para impedir o aparecimento de
estados estacionarios, as estruturas bem comportadas também ndo surgem, tornando a evolucao
temporal da posicdo do centro de massa uma distribuicdo com caracteristicas aleatorias. Neste
caso foi utilizado N = 1000 e t = 5000.

Em todos esses casos 0 centro de massa se movimenta sobre o plano do anel, o
movimento é mais regular ou menos regular dependendo do tamanho do autémato e do tipo de
regra utilizada. A regra 22 é complexa, do tipo Ill, e espera-se que forme padrdes de
movimentacdo mais complicados que regras periodicas, por exemplo. Segue mais dois exemplos

para ilustracéo:
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Regra 20 com L = 51.

Duas regibes de centro de
massa distintas.

Evolucdo temporal com

formacédo de estruturas.

b)

Figura 57 - Evolucéo do Centro de Massa (Regra 20 e L = 51). Idem anterior.

A mesma regra agora L muito grande:
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Regra 20, L = 1000.

A proporcdo entre 0
tamanho da regido do
centro de massa e 0
apotema do poligono
aumenta com 0
aumento do tamanho
do autdbmato com
condicdo inicial

aleatOria.

Evolugcdo  temporal
com formacdo de

estruturas.

b)

Figura 58 - Evolucdo do Centro de Massa (Regra 20 e L = 1000). Idem anterior.

A regra 169 seria uma mescla de periédica com cadtica e complexa:

82



Regra 169, L =
51, condicgéo
inicial 1 ponto no

meio.

A movimento do
centro de massa é
semelhante a
periddica, mas de
organizacdo mais

complicada.

Distribuicéo
quase  aleatoria
dos pontos no
espaco 3D. Nao
héa a formacdo de
estruturas,  isso
implica que néo
se apresentou
estado

estacionario.

Figura 59 - Evolucdo do Centro de Massa (Regra 169 e L = 51). Idem anterior.

Com uma condicéo inicial aleatoria:

b)
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Regra 169, L = 51,
condicdo inicial 1
aleatoria.

O centro de massa é b)
aleatoriamente distribuido.
E ndo ha formacgdo de c)

estruturas

Figura 60 - Evolucdo do Centro de Massa (Regra 169 e L = 51). Idem anterior.

A movimentagdo dos centros de massa acontece de maneira tdo variada quanto sdo 0S
autdbmatos, mas o importante dos exemplos é notar dois comportamentos. O primeiro é que a
regra age sobre as sequéncias movimentando o centro de massa, € € equivalente a um agente
externo o alterando, € uma forca motriz que o leva de uma posicdo a outra, e a complexidade

desse movimento esta ligada a complexidade dos diagramas.

O segundo ponto é que a distribuicdo temporal desses centros forma estruturas, colunas,
circunferéncias ou espirais, e a presenca de tais estruturas indica a ocorréncia de estados

estacionarios.
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A movimentacdo do centro do massa dos autdmatos € uma maneira grafica de visualizar o
surgimento de ciclos, a dindmica da maquina, a forma com que a regra atua sobre as cadeias. As
cadeias por si mesmas sdo estados, e desenhar a atuacdo da regra sobre cada vizinhanca
isoladamente seria inconcebivel, sobretudo na infinitude de passos necessarios para a ocorréncia
de movimentos periddicos. E um modo simples de enxergar a dindmica e Gtil na percepcdo da

complexidade dessas maquinas.

O que se disse até este momento sobre a complexidade das distribui¢fes e sua relacdo
com a complexidade dos arranjos de acordo com a classificagdo de Wolfram tem a ver com o
modo com que a regra atua sobre as sequéncia em um autémato. O comportamento geral das
classes menos complexas € convergir rapidamente ao estado estacionario, pelo menos mais
rapidamente que as classes mais complexas. Isto impacta diretamente na variedade e duracdo dos

periodos encontrados, bem como no proprio nimero de passos até aquela convergéncia.

Sendo assim, de acordo com a classificacdo de Wolfram, regras complexas devem exibir
diagramas mais complicados, confundindo-se na prépria definicdo das tais. Isto, evidentemente,
sem citar as inimeras situacfes intermedidrias, figuras as quais exibem comportamento misto de

toda sorte.

Contudo, a natureza algoritmica das regras, de sua construcdo, tem como consequéncia o
surgimento de algumas regras ditas aditivas, colocado em I1.3, quatro das quais sao nulas e fixas
(0, 170, 204 e 240), e duas sdo complexas (Classe I11). A regra 90 e a regra 150 s&o elas. Nao séo
simétricas entre si, portanto ndo podem ser consideradas equivalentes — ambas sdo pares —, mas

se notar o conjunto de distribui¢bes colocadas para os exemplos:

Classe 111
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Regra 90

Ic

Regra 150

Figura 61 - Distribuicédo dos Periodos x Tempos Iniciais (Regras Aditivas). Periodos contra tempos mostrando

a pequena variedade da distribuicdo nessas regras.

Concluir-se-a que a variedade de periodos 7 é parca, em ambas, e igualmente em ambas o alcance

dos instantes T¢ é diminuto.

Essas regras complexas, diferentemente das outras, sdo fortes, convergem rapidamente ao

estado estacionario:

Regra 90

Regra 150
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Figura 62 - Centros de Massa das Regras Aditivas. Distribuicdo e evolug¢do dos centros de massa nessas

regras.

Embora atuem complexamente sobre as cadeias. Contudo, tal atuacdo é notadamente organizada,

0 que é percebido pela formacdo de colunas no diagrama espaco-tempo do centro de massa.

Ja foi dito aqui que a variancia (ou o desvio padrdo) dos periodos e instantes criticos
devem estar para quantidades classificativas dos autbmatos. Agora, com a constatacdo de que
diagramas complexos podem exibir convergéncia rapida e ordenada, ndo obstante serem exce¢&o,
é razoavel admitir que os valores esperados (aqui também médios) dos periodos 7 e dos instantes

criticos T dos autbmatos também devem fornecer medida classificativa para 0os mesmos.

Um autdmato ou uma regra parecem tdo complexos quanto é a variedade dos 7 e dos T,

também assim é qudo grandes sdo essas grandezas em média. Assim, uma rapidez de
convergéncia F teria uma forma como:

e, 1 (IV.b)

com:

87



Irrelevante, neste caso, se desvio padrdo ou variancia. Contudo, o conjunto de regras complexas
aditivas diz que tal rapidez na convergéncia também precisa ser proporcional aos valores dos seus
periodos. Uma regra, entdo, pode ser classificada de acordo com a atuacdo média sobre uma
amostra suficientemente grande de condi¢fes iniciais aleatdrias. Desta forma, € adequado

escrever:

- <T> g | (IV.c)
0,07 <Tc >

na qual 0 € um expoente de normalizacdo adequado positivo e menor que a unidade.

Esta € uma conjectura e necessita refinamento, porém, é um indicio da forca de atuacao de
uma regra sobre as cadeias dentro de uma classe. Caso assuma valores tendentes ao infinito,
expressara forte convergéncia, valores maiores ou iguais que a unidade estardo para diagramas
estaveis com aspecto periodico, e quando maiores que zero e menores que a unidade, deverdo
representar as classes de lenta convergéncia e de complexa atuacdo sobre as sequéncias nelas

encontradas.

Mas conjectura como conjectura auxilia apenas como norte, e neste caso particularmente
se mostra como uma ilustracdo numeérica para 0 comparativo entre as regras. Tratar a respeito da
complexidade de atuacdo de uma regra de modo a classifica-las, como Wolfram fez com o
aspectos diagramatico, quer dizer matematiza-la e separar por grupos com caracteristicas
matematicas semelhantes. E a complexidade adequada para este caso é a de Lempel-Ziv LZ76

por todas as razdo que ja foram discutidas anteriormente.

Mas a complexidade de Lempel-Ziv é aplicavel somente a sequéncias de dados. Dado que
uma fonte ergodica emite, calcular a complexidade de emissdo quer dizer calcular a
complexidade do ordenamento da emissdo, e serd a complexidade da maquina que emite.
Contudo, um autémato celular ndo emite caracteres isoladamente, e calcular a complexidade
LZ76 dos estados somente ndo faz sentido por dois motivos em particular. O primeiro &,
obviamente, porque essas maquinas ndo sdo fontes dos caracteres isoladamente das cadeias que
compdem os estados em cada instante. Autdmatos Celulares Elementares se desenvolvem por
regras sincronas, ou seja, atuam simultaneamente em todas as células do autdbmato a cada
momento, e isso € feito da mesma forma para todas. Portanto, os estados completos € que séo

emitidos a cada passo.
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O segundo motivo trata da natureza ciclica dos autdmatos. O fato de serem maquinas
circulares quer dizer necessariamente que nenhuma posi¢do em particular tem preferéncia sobre
as demais. A representacdo em diagramas, como ¢ feita, pode levar a esse equivoco. E, se a
complexidade de Lempel-Ziv necessita de um ponto de partida na sequéncia para comecar a
contagem, € natural que a escolha automatica seja o inicio da cadeia no diagrama de estado-
tempo. Porém, dentro de todo o conjunto de rotacdes disponiveis para o anel de células, ndo ha
nenhuma de maior primazia sobre as outras. De modo que estabelecer a complexidade de um
autdmato pela complexidade de suas sequéncias ndo é adequado, mesmo porque, rigorosamente,

nem sequer sequéncias sao, embora aqui se chame para mero titulo de denominacéo.

O que se faz frequentemente para contornar essa dificuldade é tratar sobre autbmatos de
tamanhos infinitos, de forma a fazer com que o conjunto de complexidades de todas as rotagdes
disponiveis ndo difira muito entre si, isto quer dizer desprezar as bordas do diagrama. Outra
maneira que € possivel sugerir é utilizar a complexidade RLE nessa classificacdo. Esta
complexidade tem a propriedade de ser invariante por rotagdes, contudo, é necessario estar atento

ao escrever o algoritmo de calculo para levar em conta a vizinhanca das bordas no vetor.

A complexidade RLE, juntamente com uma entropia do tipo Shannon para as subcadeias
geradas, pode ser grandeza de extrema utilidade para a estatistica e geometria de autdmatos
celulares. Isto facilmente justificavel pela evidéncia de que as subcadeias isoladamente dentro da
sequéncia maior apresentam dimensdo fractal nula (1.6.0), ergo sédo pontos isolados dentro da

estrutura, portanto elementos de geometria distintos.

O segundo motivo, entdo, explica que os elementos das cadeias sozinhos ndo sdo
expressdo suficiente de sua complexidade, pela prépria natureza do autdbmato. E o primeiro
justifica ndo somente a mesma coisa, como também sugere como deve ser feito. A partir da
constatacdo de que um autdmato celular emita cadeias inteiras simultaneamente, portanto estados,
ele € uma fonte egodica destes estados desde que um tempo suficientemente grande ou um
namero consideravel de passos aconteca. Entdo se LZ76 medir a complexidade da série temporal
de estados geral, ela medira também a complexidade da maquina, e por consequéncia a

complexidade da regra.

Por essa forma, diga que a regra 90, por exemplo, evolua de t = 0 até t = 20:

{{0101111101111111011}!
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{1,1,1,1,0,1,0,1,0,0},
{1,0,0,1,0,0,0,0,1,1},
{1,1,1,0,1,0,0,1,1,0},
{1,0,1,00,1,1,1,1,0},
{0,0,0,1,1,1,0,0,1,0},
{0,0,1,1,0,1,1,1,0,1},
{1,1,1,1,0,1,0,1,0,0},
{1,0,0,1,0,0,0,0,1,1},
{1,1,1,0,1,0,0,1,1,0},
{1,0,1,00,1,1,1,1,0},
{0,0,0,1,1,1,0,0,1,0},
{0,0,1,1,0,1,1,1,0,1},
{1,1,1,1,0,1,0,1,0,0},
{1,0,0,1,0,0,0,0,1,1},
{1,1,1,0,1,0,0,1,1,0},
{1,0,1,00,1,1,1,1,0},
{0,0,0,1,1,1,0,0,1,0},
{0,0,1,1,0,1,1,1,0,1},
{1,1,1,1,0,1,0,1,0,0},

{1,0,0,1,0,0,0,0,1,1}}

A primeira configuracdo chama-se estado 1, & segunda chama-se estado 2 e assim por diante.

Entao:
{{0,0,1,1,0,1,1,1,0,1},

{1,1,1,1,0,1,0,1,0,0},

{1,0,0,1,0,0,0,0,1,1},
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£1,1,1,0,1,0,0,1,1,03, 4

{1,0,1,0,0,1,1,1,1,0}, 5
{0,0,0,1,1,1,0,0,1,0}, 6
{0,0,1,1,0,1,1,1,0,1}, 1
{1,1,1,1,0,1,0,1,0,0}, 2
{1,0,0,1,0,0,0,0,1,1}, 3
{1,1,1,0,1,0,0,1,1,0}, 4
{1,0,1,0,0,1,1,1,1,0}, 5
{0,0,0,1,1,1,0,0,1,0}, 6
{0,0,1,1,0,1,1,1,0,1}, 1
{1,1,1,1,0,1,0,1,0,0}, 2
{1,0,0,1,0,0,0,0,1,1}, 3
{1,1,1,0,1,0,0,1,1,0}, 4
{1,0,1,0,0,1,1,1,1,0}, 5
{0,0,0,1,1,1,0,0,1,0}, 6
{0,0,1,1,0,1,1,1,0,1}, 1
{1,1,1,1,0,1,0,1,0,0}, 2
{1,0,0,1,0,0,0,0,1,1}} 3

Os estados repetindo-se quando as configuracfes correspondentes retornam.

A complexidade do autdmato, assim, sera a complexidade da série temporal dos estados

emitidos. Neste caso:

C C(123456123456123456123) ={7, 1.2.3.4.5.6.123456123456123}

Autémato —

Independente de quantos passos sejam emitir, a partir do estado estacionario a

complexidade ndo aumentard pois as configuracbes geradas ndo mudardo, nem o0 seu
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ordenamento. Entdo um tempo suficientemente grande de emissdes deverad ser suficiente para

caracterizar a complexidade de cada maquina sem que ela aumente, como tem de ser.

Contudo, a complexidade real do autdmato, que é a regra aplicada & condigdo inicial,
necessita da ocorréncia de periodos, caso contrario ela sera na ordem do tempo estabelecido, e
portando a complexidade da série diagramatica. Graficamente a evolu¢do da maquina pode ser

colocada:

Regra 22 (Complexa) Regra 88 (Periddica)

Estado Estado

300F
40

00 F 30
150 ¢

100 F

S0F

. L : . L Passo . . . . .
100 200 300 400 500 100 200 300 400 s

C =309 C =46

Figura 63 — Estado x Passo. Oscilagdes dos Autdmatos. Essas oscilagdes representam a ocorréncia de ciclos em

determinado autdmato, i. e., uma determinada regra aplicada em uma determinada condicao inicial.

Para condicdes iniciais aleatdrias e L = 40. Perceba-se que a ocorréncia de oscilacdes nos graficos

representam o surgimento de ciclos, regifes estacionarias.

A complexidade de um autdmato, desta forma, sera uma quantidade que depende tanto do
numero de passos T até o ciclo como do tamanho z deste ciclo, sendo igual ao somatério dos
dois. De fato, se Em representa o valor do maior estado alcangado:

C=T,+7=E, +1 (IV.d)

De acordo com os indicios anteriores, a complexidade de uma regra esta relacionada ao
numero de passos que ela gasta para levar uma condicédo inicial até o estado estacionario, visto
que € a complexidade de atuacdo do algoritmo que estd para a complexidade da maquina. Isto
impacta diretamente na organizacdo dos diagramas. Estruturas e periodicidade podem aparecer

mais ou menos explicitamente desde que oscilagdes nos estados ocorram.
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Ao fim de tempo suficientemente longo, todas as regras convergem para 0s ciclos,
independentemente do tamanho das sequéncias, posto que sdo construgdes deterministicas e
atuardo sempre da mesma maneira sobre a mesma cadeia de dados. Isto entendido, fica claro que
faz apenas sentido se falar sobre a complexidade de um autdémato em particular, quando uma
regra atua sobre uma condicao definida de um tamanho definido. Porém, interessante aos estudos
sdo os autdmatos que convergem, de modo que cadeias pequenas comparadas ao tempo decorrido
sejam melhor compreendidas no tocante a complexidade.

Nada impede, contudo, que se estude cadeias infinitas com recursos computacionais
adequados. Mas, por enquanto, pode-se ter uma ideia da distribuicdo média das complexidades

dos Autdmatos Celulares Elementares de tamanhos menores:
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Figura 64 - Distribuicdo das complexidades para todas as regras elementares.
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A figura 64 mostra a distribuicdo das complexidades médias para todas as regras
elementares. As complexidades, no caso, foram comparadas ao tamanho dos autdmatos de 50
caracteres. O valor médio foi realizado para um conjunto de 100 condigdes iniciais
pseudoaleatdrias idénticas para todas as regras. E possivel que se se usar outro comprimento de
cadeia, o grafico mude de aparéncia, visto que, de acordo com as distribuicdes nas Tabela 3 —
Tabela 10, o tempo de convergéncia e o periodo do ciclo crescem de maneira diferente para
regras diferentes.

Contudo, este foi um comprimento adequado e permitiu 0 surgimento de ciclos para a
grande maioria dos autbmatos. A regido em verde do desenho é a regido para a qual a razéo
<C>/50 assume valores até 0.15, a regido em amarelo vai de 0.15 até 1.5, e a azul acima de 1.5
Na regido verde se encontra a maioria das regras nulas e periédicas (185/190). Na parte azul do
desenho estdo todas as regras complexas e cadticas (35/35). Na regido amarela estdo as demais, a
maioria dos autdmatos com comportamento misto (30/31), complexo-periddico, caotico-

periddico, e algumas nulas e periddicas.

De modo geral, a distribuicdo respeitou a classificacdo de Wolfram com algumas
excecdes, 0 que seria perfeitamente esperado. Isto porque a classificacdo de Wolfram, por sua
propria generalidade, € insuficiente para descrever os autdmatos que exibem comportamento
misto de classes. E evidente que para obter informacdo mais precisa a respeito de como se
distribuem as regras, seria necessario efetuar a avaliagdo para um alcance maior de
comprimentos, a fim de se obter um comportamento. Mas a técnica fornece indicios de que a
complexidade de um diagrama esta para a complexidade da regra relacionada e sua aplicacdo a

condicdo inicial dada.

A complexidade da méaquina, entdo, neste caso, a complexidade de Lempel-Ziv da
emissdo de estados por um tempo suficientemente grande, implica uma descricdo do tempo de
convergéncia a um estado estacionario, bem como a duracdo deste estado, e isto reflete
diretamente no surgimento de padrfes nos diagramas dos autdbmatos, fornecendo uma
quantificacdo da complexidade das regras, e dizendo que sua atuagdo € a responsavel pelo
surgimento ou ndo de estruturas nas figuras, coincidindo com o comportamento geral da

classificacdo de Wolfram.
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CONCLUSOES

Cadeias de dados e Automatos Celulares Elementares foram estudados principalmente no

que concerne a sua complexidade, entretanto outras propriedades foram também analisadas.

Apoiando-se em um estudo feito Tél, Fulop e Viscek sobre estruturas chamadas de
muitifractais geométricos [13], aplicou-se seus resultado as sequéncias de dados. Multifractais
geométricos foram entendidos como sendo estruturas fractais constituidas por matérias de
diferentes naturezas, ou cujo crescimento vai se alterando ao longo de sua composi¢do. Com isso
foi concluido que sua estatistica seria adequada para aplicacdo em cadeias de dados, devido a sua
possibilidade de se compor por elementos de ampla variedade. Calculos consistentes com a
dimensionalidade de Hausdorff para os conjuntos de Cantor foram obtidos para o paralelo com
sequéncias de forma muito mais amistosa do que usualmente € feito para as séries temporais —
como o descrito em [12], [21], [22], apesar de os métodos de [12] e [23] futuramente poderem se
mostrar Uteis para as maquinas de estado finito —, fornecendo uma estatistica precisa no caso de

sequéncias com aspecto néo fractal.

Apos isso, aquelas sequéncias de dados foram colocados no ambito da complexidade de
Lempel-Ziv LZ76 [6], um algoritmo capaz de quantificar o qudo compressivel pode ser uma
cadeia, sobretudo infinita pela suposicdo de ergodicidade da sua fonte, e que fornece um
fundamento para a construcdo das chamadas sequéncias de Maxima Complexidade de Lempel-
Ziv (MLZs). Essas sequéncias foram descritas Estevez-Rams e colaboradores em [2], sendo

providas de muitas propriedades, as quais foram objetos de estudo submetido para [2.1].

Dentre as propriedades pontuadas sobre as MLZs esta o seu carater ndo aleatério. Por
existir um algoritmo capaz de gerd-las, um LZ76 reverso, elas sdo ndo randémicas por
construcdo. Entretanto foi observado que elas ndo respeitam certos requisitos de aleatoriedade,
como o teste de Martin L6f [20], para a incompressibilidade dos prefixos das strings, e a
distribuicdo normal dos fatores (dada uma fatorizacdo) no sentido da normalidade de Emile
Borel, reforcando a premissa de determinismo. Assim, foi demonstrado que sequéncias com
grande complexidade medida por um algoritmo especifico podem apresentar pequena
complexidade de Kolmogorov-Chaitin (KC), por haver um pequeno programa que as gera. Mas
isto ndo contraria 0 senso de que sequéncias geradas por fontes ergodicas de cadeias aleatdrias
possuem maximas complexidades KC, ja que elas devem parecer aleatorias para qualquer

algoritmo que as tente reproduzir, portanto com méaximas complexidades algoritmicas; nédo
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contraria pois a reciproca nao € verdadeira, haja vista que maximas complexidades medidas por
algoritmos ndo necessariamente implicam maximas complexidades KC, mas sim o contrério; o

que é mostrado nas MLZs.

Com isso foi sugerido um ansatz (I11.d) que modela suas complexidades com base no
numero de simbolos de que sdo compostas, com o ajuste de curva adequado. Também, os fatores
de LZ76 dessas MLZs foram analisados com a intencdo de identificar o padrdo de crescimento
dessas cadeias, e outro ansatz experimental (l11.e) foi inferido para esse crescimento como funcéo
da ordem da sequéncia gerada. Esse modelo € sensivel as diversas bases numéricas, ndo somente
as binarias, e permitem previsdo do tamanho e da complexidade dessas estruturas com pequeno

desvio percentual, como pode ser visto na Tabela 2.

As cadeias de dados foram mencionadas no texto como sendo a representacdo dos estados
de um autdmato celular. Apesar de essa ndo ser uma declaracdo precisa, entendido que 0s
autdbmatos aqui estudados sdo de natureza circular, bordas de cujos estados sdo considerados em
uma mesma vizinhanga, a ilustragéo serve na visualizagdo de seu funcionamento, sendo uma boa
consideracdo, mesmo ndo rigorosa. E a principio foi notado que os padr@es graficos gerados por
essas maquinas, aqui Autdmatos Celulares Elementares, teria a ver com a maneira com que
determinada regra atuaria sobre as cadeias. Wolfram discriminou os diversos padrdes gerados em

quatro classes descritas no texto, cada qual com propriedades semelhantes.

Para compreender entdo a maneira como uma regra escolhida atua sobre as configuracdes
celulares, primeiramente analisou-se o tempo de convergéncia de um autbmato, ou seja, 0 nimero
de passos que este leva para sair da condicdo de irreversibilidade, inicial, e encontrar uma
sequéncia cuja evolucdo tornaré a si mesma, passado um periodo de tempo, também analisado. E
constatou-se que esses tempos de convergéncia T. eram meramente dependentes do tamanho do
autdbmato, ou o numero de elementos dos estados, pois a forma de suas curvas de crescimento nao
se alterava quando colocadas em funcdo da complexidade LZ76 e da complexidade RLE,
podendo somente ser uma funcdo média de seu tamanho. Também se comprovou as proprias
formas das curvas eram diferentes quando vistas para diferentes regras em diferentes classes, néo

se sendo em primeiro momento passiveis de formulagdo matematica geral.

Contudo, os experimentos mostraram que o tempo de convergéncia T¢ era tdo grande
quanto era complexo o padrdo do arranjo relacionado, em média, bem como o tempo que a
maquina levava para circular o estado e completar o ciclo estacionario, em média. Em média,

pois o conjunto de regras aditivas da Classe 3, 90, 150 e derivadas, exibiam pequenos tempos de
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convergéncia, contudo mostraram estado estacionario de grande periodo, 0 que se deve a sua
construcdo aditiva por si mesma. De modo que foi sugerida uma grandeza que representasse a
acdo de uma regra sobre as sequéncias, que leva mais ou menos rapidamente uma condigdo
inicial até o equilibrio, ela sendo funcdo daqueles tempos médios bem como de seus desvios

padrdes (IV.c); mas apenas como conjectura, necessita muito refinamento.

A hipétese de que as regras agem sobre as configuracoes, forcando-as a convergéncia, foi
exposta escrevendo-se uma dindmica especifica para os autbmatos, sempre em mente a evidéncia
de que a complexidade dos arranjos classificados por Wolfram era funcdo da complexidade de
atuacdo da regra sobre os estados. Entdo colocou-se esses estados, essas combinacgdes celulares,
dentro da sua forma natural de construgdes circulares. Atribui-se a cada sequéncia com um certo
nimero de caracteres um poligono regular com 0 mesmo numero de vértices, fechando a
maquina, e definiu-se que cada célula constituida por 1 era um vértice presente, e cada marcada
com 0 era um vértice ausente. Assim, cada combinacdo de cadeia foi representada no plano
cartesiano com uma distribuicdo de pontos marcados em posi¢cdes correspondentes as posices

dos caracteres nas sequéncias.

Essa distribuicdo de pontos definiu um sistema de particulas, cada qual com peso
estatistico 1, e isto teve como consequéncia a definicdo do centro de massa de cada anel, cada
poligono, cada configuracdo do autbmato em cada instante de tempo. Destarte, a dindmica de
evolucdo do centro de massa foi visualizada para as diversas regras, ja que cada estado teve seu
centro particular, e constatou-se que de fato eles ndo permanecem estaticos, mudam de posi¢ao
com o passar do tempo, implicando serem sistemas submetido a uma acdo externa, justamente
pela ndo conservacao desses seus centros estatisticos. Foi concluido que essa agdo é causada pela
regra, e 0 surgimento de estruturas regulares identificado com a presenca de oscilacfes dentro da

condicdo estacionaria, surgimento de ciclos reversiveis.

Assim, mais uma vez o trabalho se resumiu em compreender a complexidade de atuacdo
de uma regra, visto que agente exterior ao sistema de caracteres. Foi entdo visualizada a evolugéo
dos estados dos autdmatos ao longo do tempo, colocando cada configuracdo celular distinta como
sendo um estado distinto com valor dependente da sua primeira ocorréncia na evolucdo da
maquina. Apoés isso, construida uma série temporal com os valores dos estados, aplicou-se o

método de Lempel-Ziv LZ76 para verificar a complexidade do arranjo.

Foi entendido isso ser razoavel pois, se por um lado a LZ76 mede a complexidade de uma

cadeia de dados, por outro lado ela estard medindo com isto a complexidade da maquina que gera
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essa saida em regime ergodico. E, desde que os elementos emitidos por um autdmato s@o 0s
estados em cada instante de tempo, a complexidade LZ76 calculada sobre essa série temporal de
emissdo, ergddica, deve caracterizar a complexidade da regra que gera aquelas sequéncias; e nao
a complexidade das sequéncias por si, posto que todos seus elementos sdo emitidos de maneira
sincrona em cada passo. A complexidade LZ76 sobre a série temporal de estados foi entdo
calculada para autdmatos suficientemente pequenos para permitir a ocorréncia de ciclos, porque,
como os ciclos se repetem ao longo do tempo, a complexidade ndo devera se alterar a partir de
entdo. E se ciclos ndo ocorrem, entdo a complexidade sera tdo grande quanto o proprio tempo do

autbmato.

Uma distribuicdo dessas complexidades médias foi colocada na Figura 64 para diversas
condices iniciais aleatdrias. E com isso p6de-se notar que de fato a complexidade dos arranjos
estd relacionada a complexidade de atuacdo da regra, aqui quantificada por sua LZ76, e as
diferentes classes apresentadas por Wolfram tendem a corresponder a discriminacdo numeérica

apresentada.

Isto cumpre o objetivo de trabalho de estabelecer uma classificagdo quantitativa para os
autdmatos celulares elementares, a luz da complexidade Lempel-Ziv, mostrando que a
complexidade dos arranjos gerados pelos autdbmatos esta para a complexidade de atuacdo de uma
regra, a qual nada € diferente de qudo dificil é classificar a emissdo dos estados pelas mesmas,
entendida sua atuacdo dindmica sobre as configuragdes, sempre convergindo de maneira

deterministica as maquinas, mas cada qual a sua construcao.

Diversas formas de diferenciar numericamente as regras podem ser encontradas, por
exemplo a distancia entre os vértices do hipercubo gerado pelo espaco das 256 regras, a qual é a
distancia de Hamming entre as regras por si [24], ou também a entropia da randomizagdo
booleana de Hitt e Marr [25], ou mesmo a propria classificacdo de Wolfram para os Autdbmatos
Celulares Elementares. Mas esta € uma abordagem diferente, provavelmente ndo melhor,
provavelmente ndo mais Util, construida sobre os alicerces da Complexidade Algoritmica, mas
cujas bases podem indicar aplicacdo aos sistemas fisicos reais — algo como a sugestdo de
autdbmatos naturais, ja extensamente estudados pela comunidade — como o rascunhado no anexo
que se segue. Tal conceito pode vir a ser a Util, embora fuja um pouco da elementaridade tratada
neste trabalho, e se aproxima um pouco das novas maquinas abstratas emergindo da pesquisa

moderna.
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Compreendidas os resultados, e que estudos tedricos sobre a cinética de transicdo de fases
e ordenamento de fases, usando modelos de dindmicas estocasticas unidimensionais em T = 0K,
tem sido de interesse recente, e ainda que h4 uma crescente compreenséo de que varios problemas
tridimensionais podem ser efetivamente modelados em termos de sistemas 1D [42], este trabalho
representard uma abordagem diferente ao estudo de defeitos estruturais em soélidos
cristalograficamente desafiadores. O uso da teoria da Informacdo para tal finalidade é, até onde se
sabe, inédito. Este trabalho permite comecar a discusséo sobre a aplicacdo desta metodologia para

a investigacao dos mesmos.
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ANEXO



ANEXO A

Uma das questbes que eventualmente podem surgir com respeito a dindmica dos
Autbmatos Celulares Elementares é sobre qudo proximos de um sistema natural eles estdo, ou,

ainda, quais autdbmatos evoluem mais ou evoluem menos semelhantemente a um sistema natural.

Ja foi descrito no topico sobre a Entropia (1.4) como deve ser a termodindmica de um
sistema natural, o qual, dada uma condicéo de reversibilidade, a entropia tende a aumentar com o
passar do tempo, sendo maxima para a condicdo de equilibrio. Equivalente dizer que a energia

interna deve ser minima pela simetria do principio variacional sobre as equacdes termodinamicas.

Com efeito, se qualquer dentre aquelas maquinas obedecer, por exemplo, ao principio da
méaxima entropia para o estado de equilibrio, essa deve ser mais dinamicamente proxima de um
sistema fisico natural do que as que ndo obedecem. Contudo, se tal suposi¢cdo ndo encontra
muitos impedimentos argumentativos, a proposta de escrever a entropia para um sistema abstrato

que corresponda a entropia de Boltzmann ja é mais obscura.

Alguém poderia, de fato, dizer que a entropia de Shannon é uma boa candidata aquela
correspondéncia, haja vista que carrega o contetdo de informacdo de uma distribuicdo de
caracteres, além do fato de, por uma mera transformacdo de base, ser capaz de gerar todo o
conjunto de entropias em todos os ensembles estatisticos. Isto funciona. Entretanto ja foi
pontuado neste mesmo texto a incapacidade de uma mera entropia de Shannon descrever a
informacdo contida no ordenamento dos simbolos, pois trata apenas da probabilidade de
ocorréncia dos mesmos, nunca de sua disposicdo ao longo das cadeias, e esta, em termos de
organizacdo termodindmica, é mais importante que meramente a probabilidade ocorréncia,

entendida a ndo materialidade dos constituintes das cadeias de dados.

Também neste texto foi descrito que existe uma classe de entropias, as entropia de bloco,
sensiveis ao ordenamento particular de cada sequéncia, carregando, desta forma, informacéo
sobre a geometria das sequéncias e consequentemente sobre o0 seu estado de organizacao, se
fazendo, portanto, muito adequadas na quantificacdo de qudo complexo pode ser um arranjo de
caracteres qualquer. Suponha-se, assim, que o estado de organizacdo dos elementos em uma
sequéncia esteja para o estado de organizacdo de um sistema fisico, e que sequéncias mais

organizadas devam apresentar menor entropia termodindmica, pois 0 aumento da entropia é

105



intimamente relacionado ao aumento da complexidade de organizacdo de um sistema natural.

Suponha-se isto.

Suponha-se também que os blocos de caracteres utilizados na entropia de bloco, que é do
tipo Shannon, sdo gerados pela codificagdo RLE, descrita em (1.5); blocos razoaveis, que nao
misturam caracteres em uma disposi¢do arbitrariamente escolhida. De forma que uma sequéncia

como:

100101001111

\
(D(00)M)(0)(1)(00)(A111)

E levada a esta fatorizacao.

A escolha dos blocos por esta forma é justificavel pelo seguinte. No tdépico sobre a
dimenséo fractal de sequéncias de dados (1.6), mostrou-se que uma subsequéncia de elementos
corridos, idénticos em uma vizinhanga, possui dimensdo fractal nula quando comparada a
estrutura como um todo. Isto quer dizer que os blocos de elementos idénticos em uma cadeia de
dados sdo enxergados como ndo tendo extensdo quando dentro de uma estrutura maior com
caracteres distintos. Fazendo com que os fatores distintos de RLE de uma sequéncia sejam pontos
distintos, inclusive geometricamente, dentro da cadeia, tornando esse tipo de codificacdo, além de

sensivel a forma, adequada para a distribuicdo dimensional da mesma.

Blocos de RLE sdo, por este motivo, justificados por sua estrutura fractal. Entdo, aquela

sequéncia acima colocada é equivalentemente escrita como:

100101001111
\
(D(00)D(0)(D)(00)(A111)
\
ABACABD

E é sobre essa nova escrita que a entropia deve ser calculada, por exemplo, na base natural:

H=->p;logp, (i)

Em que p;j é a probabilidade de ocorréncia do elemento j na cadeia.
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Quando se fala sobre autdmatos celulares elementares, é necessaria atengdo ao fato de que
0s elementos presentes nas bordas das sequéncias sdo elementos vizinhos, ou seja, as sequéncias
ndo sdo sequéncias propriamente ditas, mas configuracfes circulares; e isto ja foi bastante
descrito anteriormente. Entdo, se a sequéncia posta acima, por exemplo, for um estado de um

autdbmato, a transformacdo mais adequada e correta tornaria:

100101001111
J
(11111)(00)(1)(0)(L)(00)(...)
J
ABCDCB(...)

O que mostra como a codificagdo RLE pode ser invariante sobre rotagdes. Para qualquer rotagéo
daquela cadeia, a fatorizacdo serd a mesma. Refor¢ando sua importancia no tratamento de

autdbmatos celulares elementares, que sdo maquinas circulares.

A despeito de toda essa consideracdo sobre que blocos de entropia mais adequados para a
termodinamica de autématos, um questionamento pode ocorrer. Se uma configuracdo binaria é
levada a uma configuracdo em outro espago de base, por conta da geometria de seus fatores, a
prépria entropia do tipo Shannon calculada também nédo deve sofrer uma transformacéo de base
adequada a nova estruturacdo? Equivalente perguntar: € conveniente tratar um conjunto de
elementos escritos em uma base numérica em termos de outra base numérica? Ou, ainda: é

legitimo normalizar a entropia pelo novo alfabeto gerado?

Tente-se responder a isso pela experimentacdo, mas, primeiramente, recordando sobre as

propriedades entropicas que cada sistema deve exibir.

Um sistema que, dado um estado inicial de organizacdo, é levado a um estado de
organizacdo mais complexo, no equilibrio, devera ter a sua entropia incrementada relativamente a
condicdo inicial. No caso de a situacdo de equilibrio apresentar configuracdo mais simples que a
regido inicial, entdo é fundado que houve um trabalho maior sobre o sistema e sua entropia é

assim decrementada.

Atentando ao fato de a nova base possivelmente descrita ser o niumero de elementos

distintos que compde a sequéncia transformada:
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100101001111+ b=2
\
(11111)(00)(1)(0)(1)(00)
2
ABCDCB > b=4

A entropia base dependente Hy, seria, apenas:

Hy :_ij IOgb p; =—
i

Z p; log p; _H
log b logb

]

(i)

Para os j fatores de RLE. Deste modo, pode-se desenhar a evolucdo temporal da Entropia de

Shannon calculada para os elementos geomeétricos isolados para uma regra dada:

Regra 88

H a)
i |“V|| l\'”'iHl il |||||‘ |M||||||| l| |||~| '“ VHM MU ||, |‘|” |||||||‘ ' v|||~|”|| | 'HU'

b)
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Figura 65 — Entropia de Bloco RLE
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Base dependente Hy, e base natural H. Entretanto, quando se diz sobre a entropia do estado de

equilibrio, passando um longo tempo, é mais interessante considerar a média temporal sobre as

flutuacBes do que a grandeza em si, pela propria natureza macroscépica. Isto é, estatisticamente,

o valor esperado da entropia naquela condicdo, e este valor esperado que deve representar a

tendéncia variacional descrita. Estes mesmos graficos tornariam, entao:

=H=t

1.90

1.35

L0 |

Regra 88

o

=Hh=t
0951

0.94F
0.93}

0.92F

0.01f [

0.90F|

b)

t

0 40 &0 a0 100

Figura 66 — Média temporal da Entropia de Bloco RLE

Representando, para cada t, o valor médio da entropia até aquele instante. Isto é o valor esperado

para cada instante. E desta forma para qualquer autbmato que se deseje.

Para um efeito estatistico mais adequado, é interessante tomar uma série de condi¢cbes

iniciais aleatorias, e para todas desenhar uma curva média. Aqui se utilizou autbmatos de
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tamanho igual a 43 correndo sobre 5000 passos, e 100 condicGes iniciais aleatorias foram

colocadas todas iguais para todas as regras. Por exemplo, a curva média da regra 22 tem a forma:

==Hh=t= {{H_::'t::'

L9

FET E TE T S I SR T T SN N TR S N t
PRI N N T S S N N L t 3
e T o 000 2000 3000 400 3000

Figura 67 — Entropia Média para diversas condi¢des iniciais aleatdrias

Para ambas as entropias.

Dir-se-4 um que uma regra € dinamicamente mais proxima do natural caso, passando um
tempo muito longo para a condicdo de equilibrio, o valor esperado da entropia seja maior do que

o valor esperado da mesma no instante inicial. Ou:
Ah:<H>t4)oo_<H>t: >0 (ifr)

Caso a condicdo de equilibrio seja um estado de organizacdo mais complexa que o instante

inicial, e a entropia que corresponder a isto sera a fisicamente relacionada aos autdmatos.

As condic¢es supracitadas de condicdes iniciais e tamanho foram calculadas para todas as

regras, e os valores de Ah verificados. Primeiramente para o caso base dependente:
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E para a base natural:
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O caso base depende apresentou uma distribuicdo mais homogénea entre os valores positivos e
negativos de Ah, enquanto para a base natural a quantidade de autdmatos fisicamente adequados é
bastante exigua. Mas isto ndo responde a pergunta: qual das entropias € naturalmente mais
correspondente para as cadeias de dados? Para responder a isto, primeiro selecione-se um
conjunto de autdbmatos representativos, que expressem indubitavelmente o que é um estado de
equilibrio complexo e o que € um estado de equilibrio simples e verifique-se suas entropias.
Outra opcdo pode ser selecionar um conjunto de entropias expressivas e analisar 0s autdmatos

correspondentes. Escolha-se a segunda opcao.

Diga-se que valores expressivos de Ah para o caso base dependente sejam valores maiores
que 0,1 e valores menores que -0,1, pela simetria e escassez de regras nessas regides. Diga-se,
também, que para o caso da base natural, as regras selecionadas sejam correspondes aos valores
de Ah maiores que O (zero) e menores -1,5. Modulos maiores deverdo exprimir mais fortemente
as caracteristicas termodinadmicas desejadas. Desta forma, o conjunto de autdbmatos selecionados

se apresenta na forma {regra, arranjo, Ah}. Para base dependente:

== T B

[la, , 0.110715}, [z, , 0.110624), [32, , 0.110677},
S e ——
[ag, , 0.110671), [&4, , 0.1108231, [9g, , 0.110869),
— > B e |
[128, , 0.110708}, [138, , 0.110836}, {180, , 0.110825),

L REREAR I

(1682, , 0.110625), [1392, , 0.110696), (224, , 0.11083),

, 0.110839}, [23s, , 0.110669}, | , 0.11089&),
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\|, —0.108825), [182, , -0.103083}, 183, , -0.103435),

, -0.125a04), g5, 31, [126, , —0.107287},

)

, -0.151431}, 242, , -0.111489}]

Ahp< 0

E para a base natural:

el 4.10783x107%%], (27,

, 0.124658),

115



=

—ww e e

T

e e

n.0112018), T17a,
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0.058348

il ahaih bk

, 4.107831078], [17

n.0724994),
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[ , 4.10783 107211
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(128, , -1.81855},
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, 188, , -1.21865],
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Esse conjunto de automatos selecionados de acordo com os modulos expressivos de Ah
mostram que quando a entropia calculada é base dependente, os autbmatos de convergéncia nula
exibem Ah > 0, e quando a entropia é base natural, o conjunto de autdmatos de convergéncia nula
apresentam Ah < 0. Autdmatos de convergéncia nula levam um estado inicial qualquer, aleatorio,
até condicdes de equilibrio de configuracdo muito simples, as quais deveriam exibir menor

entropia que nos instantes iniciais.

Isto dever& ocorrer pois as regras atuam mais fortemente sobre as configuragées, levando
mais rapidamente até o estado estacionario do que regras mais complexas; isso,
termodinamicamente, quer dizer que trabalhos séo realizados sobre os sistemas, trabalhos
maiores, tornando suas entropias menores que zero. De forma que a entropia em base natural (ou

qualquer base que ndo seja normalizada) é mais fisicamente adequada para os autdmatos que a
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entropia base dependente, haja vista os Ah serem negativos para 0s autématos de configuracéao

mais simples, e positivos para autbmatos de equilibrio mais complexo.

Sabendo agora que a entropia RLE do tipo Shannon, considerando a comunicagédo entre as
bordas de uma cadeia, € fisicamente legitima para cadeias de dados, e conhecendo, entdo, quais
0s autbmatos exibem comportamento mais natural e quais o exibem menos, fica-se apto a

construir um sistema termodindmico real completamente baseado em autdmatos.

Ao longo de quase tudo que foi tratado a respeito de autdmatos celulares elementares,
deixou-se evidente que cada forma especifica de arranjo se deve a uma maneira diferente com
que cada regra atua sobre cada condicdo inicial distinta. Inclusive conjecturou-se que algo
semelhante a uma forga e de (IV.c) é que leva as cadeias até os estados de equilibrio. De toda
maneira, sempre pareceu claro que um agente externo atua sobre as sequéncias nos autdmatos, o
que ficou bastante explicito quando se calculou os equivalentes aos centros de massa para 0S
anéis e viu-se que 0sS mesmos se moviam por trajetorias que dependiam muito da classe a qual

pertencia o arranjo relacionado.

Um teorema fundamental da mecénica classica diz que para um sistema isolado de
particulas, o centro de massa permanecera estatico até que o conjunto seja submetido a forcgas
externas. Isto evidencia que para os autbmatos estudados, existe uma acao externa que atua sobre
as configuracOes de caracteres, pois seu centro de massa ndo sustenta sua posi¢cdo, nem no estado

estacionario.

A proposta com esta pequena teoria pregressa €, baseando-se na conservacgdo do centro de
massa, construir um sistema automatico que seja isolado de acGes externas, mas que evolua

termodinamicamente, de forma representar um sistema natural, real ou néo.

Para tanto, esse sistema também deve ser isolado termicamente, ndo pode trocar
constituintes — conserve seus elementos —, ndo pode alterar o centro de massa e devera ter a sua
entropia incrementada ao longo do tempo. Esse sistema devera assemelhar-se a um gas dentro de
um recipiente isolado, mas um gas de caracteres que respeite grandezas de informacéo
especificas. Tal sistema, dada uma condicéo inicial aleatoria, deverd permutar seus elementos de

modo a nunca diminuir a entropia e, reiterando, sempre conservar o centro de massa do anel.

Se por ventura a evolucgdo encontrar mais de uma configuracdo equivalente, dois arranjos
com a mesma entropia e 0 mesmo centro de massa, tais configuracdes deverao ser equiprovaveis,

e a escolha devera ser deixada ao acaso. Assim, um exemplo de arranjo com essas caracteristicas:
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Um pouco maior:

=

Ainda maior:
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Essas estruturas obedecem a conservacdo do centro do massa, a conservacdo de caracteres e ao
aumento da entropia com o passar do tempo, até o estado de equilibrio quando ela é méxima. Se
comportam como gases de dados sobre um anel, e os constituintes alternam posicéo
discretamente a passos discretos. Nao se pode dizer com certeza que representam sistemas fisicos
reais, e, se representam, quais sdo eles. Mas nitidamente sdo autdbmatos naturais e fornecem base

para um estudo mais interessante.

E sabido que muitos autdmatos bidimensionais, como os jogos da vida de Conway, sdo
escolhidos para simular sistemas biologicos reais. Eles fazem parte de uma classe de regras de
ordem superior, e sua evolucdo frequentemente é representada em animacgdes. A proposta aqui
submetida visa, futuramente, dentro da disponibilidade, simular sistemas bidimensionais como
esses pelas regras termodindmicas e mecéanicas de conservacdo, eventualmente por fisicas mais
modernas, a fim de se verificar se € possivel obter sistemas reais a partir de leis fundamentar. O

que seria salutar.
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