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��� ���� ��� ���������� ��� � ��������� �������� ����������� �������� �� ��� �������

���� ����� �� �������� �� ���� ������ � ���������� �������� � 6� ��������� � ���������

��������������� ��� ��������� ��������� �� ��� �� �������� ��� ��������� 3�� 2�� 4� �

6� ������� ���� ��� ���������� �� ������ �� ������ ��� ���� �����

������ �� ������������� �� ������ ��������� ��������� ���� �� ��������� ������� ��������
������������� �� � �� �����

����������� � ������ ��������� �� ��������� ����� ������� � ��� ������ ���������

�� ������������ �� ���� � ��� � ����� �� ���������� ���������� ���� � ���� �� �������

�� ���������� ������ � ���� ��������� ������� �������� ����� � ������������������ ���

���� �� ����� �� ������ ���� ���������� �� ���� ������� ������ �� ������� ���������

���� � �������� �� ������������ ����������� ����������� � ����������� ��� ���������� ��

����� �� ������� �����������������



��

��� ��������� �� ���

�� ��������� �� ������� ����� ����������� �� ��� �� 1991� ��� ����������� ���������

�� ��� �� �������� �� ������� �� ������ �������������� ���� ��� ������ ������������

��� ����� �� �������� ����� ��� � ����� �� ����������� �� ���� ���� ��� ���������

���� ���������� �� ���� ������� �������� ������ ��� �������� �� �� ����� �� ����������

������� ���� �C� = n�a�+m�a�� ���� �a� � �a� ��� ������� ��� ������ � ������ ���������

�� ��������

��� � ���������� ��� ��������� �� �������� ������� ������ ��� ����� �� �����

��� ���� �������� � ������������� �� ������� �� ��������� �������� ��� ������ ����������

������ ���� � ���� � �������� ����� ���� � ������� �� ��������� �� ���� ��� ���� ���

���� � ����������������� �� ��� �� 2001� ������ ����������� ���������� ��������� ��

��� �� ������� ���������� ������� �� ������ �� ��� ��� ��������� �� ������� �� �����

������������� ����� ����� �������� ��������� ���������� ������ �������� �� �����������

�������� �� ��������� ������ ��������� ��� �������� ���������� ������������������� � ���

��������� ������� ���� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���� � ��� ��� ������ ��� ������

��������������������� ������������ �������� ����������� �� �� �������� �� ��� ��

������� ���������� � �� ��� ���� ������������ �� ������� �� ������������ ������ ����

��������� �� ��� �� ������ ����� ��� ����� ������� � �������������

������ �� ������ ����� ���� �� ���������

��� �������

� ���������� �� ������� �� ��� ���� ������ �������� ��������� �� 1995 ��� ���

������� ����������� ���� �� ������ ��� ��������� �������� ����� 2 � 20 ��� ���� ��

������� ���������� � ������� �� ����������� �� ������� ��������� ��� ��������� �����



��

������ ��� ���������� ����������� ���� ������� ���� ������� � ������������

������ ������ ���������� ��������� ���� ����� ��� ��� �������� ������ ������������

����������� �� ��� �������� ���� ���������� �� �� �������� ������� ��� �������

���� ������� ���� ����������� �� ���� � ��������� �������� ������ ������������ ������

�������������� �� ���� ����� �� �������� ���������� ��� ��� ��� �������� ��������� ��

������� ���� �������

�������� �� ��������� � �������� �� ����������� �� ���� ���������� � � �����������

��� ������ �� �� ����� ���� ������ ������ ��� ������� ���������� ��� ����������� ����

������� �������� �� ��� �� �� ����� ������� �� ������ �� 2004 ���� � �����������������

������������ �� ������ ����������� ���� ���������� �� ����� �� ������� ���� ������

� ��������� ���� ��� ��������� ����� �������� �� ����� ��������� �������� ������

���� �� ���������� �� �������� � � ��������� ��������� ���� ��� ������ ������ �������

������������ ������������ ��� ���� �� ��� ������ � ������ � ��������� �������������� ���

������ ������������������ ����� � ���������� ��� ������ �������� ��������� ����������

� ��������� ������ ��� ���������� ��������� ���������������� �������� �� ��� ���� ������

�� �������� �� ��� �������� �� ���������� ���������� ����� ������� ������������� ������

������� ���������



��

��� ���������

����� �� ����� � ������ ������ �� ��������� ���������� � ��������� �� ���������

��� ����������� ��������� � �� ��������������� ������ � ������������� �� ���������������

�� ��������� ������� �� ��������� ��� ���������� � ����� �� ��������������� ����������

������������ ��� ������� �� �������� ����������� ��������� ��� ������ ������������� ��

���������� ��� ����� ������������ ������ ��������� �������� � �������� ��������� ��� ���

��� ���������� �� ������� � ��������� �� �������� ��������� ��� ��������� � ������ ��

���� ��� ������� �� ������������ ���������� ����������� � ����������� �� ������� �� ����

���� � ������ �� ��������� �� ��������� ��� �� ��������� � ������ �� ���� ���������

��������� �� ��������� �� �������� � �������������� �� �������� �� ��������C6H6� ��

����� ��� ������ �� ���� �������� �������� � ������� � ������� �� ������� ���� � ������

��� ��������� �� ���� �� ���� �� ��� ���� �������� ������� �� ���������� ���� �� ���������

���� � ������ �� �������� �� �������� �� ��������� ��������� �� ����������� �������� ���

������� ����� � ���������� �� ����������� ��� ���� �� �� ��������� �� ����������� ����

�� ��������� ����� ���������� ������� ��� ��������� �� �������� � �������������� ��

������ ��������� ��� ������ ���������� �� ���� ��������� � ��� ������� �� ��� �����

�� ��������� �� ��������������� ���� ���� ���� ���� ���� �� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� � ������ ��� �������� ����� ������������ ������ ����������3C, 2H, 4He6H��

����� ��� ������ ����� �� ������ ��� ������������ �������������� �������� ������

�� ����� � ��������� �� ����� � ����������� � ��������������� �� �������� ������� �� ����

���� �������� �� ��� ��� � �������� ���� ��� ������� ���� �������� ������� ��� �������

�� ������������� �� �������� �� ���������������� �������� ��� ������� �� ����� ����������

� �� ������� �� ���� ����� ��� ����� ������� � ������ �� �������� ������ �����������



��

� �������� ����������������

��� ����������

����� � ���������� �� �������� �������� ������ ���������� ��� ���� ������ �� ���

����� �� ��������� �������� ����������������� ���������� �������� ���������� �� �������

�� ����������� �� ��� ��������� ���� �������� ����� �������� � � ����������� �� �� ���

������� �������� ������ ���� � ������� �� ������������ �� �������� ��� �� ���������

���� ��� ���������� ���������� ������������������ ����� �� ���������� �� ����� �������

� ������������� ������ ������ ����� ������������ � �������� ��� ���� ��� ������ � �

����������� �� ���������������������� �������� �� ������� ������ ������ ���������

����� ��� ������ ����� ��������� � ��������� �� ������� �� ����������� ���� ��������

����������������� ����� ��������� ���������������

��� � ����������� �� ����������������

� ��������� �� �� ���� ������� ������ �� ����� �� ����� ������������� ���� ��� ����

����� ��� ���������� ������ �� ������� �� �� � ������ �� ������� �� ����������� �����

�������� �� ����� ���� ���� � �������� ���� ����������� �������

ĤΨ(�r, �R) = (T̂e + T̂ion + V̂e−e + V̂e−i + V̂i−i)Ψ(�r, �R) = EΨ(�r, �R). �����

�� ������� ������ Ĥ � � �������� ������������ �� �������� Ψ(�r, �R) � � ������ ��

���� ����� �� ������� ���������� ����������� ����� ��� �������� ���� ��� ���� � E � �

��������� �� ������� �� �������� �� ������ ������ ��� ��������� � �������

T̂e =
�

i

− h̄
2

2m
∇2

i ≡ �������� ������� �������� ��� ��������

T̂ion =
�

j

− h̄
2

2m
∇2

j ≡ �������� ������� �������� ��� ����



��

V̂e−e =
1
2

� e2

|�r − �r�| ≡ �������� ������� ��������� ������ � ��������� ���������������

V̂i−i =
1
2

�

j �=i

e2ZjZi

|�Ri − �Rj|
≡ �������� ������� ��������� ������ � ��������� �������

V̂e−i = −
�

j

e2Zj

|�ri − �Rj|
≡ �������� ������� ��������� ������ � ��������� �����������

���� �R = (�R1������Rk) ���������� �� �������� ��� ���� � �r = (�ri������rn) ���������� ��

�������� ��� ���������

� ������� �� ������� �� ����������� ��� ����� � �������������� ����������� ������

��� ������ �� ������ ������ �� ���������� ������������� ��� ������ ����� �����������

����� ����� � ����������� �� ������������ ��� ��������� ��� �������� ��� �������� �����

�������� ��������� ���� ����������� �� ����������������� �������� �� �������������

��� �� ���� ����� ������������ ���� �� ��� ����������� ����������� ��� � ���� �� ��

����� ����� ������ ���� ��������� ��� �������� ��� ��� ��������� ��� ����� �����

����� �� ��� � ����� ��� ����� ����� ��� ���������� ����� ����� � �� ������������

����� ��� ���������������� � ���� ����������� ������������������ ������������ �����

����� ������� ����� ��� ��������� �� ��������� �� ������ �� ���� ����� �� �������� � ���

��������� ��

Ψ(�r, �R) = λ(�R)Φ(�r, �R). �����

� ������������ �� ������� ���� ��� �������� �� �������� ��������

Ĥ = Ĥe + Ĥi. �����

���

Ĥe = T̂e + V̂e−e + V̂e−i. �����

�

Ĥi = T̂i + V̂i−i. �����

��� �������� ����� Ĥe ������� ������ �� ������ ��������� ��� ��������� ���� ��� ����

����������� �������� �������� Ĥi ������� ������ �� ������ ��������� ��� ����� ���������

Ĥe �� ������ �� ���� ������� ����� �������



��

Ĥe[λ(�R)Φ(�r, �R)] = λ(�R)ĤeΦ(�r, �R). �����

�� ������� ����� ����� ������� ������� ������ �� �������� ���������

λ(�R)[T̂e + V̂e−e + V̂e−i]Φ(�r, �R) = λ(�R)εe �RΦ(�r, �R). �����

���� εe ����������� ��� ����������� �� �������� �����������

��������� � ������������ ����� ���� Ĥi �������

Ĥi[λ(�R)Φ(�r, �R)] = Φ(�r, �R)Ĥiλ(�R). �����

��� ��������� ��

Φ(�r, �R)[T̂i + V̂i−i]λ(�R) = Φ(�r, �R)εiλ(�R). �����

���� εi ����������� ��� ����������� ��������

���� ������� ��������� � ����� �� ���� ������� �� ������� ����� ��� ������� ���

������ � ��������� �� ������� ���������� ���� ��� ��������� ��� ���� � ������ �� ����

����������� � ����� ������� ����� ����������� �� ������� ����� ��� ������������ ��� ���

��� ���� � ������� ����� ��� ������� �������� � ��������� �� ������� ������ ��� ���� �

������ �� ���� ������ �� �������� �� ������������� �� ��������� ����� � ������ �� �������

������ ���������� �� �������� ���������

[Ĥe + Ĥi]λ(�R)Φ(�r, �R) = [Φ(�r, �R)Ĥiλ(�R) + λ(�R)ĤeΦ(�r, �R)] = ETλ(�R)Φ(�r, �R). ������

���� ET ����������� �� ��������� �� ������� ����� �� ��������

���� ĤeΦ(�r, �R) � ����� � εe(�R)Φ(�r, �R) � ������� ����� ���� ��� ������� �� ��������

�������

[Φ(�r, �R)Ĥiλ(�R) + λ(�R)εe(�R)Φ(�r, �R)] = ETλ(�R)Φ(�r, �R), ������

���������� Φ(�r, �R) �� ����� �� ����� � ��������� λ(�R) �� ��������� �� ���� ���

������ �� ������� ����� ����������� ���������
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[T̂i + V̂i + εe(�R)]λ(�R) = ETλ(�R). ������

���� ���� ��� ��������� ���� ������� ����� εe(�R) ���������� � ����� �� �� ���

������� ����� ���� �� �������� � � ������ ��������� ���� ���������� �� ������� ����������

� ������ ������ �� ����������� �� ���������������� � � ������������� �� ������� ��

����������� ����� �� ��� ������� �� ����������� ���������� � ��� ������� �� �����������

������ ������ �� ������ ��� � ����������� ������� �������� ������ ��� �������������� ��

��������� ����������� �� �� ����� ���� ����������� ��������� �� ������ ����������� ����

���� � ������� �� ���� � ������� ����� �������� ����� ��� ������ ������� ��� �� ���� ��

�����

��� ������ �� ��������� �� ���������

� ����� �� �������� � ��������� ���������� ���� ��������� �� ������������ �� �� �������

�� ���������� ��� �������� ���� �������� ��� ��� ������ �� 1927 � ����� �� 1928� ����

������ ������� ��� ��� ���������� � ��������� ��� ������� ��������� ��� ��� ����� ��

�������� �������� ����������� � ������ ��� ���������� ���������� ����� ���������� ����

�������� ���������

�� 1964 ����� � �������� �� ��������� � �������� ��� ���� ��������� ���� ������

�� ��������� �� ��������������� ����� ������ ���� ������ ��� � ��������� � ��� ������

��� ������ � ��� ���� ���� ����� �� ����������� �� ������ ����������� �� �� ������� ���

���������� ����� ��� ������������ � �������� �� ��������� � ���� ������������� ��

���� ���������

������� �� ���� �� ������� ��� ������������ � ��������� ������� v(�r) ��� ����

����� �������� � �� ��������� ����� �� ��������� ���������� n(�r)� �� ����� ����� ��� �

��������� ���������� �� ������� � �� ��������� ����� �� ��������� �������� ���� ���� ���

���������� ��� �������� �������� �������� � �������

������� ��� ������ �� ������� ���� ������ �� ���� �� ������ ����������� Ψ ���� ���

������� � �� ��������� ������� v(�r) ��� ������� �� �� ������������ Ĥ� ���������� ���

������ ����� �� ���� ��������� ������� v2(�r) ��� ������� ��� ������������ Ĥ2� ���� �����

������ ���� Ψ2� ��������� ������ ��� ����� ���� ���������� �������� ����� ������������

��� ��� ����� ��������� n(�r)�



��

������

Ĥ = T̂ + Û + V̂ . ������

�

Ĥ2 = T̂ + Û + V̂2. ������

�������

�
Ψ|Ĥ | Ψ

�
<

�
Ψ2 | Ĥ|Ψ2

�
. ������

���

Ĥ + V̂2 − V̂2 = T̂ + Û + V̂ + V̂2 − V̂2. ������

��� ���

Ĥ = Ĥ2 + V̂ − V̂2. ������

������������� �����

�
Ψ|Ĥ | Ψ

�
<

�
Ψ2|Ĥ2|Ψ2

�
+

�
Ψ2|V̂ − V̂2|Ψ2

�
. ������

������������
�
Ψ|V̂ |Ψ

�
���

�
d3�rn(�r)v(�r)� �� ��������� ��������� �������

E < E2 +
�
[v(�r)− v2(�r)]n(�r)d3�r. ������

��������� ���� ������������ ����
�
Ψ2|Ĥ2|Ψ2

�
� �������������

E2 < E +
�
[v2(�r)− v(�r)]n(�r)d3�r, ������

������� �� �������� ������ � ������� �������������

E + E2 < E2 + E. ������

� ������� ����� � ���������� ��� ����������� � ������ ��� ���� ��� ���� ���������



��

���������� n(�r)� �� ������ �� ����� ��������� ������� v(�r)� � ����� �� ����� ������������

����������� � ���� �� ����� ������ ��� ��������������� ������� ����� � ��������� �������

�� ������ ������������ � ������ �� ���� �� ������ ����������� � ����� �� ����������� ��

�������� ����� ����� � ������� ��������� ����� � ������� ���������� ����� � � ������� ������

����� ��� ����� ��������� ������������ ���� ���������� �� ��������� n(�r)� �������

����� �������� �� ��������� �� ������� ����� ����

Ev[n] = T [n] + Uext[n] + Uee[n] =
�
n(�r)v(�r)d3r + FHK [n]. ������

� ������ v �� ���� �������� ����� ������� ������ ��� � ��������� �� ������� ���� ���

������� � �� ��������� ������� �� � ����� FHK [n] � �� ��������� ��������� �� ���������

� ���� ��� ������� ����

FHK [n] = T [n] + Uee[n]. ������

���� ��������� ������ ����� �� ������� �� ������ ������ �� ������ ����������� ��

������� � � ����� Uee� ���� ��� �������� �� ���� ������� � �������� ����� ����������

� �������� ��������� �������� � ������� ����� ������� ����� �� ������� �� ��������� ���

�������� � ��� ����� ���� ���� ��� �������� ����� ���������� ��������������� � ��� �����

�������� �������� � ��������� �� �������� �� ������ ������� �����

Uee[n] = J [n] + λ. ������

� ������� ����� �� ���� ������� �� ������� ����� � �� ����� ��� ��������� � �

����������� ���� ����� ����� ��� ������������� ���� � ������� �� ����� � ���������� Exc�

� ����� ���� ��� ��� ��� ���� ��� ������� ����

J [n] =
1

2

� n(�r1)n(�r2)

�r1 − �r2|
d3r1d

3r2. ������

�� ������ �� ���� � ����� � ���������� �� ������� �������� �� ������� �������

��� ���� ������ ��� Ts[n]� �� ���� ������� ��� ������������ ���� ���������� �� �������

�������� �� �� ������� ��� ������������ �������� ��������� ����� � ������� �������� ������

T [n]� � Ts[n]� ����� ��� ���� � ��������� �� ������� ��������� �������� ��� �������� ��

����� �������� ���� ��� ������� �������� ���� � ������� ����� �� �������� �����

������ ������������ � �������� �� �������� ��� ������� ���� �� ������� �� ����������



��

������������� ���� �������� �� �������� ��� ������� ���� �� ������� �� ���������� ���

�������������

� ��������� �� ���������� ������� ������� ���� �� ������� �� ���������� ������������

������� ��� ������� ����

F [n] = Ts[n] + J [n] + Exc[n]. ������

�� ������� �������� Exc[n] � � ������� ������� �� ����� � ���������� � ������� �����

�� ������������ ������ ���� �� ������ �� ��������� FHK [n]� ������� ��� ������� ����

Exc[n] = T [n]− Ts[n] + Uee[n]− J [n]. ������

���� ������� �� ����� � ���������� � ��������� ��� � ��������� � �� ������ ��� ����

�������� ��������� ��� ���� ������������� �� ��������� �� ��������� ������������ ������

�������� ���� ���� ������

����� � ��������� �� ������� ����� ���� ��� ������� ����

Ev[n] =
�
n(�r)v(�r)d3r + F [n]. ������

�� ������� �������� � �������� ����� � �� ��������� ������� ��� ���������� � �������

��� ����� �� �������� � �� ����� ���������� �������� �� ����������� �� ������� � �����

��� � ����������� ��� ���������� � ������������ �� ������� ���������

������� �� � ������� �� ������ ����������� �� ������� ��� �� ����� ������ ����

� ��������� �� ������ ������������ ���� ��

Ev[n0] ≤ Ev[n
�
], ������

����� ������� n0 � � ��������� �� ������ ����������� �� �� ������� ��� �� ��������

��� � ��������� �� �� ��������� ������� V̂ � n
�

� ��� ����� ��������� ��������� �����

��� ����� ��� �� ����������� � ������� �� ������ ����������� ���������� ��� ���������

��� ��� ���� � ��������� ������� �� ������ ������������ ����� ������������� �� �����

����� �� ��� � ��������� ���������� �� ������ ������������ �� �����

�� n0 �= n�
� ������ Ev[n0] < Ev[n

�
]



��

�

�� n0 = n
�
� ������ Ev[n0] = Ev[n

�
]

�� ���������� ����� ������ ���� ������ �� ������� ��������� ���� ��������� ���

�������� �� ���������� � �������������� � �������� ��������������� �� ����������� ��

��������� �� ������� ������ ������� �������

��� �� �������� �� ���������

� ������ �� 1964 �������� ��� ���� ��� ���� � ������ �� ��������� ���������� ��

���������� ���� ���� ��� ���������� ��� � ���������� �� ������ �� ��������� �� ������

���������� ����� ��� �� ��� ������ ���� ������ ������ ��������� ���� ������� ����

���������� ��� ����� ���� �� ������ ��������� ���� �� �������� �� ��������� ����

� ��� ��������������� � ����������� �������

� ����� �� ������� ���� � ��������������� ��� �������� �� ���������� ��� � ���������

�� ������� �� ��������������

E[n] =
�
V (�r)ñ(�r)d3r +

1

2

� � ñ(�r)ñ(�r)
�

| �r − �r� | d
3rd3r

�
+G[ñ]. ������

�� ������� � ��������� �� ��������� G[ñ] ��� ������� �� �������� �����

G[ñ] ≡ T [ñ] + Exc[ñ], ������

���� T [ñ] � � ������� �������� �� �� ������� �� �������� ��� ������������ ��� ���������

ñ(�r)� Exc[ñ] � � ������� �� ����� � ���������� �� �� ������� ����������� ��� ���������

ñ� ��� � ���� ���

Exc[ñ] =
�
ñ(�r)�xc[ñ(�r)]d

3r, ������

���� �xc � � ������� �� ����� � ���������� ���� �� ��� �� �������� �� ���������

�������� ñ� ������������ �� �������� ������ � ������ �� ������� ������ �������

E[n] =
�
V (�r)ñ(�r)d3r +

1

2

� � ñ(�r)ñ(�r)
�

| �r − �r� | d
3rd3r

�
+ T [ñ] +

�
ñ(�r)�xc[ñ(�r)]d

3r. ������



��

����� ����������� � ��������� �� �������

���� � ������� �� ������ ����������� ���� � ��������� ������� �� ������ ������

������ ñ0(�r) �� ���������� ��� ���� ��������� ������� ��������� ����� �� �����������

��� ������ ������� ��� � ������ �� ���� �� ������ ����������� Ψ0(�r)� ����� � ����� ��

������� ���� �������� � ������� ������ � �������� � ��������� ñ(�r) ��� �������� � �������

E� �� ��� ����� ��� δE = 0 ����� ��� � ������� ��� ������ ���������� � �������� �������

N =
�
ñ(�r)d3r = cte. ������

���� ������� �������� ��� ��� ������ ����� � ��� ����� �� ���������� �� �������

������� � �������� �� ����������� �� �������� ����� ������ ������������� ��� δE = 0

�� ��������� � ������ �� ��� �������� δñ(�r) �� ��������� ñ(�r) � ������������� � �������

������� ��������

δE =
�
δñ

�
V (�r) +

� ñ(�r)
�

| �r − �r� |d
3rd3r

�
+
δT

δñ
+ �xc − ε

�
d3�r = 0. ������

���� δT
δñ

= − h̄2

2m
∇2� � ε � � ������������� �� ���������

� ��������� ���������� ���� ��� ����������� ��� �� ������� �� ���� �� ��������

�������

ñ =
N�

i=1

| Ψi |2=
N�

i=1

Ψ∗
iΨi, ������

�� ����� ��� �������

δñ =
N�

i=1

δΨ∗
iΨi. ������

������������ � ������� ������ �� ������� ������ �������������

δE =
�
δΨ∗

i

�
V (�r) +

� ñ(�r)
�

| �r − �r� |d
3rd3r

�
+
δT

δñ
+ �xc − ε

�
Ψid

3�r = 0. ������

���� � ������ �� ���� ���� ������ �������� �������� � ����� ����� �� �������� ���

� ������� ������ ���� ������ ����� � ���� � ��������� � �������� ���������



��

�
V (�r) +

� ñ(�r)
�

| �r − �r� |d3rd3r� +
δT

δñ
+ �xc− ε

�
Ψi = 0. ������

����

Veff (�r) = V (�r) +
� ñ(�r)

�

| �r − �r� |d
3r

�
+ �xc, ������

����� ���

�xc(�r) ≡
δ

δñ(�r)
Exc[ñ(�r)], ������

������������ � ������� ������ �� ������� ������ ������� ����������

�
− h̄

2

2m
∇2 + Veff(�r)

�
Ψi = εiΨi. ������

�� ��������� ������� ������ � ������ ��� �� �������� �� ��������� ���� ��� ���������

����� �� ������ ���������� �� ����� ���� ������������ ��� ��������� � ������ �� ���� ��

������ ������������ ��� ������ ����������� �� ������� ������ ���� � ��������� �������

n(�r) ���� � ������ ������������ ������� ����� ���������� ���� ��������� �� �������

������� ���� ������������ � ������� ����� �� ������� �� ������ ������������

��������� ��� �� �������� �� ��������� � ��������� ���������� �� ������ ������

������ �� �������� ������������ � ���������� � ������ �� ������� �� �� �������� ��������

�� ������� �� �������� �����������������

����� ������ � ���������� ��������� ��� ���� ��� ������ ����������� �� �� ��������

�� �������� �� ��������� � � ������ �� ���� �� ������ ����������� ���� ��� ����������

����� �������� ����� ��� ���������� �� ������� ���������������� ����� ����������



��

������ ��� ����� ����������������



��

� ����������

��� ����������

����� �������� �������������� �� ���������� ������� �� ����� ����� ��������� ��������

��������� ����� � ��������� �� ��������� ��� ��������� �� ���� �� ���� �������� ��������

� ������� �� ��������� �������������� �� ���������� ������� ���� �� ������� �� ����

���������� �� ������� ����� � ������� ����� ��������� ������������ ��������� � �����������

��� ������� ��� ������� � �������� �� ��� �� ������� �� ������ �� ��������� �� ����

�� ������������ � ������ ��� � ������ �� ����������� �� ����� �� �������

����� �� �������� ����� ���������� ������������� � ����������� �������� ���������

���� �� ������ ������������� ����������� � ����� �� ����� � ���������� ��� �������

������� � ����������� ��������� ������� ��������������� ��� ��� ��� ���� �������

����� �������� ������ �� ���������� �� ���� π − π �������� � �� ����� ���� ���������

����������� �� ������ �� ��������� �� ������� ��� ��������� �� ������������ ���� �

��������� ��� �������� �� ��������� ���������� ��� ���� �� ���� ���� ��� �� ������

����� �� ���� �� ���� � ������ �� ��������� �� ��������� �� ����������� ��� �� ��������
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������ ��� ������� ����������� � ��������� �� ������ �� ��� �������� �� ���������
��������� �� ������������������������� ����������������� � ���������������



��

������ ��� ������� ����������� � ��������� �� ������ �� ��� �������� �� ���������
����������� �� ������������������������� ����������������� � ���������������

������ ��� ������� �� ������� �Eb�� � �������� �� ���������� �Δdef.� ���� � ���� � ����
� �������� �� ��������� ��������� �� ����������� �� ��������� � �� ������ �� ���

���� ��������� Eb ���� Δdef.[Tub.]���� Δdef.[Mol.] ����
���� ����� ���� ����

����������� ���� ����� ���� ����
���� ����� ���� ����
���� ����� ���� ����
���� ����� ���� ����

���������� ���� ����� ���� ����
���� ����� ���� ����
���� ����� ���� ����
���� ����� ���� ����

���������� ���� ����� ���� ����
���� ����� ���� ����
���� ����� ���� ����

����� ���� ����� ���� ����
���� ����� ���� ����
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������ ��� ������� ����� ��������� �� ������� ��������������� ��� ���������� ����
�������� ���� � �������� �� ��������� ��������� �� ���������������� �������� ��������� �
������ ����� ���� ���� � ��������� ����������� �� ���������������� �������� ��������� �
������ ��������� ���������� � ��������� �� ������� ����� �� ������� ����������� � �����
�������� ���������� � ���� ���� � �������� � ��� ��������� �� ����� �� � �� ��������
� ����� ���� ���������� � ���� ���� � �������� �� ������� �� �����������



��

�������� � �� ������������ ���� � �����

�� ����� � ����������

��� ����������

� ������ �� ��������� �� ��������� ����� ��� ��� ������ �� ������ ����� ���� �

������ �� ������������ ����������� �� ���������� ���������� ����� ��������� ������� ���

���������� ����� ��� � ��������� ����� � ���� ��������� �� ������� ������������ � ����� ��

����� � ����������� ��� ���� ������� ����� � ���������� ����� ������ ������ ���������� ���

���� ������ �� ������� �� ��������� ������������ ��� ���������� ���������� ��������������

����� ��������� �� ������� ��������� ���� ��� ������������ ���� ���������� ���� ������

�� ����������� ��� ����� �� ����������� �� ��������� ��������������� ������� ���

������������ � ��� ����������� �� ��������� ���������������������������� ��������

���������������

��� ��������������� �� ��������� ������

� ��� � ��� ����������� �������� ��������� �� �������� �� ��������� �����������

����� ������������ � ��������� �� ���������������� ���� ��� ������� ����

ELDA
xc [n] =

�
n(�r)εxcn(�r)d

3. �����

�� ������� �������� εxcn(�r) � � ������� �� ����� � ���������� ��� ��������� �� �� ���

�� �������� �������� ��� ��������� �� ���� ��� ��� ������ ��� � �������� ������ � ��������

�� � �������� ������������� ��� � ������� �� �������� �� �������� ��� ������������� �����

����� � ��������� �� ����� � ���������� �������� � �������� ������

vLDAxc [n(�r)] =
δELDA

xc [n]

δn(�r)
= εxc[n(�r)] + n(�r)

δεxc(n)

δn(�r)
. �����



��

� ������� �� ��������� ������ ��� ������� ����

�
−1

2

h̄2∇2

2m
+ v(�r) +

� n(�r
�

| �r − �r� |d�r
�
+ vLDAxc (�r

�
Φi = εiΦi. �����

���� �������� ������ ��������� �� ������� ���������������� ����� � ����������� ��

��������� ����� �� ������������������� ������ ���� ������������ � ������ ��� �������

��� � ��� ��������� ���� �� ����������� �� ���������� ���� � ����� �� �����������������

� ������ εxc(n) �� ������� ����� ���� ��� �������� �� ���� ������� ����� ��� ���

���������� ������ � ����� �� ����� εx(n) � � ����� ������ � ����� �� ���������� εc(n)�

��

εxc(n) = εx(n) + εc(n), �����

� ����� �� ����� � � ��������� �� �������� �� ������ ��� ���� �� ��� �� ��������

���������� ���� ��� ������ �������������� ���� ������� �� ������� �� �������������

���������� ��

εx[(n)] = −Cx[n(�r)]
1
3 . �����

���

Cx =
3

4
(
3

π
)
1
3 , �����

�

εx[(n)] =
−0.4582

rs
. �����

����

rs =
�

3

4πn

� 1
3

�����

� ����� �� ����������� ��� ��� ���� � ����� ������� �� ��� ����������� � ������ ����

������ ��� ���� ������������ �� �������� ��� ���� �� ��� ��������� �� �������������

������ ����� ����������� ������� �������� � �������� �� �������� � ���������� ��� ������

����� � ������ �� ����� ����� �������� ����� ����� ��� ������������ ������������

���� �� ������ �� ����� �������� ���� �������� ��� ���� ����� ������������� ��� ������



��

� ������������ ���������� ���� �� ����� ��� ������ �� ������ � ����������� ��� ��

������ �� ������� ��������� �� �������� ��������� ��� � ��������� �� ������� �� ������

���������� ���� ��� �������� �� ������ ������������� �� ��� ������������ ���������� ���

������������ ��� n(�r)d3r �������� ���� ���� � ���������� ����� ���� � ������ �� �������

������� εc(n)n
�
(�r)d3r�

��� ��������������� ������������ �� ����������

� ����������� ��� ������ �� ����������� �� �� ���������� �� ������� ��� ������

�������� �� ���� ��� ����� ���� � ���� ������ ��� �������� �������� ���� � �����

�� ����� � ���������� ��� ������� ��� ������� �� �������� ��������

Exc[n] =
�
d3�rεxc[n(�r)n(�r)] + ε

(2)
xc [n(�r)|∇n(�r)|2 + ..., �����

���� ����������� �� ������ ��������� ���� ����������� �� �������� �� ���������

���������������� ��������� �������������� ���������� ��� ��� ���������� ����������

�������������� ������ ����� ����� � ����� ���������� � ����� ����� ������ ����� � �����

������� ��������� ���� ���� �� ����� �� ��������� �� ����������� ��� ���� �� ��

���������� ��� � ��������� ����������� ����������� ��� ���� ��������� ��������������

��� ��� � ��������� ���������� � � ��������� �� ���������� �� ������ �� ������� �� �����

� ������� �� ���������� ����� ��� ����� �������� �� ������� � �������

Ex =
�
d3n�rεxF (s). ������

Ec =
�
d3n�r[εx +H(t). ������

����

s =
|∇n|
2KFn

, ������

�

t =
|∇n|
2Ksn

. ������

����� ��� KF ���������� � ����� �� ���� �� ������ �� ������ KF � Ks ����� ���

��������� ����

KF = (3π2n)
1
3 . ������



��

Ks = (
4KF

π
)
1
2 . ������

���� ���� ��� ��������� ��� �������� ������ � ������� �� F → 1 � H → 0� ������

�� ��������� � � ����������� ���� ����� ����� ��� �� ������ ���� ������ � ������� ��

����������� ��� � ��� ���������� �� ��������� ����������� ������ �� ����������� ���

� ������ ���� ��������� ���� ��� ��������� � ������� ����� � ������������������� ����

��������� ��� ������������ �� ��� ������ ������������ �������� ��� ����� � ����������

���� ������� ���� ��� ������� �� ���������� ����������� ��������� �� ��� ����� �����

���� �� ��������� �� ����� �� ��� ��������� ��������� � ����������� ������� �����

������� �� ������ ���������� ��� ������ ������� ��� � ����������� ���� ����������

����� ��� ����� ���� ������������ ����� ���������� ������� ���������� ��� ��� �������

�� ���������� ��������� ���� ��� ����� �� ����������



��

�������� � �� � ������ �� ���������������

��� ����������

��� � ���������� �� �������� ��������� �������� �� ������� ���� � ��������������

���������� �� ���������� ����� ����� ������� �� ������ �������� ��� ��� ���� �������� �

������� �� ������������ ����� ��� ���� ����� ������ ���� ������ � �������� ���� ��������

�� ������� �� ��������������������� �� �� ������� �� ����������

�� ��������� �� ��������� �������� ����� ����������� ���� � ������� �� ������������

� �������� ����������� ��� �� ��� ��� ������� �� �������� �� �������� �� ������������

��� � ������ � ������� ���� ����� ������� ���� �� �������� ��� ������ �� ��������

���� ���������� � �������� �� ��������� �� �������� �� ������ ������ �� ����� ���������

��������� ����������� ��������������� �� �������� ��������� �� �������� �� �������� ��� ���

��� ������ �� ��������� ����� �������� � ���� �������� ����� ��� ��� ��������� ����

���� �� ����� �������

�� 1940 ������������� ���������� �� ������ ��� ���� ��������� ���� ����� ����

��� ��������������� ������������������� ����� ������ � ��� ��������� �� ���������

� ������ �� �������� |ψ > �� �� �������� �������� ���� ��� ���������� ������ ��

������� �� ������ |Φc > � ����� ������ |Φ >� �� ��� ����� ��� |Ψ > ����� ��������� ���

������� �� ������� ������

|Ψ >= |Φ > +
�

c

bc|Φc >, �����

��

|Φ >= |Ψ > −
�

c

bc|Φc >, �����

�� ������� ����� |Ψ > ���������� � ������ �� ���� ���� �� �������� ����� ��� ����

� ��� ������ ��� ��������� ������ ��� ������� � ������� �������� |Φ > � � ������ ��

���� ��� �������� �� �������� ��� ��������� ���� ��������� �������������� � ���� �� ���



��

��� ���� ����� �� ��� � ������ �� ���� �����

�� ������� ����� ����� < Φc|Ψ >=< Ψ|Φc >= 0 � ��� ������ � ��������������

����� |Φc > � |Ψ > �������������� ���� ��� ����� ��� �� ������� �� ���� �� ������ � ��

������� �� ���� �� �������� ������ � ��� ����������� �������� ���� ��� ������� �����

���� ��������������� ������� � ����� �� �������� �������� �� ������ �� ������� � ��� ���

��� ��� � ������� �� ����������� ��������� ������ ���� ������������� ������ � �����

������� � �� �������� ���������� ����� �������� ���������� ������ ����� �������� ��������

� ����������������� � ����� ������� ����� � ��������� ������������ ��� �������� ���

� ����������� ���� � �������� ��������������� � �������� �� ���������� � ��� ����� ����

���� � ������ ���� ���� ��������� ���� ����������� �� ������� ����� �

��� � ��������������� �� �������� � ��������

���� ���������� � ������ �� ���������������� �������� � �������� �������� �� �����

����� �� ��� �� ���������� ���� ��� ���������� ������� ���������� ���� �������� �� �������

�� ����������� ������������� �� ���� ��� �������� ��������������� ��� ������ �� ����

��������� ��������� ��� �� ������� �� ���� ����� ��� ������� �� ��� ������� �� �����

���� ��������� � ��������� �������� �� �� ����� � ����� �� ������ �� ���� ���� ����

������������ �� ���� ��� � ���� ����� ��� ��� ���� ����� �� ��� � ������ ����� �����

����� ����� ���������� �� ����� ������ �� ����� ������ ���� �� ���������� � �������

�� ������������

� ������ �� ��������� ������ ���� ������������ ��� �� ��� |Φ > ������ ��� �������

� ������ �� �� ��������� ��������� V̂R� ��� ��������� ������������ � ��������� �������� V̂c

��� �������� ����� ������ � �� ��������� ������� V̂eff ����� ��������� ��� ���� �����

��������� ���� ���������������� ���� ����������� ���� ���� �������� � ���� ���������

���������� ��� �������� �� ������������

Ĥ|Ψ >= E|Ψ > Ĥ|Φc >= εc|Φc >, �����

��������

|Ψ >= |Φ > +
�

c

bc|Φc >, �����

� ������������� �� ���� ����� ����� ��������� ��� ��� ������ |Φ�
c > �������� �������

< Φ
�
c|Ψ >=< Φ

�
c|Φ > +

�

c

bc < Φ
�
c|Φc > . �����



��

�� ������� ����� � ����� < Φ
�
c|Ψ > ���� ����� � 0 ������ � �������������� �����

< Φ
�
c| � |Ψ >� �������� � ����� < Φ

�
c|Φc > � ��� ������ δΦ�

c,Φc
� ���� � ����������

bc = − < Φc|Φ >� � ������ ����������� �� ������� ������ ����

Ĥ

�
|Φ > −

�

c

|Φc >< Φc|Φ >
�
= E

�
|Φ > −

�

c

|Φc >< Φc|Φ >
�
, �����

��� ������� ��

Ĥ|Φ > −
�

c

Ĥ|Φc >< Φc|Φ >= E|Φ > −
�

c

|EΦc >< Φc|Φ >]. �����

���������� ����� �� ������� ������ �����������

Ĥ|Φ > −
�

c

(E − εc)|Φc >< Φc|Φ >= E|Φ >, �����

��������

V̂R =
�

c

(E − εc)|Φc >< Φc|, �����

� ���� Ĥ = T̂ + V̂ � �������

(T̂ + V̂ + V̂R)|Φ >= E|Φ > . ������

��� V̂eff = V̂ + V̂R) = V̂
ps

� V̂ = V̂c+V̂v� ���� � ��������� �� ������� E � ����� �� ��� � ������� ��� �������� ��

������ εc� ���������� ��� � ������� �� ������� ����� ��� � �������� ��������� ������� V̂eff

���������� �� ��������� ����� �������� �� ��� � ��������� ���� �� �������� �������������

�� V̂eff �� ������� ������� ���������� ��� � ������ ������������ Ĥps ������ ��������

� ������������ �� ���� ���� �� ������ ����������� �� ������� ��� ������ ������� �� ��

������� � ������������ ���� �� ������ �� ���� ����� �� ����� ������������ � �������� ��

��������

Ĥ|Ψ >= E|Ψ > . ������

���� �������� �� ��������

Ĥps|Φ >= E|Φ > . ������



��

� �������� �� �� �������� � ������� ������ �� ����� �� ������� ������� ���� �� ����

�� ������������ �� ���� ��� ���������� ��� �������� � ������ ���� ������ ��� � ������

�� ���� ����� ����� ����� � ������� �� ����� ��� ����� ����������� ���� �� ����� �����

��� � �������� �� �� ��� ��� ������ ������������ ���� � ���� �� ������ �� ����������

����������� � ��������������� �� �� ����������� ���� ������� ���������� � �������� ���

� ���� �� ��� ��� �������� ������������� ��������������� |Ψ > � |Φ > � �����������������

��� ��� �������� ������ � ������������ �� ���� ����� � ������ �� ���� ���� �� ������ ��

��������� � ������� �������� ��� � ���� ��� ���������������� �� �� ����� ����������

����� ���������� �������� � ������� � ��� ��� ��� ��� �� ����� ����������

������� �� ����������� ����� ������� �������� �������� �� ������ �� �������

���������� ��� ��� �� ��� �� 1979 ������� �������� � ������ ���������� ������������

� �������� �� �� ��������������� �� ��������� ���������� ��� �������� ���������������

�� ���� ��������� ������������ ���� ��������������� �� ��� ����� ����� ������ �������

�� ���������������� ��� ���� ��������� � ��� ��� ������ � ���������� �������� ��������

����������� ��� �� ���������� �������������� �� ����� �������� ������� ��� ���������

��� ���������� ������ ���������� �� ���������� �� ��������������� �� �����������������

���������� ��� � � ���� ��������� �� �������� ���������� �����������

��� � ��������������� �� ��������� � �������

� ����� �� ������� ���� � ���������� �� ���������������� �� ����������������� �

������� ��� ����������� �� �� ��������� �������� ��������� �������� � ����������� ��

����� ���������������� � ������� ������ �� ������������

�
−1

2

d2

dr2
+
l(l + 1)

2r2
+ V [ρ; r]

�
rRnl(r) = �nlrRnl(r). ������

���� V [ρ; r] � � ��������� ��������������� ���� �� ������� � ���� ��� �������� ����

V [ρ; r] =
−Z
r

+ VH [ρ; r] + Vxc(ρ(r)). ������

����� ������� ρ(r) � � ���� ��� ���������� ����������� ���� � ������ �� ���� Rnl(r)�

VH [ρ; r] � � ��������� �� �������� � Vxc(ρ(r)) � � ��������� �� ����������������� �����

����� � ������� ��� ���������������� ��� ����������� �� ������� � ���������� �� ���������

��������� � �� ���� ��� ���� ����������� �������� �� ����������� �� ������� ��� �������

�� �������� �� ����� �������� ���� ���������������� ����� ��� ������ ��� ����������� ����



��

� ����� �������� ���� ��������� ����� �� � ������ �� ���� ���� � � ������������ �� ����

����� ��� ������ ���� �� ���� r > rc� �� �� ��������� �� ��������� ���������� ���� � ��

������ ��������� �� ����� ����� ��� ������ ���� r < rc ���� ���� ������ �� ��������� ��

� �������� ����������� �� ������ �� ���� ���� � �� ������������ �� ���� � ���� ���������

��������� ��� ������� � ������� ����� ��� ������ ���� r > rc�

�� � ������������ �� ���� �� ������� ������������ �� ��������� �������� ���� ���

������ ���� �������� �� ������� ������ �� ����������� ������� ��� ���

V PP
scr,l(r) = εl −

l(l + 1)

2r2
+

1

2rRPP
l

(r)
d2

dr2

�
rRPP

l (r)
�
. ������

���� �������� ����� ��� � ��������������� ����� ������ �������������� ������ �������

� ������� �� ����������� � ��������� �� ������� V PP
H (r) � � ��������� �� ����������������

V PP
xc (r) �� ��������� �������� ������� ����� �� ��������������� ������� ���� ���

V PP
ion,l(r) = V

PP
scr,l(r)− V PP

H (r)− V PP
xc (r). ������

���� ������������� ���� ���������� �� ������� ������� �� ������ �� ���� �������

�� ��������� ���������� � �������� ��������������� ������ ������ ��� �������� ����

V̂ PP
ion (r) = V PP

ion,local(r) +
�

l

Vnonlocal,l(r)P̂l
. ������

���� P̂l � � �������� ��������

���� �� ������� ����� � ��������� ������ ��� �������� �� ����� ����� �� l� � ���

������� ����� ���� ��� ������ �� ����� � ���������� �� ������� �������� � ���������

������� ���� �� ������ �������� ��������� �� ����� ������ � ��������������� ������

������� ����� � ��������� � ���� ��� ������������ �� ��� ����� ���������� ��� �����

������ � ������������ �������� ��� �������� � ������������������ ���������� ���

V KB
nonlocal,l(r) =

���Vnonlocal,l(r)ΦPP,0
l (r)��ΦPP,0

l (r)Vnonlocal,l(r)
���

�ΦPP,0
l (r) |Vnonlocal,l(r)|ΦPP,0

l (r)�
. ������

�� ������� ����� ΦPP,0
l (r) ���������� � ������������ �� ���� ������� �� ��������

���� ��� ������ � ���������� �� ������� ������� ���� �� ����� � ��������������� ���

����������



��

�� ������������� � �������� RPP
l (r) = RAE

l (r) ���� �� ���� ���� ����� �� ��� �

���� �� ����� � �� ������������� ����� ��� � ��������� �� ������� ������ � ������ ��

��������������� ������ ��� ����� �� ��������� ������ �� ������� ������������ ����� ��

��������� ������������ ��� ��������� � ��������� ����������� �������� � ��� ������� ε

��������� � ������� �� ������� ������ �� ����������� ���� ���������� ������� ���� �����

�� ������ �� ���� R(r) � ���� ��������� R
�
(r) �� �� ���� ����� r0� �� �������� ��

����� ������ �� ��������� ������������ �� ������ �� ���� �� ����� r0� ��������

d

dr
ln [Rl(r, ε)] |r=r0 =

1

Rl(r, ε)

dRl(r, ε)

dr
|r=r0 . ������

� ������� �������� ���� ��� ������ ���� �� �������� ����� �� ����������������� ��

���������������� �� ���� ��� ��� �������� � ��������� �� � ��������������� ������ ��� �

��� ��������� �� ������� ������������ ������������ �� ����������� �� ���� ��� ��� �������

����� �� ����� ����� �������� ����������� � �� ����� ���� ����� ��������� � �������

���������� �� ������ ������� �� �� ��������� ���������������� ���� ������� ���� ������

���� ��������� �� ����� ���������

����� ���������� � ���������������

�� ��������������� ����� ���� ��� ��������� ���� ������ ��� ��� ��� ������ ����

��������� �� ������� �� ������� ����� �� �� �������� �� ��� ������� ��� ������ ����

��������� ��� ������������ �� ������� � ������ ��� �� ������� � �������� �� �����

�������

� ������������ �������� ��� ������ � ������������ ��� ��������� � ������� ����

��������� �� �������� �� ���������������� ���� ������� ������ �� ����������� �� ��� �

������ �� ���� ������� ��� �������� ��� ������� ���������� ������ �� �� ���� �� �����

rcl � �������� �� ��������� ���� rl ���� � ������� � ���� ����� ��� �������� ��� ����

���� ��� ����� ��������� �������� ��� ����������� �������� ����� ������������� �� ����

�� �������� ��������

RPP
l (r) =





RAE
l (r) �� r ≥ rcl

rlexp[p(r)] �� r ≤ rcl



 . ������

���� p(r) � ��� ������ ���������� �� ���� n = 4� ��� ���



��

p(r) = c0 +
n�

i=2

cir
i. ������

�� ������� ����� � ���������� c1 ��� ������� ���� ������ � ������������� �� �������

��������� �������� Vscr,l(r) �� r = 0 ����� ��� ���� r < rcl ���� ��������� ���� ��� ������

���� �������� �� ������� ������ �� ������������ ������� ��� ������� �������������� ����

Vscr,l(r) =





VAE(r) �� r ≥ rcl
εl +

l+1
r

p
�
(r)
2

+ p
��
(r)+[p

�
(r)]2

2
�� r ≤ rcl



 . ������

���������� ����� ��� ����� � ������������ �� ���� RPP
l � ������ � ���������������

�������� ��� ������� ���������� ��� � ���� �� ����� rcl� � ������ ����� �� �� ��� ������

��� � ����� �� ������ ���������� p(r)� �������� �� n = 4 ���� n = 6� ����� ����� ��

����������� ���������� ������ � �������� � ���� �� ��������� ���������� ���� ����������

������������ �� ���������� ���� ��� ������� �� ���������������� ��������������� ����

��� �������� �� ����� � ����������������� �� ��� ���������������� ������ ���� ��������

��� � �������� ����������� �� ��������������� �� ������� ����������� ����� ����� ��

���� ������ �� �� ��������� ���������������� ���� ������ � ���� ���� ������ � ��������

��������� �� �������� �� ��������� �����������

��� ��� ������������ �� ���������������� � ���������� ��� �� ������ ����� ����

������ ���������� �� ���������� ������������ ��� ���� ��� �� ���������� ������� ���

���������������� �� ���������������� ������� �� ������� �������� ����� ��� ��������

��� ���� ���������������� �� ����� ����������� ��� ����� �������� ��� �����������

��� ���������������� �� ���� �� ���������������� ������� ��� ������� � ����������� ��

������



��

�������� � �� � ������� ��

�������� � �������

��� ����������

� ����� �� ������ � ���������� �� ������ ��������� �� ��������� ���������� ������ ��

����� ���� �� ������ ���������� �� ��������� ������ �� ��������� � �������� ����� �������

� ��������� ��� �������� �� �������� ��������� �� ������ ������� �������� ����

� ������� �� ������������� � ������������ ��� �������� ��� ���� ��� � �������� ��

������� ��� ���� �� ������������ Ĥ ���������� �� �� ��������� λ �������� ��� ���

Ĥ = Ĥ(λ) � Ĥ(λ)Ψ(λ) = E(λ)Ψ(λ) ������� �� ������� ���

dE(λ)

dλ
=

�
Ψ(λ)

�����
∂Ĥ(λ)

∂λ

�����Ψ(λ)

�
. �����

�� ���� � �������� �� ������� E(λ) � ���� ���� ����� ����� �� �������� �� Ĥ� ��

����� ����� ��� � ������� � ���� ���� ����� ����� �� Ĥ� ������������ � �������

������

�������� �� ĤΨ = EΨ� � ������������

E(λ) =
�
Ψ(λ)|Ĥ(λ)|Ψ(λ)

�
. �����

��� ���

dE(λ)

dλ
=

�
∂Ψ(λ)

∂λ

���̂(H)
���Ψ(λ)

�
+

�
Ψ(λ)

���̂(H)
���
∂Ψ(λ)

∂λ

�
+

�
Ψ(λ)

�����
∂Ĥ(λ)

∂λ

�����Ψ(λ)

�
. �����

����� Ĥ ����������� � ������� �� ������������ � �������

Ĥ(λ)Ψ(λ) = E(λ)Ψ(λ). �����



��

������� ��������

dE(λ)

dλ
= E(λ)

�
∂Ψ(λ)

∂λ
|Ψ(λ)�+ E(λ)

�
Ψ(λ)

�����
∂Ψ(λ)

∂λ

�
+

�
Ψ(λ)

�����
∂Ĥ(λ)

∂λ

�����Ψ(λ)

�
.

�� ������� ����� �� ���� ��������� ������ ��� ������������ �

E
d

dλ
< Ψ|Ψ >= 0. �����

�� ��� ����� ��� ������ ������� � ��������� ���� ����� � ����� �������� ���� ��

�������� ���

dE(λ)

dλ
=

�
Ψ(λ)

�����
∂Ĥ(λ)

∂λ

�����Ψ(λ)

�
. �����

�� ������ � ������� �� ���������������� ������� ��� � ����� ��� ���� �� ��

������ �������� ��� ������ �� �� ������� ���������� ������� ��� ������� � �������� �

���������� � ������� ������������� �������� �� ������ �� ������� ��� ����� ������ � ����

��������� �� ����� �� ����� �� ���������



��

�������� � �� ������ ������������� ������

��� ����������

� ������ ������������� ������� ������� �������� �� ��������� ����������� ����� ����

���� ��������� � ���������� �� ������ �� ��������� �� ���������� ���������� ��� � ����

������� �� ���������������� �� ����� ���������� � ����� �� �������� �� ����� ��� ���

�������� ������������� ��� ��� ���������� ������ �� �������� ��������� ���� ����������

������� � ���������� ����� �� �������� �� ���� ��������������ζ � ��� ��� �� ��������

�� ���� �� ���� ��������ζ ��� ����������� ������

� ����� �� ����� � ���������� ���� ��� ������� ��� � ����������� �� ���������

���������� �� ��� � ����������� ������������ �� ��������������� �� ������� ��

���� � � ��������� ���������� ��� ���������� �� �� ���� �� ������ ����� ���� �������
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�� ������ ��� ���������� � ����� ���������� �� ���� �������� �� ������� �������� �������
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�� ����� ����� �� ������� �� �������� ������ �� �������� �������� �������� �

������� �� �� �������� �� ������� �� ����� ����� ��� ��� ��� ������� ����� �������� ��

������� ��� ������ ����������� ���� ��� ��� ������������ ��� �������� ���� ������

���� � ����� �� ���������� � ������� �������� �������� �� ����� ������������ �����

���������� �� ����� ������� ���� �� ����� ����������� �� ����� �� ����������� ��� �������

���� ���������� ������ �� �������� ������������������� � ���� �� ����� ���������� �

������ ���� ��������� � � ������ �� ����� ������� �� �������� �� �������� �� �����

�� ����� ������ ������� ������� ���������� �� � �� ������ ����� �� �� ��������� � �

������������ ���� ��� ���������� ������ ���� ���� �� ����� ��� ����� ������� ��� �����

�� ����� ������ ��� �������� ��� �������� ��������� ������ ����� ���������� ����

��������� �� � ����������� �������������� ��� ��� ����������� ���� ���������� � �������

�� ����� � ������ ���� � ����� ���� �������� ���� ������ � ������� �� ���� � ��� �

����� ��� ���� ������� �� ��� ����� ���� �������� �� �������� ����� �������� ��� �����

� ����� ������������� ������� ����������� ��� � ������� �� �������� � ������� ��

������� �� ���� ���������� ����� ������� � ��� ����� �� ���������� � ��� ���� ������

�� ����������� ��� ���� ����� �� ���������� � ��� �� ��� ���� ���������� ���� � ��������

�� ���������� ���������

����� ����� �� ������� �� ����

����� ����� ����������� �� ������� ����� ������ ����� �� ������� �� ���������

������� ������� �������������

������� ������������� ���� � ������� ������� �� ��������� ��� �������� �� ���������

����� ���� ����� �� ������ ���� ������������ ���� ������ ��������������� ���������

�� ����� �������������� ��� ����� ������� �� �� ������� ������������� ���� ���� ����

������������ � �������� ������

χnlm(r, θ, φ) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) �����

����

Rnl(r) = r� exp
�
−Zr
n

�
β2l+l
n+l (−

2Zr

n
) �����
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��� ������� ��� �� ���������� �������� ��� �� ������� �������������� � ���������

���� �� ����� ������ �� ������� ������ ��� ���� �������� ����

Rn(r, ζ) = N(n, ζ)rn−1 exp(−ζr) �����

����� N(n, ζ)� � �� ����� �� ������������ ���� ���

N(n, ζ) = (2/ζ)(n+l/2)[(2n)!]1/2 �����

�� ������� ����� ζ � �� ��������� ��� ���� ��� �������� ������� �� ��������

�������������

� ��������� ��������� ����� ����� ���� ����� �� ������ ���� �� ����� �� ��������� ����

������ �� ������� �� ������� �� ������������ ���� �� ������� �������������� ��� � �� ����

V = −Z
r
� �� ������� �� ������ ��� �������� ���� � ������� �� ����������� ��� ���������

�� ���� V = ζn/r + [n(n− 1)− l(l + 1)]/(2r2)� ������� ���� ������ ��� ����������� ����

��������� ���������� ����������� �� ����� ��� ������� ���������� � ����� �������������

���� ��� ������� ���� ��� ����� ����� ����� �� ���������� ����� ������������� ������ �����

������������ ���� �� �������� � ������������ �� �������� ���� ����������� ��� �������� ����

��������������� �� ��� ����������� �������� ������ �������� ���� �������� ��� �����

��� ��� ������

������� ������� ����������

�� ������� ���������� ������ ����� ��� ������������� ���� ������� ����� ��� �

����� ������ ����� ����������� ���

Rn(r, α) = N(n, α)rn−1 exp(−rα2) �����

����� ���� ������ ��� � ��������� ζ ��� ������� �� ������� � ����� α ��� �������

�� ������� ����� ������� ���� ��� �������� ������� ��������� ���������������� �

��������� �������� �� �� �������� ������� ���������� �� ����� �� �������� ������� �� ������

���� �� ���� �� ��� � ������� �� ���� �� ���� ������� ���������� ���� ������ ��� ������

��������� � ����� ����� ���� �� ���������� ��� �������� ������ ��� ������� ���� �������

�� ���� ��������� ����������������
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���� ���������� �� ������ � ���������� �� ��� �������� �� ��� ���� �� ����� ������

����� ���� �� ������ ����� �� ������� �� ���� ���������� ��������� � ������������� ���

�������� ����� ���� ���� ��� ������������ �� ������� �������

ψλs =
�

�
Cλs exp[����] �����

������ �� ��������� ���� �� �������� � ���� �� ����� �������� �������� � �������� ��������

������������ �� ���������� ����� �������� ���������� ������ �� ������������ ���� �� �����

� ����������� �� ���������� �� ��� ���������� ����� ������ �� ����� ������ ����� ���

� ������� ��� ���� ����� ��������� ����� ����� �� �������� �� ������� ���������� ��

������ ������ �� ������ �� ��� ������� ��������� ���� �������� �������� �� ������ ��

��������� ����� �������� ���������� � ���������� �� ��� ���������� �� ����� ������ �����

����� � ���� ����� � ������� ����� ���� �� ����� �� ����� �������������� ��� ������� ��

���������� �� ��������� ������������ ����� � � ���������� �� �������� ������������ �����

����� ��������

ψλ(�) =
�

i

cλi φi(�) �����

�� ������� φi ��� ��� ��� ����� ��� �������� ����

φi(�) = (χ−�ix)
n1(y −�iy)

n2(z −�iz)
n3e−αi(�−�i)

2

�����

���� �� n1, n2 � n3� ��� ������� ��������� ���� ������� � �� ������� � ������� �� ���

��������� ��� ���������� �� ����� �������� ������� ������������ �� �������� ��������

φi(�) = |i;n1, n2, n3� = |i;�� �����

���� ���� �� ����� ��� ���� ������� � ����� ��������� ��������� ����� ����� ����

���������� � ���� ��� �������� � ����� �� ���������� � ������� �� �� ��� �������� ��

������� �� ���� � �� ������� ������������ ������ �� ������ ����� ��� �������������� ���

�������� �� ���������� �� �� ���� ������� �������� ���� �������� ������� ���� �� ��������

������ ��� ������ �� ���� ���� ���� ������� �������� ���� � � ��� �������� �� ����

�������ζ���� �� �������� �� ���� ������� � �������� ����� ���� ���� �� ����� ������

�������� ��� ���� ������������ ��������� ���������� �� ���������� ����������� ������

�� ����� � ������� ��� ��� ����������� ��������� ��� � ��������� ���������� ��� ���

�������� ��� ����� �� �������� �� ���������� � �������� ����� ��� �������� ���� �� ���
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���� ���������� ��� ���� ��� ������� ��� ���� �� ���� �������ζ�������� ����� ����

�� ����������� ���� ����� ���� ���� ��� �� �������� ������� ��� ���� �������ζ�����

�� ��������� ����� �� ����� � ����������� ��� ����� �� �� ������ � ��������� �������

���������� ������� ����� ������� ��������� �� ������� ���������� ��� ������� �� ��� �

����� ������ �� � ���������� �� ����� ����� ��������������� ��� ������ ����� ���� � �

������ ��������� ���� ���� ����������� �� �� ��� ����� ����� ������� �� ���� ���� ���

���������� �� ����������� �� ��������� ������ ������������ ���� � ����� ��� ���������

�� ������� �� ���� ��� ����� � �������� ���������� ����� � ������ �� ������ ��������

�������������� �� ��� ��� �������� � �����������������������

����� ������� �� ���� ���� � ������ ������������� ������

� �������� ������ �������� ��� � ��� �� �������� �� ���� ��� ��� ��������� ������

�� �� ����������� ����� �� ���� ��� �� �������� ����� ������ � ���� ���� ����� ���� ��

������������ ���������� ���� ���� �� �������� �������� �� ���� ����� �������� �� ���

������ �������� ������ � �� ��������� ��������� ��������� ����� �� ����� �� ����������

�� �I � ������� �������� ������

φIlmn(�) = φIln(�I)�lm(r̂I). ������

� ������� ���������������� ��� ���� ���� ��� ��������������� ����� �� �� ������ �����

��� �������� ����������������� ��� �� ��� � ����� ����������� �������� ��� ��� �����

������ ������������ �� ������� � ����� ������� ���� � ��������� ���� ��� ����mltiplo−ζ�
�� ������� �� ���� ������� ��� �������� ��� ��� ������������ �� ���� ������ ������ � ����

��� ����� ���� �� ���� �� ����� ��������� � ���� ���� ��� ����������� ���� ������� �� ���

����� �� ������ ������������ ��� ���� �� ���� �single− ζ(SZ))� ���� � ��� ����������

����� ����������� ������� � ����� ����������� ������� � ������ ��������� ��� ��������

��� ������ � ��������������� ������� ���� �������� �� �������� �� ���� ��� �����������

�� ������������ ��� �� ����������� ��������� ����� ������� �� �������� ����� ��������

���� ��������� �� ��������������� �������� ���� ��� ���� ������� ���� ��� �l + δ�l)

���������� �� ���� ��� � �������� �� ������ ������ �� �� �������� ���� �� ����� rcl �

�
− 1

2r

d2

dr2
r +

l(l + 1)

2r2
+ Vl(r)

�
φl(r) = (�l + δ�l)φl(r). ������
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���� ������������� ����� �� ���� mltiplo − ζ ��� ������������ ����� �������� �����

������� ������� ��� � � ���������� �� ��������������� ���������������� ���� ��� � �����

����������� � ����� ������������� ����� �������� ����������� �������� ���� ���������� �����

��� �� ��������� � � ������ ������������� ������ ���������� ������� �� ������� �������

�� ������ ��������������� ����� ������� �� ��������� �������� ζ �� ���� ��� ��������� ����

����������� �������� �� ����������� ��� ����� ��� ������������ ������� �� ���������

����������� �� ����� ���� �� ���� ����������� �������� ���������� � ������� �������

ζ ���� ��� ��� ���������� �� �������� ��������� �������� �� ���� ������������ ����

�� �������� ���������� � ������� ������ ζ φ2ζl (r) ���� � ����� ��������� ��� ���������

�������� ζ ��� �������� ��� �� ��������� ��� ��������� � ������� �

φ2ζl (r) =
rl(al − blr2) �� r < rsl

φlζl (r) �� r ≥ rsl
������

���� �������� �� ���������� ���� �� ������� ����� �������� ������������ ���� ����� ��

������������ � ���������� �������� ���� �������� �� �������� � � ����������� ���� ���

������ ��������� �� �� ������� ����� �������� ε �� ������� �� �� ������� ������� �� �

������ �� ���������� ���� �����

(H − E)δφ = −(δH − δE)φ. ������

�� ������� �������� δH = εz � δE = �φ|δH|φ� = 0 ������ �� ���� �� δH ��� ������

�� ������ �� ������� �������� � ������� ���������� ���������� �� ���� ����������� ���

l� = l ± 1,m� = m� ����� ����� ������� ���������

δHφlm(r) = (ε)r cos()(φl(r)Ylm(r̂) = εrφl(r)(cl−1Yl−1,m + cl + 1Yl+1,m, ������

�

δφlm(r) = ϕl−1(r)Yl−1,m(r̂) + ϕl+1(r)Yl+1,m(r̂). ������

������������ �� �������� ��� ����������� l+1 ���� ������������ ��� �������� ������

� ������ �� ������� ������� ������������� ��� y∗l+1,m(r̂) � ���������� ����� �� ��������� ��

������� �������� ����� �� ��������� � ������� �
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�
− 1

2r

d2

dr2
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