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Parametro da equagao de Tiller e Leu (1980) para Ps
Pressdo no liquido

Pressdo (parte arbitraria do tensor)

Pressdo no constituinte 1

Pressdo nos sélidos

Derivada primeira da pressao nos sélidos
Pressao total

Velocidade superficial da mistura
Velocidade overflow

Velocidade superficial do liquido
Velocidade underflow

Velocidade superficial do sélido

Taxa de alimentagdo

Taxa de overflow

Taxa de underflow

Area da sec¢do transversal
Tempo
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T/ Tensdo extra no constituinte liquido M'L'T™
7! Tensdo extra no constituinte solido M'LT'T?
T, Tensor tensdo no constituinte liquido M'L7T?
T, Tensdo extra (parte constituinte do tensor) M'L'T?
t, Tempo da tangente da curva na camada critica M°LOT!
T Tensor tensdo no constituinte sélido M'L'T?
u Concentragdo volumétrica (varidvel computacional) M°LOT?
U Velocidade de sedimentagdo livre ML'T™!
u* Ponto de maximo da fun¢do gama M°LOT?
u* Ponto de minimo da fun¢ao fbk M°LOT?
U* Velocidade de deslocamento da descontinuidade ML'T™
U 1* ) Velocidade da interface descendente ML'T™
Uoo Parametro da Equacdo (2.9) MLIT™!
Uy Concentragdo volumétrica inicial (varidvel computacional) M°L°T®
Ue Concentragao critica (varidvel computacional) M°LOT?
up Concentragdo de solido no descarte M°LOT?
Up Concentragao alimentacao MLT®
uy Concentra¢io volumétrica na posi¢io x=L (variavel computacional) M°LT’
U, Concentragdo maxima MLOT?
V Volume da mistura M°L°T?
vr Velocidade intersticial do liquido MOL'T™
Vi Volume do liquido M°L’T?
Vso Velocidade inicial de sedimenta¢ao ML'T™!
Vo Velocidade terminal de Stokes MLIT!
Vi Velocidade intersticial do componente i MOLIT™!
Vi Volume do constituinte i ML'T™
v, Velocidade relativa sélido-liquido ML!T™
Vg Velocidade intersticial do solido MOLIT!
X Variavel espacial M°LIT?
z Posicao M°L'T?
Ze Altura do sedimento formado MOLIT?
Z12 Posi¢do da interface descendente M°LIT?
Z34 Posicdo da interface ascendente M°L'T?
a Fung@o escalar isotrépica M°LOT?
a, Funcdo escalar isotrdpica M°LOT?
a, Fung@o escalar isotropica M°L°T?
a, Funcdo escalar isotrépica MLOT®
a, Funcdo escalar isotrépica M°LOT?
P; Concentra¢do massica do constituinte i M'LT°
yﬂ Parametro da equacgdo de Tiller e Leu (1980) para Ps M°L°T?
Ap Variagdo das massas especificas dos constituintes ML T’
€ Porosidade critica MLOT?

(Continua na proxima pagina)
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Eg Concentra¢do volumétrica inicial M°LOT?
Eg Concentragao critica do sélido MLOT?
Eg, parametro da equagdo de Tiller e Leu (1980) M°LOT?
Egp Concentragdo da alimentagdo MLOT?
Eam Concentragdo maxima do sélido ML
Egqy Concentragdo da lama ML
&, Porosidade ML T?
& Fracdo volumétrica do constituinte i M°L°T?
Eg Concentragdo volumétrica de solidos M°LOT?
n Parametro da equacgdo de Tiller e Leu (1980) para & M°LOT?
v Fungao isotropica escalar M°LOT?
r Parametro do modelo matematico alternativo M°LT™!
fbk Fluxo de densidade do sélido da batelada de Kynch MOL'T™!
H Viscosidade do liquido M'L'T
4 Propriedade volumétrica M°LT?
Py Massa especifica do liquido M'L7T
Ps Massa especifica do sélido M'LT’
o, Tensdo efetiva no sélido M'L'T?

o Derivada primeira da tensdo efetiva nos solidos M'L'T?






RESUMO

Sedimentadores sdo equipamentos que promovem a separacdo entre solido e liquido, muito
utilizados em industrias quimicas, industrias de beneficiamento de minério, seja para o
descarte ou para o aproveitamento do sélido e em estagdes de tratamento de agua e efluentes.
O estudo cada vez mais detalhado dos fenomenos que envolvem a separagdo solido-liquido ¢
de fundamental importancia no projeto e avaliacdo de sedimentadores e filtros continuos. Os
processos de separacao solido-liquido, tais como sedimentagdo de particulas solidas em meios
aquosos, podem ser modelados através da introdugdo da Teoria das Misturas da Mecanica do
Continuo, com o uso das equagdes da continuidade e do movimento para os constituintes da
mistura, além da incorporagdo de equacdes constitutivas apropriadas. Tais equacdes
constitutivas relativas a pressdo nos solidos e permeabilidade do meio poroso devem ser
obtidas empiricamente e s@o indispensaveis na avaliagdo do grau de liberdade do sistema para
que equacionamento possa ser resolvido. Neste trabalho foi desenvolvido um modelo
matematico para o fendmeno da sedimentagdo continua, a partir da combinagdo de principios
intrinsecos de uma abordagem fenomenologica consistente fisicamente, com conceitos
matematicos utilizados para a resolu¢do do problema da sedimentacdo, empregando métodos
de resolu¢do numérica que simplificaram consideravelmente a complexidade do problema,
eliminando a necessidade da resolucdo por regides de fronteiras moveis e condigdes de salto.
Simula¢des numéricas para a sedimentagdo continua sdo de grande importancia no projeto de
sedimentadores, e sendo assim, foram realizadas simulagdes do modelo proposto no presente
trabalho, bem como a simulagdo de um modelo apresentado na literatura. A metodologia de
discretizagdo espacial MUSCL de segunda ordem foi aplicada as equagdes diferenciais
parciais numa abordagem com o método das linhas (MOL), determinando-se um conjunto de
equacdes algébrico-diferenciais. A resolu¢do dos modelos matematicos de sedimentagdo
continua em regime transiente foi realizada com o Software Scilab® empregando-se o pacote
computacional DASSL. Para a resolu¢do dos modelos no estado estacionario os perfis de
concentragdo resultam na solu¢do de um problema de valor inicial, cuja resolu¢do numérica
foi realizada com o codigo LSODAR pertencente ao pacote ODEPACK, em uma variante que
encontra as raizes de um conjunto de fungdes ao tempo que integra o sistema diferencial. Os
resultados das simula¢des numéricas mostraram que o modelo misto hiperbdlico-parabolico
apresentado descreve qualitativamente o fendmeno fisico em todo o seu dominio, sem que
haja a necessidade do uso de condigdes de salto nas fronteiras moveis.

Palavras-chave: Separacdo Sélido-Liquido, Sedimentag¢do Continua, Modelagem e Simulagio.






ABSTRACT

Settlers are equipments for solid-liquid separation that are very often used in chemical
industries, wastewater treatment, and ore beneficiating industries to discarding or for the
exploitation of powder solids. The more detailed study of phenomena involving solid-liquid
separation is of fundamental importance in the design and evaluation of sediment and
continuous filters. The processes of solid-liquid separation such as sedimentation of solid
particles in aqueous media, can be modeled by the Mixture’s Theory of Continuum
Mechanics, using the continuity and momentum equations for the constituents of the mixture,
and the incorporation of appropriate constitutive equations. Such constitutive equations for
the pressure in solids and permeability of porous media must be obtained empirically and are
essential in assessing the degree of freedom of the system so that the model can be resolved.
In this work a mathematical model was developed for the phenomenon of continuous
sedimentation, from the combination of the intrinsic principles to a phenomenological
approach physically consistent, with mathematical concepts used to solve the problem of
sedimentation, employing methods of numerical resolution which simplified considerably the
complexity of the problem, eliminating the need of resolution by regions of mobile border and
jump conditions. Numerical simulations for the continuous sedimentation are of great
importance in the design of sediment, thus, have been realized simulation of the model
proposed in this work and the simulation of a model presented in the literature. The
methodology to the spatial discretization MUSCL of second-order was applied to partial
differential equations an approach with the Method of Lines (MOL), determining a set of
differential-algebraic equations. The resolution of the mathematical models of continuous
sedimentation in transient regime was performed with the Software Scilab® by using the
computational package DASSL. For the resolution of the models in the steady state the
concentrations profiles concentration result in a solution of initial value problem, whose
numerical resolution was performed with code LSODAR belonging the package ODEPACK,
in a variant that finds the roots of a set of functions to the time integrating the system
differential. The results of the numerical simulations showed that the mixed hyperbolic-
parabolic model presented describes qualitatively the physical phenomenon in all its domain,
without the necessity of the use of jump conditions on the mobile borders.

Keywords: Solid-liquid separation, Continuous sedimentation, Modeling and Simulation.






CAPITULO 1
INTRODUCAO

A sedimentagdo ¢ um dos processos mais amplamente utilizados na separagdo das
fases solida e liquida. A separag@o das fases sdlida e liquida ocorre em um equipamento
denominado sedimentador. Tais equipamentos sdo muito utilizados em industrias
quimicas, de tratamento de agua e efluentes, em industrias de beneficiamento de minério,
seja para o descarte ou para o aproveitamento do sélido. Neles, a acdo diferenciada do
campo gravitacional sobre as fases solida e liquida, quando a densidade da fase solida ¢
maior que a da fase liquida, conduz ao fendmeno da sedimentagdo, que ¢ a deposi¢cdo da
fase sélida na base do equipamento (SILVA, 2004).

Na literatura, costuma-se classificar os sedimentadores em duas categorias: os
clarificadores, que tém como produto de interesse o liquido e caracterizam-se pela
producdo de lamas com baixas concentragdes e os espessadores, que t€m como produto de
interesse o sdlido e caracterizam-se pela producdo de lamas muito concentradas. Nas
industrias os espessadores sdo os mais utilizados e geralmente operam em regime continuo.

A Figura 1.1 mostra uma vista esquematica de um sedimentador continuo

convencional.

Tubo de alimentagao Mecanismo de rotagdo

Canaleta do "overflow"

e
{"Po;udealimenh;éo

ﬁ

Regiao de liquido clarificado

By

[ T

I .'J'[l|... "i

§ ,Régiéo de sedimentagdo livre

ot

i)

~
Regiao de
compactagdo

Descarga da lama
ou “underflow”

Fonte: Franca e Massarani (2002).

Descarga do liquido “_:ﬁ

clarificado ou "overflow"”

Figura 1.1: Vista esquematica de um sedimentador continuo convencional.

Os sedimentadores continuos apresentam trés correntes de fluxo que podem ser

observadas na Figura 1.1: a alimenta¢@o, contendo a suspensdo que se deseja processar; o
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overflow ou clarificado, praticamente isento de sélidos e a corrente de underflow, ou lama,
que contém uma suspensao mais concentrada que a da alimentagao.

Em sua grande maioria, os equipamentos industriais operam continuamente e
geralmente sdo construidos com secdo circular, dotada de uma parte cilindrica e uma
coOnica que tem como finalidade facilitar a retirada da corrente de fundo do equipamento.
Na parte superior do equipamento observa-se a existéncia de um vertedouro, por onde
transborda a corrente de liquido clarificado. A alimentagdo da suspensdo que se deseja
processar € posicionada na regido central do equipamento e pode ser feita no topo ou no
interior do mesmo.

A partir da década de 1960, diversos estudos vém sendo realizados com a
finalidade de se melhorar o projeto dos sedimentadores, bem como, melhorias estruturais,
como por exemplo, modificagdes mecanicas, mecanismos de raspagem e de retirada da
lama e modificagdes no modo de alimentagdo da suspensdo. A partir de tais modificacdes,
surgiram duas modalidades de sedimentadores: os sedimentadores convencionais € 0s nio-
convencionais. Os sedimentadores convencionais caracterizam-se por apresentar o
didmetro muito maior que a altura e a alimentacdo ¢ feita no topo do equipamento.
Qualquer modificagdo com relagdo ao equipamento convencional caracteriza um
sedimentador como ndo-convencional.

O sedimentador convencional consiste em um tanque provido de um sistema de
alimentagdo de suspensdo ¢ um de retirada da lama, bem como, dispositivos para descarga

do overflow e do underflow. A Figura 1.2 mostra um sedimentador convencional.

Fonte: www.glv.com/docs/products_docs apud Silva (2004).

Figura 1.2: Sedimentador convencional.
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Como exemplos de sedimentadores ndo-convencionais, tem-se o sedimentador
lamelado, que apresenta uma série de placas inclinadas (lamelas) posicionadas
internamente, dispostas lado a lado, formando canais e aumentando assim a taxa de
sedimentacdo, tem-se ainda o sedimentador de Alta Capacidade (High Rate Thickener e
High Capacity), que ¢ semelhante ao continuo convencional, porém com alguma
modificacdo estrutural de projeto que promove o aumento da capacidade do equipamento,
seja por meio da insercdo de lamelas ou modificagdo no posicionamento da alimentagdo da
suspensao, entre outras. Tem-se ainda o sedimentador com Alimentagdo Submersa, no qual
a alimentagdo da suspensdo ¢ feita em um ponto interior da regido de compactagdo. Tal
fato elimina a necessidade da sedimentacdo livre das particulas sdlidas, pois essas ja sdo
alimentadas num leito de lama j& existente, que aprisiona as particulas sélidas, enquanto o
liquido percola o leito ascencionalmente, em dire¢@o a regido de liquido clarificado.

A Figura 1.3 mostra a vista esquematica de um sedimentador lamelado e a Figura
1.4 mostra a configuragdo que engloba as caracteristicas do High Rate Thickener e do High

Capacity.

Retirada de liquido
clarificado

™= Aberturas de entrada

Fonte: www.parkson.com/lamella.htm apud Silva (2004).

Figura 1.3: Vista esquematica de um sedimentador lamelado.
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Alimentagdo
High Rate / High Capacity thickener

convencional

Fontes: www.solidliquid-separation.com e www.outokumpu.com apud Silva (2004).

Figura 1.4: Configurag¢do High Rate | High Capacity thickener.

Devido a larga utilizagdo industrial dos sedimentadores, ha um grande interesse
no conhecimento do dimensionamento e operacdo desses equipamentos, com a finalidade
de melhorar a utilizacdo e eficiéncia no atendimento aos objetivos operacionais. O estudo
cada vez mais detalhado dos fendmenos que envolvem a separagdo sélido-liquido é de
fundamental importancia no projeto e avaliagdo de sedimentadores e filtros continuos.

Os processos de separagdo sdlido-liquido, tais como a sedimentag¢do de particulas
solidas em meios aquosos, podem ser modelados através da introducdo da Teoria das
Misturas da Mecanica do Continuo, com o uso das equacdes da continuidade e do
movimento para os constituintes da mistura, além da incorporagdo de equagdes
constitutivas apropriadas. Equacdes constitutivas para a pressdo nos solidos e
permeabilidade do meio poroso devem ser obtidas empiricamente e sdo indispensaveis na
avaliacdo dos graus de liberdade do sistema para que equacionamento possa ser resolvido.

AROUCA (2007) desenvolveu um modelo fenomenologico alternativo que
contribuiu para a descricio tedrica da sedimentagdo. O modelo de carater misto
hiperbdlico—parabolico obtido se baseia nos principios da Teoria das misturas da Mecanica
do Continuo e em trabalhos inter-relacionados de diversos autores. A solu¢do numérica do
problema consistiu da resolucdo de um conjunto de equagdes algébrico-diferencial que
emprega métodos numéricos acoplados, tais como Diferencas Finitas e Moving Mesh
juntamente com o algoritmo de aproximagdo espacial MUSCL (Monotone Upstream-

centered Schemes for Conservation Laws) de segunda ordem.



Capitulo 1 - Introdugdo 5

Modelos matematicos para a simulagd@o, o projeto e o controle de sedimentadores
continuos sdo de grande interesse teorico, pratico € econdmico. Para tanto, o presente
trabalho tem como objetivo principal a modelagem e simulagdo computacional da
sedimentacdo continua, dada a sua grande importancia nas industrias. O trabalho tem como
objetivos desenvolver um modelo matematico para a sedimenta¢do continua a partir da
extensdo do modelo matematico desenvolvido por AROUCA (2007) referente a
sedimentacdo em batelada, bem como simular a operacdo de sedimentagdo continua nas
regides de sedimentacdo livre e compressdo a partir do modelo proposto para o estado
estaciondrio ¢ para o regime transiente, além de simular o modelo desenvolvido por
BURGER et al. (2005b) referente ao estado estacionario e ao regime transiente.

A estrutura desta dissertagdo ¢ constituida por cinco capitulos. O Capitulo 2
apresenta uma revisdo bibliografica que contempla os principais trabalhos sobre a
sedimentacdo e sua importancia na evolug¢do do desenvolvimento do assunto. O Capitulo 3
apresenta a Modelagem da Sedimentagdo, com base na Teoria das Misturas da Mecanica
do Continuo e o desenvolvimento de alguns modelos matematicos para a sedimentacdo. No
Capitulo 4 s3o apresentados e discutidos os resultados obtidos nas simulagdes numéricas
para sedimenta¢@o continua utilizando o modelo desenvolvido por BURGER ez al. (2005b)
para o regime transiente e estado estacionario e o modelo matematico alternativo proposto
no presente trabalho, também para o regime transiente e estado estacionario. O Capitulo 5
apresenta as principais conclusdes obtidas neste trabalho, bem como algumas sugestdes

para trabalhos futuros.






CAPITULO 2
REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sdo apresentadas as publicacdes mais relevantes no que diz respeito ao
estudo da sedimentagdo em campo gravitacional desde os primeiros estudos conduzidos por

HAZEM (1904) apud DAMASCENO (1992) até os trabalhos publicados mais recentemente.

Os primeiros estudos da sedimentagdo de particulas sélidas em meio aquoso tiveram
inicio em 1904, quando HAZEM apud DAMASCENO (1992) mostrou que o tempo de
residéncia ndo ¢ um fator relevante no projeto de sedimentadores e que a quantidade de
solidos removidos depende da area da secdo transversal do tanque e das propriedades do
material sélido e ¢ inversamente proporcional ao fluxo através do tanque.

Em 1905, Dorr inventou o espessador continuo e tal fato pode ser mencionado como
o ponto de partida da era moderna do espessamento.

No ano 1912, MISHLER deu inicio ao estudo do projeto de sedimentadores a partir
de bases cientificas e prop0s que a area da secdo transversal do equipamento fosse calculada a
partir da velocidade ascencional do liquido, suposta igual a velocidade de sedimentacdo das
particulas. Tal estudo possibilitou a consolidag¢do e tornou mais bem elaborado o projeto de
sedimentadores.

Os primeiros estudos sobre o fendmeno da sedimentacdo em batelada surgiram no
inicio do século, quando COE e CLEVENGER (1916) propuseram uma expressdo, Equagao
(2.1), para calcular a capacidade de sedimentadores continuos a partir de resultados obtidos
em diversos ensaios de sedimentacdo em proveta para concentracdes varidveis entre a
concentracdo de alimentagdo e a concentragdo de retirada na lama. A cada ensaio eram
medidas a concentragdo e a velocidade inicial de sedimentacdo na regido de concentracdo

constante.

v
gy =— 50 2.1)
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na qual g, € a velocidade superficial dos solidos alimentados no sedimentador, vy, € a
velocidade inicial de sedimentagdo num ensaio de sedimentagdo em batelada, &g, € a
concentragdo inicial no ensaio € &y, € a concentracdo da lama. Apesar de ser um modelo

muito simplificado para a sedimenta¢do, 0 mesmo permaneceu em uso por mais de cinquenta
anos.

Em 1940, COMINGS realizou alguns experimentos utilizando um prototipo continuo
e concluiu que a metodologia proposta por COE ¢ CLEVENGER (1916) s6 produz bons
resultados quando ocorre formagdo de sedimentos incompressiveis.

Em meados do ano de 1952, KYNCH desenvolveu uma teoria simplificada para
descrever o fendmeno da sedimentagdo em batelada. O autor propds um modelo matematico
com base na Equacdo da Continuidade para os sélidos, o que reduziu para um o nimero de
ensaios em proveta necessarios para sua utilizagdo. Tal teoria estabelece que a partir do
conhecimento do movimento da interface descendente e da concentracdo inicial, pode-se
determinar a variacdo da velocidade das particulas na suspensdo. Esta teoria esté alicercada na
hipdtese de formagdo de sedimentos incompressiveis, e a sua utilizagdo para o projeto de
sedimentadores que operem com suspensdes que produzem sedimentos com pequenos graus
de compressibilidade pode conduzir a resultados satisfatérios. FEla admite as seguintes

hipoteses:

* A sedimentag¢do ¢ unidimensional,

* A concentrag@o aumenta com o tempo no sentido do fundo do recipiente;

* A velocidade de sedimentagdo tende a zero quando a concentragcdo tende a seu valor
maximo;

* A velocidade de sedimentacdo depende apenas da concentracao local de solidos;

* Os efeitos de parede nao sdo considerados.

A teoria de KYNCH indica que o processo da sedimentacdo em batelada apresenta
quatro regides distintas que sdo apresentadas na Figura 2.1, em que estd representada a

dindmica da sedimentacdo em provetas (a) e a respectiva curva de sedimentagao(b).

|:| Regido de liquido clarificado, na qual ndo ha a presenca de solidos, ou seja, &, =0;
Regido de sedimentacdo livre, na qual a concentragdo de sdlidos € igual a concentracio

inicial, ¢ = ¢, , € a velocidade de sedimentagdo € constante v = vy, ;
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Regido de transicdo, na qual a velocidade de sedimentag@o ¢ decrescente e a concentracio
variade g, a &, ;
Bl Regidio de compressio, na qual a velocidade de sedimentagio é nula e a concentragio ¢

constante e igual ag, .

[] Regido de liquido clarificado
Regido sedimentacio livre

Regido de transi¢do

. Regido de compressao

t=0 t:tl t= tz t= t3 t= t4 0 tl tz t3 t4 t

(a) (b)
Fonte: Silva (2004).
Figura 2.1: A sedimentag@o em batelada segundo KYNCH (1952).

Em seu trabalho, KYNCH tratou apenas da sedimentagdo em batelada, entretanto,
seus resultados puderam ser utilizados no projeto de sedimentadores continuos, uma vez que,
¢ apresentada uma forma de calcular a concentragdo da interface superior em fung¢éo do tempo

de ensaio, dada pela Equagdo 2.2:

g, = 25020 (2.2)

Z.

1

sendo z, a altura inicial da suspensdo em um teste de proveta e z; a interse¢do da tangente a

curva de sedimentagdo, no tempo em questdo, com a reta /=0.
A velocidade de sedimentag@o dos solidos na interface superior pode ser determinada

através da Equagdo 2.3.
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dz z.—z
| 2.3
Vs T t 23)

A interpretagdo grafica dos resultados obtidos por KYNCH ¢ apresentada na Figura

2.2.

>

N

Posi¢do da interface
N

Temno

Fonte: Silva (2004).

Figura 2.2: Determinagdo grafica da concentragdo e da velocidade de sedimentagdo através da

teoria de KYNCH.

A partir do conhecimento de cada ponto (&g,vs), obtido ao longo da curva de

sedimentacgdo, ¢ possivel determinar a capacidade do sedimentador através de uma expressao
semelhante & Equacdo 2.1 e adota-se o menor valor como sendo a capacidade de projeto.

A teoria de KYNCH simplificou substancialmente o projeto de sedimentadores no
que diz respeito ao numero de experimentos necessarios. Ao se utilizar o procedimento
proposto por COE e CLEVENGER (1916), sdo necessarios diversos ensaios de sedimentacdo
em batelada com concentragdes iniciais variando desde concentracdo de alimentagdo do

sedimentador, Egs até a concentra¢do da lama desejada, ¢, . No entanto, ao seu utilizar o
método de KYNCH, necessita-se apenas de um ensaio com concentragdo &, . A utilizagdo do

método de KYNCH demonstra claramente a boa qualidade de suas estimativas,
principalmente no caso de equipamentos que operam com sedimentos incompressiveis.

A fim de obter o calculo da area da secdo transversal de sedimentadores, TALMAGE
e FITCH (1955), desenvolveram um procedimento grafico baseado na teoria de KYNCH. Em

seu estudo os autores propuseram a existéncia de uma camada critica no interior do
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sedimentador, onde o peso efetivo dos sdlidos ¢ equilibrado pela for¢a de arraste do liquido

ascendente, e obtiveram a equacgdo de projeto dada pela Equacdo (2.4).

A,=—= (2.4)

ds E50%

sendo 4, a area unitdria do sedimentador e #, o tempo determinado pela intersec¢do da

tangente a curva de sedimentacdo na camada critica com a linha que representa a

concentracdo da lama, dada pela Equacgdo (2.5):

z=z =—"— (2.5)

Em seus estudos os autores verificaram que as velocidades de sedimentacdo
calculadas através dos métodos de COE E CLEVENGER (1916) e de KYNCH (1952)
apresentam concordancia entre os dois procedimentos no caso de baixas concentragdes.

Com base na teoria de KYNCH (1952), SHANNON et al. (1963) elaboraram um
modelo para sedimentacdo continua e em batelada. Assim como KYNCH, interpretaram que
durante o processo de sedimentacdo ocorre a propagagdo de ondas de concentragdo do fundo
do sedimentador para cima. Os autores realizaram experimentos em que relacionaram a
velocidade de sedimentacdo com a concentragdo e compararam os seus resultados com os
estimados por algumas correlagdes existentes na literatura. Concluiram que a teoria
desenvolvida por eles conduz a resultados razoaveis numa grande faixa de concentracdes.

FITCH (1975a, 1975b, 1975c) apresentou uma revisdo sobre as teorias da
sedimentacdo. Tais artigos apontaram as principais causas de erros no projeto de
sedimentadores. A avaliagdo de FITCH foi dividida em trés partes:

1. Teoria da sedimentagdo por zona;
2. Teoria da compressao;
3. Procedimentos de projeto de sedimentadores.

Através da comparacgdo de resultados tedricos com os obtidos em experiéncias num
prototipo de sedimentador continuo LENNERTZ et al. (1975) mostraram que o método de
KYNCH conduz a resultados melhores para a capacidade que o de COE ¢ CLEVENGER
(1916).
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A partir das equacdes da continuidade e do movimento ADORJAN (1975, 1976)
propos um modelo matematico para a sedimenta¢do continua demonstrando a influéncia da
altura do sedimento sobre o projeto e indicando que existe uma faixa limitada de capacidades
na qual o sedimentador pode operar, o que o levou a definir um fator de carga. O autor
mostrou ainda que, no caso de operagdo com suspensdes em que ocorre a formagdo de
sedimentos compressiveis, o sedimentador pode ser melhor projetado com o auxilio de
ensaios de adensamento em célula de compressdo e permeabilidade. Estes ensaios ja eram
utilizados na caracterizacdo de tortas de filtragdo por RUTH (1946) e GRACE (1953). O autor
demonstrou que, no caso da formag¢do de sedimentos compressiveis, os ensaios de
sedimentacdo em batelada ndo fornecem todas as informagdes necessarias ao projeto de
sedimentadores e, sendo assim, ndo conduzem a resultados reais para suas capacidades.

Em 1976, d’AVILA mostrou que, devido a restri¢do cinematica existente no fundo
do recipiente, onde a velocidade do fluido e a do sélido devem ser nulas, o problema da
sedimentacdo em batelada pode ser abordado apenas pela resolugdo das equagdes da
continuidade ¢ do movimento relativas ao solido, adotando hipoteses constitutivas relativas a
tensdo nos sélidos e a forca resistiva, a fim de tornar o sistema determinado. Segundo d’Avila,
os tensores tensdes nos constituintes sélido e liquido sdo fun¢des apenas da porosidade do
meio. A partir de tais suposi¢des aplicou a Teoria das Misturas da Mecéanica do Continuo e
desenvolveu um modelo matematico que descreve teoricamente o processo de sedimentagio
em batelada. O autor demonstrou que o sistema de equagdes diferenciais obtido apresenta
carater hiperbdlico, prevendo o deslocamento de duas interfaces, uma ascendente e outra
descendente, o que satisfaz o modelo fisico. Demonstrou também que a hipdtese basica de
KYNCH (1952), na qual a velocidade de sedimentagdo ¢ fun¢do apenas da concentracdo
local, implica numa modificacdo do sistema de equagdes diferenciais que descreve o
fendmeno, que passa a apresentar um carater parabolico, onde € prevista apenas a ascensdo da
interface inferior. O modelo matematico de d’Avila (1976) sera apresentado e discutido com
maiores detalhes no Capitulo 3, Modelagem da Sedimentagio.

A partir da necessidade da elaboragio de uma teoria constitutiva, d’AVILA e
SAMPAIO (1977a) enunciaram os teoremas de representagdo das tensdes dos componentes
de uma suspensdo e da forca resistiva para diversas condi¢des de dependéncia funcional.
Demonstraram que, se o tensor tensdo nos sélidos ¢ fungdo apenas da porosidade da
suspensdo, ele apresenta apenas componentes relacionados a compressdo. Os autores

propuseram algumas equagdes de estado para a tensdo nos sélidos no caso da sedimentacéo.
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A partir de analises das solu¢des numéricas do sistema de equagdes diferenciais
proposto por d’AVILA (1976), d’AVILA ¢ SAMPAIO (1977b) estudaram o projeto de
sedimentadores empregando uma equagdo constitutiva para a tensdo nos sdlidos linear em
relacdo a porosidade. Os valores da velocidade de sedimentacdo e da concentragdo
volumétrica, obtidos através da resolugcdo do sistema que necessariamente satisfazia a curva
de sedimentacdo experimental, eram utilizados na equacdo da capacidade do sedimentador,
sendo o valor minimo adotado no projeto. Tal metodologia ndo levava em conta os efeitos da
compressibilidade do sedimento, que, conforme demonstrado por ADORJAN (1976) sdo de
grande importincia. No mesmo ano, 1977¢c, d’AVILA e SAMPAIO estudaram a influéncia
das equagdes constitutivas para a tensdo nos solidos no projeto de sedimentadores. Os autores
resolveram diversas vezes o problema de valor inicial associado ao sistema proposto por
d’AVILA (1976), utilizando em cada caso uma equacdo constitutiva diferente. Consideraram
as condigdes estabelecidas no ponto critico, encontro das duas interfaces, determinado pela
resolucdo do primeiro problema de valor inicial, como as condi¢des iniciais de um novo
problema de wvalor inicial, correspondendo a um segundo estigio no processo de
sedimenta¢do. Compararam suas solugdes com o ensaio experimental e, como resultado
escolheram a equagdo quadratica da tensdo com relagdo a porosidade como sendo a que
conduz a melhores resultados.

No ano de 1977, CONCHA e BASCUR desenvolveram um modelo matematico para
a sedimentacdo que resultou em uma tnica equag¢ao diferencial parcial ndo linear. Tal equagio
foi obtida através da substitui¢do da velocidade relativa, isolada da equagdo do movimento
para os solidos sem termos inerciais, na equacdo da continuidade para os sélidos. Para a
resolucdo da equacdo proposta ¢ necessario o conhecimento de equagdes constitutivas para a
pressao nos solidos e permeabilidade do meio.

TILLER e LEU (1980) propuseram um conjunto de equagdes constitutivas para a
tens@o nos sdlidos e para a permeabilidade de tortas compressiveis. Os autores realizaram
ensaios de adensamento em célula de compressdo e permeabilidade, e apresentaram uma
metodologia grafica simples para a determinagdo dos pardmetros envolvidos nas equagdes
constitutivas. Indicaram, ainda, uma maneira de determinar os pardmetros das equagdes
constitutivas a partir de dados de porosidade e permeabilidade médias.

Através de ensaios de sedimentacdo em batelada, WAKEMAN e HOLDICH (1984)
estudaram a concentra¢do como uma fun¢@o da posi¢@o e do tempo e determinaram valores da
pressdo nos solidos por meio de uma técnica nido destrutiva com base em medidas da

diferenga de potencial elétrico ao longo do recipiente. O sistema utilizado pelos autores era
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composto por varias resisténcias elétricas axialmente distribuidas, de modo que a diferenca de
potencial medida entre cada par de resisténcias podia ser determinada com o auxilio de um
voltimetro digital, controlado por um computador. De posse dos dados de variacdo da
concentracdo de solidos como funcdo da posicdo e do tempo, os autores determinaram a
velocidade de sedimentacdo e pressdo nos solidos. Concluiram que os termos inerciais da
equacdo do movimento podem ser desprezados em relagdo aos demais termos da equagdo e
que seus resultados para a pressdo nos sélidos sé eram confiaveis na regido de compressao,
sendo desprezivel na regido de sedimentagao.

DAMASCENO e¢ MASSARANI, no ano de 1986, estudaram a sedimentacdo
continua em campo gravitacional e desenvolveram um sedimentador continuo dotado de um
fundo filtrante: o sedimentador filtrante. O objetivo do estudo era projetar um equipamento
com uma capacidade maior que a dos sedimentadores convencionais j& existentes.
Propuseram um método para o calculo da capacidade deste sedimentador com base na teoria
de KYNCH (1952). Utilizando os balangos de massa para os componentes da mistura, no
equipamento, obtiveram uma equagdo de projeto para o sedimentador filtrante.

A partir experimentos realizados por DAMASCENO ef al. em 1987 com
sedimentador filtrante, os mesmos concluiram que o modelo proposto por DAMASCENO e
MASSARANI (1986) estima com boa precisdo o desempenho destes equipamentos, além
disso, comprovaram um aumento substancial na capacidade do sedimentador filtrante.

Inspirados nas idéias de ADORJAN (1976), TILLER ¢ CHEN desenvolveram, em
1988, um modelo para descrever o escoamento no interior do sedimento, semelhante ao
adotado na teoria da filtragdo. A resolucdo numérica desse modelo confirma as conclusdes de
ADORJAN com relagdo a existéncia de uma faixa operacional para a capacidade de
sedimentadores.

No ano de 1988, CHEN ampliou o modelo de TILLER e CHEN (1988) para a
sedimentacdo unidimensional em regime transiente e simulou diversas situa¢des como, por
exemplo, as modificagcdes entre dois estados estacionarios. O autor demonstrou que um
sedimentador pode operar diversos dias em regime transiente até alcancar um novo estado
estaciondrio e apresentou alternativas operacionais para minimizar esse tempo.

LANDMAN et al. (1988) efetuaram um estudo da operagdo estacionaria de
espessadores, observando o efeito da variacdo da drea da se¢do transversal do equipamento
sobre seu desempenho. Através de simulagdes, foram estabelecidas as diferengas
fundamentais de comportamento entre os espessadores cilindricos e cOnicos e com segdes

convergente e divergente em relagdo a secdo transversal da regido de alimentacdo. Os
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resultados obtidos demonstraram que, para um dado valor de concentragdo da lama, necessita-
se de um sedimento maior quando se opera com espessadores de se¢do convergente € mais
baixo quando a secdo € divergente, ambos em relagdo ao sedimento necessario em
espessadores cilindricos operando nas mesmas condi¢des. Os autores afirmaram, apoiados em
resultados de simulagdes numéricas, que o espessador com se¢do divergente ¢ mais eficiente
que os de se¢des constante (cilindricos) ou convergente, ndo apresentando qualquer limite
superior para a concentracdo de lama, ao contrario dos ultimos.

Ainda no ano de 1988, FONT comprovou experimentalmente as afirmacdes de
TILLER (1981) e FITCH (1983) de que as caracteristicas emanam tangencialmente a
superficie do sedimento e propds uma sistematica para estimar o crescimento do sedimento a
ser usada quando a medida direta ndo € possivel. Sugeriu uma metodologia para o célculo do
didmetro de sedimentadores levando em conta o crescimento do sedimento.

Utilizando a Técnica de Atenuagdo de Raios Gama, através uma fonte monoenergética
colimada de raios gama (Am**"), DAMASCENO et al. (1989) obtiveram a distribuicdo de
concentragdes em um sedimentador bidimensional de se¢do retangular operando
continuamente. Em seus experimentos, constataram a existéncia de zonas de perturbagdo e
estagnagdo, indicadas por meio de fortes desvios nas curvas de concentra¢do constante,
notadamente nas regides proximas a entrada e da retirada de fundo.

Em 1990 DAMASCENO ¢ MASSARANI efetuaram um estudo experimental sobre
o projeto de sedimentadores pelo método de KYNCH (1952). Baseando-se em ensaios de
sedimentacdo em proveta com diversas alturas de colunas de suspensdo, calcularam o
diametro de sedimentadores para produzir diversas concentracdes de lama. Seus resultados
demonstraram que o valor calculado para o didmetro depende da altura da coluna de
suspensdo, principalmente para os casos de altas concentragdes de lama. Estes autores
presumiram que tal fato ocorre devido a nio considerag@o da regido de sedimento pela teoria
de KYNCH e inferiram que o uso de tal metodologia s6 deve ser indicado ao projeto de
sedimentadores que devem produzir lamas muito diluidas, para as quais o sedimento ndo esta
presente, como no caso de clarificadores. Além disso, os autores verificaram que, para o
projeto de sedimentadores utilizando este método, deve-se realizar um ensaio de
sedimentacdo em proveta, cuja altura da coluna de suspensdo seja igual a altura do
sedimentador.

Também no ano de 1990, FONT desenvolveu um método para o calculo da altura do
sedimento em um espessador continuo, considerando apenas as variagcdes das alturas das

interfaces ascendente e descendente, em relacdo ao tempo, obtidas em ensaios de
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sedimenta¢do em batelada. A sistematica proposta pelo autor ndo necessita do suporte de
ensaios de adensamento em células de compressdo e permeabilidade para descrever a regido
de compressdo, mas pressupde o conhecimento da variacdo da altura do sedimento com o
tempo em ensaios de sedimentacdo em batelada, fato que raramente ocorre na pratica.

No ano de 1991, WATERS e GALVIN apud DAMASCENO (1992) propuseram um
novo procedimento experimental para a determinagdo da curva da velocidade superficial dos
solidos versus concentragdo. Tal procedimento considera medidas de concentracdo em varias
alturas de um leito de sélidos sedimentados através de estudos de sedimentacdo semi-
continua. Os autores verificaram que a curva da velocidade superficial dos sélidos depende
da vazdo de solidos alimentado e que o método de KYNCH (1952) sé produz resultados
razoaveis quando o fluxo de so6lidos alimentados ¢ grande. O procedimento proposto pelos
autores faz uso de medidas destrutivas, o que interfere na qualidade final dos resultados. Além
disso, pressupde que o fluxo de sélidos é fungdo apenas da concentragdo local, fato que sé ¢é
aceitavel quando a tensdo nos sélidos é desprezivel, o que ocorre apenas em sistemas muito
diluidos. Segundo Damasceno (1992), tal metodologia deve produzir poucas informagdes
adicionais aquelas obtidas a partir do método de KYNCH (1952) e, considerando as
dificuldades experimentais introduzidas, ¢ bastante questionavel a sua utilizacdo devido a alta
relacdo entre o esfor¢o experimental despendido e o beneficio obtido.

Novamente fazendo uso da técnica de raios gama, DAMASCENO et al. (1991)
propuseram um procedimento tedrico/experimental para a determinacdo dos parametros de
equagdes constitutivas para a tensdo nos sdlidos e permeabilidade do meio poroso, supostos
funcgdes apenas da concentragdo local de sélidos. Os autores realizaram ensaios estaticos para
a determinagdo de pressdo nos solidos e dinamicos para a determinacdo da permeabilidade do
sistema, ambos baseados no conhecimento da distribui¢do de concentracdes ao longo do
sedimento formado. Para o caso da tensdo nos solidos, os resultados apresentaram um alto
grau de reprodutibilidade e um pequeno desvio padrio ja para o caso da permeabilidade do
meio poroso, observou-se um aumento consideravel da dispersdo dos pontos experimentais,
provavelmente devido ao fato das condi¢des de escoamento no interior do recipiente de teste
nio serem unidimensionais, conforme considerado.

Objetivando equacionar o problema do espessamento continuo, DAMASCENO
(1992) desenvolveu um modelo matematico fundamento na Teoria das Misturas da Mecanica
do Continuo. As fungdes pressdo nos solidos e permeabilidade do sistema foram obtidas
através de ensaios de sedimentagdo, monitorados pela técnica de atenuagdo de raios gama

(DAMASCENO et al., 1991), partindo do pressuposto que tais variaveis dependem apenas da
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porosidade local de so6lidos, como afirma um grande nimero de autores. A partir das equacdes
constitutivas obtidas, foram realizadas simulagdes das operagdes de espessadores em regimes
permanente e transiente, que demonstraram que estes equipamentos apresentam um tempo de
resposta a alteracdes em suas condi¢cdes operacionais. O autor verificou que ciclos
operacionais ndo estaciondrios podem ser idealizados para os espessadores considerando
alteracdes periddicas de carga. DAMASCENO (1992) concluiu que a altura do sedimento ¢
um parametro de suma importancia no projeto de sedimentadores. Além disso, o autor
concluiu que os termos inerciais da equagdo do movimento podem ser desprezados para o
caso do espessamento continuo.

DAMASCENO e MASSARANI (1993) analisaram diferentes metodologias
utilizadas no projeto de sedimentadores através do método de COE e CLEVENGER (1916), o
método de KYNCH (1952) e o de TILLER e CHEN (1988). Uma comparacio feita entre os
trés procedimentos mostrou que os métodos de COE e CLEVENGER (1916) e de KYNCH
(1952) conduzem a resultados satisfatorios para a regido de sedimentagdo propriamente dita,
enquanto o método de TILLER e CHEN (1988) ¢ aplicavel a estudos na regido de
compressdo. Para materiais pouco compressiveis 0 método de KYNCH (1952) ¢ o indicado,
dada a simplicidade do método e os bons resultados comprovados. O método de TILLER e
CHEN (1988) também pode ser utilizado com confiabilidade para o projeto, porém mostra
que, para a determinacdo das propriedades do sedimento, os ensaios de sedimentacdo em
proveta ndo sdo suficientes, sendo indicado o uso de ensaios de adensamento, no caso de
sedimentos compressiveis.

A partir de sedimentadores em batelada, em 1993, FONT e RUIZ estudaram a
simulacdo de espessadores continuos em regime transiente, através da evolugdo da interface
suspensao-liquido sobrenadante, da interface do sedimento e das linhas de concentragdo
constantes, as linhas de equiconcentracdes. Concluiram que os testes em batelada podem ser
aplicados também para o espessamento continuo, considerando o deslocamento das linhas
caracteristicas do fundo até a superficie do sedimento e das linhas divergentes de
concentragdo nos solidos na zona de compressdo. Os autores observaram que embora
conhecido que nos testes em batelada a altura da zona de compressdo ¢ maior do que a
observada no espessamento continuo, as diferencas entre estas medidas ndo comprometem as
consideragdes feitas pelos autores. Este método € valido para casos em que a concentracdo da
lama estd compreendida entre a concentragdo da suspensdo de alimentag¢do e a concentragdo

de lama no ensaio em batelada.
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CONCHA et al desenvolveram, em 1994, um modelo matematico para
sedimentadores de alta capacidade para suspensdes floculentas. Segundo os autores, na
configura¢do convencional, o0 mecanismo predominante de espessamento ¢ a sedimentacdo
livre. A capacidade destes equipamentos ¢ limitada pela velocidade livre de sedimentacdo dos
flocos na regido compreendida entre as regides de liquido clarificado e de compactagdo. Na
configura¢do ndo-convencional, como a alimentacdo ¢ feita dentro da regido de compactagio,
ocorre a eliminagdo da regido de sedimentacdo livre, € com isso, a eliminagdo da restri¢do da
capacidade. O modelo propde que o aumento na capacidade do equipamento se da na faixa de
uma ordem de grandeza, frente a configura¢do convencional.

A fim de determinar dos pardmetros de equagdes constitutivas para a pressdo nos
solidos, FRANCA et al. (1995) desenvolveram uma metodologia experimental simples que
possibilitasse determinagdo de tais pardmetros. Foram realizados ensaios tradicionais de
sedimentacdo, para varias concentragdes iniciais de solidos nos quais valores médios de
concentracdo eram obtidos a partir do conhecimento das alturas finais do sedimento em tubos
de diferentes didmetros. Com o perfil de concentragdes se determinava a pressao nos solidos
através da equacdo do movimento. Os resultados obtidos por meio dessa metodologia
reproduziram bem os apresentados por DAMASCENO (1992). Os autores concluiram que a
metodologia proposta ¢ adequada para a determinacdo de parametros de equagdes
constitutivas para pressdo nos solidos.

No ano seguinte, 1996, FRANCA et al. estudou a operacdo de espessadores
continuos com alimentagdo préxima a base do equipamento. Esta modificacdo
configuracional do equipamento reduziu o fendmeno da sedimentacdo, dando lugar a um
processo semelhante a filtragdo. Os experimentos de sedimentacdo continua mostraram que
esta modificagdo proporcionou um aumento de 25% na capacidade do espessador. Foram
estimados também os pardmetros das equagdes da pressdo nos solidos, através de ensaios em
proveta, e da forca resistiva que o fluido exerce na matriz sélida, através de ensaios de
fluidizacdo homogénea, a partir das propriedades do sedimento.

Com base em dados de testes em batelada, FONT e LAVEDA (1996) propuseram
um modelo para o projeto de sedimentadores continuos. Os autores calcularam a area por
unidade de vazao volumétrica e a altura da lama para diferentes concentracdes de sélido na
lama em um sedimentador continuo em um intervalo especifico. Os autores ressaltaram que o
modelo de projeto deve ser testado com sedimentadores em escala de laboratdério operando

semicontinuamente.
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SPANNENBERG ef al. examinaram experimentalmente, em 1996, a sedimentagdo
diferencial de uma suspensdo binaria, sob condigdes de sedimentacdo continua, a partir de
uma zona de sedimentacdo com profundidade de 1,50 m. Os autores concluiram que as
particulas grossas alcangaram o estado estaciondrio e chegaram ao underflow juntamente com
as particulas finas, no entanto, as particulas finas levaram cerca de 0,6 h a mais para alcangar
o estado estacionario, resultando em uma acumulacdo desproporcionada da espécie fina.
Testes de sedimentagdo em batelada realizados em baixas concentragdes indicam que os
efeitos das interacdes bindrias com relacdo a diferenga de tamanho das particulas sdo
insignificantes, ¢ que a velocidade de sedimentacdo s6 depende da concentragdo total das
particulas. Os autores demonstraram que as interagdes bindrias sdo importantes, pelo menos
durante o periodo de transi¢do para o estado estaciondrio. Os autores observaram que as
particulas de uma suspensdo apresentam uma ampla distribuicdo de velocidades, na medida
em que particulas isoladas sejam observadas e que as velocidades de e queda sejam
relativamente elevados. Além disso, em um sistema binario no qual uma espécie sedimenta
mais rapidamente do que a outra, o potencial € maior variancia, especialmente para as
espécies mais lentas, deve ser superior.

Em 1998, BURGER e CONCHA desenvolveram um modelo fenomenologico para a
sedimentacdo em campo gravitacional de suspensdes floculentas a partir dos principios
basicos da mecanica do continuo. O modelo unidimensional consiste de uma equagdo
diferencial parcial hiperbolica de primeira ordem, para a sedimenta¢do propriamente dita, e
uma equagdo diferencial parcial de segunda ordem, com cardter parabdlico, para
concentragdes locais superiores a concentragdo critica do material solido utilizado no
processo. Através da aplicacdo do método das diferencas finitas foram obtidos os resultados
da simulacdo numérica, obtendo-se assim, o perfil de concentragdo ao longo do sedimentador.
Certamente o grande avango no desenvolvimento deste modelo reside no fato de que os
problemas tanto da sedimentac¢do continua quanto da sedimentagdo em batelada podem ser
resolvidos em todo o dominio do espaco e do tempo, sem que haja a necessidade de divisdo
do problema em subdominios de fronteiras mdveis. Para o processo em batelada, os resultados
numéricos obtidos foram comparados com resultados experimentais e obteve-se uma boa
concordancia entre ambos. Para o caso do espessamento continuo, foram realizadas
simulacdes variando-se situacdes de partida e mudanga de estado estacionario. No entanto,
ndo foi realizado nenhum estudo experimental em sedimentadores continuos com o objetivo
de validagdo do modelo proposto pelos autores. O modelo matematico de BURGER e

CONCHA (1998) sera apresentado no Capitulo 3, Modelagem da Sedimentagao.
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BURGER e WENDLAND (1998a) apresentaram um modelo matematico
unidimensional para a sedimentagdo e compactagdo de uma suspensdo floculada sob
influéncia da gravidade. O modelo foi formulado como um problema do valor do inicial-
contorno de uma equagdo diferencial parcial quasilinear do tipo parabélico da segunda ordem
para a concentragdo volumétrica de solido local em fun¢ao da altura e do tempo. Esta equagdo
degenera-se em uma equagdo do tipo hiperbolica de primeira ordem se a concentragdo de
solidos ¢ menor do que um valor critico, € os autores provaram a existéncia da estabilidade e
unicidade das solugdes generalizadas de tal problema de valor inicial-contorno.

Dando continuidade a seus estudos, BURGER ¢ WENDLAND (1998b),
apresentaram um problema de valor initial-contorno de uma equagdo parabolica quasilinear
degenerativa para a sedimentacdo e compactagdo de uma suspensdo floculada. Os autores
fomularam a defini¢do correspondente de solug¢des generalizadas e a partir desta defini¢do as
condi¢des do salto e da entropia t€ém que ser satisfeitas nas descontinuidades, foi derivada
ainda uma condi¢do da entropia valida em um limite do dominio computacional, o que
implica uma reformulag¢do do conjunto de valores na condi¢do de contorno original.

Ainda no ano de 1998, FERNANDES estudou o desempenho de um sedimentador
filtrante. Os ensaios realizados em um protdtipo continuo mostraram que a metodologia
proposta por DAMASCENO e MASSARANI (1986) para o projeto e avaliacdo do
desempenho deste equipamento ndo descreveu com muita precisio o comportamento
experimental do equipamento para as condi¢cdes operacionais adotadas, devido
principalmente, a dificuldade de prever a altura média da torta de filtragdo. O estudo
desenvolvido revelou que o sedimentador filtrante estudado apresentou capacidades sempre
superiores aquelas previstas para sedimentadores convencionais do tipo Dorr-Oliver operando
nas mesmas condi¢cdes. Para o meio filtrante utilizado, foi observado um aumento na
capacidade, o que equivale a uma redugdo na drea da secdo transversal em torno deste valor.

No ano de 1999, FREITAS et al. estudaram o desempenho de trés espessadores de
geometrias diferentes: convencional, o conico-convergente ¢ o conico-divergente. Os ensaios
experimentais visavam verificar o comportamento da capacidade de espessadores com a
variacdo em sua geometria. Os autores compararam os resultados obtidos experimentalmente
com os resultados obtidos por simulagdes computacionais, € observaram que o espessador
convencional apresentou capacidade maior que o espessador conico-convergente, porém
menor quando comparado ao espessador conico-divergente. Observaram, também, por meio
de simula¢des computacionais, que quanto maior o valor absoluto do angulo do vértice conico

maior a diferenca entre as capacidades dos sistemas conico e convencional.
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Continuando seus estudos, FRANCA ef al. (1999) desenvolveram uma metodologia
para determinar os parametros das equagdes para a pressao nos solidos e a permeabilidade do
sistema por meio de experimentos conjuntos de sedimentacdo em batelada e continua. Foram
realizadas simulacdes computacionais com base em um modelo da sedimentacdo em batelada
que considerava a existéncia de duas regides distintas durante os testes: as regides de
sedimentacdo livre e de compactagdo, acopladas através de equacdes de balango de massa
global e restri¢do das alturas. A estimativa dos parametros destas equacdes era feita através do
ajuste entre os resultados do modelo e dados experimentais da curva de sedimentacdo em
batelada. No caso do sedimentador continuo, os valores calculados de alturas da regido de
compacta¢do se aproximaram bastante dos valores tedrico-experimentais por eles obtidos.

Ainda no ano de 1999, BURGER ef al. estudaram o comportamento transiente de
suspensoes floculadas em um sedimentador ideal e realizaram diversas simulagdes através da
solugdo numérica da equagdo hiperbolica-parabolica da teoria fenomenoldgica da
sedimentagdo. Os autores mostraram que o modelo fenomenoldgico de suspensdes floculadas
e a solugdo numérica predizem razoavelmente bem o comportamento das suspensdes
floculadas para a maioria das aplicacdes.

Baseado em seu trabalho anterior sobre sedimentador filtrante, FERNANDES, 1998)
e FERNANDES et al. (2000) publicaram um artigo, porém com uma corre¢do na area de
filtracdo. Verificaram que o sedimentador filtrante apresentou um aumento na capacidade em
relacdo ao sedimentador convencional, operando sob as mesmas condigdes. Os autores
verificaram ainda que o modelo teérico de DAMASCENO e MASSARANI (1986), utilizado
no célculo da capacidade tedrica do sedimentador filtrante, conduziu a estimativas da
capacidade com erros médios de 41 %. Concluiram que os erros na estimativa da capacidade
deviam-se a dificuldades em medir a espessura média da torta de filtragdo e que o aumento na
capacidade compensa a desvantagem do aumento no custo do filtro a ser incorporado ao
sedimentador convencional.

No ano de 2000, BURGER desenvolveu uma série de trabalhos relacionados ao
fenomeno da sedimentag@o que sdo discutidos abaixo.

BURGER et al. (2000a) desenvolveram uma teoria fenomenoldgica geral de
processos da sedimentacdo-compactacdo de suspensdes floculadas. Os autores desenvolveram
uma modelo matematico para este processo aplicando hipdteses constitutivas e uma
subseqliente andlise dimensional das equagdes de balango de massa e do movimento para os
componentes solido e liquido. Considerando duas ou trés dimensdes espaciais a resolucdo

destas equagdes depende da escolha da fase e da viscosidade da mistura. Para uma dimensao
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espacial, entretanto, este modelo reduz-se a uma equagdo parabdlica quasilinear fortemente
degenerativa, para a qual as solugdes analiticas e numéricas estdo disponiveis. A teoria foi
aplicada para o processo da sedimentacdo-compactagdo em batelada.

BURGER (2000) estudou a teoria fenomenoldgica da sedimentacdo de uma
suspensdo floculada, com uma mistura composta por constituintes solido e liquido. O autor
contribui com seu trabalho por apresentar uma revisdo da formulagdo, andlise e a solugdo
numérica de modelos matematicos, com €énfase em resultados tedricos e numéricos para a
simulacdo do comportamento de lamas compressiveis.

BURGER et al. (2000a) desenvolveram uma teoria fenomenoldgica geral de
processos da sedimentacdo-compactag@o de suspensdes floculadas. Os autores desenvolveram
uma modelo matemdtico para estes processos aplicando hipéteses constitutivas e uma
subseqliente andlise dimensional das equacdse de balangco de massa e equagdes e do
movimento para os componentes solido e liquido. Considerando duas ou trés dimensdes
espaciais a resolugdo destas equagdes depende da escolha da fase e da viscosidade da mistura.
Para uma dimensdo espacial, entretanto, este modelo reduz-se a uma equagdo parabdlica
quasilinear fortemente degenerativa, para a qual as solu¢des analiticas e numéricas estdo
disponiveis. A teoria foi aplicada para o processo da sedimentacdo-compactagdo em batelada.

BURGER et al. (2000b) realizaram uma comparagdo de diversas teorias que t€ém sido
empregadas para interpretar as medidas experimentais da sedimentacdo floculenta, publicadas
por diversos pesquisadores. Os autores desenvolveram um modelo fenomenologico através de
simulacdes dos dados disponiveis e solucionaram numericamente o modelo proposto através
da utilizacdo das equacdes constitutivas envolvidas no fendmeno. Os resultados obtidos foram
comparados com os dos respectivos autores. Concluiram que para todos os estudos
envolvidos, a teoria fenomenoldgica predizia corretamente o comportamento experimental de
diversas suspensdes floculentas.

BURGER ef al. (2000c) apresentaram e elaboraram métodos numéricos que podem
ser usados para simular corretamente o modelo para suspensdes floculentas que consiste de
uma equagdo diferencial parcial de segunda ordem do tipo misto hiperbdrlico-parabdlico, isto
¢, métodos conservadores que satisfazem um principio discreto de entropia. Os autores
incluiram em sua discussdo o método de diferenca finita e o método da divisdo de operador,
além de simular a sedimentagcdo de suspensdes floculadas utilizando o método baseado na
divisdo de operador.

BURGER ef al. (2000d) estudaram simulagdo numérica da sedimentagdo de

suspensoes polidispersas de esferas. Os autores consideraram espécies da particula com
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tamanhos e densidades diferentes ¢ mostraram que esquemas numéricos de captura modernos
podem ser empregados como uma ferramenta eficiente para a solu¢do de sistemas de leis de
conservagdo na simulacdo da sedimentag@o de suspensdes polidispersas e demonstraram isto
comparando resultados experimentais e tedricos publicados, bem como a simulagdo de
algumas configuracdes hipotéticas.

BURGER et al. (2000¢) investigaram o problema do valor do inicial para uma
equagdo quasilinear fortemente degenerativa nos termos da difusdo e convecgdo com um
coeficiente de difusdo descontinuo para o caso da modelagem matematica do processo de
sedimentagdo-compactagdo. Os autores mostraram a existéncia das solugdes da entropia que
pertencem a classe de fungdes BV (Bounded Variation) a partir do método de
desaparecimento da viscosidade. A prova da existéncia para um dos modelos inclui um novo
resultado da regularidade para o coeficiente de difusdo integrado. A aplicagdo do modelo da
sedimentacdo-compactagao ¢ ilustrada através de dois exemplos numéricos.

Também no ano 2000, GARRIDO et al. determinaram as fungdes para a funcdo
densidade do fluxo da batelada de Kynch e para a tensdo efetiva dos s6lidos que aparecem na
modelagem da sedimentacdo-compactagdo a partir da introdu¢do da teoria fenomenologica
para suspensdes floculadas, sendo que estas fungdes dependem somente da concentragdo local
dos sdélidos. Os autores resolveram numericamente o modelo matematico que emprega tais
funcdes. Os resultados numéricos obtidos pelos autores foram comparados as respectivas
medidas experimentais. Verificou-se uma boa concordancia entre os dados numéricos e
experimentais que confirma a validade da teoria fenomenoldgica

Em 2001, DIEHL realizou um estudo sobre graficos de operacdo para sedimentacao
continua. O autor introduziu conceitos e estabeleceu resultados sobre a dependéncia das
solucdes do estado estaciondrio sobre varidveis de controle comumente utilizadas: o fluxo
volumétrico de underflow. O autor discutiu ainda os sistemas propostos e sugeriu critérios de
controle e objetivos no que diz respeito as solucdes do estado estacionario.

BURGER et al. (2001a) mostraram que um esquema central de segunda ordem para
a solucdo de sistemas de leis de conservacdo pode ser empregado como uma ferramenta
eficiente para a simulag@o da sedimentacdo de suspensdes polidispersas. Isto foi demonstrado
a partir de uma compara¢cdo com um estudo experimental publicado da sedimentacdo de uma
suspensdo do bidispersa. Além disso, comparam a predicdo do modelo cinematico
unidimensional da sedimentacdo com a simulacdo tridimensional de uma particula e
concluiram que as tais simula¢des podem ser realizadas apenas em uma coluna pequena area

de secdo transversal.
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No ano de 2001, BURGER e KARLSEN apresentaram e demonstraram diversos
esquemas da diferencas finitas que podem ser utilizados para simular corretamente o modelo
da sedimentagdo-compactagdo na engenharia civil e quimica e em aplicagdes do
processamento mineral, isto €, esquemas conservadores que satisfazem o principio discreto da
entropia. Os autores consideraram os esquemas da diferencas finitas do tipo upwind e
discutiram as propriedades da estabilidade e da convergéncia dos esquemas propostos. O
desempenho dos esquemas propostos foi demonstrado a partir da simulacdo de dois casos da
sedimentac¢do em batelada e de um caso da sedimentagdo continua de suspensdes floculadas.
Os autores mostraram que estes esquemas aproximam a solugdo correta destes problemas, e
que podem ser empregados para simular eficientemente os processos de sedimentacdo em
batelada e continua de suspensdes floculentas.

BURGER e KUNIK (2001) analisaram o caso especial de tanques de sedimentagdo
fechados. O caso de um pequeno tempo inicial ¢ um grande tempo final para a condi¢do de
compactagdo conduz a expressdes explicitas para fluxo que constitui um teste importante da
teoria da sedimentagdo-compactagdo. Os problemas de valor do inicial resultantes foram
resolvidos numericamente através de uma adaptagdo de um dos esquemas numéricos
desenvolvidos para problemas de conveccao-difusdo fortemente degenerativos. Entretanto, do
ponto de vista fisico, ambos os resultados analiticos e numéricos revelam uma deficiéncia do
campo geral das equagdes. Os autores incluiram em sua discuss@o um caso especial da teoria
de Kynch e as andlises conhecidas da sedimentagdo em tanques com as paredes inclinados
com a formagdo de ondas cinematicas, que apresentam as mesmas deficiéncias.

BURGER et al (2001b) estudaram diversos problemas do valor inicial
multidimensionais que modelam o processo da sedimentagdo-compactagdo de uma suspensao
floculada. A fundamentacdo e a derivagdo fenomenologica do modelo matematico
desenvolvido foram baseadas em trabalhos anteriores de BURGER et al. (2000a). Os autores
estudaram o acoplamento da equacdo da conservagdo de massa e da equacdo da conservagdo
de momento e ilustram algumas propriedades fundamentais dos sistemas do ponto de vista
energético. As estimativas da energia de todos os sistemas discutidos no trabalho mostram
que os sistemas sdo dissipativos e naturalmente concordam com a segunda lei da
termodindmica. A natureza dissipativa de todo o sistema garante a existéncia, bem como a
estabilidade de uma solu¢do do sistema. As estimativas da energia podem ajudar na
fundamentag@o para a concepc¢ao de algoritmos numéricos para a simulag@o do sistema.

Também no ano de 2001, BURGER ¢ WENDLAND apresentaram uma revisdo das

contribui¢cdes para a pesquisa no processo de sedimentacdo realizadas durante o século 20
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com um foco nas diferentes etapas diferentes do progresso que foram desenvolvidas para
melhor entender a sedimentagdo continua e em batelada no processamento mineral. Algumas
extensoes desta teoria de Kynch (1952) para a sedimentacdo continua, suspensdes floculentas
e polidispersas, tanques com area da seccdo transversal variavel, centrifugadores e varias
dimensdes espaciais, bem como suas aplicagdes atuais sdo revistas e apresentadas no trabalho.

BURGER e CONCHA (2002, 2003) realizaram uma revisdo dos estudos em
sedimentacdo e espessamento desenvolvidos no século XX e indicaram as principais
contribui¢des para o seu desenvolvimento, citando resumidamente grandes teorias, como a
Teoria da Sedimentacdo de KYNCH (1952), bem como sua extensdo para a sedimentacdo
continua. Os autores realizaram a revisao através de uma perspectiva histdrica que contempla
0s principais acontecimentos em periodos que se iniciam com a invengdo e o projeto de
espessadores, 1900-1940; a descoberta dos pardmetros operacionais mais importantes em
1940-1950; a formulagdo da teoria da sedimentacdo, que prevaleceu fortemente de 1950-
1970; a teoria fenomenoldgica ocorrida nas décadas de 70 e 80; e, a teoria matematica até os
dias atuais (AROUCA, 2007). Também propuseram exemplos numéricos para a simulagdo da
sedimentacdo em batelada e para o espessamento continuo de suspensoes floculentas.

Em 2002, BURGER et al. desenvolveram um modelo mateméatico generalizado para
a sedimentacdo de suspensdes polidispersas e multidimesional a partir da teoria cinematica
da sedimenta¢do unidimensional de suspensdes de pequenas esferas com densidades iguais.
O modelo matematico ¢ obtido a partir da introdug@o de hipoteses constitutivas e executando
uma andalise dimensional, ¢ um sistema das leis de conservagdo de primeira ordem para a
concentracdo de sdlidos acoplada a uma variante do sistema de Stokes para o fluxo
incompressivel que descreve a mistura. Os autores mostraram que a perda da hiperbolicidade
que ocorre no modelo para autovalores do sistema Jacobiano de primeira ordem pode ser visto
como um critério da instabilidade para suspensdes polidispersas arbitrarias, e para misturas
tridispersas este critério pode ser avaliado por um calculo conveniente de um discriminante.
Os autores ainda determinaram as regides de instabilidade para trés diferentes escolhas do
vetor fluxo do sistema de primeira ordem da lei de conservacdo. A partir de uma analise os
autores verificaram a estabilidade para um sistema de primeira ordem das leis de conservacao,
mas suas predigdes sdo aplicaveis para todo o sistema multidimensional das equagdes do
modelo. Os resultados obtidos no trabalho sdo consistentes com a evidéncia experimental e
sdo apropriadamente incorporados no atual contexto de conhecimento de sistemas leis de

conservagdo ndo-hiperbolicos.
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Com o objetivo de fazer o levantamento das curvas de capacidade previstas pelo
modelo de TILLER e CHEN (1988), SILVA (2002) realizou testes com espessadores conico-
cilindricos. Os resultados obtidos concordam, qualitativamente, com os obtidos por FREITAS
et al. (1999). No mesmo ano, FREITAS realizou um estudo experimental em sedimentadores
filtrantes operando em estado estaciondrio e continuamente. Os ensaios foram realizados em
um protétipo com cerca de 100 cm de altura e rea da secdo transversal de 160 cm?, utilizando
suspensdo aquosa de sulfato de bario. A autora observou que para os sedimentadores
filtrantes, a regido de opera¢do continua ocorre em uma faixa de vazdes maiores que as do
sedimentador convencional e que a escolha de um meio filtrante de resisténcia adequada pode
promover um aumento significativo em sua capacidade.

Em 2003, BURGER et al. estudaram um modelo de sedimentacdo continua de
suspensoes de pequenas particulas solidas dispersas em um fluido viscoso. O modelo foi
descrito por um problema de valor inicial para a lei de conservagao escalar unidimensional de
com uma fun¢do fluxo que dependa descontinuamente da varidvel espacial. Os autores
construiram uma solu¢do fraca para o modelo provando a convergéncia de um método de
monitoramento a frente. A partir de alguns exemplos numéricos os autores demonstraram que
o método de monitoramento a frente pode ser usado como uma ferramenta altamente eficiente
e exata para a simulagdo da sedimentagdo continua.

GARRIDO et al. (2003a) desenvolveram um software para o projeto e simulagdo da
sedimenta¢do continua ¢ em batelada com base nas solugdes do estado estacionario e
transientes da teoria fenomenoldgica da sedimentacdo. Considerando o caso da sedimentacdo
em batelada a concentragdo inicial e critica, bem como a altura da suspensao inicial devem ser
incorporadas juntamente com os parametros da func¢do densidade de fluxo e da tensdo efetiva
de sélidos. O resultado obtido ¢ um grafico que mostra as linhas de concentragdo constante e
um grafico do perfil da concentragdo para diversos tempos. Para caso da sedimentagdo
continua, o programa calcula a area do sedimentador exigido para tratar uma determinada taxa
de alimentagdo. Os parametros de entrada sdo a taxa de alimentag@o continua e a concentragio
exigida na retirada da lama, juntamente com os pardmetros da sedimentacdo. E apresentado
um exemplo a fim de se mostrar a aplicacido do software.

GARRIDO et al. (2003b) apresentaram uma teoria unificada da separacdo sdélido-
liquido de suspensdes floculadas que incluem sedimentacdo, centrifugacdo e filtracdo. Os
autores realizaram um levantamento das variaveis e equacgdes para cada uma das operagdes e
estabeleceram uma compatibilidade entre eles, mostrando assim que estes processos podem

ser descritos por variagdes de uma equagdo diferencial parcial hiperbolica-parabdlica
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fortemente degenerativa com condicdes inicial e de limite apropriadas. A fim de completar a
descricdo feita pelos autores, foram utilizadas as equagdes constitutivas para a forca de
interagdo do sélido-liquido na suspensdo e para a permeabilidade e a compressibilidade do
meio poroso, que ¢ um sedimento ou um bolo de filtro. Sendo assim, os autores realizaram
entdo a simualacdo da operagdo de uma unidade particular resolvendo tais equacdes
numericamente. Uma andlise matematica do modelo resultante confirma que o modelo
matematico estpa bem posto e suporta o projeto e robustez dos métodos da simulacdo
numérica. Tais métodos sdo empregados para calcular uma variedade de exemplos de
sedimentacdo, centrifugacdo e filtragem que ilustram a teoria.

BERRES et al.(2003) mostraram como os modelos existentes para o sedimentacio
de suspensoes floculentas monodispersas e de suspensdes polidispersas de esferas rigidas que
diferem no tamanho podem ser combinadas para obter-se uma nova teoria dos processos de
sedimentacdo dos sedimentos formados compressiveis das suspensdes polidispersas. Para N
espécies solidas, esta teoria reduz-se em uma dimensao do espago para um sistema acoplado
NxN de equacdes quasilinear degenerativa nos termos de convec¢do e difusdo. A partir de
analises dos polindmios caracteristicos do Jacobiano do vetor fluxo convectivo ¢ da difusdo
da matriz os autores mostraram que sistema ¢ do tipo hiperbdlico-parabdlico fortemente
degenerativo para distribuicdes de tamanho de particula. O modelo matemético considerando
trés dimensdes ¢ ilustrado através da simulagdo numérica obtida pelo esquema da diferenca
central de Kurganov-Tadmor para problemas de difusdo-conveccao.

BERRES e BURGER desenvolveram, em 2003, um modelo matematico que
descreve a sedimentacdo e compactagdo de suspensdes com particulas de tamanhos e
densidades formando sedimentos compressiveis. Considerando uma faixa de velocidades
angulares, o modelo obtido pode ser reduzido a para uma dimensdo do espago (radial). O
modelo consiste de um sistema das equagdes hiperbdlicas-parabolicas de segunda ordem
fortemente degenerativas nos termos de convecg¢do e difusdo. A partir de uma andlise
realizada, os autores mostraram que estas equacgdes incluem sistemas hiperbdlicos,
hiperbdlicos-parabdlicos, ¢ hiperbdlicos-elipticos, dependendo dos tamanhos e das densidades
das particulas. Para a resolucdo numérica dos modelos os autores aplicaram um esquema de
diferencas centrais de alta resolu¢do para os modelos hiperbolicos e hiperbolicos- parabdlicos,
bem como para simular a centrifugacdo de suspensdes polidispersas.

Em 2004, SILVA realizou um estudo da sedimentagdo continua através de
equipamentos com duas configuragdes: divergente, cuja area da se¢do transversal aumenta

linearmente com a profundidade e o convencional, cuja area da se¢do transversal é constante.
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Os resultados experimentais obtidos pelo autor no estudo mostraram que a capacidade dos
clarificadores foi mais influenciada pela variagdo da area da se¢do transversal do que os
espessadores, e que os mecanismos envolvidos na operacdo de clarificadores e espessadores
sdo muito distintos. O autor realizou um estudo experimental para a determinacdo de
equacdes constitutivas para a pressdo nos sélidos e permeabilidade do meio poroso a fim de
comparar resultados experimentais com outros obtidos através de simulagcdes numéricas, e
confrontou seus resultados com aqueles obtidos por AROUCA (2003).

BURGER et al. (2004a) apresentaram ¢ demonstraram dois métodos numéricos para
simulacdo de sedimentag¢do continua: o método de monitoramento a frente ¢ o método de
diferencas finitas. A construcdo basica dos blocos no método do monitoramento a frente sdo
as solugcdes de um numero finito de certos problemas de Riemann e um procedimento para
monitoramento local de colisdes de choques. Os autores descreveram um algoritmo para o
método do monitoramento a frente. Como uma alternativa para o método de monitoramento a
frente, foi proposto um algoritmo simples para o método das diferencas finitas. Exemplos
numéricos demonstraram que o método do monitoramento a frente € o método das diferengas
finitas podem ser utilizados como ferramentas eficientes e precisas para simulagdo da
sedimentacdo continua. Os resultados numéricos para o método de diferengas finitas indicam
que descontinuidades na concentragdo local de solidos sdo resolvidas bruscamente e
coincidem com aqueles produzidos pelo método de monitoramento a frente. Os autores
avaliaram os resultados matematicos para os métodos numéricos propostos.

BURGER et al. (2004b) estenderam a teoria fenomenoldgica da sedimentacdo
continua de suspensdes floculentas em um sedimentador continuo ideal cilindrico para
sedimentadores com area de secdo transversal variavel, incluindo sedimentadores divergentes
ou conico convergentes. Os autores chamaram atencdo para o modelo matematico
correspondente, cujo principal ingrediente é uma equagdo diferencial parcial parabolica
fortemente degenerativa. Para suspensodes ideais, que ndo formam sedimentos compressiveis,
o modelo matematico reduz a abordagem cinematica de Anestis, que desenvolveu um método
de constru¢do de solugdes exatas pelo método de caracteristicas. Os autores apresentaram um
algoritmo numérico empregado para a realizagdo das simulacdes do processo de sedimentacao
continua ¢ demonstraram algumas restri¢des através dos calculos do estado estacionario, o
que permitiu a otimizagdo dos projetos de espessadores.

Ainda em 2004, GARRIDO et al. desenvolveram um software para a simulag¢do da
sedimentacdo continua e em batelada. O software desenvolvido apresenta duas alternativas,

uma para cada uma dessas possibilidades. Para a sedimentagdo em batelada, a concentragdo
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inicial e critica e a altura inicial da suspensdo devem ser indicadas juntamente com os
parametros da funcdo fluxo de densidade e a pressdo efetiva do solido. Os autores
determinaram as linhas de concentra¢do constante bem como o perfil de concentracdo para
tempos selecionados. Para a sedimentag@o continua, os autores realizaram a simulag@o apenas
para o estado estacionario. Os dados de entrada sdo o fluxo de alimentagdo do so6lido e a
concentragdo underflow requerida ou a taxa volumétrica do wunderflow. Se a area do
sedimentador € conhecida, a capacidade e o perfil de concentragdo nos equipamentos podem
ser previstos. Por outro lado, se a capacidade ¢ conhecida, a drea de sedimentagdo requerida e
os perfis de concentracdo resultantes sdo previsiveis.

No ano de 2004, BERRES er al combinaram dois modelos matematicos
unidimensional existentes, um para a sedimentacdo continua de as suspensdes monodispersas
e um da sedimentacdo para suspensdes polidispersas, com um modelo da sedimentagdo
continua de misturas polidispersas. O modelo obtido pelos autores pode ser escrito como um
sistema de primeira ordem da lei de conservagdo para as concentracdes locais de cada espécie
de particula com um vetor de fluxo que dependa descontinuamente da variavel espacial. Tal
aplicacdo motivou os autores a estender o esquema de diferenca central de Kurganov-Tadmor
aos sistemas com fluxo descontinuo. Os exemplos numéricos mostram que o esquema de
Kurganov-Tadmor com discretizagdo de primeira ordem para o tempo produzem oscilagdes
especulativas, visto que ¢ uma versdo semi-discreta, discretizando o sistema a partir do
esquema de Runge-Kutta de segunda ordem os autores obtiveram bons resultados. O esquema
com parametros da descontinuidade constante ¢ ligeiramente mais exato do que quando estes
sdo variaveis. Foram apresentados exemplos numéricos que ilustram a aplicagdo do modelo
desenvolvido para a separagdo de suspensdes polidispersas.

BURGER et al. (2004c) estudaram a modelagem de unidades de clarificadores-
espessadores que tratam suspensdes ideais como um problema de valor inicial para a lei de
conservagdo escalar ndo-convexa cujo fluxo depende de um vetor de pardmetros
descontinuos. O problema ¢ tratado utilizando o esquema conhecido por Engquist-Osher se os
parametros descontinuos sdo discretizados em uma grade escalonada contra a de varidvel
conservada. Os autores provaram a convergéncia do esquema proposto para uma solugdo
fraca do problema e ilustraram sua aplicacdo ao conjunto clarificador-espessador através de
um exemplo numérico.

BURGER et al. (2004d) estudaram a lei de conservacdo que modela a sedimentagdo
de particulas em uma unidade de clarificador-espessador ideal. A lei de conservagdo tem um

fluxo nio-convexo que depende espacialmente de dois pardmetros descontinuos. Os autores
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sugeriram utilizar o tipo Kruzkov na solucdo da entropia para esta lei de conservacdo e para
provar a unicidade da solucdo da entropia na classe de fungdes BV:. A existéncia de uma
solugdo da entropia de BV, ¢ estabelecida provando a convergéncia de um esquema de
diferengas finitas upwind.

No ano de 2005, BURGER et al. (2005a) estudaram um esquema de abrandamento
para a sedimentacdo continua em clarificadores-espessadores ideais e provaram a
convergéncia para tal esquema. A lei de conservagdo tem um fluxo que € espacialmente
dependente em dois pardmetros descontinuos. Os autores provaram a convergéncia das
aproximacdes do abrandamento para uma solucdo fraca do modelo do clarificador-espessador
e apresentaram exemplos numéricos utilizando o esquema proposto.

BERRES ef al. (2005a) apresentaram uma revisdo de alguns modelos matematicos
para a sedimentagcdo de suspensdes polidispersas. Uma ferramenta util para avaliar modelos
de sedimentagdo de suspensdes polidispersas geralmente ¢ uma analise de estabilidade, para
tanto, os autores apresentaram simulacdes para o fenomeno desde que as equacdes da
conservagdo seja resolvidas numericamente utilizando um esquema sofisticado para leis de
conservagdo ou utilizando-se um método baseado nas particulas. Foram apresentados
exemplos numéricos que ilustram ambas as metodologias com uma énfase em problemas da
fluidificagdo.

Ainda no ano de 2005, BURGER et al. (2005b) formularam um modelo matematico
para o processo de sedimentacdo-compactagdo continua de suspensdes floculadas em
unidades de clarificadores e espessadores. A equacdo governante deste modelo € uma equagdo
parabdlica fortemente degenerativa em que tanto o fluxo convectivo e o termo de difusdo
dependem de parametros que sdo func¢des descontinuas da variagdo da profundidade no
equipamento. Os autores introduziram um esquema simples de diferencgas finitas para a
solugdo numérica do modelo e realizaram uma analise do estado estaciondrio como modo de
operagdo desejado. Além disso, foram apresentados exemplos numéricos que ilustram como o
modelo realmente descreve a dindmica das suspensdes floculadas em clarificadores e
espessadores. O modelo matematico de BURGER e al. (2005) sera apresentado no Capitulo
3, Modelagem da Sedimentagao.

BERRES et al. (2005b) apresentaram a identificacdo dos parametros nas fungdes do
fluxo e da difusdo para uma equagdo parabdlica fortemente degenerativa quasilinear que
modela a centrifugacdo de suspensdes floculadas. Os autores consideraram um tubo giratdrio
e uma cesta centrifugadora com uma dada uma velocidade angular e admitiram que o raio € a

unica coordenada espacial do problema. O problema de identificagdo foi formulado como
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sendo um problema da minimiza¢do de uma funcdo de custo apropriada. Para a aproximagao
numérica o problema foi discretizado utilizando-se o esquema Engquist-Osher e o0 método do
gradiente conjugado permite encontrar numericamente os parametros fisicos. Em particular,
isto permite identificar o valor da concentragdo critica em que a equagdo do modelo muda do
tipo parabdlica de segunda ordem para o tipo hiperbolica de primeira ordem. Fisicamente, tal
valor critico € o valor da concentragcdo em que as particulas comecam a ter contato umas com
as outras em e determina a mudanga do comportamento parabdlico para hiperbodlico da
equagdo do modelo.

BURGER et al. (2005¢) formularam e analisaram um novo modelo matematico para
o processo continuo de sedimentagdo-compactacdo de suspensdes floculadas em unidades do
clarificadores-espessadores. Em tal modelo considera-se a area se¢do transversal constante e
também considera-se uma variacdo na area da se¢do transversal. Em ambos os casos, a
equacdo que rege o fendmeno ¢ uma a equagio parabdlica fortemente degenerativa em que os
fluxos convectivo e difusivo sdo funcdes descontinuas que dependem da variacdo da
profundidade. Os autores analisaram o problema de wvalor inicial para esta equagdo
considerando o caso em a area se¢do transversal ¢ constante e introduziram um esquema de
diferengas finitas, bem como provaram a sua convergéncia para uma solu¢do fraca que
satisfaz uma condi¢do da entropia. Foi realizada ainda uma andlise do estado estacionario
considerando que a modalidade estacionaria seja o0 modo de operagdo a ser executado. A
partir dos exemplos numéricos apresentados os resultados obtidos mostraram que o modelo
descreve realisticamente a dindmica de suspensdes floculadas em unidades do clarificadores-
espessadores.

BURGER et al. (2005d) provaram a convergéncia de um esquema de diferencas
finitas monoténico semi-implicito aproximando um problema do valor do inicial para uma
equagdo parabolica fortemente degenerativa quasilinear unidimensional. Tal problema ¢é
verificado na modelagem do processo da sedimentacdo-compactagdo. Os autores ainda
formularam a definicdo da solucdo da entropia do modelo e provaram a convergéncia do
esquema a solucdo BV (Bounded Variation) da entropia original do problema, até satisfazer
uma das condic¢des de contorno.

No ano de 2005, AROUCA E DAMASCENO desenvolveram uma linha de pesquisa
em processos de separagdo com base no comportamento experimental de materiais
particulados em meios aquosos, como funcdo de propriedades fisicas dos sdlidos, tais como:

forma, distribui¢do de tamanhos e a densidade de particulas. Os resultados obtidos mostram a
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importancia dos efeitos das varidveis na dindmica de sedimentagdo e na acomodacdo de
particulas em sedimentos formados a partir de testes de sedimentacdo em batelada.

Por fim, BURGER ef al. (2005¢) revisaram uma andlise de um modelo do
clarificador-espessador para suspensdes floculadas. O problema resultante ¢ uma equagao
fortemente degenerativa com relagdo ao termo de convecgdo-difusdo com fluxo descontinuo.
Os autores apresentaram um exemplo numérico a fim de ilustrar como as agdes de controle
aceleram a operagdo do espessador significativamente.

Em 2006, NOCON desenvolveu uma modelagem matemética para a distribuicdo da
alimentacdo em sedimentadores continuos. Diferentemente dos outros modelos, o modelo
proposto incorpora um niimero maior de camadas na zona de alimentacdo do sedimentador.
NOCON mostrou que os valores obtidos da concentragdo do efluente no estado estacionario e
a concentragdo do wunderflow sdo idénticos. Além disso, foram apresentadas diferentes
solugdes no estado transiente € no estado estacionario.

No mesmo ano, BURGER er al. (2006a) apresentaram uma série de simulagdes
numéricas de interesse pratico. Ao contrario de outros trabalhos, os autores consideraram a
funcdo fluxo de densidade com dois pontos de inflexdo, o que resulta em solugdes com uma
estrutura mais rica do que para uma fun¢do de fluxo de densidade com um ponto de inflexao.
Os autores incluiram ainda vérias simulagdes numéricas em que a taxa de alimentacdo e as
taxas de overflow e underflow variam com o tempo. Os autores concluiram que o modelo
matematico juntamente com o sistema numérico, realmente prediz a operagdo de unidades de
clarificadores e espessadores sob varias hipoteses, como fungdo fluxo de densidade com dois
pontos de inflexdo, variagdo do fluxo dependente do tempo e descontinuamente variando a
geometria do tanque. Foi demonstrado que uma fun¢do fluxo de densidade com dois pontos
de inflexdo pode levar a solugdes bastante complexas, quando comparada com uma fungio
com apenas um ponto de inflexdo, mesmo quando todas as varidveis de controle sdo mantidas
constantes. Cabe ressaltar que o modelo € apoiado pela teoria da existéncia e unicidade.

Ainda no ano de 2006, BERRES et al. discutiram a classe de problemas de Neumann
para sistemas parabodlicos quasilinear nxn que aparecem na modelagem da sedimentacdo de
suspensdes polidispersas, afim de verificar se o problema era bem posto. Um aspecto
importante da andlise feita pelos autores ¢ o procedimento de espacamento do tempo que
considera condi¢des de contorno lineares para cada etapa a fim de contornar as dificuldades
que aparecem do acoplamento ndo-linear nas condi¢des de contorno originais. Com respeito
as aplicacdes, a analise desenvolvida apoia-se em um modelo novo para a sedimentagdo de

suspensdes polidispersas que leva a formacdo de sedimentos compressiveis.
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BURGER et al. (2006b) estudaram a sedimentacdo de suspensdes em vasos
centrifugadores e nao-cilindricos e provaram a convergéncia de um esquema de diferencas
finitas monotonico explicito que aproxima um problema do valor do inicial para uma equacio
parabdlica fortemente degenerativa quasilinear undimensional, que ¢ fornecida com as
condi¢des de contorno. O problema estudado leva em conta o modelo do processo de
sedimentacdo-compactagdo em vasos centrifugadores ¢ com variacio da area de secdo
transversal. Os autores formularam a definicdo da solu¢do da entropia do modelo com a partir
de Kruzkov e provaram a convergéncia do esquema para a solug¢do unica da entropia BV do
problema. O esquema e o modelo sdo ilustrados através de exemplos numéricos.

Também em 2006, BURGER et al. (2006¢) estudaram o modelo unidimensional de
unidade de clarificadores-espessadores expresso como uma lei de conservacdo com um fluxo
descontinuo no que diz respeito a variavel espacial. Este modelo igualmente inclui uma fonte
singular da alimentacdo. No trabalho desenvolvido pelos autores, o modelo do clarificador-
espessador estudado em trabalhos anteriores (Numer. Math. 97 (2004) 25-65) foi estendido
para um dissipador singular através de que o material ¢ extraido da unidade. A fim de eliminar
novas dificuldades devido a um termo ndo-conservativo, os autores formularam um problema
reduzido, que contem o novo termo do dissipador do modelo estendido do clarificador-
espessador, mas ndo da fonte e as descontinuidades e do fluxo. O trabalho desenvolvido
relaciona os métodos numéricos para solucionar ambos os modelos (estendido e reduzido)
bem como analisa se o problema reduzido estd bem posto. Para o problema reduzido ¢
fornecida uma defini¢do de solucdes da entropia, baseada nas fungdes de entropia tipo
Kruzkov e fluxos. As condig¢des de salto sdo derivadas e a unicidade da solu¢do da entropia ¢
apresentada pelos autores. A existéncia de uma solug¢do de entropia ¢ mostrada provando a
convergéncia de um esquema de diferenga monotdnico. Sdo apresentados ainda exemplos
numéricos que ilustram que as trés variagdes convergem a solu¢do da entropia, mas
introduzem quantidades diferentes de difusdo numérica.

BURGER et al. (2006d) apresentaram uma extensdo do modelo de um espessador-
clarificador (TC) para o caso de um sumidouro, através do qual o material ¢ extraido. O
sumidouro leva introduz um novo termo de transporte ndo-conservador. O trabalho
desenvolvido pelos autores resume uma analise recente de problemas bem postos e apresenta
um método numérico para a resolucdo do modelo estendido, ¢ apresentado ainda um exemplo
numérico do problema.

Por fim, BURGER et al. (2006e) apresentaram um método de diferencas finitas

adaptativo para equagdes parabdlicas fortemente degenerativas unidimensionais. A partir da
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utilizagdo de um esquema numérico explicito conservador juntamente com um método de
Runge-Kutta de terceira ordem para a discretizagdo do tempo, uma interpolacdo ENO de
terceira ordem para o termo convectivo e a adi¢cdo de uma discretizati¢do conservadora para o
termo difusivo, os autores aplicaram o método de multiresolu¢do combinando a comutagdo
entre a interpolagdo central ou a computagdo exata do fluxo numérico e a transformada de
wavelet é aplicada para apontar valores da solu¢do afim de controlar o desvio, tal
transformada decompde uma fungdo definida no dominio do tempo em outra funcdo, definida
no dominio do tempo e no dominio da freqiiéncia. A fim de ilustrar o novo método proposto
os autores realizaram aplicagdes aos modelos matematicos de processos de sedimentagéo-
compactagdo e fluxo do trafego com reagdo do condutor.

Em 2007, BURGER e KOZAKEVICIUS propuseram um esquema adaptativo de
multiresolu¢do WENO (fifth-order weighted essentially non-oscillatory) para modelos de
fluxo cinemdticos com multi-espécies. O objetivo principal da estratégia adaptavel
apresentada pelos autores € reduzir-se o esfor¢co computacional em resolver sistemas com um
grande numero de equagdes, especialmente quando o operador diferencial é discretizado por
um esquema upwinding expansivo, por exemplo, pelo esquema WENO. Esta redugdo do
esfor¢o ¢ alcangada principalmente através de uma representagdo de um ponto escasso (SPR)
da solucdo numérica, que produz “economias” em termos de avaliagdes do fluxo em regides
onde a solugdo ¢ aceitavel. Os autores apresentaram alguns exemplos numéricos para modelos
de sedimentagdo e fluxo de trafego que demonstraram a eficicia do esquema de
multiresolucdo de WENO (WENO-MRS) resultante.

BURGER et al. (2007a) apresentaram um método de volume finito adaptativo para
equagdes parabolicas fortemente degenerativas unidimensionais. A partir de um esquema
numérico explicito conservador combinado com um método Runge-Kutta de terceira ordem
para a discretizagdo do tempo, uma interpolacdo de terceira ordem ENO para o termo
convectivo ¢ a adi¢do de uma discretizagdo conservadora para o termo difusivo, os autores
aplicaram o método de multiresolu¢do que combina dois conceitos fundamentais: a
comutagdo entre a interpolacdo central ou a computagdo exata do fluxo numérico e a
transformada de wavelet ¢ aplicada as médias da c€lula da solug¢do para controlar o desvio.
Para ilustrar a eficiéncia computacional do método proposto pelos autores, foram realizadas
algumas aplica¢des de modelos matematicos para o processo de sedimentagdo-compactacio e
do fluxo de trafego com reagdo do condutor, que envolvem diferentes tipos de condi¢des de

contorno.
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AROUCA (2007) desenvolveu um modelo fenomenoldgico alternativo que contribui
para a descri¢do tedrica da sedimentagdo. O autor estudou o fenomeno da sedimentagdo em
batelada e o modelo de carater misto hiperbolico—parabdlico obtido se baseia nos principios
da Teoria das misturas da Mecanica do Continuo e em trabalho inter-relacionados de diversos
autores. A solug@o numérica do problema consiste da resolu¢do de um conjunto de equacdes
algébrico-diferencial que emprega métodos numéricos acoplados, tais como Diferencas
Finitas e Moving Mesh juntamente com o algoritmo de aproximagdo espacial MUSCL de
segunda ordem. O autor utilizou resultados experimentais do monitoramento da concentragao
volumétrica de solidos como funcdo da posicdo no sedimentador e do tempo de separacdo
para a validacdo do modelo. Os resultados das simula¢des numéricas mostraram que o modelo
misto hiperbolico-parabdlico apresentado descreve adequadamente o fendmeno fisico em todo
o seu dominio, sem que haja a necessidade do uso de condi¢cdes de salto nas fronteiras
moveis. O autor apresentou ainda um modelo de poténcias biparamétrico para a tensdo nos
solidos. Tal modelo seréd apresentado no Capitulo 3, Modelagem da Sedimentag@o.

Também em 2007, BURGER e NARVAEZ estudaram um modelo unidimensional
para o comportamento das suspensdes floculadas em clarificadores e espessadores. O modelo
estudado combina a teoria de sedimentacdo-compactag@o de suspensdes floculadas, que leva a
uma forte degeneracdo da equacdo da difusd@o, com o fluxo descontinuo que aparece
recentemente em analises de configuragdo clarificador-espessador. Esta configuracdo inclui
ambas as zonas de clarificagdo e sedimentacdo de unidades de clarificadores-espessadores,
enquanto no espessador continuo ideal, o modelo explicita o conceito somente da zona de
sedimentagdo. Os autores descrevem o perfil de concentragdo no estado estacionario
alcancado em um sedimentador operando continuamente. Os autores ainda apresentam
exemplos numéricos de perfis de concentracdo do estado estacionario e suas aplicagdes para
as comparagdes entre os dois modos de operacdo, convencional e alta taxa, para o controle da
altura de sedimentos através da sele¢do da razdo clarificagdo/ sedimentacdo do fluxo de
alimentagcdo, bem como os cdlculos para capacidade. Os autores apresentaram ainda um
exemplo numérico que ilustra a utilizagdo de um método numérico para o modelo dependente
do tempo para comparar varias estratégias de enchimento.

BERRES ¢ BURGER (2007) estudaram um modelo continuo da sedimentagdo de
suspensoes polidispersas, em que a concentracdo volumétrica do sélido € desconhecida. Isto
conduz a sistemas de leis de conservagdo que ndo sdo genuinamente ndo-lineares (ndo
convexos) no sentido que sdo somente em parte genuinamente ndo-lineares. Os autores

apresentaram uma descricdo geral da composicdo de ondas elementares bem como um
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algoritmo para a constru¢do computacional. Para a resolucdo do modelo os autores utilizaram
o problema de Riemann como um problema-adaptado construindo blocos a partir de um
método de monitoramente a frente. Para o modelo de suspensdes bidispersa, os problemas de
Riemann sdo classificados pela posi¢do da condi¢do esquerda e direita no espago de fase de
varidveis desconhecidas. O método de monitoramente a frente € utilizado para resolver o
problema de valor inicial de um sistema hiperbdlico de primeira ordem 2x2 da lei de
conservagdo que descreve a sedimentacdo de uma suspensdo bidispersa. A solugdo obtida pelo
método de monitoramente a frente foi comparada com os resultados obtidos
experimentalmente e por um esquema da diferenga finita.

BURGER ef al. (2007b) apresentaram um esquema adaptativo de multiresolugado
para equagdes parabolicas fortemente degenerativas unidimensionais com o fluxo descontinuo
entendido para a modelagem de espessadores-clarificadores. O esquema numérico ¢ baseado
na discretizacdo de volumes finitos do volume utilizando a aproximagdo de Engquist-de
multiresolucdo acelera o processador central - exigéncias do tempo e de memoria.

Por fim, BURGER et al. (2007c) apresentaram uma nova familia de esquemas
numéricos para fluxos cinematicos com um fluxo descontinuo. Os autores mostraram como
um sistema simples, que ¢ adaptado para a estrutura cujo fluxo seja do tipo concentragdo
vezes velocidade, pode ser entendido para modelos cinematicos com fases de velocidades que
mudam de sinal, fluxos com duas ou mais espécies e fluxos descontinuo.

BURGER et al. (2008a), dando continuidade ao seu trabalho, adotaram um upgrade
do método de resolugdo MUSCL em combinag¢do com a discretizagdo Runge-Kutta do tempo
para obter uma precisdo de segunda ordem. Os autores mostraram ainda que dois esquemas
particulares dentro da familia, que aplicados aos sistemas de lei de conservagdo, preservam
uma regido invariante de vetores admissiveis da concentragdo, contanto que todas as
velocidades tenham o mesmo sinal. Além disso, para o caso relevante de um fluxo
multiplicativo descontinuo ¢ uma densidade maxima constante, os mesmos mostraram que
uma versdo escalar converge para uma solugdo da entropia de BV, do modelo. Foram
apresentados ainda exemplos numéricos que ilustram o desempenho de todas as variagdes
dentro da nova familia dos esquemas, incluindo aplicagdes aos problemas de sedimentacao,
fluxo de trafego e a separag¢do de emulsdes dleo em agua.

BURGER et al. (2008b) utilizaram o modelo Masliyah-Lockett-Bassoon (MLB) para
realizar simulacdes do fenomeno de separagdo continua e a classificacdo de suspensdes
polidispersas. Para tanto, a configura¢do do espessador-clarificador (TC) para a separagdo

continua de suspensdes foi estendido para uma configuracdo generalizada do espessador-
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clarificador (GTC). Combinando a configura¢do generalizada do espessador-clarificador
(GTC) com o modelo de MLB os autores obtiveram um sistema de leis de conserva¢do nao-
lineares com um fluxo descontinuo e um novo termo de transporte ndo-conservador novo que
descrevem os dispersadores. Um algoritmo numérico para a solugdo desta equagdo €
apresentado juntamente com exemplos numéricos. O modelo apresentado pelos autores
descreve a unidade de GTC com todos os pardmetros criticos de projeto, e prevé a
composi¢do das correntes do overflow, underflow e descarte, bem como a evolugdo das
concentragdes da espécie dos sélidos dentro da unidade com a posicao e o tempo.

NUNES (2008) estudou algumas varidveis que afetam o desempenho de
sedimentadores convencionais operando com suspensdes previamente floculadas, o pH e a
massa do material floculante. A autora determinou equagdes constitutivas para a pressdo dos
solidos e permeabilidade para o sistema utilizado, quantificou a capacidade de um protdtipo
de sedimentador continuo em fung¢do de tais variaveis utilizando os métodos de KYNCH e
TILLER e CHEN, bem como, apresentou um procedimento para a sedimentacdo continua
com floculagdo. A autora concluiu que calculando a capacidade do sedimentador pelos
métodos de KYNCH e TILLER e CHEN os resultados obtidos foram proximos, sendo
maiores os valores de sedimentacdo com floculante, confirmando a importancia da floculagao
no processo de sedimentacdo de particulas muito finas.

BURGER et al. (2008c) apresentaram um sistema adaptativo de multiresolucdo para
equacdes parabolicas quasilinear fortemente degenerativas espacialmente unidimensional para
com fluxo zero e condi¢des fronteira periddicas. O esquema numérico apresentado baseia-se
na discretizagdo de volumes finitos utilizando o fluxo numérico de Engquist Osher e na
discretizagdo explicita para o tempo. Os autores apresentaram exemplos numéricos que
ilustram a eficiéncia computacional, juntamente com as propriedades de convergéncia. A
partir dos resultados numéricos obtidos os autores concluiram que o esquema apresentado ¢
bem adaptado para a resolug@o deste tipo de equacdes e analisaram ainda a vantagem desta
abordagem quanto comparada com esquemas padrdes FV.

BURGER & KARLSEN (2008) apresentaram uma nota introdutéria sobre o
problema da lei da conservagdo com fluxo descontinuo considerado nas oito contribuicdes
citadas. Trés diferentes tipos de aplicagdes sd@o examinados em que estas equacgdes aparecem,
motivado por modelos fisicos espacialmente heterogéneos, problemas adjacentes para a
identificacdo de pardmetros e métodos numéricos para sistemas de leis de conservagdo,
respectivamente. Os autores discutiram ainda os problemas basicos que aparecem na analise

destas equacdes.
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Ainda em 2008, BURGER et al. (2008d) estudaram um modelo cinematico
unidimensional para a sedimentagdo em batelada de suspensdes polidispersas de pequenas
esferas com igual densidade e tal modelo € estendido para o caso de suspensdes com uma
distribuicdo granulométrica continua. Para tanto, os autores introduziram a funcgdo fase
densidade. Combinando o modelo Masliyah-Lockett-Fagote (MLB) para a velocidade relativa
solido-fluido de cada espécie com o conceito da func¢do fase densidade os autores obtiveram
uma equacdo de primeira ordem para funcdo fase densidade, nominalmente, a equagdo da
teoria cinética generalizada. Os autores apresentaram trés esquemas numericos para a solucao
dessa equagdo, € um exemplo numérico estudado mostra que um destes esquemas introduz
menos difusdo numérica e menos oscilagdes espurias perto das descontinuidades que os
outros. Sdo apresentados vdarios exemplos que ilustram a simulagdo numérica do
comportamento deste tipo de suspensdes. Os resultados numéricos ilustram também a solugéo
de um problema de autovalor associado com a equagdo da teoria cinética generalizada.

No mesmo ano, BERRES ¢ BURGER (2008) estudaram a sedimentacdo de uma
suspensdo bidipersa com pequenas particulas de diferentes tamanhos e densidades. As
solucdes para este problema sdo, em geral, descontinuas e exibem choques cinematicos que
separam dareas de composi¢do diferentes. Os autores analisaram as diferencas no
comportamento da solugdo para o caso de particulas com densidades iguais, para o qual o
sistema ¢ estritamente hiperbdlico e as solugdes podem ser construidas por uma variedade de
métodos numéricos e semi-analiticos, e analisaram também o caso em que as particulas tém
diferentes densidades, no entanto, essas equagdes apresentam varias anomalias como perda de
hiperbolicidade e esfericidade local, o que pode levar a solu¢des no estado estacionario que
variam continuamente. Os autores resolveram o problema de valor inicial através do método
de monitoramento a frente, que gera uma série de problemas de Riemann. No entanto, a
solug@o do problema prevé um processo bastante complexo na formagdo dos sedimentos, € a
solucdo no estado estacionario podera consistir em transi¢des ndo constantes.

E por fim, BURGER & GARCIA estudaram o fendmeno da sedimentagio de uma
suspensdo polidispersa com uma distribui¢do granulométrica continua (PSD) e desenvolveram
um modelo para tal fendmeno a partir de uma equacdo da teoria cinética generalizada. Os
autores estenderam um modelo anterior de sedimenta¢do gravitacional para um tubo rotativo
ou uma cesta centrifuga. Os autores apresentaram um esquema de solu¢des aproximadas da
equagdo cinética generalizada bem como algumas simulagdes, ilustrando a formacdo de
sedimentos e o efeito da variacdo de geometrias. Em particular, o modelo prevé a variag@o

radial da composi¢do do sedimento formado na parede exterior.
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Recentemente, em 2009, BASSON ef al. estudaram a sedimentacdo de suspensdes
polidispersas compostas de particulas de tamanho ou densidade diferentes que se encontram
dispersas em um fluido viscoso. De posse das informagdes de que o sistema obtido €
estritamente hiperbolico, desde que seja escolhido o modelo de Masliyah-Lockett-Fagote
(MLB) para o vetor fluxo, as particulas t¢m a mesma densidade, e o fator de sedimentagdo
ndo depende da dimensdo das particulas, mas é o mesmo para todas as espécies, os autores
provaram que esta hiperbolicidade resultante presente no modelo permanece valida em uma
classe geral de casos. Tal estudo ¢ importante por demonstrar a estabilidade para uma classe
de suspensdes polidispersas que ndo foram estudadas em trabalhos anteriores e oferece uma

nova analise de dados reais.

Diversos trabalhos tém sido publicados na literatura sobre o tema da sedimentagao,
no entanto, grande parte destes trabalhos esta voltada para a modelagem da sedimentacdo e
uma pequena minoria focada em trabalhos experimentais, seja para validacdo de modelos
matematicos, configuracdo, estratérgias de controle e dimensionamento de novos

equipamentos.

A revisdo bibliografica apresentada neste capitulo mostra um histérico das pesquisas
desenvolvidas na area de sedimentagdo nas ultimas décadas que permitiu a evolugdo da
dissertacdo de mestrado e que, sdo de grande importancia no que diz respeito a sua

significativa contribui¢do ao estudo da sedimentagao.






CAPITULO 3
MODELAGEM DA SEDIMENTACAO

Neste capitulo sdo apresentados os fundamentos tedricos necessdrios para o
entendimento deste trabalho bem como alguns modelos matematicos representativos para a

descri¢do do fenomeno da sedimentagao.

3.1 Teoria das Misturas da Mecanica do Continuo

A Teoria das Misturas, apresentada inicialmente por FICK (1855) e STEFAN (1871),
mas desenvolvida por TRUESDELL e TOUPIN (1957), postula que cada ponto no espago ¢
ocupado simultaneamente por um nimero finito de particulas, uma para cada componente da
mistura. Sendo assim, a mistura pode ser representada supostamente como sendo um meio
continuo, em que cada uma segue o seu proprio caminho com a Unica restricdo imposta pela
interacdo entre os componentes. Isto significa que cada componente vai obedecer as leis da
conservagdo da massa € movimento, incorporando termos de acréscimo para a interacdo de
massa e momento entre componentes. Para elaborar-se uma teoria racional € necessario que as
propriedades da mistura sejam uma conseqii€éncia das propriedades dos componentes e que
esta mistura se comporte como um unico corpo.

Durante as ultimas décadas, a teoria fenomenologica da sedimentagdo evoluiu como
uma estrutura matematica extensamente aceita para a descricdo de processos de
sedimentagdo-compactagdo de suspensdes floculadas. Esta teoria baseia-se na teoria das
misturas e descreve uma suspensdo do sélido-liquido como um meio continuo. O ponto de
partida da modelagem s@o os balangos de massa e do momento de ambos os componentes da
mistura.

O desenvolvimento da teoria fenomenoldgica tem sido inspirado pelo desejo de se
obter uma teoria que explique o comportamento real das suspensdes de maneira satisfatodria,
mas que ao mesmo tempo produza um modelo matematico que possa ser resolvido com um

esforgo razoavel e, portanto, ser implementado como uma ferramenta de simulagéo.
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3.1.1 Fundamentos da Teoria das Misturas da Mecanica do Continuo

3.1.1.1 As Equacdes da Continuidade e da Quantidade de Movimento para os

componentes da mistura

A caracteristica decisiva da teoria fenomenoldgica ¢ a descrigdo de todos os
componentes sobrepostos interagindo como meio continuo de acordo com os conceitos da
mecanica do continuo. As equagdes macroscopicas sdo estabelecidas como equagdes
fundamentais, a partir das quais os balangos locais e condi¢des de salto sdo derivados. As
variaveis de campo utilizadas nesta abordagem sdo equivalentes aquelas obtidas a partir das
equacdes da Mecanica dos Fluidos em uma particula, integrando-as sobre algumas regides
representativas e utilizando a quantidade resultante do espaco médio como um novo campo de

variaveis.

3.1.1.2 Equacdes do Balanco de Massa e da Quaintidade de Movimento para os

componentes da mistura

Considerando o caso da sedimentacdo de uma suspensdo solido-liquido sob as
hipdteses de que as particulas sdo pequenas quando comparadas ao tanque de sedimentagdo e
tétm a mesma densidade; os componentes da suspensdo sdo incompressiveis e ndo ha
transferéncia de massa entre os componentes, a mistura pode ser considerada como sendo um
meio continuo e pode ser descrita pelas seguintes varidveis: a fracdo volumétrica de solidos,

&g, 0 componente das velocidades do sdlido e do liquido, vy e vy respectivamente, o

componente dos tensores tensdo de Cauchy do sélido e liquido, 7§ e Ty, a forga externa g, que
¢ a forga da gravidade e a for¢a de interagcdo sélido-liquido por unidade de volume, m. O
balanco macroscopico de massa ¢ da quantidade de movimento ¢ muito conhecido (ver, por
exemplo, AROUCA (2007)) e ndo sera descrito no presente trabalho. Os balangos locais na
forma diferencial sdo obtidos através da aplicagdo do Teorema de Gauss e a localizagdo do
teorema para balangos macroscdpicos. Sendo assim, as equacdes da continuidade ou balangco

de massa local para os constituintes solido e liquido s2o respectivamente dadas por:

o0&y
ot

+V-(g4v5)=0 (3.1)
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o€ .
%+V'(‘9r"f)= 0 (3.2)

Utilizando a velocidade volumétrica do fluxo da mistura, ¢ :=¢&v; +(1—5S )vf,

obtém-se, através da soma das Equagdes (3.1) e (3.2), a equacdo da continuidade volumétrica

da mistura,
Vg0 (3.3)

A equacdo do balango para a quantidade de movimento para os constituintes solido e

liquido pode ser escrita, respectivamente, como:

ov

psg{a—ts+vs-Vvs}:V-TS+m+(pS—pf)gSg (3.4)
ﬁvf

PrE; §+vf -va :V-Tf -m+p,g (3.5

As Equagdes (3.1)-(3.5) sdo validas onde as varidveis sdo continuas. Em
descontinuidades, estes balancos s@o substituidos por saltos nos balangos de massa ¢ da
quantidade de movimento, a partir destas equagdes, como foi mostrado por BURGER et al.
(2000d). Em particular, a velocidade volumétrica média da mistura ndo sofre nenhum salto

na superficie singular:

q —q n =0 (3.6)

sendo ¢* e ¢~ os limites de ¢ em ambos os lados da superficie singular com a normal 7, .
Resolvendo-se simultaneamente as Equacgdes (3.1), (3.2), (3.4) e (3.5), obtidas a partir
da Teoria das Misturas da Mecanica do Continuo, ¢ possivel a modelagem de sistemas solido-
liquido. No entanto, para que o problema possa ser solucionado, é necessaria a elaboragdo de
uma teoria constitutiva para a incorporag@o de hipdteses relativas as tensdes nos solidos e no

liquido e a forga resistiva.
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3.2 Teoria Constitutiva

3.2.1 Hipoteses Constitutivas

A primeira etapa na derivagdo de um modelo matemadtico a partir das equacdes de
balangos de massa e quantindade de movimento é a escolha das varidveis constitutivas
apropriadas, que aparecem nos termos descrevendo o comportamento especifico do material,
neste caso Ty, Ty e m. Os principios gerais que orientam a escolha do conjunto de varidveis
constitutivas foram formulados por TRUESDELL e NOLL (1965), e incluem o principio do
equipresenca, que exige que todas as variaveis constitutivas ocorram em todas as equacdes
constitutivas, e a hipotese mais restritiva da separacdo de fase, que postula que variaveis
decorrentes das quantidades exatas da fase bulk (neste caso, Ty e T) sdo fun¢des somente das
variaveis dessa fase. A aplicacdo destes principios, dentre outros, combinada com a hipotese
das equagdes constitutivas para T e Ty dadas nas formas isotropicas lineares no campo das
velocidades, e a equacdo para m também dada na forma isotrdpica linear nas velocidades,

implica que equagdes constitutivas dos tipos:

Ty =Pyl + pag[Vvg + (Vg ) |+ A5 (Vv )i (3.7)

T, ==P+p, [V, +(W, ) [+ 4,y ) (3.8)
ov

m=-av, + Ve +y( atr +(v, -V)v,j (3.9

devem ser determinadas, como mostram BURGER ef al.(2000d), sendo / a matriz identidade,

P apressdo na fase solida, 4 a viscosidade da fase solida, P, a pressdo na fase liquida,
a viscosidade da fase liquida e 4, , 4, sdo fung¢des relacionadas as viscosidades das fases.

As fungdes escalares P, pg e A sdo fungdes de &g e pg, assim como, P,, u, e
A, sdo fungdes de &, ¢ p,. No entanto, como pg e p, sdo constantes, os autores

consideraram as funcdes escalares como fun¢des exclusivas da concentragdo local de solidos,

ou seja, Py=Pleg), g5 =psles), A = As(es), Pf:Pf(gf), ,uf:,uf(gf) c
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A, =/1f(gf). Do mesmo modo, o =a(gs), ) :,B(gs) e yzy(gs). As Equacgdes (3.7) e
(3.8) mostram que ambos os constituintes sélido e liquido s@o modelados como fluidos
viscosos segundo a Mecanica do Continuo.

Sistemas que promovem separacdo entre o solido e o liquido, tais como
sedimentadores, podem ser modelados através das equagdes da continuidade e do movimento
para os constituintes da mistura, além da incorporagdo de equacdes constitutivas apropriadas.
Equacdes constitutivas para a pressdo nos solidos e permeabilidade do meio poroso sdo
indispensaveis para que o equacionamento possa ser resolvido, anulando o grau de liberdade
do sistema (AZEVEDO, 2005). ’AVILA e SAMPAIO (1977a) elaboraram uma teoria
constitutiva, na qual, enunciaram e demonstraram trés teoremas de representagdo das tensdes
dos componentes de uma suspensdo e da forga resistiva. Os autores consideraram como
hipdtese basica o fato de o sistema sélido-fluido ser um meio isotropico e indicaram que os

tensores tensdo podem ser representados como:

T =-pl-T, (3.10)

1

na qual, p;apressdo e T, a tensdo extra, p;/ representa a parcela estatica do tensor, sendo / o

tensor identidade, e T'; representa a parte dinAmica do tensor.
Os trés teoremas enunciados por d’AVILA e SAMPAIO (1977a) sdo descritos a

seguir:

Teorema 1 — Se a tensdo extra no constituinte da mistura depende apenas da porosidade do
meio, entdo o tensor tensdo total possui apenas componentes normais a superficie de contato,

que dependem apenas da porosidade, isto ¢:
T(e,)=-ple, ),-1 (3.11)
Teorema 2 - Se a tensdo extra no constituinte da mistura ¢ a forga resistiva dependem do

gradiente de porosidade e da porosidade do meio, entdo o tensor tensdo total e a forca resistiva

sdo dados, respectivamente, por:

Ve, Ve, ®Ve, (3.12)

ng‘)l+7(gf,

T, (‘91"v‘9f): —Pi (gf’
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m(gf,ng):a(gf,ng‘)ng (3.13)

em que ® representa o operador produto tensorial e @ ¢ £ sdo fungdes isotrdpicas escalares.

Teorema 3 - Se a tensdo extra no constituinte da mistura e a for¢a resistiva dependem da

velocidade relativa liquido-solido, v, =v, —vg, e da porosidade do meio, entdo a tensdo total

e a forca resistiva sdo dadas por:

b, ®v, (3.14)

)[+7’(‘9f’

Tl.(gf,v,):—pi(gf,vr v,

W, (3.15)

e, v, )= ale, b,

De acordo com o Teorema 1, para o caso do tensor T, so existirda um componente

da tensdo, no caso de escoamento unidimensional. Tal componente ¢ a pressdo nos solidos,
Py . Em um meio poroso, Py representa o peso a menos das for¢as de empuxo e resistiva de

uma camada superior de solidos sobre uma camada imediatamente inferior. Ademais, existe
uma concentragdo de solidos minima, chamada de concentragdo critica, onde uma camada
inferior de s6lidos sofre a influéncia de P, devido a uma camada superior.

A partir dos teoremas 1, 2 e 3 da teoria constitutiva apresentada por d’AVILA e
SAMPAIO (1977a) € possivel elaborar experimentos para determinar as fungdes isotropicas
escalares p.,a e y. Tal procedimento visa incorporar equagdes constitutivas para as tensoes
nos constituintes da mistura e para a forga resistiva no sistema de equacdes, obtido pela
aplicagdo da Teoria das Misturas, para a modelagem do fendmeno. Equagdes constitutivas
para a pressdo nos solidos e permeabilidade do meio poroso sdo indispensaveis para que o

equacionamento possa ser resolvido, anulando o grau de liberdade do sistema.
3.2.2 Tensores tensio nos constituintes solido e liquido

Os termos Ps e P, apresentados nas Equagdes (3.7) e (3.8) séo, respectivamente, as

pressdes no solido e no fluido e equivalem as partes arbitrarias dos tensores. Analogamente ao

que foi representado por d’AVILA (1978), BURGER et al. (2000d), através da hipdtese
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basica do sistema solido-fluido ser um meio isotrépico, definiram e indicaram que os tensores

tensdo podem ser representados como mostram as Equagdes (3.10) e (3.11):
T, =—PJI+TS (3.16)
T,=-PI+T/ (3.17)

Por simplicidade, e desde que esta hipotese ¢é  freqiientemente

utilizada, supde-se que as viscosidades da fase bulk do sélido e liquido ou expansdo das
viscosidades, definida por kg (gs): Ag + %ys (gS) e k; (gf): A, + %,uf (gf),
respectivamente, desaparece.

As equagdes constitutivas referentes as tensdes extras nos constituintes, 7y e T fE,

podem ser reescritas na forma padrdo do comportamento linear de fluidos newtonianos:
E r 2
TE = ys(vvs +(Vvy) —E(V-vs)lj (3.18)
ro 2
TS = uf(wf +(vv,) —E(V-vf )IJ (3.19)

3.2.3 Tensiao nos Solidos

A modelagem para cada uma das trés regides bifasicas, existentes no fenomeno de
sedimentacgdo (regides de sedimentagado livre, de transi¢do e de formacgao do sedimento), pode
ser realizada a partir da utilizacdo do sistema de equacdes diferenciais, obtido pela aplicagdo
da Teoria das Misturas da Mecanica do Continuo. No entanto, as equagdes constitutivas sao
especificas para cada regido.

Na regido de sedimentag@o livre, verifica-se que a velocidade de queda da particula é
constante e a mesma ¢ caracterizada por uma fraca interacdo sdlido-solido, o que indica um
efeito negligenciavel da tensdo nos solidos. Na regido de formacdo do sedimento, verifica-se
que a interacdo sélido-so6lido € extremamente significativa, o que acarreta em um forte efeito
de tensdo nos solidos seguido pela compactagdo das particulas. Na regido de transicdo,

observa-se que a mesma possui caracteristicas em comum com as demais regides e,
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considera-se que nesta regido a tensdo nos solidos € desprezivel. Como tais regides sdo
distintas entre si, ¢ provavel que as equacdes que governam o fenomeno também sejam
distintas para cada uma destas regides.

d’AVILA (1978) restringiu-se & aplicagio do Teorema 1 da teoria constitutiva de

d’AVILA ¢ SAMPAIO (1977a) e baseando-se na dependéncia da pressdo nos sélidos como

uma funcgdo exclusiva da porosidade local apresentou algumas fungdes de P, denominadas

equacdes de estado.
Para o caso especifico de suspensdes suficientemente diluidas ou no inicio do
processo da sedimentacio d’AVILA (1978) apresentou exemplos de equagdes para a pressio

nos solidos para sedimentagao livre, tais como:

fe (1_5/')
l—gﬁ,) &,

(3.20)

I—¢,
Py =povi(i-z, ){%% 3.21)

sendo Py e &, a pressdo nos solidos e a porosidade no ponto critico (ponto de compressao) e
v, a velocidade terminal de Stokes. Baseando-se em fatos fisicos da sedimentagdo em
batelada, tais como P; =0 para ¢, =1 ¢ P; =P, para ¢, =¢, d’AVILA (1978) supds a

pressdo nos solidos linear em ¢, pela aplicagio da Equacio (3.22) para n=1:

l1-¢ ’ !
P, =P, (3.22)

l-¢,

ou utilizando ainda uma condig¢do adicional em ¢, =1 em que 8P%g =0, considerando a
) S

forma quadratica para a pressdo, fazendo » = 2 na expressdo anterior. Da mesma forma o

autor obteve uma expressdo cubica para a pressdo nos sdlidos aplicando a condigdo

2
0 P/agz =0 em ¢, =1 fazendo n=3.
2
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Muitos autores sugerem que a tensdo nos solidos na regido de sedimentagio livre seja
desprezivel, P; =0, e ndo utilizam equagdes constitutivas para a pressdo em tal regido,
apenas negligenciando o efeito de interagdo s6lido-s6lido na equag¢do do movimento.

Considerando-se que P, ¢ fungdo apenas da porosidade, entdo, ¢ possivel a obtengao
de uma expressdo para tal fungio através da realizacdo de testes laboratoriais. TILLER e LEU

(1980) através de ensaios experimentais desenvolveram uma expressao relativamente simples

para tensao no solido, dada por:
P =P (g—sj 1 (3.23)

sendo P,, &, e [ pardmetros determinados experimentalmente.

3.2.4 For¢a Resistiva

A representacdo da forga resistiva tem papel essencial ao ser incorporada ao conjunto
de equacdes dos balangos de massa e quantidade de movimento para que o sistema de
equacdes que governam o fendmeno da separacdo solido-liquido seja determinado. Muitos
autores consideram a forca resistiva como sendo uma func¢do da porosidade do meio e da
velocidade relativa entre os constituintes da mistura, uma vez que a mesma leva em
considera¢do a forga exercida pelo fluido sobre a matriz porosa e a forca de empuxo.

Partindo-se do Teorema 3 da Teoria constitutiva de d’AVILA ¢ SAMPAIO (1977a) é
possivel se obter uma expressdo para a forga resistiva, como foi demonstrado por AROUCA
(2007).

Considerando o caso de um escoamento lento em regime Darcyano, ou seja Re << 1,

a expressdo para a forca resistiva se reduz a:
I’}’Z(Sf,vr): 0‘0(‘9_,‘ )Vr (3.24)

sendo necessario determinar-se o coeficiente ¢, a partir de ensaios experimentais.

No caso de escoamento lento e unidimensional em meios porosos, para se calcular a

forca resistiva, um grande nimero de experimentos apontam a equacgdo de Darcy, dada por:
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m= :j: (vf —vS) (3.25)

sendo u a viscosidade do fluido e & a permeabilidade do meio poroso, que geralmente é

admitida como uma fung¢ado exclusiva da porosidade. Através da Equacdo (3.25), verifica-se
que para se determinar a forca resistiva € necessario especificar uma equacao constitutiva para
a permeabilidade do meio poroso.

Considerando-se a hipotese de que k € fung@o apenas da porosidade, € possivel a
obtencdo de expressdes para tal fungdo através de ensaios experimentais. TILLER e LEU
(1980), através de testes experimentais, desenvolveram uma expressdo para a permeabilidade

do meio poroso, dada pela Equacao (3.26):

k =k, (g—Sj (3.26)

Baseando-se em ensaios de sedimentacdo em batelada, AROUCA (2003) apresentou
uma expressdo para a permeabilidade do meio poroso que valida para uma ampla faixa de

concentracdo de sdlidos € dada pela seguinte equagio:

ho=— 1 (3.27)
CO + CIES

sendo ¢y e c; parametros obtidos experimentalmente

Desse modo, a modelagem de sistemas sdlido-liquidos pode ser efetuada pela
resolugdo simultdnea das equagdes da continuidade € do movimento para os constituintes da
mistura ao incorporar equagdes constitutivas para a pressio nos solidos e permeabilidade do

meio poroso ao problema.
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3.3 Modelo de d’AVILA (1978)

3.3.1 Desenvolvimento do Equacionamento

Ao se aplicar a Teoria das Misturas da Mecéanica do Continuo e o Teorema do
Transporte de Reynolds aos balancos de massa e quantidade de movimento, e langando-se
mao de equagdes constitutivas para a press@o nos solidos e permeabilidade do meio poroso, ¢
possivel a obtengdo das equagdes que modelam o fendmeno da sedimentacao.

Ao utilizar a Teoria das Misturas, d’AVILA (1978) propds um modelo empregando
uma abordagem dindmica que contribuiu significativamente com o estudo da sedimentagao.
Para descrever a regido de sedimentagcdo propriamente dita durante a sedimentacdo em
batelada d’AVILA fez uso das equagdes da continuidade ¢ do movimento para cada
constituinte da suspensao.

d’AVILA adotou algumas hipoteses simplificadoras do modelo, citadas por

AROUCA (2007), para a analise do problema. Sio elas:

e A sedimentagdo ¢ um fendmeno unidimensional;

e As fases da mistura sdo incompressiveis;

e Os tensores tensdes nos constituintes sélido e liquido s@o fungdes exclusivas da porosidade
do meio;

e Os efeitos de paredes sdo despreziveis.

Adotando-se tais suposi¢des e fazendo uso do Teorema 1 da Teoria Constitutiva de
d’AVILA e SAMPAIO (1977a), as equacdes da conservacdo de massa ¢ de quantidade de

movimento sdo reescritas como:

985  O8sVs _ (3.28)
ot oz
o€ o€ v
f for
LA =0
—at s (3.29)

ov ov dP.
,0555[ ﬁts TV S}z_ dS +H1+(,0S _pf)gsg (3.30)
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el 3.31
e (3.31)

Somando-se as Equacdes (3.28) e (3.29) tem-se:

8(83 +5f)+ a(gsvs +gfvf) o (3.32)
ot 0z

A partir da relago das fragdes volumétricas, &5 + &, =1, a Equagdo (3.32) se reduz

6((1 — & )"s + ‘9f"f)

=0
Py (3.33)
Por definigao:
Q(f)z((l_gf)"s +5f"f) (3.34)

sendo q(t) a velocidade superficial da mistura. ’AVILA considerou que na base da coluna
de sedimentag¢@o em batelada, na posi¢do z=0, existe uma restri¢do cinemadtica, as velocidades

dos constituintes sdo nulas, vy = v, =0, consequentemente, q(t) =0, portanto:

), (3.35)

vV, =——=V
/ s
&y

A Equacio (3.35) pode ser aplicada em todos as posi¢des da coluna de sedimentagio,
haja visto que a velocidade superficial total é funcdo exclusiva do tempo e ndo da posi¢do. Ao
se utilizar a Equacdo (3.35), tem-se a vantagem de que os perfis de velocidades e as
distribuicdes de concentragdes dos constituintes sélido e liquido podem ser obtidos através
das equagdes da continuidade e do movimento referentes a apenas um dos constituintes mais a

restri¢do cinematica, o que leva a diminuicao do grau de complexidade do problema.
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Fazendo uso do Teorema 3 da Teoria Constitutiva de d’AVILA ¢ SAMPAIO
(1977a), o qual enuncia que a forga resistiva ¢ uma fun¢do da porosidade local e¢ da
velocidade relativa dos constituintes, d’AVILA obteve a seguinte equagdo para a forca

resistiva:

adi

m= (1_—gf)v +v (3.36)
W & 7 .

que apos as devidas manipulagdes algébricas fornece:

HVs

m=—m

(3.37)

Feito isso, pode-se descrever o fendomeno da sedimentacdo em batelada através da
resolucdo das equagdes dos balangos de massa e de quantidade de movimento para o
constituinte sélido.

Pode-se reescrever a Equacdo da continuidade para o s6lido, Equagéo (3.28), como:

a(l_gf)Jr a(l_gf)vs _

0
ot P (3.38)
ou ainda,
o€ ov o€ (3.39)
f S f
——+t\l-c,)—=—v,——=0
o -2 P

Reescrevendo a Equag¢do do Movimento para o solido, Equagao (3.30), tem-se:

B ovg Ovs | OB g B B
psll ef{ S az}— e MR (3.40)

Sabe-se que ¢, = ¢, (z,t) e visto que P, = P (gf ), pela regra da cadeia, tem-se:
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oP, dP; O¢,

oz de, o

(3.41)

Substituindo a Equacgdo (3.40) na Equacgdo (3.41), tem-se a expressdo final para a

equagdo de conservagdo da quantidade de movimento para o constituinte sélido:

~ Ovg ovg | dP; Og, g B B
psll gf{at vy az}dgf = k(gf)+(ps p M-, ) (3.42)

d’AVILA adotou as seguintes varidveis com a finalidade de adimensionalizar as

Equacgdes (3.33) e (3.36):

yoVs (3.43)
Vso
{

T=" (3.44)
tO

7== (3.45)
Zy
P

pls (3.46)
PO

Utilizando-se as Equacdes (3.43) a (3.46) na Equacdo (3.39) da conservacdo da

L . z . .
massa, multiplicando-se ambos os membros da equacgio por — e realizando-se e as devidas

Vso
simplificagdes tem-se:
oe oe
—M—f+(1—gf)a—V—V—f=0 (3.47)
oT /A oz
sendo M = 22
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Analogamente, procede-se a adimensionalizacdo da Equac¢do do Movimento para o

constituinte sélido, Equagdo (3.42), multiplicando-se ambos os membros da equagdo por

—1 . . . ~ e
Z, (v§0 pS) e realizando-se as devidas manipulagdes algébricas:

oe
(l—gf{Ma—V+Va—Vj+Sd—P—f:—AV+B(1—5/.) (3.48)
or " ez) "de, oz
P, - 4
sendo M = —2 S=—" 4= Ho ,B:M
Vsolo PsVso psvsok(gf ) PsVso

O modelo de d’AVILA, constituido pelas Equacdes (3.47) e (3.49), compreende a
teoria de KYNCH (1952), como um caso particular de sua abordagem em que os efeitos de
pressdo ou o balango de for¢a no sistema sio negligenciados (AROUCA, 2007).

Conforme demonstrado por d” AVILA (1978) o sistema de equagdes diferenciais
constituido pelas equagdes (3.47) e (3.48) apresenta carater hiperbdlico, prevendo o
deslocamento de duas interfaces, uma descendente e outra ascendente, apresentando por isso
duas familias de caracteristicas, representadas respectivamente pelas Equagdes (3.49) e (3.50),

satisfazendo o modelo fisico.

d—Z dm:L V- —Sd—P (3.49)
dr|\™ M a’gf
dz

am:i v |-s4E (3.50)
M dgf

O sistema constituido pelas Equagdes (3.49) e (3.504) ¢ um problema de valor inicial

dr

associado as seguintes condicdes iniciais:

T=0: V=Vle ) ¢, =¢,(2) (3.51)
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sendo V; e &, os perfis de velocidade e porosidade no inicio da sedimentagdo em batelada.

d’AVILA resolveu tal problema utilizando o método das caracteristicas com o algoritmo de
SMITH e MCCALL (1970) apud d’AVILA (1978). Os resultados obtidos forneceram os

valoresde V (Z, T) e &, (Z, T) para a regido de sedimentagdo propriamente dita.

d”> AVILA (1978) demonstrou a importincia em se considerar o efeito do gradiente
de pressao nos solidos no balango de forgas, mesmo na regido de sedimentagdo propriamente
dita. Tal observagdo, por si s0, demonstra o carater simplificado do modelo de KYNCH
(1952) e evidencia a grande contribui¢do dada por d° AVILA a teoria da sedimentagio

(DAMASCENO, 1992).

3.3.2 Condig¢des de Salto

d’AVILA resolveu o problema da sedimentacio em batelada para a regido de
sedimentagdo propriamente dita, regido delimitada pelas duas interfaces: ascendente e
descendente. O autor demonstrou matematicamente que na sedimentagdo em batelada existem
duas descontinuidades na distribuicdo de concentragdes: uma que se desloca a partir da base
da proveta, e outra que parte da superficie da suspensdo no sentido da base do recipiente. O
método utilizado por d’AVILA ndo possibilita informagdes a respeito da regido de
compressdo uma vez que o problema se encerra no ponto de encontro das duas
descontinuidades. O autor descreve o fendmeno da sedimentacdo em batelada como um
problema de fronteira modvel, sendo que tais descontinuidades se deslocam no espago

delimitando trés regides distintas:

e Regido de liquido clarificado: onde ndo ha a presenca de solidos, na qual ¢, =0

e Regido de sedimentacdo propriamente dita: onde a concentracdo de solidos € igual a
concentragdo inicial, &, =¢,,, € a velocidade de sedimentacdo ¢ constante v=v,,. As
particulas solidas decantam com um caminho livre médio relativamente grande, o que torna o
efeito da tensdo nos sélidos pouco significativo;

e Regido de compressdo: regido na qual a velocidade de sedimentagdo ¢ nula e a

concentragdo ¢ constante e igual a &g, . As particulas sdlidas estdo em contato intimo e o

efeito da tensdo nos solidos € bastante significativo.
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Cada regido delimitada pelas descontinuidades pode ser modelada através da
utilizag¢do das equacdes da continuidade ¢ do movimento, além da incorporagdo de equagdes
constitutivas adequadas. Entretanto, por serem superficies singulares, as descontinuidades nao
admitem o uso das equagdes de conservacao.

d’AVILA ¢ SAMPAIO (1977a) apresentaram as equagdes de salto, obtidas a partir
da aplicagdo do Teorema do Transporte de Reynolds a volumes materiais que apresentam
superficies singulares. Tais equagdes relacionam as propriedades das regides permitindo que o
problema seja resolvido por sistemas independentes ligados por condi¢des de contornos
comuns entre as mesmas. Tal problema possui subdominios variaveis que caracterizam um
problema de fronteira mével.

As equagdes para o balanco de massa para os constituintes solido e liquido nas

descontinuidades sdo respectivamente:

(Bsvs]-1os 0" )-e=0 (3.52)
(7v,)-lp, Io7)-e=0 (3.53)

As equagdes de salto para o balanco de quantidade de movimento, para o solido e

liquido, sdo respectivamente,
(psvs ® vy —U")-T;])-e =0 (3.54)

([/_’f"f ® ("f - U*)_ Tf])' e=0 (3.55)

sendo U™ a velocidade de deslocamento da descontinuidade e os colchetes representam os
saltos das varidveis por elas delimitadas. O operador ® denota o produto tensorial e equivale
ao vetor normal a superficie singular.

A Figura 3.1 apresenta o problema de subdominios com fronteiras moéveis
representadas pelas interfaces descendente e ascendente indicadas pelos indices (1,2) e (3,4),
respectivamente.

Aplicando-se as equagdes de salto do balango material para a sedimentacdo

unidimensional com formacdo de sedimento incompressivel para os constituintes solido e
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liquido na interface descendente (1,2) ¢ possivel se obter uma expressdo matematica que

permite o calculo da velocidade da interface descendente U 1* 5

IT

II

Regido I: Liquido Clarificado
Regido II: Sedimentacdo Livre
Regido I1I: Compressao

t=0 t=t>0 t=o0
Fonte: Arouca (2007).

Figura 3.1: Regides I, II e III da sedimentacdo em batelada delimitadas pelas
descontinuidades: interface descendente (1,2) e ascendente (3,4).

A partir do fendomeno fisico admite-se que na regido de liquido clarificado a fracdo

volumétrica do constituinte liquido € ¢, =1, enquanto sua velocidade intersticial € nula,

v, =0, tem-se que:

Ul, =vg (3.56)

Tal expressd@o mostra, como se ¢ esperado, que a velocidade de queda da interface
descendente ¢ a mesma velocidade dos so6lidos nela contidos.

A partir de tais suposicdes e realizando-se as devidas manipulagdes algébricas
obtém-se a Equacdo (3.57), que possibilita o calculo da velocidade da interface descendente

*

U,.

&
U =——12 .y 3.57
1,2 (I_gfz) 12 ( )
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As Equagdes (3.56) e (3.57) mostram que as velocidades do liquido e do sé6lido t€ém
dire¢des opostas como prevé o modelo fisico. Combinando tais equagdes obtém-se uma nova

equacdo, valida na interface superior, dada por:

Epvpt(—¢g,)vg, =0 (3.58)
ou ainda:
l1-¢,
v,y = —(g—“)vsz (3.59)
12

que ¢ analoga a expressdo dada pela Equacgdo (3.35) obtida a partir da restricdo cinematica
existente na base do tanque de sedimentacao.

A partir da aplicagdo das equagdes de salto do balango material para os constituintes
solido e liquido na interface ascendente (3,4) e admitindo-se que na regido de compressao as

velocidades intersticiais de ambos os constituintes solido e liquido s@o nulas, v, =vs, =0¢

ap6s as devidas manipulagdes algébricas torna-se possivel o calculo da velocidade da

. * ’ . ~
interface ascendente U, ,, através das seguintes equagdes:

« l-¢ 3.60
Usy =~ ( f3) Vs3 (360
Er3 &4
<.
U,,= £y
3,4 £ =4 VE (3.61)

para o solido e o liquido, respectivamente.

A partir da aplicacdo das equagdes de salto no balango de quantidade de movimento
linear € possivel a andlise dos saltos de pressdo nas descontinuidades das regides I, II e III
para os constituintes sélido e liquido.

d’AVILA ¢ SAMPAIO (1977a), a partir do Teorema 1 da Teoria Constitutiva
demonstraram que para o caso de escoamento unidimensional, se a tensdo extra no
constituinte da mistura for uma fun¢do exclusiva da porosidade do meio, entdo, o tensor

tensdo € uma pressado estatica aplicada na superficie no constituinte da mistura.
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Os saltos das pressdes nos constituintes solido e liquido nas regides delimitadas pela
interface descendente (1,2) podem ser obtidos a partir das equacdes da conservagdo do
movimento para os constituintes solido e liquido.

Admitindo-se que a regido de liquido clarificado € predominantemente constituida

por liquido, &, =1 e que o mesmo encontra-se em repouso, ou seja, v, =0, € correto
afirmar que, pela auséncia de particulas sélidas, v, =0 e P;; =0. A partir de tais suposi¢des

* ~
e sabendo-se que U, =v,, tem-se entdo que:

[PS]IZ =0 (3.61)

€f2

P ], = mpﬂiz (3.62)

Tais expressoes indicam respectivamente que ndo ocorre salto na pressdo do solido
entre as regides I e Il e que o salto da pressdo no liquido € uma fun¢do da porosidade do meio

e da energia cinética do liquido. Como ¢,, <le P, > P, ocorre um salto na pressdo do

liquido, mas nao ocorre um salto na pressao do sélido.

Aplicando-se as equacgdes da conservagdo de quantidade de movimento na interface
ascendente (3,4) para os constituintes sélido e liquido e admitindo-se que as velocidades
intersticiais dos componentes soélido e liquido sdo nulas na regido de compressdo, ou seja,

v, =vs, =0, € apos as devidas manipulagdes algébricas tem-se que:

(1_‘9fsxl_‘9f4) 2
(€,-2,,) 7o' (3.63)

PS4:PS3+

Sendo &, <é&,; e por conseqiiéncia Py, > Pg;. No entanto, em seu trabalho

d’AVILA nio explicita Py, =0, entretanto, tal suposi¢do € natural de sua teoria uma vez que

ndo ha salto na pressdo nos solidos entre as regides de liquido clarificado e sedimentacao
livre, sendo que esta Ultima regido se caracteriza pelo fraco efeito de interacdo entre os solidos

que foi negligenciado por d’AVILA. A ndo consideragio da tensdo no sélido no
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equacionamento da sedimentagcdo propriamente dita faz com que o sistema de equagdes
diferenciais apresente carater parabolico, descrevendo apenas o movimento da interface
inferior. Uma maneira de contornar esse problema € tentar prever o movimento da interface
superior tendo em vista o da inferior. Isso pode ser feito através das equagdes de salto.
Procedendo-se de forma analoga para o constituinte liquido e obedecendo-se as

suposi¢des, tem-se que:

P

E &
=P - L p vl (3.64)

73
Er3 €4

Uma vez que &, <&, pela Equagdo (3.64) nota-se que P,, < P,;. Dessa forma, as

equacdes anteriores mostram que ocorre salto nas pressdes do sdlido e do liquido na interface

inferior.
3.3.3 Analise do Modelo de d’AVILA (1978)

d’AVILA (1978) apresentou uma abordagem fundamentada na Teoria das Misturas
da Mecanica do Continuo, fato que contribuiu significativamente nos estudos relacionados a
sedimentadores, seja no desenvolvimento de projetos ou em melhorias de tais equipamentos.
Até aquele momento predominava a teoria cinemdtica de KYNCH (1952) para a
sedimenta¢do, cujo principio baseia-se na propagacdo de ondas de mesma concentracdo que
partem da base da coluna de sedimentagdo. Ao incorporar o balango de forgas nos
constituintes da mistura, d’AVILA (1978) conferiu ao problema um equacionamento
hiperbolico, cujo resultado possibilitou a verificagdo matematica de duas descontinuidades
que se propagam em sentidos opostos, as interfaces ascendente e descendente, satisfazendo o
modelo fisico.

d’AVILA admitiu a sedimentagio como um fenémeno caracterizado pela formacdo
de trés regides, a regido de liquido clarificado, a regido de sedimentagdo livre e a regido de
forma¢do do sedimento, diferentemente de KYNCH (1952), que em sua teoria admitiu a
existéncia de quatro regides no fendémeno da sedimentagdo em batelada: liquido clarificado,
sedimentacdo livre, transicdo e formacdo do sedimento. Sendo assim, d’AVILA desprezou a
existéncia da regido de transi¢do e descreveu a regido de formacdo de sedimento como uma

regido na qual ocorre a compactacdo do solido. Segundo o autor, as regides de liquido
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clarificado, sedimentacdo livre e formagdo do sedimento sdo delimitadas por descontinuidades
que se propagam em sentidos opostos. No entanto, tais regides podem ser modeladas
independentemente e relacionadas entre si por condi¢des de salto das varidveis dependentes.

Em seu trabalho, d’AVILA resolveu o problema da sedimentagio em batelada
somente para a regido de sedimentacgdo livre utilizando o método das caracteristicas. Para as
demais regides, o autor afirmou a validade das equagdes da continuidade e do movimento
para os constituintes da mistura e indicou que as mesmas poderiam ser utilizadas, em cada
uma das regides, bastando especificar equagdes constitutivas em cada caso (AROUCA, 2007).
O autor nao resolveu este problema em seu trabalho, no entanto, 0 mesmo propds as
suposicdes por ele utilizadas e as devidas condicdes de salto das variaveis que relacionam as
regioes.

As descontinuidades apresentadas no modelo de d’AVILA sio superficies singulares
que deslocam-se no dominio do espago como func¢des do tempo, sendo z;»(t) a posi¢do da
interface descendente e z34(t) a posicdo da interface ascendente em um dado tempo t. O
esquema da coluna de sedimentagdo com a origem das posi¢des na sua base e altura maxima

da suspensdo em z = L ¢ apresentando na Figura 3.2.

I
I
Z12(t)
II
Z34(1)
Regido I: Liquido Clarificado
- it Regido II: Sedimentacdo Livre
? Regido I1I: Compressao
(

Fonte: Arouca (2007).
Figura 3.2: Esquema da coluna de sedimentagdo em batelada delimitadas pelas
descontinuidades das interfaces descendente (z;2) e ascendente (z3 4).

Os sobrescritos I, 11 e I1I sdo admitidos para denotar as regides de liquido clarificado,

sedimentagdo propriamente dita e compressao, respectivamente.
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3.3.3.1 Regiao de liquido clarificado

No instante de tempo t = 0", tem-se o surgimento da regido de liquido clarificado, em
que a primeira particula de solido é depositada na regido de compressdo. O dominio espacial
da regido I ¢ varidvel em uma das fronteiras, e sua dimensao é necessariamente uma fungio
do tempo de acordo com a posi¢do z;,(t) da interface descendente, caracterizando um
problema de fronteira movel. Assim, o dominio da regido de liquido clarificado € z;» (t) <z <
L , sendo L a altura maxima da coluna de sedimentacdo (AROUCA, 2007). Verifica-se um

aumento do volume de liquido clarificado a medida que a interface descendente se propaga

. * . . ~
com velocidade U/ ,, no sentido da base da coluna de sedimentac@o.

Ao analisar-se 0 modelo de d’AVILA, verifica-se que a regido de liquido clarificado
¢ suposta como sendo constituida predominantemente por liquido, g; =1, e portanto, . =0.
A partir das suposi¢des feitas por d’AVILA, observa-se que a medida que cada particula
solida ¢ depositada na regido de compressdao, um mesmo volume de liquido adentra na regido

de liquido clarificado, através da fronteira com a regido de sedimentacdo propriamente dita.

Tao logo ocorra a entrada do volume de liquido na regido de liquido clarificado, o0 mesmo

perde energia cinética e assume velocidade nula, ou seja, v; = 0. Ao admitir-se a auséncia de

solidos nesta regido, obviamente que a pressdo nos soOlidos e sua velocidade intersticial

também sdo supostamente nulas, P, =0 e v =0.

3.3.3.2 Regido de sedimentacio propriamente dita ou sedimentacéo livre

O dominio espacial da regido de sedimentacdo livre ¢ uma funcdo do tempo e

depende da posi¢do z; »(t) da interface descendente que se propaga com velocidade U 1*,2 e da

posi¢do 73 4(t) da interface ascendente que se propaga com velocidades U ; ,- Portanto, tem-se

um problema de dominio variavel com duas fronteiras moveis: as interfaces ascendente e
descendente, z34(t) < z < z;»(t). Quando toda a suspensdo sdlido-liquido € separada e ocorre
o desaparecimento da regido de sedimentagdo propriamente dita bem como o encontro das
interfaces em z; ,= z3 4, verifica-se a finaliza¢do do fenomeno da sedimentagdo. Cabe ressaltar
ainda que a velocidade de queda da interface superior ¢ equivalente a velocidade de sélidos

nela contidos e que tal constatacdo € valida no inicio da regido II.
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Em seu trabalho d’AVILA (1978) reporta a regido de sedimentagiio propriamente
dita ou sedimentagdo livre, como sendo a mais importante a ser descrita por seu modelo. Na
regido de sedimentacdo propriamente dita ou sedimentacdo livre observa-se efetivamente a
ocorréncia do fenomeno da separagido sélido-liquido. d’AVILA caracteriza tal regido por um
fraco efeito de interagdo entre os solidos para baixas concentragdes volumétricas iniciais, o
que possibilita que as particulas sedimentem livremente em seu percurso. Ao admitir-se um

fraco efeito de interacdo entre os sélidos nesta regido, obviamente que a pressio nos sélidos ¢é
supostamente nula, P;' =0.

As equagdes de salto de d’AVILA mostram que ndo ocorre salto na pressdo dos
solidos entre as regides I e II, PS’ :PS” , entretanto, verifica-se a ocorréncia de salto da

pressdo no liquido, que por sua vez ¢ funcdo da porosidade do meio e da energia cinética do

liquido. A pressdo no liquido na regido de sedimentagdo livre ¢ inferior a pressdo no liquido

na regido de liquido clarificado pela Equacdo (3.62), uma vez que 5}' <1, sendo assim

I 7
P> P

3.3.3.3 Regido de compressio

d’AVILA definiu a terceira regido da sedimentaco em batelada como sendo a regido
de compressdo. Tal regido caracteriza-se pelo contato intimo entre as particulas solidas e
conseqiientemente, o relevante efeito da tens@o nos solidos. Esta regido ¢ delimitada por uma
fronteira fixa e outra mével, 0< z < z34 (t), e surge no instante t = 0" quando a primeira
particula solida ¢ depositada no fundo do recipiente. A posicdo da interface ascendente ¢
representada por z34(t), em um dado instante t. Esta descontinuidade desloca-se em um
movimento de ascensdo em dire¢do ao topo do recipiente ¢ a medida em que se distancia,
maior ¢ a quantidade de solidos separado no fenomeno. A fronteira fixa encontra-se na base
do recipiente e por sua vez na origem das posi¢des, onde a concentragdo de s6lidos € maxima.

Segundo d’AVILA as particulas solidas separadas ao final da regido II sdo

imediatamente depositadas no sedimento formado, o que permite supor a hipotese de que as
velocidades de ambos os constituintes em tal regido sdo nulas, ou seja, vy’ =v;’. Sob tal
hipdtese ocorre a descaracterizagdo da definicdo de regido de compressdo, uma vez que o

solido que ¢é depositado sobre o sedimento ndo possui velocidade a partir de entdo. Ou seja, o

liquido presente no sedimento ndo é expelido do interior do meio poroso e desta forma, ao se
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assumir que as velocidades sdo nulas na regido III, pode-se dizer que efeito de compactacio
do sedimento ¢ desprezado. Assim sendo, a regido III torna-se semelhante a regido de
formagdo do sedimento do modelo de KYNCH.

Ao analisar as equacdes de salto apresentadas por d’AVILA observa-se que ocorre
descontinuidades nas pressdes no solido e no liquido quando se passa da regido II para a
regido III, ou seja, na regido de compressao.

A modelagem da sedimentagdo em batelada pode ser realizada resolvendo-se,
simultaneamente, os sistemas desenvolvidos para cada regido do fenomeno da sedimentagdo e
relacionando-os através das equagdes de salto para a interface descendente, em z = z;5(t) e
para a interface ascendente, em z = 73 4(t).

Ao propor um modelo que prevé matematicamente a formacdo de duas
descontinuidades que se propagam em sentidos opostos, d’AVILA contribuiu
significativamente nos estudos relacionados ao desenvolvimento de sedimentadores, uma vez

seus estudos vieram a complementar a teoria de KYNCH (1952).

3.4 Modelo de BURGER e CONCHA (1998)

3.4.1 Desenvolvimento do Equacionamento

BURGER ¢ CONCHA (1998), utilizando os principios da Mecanica do Continuo,
elaboraram uma teoria fenomenoldgica para a sedimentacdo de suspensdes floculadas,
levando em consideracdo a compressibilidade do sistema por seu proprio peso. A grande
contribuicdo do modelo desenvolvido reside no fato de que o equacionamento desenvolvido
pelos autores descreve o processo completo da sedimentacdo continua e batelada, em todo o
dominio espacial, o que leva a eliminag¢do do problema de regides de fronteiras mdveis, que
por sua vez, conduz a uma diminui¢do do grau de complexidade do método numérico para
resolugdo do problema.

No desenvolvimento do equacionamento, BURGER e CONCHA (1998) adotaram as
seguintes hipoteses simplificadoras citadas por AROUCA (2007):

e As particulas solidas sdo pequenas em relagdo as dimensdes do sedimentador e possuem a
mesma densidade;
e Os constituintes solido e liquido sao incompressiveis € ndo ocorre transferéncia de massa

entre eles;
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e A suspensdo ¢ inteiramente floculada antes do inicio da sedimentacao;

¢ O constituinte solido descreve um movimento de compressao unidimensional;

e Ambos os constituintes sélido e liquido apresentam comportamento elastico de fluidos
ViSCOSO0s;

e O unico campo de forcas atuante no sistema ¢ o campo de forgas gravitacional.

Considera-se a suspensdo como sendo um meio continuo formado por dois
constituintes. A hipotese de que a fase liquida comporta-se como um fluido viscoso ¢
fundamentada na hipotese de que o atrito associado com a interagdo liquido-liquido é muito
menor do que o atrito associado com a interacdo solido-liquido. Através da Mecanica do
Continuo, o constituinte sélido perde sua identidade e passa a se comportar com fluido
elastico, desde que uma concentracéo especifica dos sélidos esteja associada com cada altura
do sélido no sedimento.

A partir das hipdteses simplificadoras citadas anteriormente, obtém-se as equagdes

escalares que descrevem o fendmeno:

985 | 08sVs _ (3.65)
ot 0z

0q

Ys _ g 3.66
0z ( :

2
Ps a(gSVS)‘f‘a(gSvS) :—aPS _psgsg+ﬂ(gs)ai—a(gs)vr (3.67)
ot 0z 0z 0z

(A ~ deg
Pe e p,(1-e5)g - Bley) - +aleg ), (3.68)

p{a((l—,ss)vf)+ a((1—gs)v;)} _op
ot

sendo p, as massas especificas dos constituintes, P, as pressdes das fases, sendo o indice i

correspondente a s e f para as fases solida e fluida, respectivamente, g representa a velocidade

superficial da mistura, v, =v; —v,, a velocidade relativa solido-liquido, g a aceleragdo da

gravidade, ¢ f(eg)e a(eg) sio fungdes escalares que definem a forga de interagdo sélido

liquido por unidade de volume.
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Do mesmo modo que DAMASCENO (1992), BURGER e CONCHA (1998)
demonstraram que os termos inerciais presentes nos balangos de forcas, para ambos os
constituintes, s@o despreziveis e podem ser negligenciados. A partir desta suposicdo as

Equacdes (3.67) e (3.68) podem ser simplificadas, respectivamente, como:

OP, 0

8_S:_ps‘9sg+:3(gs) s _a(gs)"r (3.69)
z 0z

oP, 0€g

7:_pf(l_gs)g_IB(SS)_""O((SS)W (3.70)
Z Oz

Substituindo-se as variaveis teoricas Pge P, pelas varidveis experimentais P (pressdo

no poro) e o, (tensdo efetiva no solido), obtém-se a pressdo total Pr dada pela Equacdo

(3.71).

Py (z,t)=Py(z,t)+ P,(z,t) = P(z,t)+ o,(z,1) (3.71)

Admitindo-se que a porosidade volumétrica no sedimento ¢ equivalente a porosidade

superficial, tem-se que:
P, =¢,P+o0, (3.72)
P, :(1_‘95)}) (3.73)

Substituindo as Equagdes (3.72) e (3.73) nas Equacdes (3.69) e (3.70) obtém-se:

a(ZSP) 2% et fle) 5 —ale, )y, (3.74)

z 0z 0z

ol _a es)P]_ p(1-2y)g— Al V255 | ooy, (3.75)
z 0z

para as fases sélida e fluida, respectivamente.
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Numa coluna de sedimentacdo, considerando-se a Equagdo (3.75) no equilibrio,

obtido paras — o, em que as velocidades de ambos os constituintes sdo iguais vy =v, ~0, a

mesma pode ser reescrita como:

oP  Ogg e
R e =—p,(1-&5)g - Bles) s (3.76)

Supondo-see que VP =-p, g, € possivel determinar-se a fun¢do escalar ﬂ(gs)

como sendo:
Bles)= Ples) 3.77)

Substituindo-se a Equacdo (3.727) na Equacdo (3.76), a ultima ¢ reduzida a:

oP
(1_35)5:_pf(l_gs)g+a(‘9s)vr (3.78)
Isolando-se Z—Pna Equagdo (3.78):
Z

oP aleg v
—=- < 3.79
oz P&+ (1 ~ gs) ( )

A pressdo excessiva no poro, medida experimentalmente, é dada pela Equagdo

(3.80):
P =P-p,g(H-2) (3.80)

sendo H a altura da coluna de sedimentagao.
Derivando parcialmente pressdo no poro em relacdo a coordenada espacial z, e

realizando-se as devidas manipulagdes algébricas na Equagao (3.80) obtém-se:

o _an_
Oz Oz

P8 (3.81)
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Igualando-se as Equacdes (3.79) e (3.80) obtém-se:

a])e a(gS )Vr
oz (1-¢&y) (3-82)

Substituindo a Equagdo (3.77) na Equacdo (3.74) e reescrevendo-se a mesma obtém-

se a seguinte expressao:

oP Oo,
Eg—+

s =_psgsg_a(55)vr (3.83)
0z 0Oz

Substituindo a Equacdo (3.81) na Equacao (3.83) tem-se:

OP oo
&5 ==—p,g |+ —-=—psesg—ales ), (3.84)
0z 0z
Introduzindo-se o termo Ap = pg — o, a expressdo anterior fica:
0 OP.
Ie _ —&g——Apges — a(gS )vr (3.85)
0z oz

Multiplicando-se ambos os membros da Equagdo (3.82) por & e relacionando-se a

expressao resultante com a Equacgdo (3.85) € possivel obter:

aae _ a(gS )Vr

oz (1-¢,) &5 —Apgeg —alss ), (3.86)

Ap6s as devidas manipulagdes a Equagdo (3.86) pode ser reescrita como:

oo aleg v
£ =— SAY 3.87
. (i-e,) PLE s (3.87)

Desse modo, o comportamento especifico do material da suspensdo ¢ descrito pela

escolha adequada das fungdes a(eg) e o, (s, ) na Equagdo (3.87).
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Sabe-se que a velocidade superficial da mistura, g, ¢ dada pela soma das velocidades

superficiais dos constituintes, que para o caso da sedimentagdo bindria ¢ dada por:

61=(]s+61f =55VS+(1_55)Vf (388)
ou ainda,
q:‘gs(vs_vf)+vf (3.89)

Dado que v, =v; —v,, a partir da Equag@o (3.89) pode-se obter uma expressdo para

a velocidade relativa s6lido-liquido como fungdo da velocidade superficial da mistura:

y =t (3.90)

Isolando-se a velocidade relativa na Equacgdo (3.87), obtém-se:

~—~
[
|
)

)

oo
= A +—= 3.91
e ) on

Comparando-se as Equacdes (3.90) e (3.91) obtém-se a igualdade:

v (e )(Apggs + aae] (3.92)
Eg al(ey) Oz

Multiplicando-se ambos os membros da Equagado (3.92) por (1 — ES) e rearranjando

tem-se:
2
a—v,(1—2,)-qe, :_M(Apgw@&j (3.53)
‘ aleg) 0Oz

Da Equagao (3.88) sabe-se que:
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esvs =q—(1-&5lv, (3.94)

Comparando a Equagao (3.94) com o primeiro membro da Equacdo (3.93) obtém-se:

l-&5) 0
EgVy =q&g —%[Apges +%) (3.95)
N

Substituindo a Equagéo (3.95) na Equagdo da Continuidade para o constituinte solido

da mistura, Equacdo (3.65), obtém-se a expressio:

2
ARSI

ot Oz a(ey) 4

0 (3.96)

Realizando-se algumas manipulagdes algébricas chega-se a:

2 2 2
%25, O e, (e S esang (-eg) e 00, )| (3.97)
aley) ale;) oz

Os autores introduziram a fun¢do conhecida como fluxo de densidade do sélido da

batelada de KYNCH, fbk , definida na Equagdo (3.98):

Fuley (] - - =) es b (3.9%)

a(gS)

bem como a fun¢do densidade de fluxo sélido f apresentada na Equacio (3.99):
f[gs(z,t),t]=q(t)55+fbk(gs) (3.99)

Relacionando-se as Equagdes (3.97), (3.98) e (3.99), apds algumas manipulagdes

algébricas, obtém-se a expressao:
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ot 0z 0z

Oss | af(ss,t)+ 0 {_ (1-¢5) & 509}:0 (3.100)

Ao se isolar a(gs) na Equacdo (3.98) obtém-se a expressao:

a(gs)z—Apg(Jl?_(‘ZS)) s (3.101)

Substituindo-se a Equacdo (3.101) na Equacdo (3.100) encontra-se a expressao:

Apge; Oz

a‘95‘ + a.f(gS’t) _2 fbk (gS)ao-e (3102)
ot 0z 0z
Os autores apresentam as equagdes constitutivas como fungdes exclusivas da

concentragio local. Sendo assim, como o,(¢;) e &,(z,2), pela regra da cadeia é correto

€SCrever que:

oo, do, Ogg 0 (3.103)

= o
0z deg Oz ¢ oz

Sendo assim, a Equagdo (102) pode ser reescrita na forma:

0¢ +8f(gsot):£|:_ fbk(gs)o_; 883} (3.104)
Apgeg 0z

ot 0z 0z

A Equacdo (3.104) ¢ fruto da andlise matemadtica desenvolvida para o caso da
sedimentac¢do unidimensional. BURGER e CONCHA (1998), visando a adimensionalizacdo
da variavel independente espacial, introduziram novas varidveis ao equacionamento. Tais
variaveis adotadas para a adimensionalizagdo sdo apresentadas nas Equacdes (3.105) a

(3.108):
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Considerando-se a adimensionalizagdo da variavel independente espacial:

z
xX=—
L

pode-se escrever que,

u(x,t) =& (Lx,t)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

sendo L a altura do nivel da alimentagdo para o caso da sedimentacdo continua e a altura

maxima da suspensdo para o caso da sedimentacdo em batelada.

A adimensionaliza¢cdo da Equagao (3.104) pelas variaveis apresentadas fornece:

ot Ox Ox

ou ofluit) 0| fuluo, ou
LApgu 0Ox

Introduzindo-se a notagéao:

o

que ao ser substituida na Equacgdo (3.111) fornece:

(3.111)

(3.112)
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u Ylwt)_ Of)0 (3.113)
ot Ox ox Ox

O modelo proposto por BURGER e CONCHA (1998) consiste em resolver a
Equagdo (3.113), no dominio 0<x<le 0<¢<T,sendo T o tempo final de sedimentacdo. O
problema de valor inicial e de contorno teve as seguintes condi¢des apresentadas pelos

autores:

u(x,1=0)=u,(x) (3.114)

,=0 (3.115)

ulx =1,¢)=u,(¢) (3.116)

Observa-se que a primeira condi¢do, apresentada na Equacdo (3.114) trata-se de uma
condigdo inicial (z = 0s) em que € necessario o conhecimento da distribui¢ao de concentragdes
iniciais no sedimentador, uy(x). A segunda condi¢do, apresentada pela Equagdo (3.115), trata-
se da condigdo de contorno na base do sedimentador (x = 0). Na base do sedimentador, x = 0,

¢ correto dizer que v =Vv,=¢q, tanto para a sedimentagdo continua quanto para a

sedimentacdo em batelada, sendo conseqiientemente a velocidade relativa sélido-liquida nula.

A segunda condi¢@o de contorno, dada pela Equagdo (3.116), € fung¢do do tempo que, no caso

da sedimentagdo em batelada ¢ nula para > 0".
3.4.2 Analise do Modelo de BURGER e CONCHA (1998)

BURGER e CONCHA (1998) desenvolveram um modelo fenomenoldgico para a
sedimenta¢do com base na Teoria das Misturas da Mecanica do Continuo, como foi feito
inicialmente por d’AVILA (1978). No entanto, o modelo desenvolvido pelos autores exige a
elaboragdo da teoria constitutiva para os tensores tensdes nos constituintes solido e liquido,
respectivamente, Ts ¢ 7y bem com a especificacdo da for¢a de interagdo solido-liquido ou

forga resistiva m.
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O desenvolvimento do modelo matemdtico de BURGER e CONCHA (1998) ¢ feito
a partir das equacgdes de balango de massa e quantidade de movimento, sendo de grande
importancia a escolha de varidveis constitutivas apropriadas ao fendmeno, uma vez que a
especificagdo correta de tais varidveis ¢ fundamental para a descrigdo do comportamento
especifico do material na representacdo do modelo matematico.

BURGER e CONCHA (1998) desenvolveram o conceito de tensdo efetiva nos
solidos para o caso em que as particulas sélidas encontram-se em contato intimo € permanente
umas com as outras, que permite concluir que a definicdo de o, na abordagem dos autores ¢
equivalente a defini¢do de pressdo nos solidos, P, como foi feito por d’AVILA (1978).

Outro ponto relevante na abordagem de BURGER e CONCHA (1998) diz respeito
ao conceito desenvolvido sobre o efeito da tensdo nos solidos na regido de sedimentacdo
propriamente livre. Diferentemente do caso abordado por d’AVILA (1978), que admitia a
tensdo efetiva nos solidos como sendo constante, porém ndo nula em tal regido, os autores
consideraram, hipoteticamente, que ndo ocorrem colisdes entre particulas solidas nesta regido,
entretanto, existe o efeito da tensdo nos sélidos, ainda que pequeno. Os autores admitiram
ainda a existéncia de uma concentragdo volumétrica de sélidos minima, na qual as particulas

solidas iniciam o contato fisico umas com as outras, denominada concentragdo criticagg, . No

modelo desenvolvido pelos autores sdo utilizadas equagdes constitutivas para a tensao efetiva

nos sélidos, o, =0, (5 s ), desde que a derivada seja positiva em tais condi¢des, ou seja:

. d
o (e5)= dje >0;Ve, > e, (3.117)
S

Caso as concentracdes sejam menores ou iguais a critica a derivada da fung¢éo tensao
nos solidos ¢ assumida como nula, o, (&)= 0 para &, < &,. Sendo assim, os autores podem
assumir que existe efeito de tensdo nos solidos na regido de sedimentacdo livre e tal efeito €
funcdo exclusiva da concentracdo local, no entanto, a contribuicdo do mesmo aparece
somente através do seu gradiente nas equacdes dos balangos.

O comportamento da tensdo efetiva dos sélidos como fung¢io da concentragdo local é

apresentado na Figura 3.3. Analisando-se a Figura 3.3, observa-se o, ¢ considerada uma

fun¢do crescente e ndo-negativa da concentragdo local.
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Es
Fonte: Arouca (2007).
Figura 3.3: Comportamento da tensdo efetiva nos solidos.

Ao contrario de alguns autores que consideram que o, seja uma fun¢@o descontinua
em &g, , 0 que equivale a dizer que ocorre um salto na pressdo dos sélidos entre as regides de

sedimentacdo propriamente dita e formag¢do do sedimento, BURGER e CONCHA (1998)
consideraram que na regido de sedimentagdo propriamente dita os solidos alcangam diversas
concentragdes volumétricas antes de acontecer o contato intimo das particulas ou que antes

que seja alcancada a concentragdo critica. Tais fatos garantem a continuidade da fungdo o,

em &, .

Diversos pesquisadores, dentre eles DAMASCENO (1992), FRANCA et al. (1995) e
AROUCA (2003, 2007), determinaram através de testes experimentais parametros de

equagdes constitutivas para a tensdo efetiva nos sdlidos o, para cada tipo de solido.

Na abordagem desenvolvida por BURGER ¢ CONCHA (1998) existe ainda a
necessidade de se especificar uma equacdo constitutiva para determinagcdo da forga de
interacdo solido-liquido (m). De forma andloga ao Teorema 3 da teoria constitutiva de
d’AVILA (1978), os autores apresentam a for¢a de interagdo solido-liquido como fungdo da
concentragdo volumétrica local e da velocidade relativa sélido-liquido.

d’AVILA (1978) sugeriu a Lei de Darcy para escoamentos lentos ¢ unidimensionais
em meios porosos para a determinagdo da forca resistiva. O uso de tal equagdo permitiu a
introducdo do conceito de permeabilidade do meio poroso ao problema. Sendo assim,

especificar a forga resistiva significa especificar uma equagdo constitutiva para a
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permeabilidade do meio poroso. Entretanto, BURGER ¢ CONCHA néo utilizaram o conceito
de permeabilidade do meio poroso de forma explicita em seu problema, mas introduziram

uma fun¢do f,, = f, (gs), conhecida como fluxo de densidade do solido da batelada de

KYNCH, expressa pela Equagdo (3.98). Na abordagem de tais autores, a especificagdo de

uma equagao constitutiva para f,, € equivalente a especificacdo de a(g s )
A fungdo f,, , que em diversos casos na literatura ¢ determinada experimentalmente,

ao invés da funcdo a(g s ), deve satisfazer as seguintes condi¢des (BURGER et al., 2000a):

fbk(gS :O):fbk(gSm):O (3.118)
fbk(55)< 0,para 0<egg <gg, (3.119)
fleg =0)<0 (3.120)

sendo &, equivalente a concentragdo maxima de solidos. Uma curva tipica da fungdo f,, ¢

apresentada na Figura 3.4.

0.0 S
0.00

fok

Fonte: Arouca (2007).
Figura 3.4: Grafico da funcdo fluxo de densidade do sélido da batelada de KYNCH, f,, .
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Através da Figura 3.4 observa-se que f,, ¢ uma funcdo negativa e continua em todo
o dominio 0 < &g < &g, . O fato da fung¢do f,, ser continua para toda a faixa de concentragdes

mostra que o conceito adotado por BURGER e CONCHA (1998), para tal fun¢do, ndo prevé
descontinuidade em &, , ou seja, descontinuidades das varidveis entre as regides de
sedimentagdo propriamente dita e formag¢do do sedimento. Assim sendo, o modelo
matematico de BURGER e CONCHA também nao admite salto na permeabilidade do meio
poroso da mesma forma como foi verificado para a tensdo efetiva dos solidos (AROUCA,
2007).

Vale ressaltar a ocorréncia de um ponto de inflex3o em concentragdes de solidos

inferiores a concentragdo inicial &g, na fungdo f,, . A partir das condigdes apresentadas nas
Equagdes (3.118) a (3.120) verifica-se que a derivada f,, inverte seu sinal em algum ponto

do dominio. Apesar de serem dificilmente verificadas experimentalmente, concentragdes
menores que a concentracdo inicial sdo responsaveis por uma consideravel contribuicdo na
forma da fun¢do f;, , como ¢ observado na Figura 3.4.

O modelo desenvolvido por BURGER e CONCHA (1998) para descrever sistemas

solido-liquido consiste da resolu¢do numérica da equacao diferencial parcial:

985 ﬁf(gs,l‘)_i g5
TR _az{a(gs) } (3.121)

vilida no dominio 0<z<1 e 0<¢<T, sendo as variaveis f(s;,z)e a(s;) dadas

respectivamente por:

fles,t)=qlt)es + f (&) (3.122)
_ fbk(gS)O-;(gS)
algs )= - o Ao (3.123)

Sendo necessaria ainda a incorporagdo de equagdes constitutivas para o, = o, (35) e

Sk :fbk(gs)-
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Os autores classificaram a Equacdo (3.121) como sendo uma equagdo diferencial
parcial quasilinear parabolica, e devido a sua dependéncia do a(gs) apresentado na Equacédo
(3.123), pode se degenerar em uma equacao diferencial parcial.

Analisando o termo a(sy), conhecido como coeficiente de difusdo, os autores
concluiram que o mesmo ¢ nulo para concentracdes menores que a concentragdo critica, ou

seja, para &g < &,, 0 que leva a uma degeneragdo da Equacgdo (3.121) para a forma:

o5 9f(esnt) _, (3.124)
Ot 1574

sendo que tal equagdo apresenta carater hiperbdlico. Para o caso de concentragdes
volumétricas na faixa &, < &, <1, o coeficiente de difusdo ¢ positivo, ou seja, a(ey)> 0.
A fim de ilustar o comportamento do coeficiente de difusdo, considera-se o caso

particular para a funcéo a(g s ) > (0 mostrado na Figura 3.5.

|

Fonte: Arouca (2007).
Figura 3.5: Caso particular de coeficiente de difusdo a(sy).

A partir de uma analise da Figura 3.5 verifica-se a existéncia de uma descontinuidade

na fun¢do a(e;) que ocorre em &, . Para o caso de concentragdes menores que a

concentragdo critica, tal fun¢do € nula, uma vez que o, =0 na regido de sedimentacdo

propriamente dita. As descontinuidades que se propagam no fendomeno fisico da
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sedimentacdo, as interfaces descendente e ascendente, surgem naturalmente no modelo de

BURGER ¢ CONCHA devido & descontinuidade da fungio a(s; )e tal verificagio sustenta a

hipdtese defendida pelos autores de que as demais varidveis envolvidas sdo continuas em todo

dominio, inclusive emegg. . Sendo assim, ndo ocorre salto na fungdo f,, na concentragdo

critica, uma vez que o mesmo ¢ corrigido por o, =0 em concentra¢des de solidos menores

que a critica, o que leva ao desaparecimento do termo relativo na Equacdo (3.123) ao tornar
a(g s ) =0.

O modelo desenvolvido por BURGER ¢ CONCHA (1998) trouxe uma grande
contribuicdo para o estudo do fendmeno da sedimentagdo, sobretudo por considerar o efeito
de compressibilidade dos solidos no sedimento e pela verificagdo das interfaces que se
propagam em sentidos opostos. No entanto, ¢ certo que a inclusdo do conceito de
permeabilidade do meio poroso ¢ sua descontinuidade na concentragdo critica apresentam
grande relevancia na descrigéo fisica do fendmeno, como foi feito por d’AVILA (1978).

Para se obter a modelagem da sedimenta¢do unidimensional em batelada pelo

equacionamento desenvolvido por BURGER e CONCHA, basta considerar o termo ¢(z) =0
na Equagdo (3.122).

3.5 Modelo de BURGER et al. (2005b)
3.5.1 Introducao

BURGER et al. (2005b) desenvolveram um novo modelo para o processo continuo
de sedimentagdo-compactagdo de suspensdes floculadas em unidades de clarificadores-
espessadores. Tal modelo foi obtido através da combina¢do de modelos de primeira-ordem
para suspensdes ideais com a teoria da sedimentacdo-compactag@o, que contribui fortemente
com a degeneragdo do termo difusdo.

Para o desenvolvimento do modelo os autores consideraram um tanque que opera

continuamente, cujo esquema ¢ apresentado na Figura 3.6.
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Fonte: Burger et al. (2005b).
Figura 3.6: Unidade de clarificador-espessador em operagdo normal.

Os autores empregaram a varidvel x para denotar a profundidade do tanque e
assumiram que todos os fluxos sdo variaveis dependentes apenas da profundidade x
e do tempo t. O que significa, em particular, que a concentragdo volumétrica de so6lidos ¢
suposta como sendo constante entre cada secc¢do transversal horizontal.

Como ¢ possivel observar-se na Figura 3.6, BURGER et al. (2005b) subdividiram o
tanque clarificador-espessador em quatro regides diferentes: a regido de sedimentagdo

(0<x<x,), que normalmente é a tnica zona considerada em anélises convencionais de
sedimentacdo continua, a regido de clarificagdo (x , <x< 0) , a regido do underflow x> x, e
a regido do overflow x <x,. O tanque ¢ alimentado continuamente na profundidade x = 0,
que equivale ao nivel de alimentagdo, com uma taxa volumétrica de alimentacdo O, (t) >0.
A concentragdo de alimentacdo da suspensdo € &, (t). A taxa volumétrica prescrita do
underflow, na qual o sedimento formado ¢ removido da unidade, é Q, (t) > 0. Sendo assim, a
taxa de overflow éQ, (t)= Q. ()~ 0, (¢), e os autores supdem que as duas fungdes de controle

sio 0,(t) e 0,(¢), tal que Q,(r)>0. Para um tanque com area da segdo transversal

constante S, os autores definem ainda as velocidades ¢, (t) = O, (% e q,(t)= Or (% .

Além disso, BURGER et al. (2005b) fizeram a disting@o entre as quatro regides

citadas acima no clarificador-espessador. Regides estas denominadas de regido de liquido
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clarificado, regido de sedimentacdo livre e regido de compressdo, em que uma suspensao em
um dado ponto do tempo tem a concentragdo zero, 0 < &g <&, € & > &g, respectivamente.
Os autores consideram uma fonte de alimentacdo submersa e fixa em um local
verticalmente. Por razdes de simplicidade, também negligenciam a acdo do raspador, presente
na maioria dos sedimentadores industriais, com a fun¢do de auxiliar na retirada

do sedimento concentrado através da abertura de descarte.
3.5.2 Desenvolvimento do Equacionamento

No desenvolvimento de seu modelo BURGER et al. (2005b) consideram um
recipiente vertical com uma area da secdo transversal constante S. De acordo com BURGER

et al. (2004b, 2005c¢), a equagdo diferencial parcial para a concentragdo de solidos &, = & (x)

pode ser escrita como:

985 4 0 (q)eq +e,(1— £ )w) =0 (3.125)
ot Ox

sendo ¢(?) a velocidade média da mistura e v, a velocidade relativa sdlido-liquido. A
cinematica da teoria da sedimentagdo € baseada no pressuposto de que v, ¢ fungdo somente de

g, v, =v,(&5). A velocidade relativa v, ¢ normalmente expressa em termos da fungio fluxo

”

de densidade da batelada de KYNCH f,, (¢¢), dada por:

v, = Jules) (3.126)
es(l—¢&5)
Sendo assim, a Equag@o (3.125) € reescrita como:
oe 0
S+ —(q()eg + [y (5)) =0 (3.127)
ot Ox

A fungdo f,,(ey) € usualmente suposta como sendo parcialmente diferenciavel com

Ju(€s)=0 para &, <0ou &5=>¢; ., sendo & . a concentragdo maxima de solidos,

S (€s) >0 para 0 <& <&y, ., fb'k(gS :O)>0 c fl;k(gS :umdx)so'
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Os autores adotaram a funcdo fluxo de densidade da batelada de KYNCH, que é uma

equagao constitutiva, dada pela formula de VESILIND (1968):

v U exp(—ceg),0<ey <&, .

Ju(&5) ={0 (3.128)

A teoria da sedimentacdo—compactagdo citada por BURGUER ef al. (1999,2000b),

que inclui a compressibilidade do sedimento, fornece a seguinte equagao:

Vr — fbk(gs) [1_ O-;(‘C"S) agsj (3129)
es(1—¢5) Apgeg Ox

sendo Ap a diferenca de densidade solido-liquido, g a acelerag¢do da gravidade e o, (SS) a

funcdo tensdo efetiva de sélido, que ¢ agora a segunda equacdo constitutiva, caracterizando

assim a suspensdo. Esta fungio é aceita para satisfazer o, (g, )> 0 para todos os &, e:

. d =06, <&
o (e5)=22¢ oo (3.130)
de; |> 0,64 > &5,

Uma equagdo semi-empirica comumente utilizada para a tensdo efetiva é dada pela

Equacdo obtida por TILLER e LEU (1980), sendo ela:

o.(es)=1 [[E_SJ" IJ;eS > &, (3.131)
0
85‘5

com os parametros o, >0 e k>1.
Cabe ressaltar que a derivada o, (6‘5) da fun¢do definida em (3.131) é, em geral,

descontinua em ¢ = ¢, como foi mostrado por BURGER et al. (2005b).

Inserindo a Equagdo (3.129) na Equagao (3.125) e definindo:
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S (€ )Ge (&5)

a(sg) = Apge. (3.132)

A(gg) = gja(s)dS (3.133)
Obtém-se entdo a Equagao (3.134):

%S + %(qmss +fules) = azgx(f ) (3.134)

Desde que a(g;)=0, pois o,(g5)=0, para &, < g, € Eg =&, . ,€ aley)> 0 para
outras faixas, a Equagio (3.134) ¢ hiperbolica de primeira ordem para &5 < &, ¢ parabolica
de segunda ordem para &5 >¢ . Uma vez que a Equagdo (3.134) degenera-se no tipo
hiperbolica no intervalo da solucdo, (3.134) é chamada de parabdlica fortemente degenerada.
A localizagdo da mudanga da interface &5 =&, (nivel do sedimento) ¢, em geral,

desconhecida antecipadamente.

Finalmente, combinando as Equacdes (3.128) e (3.131), obtém-se:

_ k—1. <
a(sS):{aO exp(—ceg)eg 165, <&y <&, . (3.135)
0
na qual:
k
ay =~ (3.136)
£g. Apg

A partir de calculos padrdes os autores obtiveram a seguinte expressdo explicita para

A (&), quando k € um inteiro:

0,64 < &g,
A(eg) =1 A(eg) — A(gs, ) 65, < &5 < Eg i

(3.137)
A(Eg,5) — A€, ) E5 2 Eg i
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sendo:
£ k-1 k=2 £ i
A(eg) =—a, exp(-cey) ST+(k—1)!; e (3.138)

3.5.3 O modelo do clarificador-espessador

No modelo proposto por BURGER et al. (2005b), as velocidades sdo:

_Jqx(0);x>0
q(x,t) = {qL(l‘);x -0 (3.139)

Isto sugere que na utilizacdo da Equagdo (3.134) tem-se que, q(¢) =q,(¢f) para
O<x<x,eq(t)=q,(t) para x, <x<0. Além disso, os autores admitiram que nas zonas de

overflow e underflow, o material solido é transportado com a mesma velocidade que o liquido.
Ou seja, que a velocidade relativa entre as fases € nula, v, = 0.

O mecanismo de alimentagdo € introduzido através da adicdo de um termo singular,
que pode se expresso em termos da derivada da fungdo de Heaviside.

A partir de tais combinacdes obtém-se um problema de conveccdo-difusdo
fortemente degenerado, expresso pela Equacdo (3.140), sendo utilizada a variavel

computacional » para denotar a concentracdo volumétrica de solidos &g, sendou = ¢(x,1) .

ou 0 d 0A(u)
o " a8 ax(”(x) o j rErsE (3140
na qual:

qL(u_uSF);x<xL
L( _MF)+fbk(u);xL <x<0
CIR(M—UF +fbk(u);0< X < Xp

)
QR(M “F);x > Xp

=
<

g(x,u) = (3.141)
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Os autores definiram ainda o vetor dos parametros de descontinuidade y := (7/1 , 7/2)

com:
L 3.142
ri(x) = 0ix >0 (3.142)
{qL;x<O
7, (w) = (3.143)
qr;x>0
e a fungdo fluxo:
S (x)v) = g () = 7, () o () + 7 (N ) (3.144)

O modelo proposto por BURGER et al. (2005b) consiste em resolver a Equagdo
(3.140) e o problema de valor inicial e de contorno teve as seguintes condi¢des apresentadas

pelos autores:

ulu,t =0)=u,(x) (3.145)

ful)-228) g (3.146)
Ox "

u(x=0,¢)=u,(t) (3.147)

3.5.4 Analise do Modelo de BURGER et al. (2005b)

Da mesma forma que BURGER e CONCHA (1998), BURGER et al. (2005b)
admitiram a existéncia de uma concentracdo volumétrica de sdlidos minima, na qual as

particulas sélidas iniciam o contato fisico umas com as outras. No modelo desenvolvido pelos

autores ¢ utilizada uma equagdo constitutiva para o, =0, (u) desde que a derivada seja

positiva em tais condi¢des, ou seja:
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o ()= 5 0.vu s u. (3.148)

O comportamento da tensdo efetiva dos sélidos como fun¢do da concentragdo local
obtido para o trabalho desenvolvido por BURGER et al. (2005b) a partir da Equacao (3.131) ¢

apresentado na Figura 3.7.

() (.2 ().4 0.0 0.5

Fonte: Burger et al. (2005b).
Figura 3.7: Comportamento da tensdo efetiva nos solidos.

Analisando-se a Figura 3.7, observa-se que o comportamento o, ¢ considerado

como uma fungdo crescente e ndo-negativa da concentragdo local.

Caso as concentragdes sejam menores ou iguais a critica, a fun¢@o tensdo nos sélidos

¢ suposta como sendo nula, ou seja, o, (u): 0. Sendo assim, os autores supdem que existe
efeito de tensdo nos solidos apenas para concentragdes maiores que a critica, ou seja, u > u,,

e que tal efeito é funcdo exclusiva da concentragdo local.
A Figura 3.8 apresenta o comportamento da derivada da tensdo efetiva nos solidos.
Analisando-se a Figura 3.8 ¢ possivel observar-se a descontinuidade que ocorre em

&g =&;,. Os autores supdem que a tensdo efetiva nos solidos € constante enquanto as

particulas sdlidas estdo na regido de sedimentagdo livre, isto €, enquanto a concentracdo nao

atingir a concentragdo critica u_, sendo assim, a derivada da fun¢do tensdo nos sdlidos € nula,

ou seja, o, (u)=0.
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Fonte: Burger et al. (2005b).
Figura 3.8: Comportamento da derivada da tensdo efetiva nos sélidos.

J& para concentragdes maiores que a concentragdo critica, considerando que a tensio
nos sélidos ¢ funcdo da concentragdo local, verifica-se que derivada de tal funcdo € positiva e
¢ monotonicamente crescente.

Ainda na mesma linha de raciocino desenvolvido por BURGER ¢ CONCHA (1998),
BURGER et al. (2005b) introduziram uma fun¢do f,, = f,, (gs), conhecida como fluxo de
densidade do solido da batelada de KYNCH expressa pela Equacdo (3.128). O
comportamento da fun¢do fluxo de densidade do sdlido da batelada de KYNCH ¢ apresentado
na Figura 3.9.

Analisando-se a Figura 3.9, observa-se que f,, (55) ¢ uma fungdo positiva e continua
em todo o dominio 0<¢&g <gg, . . Observa-se ainda que f,, (¢5) é nulo quando ocorre
auséncia de solido, &, = 0. Dizer que f,, (&) ¢ nulo para concentragdes iguais ou superiores
a g, . equivale a dizer que ndo ocorre fluxo de material, seja este liquido ou solido, no meio

poroso em concentragdes superiores a maxima.
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Fonte: Burger et al. (2005b).
Figura 3.9: Grafico da fun¢do fluxo de densidade do so6lido da batelada de KYNCH.

O modelo desenvolvido por BURGER ef al. (2005b) para descrever sistemas solido-

liquido de suspensdes floculadas consiste da resolugdo numérica da equacdo diferencial

parcial:
deg 0 0 oA(sy)

+ % ore) =2 Es) 3.149
o ogney) 6x(n(x) - (3.149)

valida no dominio —0 < x<w e >0, sendo as varidveis g(x,&,), 7,(x) e A(e;) dadas

respectivamente por:

q,(e5 —e5, fx<x,

L(SS _SSF)+fbk(u);xL <x<0

q
%Es) = 3.150
g( S) qR(55_55F)+fbk(u);O<x<xR ( )
qR(85 —SSF);x > Xp
Ibx<0
70 =100 0 (3.151)

£s

A(eg) = [a(s)dS (3.152)

0
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e ale,) dada por:

S (&g )O-e (&5)

3.153
o (3.153)

a(eg) =

Os autores classificam a Equacdo (3.149) como sendo uma equagdo diferencial
parcial parabodlica, que pode se degenerar em uma equagdo diferencial parcial hiperbdlica

dependendo do termo a(s, ) apresentado na Equagdo (3.153).

Analisando o termo a(e), também conhecido como coeficiente de difusdo, os
autores concluiram que o mesmo ¢ nulo para concentragdes menores que a concentragio
critica, ou seja, a(s,) para & <& , uma vez que o, (¢5)=0, degenerando a Equagdo

(3.149) na forma:

%8s L 0 g(x,6,)=0 (3.154)
ox

que apresenta carater hiperbolico. Para o caso de concentragdes volumétricas na faixa

&5, S &5 <gg, .0 coeficiente de difusio € positivo, ou seja, aleg)>0.

O comportamento da fungio a(gg)> 0 & ilustrado na Figura 3.10.

-

10+ alu)

(-

T

() —— e

1 I I I

] 0.2 0.1 0.6 (.5 1 u

Fonte: Burger et al. (2005b).
Figura 3.10: Comportamento do coeficiente de difusdo a(s, ).
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A partir de uma analise da Figura 3.10 verifica-se a existéncia de uma
descontinuidade na fungdo a(e,) que ocorre em &g, - Para o caso de concentragdes menores
que a concentragdo critica, tal fun¢do ¢ nula uma vez que o, =0 na regido de sedimentagao

propriamente dita.

A Figura 3.11 mostra o comportamento da primitiva A(' &) obtida pelos autores que

corrige a descontinuidade em ¢¢ = &

¢

(11} my T  — | e — ™

3
N 4

10+ Al

Fonte: Burger ez al. (2005b).
Figura 3.11: Primitiva A(¢;).

A partir de uma analise da Figura 3.11 observa-se que a primitiva A(&g) € uma

func¢do continua e positiva em todo o dominio. Verifica-se que o modelo ndo apresenta mais

uma descontinuidade em u =u, .

3.6 Modelo Matematico Alternativo proposto por AROUCA (2007) para o caso da

Sedimentacdo em Batelada

3.6.1 Introducio

AROUCA (2007) propds um modelo matematico alternativo para a sedimentagdo em

batelada. Para tanto, o autor utilizou a combinacgdo dos conceitos de d’AVILA (1978), cujos
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principios sdo intrinsecos de uma abordagem fenomenologica consistente fisicamente, com
conceitos matematicos utilizados por BURGER e CONCHA (1998) para a resolucdo do
problema da sedimentagdo, cujos métodos de resolug¢do numérica simplificaram
consideravelmente a complexidade do problema, eliminando a necessidade da resolug@o por

regides de fronteiras moveis e condi¢des de salto.

3.6.2 Desenvolvimento do Equacionamento

As equagdes da continuidade e do movimento para o constituinte solido, através da

Mecénica do Continuo, sdo dadas por (d° AVILA, 1978):

G&Jr%:o (3.155)
ot 0z
ovg ovg OP; v
£ +v =- - - Ape 3.156
Ps S[ o s 82] oz A PEsE ( )

AROUCA (2007) considerou as seguintes hipoteses simplificadoras durante o
desenvolvimento do equacionamento:
e O escoamento em meio poroso € lento e o constituinte solido descreve um movimento de
compressdo unidimensional;
e Naio ocorre transferéncia de massa entre os constituintes da mistura;
e Os tensores tensdes nos constituintes solido e liquido sao funcdes exclusivas da porosidade
do meio;
e Os efeitos de parede sdo despreziveis;

e O tnico campo de forgas atuante no sistema é o campo de forca gravitacional.

DAMASCENO (1992) mostrou através de seu trabalho, que os termos inerciais da

equacdo do movimento, Equacdo (3.157), podem ser desprezados, ou seja:

— Vv —— = (3.157)

Portanto, a Equacdo (3.156) pode ser reescrita na seguinte forma:
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—=——-Aps,g (3.158)

Isolando-se v, na Equagdo (3.158) tem-se:

P,
Vg zk[—ApgSg—a—Sj (3.159)
Y7, 0z

Pela regra da cadeia ¢ correto escrever que:

OPs _ dPg dg5 _ Oz (3.160)

oz deg 0z ° az

que, ao ser substituida na Equagdo (3.159) produz:

v =5(—Apgsg—Ps' agSj (3.161)
Y7, oz

Multiplicando-se ambos os membros da Equacédo (3.161) pela variavel ¢ tém-se:

k ¥
gy, =108 (—Apgsg—PS «95] (3.162)
Y7, 0z

que, ao ser substituida na Equacdo da Continuidade para o constituinte solido, Equagdo

(3.155), e fazendo-se as devidas manipulagdes algébricas resulta:

Oeg 0| keg . 08y
+—|—| —-A - P, =0 3.163
o az|: ( PESE — L o j:| ( )

) . . . ., ) z )
ou ainda, fazendo-se a adimensionalizagdo da variavel espacial, x = 7 e rearranjando-se 0s

termos da Equagdo (3.163):
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Og, 0| kApge: s kP& O¢ 0o

-— > (3.164)
o ox| Lu L'y ox
Introduzindo-se a fung¢édo F(s S) dada pela Equagéo (3.165):
Apgke:
[(eg) =12 (3.165)
Ly
e definindo-se o coeficiente de difusio D(s)como sendo:
kP,
D(ey)="35 (3.166)
Lu
obtém-se a Equacdo (3.164):
oeg O o0&,
-—|I'leg )+ Dle =0 3.167
o 2 o) o) 22 3167
ou ainda, ap6s as devidas manipulagdes algébricas:
0 or oD 0 0’
g5 l(g5) oD(ey) e, pe) 2%~ (3.168)

ot Oox Oox Oox ox?

Tal equacdo ¢ valida no dominio 0<r<T7Te0<x<1, no qual x=%, com L

representando a altura da coluna da mistura e T o tempo final de sedimentag@o. Sendo assim,
para que tal expressdo possa ser resolvida para todo o dominio do problema, basta-se

especificar equagdes constitutivas para a pressdo nos soOlidos, P =F (gs), e a
permeabilidade do meio poroso, k = k(g ), para cada regido especifica do fenémeno.

Para a resolugdo do problema faz-se uso da seguinte condi¢@o inicial:

es(x,0=0)= g4 (x) (3.169)
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e a condigdes de contorno, na base da coluna, em x = 0, sabendo-se que neste ponto v, =0, ¢

dada através da Equagdo (3.156) por:

OP,

—| _, =—-LApsgg (3.170)
ox

ou ainda:

0 LA

s |  =-20PosE (3.171)
ox P

Na condicdo de contorno em x=1 (z=L) tem-se que:
es(x=1)=¢g,(t) (3.172)

sendo &, (r=0)=s, ¢ SSL(IZO+)=O.

3.6.3 Analise do Modelo Alternativo proposto por AROUCA (2007) para o caso da

Sedimentacao em Batelada

O modelo matematico alternativo desenvolvido por AROUCA (2007) para o caso da
sedimentacdo em batelada pode ser resolvido através da Equagdo (3.165), com a condig¢do
inicial e condi¢gdes de contorno especificadas nas Equagdes (3.166), (3.168) e (3.169),
respectivamente, além da incorporacdo de equagdes contituivas para a pressido nos solidos e
para a permeabilidado do meio poroso.

A equagdo diferencial parcial obtida pelo autor para tal modelo pode ser atribuida a
todo dominio da varidvel espacial, sendo necessaria a especificagdo adequada de hipdteses
constitutivas para cada regido do fendmeno. Certamente que a aplicacio de uma unica
equacdo ao fendmeno elimina o problema matematico de fronteiras moveis e dominios
variaveis com o tempo além da necessidade de especificagdo de condi¢des de salto.
Entretanto, a utilizacdo de varidveis fisicamente mensuraveis, tais como pressao nos sélidos e
permeabilidade do meio poroso confere ao modelo uma melhor representagdo do fendomeno

fisico.
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Ao se analisar a permeabilidade do meio poroso como fungdo da concentragdo local
de solidos, assim como foi feito por d’AVILA (1978) para a pressdo nos sélidos, AROUCA
(2007) verificou que a mesma também € uma funcdo descontinua da concentragdo
volumétrica de sdlidos e tal descontinuidade ¢ observada entre as regides de liquido
clarificado e sedimentacdo livre, assim como entre as regides de sedimentacdo livre e
compressdo do sedimento, onde se observa a propagagdo da descontinuidade através da

concentragdo critica do solido &g, .

Devido a importancia das equagdes constitutivas relativas a pressdo nos solidos e a
permeabilidade do meio poroso no equacionamento que descreve o fendmeno da
sedimentac¢do, pesquisadores como DAMASCENO (1992), AROUCA (2003, 2007) e SILVA
(2004), realizaram testes em laboratdrio para determinar tais equagdes que serdo incorporadas
ao modelo para resolugdo do problema. A Figura 3.12 apresenta as curvas tipicas de pressao

nos solidos e permeabilidade do meio poroso.

Ps I

Fonte: Arouca (2007).
Figura 3.12: Curvas tipicas de pressdo nos sdlidos e permeabilidade do meio poroso.

Analisando a Figura 3.12 é possivel realizar uma avaliagdo para o caso da
sedimenta¢do em batelada, em termos das descontinuidades das variaveis envolvidas e dos
sinais das derivadas das fun¢des pressdo nos solidos e permeabilidade do meio poroso, em
cada regido especifica, liquido clarificado, sedimentagdo livre € compressao.

A regido de liquido clarificado caracteriza-se pela predominancia da fase liquida, a

concentragdo volumétrica de solidos ¢ nula, &, =0. Devido ao fato da concentra¢do

volumétrica de sdlidos ser nula, ndo ocorre pressdo nos solidos, P; =0 e permeabilidade do
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meio poroso torna-se infinita, £k — 0. A delimitagdo das regides de liquido clarificado e de
sedimentacdo livre ocorre através de descontinuidade definida inicialmente por KYNCH
(1952) como interface descendente.

A regido de sedimentacdo livre é caracterizada pela presenca de particulas solidas em
concentragdo constante e igual a concentracdo inicial da suspensdo, &g =&y,, sendo assim,

osg

— | siizwe = 0. Em tal regido a pressdo nos solidos também ¢ constante e ¢ tida como
0z '

oP,

funcgdo da concentracdo inicial dos sdlidos, Py = P, ¢ ——
z

seai e = 0 - A permeabilidade do

meio poroso, sendo fun¢do exclusiva da porosidade local, ¢ constante e ndo nula em tal

. . . . ok
regido, sendo assim, a derivada da fun¢do ¢ dada 5 | seaitire = 0.
4

Na regido de compressdo, onde ocorre a formagdo do sedimento, verifica-se que a

menor concentracdo de solidos € equivalente a concentragdo critica &, e tal regido ¢

delimitada pela segunda descontinuidade do fenomeno. Ocorre um aumento da concentracio
local de sdlidos no sentido da base da coluna de sedimentagdo, ponto de referéncia da origem

das posicdes, nesse modelo, e verifica-se que a concentragdo de sdélidos observada ¢ maxima

s
Compressdo

no fendmeno. Sendo assim, <0, e as fungdes pressdo nos soélidos e

e . . OP.
permeabilidade do meio desenvolvem suas derivadas como 6_S >0 e
Z

Compressao

ok

55 | Compresso < 0, respectivamente.

Considerando o caso especifico de suspensdes aquosas diluidas, o salto entre as
regides de liquido clarificado e de sedimentacdo livre torna-se bastante significativo. Ao
contrario de d’AVILA (1978), que considera a pressdo nos solidos na regido de sedimentagio
livre como sendo constante e ndo nula, BURGER ¢ CONCHA (1998) consideraram que a

tensdo efetiva nos sélidos ndo deve ser nula, mas sim constante em tal regido, ocasionando
sua derivada P,(&,)=0, com o objetivo de simplificar o modelo. A partir de tais
consideragdes ao se aplicar a Equacdo (3.165) na regido de sedimentacdo livre, a mesma pode
ser simplificada, bastando para isso admitir a derivada P, como sendo nula. Assim sendo,

Equacio (3.165) pode ser reescrita como:
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%_Mzo (3.173)
ot ox

véalida para ¢ <&, .

A partir de uma analogia feita entre 0 Modelo Matematico Alternativo proposto por
AROUCA (2007) e a abordagem de BURGER ¢ CONCHA (1998) ¢ possivel se certificar as
semelhangas e discrepancias entre tais modelos.

Ao se reescrever a Equagio (3.156), proposta por d’AVILA (1978) em termos de

velocidade relativa dos constituintes e desprezando os termos inerciais da equagdo, obtém-se:

%:—ApgSngMvr (3.174)
Oz k

sendo v, a velocidade relativa liquido-solido, dada por v, =v, —v;.

Através da tensdo efetiva nos solidos, o,, BURGER e CONCHA (1998)

representaram a interagcdo sélido-solido, cuja equagdo obtida no modelo foi apresentada na

Equagao (3.85), dada por:

oo aleg v
£ =- c—A 3.175
. (i-z,) PgEs ( )

Ao se comparar as Equagdes (3.174) e (3.175) e sabendo-se que, ao contrario de
d’AVILA (1978), BURGER ¢ CONCHA (1998) referenciaram a velocidade relativa solido-

liquido como v, =vg —v,, torna-se possivel determinar a(eg) através da expressio:

M (3.176)

a(‘gs): 2

De acordo com BURGER e CONCHA (1998) a fungdo f,, (SS) introduzida no

modelo pode ser expressa na forma da Equacgdo (3.98), dada por:

fbk(c“s)Z—(l_gS) & P8 3.177)
a(gs)
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Substituindo-se a Equacdo (3.176) na Equacdo (3.177), obtém-se uma a fung¢do

Sur (SS) em termos da permeabilidade do meio poroso:

fbk<gs>=—r(es>=—%k(%) 5178)

O coeficiente de difusdo a(ss)do modelo de BURGER e CONCHA (1998),

apresentado na Equacao (3.123), dado por:

ales)= —% (3.179)

pode ser escrito para o Modelo Matematico Alternativo na forma ndo adimensionalizada:

aleg)=Dle;)= UCYAE (3.180)

cuja representacdo se dd em termos de pardmetros empiricos com significados fisicos
conhecidos (AROUCA, 2007).

Ao se utilizar os conceitos fisicos empregados no modelo de d’AVILA (1978) ¢ a
manipulagdo matemdtica do modelo de BURGER e CONCHA (1998) integrados numa
mesma abordagem, confere-se ao problema da sedimentagdo, uma alternativa consistente e

simplificada para sua resolu¢do numérica.
3.7 Modelo Matematico Alternativo para o caso da Sedimentacio Continua
3.7.1 Desenvolvimento do Equacionamento
Neste trabalho, o modelo matematico alternativo para a sedimentagdo em batelada

proposto por AROUCA (2007) foi adaptado de modo que possa ser aplicado ao fenomeno da

sedimentacdo continua.
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O desenvolvimento de tal modelo parte das equacdes da continuidade para os
constituintes solido e liquido e do movimento para o constituinte sélido, através da Mecanica

do Continuo, sio dadas por (d’AVILA, 1978):

aﬁ+%:0 (3.181)
ot 0z
0 0
ﬁ+m: (3.182)
ot 0z

ov ov oP, ull-¢
psgs[ ST a;j:- o ( p S)(vf—vs)—Apgsg (3.183)

sujeitas as seguintes hipdteses simplificadoras durante o desenvolvimento do

equacionamento:

e O escoamento em meio poroso € lento e o constituinte s6lido descreve um movimento de
compressdo unidimensional;

e Nao ocorre transferéncia de massa entre os constituintes da mistura;

e Os tensores tensdes nos constituintes solido e liquido sdo funcdes exclusivas da porosidade
do meio;

e Os efeitos de parede sdo despreziveis;

e O tnico campo de forgas atuante no sistema é o campo de forca gravitacional.

DAMASCENO (1992) mostrou através de seu trabalho, que os termos inerciais da

equagdo do movimento, Equag¢do (3.183), podem ser desprezados, ou seja:

vy vy
y ~0 3.184
o ° oz ( )

Portanto, a Equagao (3.183) pode ser reescrita na seguinte forma:

OP; _ ﬂ(l_gs)

= p (v, = v )-Aps,g (3.185)
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Somando-se as Equacdes (3.181) e (3.182) tem-se:

8(5 +e& ) 0
ey ey )= 0 (3.186)

Sabendo-se que por definicao:

qg=¢Esvs &,V (3.187)

e que a relacdo entre as fracdes volumétricas € dada pela Equacao (3.188):
egte, =1 (3.188)

Substituindo-se as Equagdes (3.187) e (3.185) na Equacéo (3.186) tem-se que:

% _y (3.189)
oz

Logo:
q=q() (3.190)

Substituindo-se a Equacdo (3.188) na Equagdo (3.187) obtém-se:
q=e5vs +(1-&5)y, (3.191)
Isolando-se v, na equagdo acima:

__ 9 &
vf_(l—gs) (1—3S)VS (3.192)

Subtraindo-se vy de v, na Equagdo (3.192) e realizando-se as devidas manipulagdes,
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V., —v. = (3.193)
T (-g)
Substituindo a Equagdo (3.193) na Equacao (3.185):
0P ,u(l—gs) q-—Vs
= - Ape 3.194
. Z (=2, PESE (3.194)
Portanto:
OP.
TS+ Apegg | =g -vy) (3.195)
0z k

A Equagdo (3.195) pode ser reescrita, isolando-se a velocidade intersticial dos

solidos, na seguinte forma:

Apgk P,
v g lpgkes ) 1 O (3.196)
Y7 Apgeg Oz
Pela regra da cadeia ¢ correto escrever que:
0P _ dP; O, _p o0& (3.197)
0z deg Oz Oz
que, ao ser substituida na Equag¢ao (3.196) produz:
Ve =q - Aoghes |y, F5 0% (3.198)
U Apgeg Oz
Multiplicando-se ambos os membros da Equacdo (3.198) pela variavel ¢ tém-se:
Apgke; P, 0
gvy =e.q— L5 1 t5 s (3.199)
Y7 Apgeg Oz
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que, ao ser substituida na Equacdo da Continuidade para o constituinte solido, Equacao

(3.181), e fazendo-se as devidas manipulacdes algébricas resulta:

A : P,
Ots | O ge, - O0BRes | B 08 || (3.200)
ot 0z y7, Apge, Oz

) . . . ., ) z )
ou ainda, fazendo-se a adimensionalizagdo da variavel espacial, x = 7 e rearranjando-se 0s

termos da Equagdo (3.200):

deg 10 _ Apgkeg  kPgsg Oz | _ (3.201)

g
ot L@xqs 7] Ly ox

Introduzindo-se a fungao F(g 5) dada pela Equacéo (3.202):

Apgke;
D(e, )= (3.202)
U
e definindo-se o coeficiente de difusdo D(s ;) como sendo:
kP,
Dle,)="15% (3.203)
U
resulta-se na Equagao (3.204):
oeg 10 1 os
+——|qe&s -Tleg)——Dle £1=0 3.204
ot Lax{qs es)-1 (S)Gx} (3:209
Introduzindo-se a fungdo A(e ) como sendo:
Apgke;
PENE s (3.205)

A(ES)=q€S—F(SS)=8Sq— p
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a Equacdo (3.204) pode ser reescrita na forma:

oeg 10 1 o¢

s 220 —-—D IS =0 3.206
o L@x{ (@s)=1 (83)&} (3.206)
ou ainda,

oeg 10 1 0 o¢

—+——A4 ———|Dle.)=%1|=0 3.207
ot Lox (&) L 8x{ (55) ox } ( )

Pela regra da cadeia € correto escrever que:

aA(ES)_ dA Osg _ 4 0gg (3.208)

Ox _dgs Ox ox

D ,
0 (gS): dD Osg _D Ogg (3.209)
Ox deg Ox Ox

Substituindo-se as Equagdes (3.208) e (3.209) na equacio (3.207) obtém-se:

2 2
688: +A%a§S —%{D(gs)aag; +D'(655) }o (3.210)
X X X

A Equagao (3.210) ¢ valida no dominio 0<#<Te0<x<1, no qual x =%, com L

representando a altura da coluna da mistura e 7 o tempo final de sedimentag@o. Sendo assim,
para que tal expressdo possa ser resolvida para todo o dominio do problema, basta-se

especificar equagdes constitutivas para a pressdo nos soOlidos, P; =F (55), e a
permeabilidade do meio poroso, k = k(g ), em cada regido especifica do fenomeno.

Para a resolu¢@o do problema faz-se uso da seguinte condi¢do inicial:

gs(x,t=0)=g4(x) (3.211)
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e condig¢des de contorno, em x = 0, através da Equacao (3.183), resultando em:

OP.
—| , =—LApegg (3.212)
ox
ou ainda:
LA
Os) __LApesg (3.213)
ox P
Reescrevendo as Equagdes (3.202) e (3.213) sabendo-se que:
q=cegvs +(1-&5)v, (3.214)
obtém-se:
OP.
D | = (g=v,)-LApe,g (3.215)
ox k
o0& uL LApsgg
=== if1-3 3.216
o L (3.216)
Na condi¢do de contorno em x=1 (z=L):
es(x=1)=g4() (3.217)

3.7.2 Analise do Modelo Alternativo para o caso da Sedimentacio Continua

O modelo matematico alternativo desenvolvido para o caso da sedimentacdo
continua pode ser resolvido através da Equagao (3.210), com a condicdo inicial e condi¢des
de contorno especificadas nas Equacdes (3.211), (3.216) e (3.217), respectivamente.

O modelo obtido de carater misto hiperbdlico-parabdlico € representado por uma

equacdo diferencial parcial que pode ser atribuida a todo dominio da variavel espacial, além
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da incorporacdo de equagdes constitutivas para cada regido do fendmeno. Analogamente ao
trabalho desenvolvido por AROUCA (2007), a aplicacdo de uma unica equagdo ao fendmeno
permite eliminar o problema matematico de fronteiras moveis e dominios varidveis com o
tempo, bem como, a necessidade de especificacdo de condigdes de salto. Ao se utilizar
varidveis fisicas que podem ser medidas experimentalmente, tais como pressdo nos solidos e
permeabilidade do meio poroso, o modelo apresenta uma melhor representagdo do fendmeno
fisico.

Ao comparar-se o0 Modelo Alternativo para a sedimenta¢do continua com o trabalho

desenvolvido por BURGER et al. (2005b), dados respectivamente pelas seguintes equagdes:

dsg 1 0 1 o0 1 Osg

10 e N=2C [ ple )L —0 3218
o L o, e, Lax( (e;) axj (.218)
o€ 10 10 1 o¢
a_:"‘za(‘](t)gs+fhk(55))=za(a(gs)z a;j (3.219)

verifica-se que:

_ Apgeskles) (3.220)
7

fbk(gs):_r(gS):

e, uma vez que o coeficiente de difusio a(e;)do modelo de BURGER et al. (2005b),

apresentado na Equacdo (3.132), ¢ dado por:

a(es)Z—M (3.221)
PEE s

o mesmo pode ser escrito para o Modelo Matematico Alternativo na forma néo

adimensionalizada:

aleg)=D(s;)= HesIPsles e (3.222)
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Observa-se que os termos F(gs) e D({;‘S) sdo representados por parametros

empiricos com significados fisicos conhecidos, a pressdo nos solidos e a permeabilidade do
meio poroso, diferentemente do que ocorre no modelo de BURGER et al.(2005b), sendo
assim, o modelo matematico alternativo difere do modelo de BURGER et al.(2005b) por
consideram a compressibilidade pelo proprio peso do soélido e a permeabilidade do meio
pOroso.

Ao se utilizar os conceitos fisicos empregados no modelo de d’AVILA (1978)
inerentes de uma abordagem fenomenologica consistente fisicamente juntamente com os
métodos de resolucdio numérica do modelo de BURGER e CONCHA (1998) que
simplificaram consideravelmente a complexidade do problema, o problema da sedimentacio

passa a ter uma alternativa consistente e simplificada para sua resolu¢do numérica.

No Capitulo 3 foram apresentadas as descrigdes da Teoria das Misturas da Mecanica
do Continuo e da Teoria Constitutiva, bem como a descricdo e andlise de modelos
matematicos para o caso da sedimentagdo binaria unidimensional disponiveis na literatura,
além do desenvolvimento de um modelo matemadtico alternativo para representacdo do

fendmeno da sedimentagdo continua.






CAPITULO 4
RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo serdo apresentados e discutidos os principais resultados obtidos da

modelagem e simulagdo numérica do processo de sedimentagdo continua.

4.1 Métodos numéricos para a resolucio de modelos matematicos para a sedimentac¢io

continua

A partir do desenvolvimento de um modelo matemdatico para a sedimentagdo
proposto por d’AVILA (1978) que elimina o problema de fronteiras méveis ¢ descreve o
fendmeno em todo o dominio espaco-tempo, BURGER ¢ CONCHA (1998) apresentaram
uma abordagem matematica fundamentada nos principios da Mecanica do Continuo, como foi
feito por d’AVILA (1978) e o equacionamento desenvolvido pelos autores diminui o grau de
complexidade do método numérico para resolu¢do do problema.

BURGER e CONCHA (1998) solucionaram o problema transiente da sedimentago
continua e em batelada a partir da utilizagdo do método das Diferencgas Finitas ndo-oscilatorio
acoplado ao método de modificacdo de Lax-Friedrichs para uma malha fixa com 400 pontos
de discretizagdo espacial. O modelo proposto por BURGER e CONCHA (1998) consiste em
resolver o problema de valor inicial e de contorno dado pela Equagdo (3.113), valida no
dominio 0<x<le 0<¢<T, sendo T o tempo final de sedimentacdo, com as condi¢des
apresentadas pelas Equagdes (3.114) a (3.116). A especificacdo dos pardmetros fisicos, das
equagdes constitutivas para a tensdo nos solidos e a fun¢do fu sdo de grande importancia na
caracterizagdo do comportamento especifico do s6lido bem como na determinagdo do sistema
de equacdes.

A partir da descri¢io fisica introduzida por d’AVILA (1978) em seu modelo
matematico juntamente com a abordagem matematica de BURGER ¢ CONCHA (1998) foi
desenvolvido um modelo matemadtico alternativo proposto para a sedimentagdo continua,
descrito na Se¢do 3.7. A resolugdo deste modelo ¢ feita através da implementag¢do da Equagao
(3.203), valida no dominio 0<7<Te0<z<L, e pelas condigdes inicial e de contornos das
Equagoes (3.207), (3.212) e (3.213). A especificagdo dos parametros fisicos das equagdes

constitutivas para a tensdo nos sélidos e a permeabilidade do meio poroso sdo de grande
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importancia na caracterizacdo do comportamento especifico do solido bem como na
determinagdo do sistema de equagdes.

BURGER ef al. (2005b) solucionaram o problema da sedimentagdo continua para o
estado estaciondrio, a partir da implementacdo das Equagdes (3.140) e (3.141). O esquema
numérico para a solugdo de (3.140) e (3.141) ¢ uma extensdo simples do esquema utilizado
por BURGER et al. (2004b) para a variante de primeira ordem de (3.140) para suspensdes
ideais. O esquema de diferencas finitas proposto ¢ uma versdo modificada do esquema
upwind padrao de Engquist e Osher para que se possa lidar com a variagdo espacial do fluxo.

Ambos os modelos matematicos de BURGER ez al. (2005b) e o modelo alternativo
para a sedimentacdo continua foram resolvidos neste trabalho através da utilizacdo de
métodos numéricos apropriados para cada caso.

Na formulag@o de ambos os modelos admite-se que a pressdo nos sélidos possa ser
transmitida solido a solido, a partir do momento em que as particulas em sedimentagdo entram
em contato umas com as outras, ou seja, o efeito da pressdo nos sélidos se torna significativo.
O ponto em que o efeito de pressdo passa a ser significavo € considerando como sendo o
ponto em que ¢ atingida a concentragdo critica do sélido, tal que a derivada da tensdo nos

solidos admite o seguinte comportamento:

Ps'(gs):

dﬁ{=0;8s S(‘E'SC (4 1)

du |>0;65 > &g,

Um aspecto ndo usual das equagdes ndo-lineares, que representam o comportamento
da sedimentacdo de particulas em meio fluido, é a natureza mista hiperbdlica-parabdlica das
equacdes do modelo. Tal caracteristica corresponde a interface entre a zona de compressdo, na
qual a tensdo nos soOlidos varia continuamente e¢ a regido de sedimentacdo, onde a
concentracdo de solidos € suposta ser constante. A zona de sedimentagdo ¢ limitada,
simultaneamente, por outra interface fisica que descreve um movimento descendente ¢ define
a regido de liquido clarificado. Sob o ponto de vista matematico tais interfaces representam as
descontinuidades presentes no modelo (AROUCA, 2007).

Uma vez que ndo se tem conhecimento a priori das localizacdes das interfaces entre
as regides de compressdo, sedimentagdo livre e liquido clarificado surge uma complexidade
matematica que ¢ introduzida na resolu¢do do modelo. Em geral, a resolucdo de equagdes

com esta natureza conduz a solu¢des descontinuas, sendo necessaria a sua analise em um



Capitulo 4 — Resultados e Discussoes 111

contexto de solugdes fracas do sistema diferencial, tornando-se necessario assim a abordagem
de solugdes generalizadas com condi¢des de garantia de unicidade, decorrentes da condicao
de entropia (BURGER; KARLSEN, 2001). Sabe-se ainda que nesse contexto o problema
pode ndo apresentar unicidade de solugdes fracas, o que exige a avaliagdo de um critério
adicional para a escolha da solucdo representativa dentre as solugdes do problema, o que
conduz a defini¢do da solugdo fraca generalizada para a equacdo diferencial.

Para a resolugdo deste tipo de problema sdo conhecidas diversas técnicas, dentre as
quais se destacam a técnica de discretizagdo por diferengas finitas com mecanismos de
discretizagdo do tipo upwind e a técnica por divisdo dos operadores. No presente trabalho foi
utilizada a técnica de discretizagdo por diferencas finitas transformando o sistema diferencial
em um sistema de equagdes algébrico-diferenciais (EADs). Uma vez que os algoritmos
simples de discretiza¢do ndo sdo capazes de resolver problemas para a classe com solugdes
descontinuas, o leva a geracdo de falhas na resolu¢@o, a resolugdo de equagdes desta natureza
por técnicas numéricas convencionais pode levar a solugdes incorretas mesmo para
discretizagdes com malhas refinadissimas.

Na resolu¢do dos modelos matematicos foi aplicada uma modificacdo da técnica de
aproximagdo espacial upwind de segunda ordem MUSCL, com extrapolacdo de variavel:
Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws (EVJE et al., 2000). Sabe-se
que a abordagem MUSCL baseia-se numa reconstru¢do linear por partes da média das

concentragdes na malha de discretizagdo em cada instante com a finalidade de se aumentar a

resolugdo. A aproximagdo do termo 5%2 ¢ dada por:

DANA T L )
ozl

4.2
~ (4.2)
na qual u ¢ a varidvel computacional em z, equivalente a ;.
Para fung¢des f monotonicas sabe-se que:
a),f >0
F(a,b) = {f( ) f, (4.3)
S f <0

e ainda:
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Az

uy =u, I (4.4)
Az

Uy =u;+—-s, (4.5)

sendo s; dado pela seguinte expressao

U.—u,, u,, —u
s =8| - J-1 , J+l J 4.6
] [ e (4.6)

e:

S(a,b :l sgn(a) +sgn(b) [min(|a|, |b 4.7)
2

Para o caso de fungdes f ndo-monotdnicas ¢ necessaria a utilizacdo da funcio de

fluxo generalizado de Engquist-Osher (BURGER; KARLSEN, 2001), dada por:

F(a,b)= f"(a)+ f~(b)

e ainda:

f(@)= f(0)+ [max(f'(£),0)d¢

J(0)=70)+ Imin(f (£),0)d¢

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Sendo assim, para os casos e interesse neste trabalho, pode-se escrever a funcio F(a,

b), como sendo:
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fby,a<u" b<u
Fla.b)= f(a2+f(b)*—f(u 3;a>u ,b<Zu @.11)
fw )asu ,b>u

flay;a>u ,b>u

~ . * . ~
sendo a e b duas concentragdes quaisquer ¢ u equivalente a concentragdo no ponto de

maximo da fun¢do, ou

fla)y;a<u ,b<u

Fla.b) = fl@)+fb)- f@W )a>u ,b<u 4.12)

fWa<u ,b>u’

fby,a>u" b>u’

com u equivalente a concentragcdo no ponto de minimo da fungéo.

Para a resolucdo dos modelos matemadticos para a sedimentagdo continua foi aplicada
a metodologia de discretizagdo espacial MUSCL de segunda ordem as equagdes diferenciais
parciais e suas respectivas condi¢des iniciais e de contornos acoplado ao método das linhas
(MOL).

Para a resolucdo de ambos os modelos no regime transiente, modelo matematico
alternativo proposto para a sedimentagdo continua ¢ BURGER et al. (2005b), os perfis de
concentragdo resultam na solucdo de um sistema algébrico-diferencial cuja resolugdo
numérica foi realizada empregando-se o pacote computacional DASSL (BRENAN et al.,
1996) disponivel no Software Scilab®.

Para a resolugdo dos modelos no estado estacionario os perfis de concentragdo
resultam na solucdo de um problema de valor inicial, cuja resolugdo numérica foi realizada
com o algoritmo LSODAR pertencente ao pacote ODEPACK, em uma variante que encontra
as raizes de um conjunto de fungdes ao tempo que integra o sistema diferencial, disponivel no
Software Scilab®.

Nas simulagdes numéricas de ambos os modelos para sedimentacdo continua no
estado estacionario e no regime transiente ndo foi considerada a regido do sedimentador que
esta acima da alimentagdo, pois ndo existem sedimentos superiores a regido de alimentagao.

Acima da posi¢do de alimentacdo tem-se a regido de liquido clarificado e a concentragdo de
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solidos nesta regido ¢ nula. Considera-se ainda que inicialmente o sedimentador estd cheio
com uma suspensdo de concentracdo igual a concentracdo inicial, uy.
A Figura 4.1 apresenta um esquema representativo adotado para a resolucdo de

ambos os modelos no estado estaciondrio e no regime transiente.

—» Overflow

Alimentagao

YYYY YV Y Y |

&g = &y

x=0

Descarte

Figura 4.1 Esquema representativo adotado para a resolu¢do dos modelos.

4.2 Simula¢do numérica do modelo de BURGER ez al. (2005b) para a sedimentacio

continua

4.2.1 Simulacdo numérica do modelo de BURGER ez al. (2005b) para a sedimentacio

continua em regime transiente

A solu¢do do modelo matematico de BURGER et al. (2005b) para a sedimentacio

continua no regime transiente foi obtida através da implementagdo da Equagao (4.13):

ou 0 _ 0 Au)
8t+8x(q(u up)+ fo () = o

(4.13)
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Sendo a(u)=0 para u<u, e wu=u,, e uma a(u)>0 para outras faixas de
concentragdo. A Equagdo (4.13) ¢ do tipo hiperbolica de primeira ordem para u <u_e do tipo
parabdlica de segunda ordem para u >u_. A localizagdo da interface em u =u_ (o nivel do

sedimento) ¢, em geral, desconhecido inicialmente.

Ou ainda, fazendo-se a adimensionaliza¢do das varidveis espacial e temporal,

z= i e T= L , respectivamente, tem-se:
L T

ou 10 1 0% Au)

—+——(qu—u,)+ u))=— 4.14
— Laz(q( RO 5 (4.14)
com o termo do coeficiente difusivo a(u ) dado pela equagio,

a(u) = L6109 ) (4.15)

Apgu

e ainda:

Aw) = [a(s)dS (4.16)

0

O problema esta sujeito as condi¢des inicial e de contorno apresentada pelas

Equagdes (4.17) a (4.20), respectivamente:

ulx,t=0)=1u,(x) (4.17)

fbk(u)—aA—(u) o =0 (4.18)
ox

ulx =1,¢)=u,(r) (4.19)

O equacionamento apresentado por BURGER et al. (2005b) ¢ valido no dominio

O0<x<L e 0<t<T,sendo T equivalente ao tempo final de sedimentacdo. O problema foi
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resolvido utilizando Diferencas Finitas em malha fixa, acoplada ao método de MUSCL de
segunda ordem.

O sistema original de EADs ¢ representado pela expressao:

(4.20)

du; 1 [F(“f’”fﬂ)_F(“fv“f)] 3 A(”_/—l)_zA(“j)+ Au,;,,)
- [PAZ

na qual » ¢ a varidvel computacional em z, equivalente a &, .

O sistema fornecido pela Equagdo (4.20) ¢ acoplado as equagdes oriundas das
condigdes de contorno em j=0 ¢ j=N+/ e da condi¢do inicial u, (0)=1u, ;» sendo valida em
2<j<N.

Deve-se avaliar a equagdo resultante para o fundo do sedimentador (x =0) afim de

ser analisar a consisténcia, uma vez que os dados experimentais podem levar a

descontinuidade na equagao das tensdes nos solidos:

—3u(0)+ 4u(1) - u(2) LA (0)g

e o) " 0 4.21)

Na andlise da consisténcia da condi¢do inicial com a Equagdo (4.21) pode-se realizar
véarias abordagens. Para tanto, foi utilizada uma discretizacdo com malha sem refino
ajustando-se a condi¢@o inicial no fundo do sedimentador, de forma a satisfazer a condi¢@o de
contorno. BURGER et al. (2000b) empregaram, em seu modelo fenomenoldgico, uma série
de estudos experimentais de equagdes constitutivas para processos de sedimentagdo obtidos
na literatura. De posse de resultados experimentais disponiveis os autores realizaram a
valida¢do do modelo tedrico.

Simula¢des numéricas da sedimentacdo continua de suspensdes floculentas foram
reproduzidas neste trabalho com a finalidade de se avaliar a aplicagdo do modelo de
BURGER et al. (2005b) no comportamento de sistemas de sedimentagdo. Tais simulagdes

foram obtidas utilizando-se o software livre de resolugio numérica Scilab® e equacdes

constitutivas para f,, (u) e o, (u) foram extraidas do trabalho de BURGER et al. (2000b).
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Simulacées numéricas utilizando as Equacdes Constitutivas de BECKER (1982)

BECKER (1982) apud BURGER ¢ CONCHA (1998) ¢ BURGER et al. (1999)
apresentou um estudo para o projeto e simulacdo de espessadores para o fenomeno da
sedimentacdo de suspensdes de minério de cobre.

As equagdes constitutivas determinadas a partir do estudo de BECKER (1982) sdo
dadas por:

for @) =—=6,05-10 " u(l —u)>> (4.22)

Para f,, (u) em m/s com validade no dominio 0<u<I, e

O;u<u,
o, (u)= (4.23)
5,35exp(17,9u);u > u,

- . ,qe 2 L. . ~
para a tensdo efetiva nos sélidos em N/ms”, valida para a faixa de concentracdes u>u..

Os parametros utilizados na simulagio sdo mostrados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Parametros utilizados na simulagio utilizando as Equagdes Constitutivas de

BECKER (1982).
L[m] | Ap [kem’]| q[mis] o [-] e [-] g [m/s’]
6 1500 1,0.107 0,15 0,23 9,81

Inicialmente procedeu-se a analise do comportamento da fung¢do fluxo de densidade
do sdlido da batelada de Kynch, f,, (v), ilustrado na Figura 4.2.

Através da Figura 4.2 observa-se que f,, (1) ¢ uma fun¢do negativa e continua em
todo o dominio O<wu<u,, . O fato da funcdo f,, (#) ser continua para toda a faixa de

concentragdes mostra que o conceito adotado por BURGER et al. (2005), para tal fungéo, ndo
prevé descontinuidade em u_, ou seja, descontinuidades das varidveis entre as regides de
sedimentacdo propriamente dita e formacdo do sedimento. Assim sendo, o modelo
matematico de BURGER ez al/ (2005) também nao admite salto na permeabilidade do meio

poroso da mesma forma como foi verificado para a tensao efetiva dos sélidos.
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-0.00
-0.02+
-0.04 1
-0.06+
-0.081
-0.107
-0.121
-0.141
-0.161

fbk ¥ 1e-4[m/s]

-0.18 +—"——">—"——"1"—"—"r—"—"T—"-"T"—r—"—T"
00 01020304 050607080910

u[-]
Figura 4.2 Comportamento da fun¢do fluxo de densidade do solido da batelada de KYNCH

S @)

Foi realizada também a anélise do comportamento do coeficiente de Difusdo a(u),

apresentado na Figura 4.3.

1.8

1.6'.
1.4'.
1.2-
1.0'.

m*2/s]

= CI.EI'.
0.6'-
0.4'-
0.2'.

0.0 T T — T T y —
00 01020304 0506 0.7 0809 1.0
u[-]
Figura 4.3 Comportamento do coeficiente de difusdo, a(u), utilizando as Equacdes

Constitutivas de BECKER (1982).
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Nota-se pela andlise da Figura 4.3 que o coeficiente de difusdo, a(u) € continuo em

todo o dominio de interesse das concentragdes de solidos. Além disso, cabe ressaltar que, uma

vez que ndo ocorre salto na derivada Py na concentragdo critica do sélido, também ndo ocorre

descontinuidade do coeficiente a(u).

Os resultados da simulagdo numérica do modelo de BURGER er al. (2005b),
acoplados ao sistema de Equagdes Constitutivas de BECKER (1982), foram obtidos para os
tempos de sedimentacdo equivalentes a 0, 2,78, 5,56, 8,83 e 11,11h e s@o apresentados na
Figura 4.4. A solug@o numérica do problema foi obtida utilizando-se uma malha fixa de 30

pontos de discretizagdo.

Up

010 015 0.20 025 030 035 040 045
ul-]
Figura 4.4: Distribuicdo de concentra¢des na coluna de sedimentagao utilizando as

Equagdes Constitutivas de BECKER (1982), para os tempos de 0; 2,78; 5,56; 8,83 e 11,11h.

De acordo com o resultado apresentado na Figura 4.4 nota-se que, para o tempo de
decantacdo de 11,11h, apenas as regides de sedimentagdo livre, regido cuja concentragdo do
solido ¢é constante e igual a u), e compressdo estdo bem definidas no diagrama de posicdo
versus concentracdo volumétrica local, uma vez que a regido de liquido clarificado foi
desconsiderada nas simulagdes, pois a concentragdo de solidos em tal regido ¢ nula. As
regides de sedimentagdo livre e compressdo ocorrem em A e B, respectivamente. As linhas
tracejadas apresentam as concentragdes inicial (u) e critica (#.) do fendmeno. A dinamica de

separacgdo para este caso ¢ lenta, apés um tempo de repouso da suspensdo de 11,11 h ainda se
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observou as caracteristicas particulares da regido de sedimentag@o livre. Observa-se que a
suspensdo preparada inicialmente com valores proximos a 15% em volume para o tempo de
sedimentacdo de 11,11 h foi concentrada no sedimento atingindo valores proximos a 44%.
Nota-se através da figura que o modelo consegue descrever qualitativamente o
fenomeno através da previsdo de ambas as interfaces, descendente e ascendente, naturalmente
durante a resolug¢do do problema.
Os resultados numéricos dos diagramas de variacdo da concentragdo com o tempo

para as posicdes x=L, x=L/5, x=L/10 e x=0 sdo apresentados na Figura 4.5.

045

Regido de compressio

0.401

0.351

0.301

ul]

0.251

Regido de sedimentagao

0.20 Livre (u=uy)
/ x=L

0.15

T IEmre = = S
tempo [h]

0.10
0

Figura 4.5: Variagdo da concentracdo em funcido do tempo para as posi¢des x=L, x=L/5,

x=L/10 e x=0 utilizando as Equa¢des Constitutivas de BECKER (#,=15%).

Pela andlise da Figura 4.5 observa-se que para a posi¢do equivalente a x=L, altura da
alimentagdo, a simulagdo numérica apresenta um perfil constante com w=uy=0,15. Nota-se
que, para as posicdes mais proximas da base do sedimentador as concentragdes variam muito
em tais posicoes, além do que ha predominancia da regido de compressdo, sendo que para a
posicdo x=0, que corresponde ao fundo do sedimentador verifica-se somente a existéncia da
regido de compressdo, observa-se um comportamento qualitativo consistente, ocorre um
aumento brusco na concentragdo de soélidos devido a deposicdo de material sélido na base do

equipamento. Como o sedimentador ¢ alimentado continuamente, verifica-se que a



Capitulo 4 — Resultados e Discussoes 121

concentracdo nas posi¢des analisadas ndo serd nula independentemente do tempo que se

passe.

Simulacées numéricas utilizando as equacgdes constitutivas de BEEN e SILLS (1981)

relativo ao experimento A

Em 1981 BEEN e SILLS apud BURGER et al. (2000b) estudaram o fendmeno da
sedimentagdo em batelada de suspensdes aquosas de lamas naturais e realizaram alguns
ensaios experimentais de modo a obterem varias densidades iniciais. Para obter medidas de
concentragdes os autores empregaram a técnica de raios-x e objetivando determinar as
equacdes constitutivas empregadas na modelagem do fendmeno da sedimentagdo os autores
realizaram dois experimentos distintos entre si: experimentos A e B.

As equacgdes constitutivas determinadas a partir do estudo de BEEN e SILLS (1981)

relativo ao experimento A sdo dadas por:

£ (1) =—1,433-10" 2 expl:w} (4.24)
u
£, ) = —1,211-10 ™ u(1 - 7,226u)*"° (4.25)

Obtidas para f,, () em m/s, com validade nos dominios w> u. e O0<u<u,

respectivamente, sendo u,. a concentragao critica.

A tensio efetiva nos solidos em N/ms” ¢ dada por:
o, (u)=15,56exp(14,01u) (4.26)

valida para a faixa de concentragdes u>u,.

Os parametros fisicos utilizados no modelo sdo mostrados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Parametros empregados na simulagdo utilizando as Equa¢des Constitutivas de

BEEN e SILLS (1981) relativos ao experimento A.

Lim] | Ap [kg/m’] | q[m/s] o [-] e [-] g [m/s’]
1,802 1689,7 1,0.10’5 0,02954 0,0833 9,81




122 Capitulo 4 — Resultados e Discussoes

A solucdo numérica foi determinada para uma malha fixa com 34 pontos de
discretizagdo. Os resultados da simulagdo numérica do modelo de BURGER et al. (2005b)
foram obtidos para o experimento A de BEEN e SILLS (1981), para os tempos de
sedimentacdo equivalentes a 0; 3,47; 6,95; 10,42 e 13,8%h.

A Figura 4.6 apresenta as distribuicdes de concentragdes para a sedimentagdo

continua de lama natural para diversos tempos de decantagao.

2.0
181 fuw iu
161 | |
141 | A
_12 4y
Eqol 1
= 1.0 | i
0.8 ?....;_13.&11.._
061 | | T
: 10,42h )
0.41 | 695
Oh ) — h —_
0.21 \' | _347h \

DD T T T — ‘:
0.000.050100.150200.250.30 035040 045
ul-]
Figura 4.6: Distribui¢do de concentragdes na coluna de sedimentagdo utilizando as

Equagdes Constitutivas de BEEN e SILLS (1981) Experimento A para os tempos de 0; 3,47;
6,95; 10,42 ¢ 13,89.

De acordo com o resultado apresentado na Figura 4.6 nota-se que, para o tempo de
decantacdo de 13,88h, as regides de sedimentacdo livre (A) e compressdo (B) estdo bem
definidas no diagrama de posi¢do versus concentragdo volumétrica local. A concentracdo
maxima de solidos atingida na base foi equivalente a 40,3% em volume e altura de sedimento
formado foi equivalente a 0,72m.

Uma andlise geral dos resultados, através da Figura 4.6 mostra que o problema
matematico de BURGER et al. (2005b) descreve bem o caso da sedimentacdo continua do
ponto de vista qualitativo.

A Figura 4.7 apresenta os resultados das simulagdes numéricas considerando a

variacdo da concentracdo em func¢do do tempo.
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0.40

0.3397 Regitio de compressio
(v>u,)
0.301

0.251 x=L/5

'S 0.201
0.151

Regido de sedimentagio
Livre (u=uy)

0.101

0.051

0.00 — — — T —————
0 2 4 b 8 10 12 14
tempo [h]
Figura 4.7: Variacdo da concentracdo em funcdo do tempo para as posi¢des x=L, x=L/5,

x=L/10 e x=0 utilizando as Equa¢des Constitutivas de BEEN e SILLS (1981) Experimento A
(19=0,02954).

Pela analise da Figura 4.7 nota-se que a simulacdo numérica para a posicdo
equivalente a x=L apresenta um perfil constante, ou seja, verifica-se que na alimentacdo a
concentrag@o ¢ mantida constante. Observa-se que para a posi¢cdo x=L/5 a existéncia da regido
de sedimentagdo livre até um tempo de sedimentacdo de aproximadamente 6,7h. Para a
simulagdo numérica da posi¢do x=L/10 observa-se a formagdo de uma pequena regido de
sedimentacgdo livre, cuja concentragdo se manteve constante e igual a concentragdo inicial da
suspensao (#y=0,02954) até o tempo total de aproximadamente 1,6h de sedimentagdo. Para a
posicdo x=0 observa-se um comportamento qualitativo consistente, ocorre um aumento
brusco na concentragdo de sélidos devido a deposicdo de material solido na base do

equipamento.

Simulacdes numéricas utilizando as de Equacdes Constitutivas de Equacoes

Constitutivas de BEEN e SILLS (1981) relativo ao experimento B

Também foram realizadas simula¢des numéricas da sedimentacdo continua de lamas
naturais utilizando as equacdes empiricas de Been e Sills (1981), referentes ao experimento B

(BURGER et al., 2000b).
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O que difere os experimentos A e B de BEEN e SILLS (1981) € concentracdo inicial
da suspensdo adotada para cada experimento, sendo uy= 0,02954 para o experimento A e
1y=0,05264 para o experimento B, o que permite o estudo do efeito de compressdo do solido.

As equagdes constitutivas de BEEN e SILLS (1981) relativo ao experimento B
usadas na simulag@o da sedimentacdo continua de suspensdes floculentas sdo apresentadas nas

Equagdes (4.27) e (4.28):

() =—8:-107u” eXP{—0’7675(1 = u)} (4.27)
u
o @) ==1,39-10 " u(1 - u)™> (4.28)

obtidas para f,, (u) em m/s, com validade no dominio > u. e 0<u<u., respectivamente,

sendo u. a concentragdo critica.

A tensdo efetiva nos solidos em N/ms” ¢ dada por:
o, (u) = 4exp(21,265u) (4.29)

valida para a faixa de concentragdes u>uc.

Os parametros fisicos adotados na resolu¢do do modelo sdo listados na Tabela 4.3.

Tabela 4.3: Parametros empregados na simulagdo utilizando as Equac¢des Constitutivas de

BEEN e SILLS (1981) relativos ao experimento B.
Lim] | Ap [kg/m’] | qm/s] | ugl] ue[-] g [m/s’]
1,742 1689,7 1,0.10° | 0,05264 0,0833 9,81

A Figura 4.8 apresenta a solugdo transiente do problema de sedimentagdo para o caso
relativo ao experimento B de BEEN e SILLS (1981). A solu¢do numérica do problema que
foi obtida utilizando-se uma malha fixa de 34 pontos de discretizagao.

Nota-se, através da Figura 4.8, que a dindmica de sedimentagdo para o caso relativo
ao experimento B de Been e Sills (1981) com uma concentragdo inicial de 0,05 ¢

relativamente lenta.
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1.8
16- Uy : U,
1.4 :
1.2 A :
N 0.8 :
0.6 : 2.09h
] 1,3%h
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uf-]
Figura 4.8: Distribuicdo de concentragdes na coluna de sedimentacdo utilizando as Equagdes
Constitutivas de BEEN e SILLS (1981) Experimento B para os tempos de 0; 0,69; 2,09; 1,39
e 2,78h.

Apos um tempo de repouso da suspensdo equivalente a 2,78h ainda se observou as
caracteristicas particulares da regido de sedimentagdo livre.

Por outro lado, o crescimento do sedimento parece significativo, como observado
além do ponto de compressdo (concentragdo critica do material). Considerando o tempo de
2,78h, a concentragdo maxima na base foi equivalente a aproximadamente 19% em volume de
solidos e altura de sedimento formado foi equivalente a 0,3m.

Os resultados numéricos dos diagramas de variacdo da concentracdo com o tempo
para as posi¢des x=L, x=L/10, x=L/5, e x=0 sdo apresentados na Figura 4.9.

De acordo com a Figura 4.9 nota-se que, para as posi¢des mais afastadas da base do
sedimentador as concentragdes nido variam muito em tais posi¢des, ao contrario do que se
observa para as posi¢gdes mais proximas a base, onde ha grandes varia¢des na concentracio de
solido. Verifica-se que passadas 2,78h a concentracdo no descarte ¢ equivalente a 15,5% em

volume.
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0.16
] Regido de compressdo
0.141 (w>u,)
0.121
T x=0
x=L/10

5 0.107

| =L/5
0.08 : Regido de sedimentagao b
] Livre (u=uy)
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0.04 : : : : .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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Figura 4.9: Variacdo da concentracdo em funcdo do tempo utilizando as Equagdes
Constitutivas de BEEN e SILLS (1981) Experimento B para as posi¢des x=L, x=L/10, x=L/,5
e x=0 (uy=5%).

Simulacées numéricas utilizando as equacdes constitutivas de TILLER e KWON (1992)

O fluxo de densidade do sdlido da batelada de Kynch ¢ dado por:
Sy () = =3,082736-10 (1 - 20} | (4.30)

obtida para f,, (1) em m/s, com validade no dominio #> u,, sendo u.a concentragdo critica.

A tensio efetiva nos solidos obtida em N/ms”¢ dada por:

ae(u):o,{(omj —1} (4.31)

valida para a faixa de concentracdes 0<u<u,;, sendo u,, equivalente a concentragdo maxima
do sedimento.
Os parametros utilizados na simulacdo empregando as Equacgdes Constitutivas de

TILLER e KWON (1992) sdo apresentados na Tabela 4.4.
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Tabela 4.4: Parametros utilizados na simulagdo utilizando as Equagdes Constitutivas de

TILLER e KWON (1992).
Lim] | Ap [ke/m] | qmss] | wol-] e [-] unic[-] | g [m/s”]
0,16 1562 1,0. 107 0,05 0,07 0,5 9,81

A Figura 4.10 apresenta as distribuigdes de concentracdes para a sedimentacdo

continua para diversos tempos de decantacdo. A solugdo numérica foi determinada para uma

malha fixa com 30 pontos de discretizagao.

0.16

0.141

0.021

h :

[}
i
g 0,21h
[}

/

0.0Q +————=r——————
0.040.060.080.100.120.140.1

u[-]

60.180.200.220.24

Figura 4.10: Distribui¢do de concentragdes na coluna de sedimentacao utilizando as

Equagdes Constitutivas de TILLER e KWON (1992) para os tempos de 0; 0,21; 0,41; 0,62 ¢
0,83h.

A Figura 4.10 apresenta a solugdo de um problema com dindmica bastante rapida,

por apresentar grandes gradientes de concentragdes em pouco tempo de repouso da suspensio,

quando comparado aos demais estudos avaliados. Pela analise da Figura 4.10 observa-se que a

suspensdo preparada inicialmente, na concentra¢do volumétrica de 5%, foi concentrada no

sedimento atingindo valores proximos a 22,8% em volume para o tempo de decantagdo de

0,83h e observa-se ainda que para este tempo a localizagdo da interface descendente obtida foi

0,79m.
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A Figura 4.11 mostra o perfil obtido para a variagdo da concentragdo em fun¢do do

tempo obtido nas simulagoes.

0.24
0.221
0.0 Regido céz;sj)npressﬁo
0.181

0167 o

'S 0.141 =L/10 x=L/5
0.121
0.10-

0.081 Regido de sedimentagdo

0.06 /V Livre (u=uy) =L

0.04 ——————————————
0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 07 08 0.9

tempo [h]
Figura 4.11: Variacdo da concentragdo em fung¢do do tempo para as posi¢des x=L, x=L/5,

x=L/10 e x=0 utilizando as Equa¢des Constitutivas de TILLER e KWON (1992) (u5=5%).

Analisando-se a Figura 4.11 nota-se que as simulagdes numéricas obtidas utilizando
as Equacdes Constitutivas de TILLER e KWON (1992) apresentam a mesma tendéncia dos
resultados obtidos utilizando as equagdes constitutivas apresentadas anteriormente. Para a
posi¢do equivalente a x=L observa-se um perfil de concentracdo constante e a medida que se
aproxima da base sedimentador as concentragdes variam muito em tais posi¢des, além do que
para a posi¢cdo x=0, no fundo do sedimentador, ocorre um aumento abrupto na concentragdo
de solidos, aumentando desde a concentragdo inicial até a maxima concentragdo obtida no

processo e verifica-se somente a existéncia da regido de compressao.

4.2.2 Simulacdo numérica do modelo de BURGER e# al. (2005b) para a sedimentacio

continua no estado estacionario

O estado estacionario ¢ o modo de operacdo que se espera que um sedimentador
continuo venha a operar normalmente em aplica¢des industriais.
A simulag¢@o computacional foi utilizada para obter os seguintes resultados:

e Determinar a altura de sedimento necessaria para se produzir uma desejada
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concentragdo de underflow a uma dada vazao de solidos;

e Distribuicdo de concentragdes no sedimento.

Considera-se que o sedimentador ¢ alimentado com uma suspensio de concentragio

constante tal que a densidade de fluxo de so6lido na alimentacdo f. (¢) = qu, (t)+ f,, (u.(?)) €

que a concentracdo de descarte pretendida up € conhecida a priori, de tal modo que a

densidade de fluxo de so6lido na descarga ¢ f,, = qu,, . Sabe-se que no estado estacionario o
fluxo de descarga tem que ser igual ao o fluxo de alimentacdo, f,, = f,, que conduz a uma

equagdo a partir da qual a concentracdo ur para z=L pode ser calculada:

qup +fhk (uF)zquD (4.32)

A condigdo para a existéncia do estado estacionario pode ser obtida considerando a

solucdo da Equacdo (4.14) independente do tempo, isto €, da equagdo diferencial ordinaria:

Oz Oz

1{ au+.6fbk<u>}: LL 0* Au) (4.33)

L oz’
Considerando que na condicdo de contorno, posicdo z=0), a concentra¢do de descarte
pretendida ¢ up, conclui-se que a constante de integragdo & igual & ¢ =qu,. O perfil de

concentracdo na regido de compressdo resulta na solu¢do do problema de valor inicial:

du _ L{qu<z)+f,,k ((2) - qu, } -0 (4.34)
& a(u(2))
u(0)=u, (4.35)

A Equacdo (4.34) ¢é integrada até a concentragdo critica, u,_, até alcancar certa altura,

z., denotando o nivel do sedimento.

) ou )
Para ocorrer a sedimentagio, P <0 ¢ a condi¢do:
Z
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qu+ f,, (u)<qu, para u € [uc,uD] (4.36)

devem ser satisfeitas, de modo que o lado direito da Equagdo (4.33) seja ndo positivo. Se a

fungdo fluxo possui um maximo local em u =u,,, entdo a condi¢do u, <u, <u,,, , sendo

que u,, . ¢ obtido de:

qu, + fbk (uM) = qU ppax (4'37)

deve ser satisfeita. No caso de uma funcao densidade de fluxo monotonicamente decrescente,

uy, .. ¢dadapor:

quc + fbk (uc) = qqudx (4'38)

O valor em z=L, na alimentacdo, ¢ obtido pela resolugdo da equagdo:

qup + [ (Up)=qup,.., u, <u,. (4.39)

para u;.

Simulagdes numéricas da sedimentagdo continua no estado estacionario de
suspensoes floculentas foram reproduzidas neste trabalho com a finalidade de se avaliar a
aplicagdo do modelo de BURGER et al. (2005) no comportamento de sistemas de
sedimentacdo. O sistema obtido foi resolvido com o algoritmo LSODAR pertencente ao
pacote ODEPACK, em uma variante que encontra as raizes de um conjunto de fun¢des ao
tempo que integra o sistema diferencial. As simulagdes numéricas foram obtidas utilizando-se

o Software livre de processamento numérico Scilab™ ¢ equagdes constitutivas para fo(m) e
o,(u) extraidas do trabalho de BURGER ef al. (2000b).

A resolugdo da Equagdo (4.33) para diversos valores de ¢ e up permite estabelecer a
relagdo entre estas variaveis e a altura de sedimento (L) na operagdo de sedimentadores em

estado estacionario.



Capitulo 4 — Resultados e Discussoes 131

Simulacées numéricas utilizando as equacdes constitutivas de BECKER (1982)
As equagdes constitutivas determinadas a partir do estudo de BECKER (1982) foram
mostradas anteriormente nas Equacdes (4.22) e (4.23).

Os parametros utilizados na simulacdo sdo mostrados na tabela abaixo:

Tabela 4.5: Parametros utilizados na simulacao utilizando as Equag¢des Constitutivas de

BECKER (1982).
L [m] Ap [kg/m’] | q [m/s] up [-] ue[-] up [-] g [m/s’]
6 1500 1,0.10° | 0,123 0,23 0,4 9,81

O comportamento da fun¢do f,, = f,, (u), conhecida como fluxo de densidade do

solido da batelada de Kynch, calculada a partir da Equacdo (4.22) ¢ apresentado na Figura
4.12.

-0.00

-0.021
-0.04'-
-U.UB'-
-U.UB'-
-0.10'-
-0.12'-

fbk x 1e-4[m/s]

-0.141
-0.161

08—
0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

uf-]
Figura 4.12: Gréfico da fungdo fluxo de densidade do sdlido da batelada de Kynch f,, (u).

Nota-se, através da Figura 4.12, que f,, ¢ uma funcdo negativa e continua em todo o
dominio O<u<u,q. O fato da fungdo f,, ser continua para toda a faixa de concentra¢des

mostra que o conceito adotado por BURGER er al. (2005b), para tal funcdo, ndo preveé




132 Capitulo 4 — Resultados e Discussoes

descontinuidade em u., ou seja, descontinuidades das varidveis entre as regides de
sedimentagdo propriamente dita e formacao do sedimento.

Dessa forma, o modelo matematico de BURGER et al. (2005b) também ndo admite
salto na permeabilidade do meio poroso da mesma forma como ¢ verificado para a tensdo
efetiva dos sdlidos.

Observa-se na Figura 4.12 a ocorréncia de um ponto de inflexdo para concentragdes

de sélidos inferiores a concentra¢do inicial uy na fungdo f,,. Apesar de serem dificilmente

veificadas experimentalmente concentragdes menores que a concentragdo inicial sdo

responsaveis por uma consideravel contribui¢cdo na forma da fungdo f,, .

A Figura 4.13 apresenta o comportamento da tensdo efetiva dos solidos como

funcdo da concentragdo local.

35000
30000
25000
20000

150007

sigma X 1ed [N/m"2]

100007

5000

0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
ul-]

Figura 4.13: Comportamento da tensdo efetiva nos sélidos.

Nota-se pela analise da Figura 4.13 que o comportamento o, (u) ¢ considerado como
sendo uma fungdo crescente e ndo-negativa da concentragdo local.
O comportamento da fun¢do a(u) ¢ apresentado na Figura 4.14.

Verifica-se, através da Figura 4.14, a existéncia de uma descontinuidade na fungio

a(u) que ocorre em ..



Capitulo 4 — Resultados e Discussoes 133

0.10

0.091

0.081
— 0.071
0.061
0.051
0.04 1
0.031
0.02
0.017

0.00+————t——————————s
0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

uf]

Figura 4.14: Comportamento da fun¢do a(u).

a x led[m"2fs

Em concentragdes menores que a concentracdo critica, tal fun¢@o € nula uma vez que

o, (u) =0 na regido de sedimentacdo propriamente dita.

A Figura 4.15 mostra um exemplo para a constru¢do de up,. € ur para um dado

valor de up.

-0.0e+000

-2.09-006:
-4.09-006:
-6.09-006:
-8.09-006:
-1 .09-005'-
-1 .2e-005-
-1.4e-0051
-1 .69-005'-

fm#s]

-1.8e-005
0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

ul-]
Figura 4.15: O conjunto das concentragdes de descarte admissiveis e a construgdo de

ur para up=0,41 para f(u,t) =qu+ f,, (u) com g= 1,0.10° m/s e u~0,23.
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Nota-se, através da Figura 4.15, que f ¢ uma funcdo negativa e continua em todo
dominio 0<u<uy.

O fato da fungdo f ser continua para toda a faixa de concentragdes mostra que o
conceito adotado por BURGER e CONCHA (1998), para tal fun¢do, ndo prevé
descontinuidade em u., ou seja, descontinuidades das varidveis entre as regides de
sedimentacdo propriamente dita e formagdo do sedimento. O ponto em destaque equivale
Upmax » que deve satisfazer a condicdo u. < up < upua. O valor encontrado foi 0,435939.

O perfil de concentragdo obtido utilizando as equacdes constitutivas de BECKER

(1982) ¢ apresentado na Figura 4.16.

0.000.050.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.350.40 045
uf]
Figura 4.16: Distribui¢do de concentragdes na coluna de sedimentacao utilizando as

Equagdes Constitutivas de BECKER (1982).

Observa-se que para se obter uma concentracdo de descarte de solidos, up, igual a

0,41 a altura de sedimento formado, z_, foi 3,104m. Verifica-se que u; é constante no perfil
de concentracdo do estado estacionario na zona de sedimentacdo livre, z, <z <L, e é igual a

0,0077. O valor de up,4 encontrado para este caso foi 0,436, tal valor ¢ importante, uma vez

que deve-se verificar se a condi¢do v, <u, <u, . foi satisfeita.
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A Figura 4.17 mostra o comportamento da fun¢do f, funcdo densidade de fluxo

solido, f(u,t)=qu+ f,,(u), sendo f,, (u) o fluxo de densidade do so6lido da batelada de

Kynch para variagdes de ¢, a velocidade da mistura.

-0.0e+000
-2.09-006- q=1,0. 10 m/s

-4 .0e-006
-EE.UE-UCIB'-
-B.Ue-UUE'-
-1 .09-005'-
-1 .29-005:

flm/#s]

-1.4e-005+
-1.6e-005

-1.8e-005 T y - ' T v r . .
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

ul-]

Figura 4.17: Curvade f(u,t)=qu+ f,, (1) obtidas para g variados.

Nota-se, através da Figura 4.17, que f € uma fun¢do negativa e continua em todo
dominio 0<u<u4., independente do valor adotado para g.

A partir da Figura 4.17 observa-se que com um aumento em ¢ ocorre um aumento na
fun¢do £, uma vez que f(u,t)=qu+ f,, (u).

Verifica-se a ocorréncia de uma inflexdo para concentragcdes menores que a
concentragdo inicial de solidos. Para valores de concentracdo menores que a concentracio
critica o valor da funcdo f ndo varia significativamente, diferente do que ocorre para
concentragdes maiores que a concentragdo critica. Para uma mesma concentracdo de descarte
de soélidos, verifica-se na Figura 4.17 que ao se variar ¢ ocorre uma variagao no valor de upmgy.
(ponto assinalado em vermelho), quanto maior o valor de ¢ menor o valor de upmg, de tal

modo que a condi¢do u, <u, <u,, . foi satisfeita. Numericamente, para ¢=1,0.10" m/s

verifica-se que upmq, foi equivalente a 0,436, para q=5,0.10'6 m/s nota-se que Upmg foi

equivalente a 0,473 e para g=1,0.10° m/s o valor de upmg. foi equivalente a 0,549.
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Para simulagdes considerando #.=0,23 e up=0,41 e variando-se ¢, a velocidade
superficial da mistura, os perfis de concentragdo obtidos para cada valor de ¢ sdo mostrados

na Figura 4.18.

6

5

4
— g=1,0. 10° m/s
E,5-
N L

5 ¢=5,0. 10° m/s

" g=1,0.10° m/s

0 — : — : —
0.000.050.100.150.200.250.30 0.35040 045
u -1
Figura 4.18: Distribui¢do de concentragdes na coluna de sedimentagdo utilizando as

Equacgdes Constitutivas de BECKER (1982) variando-se a velocidade da mistura, g.

Analisando a Figura 4.18 observa-se que para se atingir a concentracdo de descarte
do sdlido desejada, up = 0,41, conforme aumenta-se a velocidade superficial da mistura, g,
ocorre um aumento na altura de sedimento formado. Verifica-se que ao considerar g= 1,0.107
m/s a altura de sedimento formado foi 3,104 m e a concentracdo na posi¢ao x=L, u;, ¢ igual a
0,07299, para o caso de q=1,0.10'6 m/s a altura de sedimento formado foi 1,584 m e a
concentragdo u; ¢ igual a 0,000682 e para o caso de ¢=5,0.10° m/s a altura de sedimento
formado foi 1,994 m e a concentragdo no nivel x=L, u;, ¢ igual a 0,0035.

Observa-se que u;, ¢ constante no perfil de concentragdo do estado estacionario na

zona de sedimentagdo livre, z, <z < L.

Para simula¢des considerando u.=0,23 ¢ (]:1,0.10'5 m/s e variando-se a concentracao
de descarte, up, os perfis de concentracdo para a solugdo do modelo sdo apresentados na
Figura 4.19.

Analisando a Figura 4.19 observa-se que para uma dada velocidade de mistura, g,

aumentando-se a concentracdo de descarte desejada ocorre um aumento no nivel do
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sedimento formado. Na regido de compressdo, observa-se que quanto mais proximo ao topo
do sedimento formado menor a concentragdo de sélido, sendo a concentracdo no topo do

sedimento igual a u,.

E o
5
4] 1up=0.41
3.
N MD:0,4
2:
: MD:0,35
T

0.000.050.100.150.200.250.30 0.35040 045
ul]
Figura 4.19: Distribui¢do de concentragdes na coluna de sedimentagdo utilizando as Equagdes

Constitutivas de BECKER (1982) variando-se as concentragdes de descarte, up.

Nota-se, através da Figura 4.19, que para se obter uma concentracio de descarte up=
0,40 a altura de sedimento formado foi 2,249 m e a concentragdo u; ¢ igual a 0,007104.
Observa-se que para atingir-se up= 0,35 a altura de sedimento formado foi equivalente a
0,682 m e a concentragdo u; € igual a 0,0061 e para o caso de up= 0,41 a altura de sedimento
formado foi equivalente a 3,104m e a concentragdo u; ¢ igual & 0,0073.

Novamente nota-se que 9, é constante no perfil de concentragdo do estado

estaciondrio na zona de sedimentagdo livre, z, <z < L.

Foram realizadas simulag¢des variando-se a concentragdo de underflow desejada bem
como a velocidade superficial que permitem estabelecer a relagdo entre estas varidveis e a
altura de sedimento (L) na operacdo de sedimentadores em estado estacionario.

Os resultados obtidos para tais simulagdes sdo apresentados na tabela a seguir.
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Tabela 4.6: Valores obtidos para a simulagao utilizando as Equagdes Constitutivas de

BECKER (1982).
BECKER (1982)

g (m/s) Up uL z. (m)
1.10° 0,3 0,005 0,225
1.107° 0,35 0,006 0,682
1.10° 0,4 0,007 2,249
1.10° 0,41 0,0007 1,584
5.10° 0,41 0,0035 1,994
1.107 0,41 0,0073 3,104

Foram realizadas simula¢des a fim de comparar os resultados obtidos neste trabalho
com a simulacdo numérica e os resultados fornecidos por BURGER et al. (1999) a partir da
implementagdo de seu modelo.

Os resultados obtidos em tais simulagdes sdo apresentados na Tabela 4.7.

Tabela 4.7: Valores obtidos para a simulacdo utilizando as Equacdes Constitutivas de

BECKER (1982) para fins comparativos.

BECKER (1982)
g (m/s) up ur zc (m)
1,5.10_5 0,39 | 0,01077641 2,534
0,5.107 0,42 | 0,00360123 2,493
1,5.10_5 0,36 | 0,00983189 1,002
3.107 0,35 | 0,0213938 1,563

Comparando-se as concentragdes na posi¢do z=L, u;, ¢ a altura do sedimento

formado, z., nota-se que o erro entre as simulagdes € aparentemente desprezivel.

Simulacdes numéricas utilizando as de Equac¢des Constitutivas de BEEN e SILLS (1981)

relativo ao experimento A

As equacdes constitutivas determinadas a partir do estudo de Been e Sills (1981)
relativo ao experimento A foram mostradas anteriormente nas Equagdes (4.24), (4.25) e

(4.26).

Os parametros utilizados na simulacdo sdo mostrados na tabela a seguir:
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Tabela 4.8: Parametros utilizados na simulagdo utilizando as Equagdes Constitutivas de

BEEN e SILLS (1981) relativo ao experimento A
Ap [kg/m’] | up[-] ue[-] g [m/s’]
0,02954 0,0833 9,81

L [m]
1,802

1689,7

Os resultados obtidos em tais simulagdes sdo apresentados na tabela abaixo.

Tabela 4.9: Valores obtidos para a simulagdo utilizando as Equagdes Constitutivas de

BEEN e SILLS (1981) relativo ao experimento A.

BEEN e SILLS (1981) relativo ao experimento A
q (m/s) up uy z. (m)
1.10° 0,2 | 0,000017 0,087
1.10° 0,28 | 0,000023 0,234
1.10°% 0,3 | 0,000025 0,296
1.10”° 03| 2,48.10° 0,272
1.10"° 03| 2,48.107 0,269
Simulacées numéricas utilizando as de Equacdes Constitutivas de Equacoes

Constitutivas de BEEN e SILLS (1981) relativo ao experimento B

As equacgdes constitutivas determinadas a partir do estudo de BEEN e SILLS (1981)
relativo ao experimento B foram mostradas anteriormente nas Equagdes (4.27), (4.28) e
(4.29).

Os parametros utilizados na simulacdo sdo mostrados na tabela abaixo:

Tabela 4.10: Parametros utilizados na simulagdo utilizando as Equac¢des Constitutivas de

BEEN e SILLS (1981) relativo ao experimento B

L [m]

Ap [kg/m’]

up[-]

uce -]

g [m/s’]

1,742

1689,7

0,05264

0,0833

9,81

A Tabela 4.11 apresenta os resultados obtidos em tais simulacdes.
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Tabela 4.11: Valores obtidos para a simulagdo utilizando as Equagdes Constitutivas de

BEEN e SILLS (1981) relativo ao experimento B.

Been e Sills (1981) relativo ao experimento B
g (m/s) up uy z. (m)
1.10° 0,2 | 0,0000144 0,102
1.10° 0,3 | 2,159.10° | 0,626
1.10° 0,35| 0,000025 1,563
1.10” 02| 1,43.10° | 0,0999
1.107 0,2 | 0,000144 0,1325

Simulacées numéricas utilizando as Equacdes Constitutivas TILLER e KWON (1992)
As equacdes constitutivas determinadas a partir do estudo de TILLER e KWON
(1992) foram mostradas anteriormente nas Equacdes (4.30) e (4.31)

Os parametros utilizados na simulacdo sdo mostrados na tabela a seguir:

Tabela 4.12: Parametros utilizados na simula¢o utilizando as Equacdes Constitutivas

TILLER e KWON (1992).
Lim] | Ap [kgm’] | wpl-] e [-] g [m/s’]
0,16 1562 0,05 0,07 9,81

Os resultados obtidos para tais simulagdes sdo apresentados na Tabela 4.13.

Tabela 4.13: Valores obtidos para a simulacao utilizando as Equacdes Constitutivas de

TILLER e KWON (1992).

Tiller e Kwon (1992)

g (m/s) Uup ug z. (m)
1.10° 0,13 | 0,0004281 0,0057
1.10° 0,15 0,0005 0,0124
1.10° 0,17 0,00056 0,079

1.10°® 0,15| 4,867.10° 0,009
1.107 0,15] 4,8743.10° | 0,0097

Simulacées numéricas utilizando as Equacdes Constitutivas de DAMASCENO (1992)

DAMASCENO (1992) apresentou um estudo para o projeto e simulacdo de

espessadores para o fendmeno da sedimentagao de suspensdes de carbonato de calcio.
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O fluxo de densidade do solido da batelada de Kynch ¢ dado por:

Fie () = _1,98.10—4{(1_%) | } (4.40)

3

u)=-5,517-10 2y ¥ 4.41
Soe (1) , (4.41)

obtidas para f,, (u) em m/s, com validade no dominio O<u<u. € u> u., respectivamente,
sendo u.a concentracdo critica.

A tensdo efetiva nos solidos obtida em N/ms” é dada por:

o, (u)= 5,7{[&} - 1} (4.42)

valida para a faixa de concentragdes u>uc.

Os parametros utilizados em tais simulacdes s@o apresentados na Tabela 4.14.

Tabela 4.14 Pardmetros utilizados na simulagao utilizando as Equagdes Constitutivas de

DAMASCENO (1992).
Lm] | Ap [kg/m’] | up[-] e [-] g [m/s?]
2 1660 0,05 0,18 9,81

Os resultados obtidos utilizando as Equagdes Constitutivas de Damasceno (1992) sdo

mostrados na tabela abaixo.

Tabela 4.15: Valores obtidos para a simulagdo utilizando as Equagdes Constitutivas de

DAMASCENO (1992).

DAMASCENO (1992)

g (m/s) up up z. (m)
1.10° 02| 1,01.10° 0,615
1.10° 0,21 1,061.10° | 1,134
1.10° 022] 1,111.10° | 1,863
1.10° 0,22 1,111.10° | 1,860
1.107 0,22] 0,0001113 | 1,890
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Uma andlise geral dos resultados permite concluir que para todas as simulagdes
realizadas verifica-se das tabelas que para um mesmo valor da velocidade da mistura, g,
aumentando-se a concentracdo de descarte de solidos, up, verifica-se um aumento na
concentracdo no topo do sedimento, ur, € consequentemente observa-se um aumento na
altura do sedimento formado.

Para o caso em que se mantém a concentracdo de descarte de sélidos, up, constante,
observa-se que aumentando a da velocidade da mistura, g, ocorre um aumento na
concentracdo no topo do sedimento, ur, € consequentemente verifica-se um aumento na

altura do sedimento formado.

4.3 Simulacdo numérica do modelo alternativo proposto para a sedimentaciio continua

O modelo matematico para a sedimentagdo continua proposto no presente trabalho,
apresentado na Secdo 3.7 do Capitulo 3, foi desenvolvido baseando-se nas abordagens dos
modelos matematicos de d’AVILA (1978) ¢ BURGER ¢ CONCHA (1998). A partir da
incorporagdo da abordagem matemdtica de BURGER e CONCHA (1998) aos conceitos
fisicos introduzidos por d’AVILA (1978), o modelo alternativo propde uma solugdo numérica
para a sedimentag¢do descrita através de varidveis que podem ser obtidas através de ensaios
experimentais.

AROUCA (2007) visando eliminar qualquer erro associado a implementacdo
numérica e aos métodos utilizados nas simulagdes do modelo alternativo, realizou diversas
simulacdes numéricas do sistema de equacdes do modelo de BURGER ¢ CONCHA (1998).
Os resultados obtidos pelo autor para as simulacdes de BURGER e CONCHA (1998)
mostraram que a abordagem matematica e os métodos numéricos implementados
reproduziram bem o estudo de casos avaliados por BURGER et al. (2000), para sedimentagdo
em campo gravitacional. Sendo assim, o autor concluiu que o dominio sobre os métodos
numéricos e a abordagem matematica conferem sustentabilidade ao modelo alternativo, uma
vez que o modelo de BURGER e CONCHA (1998) estd bem consolidado na literatura.

A adaptacdo do modelo matemadtico alternativo buscou simplificar a abordagem e
aproximar os resultados tedricos ao fendmeno fisico, uma vez que a implementacdo do
modelo de d’AVILA (1978) estava restrita a complexidade do uso de condi¢des de salto e
fronteiras moveis para a solucdo do problema.

As simula¢des numéricas para o modelo da sedimentacdo continua foram realizadas

através da aplicagdo da discretizacdo por Diferencas Finitas acoplada ao método MUSCL de
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segunda ordem. e método das linhas (MOL). O sistema de equagdes algébrico-diferencial
resultante foi resolvido através do pacote computacional DASSL disponivel no software de

~ - g ®
resolugdo numérica Scilab™.

4.3.1 Simulacio numérica do modelo alternativo proposto para a sedimenta¢io continua

no regime transiente

O problema consistiu na resolu¢do da Equacdo (3.207), sujeita as condig¢des inicial e
de contornos apresentadas pelas Equacdes (3.208), (3.213) e (3.214). A fim de simplificar a
representacdo das varidveis nas equagdes utilizou-se a varidvel computacional u para denotar

a concentra¢do volumétrica dos sdlidos &, sendo u=¢&g (Lx,#). A equagdo original do

modelo alternativo é dada por:

ou 10 1 0 ou
—+——Alu)-——| Dlu)— |=0 4.43
ot L ox () r 8x( ()ij (443)

A Equacgdo (4.44) ¢ valida no dominio 0<7<7Te0<x<1, no qual x:%, com L

representando a altura da coluna da mistura e 7 o tempo final de sedimentagao.

As fungdes A(u) e D(u) sdo expressas por:

Al) = qu—T{u) = qu— 2 (4.44)
U
D)= ks (4.45)
U
e definindo:
C(u) = ujD(s)dS (4.46)

Obtém-se entdo a Equagao (4.48):
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2
B, 10 1 PCh)
ot L ox L~ oOx

=0 (4.47)

. . . t
Adimensionalizando 7 = T tem-se que:

2
la_”JrliA(u)_iza Cgu)
T or Lox L ox

=0 (4.48)

A solu¢do do modelo matemaético alternativo proposto para a sedimentag¢do continua
no regime transiente foi obtida através da implementa¢do da Equagdo (4.48), considerando-se

as seguintes condi¢des inicial e de contorno dadas respectivamente por:

u(x,t = O) =u, (x) (4.49)
Oup ML, ) LAoug

ox'"™" Pk s P, (4.50)
ulx =1)=u,(r) (4.51)

Aproximando-se a derivada na condi¢do de contorno na base pelo método das
Diferengas Finitas obtém-se uma equagdo algébrica para a estimativa da concentragdo u(1),
dependente de outras duas concentracdes de solidos, u(2) e u(3), avaliadas nos pontos j=2 e
j=3, respectivamente. Para a derivada discretizada na condi¢do de contorno em x=0 tem-se a

expressdo dada pela Equagao (4.52).

—3u(1)+ 4u(2) - u(3)
2Ax

i Lapu()
x=0 = 7o )(q_vslxo_ﬁ

(4.52)

x=0

valida para j=1.
Para uma estimativa de u(1) na Equagdo (4.52) ¢ necessario o conhecimento da

derivada da equagdo constitutiva para a pressdo nos sélidos P, no ponto x(1), dependente de

u(1), através de métodos numéricos especificos, visto que ocorre a ndo-linearidade da fungdo
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na condi¢do de contorno. Cabe ressaltar que de acordo com a condicdo inicial, expressa na
Equagdo (4.49), pode-se afirmar que para =0, u(1)=uy<u. e, como a derivada P, é nula para

concentragdes menores que a concentracdo critica (u.), o termo presente no denominador da
equagao resultante leva a inconsisténcia do método.

A partir da observa¢do do fendomeno fisico sabe-se que ocorre uma mudanga
instantdnea da concentragdo na base da coluna de sedimentagdo de um valor inicial u, para o
valor da maxima concentragdo no sedimentador u, no tempo ¢ de separagdo. Sendo assim,
para a resolu¢do do problema utilizou-se o método da Bissec¢do para se determinar a
concentrac¢do inicial uy(1)>u. que desse consisténcia ao equacionamento.

Considerando as regides da sedimentagdo continua onde a concentracdo local de
solidos ¢ inferior a concentragdo critica, ou seja, u<u., tem-se que o modelo que rege o

fendomeno ¢é representado pela equagdo hiperbolica dada a seguir:

ou 104
Gu 104 _ (4.53)
o0 L ox
Sendo assim, uma segunda alternativa para se estimar a concentrag@o no ponto j=1,
para o caso especifico de u(1)<u,, é a discretizagdo da Equag¢do (4.53) utilizando o método de

MUSCL de segunda ordem, apresentado na Se¢do 4.4.1:

du(1) , [F(uR (0.1 (2))- Fla,,.u* (0)} o (4.54)

Tdr 0,5Ax

utilizando a concentragdo maxima u,,) como hipotese na discretizagdo através da introducao
de um ponto ficticio localizado a esquerda do ponto i=1, ¢ as concentra¢des u" (1) e u"(1)

dadas pelas Equagdes (4.55) e (4.56), respectivamente:

u® (1) = u(l)+%s(l) (4.55)

u* (1) = u(l) —%s(l) (4.56)

sendo s(1) dado pela seguinte expressao:
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s = S(u(l)A—xumO ’u(2)A—xu(l)] 4.57)
e:

S(u(l)A—xumo ’u(z)A—xu(nj _ % [Sg{ u(l)% j . Sgn(% ﬂ’”(” 4.58)
sendo:

m(l) = minU”(I)A_x”mO |,|”(2)A_x“(l)|] (4.59)

O sistema de equacdes discretizadas aplicado para as estimativas das solugdes nos

pontos internos da malha (do ponto j=2 ao ponto j=N-1) ¢ dado pelas expressdes a seguir:

du; (Flu*(Ghu(G+0)=- FluGi=Dat(G)) _ (4.60)
Tdz 0,5(cx(j — 1) + dx(}))

para u(j)<u., com dx(j)=x(j+1)—x(j) e as concentra¢des u"(j) e u"(j) dadas pelas Equacdes

(4.61) e (4.62), respectivamente:

W () = u(j) +@su) @.61)
u () = u(j) - @su) 4.62)

sendo s(j) dado pela seguinte expressao:

2

() = S(um _Aux(j_l) u(j+ 1A>x _”(j)] (4.63)
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S(u(j) —u(j =D u(+D- u(j)] _1 [sgn(u(j) _Aux(j - 1)) . sgn(u(j + 1A)x - u(j)ﬂ’"( B 464)

Ax ’ Ax 2

sendo:

lu(j) —u(j =D [uj+1) —u(j)lj (4.65)

e [ e

Considerando o caso especifico de concentragdes locais maiores ou iguais a
concentracgdo critica do material sélido (u(j)>u.) tem-se que a equagdo do modelo que rege o

fendmeno ¢ representada por:

ou 10
+__

ou _1.9°Clu)
ot L ox

AGw) =557 =0 (4.66)

com o termo A(u) dado por:

Apgke’

Ale )= qu=Tley)=qu-=275 (4.67)
e o termo D(u) dado por:

P
Dle,)=sbs (4.68)

U
e definindo:
Cu) = [D(s)dS (4.69)
0

. . . t
Adimensionalizando-se 7 = T tem-se que a Equacdo (4.66) resulta em:
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2
la_”JrliA(u)_Lza Cg”)
T or Lox L ox

-0 (4.70)

O sistema de equacdes discretizadas aplicado para as estimativas das solugdes nos

pontos internos da malha (do ponto j=2 ao ponto j=N) ¢ dado pelas expressdes a seguir:

4.71)

du, +1[F(uf,u,il)—F(ufpuj)J_ | {C(u;1)—2C(u;7)+C(u_?+l)J=0
L2

Tdr  L| 05(dx(j-D)+dx(j)) | L* Ax>

Com base em informacdes da literatura sabe-se que para suspensdes aquosas diluidas
(baixas concentragdes iniciais), nota-se que para pontos localizados préximos ao topo da
coluna de sedimentag@o, como o caso de i=N e i=N+1, observa-se que a concentracio local
ndo atinge concentragdes maiores que a concentrag¢do inicial. Tal fato € justificado pela
propria formagdo da regido de sedimentacdo livre, e € de se esperar que a Equagdo (4.71) nédo

seja necessaria para tais pontos. Assim, para o no6 interno j=N tém-se:

du(N) 1 Flu* (V) (N +1))= Flu(N =1, (V) _ . @72
Tdr L 0,5(cx(N —1) + dx(N)) '
u®(N) =u(N) +%]V)S(N) (4.73)
ut (V) = u(N) = S (v (4.74)
sendo s(N) dado pela seguinte expressao:
S(NY =S u(N)—u(N —-1) u(N+1)—u(N) (4.75)
dx(N-1) ~  dx(N) '
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g u(N)—u(N-1) u(N+1)—u(N) :l s u(N)—u(N-1) tsg u(N+1)—u(N) min(V) (4.76)
d(N-1) = dx({N) 2 dx(N-1) dx(N)

sendo:

4.77)

b

min(N) = |u(N) —u(N = )| |u(N +1) —u(N)]
| dx(N-1) dx(N) |

A condicdo de contorno do topo da coluna de sedimentagdo, apresentada pela
Equagao (4.51), mostra que a concentra¢do u#(N) na posi¢ao x(N) ¢ uma funcido do tempo que
pode ser escrita na forma:
Uyt =0

4.78
Up;t20 (4.78)

u(N)(x = x(N),1) = {

e deve ser aplicada no nd j=N da malha de discretizacdo. No entanto, ¢ esperado que o proprio
método desenvolvido seja capaz de prever o comportamento apresentado na Equagéo (4.78).

Para o topo do sedimentador tem-se que:

=0 (4.79)

du(N+1) 1 ( Flu* (N +1)u" (¥ +2)) = Fluv),u* (N + 1))
Tdr L dx(N)

com u*(N+2)=0, equivalente a um ponto ficticio criado além do ponto i=N+/ na malha de
discretizagao.

As concentra¢des u*(N+1) e u*(N+1) sdo dadas por:

dx(N)

u (N +1)=u(N +1) +TS(N+1) (4.80)
uL(N+1):u(N+1)—@s(N+1) (4.81)

sendo s(N +1) dado pela seguinte expressao:
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(4.82)

S(NY =S u(N+1)—u(N) —u(N +1)
dx(N) " dx(N)

N u(N)—u(N-1) u(N+1)—u(N) :1 s u(N)—u(N-1) +sg u(N+1)—u(N) (N +1) (4.83)
d(N) = dd(N) 2 dx(N) dx(N)

sendo:

(4.84)

b

(N +1) = min (N +1) —u(N)| |- u(N +1)|
) dx(N) |

Desta forma, tal sistema de equagdes foi resolvido para todo o dominio do problema,
utilizando-se para tanto as equacdes constitutivas para pressdo nos solidos, Ps=Ps(u), ¢

permeabilidade do meio poroso, k = k(u).

Simulacées numéricas utilizando as Equacdes Constitutivas de AROUCA (2007)

AROUCA (2007) realizou um estudo experimental da sedimenta¢do em batelada de
suspensoes aquosas de caulim. O autor utilizou a técnica de Atenuacdo de Raios Gama para
medidas de concentragdes.

As equagdes constitutivas determinadas a partir do estudo AROUCA (2007) sdo
apresentadas nas Equacdes (4.85) e (4.86):

P, =381-10°u"™ (4.85)
S T
—2,4736
k= 1,69-10‘7(0 1”2’87] (4.86)

2 2 .
com P e k expressos em dyn/cm” e cm” respectivamente.

Os parametros utilizados por AROUCA (2007) para obter os valores para a funcdo

I'(#) sio mostrados na tabela abaixo:
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Tabela 4.16 Parametros utilizados na simulagao utilizando por AROUCA (2007) para obter os

valores para a fungdo I'(x).

L [cm]

Ap [g/em’]

up[-]

H [g/cms]

g [cm/s?]

28,1

1,577

0,03

1.107

981

que foram utilizados para a determinacdo dos parametros da expressdo apresentada pela

Equacgdo (4.87):

~1,4311
I =0,6870u 1+-—— (4.87)
3,53-10°

-1
sendo I' expressoems .

A fungdo T'estd relacionada com a velocidade de sedimentagdo das particulas
expressa no termo convectivo da equagdo do modelo AROUCA (2007).

O coeficiente de difusdo, dado pela Equagdo (4.68), foi determinado utilizando-se
Equagdo (4.86) para a permeabilidade do meio poroso, além da derivada da pressdo nos

solidos expressa por:

P, =3,325-10"u""™ (4.88)

Conhecendo-se os valores das fungdes I'(v) e D(u) para a faixa de concentragdes de

interesse no trabalho, obtidas pela aplicacdo das equagdes constitutivas da pressdo nos sélidos

e permeabilidade do meio poroso, realizou-se algumas simulagdes numeéricas.

Simula¢do numérica da sedimentacio continua de suspensdes aquosas de caulim
(19=2%)

Os parametros utilizados na simulacdo sdo mostrados na tabela abaixo:

Tabela 4.17: Parametros utilizados na simulagdo utilizando as Equac¢des Constitutivas de

AROUCA (2007), uy=2%.

Llem] | Ap [gem] | wp[] | wel-] unil-] | qlenvs] | M [glems] | g [em/s?]

22.8 1,577 0,02 0,10 0,27 1.10° 1.10° 981
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A Figura 4.20 mostra o comportamento da funcdo I'(v)obtida utilizando tais

parametros.

-1.01

-1.51

Gama x 1e-3[m/s]

-2.01

5 ; ; ; ; ;
000 005 0.10 015 020 025 0.30
uf]

Figura 4.20: Grafico da funcdo I' (z4=0,02).

Nota-se pela andlise da Figura 4.20 que, uma vez que a fun¢do I' foi obtida através
da expressdo derivada do modelo matematico, Equagdo (3.220), a restricdo apresentada por

BURGER et al. (2000b) na qual f, (u>u,, )=0, nio pode ser satisfeita. O mesmo
comportamento ¢ observado nas demais simulagoes.

A Figura 4.21 apresenta o resultado para o comportamento do coeficiente de difusdo

para o sistema em estudo.

0.10
0.091
0.081
0.071
w 0.061
0.051
0.04 1
0.031
0.021
0.017

D[m*2/s

0.00 T J T T T
000 005 010 015 020 025 0.30
uf-]
Figura 4.21: Grafico do coeficiente de difusdo D(u) (1y=0,02).
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Nota-se pela andlise da Figura 4.21 que a fung¢do D(u) ¢ continua em todo o dominio

de interesse das concentragdes de sélidos. Além disso, cabe ressaltar que, uma vez que nao

ocorre salto na derivada P, na concentragdo critica do sélido, também ndo ocorre

descontinuidade no coeficiente D. O mesmo comportamento ¢ verficado nas demais
simulagdes.

A solugdo numérica do problema foi obtida utilizando-se uma malha fixa de 26
pontos de discretizag@o e os resultados da simulacdo numérica do modelo matematico através
da incorporacdo de equagdes constitutivas de AROUCA (2007) considerando #,=0,02 sio

apresentados na Figura 4.22.

25
204
157
E
']

107

800 005 010 015 020 025 020
ul-]
Figura 4.22: Distribui¢do de concentragdes na coluna de sedimentagao utilizando as
Equagdes Constitutivas de AROUCA (2007), u4=0,02, para os tempos de 0; 0,14; 0,28; 0,42 e
0,56h.

Considerando o caso onde o tempo de sedimentag@o equivalente a 0,56h ¢ possivel
se observar a existéncia da regido de sedimentag@o livre, regido cuja concentragdo do sélido é
constante e igual a uy, e de compressdo para todas as curvas de tempos abaixo de 0,28h,
sendo que as regides de sedimentagdo livre e compressio ocorrem em A e B,
respectivamente. Verifica-se que a altura de sedimento formado considerando-se o tempo de

sedimentacdo igual a 0,56h ¢ equivalente a 13cm, abaixo da altura da coluna de sedimentacao
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e a concentragdo de descarte atingida foi de aproximadamente 27% em volume, que
corresponde a concentragdo maxima.

Os resultados numéricos obtidos das simulagdes para os diagramas de variacdo da
concentragdo com o tempo sdo apresentados na Figura 4.23. Na figura ¢ apresentada uma

comparagdo das simulagdes considerado 26 e 102 pontos de discretizagao.

0.30 Regido de compressdo 0.30
u>u,

0.251 f 0.251

0.207 0.207
S 0.151 N=26 S 0.151

0.107 0.1071

Regido de sedimentagao
I u>u,
0.051 0.051
_/ x=L x=L
0.00 T T T T T 0.00 T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.0 0.1 0.2 0.3 04 05
tempo [h] tempo [h]

Figura 4.23: Comparacdo da variagdo da concentragdo com o tempo utilizando as Equagdes
Constitutivas de AROUCA (2007), uy=0,02, considerando N=26 ¢ N=102 pontos de

discretizagao.

Sabe-se que quanto mais refinada for a malha de discretizagdo menor o erro
associado a predicdo das interfaces, entretanto, pela andlise da Figura 4.23 nota-se que
independente do numero de pontos de discretizagdo adotados, verifica-se o mesmo
comportamento para ambos 0s casos.

A partir de uma andlise da Figura 4.23 observa-se que para a posi¢do igual ao nivel
de alimentagdo, x=L, a concentragdo de solidos ¢ constante e igual e a concentracdo inicial.
Verifica-se que quanto mais proximo da base maiores e mais rapidas sdo as variacdes de
concentragdo e quanto mais proximas ao topo menores € mais lentas serdo as variagcdes de
concentracdo. Verifica-se que para a posicdo correspondente a base ocorre uma mudanga
instantanea da concentrac¢do na base da coluna de sedimenta¢do de um valor inicial, uy, para o

valor da maxima concentracdo no sedimentador, u,,.

06
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Simulacio numérica da sedimentacdo continua de suspensdes aquosas de caulim
(9=3%)

Os parametros utilizados na simulacdo sdo mostrados na tabela abaixo:

Tabela 4.18: Parametros utilizados na simulagdo utilizando as Equacdes Constitutivas de

AROUCA (2007), up=3%.

Llem] | Ap [glem’] | uy[-] ue[-] umix-] | qlem/s] | M [g/ems] | g[cm/s’]

23 1,577 0,03 0,10 0,27 1.10° 1.10° 981

Os resultados da simulagdo numérica do modelo matematico através da incorporagio
de equagdes constitutivas de AROUCA (2007) considerando #y=0,03 sdo apresentados na
Figura 4.24. A solu¢do numérica do problema foi obtida utilizando-se uma malha fixa de 50

pontos de discretizagdo.

25

z [m]
z[m]

015 020 025 0.30
ul-]

Figura 4.24: Comparacdo da distribui¢@o de concentragdes na coluna de sedimentagao
utilizando as Equagdes Constitutivas de AROUCA (2007), 1,=0,03, para os tempos de 0,83 ¢
0,56h.

A Figura 4.24 apresenta a solucdo de um problema com dindmica bastante rapida
para ambos 0s casos por apresentar grandes gradientes de concentragdes em pouco tempo de
repouso da suspensdo. Verifica-se que ao se aumentar o tempo de sedimentagdo de 0,56 para

0,83 h ocorre um aumento na concentracdo retirada na base do equipamento, de
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aproximadamente 27 para 28% em volume, bem como um aumento na altura de sedimento
formado, de aproximadamente 13 para 18 cm.
Os resultados da simulagdo numérica através de diagramas de variagdo da

concentragdo com o tempo sdo apresentados na Figura 4.25.

0.30 Regido de compressdo
u>u,
0.251
0.201 J x=L/10 x=L/5
50151 | |

0.107 Regido de sedimentagdo

u>u,
0.05-_) / T
0.0Q+————r——— 4 05

00 01 02 03 04 05 06
tempo [h]
Figura 4.25: Variacdo da concentragdo em fung¢do do tempo para as posi¢des x=L, x=L/5,

x=L/10 e x=0 utilizando as Equag¢des Constitutivas de AROUCA (2007) (xy=0,03).

A partir de uma analise da Figura 4.25 observa-se que para a posi¢do igual ao nivel
de alimentagdo, x=L, a concentragdo de sélidos é constante e igual e a concentracdo inicial.
Para a posi¢do equivalente a L/5 a concentragdo de solidos permanece constante por breve
periodo de tempo e a partir dai verifica-se um aumento na concentragdo até atingir um valor
maximo de aproximadamente 26,5% enquanto que para a posicdo equivalente a L/10 verifica-
se que a concentragcdo de sélidos permanece constante e igual a concentragdo inicial por um
periodo de tempo de aproximadamente 0,02h (72s). Verifica-se que para a posi¢do
correspondente a base ocorre uma mudanca instantanea da concentracdo na base da coluna de
sedimenta¢do de um valor inicial #y para o valor da maxima concentragdo no sedimentador
Umdx-

O modelo apresentou um comportamento qualitativamente consistente e cabe
ressaltar que um melhor refinamento na malha conduziria a uma suaviza¢do da curva na

posicdo x=0.
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Simulacio numérica da sedimentacdo continua de suspensdes aquosas de caulim
(ug=5%)

Os parametros utilizados na simulagdo considerando u#y=5% sdo mostrados na Tabela

Tabela 4.19: Parametros utilizados na simulacdo utilizando as Equagdes Constitutivas de

AROUCA (2007), uy=5%.

Llem] | Ap [gem] | wp[] | wel-] unil-] | qlenv/s] | M [glems] | g [em/s?]

23,6 1,577 0,05 0,10 0,27 1.10° 1.107 981

A Figura 4.26 apresenta as distribuicdes de concentracdes para a sedimentagdo
continua para diversos tempos de decantagdo. Para conduzir as simula¢des foram aplicados 34

pontos de discretizagdo.

25 25

=
D

20- 207

~- __ _083h

[}
5] 139 151 t0,62h

E E i
N N ! '

10] 0,70h 101 T Al
o
51 51 :
[}
[}

i
0 T T T T T 0 T T T T L)

000 005 010 015 020 025 03 000 005 010 015 020 025 030
u[‘] r-1

Figura 4.26: Comparacdo da distribui¢@o de concentragdes na coluna de sedimentagado
utilizando as Equagdes Constitutivas de AROUCA (2007), ©,=0,05, para os tempos total de
sedimentacdo de 2,78 ¢ 0,83h.

Considerando o caso em que a concentragdo inicial no tanque ¢ igual a 5% ¢ possivel
se observar que as regides de sedimentagcdo livre e compressdo estdo bem definidas no
diagrama de posi¢do versus concentragdo volumétrica local. A Figura 4.26 apresenta a
solugdo de um problema com dinadmica bastante rapida, por apresentar grandes gradientes de

concentragdes em pouco tempo de repouso da suspensao.
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Nota-se através da Figura 4.26, que para o caso relativo ao experimento de
AROUCA (2007) com uma concentracdo inicial de 0,05 considerando o tempo de
sedimentacdo equivalente a 2,78h € possivel se observar a existéncia da regido de
sedimentacdo livre e de compress@o somente para os tempo de 0, 0,70 e 1,39h. Para os demais
tempos observa-se a existéncia somente da regido de compressdo. Com o aumento do tempo
verifica-se um aumento na altura do sedimento formado e uma maior concentragdo de
descarte. Observa-se que para este caso, a altura do sedimento formado ¢ equivalente a altura
da coluna de sedimentagdo, isto se deve ao fato da baixa velocidade de mistura na
alimentacdo, e consequentemente uma baixa vazdo de alimentagdo, e uma velocidade de
mistura no descarte menor ainda, onde também consequentemente tem-se uma vazdo de
descarte menor. Ou seja, a vazio de entrada ¢ maior que a vazdo de descarte e sendo assim,
ocorre acimulo de so6lidos no fundo do equipamento até que seja atingida a altura da coluna
de sedimentagdo. Considerando o tempo de 0,83 verifica-se a presenga da regido de
sedimentacdo livre para todas as curvas, e para tal tempo, verifica-se que a maxima
concentra¢do atingida no descarte foi de aproximadamente 28,3% em volume.

Os resultados da simulacdo numérica através de diagramas de variacdo da

concentragdo com o tempo sdo apresentados na Figura 4.27.

0.307
0.251
0 .20'- Regido de compressdo
] u>u,
— x=L/10 x=L/5
5 0457] |
] l Regido de sedimentacéo
0.107 ,[ u>U,
{ / / x-L
0.051
0.004 . .
0.0 05 1.0

tempo [h]

Figura 4.27: Variagdo da concentrag¢do em funcdo do tempo para as posi¢des x=L, x=L/2,

x=L/5 e x=0 utilizando as Equagdes Constitutivas de AROUCA (2007) (u4=0,05).
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Verifica-se a partir da Figura 4.27 que para uma concentracdo inicial de 5% as
simulacdes da varia¢do da concentragdo em fun¢do do tempo seguiu a mesma tendéncia que
das demais concentracdes iniciais.

Certamente um aumento no nimero de pontos de discretizacdo da malha levaria a

uma suavizagdo da curva na posi¢do x=0.

4.3.2 Simulac¢io numérica do modelo alternativo proposto para a sedimenta¢io continua

no estado estacionario

Considera-se que o sedimentador ¢ alimentado com uma suspensdo de concentragio
constante tal que a densidade de fluxo de sélido na alimentacdo A, () =qu,(t)+1(u. (1)) e
que a concentracdo de descarte pretendida up € conhecida a priori, de tal modo que a
densidade de fluxo de sélido na descarga é A, = qu,. Sabe-se que no estado estacionario o
fluxo de descarga tem que ser igual ao o fluxo de alimentac¢do, 4, = A, , que conduz a uma

equagdo a partir da qual a concentracdo ur para z=L pode ser calculada:

qu +F(MF)=quD (4.89)

A condi¢do para a existéncia do estado estacionario pode ser obtida considerando a

solucdo da Equacdo (4.49) independente do tempo, isto €, da equagdo diferencial ordinaria:

2
l{qa—“—@r(”) a—”} _Locw) (4.90)
L| ox ox ox| L ox
uma vez que :
A(gs)zqu—r(gs) (4.91)

Uma vez que a concentracdo de descarte pretendida up ¢ dada na condigdo de
contorno em z=(, verifica-se que a constante de integrac¢do ¢ igual a ¢ =qu,. O perfil de

concentragdo na regido de compressao resulta na solu¢do do problema de valor inicial:
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du _ L{ qu(x) +I'(u(x)) —qu,, }x >0 (4.92)
dx D(u(x))
u(0)= 1, (4.93)

A Equacdo ¢ integrada até a concentragdo critica, u,, até alcangar certa altura, z,

denotando o nivel do sedimento.

) ou )
Para ocorrer a sedimentagio, . <0 ¢ acondi¢do:
X

qu. +I'(u.) < qu, (4.94)

devem ser satisfeitas, de modo que o lado direito da Equacdo 4.92 seja ndo positivo. Se a

fungdo fluxo possui um maximo local em u =u,,, entdo a condi¢do u, <u, <u,,, onde

up,,, ¢obtido de:
quy +(uy) = qup,,, (4.95)

deve ser satisfeita. No caso de uma fun¢do densidade de fluxo monotonicamente decrescente,

uy, .. ¢dada por:

qu, +T(u,) = qup,, (4.96)
O valor em z=L, na alimentacao, ¢ obtido pela resolugdo da equagao:

qup +T(u.)=qu,,, ,u, <u, (4.97)

para u;.

Simulagdes numéricas da sedimentagdo continua no estado estaciondrio de
suspensoes aquosas de caulim foram realizadas neste trabalho com a finalidade de se avaliar a
aplicacdo do modelo proposto no presente trabalho no comportamento de sistemas de
sedimentagdo. O sistema obtido foi 1 resolvido com o algoritmo LSODAR pertencente ao

pacote ODEPACK, em uma variante que encontra as raizes de um conjunto de fungdes ao
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tempo que integra o sistema diferencial. As simula¢des numéricas foram obtidas utilizando-se
o software livre de processamento numérico Scilab® e equagdes constitutivas para Pek

extraidas do trabalho de AROUCA (2007).
Simulacées numéricas utilizando as equagdes constitutivas de AROUCA (2007)

As equagdes constitutivas determinadas a partir do estudo AROUCA (2007) sdo

apresentadas nas Equacdes (4.85) e (4.86) e os parametros utilizados na simulag¢do sdo

listados na Tabela 4.20:

Tabela 4.20: Parametros utilizados na simula¢do utilizando as Equa¢des Constitutivas de

AROUCA (2007).
Liem] | Ap [gem’] [ o[ | wel-] up[-] | qlem/s] | H[glems] | g [em/s’]
22,8 1,577 0,02 | 0,104199 0,20 1.107 1.10° 981

A funcdo I' determinada por AROUCA (2007) e apresentada na Equagao (4.87) esta
relacionada com a velocidade de sedimentagdo das particulas expressa no termo convectivo

da equacdo do modelo AROUCA (2007) e o comportamento de tal fungdo ¢ mostrado na
Figura 4.28.

2.5e-005

2.0e-005 1

1.5e-005

Gama[m/s]

1.0e-0051

5.0e-006 1

0.0e+000 +——————————————————
00 01020304 050607 0809 10
ul-]
Figura 4.28: Grafico da fungdo I".
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O coeficiente de difusdo, dado pela Equacdo (4.80), foi determinado utilizando-se
Equagdo (4.114) para a permeabilidade do meio poroso, além da derivada da pressdo nos
solidos expressa pela Equacdo (4.88).

A Figura 4.29 apresenta o resultado para o comportamento do coeficiente de difusdo

para o sistema em estudo.

040

0.00 +———————
0.0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0

ul-]
Figura 4.29: Grafico do coeficiente de difusao D(u).

Nota-se pela andlise da Figura 4.29 que a funcdo D(u) é continua, crescente e

positiva em todo o dominio de interesse das concentragdes de solidos. Verfica-se que como

ndo ocorre salto na derivada P, na concentragdo critica do so6lido, também ndo ocorre

descontinuidade na derivada do coeficiente D.

Conhecendo-se os valores das fungdes I'(v) e D(u) para a faixa de concentragdes de

interesse no trabalho, obtidas pela aplica¢do das equacdes constitutivas da pressao nos solidos
e permeabilidade do meio poroso, realizou-se algumas simulagdes numeéricas.

Para simulag¢des considerando #,=0,104199¢ u;=0,20 e variando-se ¢, a velocidade
superficial da mistura, os perfis de concentracdo obtidos para cada valor de g sd@o mostrados
na Figura 4.30.

Analisando a Figura 4.30 observa-se que para se atingir a concentracdo de descarte
do soélido desejada, up= 0,20, conforme aumenta-se a velocidade superficial da mistura, g,
ocorre um aumento na altura de sedimento formado.

Verifica-se que para o caso de g=1,0.10” m/s a altura de sedimento obtida foi 0,115

m e a concentragdo na alimentacdo, uy, ¢ igual a 0,000013, e para o caso de ¢=1,0.10° m/s a



Capitulo 4 — Resultados e Discussoes

163

altura de sedimento formado foi 0,109 m e a concentragdo na posi¢do z=L, u;, ¢ igual a
0,00000128.

0.25

0.201

0.151

z [m]

g=1,0.10"m/s
0.107

g=1,0.10°m/s
0.051

0.00 '
0.000.0

20.040.060.080.100.120.140.160.180.20
uf]
Figura 4.30: Distribui¢do de concentragdes na coluna de sedimentagao utilizando as

Equagdes Constitutivas de AROUCA (2007) variando-se g.

Foram realizadas ainda simulag¢des considerando #.~=0,23 e q=1,0.10'5 m/s, variando-

se up, a concentracdo de descarte. Os resultados obtidos para a solu¢do do modelo sdo
apresentados na Figura 4.31.

0.25

0.201

0.151

E. 1up=0,20

M

0.101

up=0,18
0.05
up=0,15 \

0.000.020.040.060.080.100.120.140.160.180.20

u[]
Figura 4.31: Distribui¢do de concentragdes na coluna de sedimentagdo utilizando as

Equacdes Constitutivas de AROUCA (2007) variando-se up.
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Observa-se que quanto mais proximo ao topo do sedimento formado ocorre uma
diminui¢do da concentracdo de sdlido. Observa-se da Figura 4.31 que para o caso da
concentracdo de descarte, up, equivalente a 0,15 a altura de sedimento formado, z., foi
0,0114 m e a concentragdo na alimentagdo ¢ igual a 0,00000997 , considerando que a
concentracdo de descarte desejada seja igual a 0,18 obtém-se uma altura de sedimento
formado de 0,0499 m e a concentracdo u;, é igual a 0,000012 e para o caso de up igual a 0,20
a altura de sedimento formado foi 0,115m e a concentracdo u; ¢ igual a 0,0000135. Tais

resultados sdo validos de modo a satisfazer a condi¢do u, <u, <u, ., COM Upmi

equivalente a 57,86 % em volume.
Como se pode observar, para os de valores de up (concentracdo de descarte) e ¢
(velocidade superficial da mistura) selecionados para os sistemas investigados, a condi¢do

obtida na alimenta¢do ¢ muito diluida com base nas equacdes constitutivas utilizadas.



CAPITULO 5
CONCLUSOES E SUGESTOES

5.1 Conclusdes

Uma andlise geral dos estudos de casos permite concluir que, em todas as simulagdes, o
modelo matematico de BURGER ez. al. (2005b) para o regime transiente descreve a
sedimentac¢do continua em campo gravitacional de maneira consistente qualitativamente com

o fendmeno fisico.

Analisando-se os estudos de casos conclui-se que o modelo matemadtico alternativo proposto
para a sedimentacdo continua no regime transiente descreve o fendmeno de maneira
consistente com o fendmeno fisico. O desenvolvimento de uma metodologia numérica através
do uso dos métodos acoplados de Diferencas Finitas e MUSCL de segunda ordem contribuiu
para o aperfeicoamento das técnicas de resolugdo dos problemas descontinuos de natureza

mista hiperbdlica-parabdlica, como observado por AROUCA (2007).

As simulagdes apresentadas neste trabalho mostram que as equacdes constitutivas obtidas
para a sedimentacdo em batelada podem também ser utilizadas com sucesso na simulagdo do

processo da sedimentacgdo continua.

Para todas as simulagdes realizadas utilizando o modelo de BURGER et. al. (2005b) e o
modelo matemaético alternativo proposto para a sedimentagdo continua no estado estaciondrio
conclui-se que para ambos os modelos, para um mesmo valor da velocidade da mistura,
aumentando-se a concentragdo de descarte de solidos, up, verifica-se um aumento na
concentragdo na alimentagdo, u;, € consequentemente observa-se um aumento na altura do
sedimento formado. E para o caso em que se mantém a concentracdo de descarte de sélidos,
up, constante, observa-se que aumentando a da velocidade da mistura, ¢, ocorre um aumento
na concentra¢do na alimentagdo, u;, € consequentemente verifica-se um aumento na altura do

sedimento formado.
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5.2 Sugestdes para trabalhos futuros

Realizar a validagdo do modelo proposto utilizando dados experimentais;

Estudar a aplicagdo do modelo proposto misto hiperbolico-parabdlico em simulagdes
numéricas dos estados estacionarios e transientes de sedimentadores continuos ndo-

convencionais;

Avaliar a aplicagdo do modelo alternativo proposto para variagdes do tipo de

alimentacao;

Estudar a aplicacdo do modelo matematico alternativo para sedimentagcdo continua

para outras operagdes de separagdo, tais como filtragao.
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APENDICE
PROGRAMA COMPUTACIONAL

A programagdo computacional desenvolvida para simular a operacdo de
sedimentadores nos estados transiente e estaciondrio ¢ apresentada neste apéndice, bem como
a programac¢do desenvolvida para avaliar as Equag¢des Constitutivas a partir dos dados de
sedimentacdo em batelada obtidos por AROUCA (2007). As simulacdes numéricas foram
obtidas utilizando-se o software de resolu¢io numérica Scilab®v.5.1. O pacote computacional
DASSL (BRENAN et. al, 1996). E foi utilizado para resolugdo do sistema de equagdes
algébrico-diferencial. Os métodos de Diferencas Finitas, MUSCL de segunda ordem e o
Método das Linhas (MOL) foram os principais métodos empregados na resolucdo do

problema.

/1
// SIMULACAO DINAMICA DA SEDIMENTACAO CONTINUA
///Método das Diferengas Finitas e Método das Linhas

// Dissertacdo de Mestrado - Claudia Azevedo.

// Baseado na tese de Doutorado de Arouca (2007)

/
/
clear;

mode(-1);

lines(0)

cle

sda();

stacksize('max")

clf(winsid(),'clear')

// CONFIGURACAO GRAFICA
da=gda()

da.box ="on"

da.mark mode="on";

// x labels default
da.x_label.font_style = 3;
da.x_label.font size = 5;
da.x_label.foreground = 1;
da.x_location = "bottom";

/'y labels default

da.y label.font style =3;

da.y label.font size =5;
da.y_label.foreground = 1;

da.y location = "left";

// outros parametros de configuracao
da.thickness = 2;

da.foreground = 1;

da.font size =4;

da.margins = [[0.2,0.125;0.2,0.2]];
/




178 Apéndice

// Fung¢des
/
function gama=fcgama2(fi,cte_a,cte b,cte c,L,modg)
select modg
case | then
if (fi>0) then
gama=-cte_a*fi*(1-fi/cte_b)"cte c;
else
gama=0;
end
case 2 then
if (fi <= 0.02 & fi > 0) then
gama=-0.0113848025*{i*(1-1i/0.27)"20.81805785;
elseif (fi > 0.02 & fi < 0.34) then
gama=-7.1929266e-6*{i"(-0.4736);
else
gama=0;
end
case 3 then
gama = -0.00115466*fi*(1-£1/0.343784)"(13.98)/L*100;
else
disp('Modelo de gama/tbk ndo definido-2")
end
gama=gama*L;
endfunction
1
function dgama=fcdgama2(fi,cte a,cte b,cte c,L,modg)
select modg
case 1 then
if (fi>=0) then
dgama=-(cte_a*(1-fi/cte_b)"cte c-((cte_a*fi*cte c*((1-fi/cte_b)"cte c))/(cte_b*(1-fi/cte_b))));
else
dgama=0;
end
case 2 then
if (fi <= 0.02 & fi > 0) then
dgama=0.0113848025%20.81805785/0.27*fi* (1-£1/0.27)"~(19.81805785)-0.0113848025*
(1-f1/0.27)"20.81805785;
elseif (fi > 0.02 & fi <0.34) then
dgama=7.1929266¢e-6*0.4736*f1"(-1.4736);
else
dgama=0;
end
case 3 then
dgama = (-0.115466¢-2*(1-2.908803202*f1)"13.98+0.4695432829¢-1*{i*(1-2.908803202*f1)"12.98)/L*100;
else
disp('Modelo de dgama/dfbk nédo definido")
end
dgama=dgama*L;
endfunction
//
function gama=fcgama(fi,cte a,cte b,cte c,L,modg,q)
xgama=fcgama2(fi,cte_a,cte b,cte c,L,modg)
gama=-q*fitxgama;
endfunction
//
//
function dgama=fcdgama(fi,cte_a,cte_b,cte c,L,modg,q)
xdgama=fcdgama2(fi,cte a,cte b,cte c,L,modg)
dgama=-q+xdgama;
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endfunction
/]
function [dPs]=dpress_sol(fi,Escp,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,modPs)
select modPs

case | then

//dPs=derivative(press_sol,fi);// Calculo derivada numericamente
dPs=Pa*inv_beta*(fi/Escp)*(inv_beta-1)/Escp;

case 2 then

dPs=a_ps+b_ps*(c_ps)*(fi)"(c_ps-1);

case 3 then

dPs=a ps*b ps*fi*(b_ps-1);

else

disp('Modelo de Ps nio definido")

end

endfunction

/1
function dx=calc_dx(x)
N1=length(x);

for i=1:N1-1
dx(1)=x(i+1)-x(i);
end
endfunction
/

function

[dfbk,fbkcor,fbk,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(fi,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,

modPs,modg,q)
select Exp
case 1 then
for i=1:length(fi)
if fi(i)<=fic then //Been and Sills (1981)
sigmaE(i)=0;
dsigmaE(i)=0;
fbk(i)=-1.211e-4*fi(i)*(1-7.226*fi(i))"5.15;
dfbk(i)=-.1211e-3*(1-7.226*fi(i))"5.15+.4506603290e-2*fi(i)*(1-7.226 *fi(i))"4.15;
aux=.1211e-3;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
fbk(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dibk(i)=-q+dfbk(i);
else
sigmaE(i)=15.56*exp(14.01*fi(i));
dsigmaE(i)=14.01*15.56*exp(14.01*fi(i));
fbk(i)=-1.433e-8*fi(i)"2*exp((0.6168*(1-fi(1)))/fi(i));
dfbk(i)=-.2866¢-7*fi(i)*exp(.6168*(1-fi(i))/fi(i))-.1433e-7*fi(i)"2*(-.6168/fi(i)-.6168*
(1-fi())/fi(1)"2)*exp(.6168*(1-fi(1))/fi(1));
aux=.1211e-3;
fbkcor(i)=tbk(i)/aux;
fbk(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
end
end
case 2 then
for i=1:length(fi)
if fi(i)<fic then //Becker (1982)
sigmaE(i)=0;
dsigmaE(i)=0;
fbk(i)=-6.05e-4*fi(i)*(1-fi(i))*12.59;
dfbk(i)=-.605e-3*(1-fi(i))"12.59+.761695e-2*fi(i)*(1-fi(i))*11.59;
aux=.605¢-3;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
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fbk(i)=-q*(fi(1) ) +1bk(1);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
else
sigmaE(1)=5.35%exp(17.9*fi(1));
dsigmaE(i)=17.9*5.35*exp(17.09*fi(1));
fbk(i)=-6.05e-4*fi(i)*(1-fi(i))*12.59;
dfbk(i)=-.605e-3*(1-fi(i))*12.59+.761695e-2*fi(i) *(1-fi(i))"11.59;
aux=.605¢-3;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
fbk(i)=-q*(fi(i))+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
end
end
case 3 then
for i=1:length(fi)
if fi(i)<=fic then //Been and Sills (1981)
sigmaE(i)=0;
dsigmaE(1)=0;
fbk(i)=-1.39e-4*fi(i)*(1-fi(i))"28.59;
dfbk(i)=-.139¢-3*(1-fi(1))"28.59+.397401e-2*fi(i) *(1-fi(i))"27.59;
aux=.139¢-3;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
fok(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
else
sigmaE(i)=4*exp(21.265*fi(1));
dsigmaE(1)=21.265*4*exp(21.265*fi(1));
fbk(i)=-8.0e-9*fi(1)"2*exp(0.7675*(1-fi(1))/fi(1));
dfbk(i)=-.160e-7*fi(i)*exp(.7675*(1-fi(1))/fi(1))-.80e-8*fi(i)"2*(-.7675/fi(i)-.7675*
(1-fi())/fi(1)"2)*exp(.7675* (1-fi(1))/fi(1));
aux=.139¢-3;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
fok(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
end
end
case 4 then
for i=1:length(fi)
if fi(i)<=fic then //Tiller e Kwon (1992)
sigmaE(i)=0;
dsigmaE(i)=0;
fbk(i)=-3.082736e-4*fi(i)*((1-2*fi(1))"21.5);
dfbk(i)=-.3082736e-3*(1-2*fi(i))"21.5+.1325576480e-1*fi(i)*(1-2*fi(i))"20.5;
aux=.3082736e-3;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
fok(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
else
sigmaE(i)=0.4*((fi(1)/0.07)"5-1);
dsigmaE(1)=1189980.367*fi(1)"4;
fbk(i)=-3.082736e-4*fi(1)*((1-2*fi(1))"21.5);
dfbk(i)=-.3082736e-3*(1-2*fi(i))"21.5+.1325576480e-1*fi(i)*(1-2*fi(i))"20.5;
aux=.3082736e¢-3;
fbkcor(i)=tbk(i)/aux;
fok(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
end
end
case 5 then
for i=1:length(fi)
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if fi(i)<=fic then //Been and Sills (1981)
sigmaE(i)=0;

dsigmaE(i)=0;
fok(i)=-1.101e-4*fi(i)*(1-7.226*fi(1))"5.15;

dfbk(i)=-.1101e-3*(1-7.226*fi(i))"5.15+.4097250390e-2*fi(i)*(1-7.226*fi(i))4.15;

aux=.1101e-3;

fbkcor(i)=tbk(i)/aux;
fbk(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);

else

sigmaE(1)=15.56*exp(14.01*fi(1));
dsigmaFE(1)=217.9956*exp(14.01*fi(1));

fbk(i)=-1.303e-8*(fi(i)"2)*exp(0.6168*(1-fi(i))/fi(i));
dfbk(i)=-.2606e-7*fi(i)*exp(.6168*(1-fi(i))/fi(i))-.1303e-T*fi(i) 2*(-.6 1 68/fi(i)-.6168*

(1-fi())/fi(D)"2)*exp(.6168*(1-fi(i))/fi(1));
aux=.1101e-3;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
fbk(i)=-q*fi(1)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
end

end

case 6 then

for i=1:length(fi)
if fi(i)<=fic & fi(1)>0.07 then //Dreher (1997)
sigmaE(i)=0;
dsigmakE(i)=0;

fbk(i)=(-3.8178*(fi(i)"2)+0.7482*i(i)-0.0373)* 1 c-4

dfbk(i)=-.76356e-3*fi(i)+.7482¢-4;
aux=.3175e-4;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
fok(i)=-q*fi(1)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);

elseif fi(i)<=0.07 & fi(i)>=0 then
sigmaE(i)=0

dsigmaE(i)=0
fbk(1)=(3.7942*(fi(1)"2)-0.3175*fi(i))* 1 e-4;
dfbk(i)=.75884e-3*fi(i)-.3175¢e-4;
aux=.3175e-4;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
fbk(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);

else
sigmaE(i)=11*(((fi(1)/0.096)"5)-1);
dsigmaE(i)=6745381.620*fi(i)"4;

fbk(i)=-4.877e-4*((fi(i)"2)*exp(-45.078*fi(i))/(1-fi(i)));
dfbk(i)=-.9754e-3*fi(i)*exp(-45.078*fi(i))/(1-fi(i))+.219845406e- 1 *fi(i) 2 *exp(-45.078*fi(i))/
(1-fi(i))-.4877e-3*fi(i) 2 *exp(-45.078*£i(i))/(1-fi(i))"2;

aux=.3175¢e-4;
fbkcor(i)=tbk(i)/aux;
fbk(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
end

end

case 7 then

for i=1:length(fi)
if fi(i)<=fic then //Damasceno (1992)
sigmaE(i)=0;
dsigmaE(i)=0;
fbk(i)=-1.9802137e-4*fi(i)*((1-(fi(1)/0.3))"5.647);

dfbk(i)=-.19802137e-3*(1-3.333333333*fi(i))"5.647+.3727422254e-2*fi(i)*(1-3.333333333*fi(i))4.647;
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aux=.19802137¢-3;
fbkcor(i)=tbk(i)/aux;
fok(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dibk(i)=-q+dfbk(i);
else
sigmaE(1)=5.7*(((fi(1)/0.1)"9.09)-1);
dsigmaE(i)=.6374391583e11*fi(i)"8.09;
fok(i)=-5.517e-13*(fi(i)(-7.47));
dfbk(i)=.4121199¢-11/1i(1)"8.47,
aux=.19802137e-3;
fbkcor(i)=fbk(i)/aux;
fok(i)=-q*fi(i)+fbk(i);
dfbk(i)=-q+dfbk(i);
end
end
case 10 then
for i=1:length(fi) //Fabio
sigmaE(i)=1;// Valor simbolico - ndo usado nessa opgao
dsigmaFE(i)=dpress_sol(fi(i),Escp,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,modPs);
fbk(i)=fcgama(fi(i),cte_a,cte_b,cte c,L,modg,q)
dfbk(i)=fcdgama(fi(i),cte_a,cte b,cte c,L,modg,q);
fbkcor(i)=1; // valor simbolico
end
case 11 then
for i=1:length(fi) //Fabio
sigmaE(i)=1;// Valor simbolico - ndo usado nessa op¢ao
dsigmaE(i)=dpress_sol(fi(i),Escp,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,modPs);
fbk(i)=fcgama(fi(i),cte_a,cte_b,cte c,L,modg,q)
dfbk(i)=fcdgama(fi(i),cte_a,cte_b,cte c,L,modg,q);
fbkcor(i)=1;
end
case 12 then
for i=1:length(fi) //Fabio
sigmaE(i)=1;// Valor simbolico - ndo usado nessa op¢ao
dsigmaE(i)=dpress_sol(fi(i),Escp,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,modPs);
fbk(i)=fcgama(fi(i),cte_a,cte_b,cte c,L.modg,q)
dfbk(i)=fcdgama(fi(i),cte_a,cte b,cte_c,L,modg,q);
fbkcor(i)=1;
end
end // fim do select
endfunction
/
function
[aa,dfbk,fbk,sigmaE,dsigmaE]=adif(fi,fic,L,Drho,g,Exp,cte_a,cte_b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,
modPs,modg,q)
[dfbk,fbkeor,fbk,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(fi,fic,Exp,cte a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,
modPs,modg,q);
for i=1:length(fi)
aa(i)=-tbk(i)*dsigmaE(i)/Drho/g/fi(i);
end
endfunction
//-=--
function [k]=permeabilidade(fi,Esck,eta,ko)
//'k [=] cm™2 -->>1"2=0.999
k=ko*(fi/Esck)"(-eta);
endfunction
/-
function [a,fbk]=fc_dif(fi,Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,cte a,cte b,cte _c,modPs,modg,
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Q)

a=permeabilidade(fi,Esck,eta,ko).*dpress_sol(fi,Escp,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,modPs).*(fi/mi);//(fi/L"2/mi);
[dfbk,fbkcor,tbk,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(fi,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c_ps,Escp,
modPs,modg,q);

endfunction

//
// Fung¢do discretizada
//
function

[r,ires]=fun(t,u,dudt,L,Drho,g,fic,fio,fimax,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Esck,Escp,modPs,
modg,moda,q,dx)

/I

/=1 i=2 =3 =N i=N+1
I S e |000 -|-------- |

/' x=0 h 2h (N-1)*h N*h
/I

hf=dx(1);

if moda==1 then
[a,dfbk,fbk,sigmaE,dsigmaE]=adif(u(1:N+1),fic,L,Drho,g,Exp,cte_a,cte_b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,
Escp,modPs,modg,q)

else

[a,fbk]=fc_dif(u(1:N+1),Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a_ps,b ps,c ps,cte a,cte b,cte c,modPs,modg,
Q)

dsigmaE=dpress_sol(u(1:N+1),Escp,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,modPs);

end

fbk=fbk/L;

//dfbk=dfbk/L;

a=a/l."2;

/! derivadaB=(u(i+1)-u(i))/h;

/! derivadaA=(u(i)-u(i-1))/h;

/! s(i)=1/2*(sign(derivadaA)+sign(derivadaB))*min(abs(derivadaA),abs(derivadaB))
// fiL(A)=u(i)-h/2*s(i);

/1 fiR(i)=u(i)+h/2*s(i);

// derivadafbk=(feo(fiR(i),fiL(i+1))-feo(fiR(i-1),fiL(i)))/h
/! N+1

dBN1=-u(N+1)/dx(N); // Hipdtese adotada de u(N+2)=0 e dx(N+1)=dx(N)
dAN1=(u(N+1)-u(N))/dx(N);
s(N+1)=1/2*(sign(dAN1)+sign(dBN1))*min(abs(dAN1),abs(dBN1))
fiIL(N+1)=u(N+1)-dx(N)/2*s(N+1); // hipotese dx(N+1)=dx(N)
fiR(N+1)=u(N+1)+dx(N)/2*s(N+1); // hipotese dx(N+1)=dx(N)
/11
dB1=(u(2)-u(1))/dx(1);
dA1=dB1;
s(1)=1/2*(sign(dA1)+sign(dB1))*min(abs(dA1),abs(dB1))
fiL(1)=u(1)-dx(1)/2*s(1); // Hipotese dx(0)=dx(1)
fiR(1)=u(1)+dx(1)/2*s(1); // Hipotese dx(0)=dx(1)
// i=2:N-1 -> pontos internos
for i=2:N
derivadaB=(u(i+1)-u(i))/dx(i);
derivadaA=(u(i)-u(i-1))/dx(i-1);
s(i)=1/2*(sign(derivadaA)+sign(derivadaB))*min(abs(derivadaA),abs(derivadaB))
fiL(i)=u(i)-dx(i)/2*s(i);
fiR(1)=u(i)+dx(i)/2*s(i);
end
if moda==1 then
[aL,dfbkL,fbkL,sigmaEL, dsigmaEL]=adif(fiL,fic,L,Drho,g,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c ps,
Escp,modPs,modg,q)
[aR,dfbkR,fbkR, sigmaER,dsigmaERJ=adif(fiR,fic,L,Drho,g,Exp,cte a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b _ps,c ps,
Escp,modPs,modg,q)
[amax,dfbkmax,fbkmax,sigmaEmax,dsigmaEmax]=adif(fimax,fic,L,Drho,g,Exp,cte a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,
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a ps,b_ps,c_ps,Escp,modPs,modg,q)
else
[aL,fokL]=fc_dif(fiL,Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c_ps,cte a,cte b,cte _c,modPs,modg,q)
[aR,fbkR]=fc_dif(fiR,Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,cte a,cte b,cte c,modPs,modg,q)
[amax,fbkmax]=fc_dif(fimax,Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c ps,cte a,cte b,cte c,modPs,
modg,q)
end
fbkL=fbkL/L;
alL=al./I."2;
fbkR=fbkR/L;
aR=aR/L"2;
fbkmax=fbkmax/L;
amax=amax/L"2;
ifu(1) < fic then
derivada=(-3*fbk(1)+4*fbk(2)-fbk(3))/2/hf;
/[1i=1 > x=0
r(1)=derivada+dudt(1);
else
r(1)=(-3*u(1)+4*u(2)-u(3))*dsigmaE(1)/2/dx(1)+L*Drho*g*u(1);
end
for i=2:N-1
derivada=(fctfeo(fiR(i),fiL(i+1),L,umin,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a_ps,b ps,c_ps,Escp,modPs,modg,q)-
fetfeo(fiR(i-1),fiL(i),L,umin,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a_ps,b _ps,c ps,Escp,modPs,modg,q))/((dx(i-1)
+dx(i))/2); // hipA’tese media aritmA©tica para dx
dd2i= ((u@i+1)-u@@))/(x(i+1)-x(1))-(u(i)-u(i-1))/(x(1)-x(1-1)))/(x(i+1)-x(i-1));
dadxi=(a(i+1)-a(i-1))/(x(i+1)-x(i-1));
dudxi=(u(i+1)-u(i-1))/(x(i+1)-x(i-1));
r(i)=(-derivada+a(i)*dd2i+dadxi*dudxi)-dudt(i);
end
//'i=N ->ponto N
derivada=(fctfeo(fiR(N),fiL(N+1),L,umin,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q)-
fetfeo(fiR(N-1),fiL(N),L,umin,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q))/
((dx(N)+dx(N-1))/2); // hipAtese media aritmA©tica para dx
r(N)=derivada+dudt(N);
// i=EN+1 > x=1
derivada=(fctfeo(fiR(N+1),0,L,umin,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q)-
fetfeo(fiR(N),fiL(N+1),L,umin,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,Escp,modPs,modg,q))/dx(N); //
hipotese média aritmética para dx(N)=media
r(N+1)=dudt(N+1);
ires=0;
r=real(r);
endfunction
/l
/I Bissecgdo
/]
function
[sol,erro,fc kit]=bis(a,b,delta,L,deltarho,g,h,u2,u3,uc,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,mo
dPs,modg,q)
ya=fct3(a,L,deltarho,g,h,u2,u3,uc,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,Escp,modPs,modg,q);
yb=fct3(b,L,deltarho,g,h,u2,ud,uc,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,Escp,modPs,modg,q);
if ya*yb > 0, break, end
max 1=1+round((log(b-a)-log(delta))/log(2));
kit=0;
for k=1:max1
kit=kit+1;
c=(b+a)/2;
yc=fct3(c,L,deltarho,g,h,u2,u3,uc,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b _ps,c ps,Escp,modPs,modg,q);
if ye==0
a=c;
b=c;
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elseif yb*yc>0
b=c;
yb=yc;
else
a=c;
ya=yc;
end
if abs(b-a)<delta, break, end
end
sol=(atb)/2;
erro=abs(b-a);
fc=fct3(sol,L,deltarho,g,h,u2,u3,uc,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q);
endfunction
// Bissecg¢do para umin
function
[sol,erro,fc kit]=bisgama(a,b,delta,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q)
[ya,fbkcor,fbk,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(a,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,mod
Ps,modg,q)
[yb,fbkcor,fbk,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(b,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a_ps,b ps,c ps,Escp,mod
Ps,modg,q)
if ya*yb > 0, break, end
max 1=1+round((log(b-a)-log(delta))/log(2));
kit=0;
for k=1:max1
kit=kit+1;
c=(b+a)/2;
[yc,fbkcor,fbk,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(c,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,mod
Ps,modg,q)
if yc==
a=c;
b=c;
elseif yb*yc>0
b=c;
yb=yc;
else
a=c;
ya=yc;
end
if abs(b-a)<delta, break, end
end
sol=(a+b)/2;
erro=abs(b-a);
[fc,fbkcor,fbk,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(sol,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,Escp,mo
dPs,modg,q)
endfunction
//
function [f]=fct3(x,L,Drho,g,h,v2,v3,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c ps,Escp,modPs,modg,q)

[dfbk,tbkcor,tbk,sigmaE, dsigmaE]=eq_const(x,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c ps,Escp,mo
dPs,modg,q);
f=(-3*x+4*v2-v3)*dsigmaE(1)/2/h+L*Drho*g*x;
endfunction
/]
function feo=fctfeo(u,v,L,umin,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a_ps,b ps,c_ps,Escp,modPs,modg,q)
if u <=umin then
if v<=umin then
[dfbk,fbkcor,feo,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(v,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,Escp,mo
dPs,modg,q);
feo=feo/L;
else
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[dfbk,fbkcor,feo,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(umin,fic,Exp,cte_a,cte_b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp
,modPs,modg.q);
feo=feo/L;
end
else
if v<= umin then
[dfbk,fbkcor,feov,sigmaE,dsigmaE]=eq_const([u;v;umin],fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c_
ps,Escp,modPs,modg,q);
feov=feov/L;
feo=feov(1)+feov(2)-feov(3);
else
[dfbk,fbkcor,feo,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(u,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,mo
dPs,modg,q);
feo=feo/L;
end
end
endfunction
//
I/
/I PROGRAMA PRINCIPAL
I/
/1
// Diretério Base
diretorio='C:\Users\luis\Desktop\';
g=le-5;
printf(" ##*kxxkix STIMULACAO DE SEDIMENTADOR CONTINUQ ###ksisinisg")
// Permeabilidade
ko=1.69152¢-7,;
Esck=0.128734;
eta=2.47367,
// Gama
cte a=0.686968287;
cte b=-0.00035328;
cte c=-1.43112159;
txt=['Experimento',' Tempo final='",'Delta tempo','Arquivo saida'];
valor=x_mdialog("Entre com os dados:',txt,['4";'10000';'100";'xporcento']);
Exp=evstr(valor(1));tfinal=evstr(valor(2));Delta=evstr(valor(3));
arq_sai=valor(4);
if Exp>=10 then
11=list("Ps',1,['Ps (Tiller e Leu)','Arouca Ps(3p)','Arouca Ps(2p)']);
12=list('Difusivo,1,['a','D"]);
13=list('Gama/fbk’,1,['1 regido',"2 regides', Mod 3']);
opcao=x_choices('Escolha do modelos Constitutivos',list(11,12,13));
modPs=opcao(1);
moda=opcao(2);
modg=opcao(3);
else
modPs=1;
moda=1;
modg=1;
end
select modPs
//Pressdo modPs=1
case 1 then
Pa=1.012542;
inv_beta=8.7236948;
Escp=0.104199;
a_ps=0;
b _ps=0;
¢ ps=0
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case 2 then
//Pressdo modPs=2
Pa=0;

inv_beta=0;
Escp=0;

a ps=1647.2428;
b ps=1.8723993e15;
¢ ps=19.8795;
case 3 then
//Pressdo modPs=3
Pa=0;

inv_beta=0;
Escp=0;

a ps=3.80661¢8;

b ps=8.735762875;//r2=0,99689

c_ps=0;

end

select Exp

case 1 then
titulo="Been e Sills (1981)';
fi0=0.02954;

// £10=0.06;

f10=0.08;

fic=1/12;

L=1.802;
Drho=1689.7;

2=9.81;
fimax=0.3084;
g=le-5;

case 2 then
titulo='"Becker (1982)';
// f10=0.123;//
fio=0.15;

// phiL=0.08;
fic=0.23;

L=6; //original
Drho=1500;

2=9.81;

fimax=1,

g=le-5;

case 3 then
titulo="Been e Sills (1981)';
fi0=0.05264;
fic=1/12;

L=1.742;
Drho=1689.7;

2=9.81;

fimax=0.5;

case 4 then
titulo="Tiller ¢ Kwon (1992)';
fi0=0.05;

fic=0.07;

L=0.16;

Drho=1562;

2=9.81;

fimax=0.5;

case 5 then
titulo='"Been and Sills (1981)';
fi0=0.09231;
fic=0.083;
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L=0.643;
Drho=1536.1;
2=9.81;
fimax=0.26;
case 6 then
titulo='"Dreher (1997)";
fi0=0.07;
fic=0.096;
L=1.19;
Drho=1560;
g=9.81;
fimax=0.23;
case 7 then
titulo='Damasceno (1992)';
f10=0.05;
fic=0.18;
L=2;
Drho=1660;
g=9.81;
fimax=0.30;
case 10 then
// Parametros Consititutivos
Drho=1.577;
g=981;
mi=0.01;
titulo='Arouca 2%";
fi0=0.08;//2;
L=22.8*3;
fic=0.104199;//0.137;
fimax=0.27;
case 11 then
Drho=1.577,
g=981;
fimax=0.27;
mi=0.01;
titulo="Arouca 3%';
f10=0.03;
L=23.0;
fic=0.104199;//0.137,
case 12 then
Drho=1.577,
g=981;
fimax=0.27;
mi=0.01;
fic=0.104199;//0.137,
titulo='Arouca 5%";
fio=0.05;
L=23.6;
else
disp("Experimento nao estudado!!.....")
beep();
end
txt=['No. de nds internos para malha uniforme ="];
valor=x_mdialog('"Entre com os dados:',txt,['102"]);
Ni=evstr(valor(1));
Nt=Ni+2;
N=Nt-1;
h=1/(Nt-1);
x=[0:h:17}
dx=calc_dx(x);
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hf=h;
uo=fio;
uc=fic;
// Calculo do valor de u para fbkmin
falha=0;
[umin,erro,fc,kit]=bisgama(0,fic,1e-
14, fic,Exp,cte_a,cte_b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q)
if abs(fc) > le-1 then
monot=1;
disp(' Atencdo: gama € provavelmente monotonico...")
disp(' ou fi para dgama=0 ndo encontrado!")
falha=1
return
end
//
// representacdo visual da Condi¢do de contorno discretizada com h
yyy=[];delta=0.001;fff=[];
aaa=[];ffbk=[];
£i=0.00000001
while fi < fimax
yy=fct3(fi,L,Drho,g,hf,fio,fio,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a_ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q);
if moda==1 then
[aa,dfbk,fbk,sigmaE,dsigmaE|=adif(fi,fic,L,Drho,g,Exp,cte_a,cte_b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b _ps,c ps,Escp,mod
Ps,modg,q);
aaa=[aaa;aa];
else
[a,fbk]=fc_dif(fi,Esck,Escp,fic,mi,L eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,cte a,cte b,cte c,modPs,modg,q)
aaa=[aaa;a];
end
[fc,fokcor,fbk,sigmaE,dsigmaE]=eq_const(fi,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,L,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c_ps,Escp,
modPs,modg,q)
yyy=lyyy:yyl;
ff=[fff;fi];
ffbk=[ffbk;fbk];
fi=fi+delta
end
scf(0),clf()
plot(fffyyy,'r-")
xtitle('Analise de Consisténcia em CC','fi',)CC")
scf(1),clf()
plot(fff,ffbk,'r-")
xtitle('Analise de gama/fbk’,'fi','tbk/gama')
scf(2),clf()
if moda==1 then
plot(fff,aaa,'r-")
else
plot(fff,aaa,'b-")
end
xtitle("Analise de a/D','fi",'A")
// Condig¢do Inicial
y0=zeros(N+1,1);
yO(1:N)=ones(N,1)*fio;
yO(N+1)=(1.0)*fio;
// Determinagdo de y(1) para Consisténcia de CC em x=0
[sol,erro,func,kit]=bis(fic*1.0000001,fimax, L e-
15,L,Drho,g, hf fio,fio,fic,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b _ps,c ps,Escp,modPs,modg,q)
printf(" Condicao inicial para u(1)= %f\n",sol);
printf(" Valor de u para min de fbk= %f\n",umin);
if moda==1 then

[a0,dfbk0,fbk0,sigmaE0,dsigmaEQ]=adif(fio,fic,L,Drho,g,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Esc
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p,modPs,modg,q)
[acl,dfbkcl,fbkel,sigmaE1,dsigmaE1]=adif(sol,fic,L,Drho,g,Exp,cte_a,cte_b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b _ps,c ps,E
scp,modPs,modg,q)

else

[a0,fbk0]=fc_dif(fio,Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c ps,cte a,cte b,cte c,modPs,modg,q)

[acl,fbkcl]=fc_dif(sol,Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,cte a,cte b,cte_c,modPs,modg,q)
end

fbk0=fbkO0/L;
fbkcl=fbkcl/L;
if abs(func) > 1e-9 then
disp('Nao ha valor de u(1) que torne a EAD consistente em t=0")
falha=1;
beep();
end
yO(1)=sol;
if yO(1) < fic then
derivada=(-3*fbkcl+4*fbk0-fbk0)/2/hf;
yd0(1)=-derivada
else
yd0(1)=0;
end
//falha=1
if falha==0 then
I/
// Estimativa da Condigdo Inicial da derivada
if moda==1 then
[a,dfbk,fbk,sigmaFE,dsigmaE]=adif(y0(1:N+1),fic,L,Drho,g,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,E
scp,modPs,modg,q)
else
[a,fbk]=fc_dif(y0(1:N+1),Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b _ps,c ps,cte a,cte b,cte c,modPs,modg,
<))

end

fbk=fbk/L;

a=a/L."2;

// derivadaB=(u(i+1)-u(i))/h;

1/ derivadaA=(u(i)-u(i-1))/h;

/] s(i)=1/2*(sign(derivadaA)+sign(derivadaB))*min(abs(derivadaA),abs(derivadaB))
/] fiL(i)=u(i)-h/2*s(i);

/] fiR(i)=u(i)+h/2*s(i);

/1 derivadafbk=(feo(fiR(i),fiL(i+1))-feo(fiR(i-1),fiL(i)))/h

/1 N+1

dBN1=-y0(N+1)/dx(N); // Hipotese adotada de u(N+2)=0 e dx(N+1)=dx(N)
dAN1=(yO(N+1)-yO(N))/dx(N);
s(N+1)=1/2*(sign(dAN1)+sign(dBN1))*min(abs(dAN1),abs(dBN1))
fIL(N+1)=y0O(N+1)-dx(N)/2*s(N+1); // hipotese dx(N+1)=dx(N)
fIR(IN+1)=yO(N+1)+dx(N)/2*s(N+1); // hipotese dx(N+1)=dx(N)
/11
dB1=(y0(2)-y0(1))/dx(1);
dA1=dB1;
s(1)=1/2*(sign(dA1)+sign(dB1))*min(abs(dA1),abs(dB1))
fiL(1)=y0(1)-dx(1)/2*s(1); // Hipotese dx(0)=dx(1)
fiR(1)=yO0(1)+dx(1)/2*s(1); // Hipotese dx(0)=dx(1)
// i=2:N-1 -> pontos internos
for i=2:N
derivadaB=(y0(i+1)-y0(1))/dx(i);
derivadaA=(y0(i)-y0(i-1))/dx(i-1);
s(i)=1/2*(sign(derivadaA)+sign(derivadaB))*min(abs(derivadaA),abs(derivadaB))
fiL(1)=y0(i)-dx(1)/2*s(i);
fiR(1)=y0(i)+dx(1)/2*s(i);
end
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if moda==1 then
[aL,dfbkL,fbkL,sigmaEL,dsigmaEL]=adif(fiL,fic,L,Drho,g,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,
Escp,modPs,modg,q)
[aR,dfbkR,fbkR,sigmaER,dsigmaER |=adif(fiR,fic,L,Drho,g,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,
Escp,modPs,modg,q)
[amax,dfbkmax,fbkmax,sigmaEmax,dsigmaEmax]=adif(fimax,fic,L.,Drho,g,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,
a_ps,b_ps,c_ps,Escp,modPs,modg,q)
else
[aL,fbkL]=fc_dif(fiL,Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a_ps,b ps,c ps,cte a,cte b,cte c,modPs,modg,q)
[aR,fbkR]=fc_dif(fiR,Esck,Escp,fic,mi,L eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,cte a,cte b,cte c,modPs,modg,q)
[amax,fbkmax]=fc_dif(fimax,Esck,Escp,fic,mi,L,eta,ko,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,cte a,cte b,cte c,modPs,m
odg,q)
end
fokL=fbkL/L;
alL=alL/L"2;
fokR=fbkR/L;
aR=aR/L"2;
fbkmax=fbkmax/L;
amax=amax/L"2;
if yO(1) < fic then
derivada= (-3*fbkcl+4*fbk0-fbk0)/2/hf;
/li=1 ->x=0
ydO(1)=-derivada;
else
yd0(1)=0;
end
for i=2:N-1
derivada=(fctfeo(fiR(i),fiL(i+1),L,umin,cte a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q)-
fetfeo(fiR(i-1),fiL(i),L,umin,cte_a,cte_b,cte_c,Pa,inv_beta,a_ps,b_ps,c_ps,Escp,modPs,modg,q))/(dx(i-
1)+dx(i))/2; // hipAtese media aritmA©tica para dx
dd2i= ((y0(i+1)-y0(1))/(x(i+1)-x(1))-(yO(i)-yO(i-1))/(x(1)-x (i-1)))/(x(i+1)-x(i-1));
dadxi=(a(i+1)-a(i-1))/(x(i+1)-x(i-1));
dudxi=(y0(i+1)-y0(i-1))/(x(i+1)-x(i-1));
yd0(i)=(-derivada+a(i)*dd2i+dadxi*dudxi);
end
//'i=N ->ponto N
derivada=(fctfeo(fiR(N),fiL(N+1),L,umin,cte_a,cte_b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q)-
fetfeo(fiR(N-
1),fiL(N),L,umin,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b ps,c ps,Escp,modPs,modg,q))/(dx(N)+dx(N-1))/2; //
hipotese media aritmética para dx
ydO(N)=-derivada;
/li=N+1 > x=1
ydO(N+1)=0.0;
/ /.
tin=0.0;
t0=tin;
disp(CALCULANDO....)
flist=list(fun,L,Drho,g,uc,uo,fimax,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,Esck,Escp,modPs,modg,
moda,q,dx);
[r,ires]=fun(tin,y0,yd0,L,Drho,g,uc,uo,fimax,Exp,cte_a,cte b,cte c,Pa,inv_beta,a ps,b_ps,c_ps,Esck,Escp,mod
Ps,modg,moda,q,dx);
if norm(r) <1 then
printf(" ** Condicao Inicial Consistente-> norm(r)= %f\n',norm(r));
printf(" ** Calculando...\n");
info=list([],0,[],[1.[1,0,0);

YY=[t0:y0];
/1 h b dx() dx(4) v dx0)
el o

/I x1x2x3 x(l) x(2) x(3)
yin=[y0,yd0];
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t=[tin:Delta:tfinal];

[vy]=dassl(yin,tin,t,1e-4,1e-6,flist,info);

else

printf(' ** Condicao Inicial Inconsistente-> norm(r)= %f\n',norm(r));
flag=1;

beep(); beep(); beep();

return

end

/

[nl,nc]=size(yy)
////Formando o vetor x variavel (retirado de yy) para cada instante -> X
// Cor:[vrov;lbov;lmol;vk0|;|r+|;|b+v;vm+v;vk+v;vr<v;vb<v;vm<|;|k<v;vrvv;vbvl;vmvv;lkvv];
// cor=[cor;cor;cor;cor];

X=x;//clean(yy(N+3:2*N+3,.));
Y=clean(yy(2:N+2,:));

scf(3);clf();

plot(yy(1,:)/3600,Y(2,:),'b-")

plot(yy(1,:)/3600,Y($/10,:),'r-.")

plot(yy(1,:)/3600,Y($/8,:),'c--")

plot(yy(1,:)/3600,Y($/4,:),'g:")

plot(yy(1,:)/3600,Y($/2,:),'m.")

plot(yy(1,:)/3600,Y(3*$/4,:),'c--")

plot(yy(1,:)/3600,Y(8$,:),'r-.")

xtitle(' ','tempo [h]',' phi[-]")

scf(4);clf();

FF=length(Y(1,:));

plot(Y(:,2),X*L,'b-")

plot(Y(:,FF/4),X*L,'g:")

plot(Y(:,FF/2),X*L,'m.")

plot(Y(:,3*FF/4),X*L,'c--")

plot(Y(:,FF),X*L,'r-."

xtitle(' ','phi[-]',’ z [m]")

arq x=[diretorio+arq_sai+' ax.txt'];

arqt_eps=[diretorio+arq sai+' t aeps.txt'];

fprintfMat(arq_x,X*L,'%10.7f")
fprintfMat(arqt_eps,[yy(1,:)",clean(Y)'],'%10.7f")

end

/1
disp('Fim do processamento!")

beep();
/

//
/I Célculo de estado estacionario de sedimentador continuo
/
cle

clear

mode(-1)

lines(0)

// CONFIGURACAO GRAFICA
xdel(0);

da=gda()

da.box ="on"
da.mark_mode="on";

// x labels default
da.x_label.font_style = 3;
da.x_label.font size =5;
da.x_label.foreground = 1;
da.x_location = "bottom";
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/'y labels default
da.y label.font style = 3;
da.y label.font size =5;
da.y label.foreground = 1;
da.y location = "left";
// outros parametros de configuracao
da.thickness = 2;
da.foreground = 1;
da.font_size = 4;
da.margins = [[0.2,0.125;0.2,0.2]];
cle
/1
// Funcoes
/1
// function fbk=calcula fbk(phi,phic,L,mod)
select mod
case 1 then //Been & Sills (1981)
if phi <= phic then
fbk=-1.211e-4*phi*(1-7.226*phi)"5.15;
else
fbk=-1.433¢-8*phi"2*exp((0.6168*(1-phi))/phi);
end
case 2 then // Becker (1982)
uinf=-6.05e-4;C=11.59;
fok=uinf*phi*(1-phi)(C+1);
case 3 then //Been & Sills (1981)
if phi <= phic then
fbk=-1.39e-4*phi*(1-phi)"28.59;
else
fbk=-8.0e-9*phi"2*exp(0.7675*(1-phi)/phi);
end
case 4 then //Tiller e Kwon (1992)
if phi <= phic then
fbk=-3.082736e-4*phi*((1-2*phi)*21.5);
else
fbk=-3.082736e-4*phi*((1-2*phi)"21.5);
end
case 5 then //Been and Sills (1981)
if phi <= phic then
fbk=-1.101e-4*phi*(1-7.226*phi)*5.15;
else
fbk=-1.303e-8*(phi*2)*exp(0.6168*(1-phi)/phi);
end
case 6 then //Damasceno (1992)
if phi <= phic then
fbk=-1.9802137e-4*phi*((1-(phi/0.3))"5.647);
else
fbk=-5.517e-13*(phi*(-7.47));
end
case 7 then //Arouca (2007)
// Gama
cte a=0.686968287;//0.218437;
cte b=-0.00035328;//-0.00067419;
cte ¢=-1.43112159;//-1.3458025;
if (phi>0) then
gama=-cte_a*phi*(1-phi/cte_b)"cte c;
else
gama=0;
end
fbk=gama*L
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//
end
endfunction
//
function dfbk=calcula dfbk(phi,phic,L,mod)
select mod
case 1 then //Been & Sills (1981)
if phi <= phic then
dfbk=-.1211e-3*(1-7.226*phi)*5.15+.4506603290e-2*phi*(1-7.226*phi)"4.15;
else
dfbk=-.2866¢-7*phi*exp(.6168*(1-phi)/phi)-.1433e-7*phi"2*(-.6168/phi-.6168*(1-phi)/phi"2)*exp(.6168*
(1-phi)/phi);
end
case 2 then // Becker (1982)
uinf=-6.05¢-4;C=11.59;
dfbk=uinf*(1-phi)*(C+1)-uinf*phi*(1-phi)(C+1)*(C+1)/(1-phi);
case 3 then //Been & Sills (1981)
if phi <= phic then
dfbk=-.139¢-3*(1-phi)"28.59+.397401e-2*phi*(1-phi)*27.59;
else
dfbk=-.160e-7*phi*exp(.7675%(1-phi)/phi)-.80e-8*phi*2*(-.7675/phi-.7675*(1-phi)/phi*2)*exp(.7675*
(1-phi)/phi);
end
case 4 then //Tiller e Kwon (1992)
if phi <= phic then
dfbk=-.3082736¢-3*(1-2*phi)"21.5+.1325576480e-1*phi*(1-2*phi)"20.5;
else
dfbk=-.3082736e-3*(1-2*phi)"21.5+.1325576480e-1*phi*(1-2*phi)"20.5;
end
case 5 then //Been and Sills (1981)
if phi <= phic then
dfbk=-.1101e-3*(1-7.226*phi)"5.15+.4097250390e-2 *phi*(1-7.226*phi)"4.15;
else
dfbk=-.2606e-7*phi*exp(.6168*(1-phi)/phi)-.1303e-7*phi*2*(-.6168/phi-.6168*(1-phi)/phi*2)*exp(.6168*
(1-phi)/phi);
end
case 6 then //Damasceno (1992)
if phi <= phic then
dfbk=-.19802137e-3*(1-3.333333333*phi)"5.647+.3727422254¢-2*phi*(1-3.333333333*phi)"4.647,
else
dfbk=.4121199¢-11/phi*8.47;
end
case 7 then //Arouca (2007)
// Gama
cte a=0.686968287;//0.218437;
cte b=-0.00035328;//-0.00067419;
cte ¢=-1.43112159;//-1.3458025;
if (phi>0) then
dgama=-(cte_a*(1-phi/cte_b)"cte c-((cte_a*phi*cte_c*((1-phi/cte_b)"cte c))/(cte_b*(1-phi/cte_b))));
else
dgama=0;
end
dfbk=-dgama*L
/
end
endfunction
/1
function sigma=calcula_sigma(phi,phic,mod)
select mod
case | then //Been and Sills (1981)
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if phi <= phic then
sigma=0;
else
sigma=15.56*exp(14.01*phi);
end
case 2 then //Becker (1982)
alfa=5.35;betha=17.9;
if phi <= phic then
sigma=0);
else
sigma=alfa*exp(betha*phi);
end
case 3 then //Been and Sills (1981)
alfa=4;betha=21.265;
if phi <= phic then
sigma=0;
else
sigma=alfa*exp(betha*phi);//4*exp(21.265*phi);
end
case 4 then //Tiller e Kwon (1992)
if phi <= phic then
sigma=0;
else
sigma=0.4*((phi/0.07)"5-1);
end
case 5 then //Been and Sills (1981)
if phi <= phic then
sigma=0);
else
sigma=15.56*exp(14.01*phi);
end
case 6 then // Damasceno (1992)
if phi <= phic then
sigma=0;
else
sigma=5.7*(((phi/0.1)"9.09)-1);
end
case 7 then // Arouca (2007)
if phi <= phic then
sigma=0);
else
sigma=0; //(n2o usado)
end
end
endfunction
function dsigma=calcula_dsigma(phi,phic,mod)
select mod
case 1 then //Been and Sills (1981)
if phi <= phic then
dsigma=0;
else
dsigma=14.01*15.56*exp(14.01*phi);
end
case 2 then //Becker (1982)
alfa=5.35;betha=17.9;
if phi <= phic then
dsigma=0;
else
dsigma=alfa*exp(betha*phi)*betha;
end
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case 3 then //Been and Sills (1981)
alfa=4;betha=21.265;
if phi <= phic then
dsigma=0;
else
dsigma=betha*alfa*exp(betha*phi);
end
case 4 then //Tiller e Kwon (1992)
if phi <= phic then
dsigma=0;
else
dsigma=1189980.367*phi"4;
end
case 5 then //Been and Sills (1981)
if phi <= phic then
dsigma=0;
else
dsigma=217.9956*exp(14.01*phi);
end
case 6 then // Damasceno (1992)
if phi <= phic then
dsigma=0;
else
dsigma=.6374391583¢11*phi”*8.09;
end
case 7 then // Arouca (2007)
if phi <= phic then
dsigma=0;
else
a_ps=3.80661¢8;
b ps=8.735762875;//r2=0,99689
dsigma=a_ps*b_ps*phi’(b_ps-1);
end
end
endfunction
/1

function a=calcula_a(phi,phic,Deltarho,grav,mi,L.,mod)
a=-calcula_fbk(phi,phic,L.,mod)*calcula_dsigma(phi,phic,mod)/Deltarho/grav/phi;

endfunction
/1

function dphidz=fun(z,phi,phic,q,phid,Deltarho,grav,mi,L.,mod)

dphidz=1.0/(calcula_a(phi,phic,Deltarho,grav,mi,L.,mod)+1e-10)*(q*phi-q*phid-+calcula_fbk(phi,phic,L,mod));

dphidz=real(dphidz);
endfunction

1

function valor=calcula_interface(z,phi,phic)

valor=phi-phic;
endfunction
/

function f=calcula_phim(phi,phic,L.,mod,q)

f=calcula_dfbk(phi,phic,L,mod)+q;
endfunction
/

function f=calcula phiL(phi,phic,L,mod,q,phid)
f=calcula_fbk(phi,phic,L,mod)+q*phi-phid*q;

endfunction
/1
function [k]=calcula_k(phi)
//'k [=] cm™2 -->>1"2=0.999
ko= 1.69152¢-7;
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Esck=0.128734;
eta=2.47367;
k=ko*(phi/Esck)"(-eta);
endfunction
/1
// Programa Principal
/]
mi=0; // dammy se necessario ¢ atribuida posteriormente
txt=['q (m/s) (< 0)'; phi_d"%;
n=x_choose(['Been e Sills (1981)'",'Becker (1982)*','Been e Sills (1981)",'Tiller e Kwon (1992)",'Been e Sills
(1981)','Damasceno (1992)','Arouca (2007)'],['Selecione Eq. Constitutiva'l,'Cancela’)
if n==0 then
mod=2;
else
mod=n;//opcao(1);
end
//mod=2;
select mod
case 1 then
titulo="Been e Sills (1981)";
// f10=0.02954;
phic=1/12;
L=1.802;
Deltarho=1689.7;
grav=9.81;
phimax=0.3084;
/I Condi¢ao
q=-1.0e-8;
phid=0.30;
valor=x_mdialog('"Entre com os dados:',txt,[string(q);string(phid)]);
g=evstr(valor(1));phid=evstr(valor(2));
case 2 then
L=6;
grav=9.81;
Deltarho=1500;
phic=0.23;
titulo='Becker (1982)";
// fi0=0.123;
phimax=1;
q=-1.0e-5;
phid=0.40;
valor=x_mdialog("Entre com os dados:',txt,[string(q);string(phid)]);
g=evstr(valor(1));phid=evstr(valor(2));
case 3 then
titulo="Been e Sills (1981)";
// £f10=0.05264;
phic=1/12;
L=1.742;
Deltarho=1689.7;
grav=9.81;
phimax=0.5;
=-1.0e-8;
phid=0.20;
valor=x_mdialog('"Entre com os dados:',txt,[string(q);string(phid)]);
g=evstr(valor(1));phid=evstr(valor(2));
case 4 then
titulo="Tiller e Kwon (1992)';
// f10=0.05;
phic=0.07;
L=0.16;
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Deltarho=1562;
grav=9.81;
phimax=0.5;
q=-1.0e-6;
phid=0.15;
valor=x_mdialog('"Entre com os dados:',txt,[string(q);string(phid)]);
g=evstr(valor(1));phid=evstr(valor(2));
case 5 then
titulo="Been and Sills (1981)';
// f10=0.09231;
phic=0.083;
L=0.643;
Deltarho=1536.1;
grav=9.81;
phimax=0.26;
q=-1.0e-7;
phid=0.15;
valor=x_mdialog('"Entre com os dados:',txt,[string(q);string(phid)]);
g=evstr(valor(1));phid=evstr(valor(2));
case 6 then
titulo="Damasceno (1992)';
// £f10=0.05;
phic=0.18;
L=2;
Deltarho=1660;
grav=9.81;
phimax=0.30;
q=-1.0e-8;
phid=0.22;
valor=x_mdialog('Entre com os dados:',txt,[string(q);string(phid)]);
g=evstr(valor(1));phid=evstr(valor(2));
case 7 then
// Parametros Consititutivos
Deltarho=1577;
grav=9.81; // m/s"2
mi=0.01; //g/(cm. s)
titulo="Arouca 2%,
// f10=0.02;
L=0.228;
phic=0.104199;
phimax=0.27;
gq=-1.0e-5;
phid=0.2;
valor=x_mdialog('Entre com os dados:',txt,[string(q);string(phid)]);
g=evstr(valor(1));phid=evstr(valor(2));
else
disp("Experimento nao estudado!!.....")
beep();
end
// verificag8o eq. constitutivas
fi=[le-4:1e-3:1]
for i=1:length(fi)
aa(i)=calcula_a(fi(i),phic,Deltarho,grav,mi,L.,mod)
ffbk(i)=calcula_fbk(fi(i),phic,L,mod)
fffbk(i)=q*fi(i)+ffbk(i);
sig(i)=calcula_sigma(fi(i),phic,mod)
end
scf(0);
clf();
plot(fi,aa,'b-"),xtitle(" ','phi[-]','afm"2/s]")



Apéndice 199

scf(1);
clf();
if mod~=7 then

plot(fi, ffbk,'b-"),xtitle(" ','phi[-]','fbk[m/s]")
else

plot(fi,-ftbk,'b-"),xtitle("' ,'phi[-]',/Gama[m/s]')
end
scf(2);
clf();
plot(fi,fffbk,'r-"),xtitle(" ','phi[-]','f [m/s]'")
if mod ~=7 then
scf(3),clf(),
plot(fi,sig,'b-"),xtitle(" ','phi[-]','sigma [N/m"2]")
end
phiO=phid;
%ODEOPTIONS=[2,0,0,%inf,0,2,100000,12,5,0,-1,-17;
z0=0;
z=[0:1e-2:L];
ng=1; // no. de superficies de interesec¢do
Ifun=list(fun,phic,q,phid,Deltarho,grav,mi,L,mod);
linterface=list(calcula_interface,phic);
[v,rd]=ode("root",phi0,z0,L,1fun,ng,linterface)
//%0ODEOPTIONS=[1,0,0,%inf,0,2,100000,12,5,0,-1,-17;
//[y]=ode(phi0,z0,z,1fun)
scf(4),clf(),plot(y(2,:),y(1,:),'r-"),xtitle(" ",'phi [ ]','z [m]")
// Calcula phim
listal=list(calcula_phim,phic,L,mod,q);
phi_in=phid;
[phim,fv,info]=fsolve(phi_in,listal);
if info ~= 1 then

disp('phim ndo encontrado')
end
if (phim > phimax) | (info~=1) then
phim=phic;
end
fbkm=calcula_fbk(phim,phic,L,mod);
ffbkm=q*phim+fbkm;
if phim <= 10*phic then

scf(2),plot(phim, ffbkm,'ro")
end

phidmax=(q*phim+fbkm)/q;
// Calculo de phiL
listaL=list(calcula_phiL,phic,L.,mod,q,phid);
[phiL,fv,info]=fsolve(0,listal);
if info ~= 1 then

disp('phiL ndo encontrado')
end
scf(4),plot([phiL,phiL,phic],[L,rd(1),rd(1)],t-")
// Resultados
/lcle
printf("' Solucao Estado Estacionario - experimento de %s\n',titulo);
printf(' Estudo de Caso #%d\n',mod);
printf(’ q: %g m/s\n',q);
printf(’ phic: %f \n',phic);
printf(’ phid: %f \n',phid);
printf(' phidmax: %g \n',phidmax);
printf(’ zc (altura da interface): %f m\n',rd(1));
printf(' phiL: %g\n',phiL);



