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Resumo

Para compreender fenômenos relacionados à combustão, aeroacústica, transição a 

turbulência entre outros, a Dinâmica de Fluídos Computacional (CFD) utiliza os métodos de 

alta ordem. Um dos mais conhecidos é o método pseudo-espectral de Fourier, o qual alia: 

alta ordem de precisão na resolução das equações, com um baixo custo computacional. 

Este está ligado à utilização da FFT e do método da projeção do termo da pressão, o qual 

desvincula os cálculos da pressão da resolução das equações de Navier-Stokes. O 

procedimento de calcular o campo de pressão, normalmente é o mais oneroso nas 

metodologias convencionais. Apesar destas vantagens, o método pseudo-espectral de 

Fourier só pode ser utilizado para resolver problemas com condições de contorno 

periódicas, limitando o seu uso no campo da dinâmica de fluídos. Visando resolver essa 

restrição uma nova metodologia é proposta no presente trabalho, que tem como objetivo 

simular escoamentos não-periódicos utilizando o método pseudo-espectral de Fourier. Para 

isso, é utilizada a metodologia da Fronteira Imersa, a qual representa as condições de 

contorno de um escoamento através de um campo de força imposto nas equações de 

Navier-Stokes. Como teste, para essa nova metodologia, foi simulada uma cavidade com 

tampa deslizante (Lid Driven Cavity), problema clássico da mecânica de fluídos, que objetiva 

validar novas metodologias e códigos computacionais. Os resultados obtidos são 

promissores e demostram que é possível simular um escoamento não-periódico com o 

método pseudo-espectral de Fourier. 

Palavras Chave: Método Pseudo-Espectral de Fourier, Método da Fronteira Imersa, Modelo 

Físico Virtual, Cavidade com Tampa Deslizante. 
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Abstract 

Modern engineering increasingly requires the comprehension of phenomena related to 

combustion, aeroacustics, turbulence transition, among others. For these purposes the 

Computational Fluids Dynamics (CFD) requires the used high order methods. One of these 

methods is the Fourier pseudo-spectral method, that provides an excellent numerical 

accuracy, and with the use of the Fast Fourier Transform algorithm (FFT), it presents a low 

computational cost in comparison to anothers high-order methods. Another important issue is 

the projection method of the pression term, which does not require the pressure computation 

from the Navier-Stokes equations. The procedure to calculate the pression field is usually the 

most onerous in classical methodologies. Nevertheless, the pseudo-spectral method can be 

only applied to periodic boundary flows, thus limiting its use. Aiming to solve this restriction, a 

new methodology is proposed at the present work, which has the objective of simulating non-

periodic flows using the Fourier pseudo-spectral method. For this purpose the immersed 

boundary method, that represents the boundary conditions through a force field imposed at 

Navier-Stokes equations is used. As a test to this new methodology, a classic problem of 

Computational Fluid Dynamics, The Lid Driven Cavity was simulated. The obtained results 

are promising and demonstrate the possibility to simulating non-periodic flows making use of 

the Fourier pseudo-spectral method. 

Key-Words: Fourier Pseudo-Spectral Method, Immersed Boundary Methods, Virtual Physical 

Model, Lid Driven Cavity 
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CAPÍTULO I 

 

INTRODUÇÃO 

1 Introdução 

1.1 Aspectos gerais 

Hoje em dia existem várias maneiras para se compreender a dinâmica dos fluídos. 

Existem os métodos experimentais em que se utilizam instrumentos de medidas e técnicas 

avançadas de visualização; os métodos analíticos, fazendo simplificações pertinentes nas 

equações de Navier-Stokes e os métodos numéricos, os quais possibilitam simular a 

dinâmica de escoamentos através de metodologias numéricas, de tal forma que se possa 

representar um fenômeno físico o mais próximo da realidade possível. A Figura 1.1 mostra 

os detalhes que uma simulação numérica pode atingir, mesmo envolvendo uma geometria 

muito complexa (VEDOVOTO, 2007 e OLIVEIRA, 2007). 

Fenômenos envolvendo aeroacústica, combustão e transição a turbulência, são 

problemas que a engenharia moderna está, cada vez mais, buscando compreender 

utilizando técnicas de CFD. No caso da aeroacústica é importante dispor de um método que 

consiga capturar as ondas de pressão sonora. Em fenômenos envolvendo transição à 

turbulência é preciso estudar as pequenas instabilidades que fazem o escoamento 

transicionar para um regime turbulento. Na combustão, existem processos que envolvem as 

pequenas escalas do escoamento turbulento inerente a esse problema, que necessitam 

serem analisadas. Nessa gama de problemas a Mecânica dos Fluídos Computacional utiliza 

métodos de alta ordem de precisão, para a obtenção de resultados representativos da física 

dos problemas. 

A resolução numérica das equações de Navier-Stokes é a base para a Mecânica dos 

Fluídos Computacional (CFD). Elas são equações diferenciais parciais (EDP) não-lineares 

que modelam matematicamente o comportamento dinâmico dos fluídos. Existem várias 
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formas de resolver numericamente essas equações. Dentre elas podem ser citados os 

métodos das diferenças finitas, volumes finitos, elementos finitos, métodos espectrais, etc. 

Dependendo do tipo do escoamento que se queira resolver, um desses métodos adequa-se 

melhor que outro. 

 

 
Figura 1.1: Escoamento sobre um modelo de automóvel (VEDOVOTO, 2007 e OLIVEIRA, 

2007). 

 

O Método das Diferenças Finitas surgiu na década de 1950 e consiste em aproximar 

as derivadas das equações governantes por meio de diferenças finitas que são geradas a 

partir de expansões em séries truncadas de Taylor. Este método pode alcançar uma alta 

ordem de precisão usando fórmulas de alta ordem (fórmulas que envolvem grande número 

de pontos), mas requer uma forte restrição no passo de tempo para a estabilidade da 

solução. 

O Método dos Volumes Finitos consiste em uma integração formal das equações 

governantes do escoamento de fluido, sobre todos os volumes de controle do domínio, 

como mostrado na figura 1.2. A discretização envolve a substituição dos termos da equação 

integrada por uma variedade de aproximações do tipo das diferenças finitas. Isto converte 
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as equações integradas em um sistema de equações algébricas (PATANKAR, 1980 e 

MALISKA, 1995). 

 

 
Figura 1.2: Volume de controle empregado no método de volumes finitos 

 

O Método dos Elementos Finitos surgiu por volta de 1960 para a análise de esforços 

estruturais e desde então são usados para resolver equações diferenciais parciais que 

aparecem nas áreas da Mecânica dos Sólidos, Elasticidade e na Dinâmica dos Fluidos. 

Estes métodos são particularmente apropriados para geometrias complexas que aparecem 

em muitas aplicações da engenharia. A base do Método dos Elementos Finitos consiste em 

dividir o domínio em um número de elementos e aproximar a solução em cada elemento por 

uma soma de funções bases, compostas por polinômios. Um novo Método dos Elementos 

Finitos versão hp, melhorou a convergência ao incrementar simultaneamente o número dos 

elementos, assim como, a ordem dos polinômios de interpolação dentro do elemento 

(convergência hp) (CAREY e ODEM, 1986 e ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 1991). 

Os Métodos Espectrais surgiram em meados de 1970 com o desenvolvimento dos 

métodos transformados (transformações entre o espaço físico e o espaço espectral) em 

problemas da Dinâmica dos Fluidos e Meteorologia (ORSZAG, 1970). Os Métodos 

Espectrais são caracterizados pela expansão da solução em termos de uma série truncada 

de funções de aproximação globais (séries de Fourier, séries de polinômios de Chebyshev 

ou Legendre) das variáveis independentes. 

Os Métodos Espectrais têm atraído muita atenção nos últimos anos devido a sua alta 

precisão nas simulações numéricas. Estes métodos se mostraram altamente precisos nas 

simulações diretas da turbulência homogênea, na modelagem global do clima, na dinâmica 

dos oceanos, na transferência de calor, na dinâmica dos fluidos e na aerodinâmica. A alta 

precisão mostrada por estes métodos permite obter soluções precisas na engenharia 

usando poucos pontos na malha. Esta alta precisão é conseguida sempre que o domínio for 

suficientemente simples e suave (domínios retangulares ou circulares). Em resumo, para 
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resolver com alta precisão uma equação diferencial parcial sobre um domínio simples e 

regular, os Métodos Espectrais são usualmente as melhores ferramentas numéricas 

(GOTTLIEB e ORSZAG, 1977, GOTTLIEB e TURKEL, 1983, GOTTLIEB et al., 1984, 

CANUTO et al.,1988, HUSSAINI e ZANG, 1987, HUSSAINI et al., 1989). 

Eles podem alcançar até 10 dígitos de precisão onde o Método das Diferenças 

Finitas ou Método dos Elementos Finitos obteriam 2 ou 3 dígitos de precisão (TREFETHEN, 

2000). Uma desvantagem destas técnicas numéricas baseadas nos Métodos Espectrais 

ocorre quando são aplicados em problemas envolvendo geometrias complexas, que devem 

ser impostas nestes casos. O uso de transformações suaves de um domínio complexo para 

outro domínio computacional simples, bem como a utilização de filtros, nem sempre é 

suficiente para recuperar a alta precisão perdida (MARTINEZ, 1999). 

Na Figura 1.3 Kirby e Karniadakis (2003), mostram um esboço de como os métodos 

espectrais estão enquadrados no contexto da mecânica de fluidos computacional. Ela 

mostra uma faixa de número de Reynolds versus a complexidade da geometria simulada 

utilizando a metodologia de Simulação Numérica Direta (DNS). Claramente observa-se que 

na simulação numérica direta da turbulência em geometrias com domínios simples pode-se 

alcançar Reynolds muito mais altos que em simulação de domínios com geometrias 

complexas utilizando os métodos espectrais. 

 

 
Figura 1.3: Ilustração conceitual de uma simulação numérica direta (DNS) de escoamentos 

turbulentos: máximo número de Reynolds versus complexidade geométrica (KIRBY e 

KARNIADAKIS, 2003).
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1.2 Métodos de alta ordem 

No campo da aeroacústica Uzun (2003) fez simulações de grande escala para jatos, 

utilizando diferenças finitas compactas de alta ordem (Figura 1.4). 

 

 
Figura 1.4: Jato simulado por Uzun (2003), contornos instantâneos de vorticidade para 

ReD=36.000. 

 

Pinho (2006) simulou cavidades com tampa deslizante bidimensionais e 

tridimensionais comparando os métodos de diferenças finitas de segunda e quarta ordem, 

mostrando a importância dos métodos de alta ordem. 

A Figura 1.5 mostra o campo médio obtido por Pinho (2006) com discretização de 

segunda e de quarta ordem, respectivamente. Não há grandes diferenças entre os dois, a 

não ser pelo pequeno vórtice no canto inferior esquerdo, que se apresenta muito menor pela 

solução com discretização de segunda ordem. Porém quando se compara os perfis de 

velocidade (Figura 1.6) verifica-se que na discretização de segunda ordem as velocidades 

não atingem os máximos e mínimos das velocidades, apesar de captar o formato da curva 

de forma coerente. Já no caso da discretização de quarta ordem a solução chega bem 

próximo dos resultados de Ghia et al. (1982), mostrando a necessidade de se utilizar 

métodos de ordem mais elevada. 

Shukla et al. (2006) utilizando diferenças finitas compactas de 4ª a 20ª ordem, em 

malha não uniforme, resolveu o movimento de uma onda e atingiu níveis de precisão 

elevados. Neste mesmo trabalho o autor (SHUKLA et al., 2006) também simulou um 
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escoamento passando sobre um cilindro utilizando diferenças finitas compactas de 20ª 

ordem. 

 
a) 

 

b) 

Figura 1.5: Campo médio de vorticidade com linhas de corrente superpostas para número 

de Reynolds igual a 10.000, obtido com a) discretização de segunda ordem e b) 

discretização de quarta ordem e malha 95 x 95 (PINHO, 2006). 

 

 
Figura 1.6: Comparação dos perfis da componente de velocidade média u em x  = 0,5m para 

número de Reynolds igual a 10.000, obtidos com malha de 95 x 95, (PINHO, 2006). 

 

Piler e Stalio (2004), simularam uma cavidade com tampa deslizante comparando o 

método dos volumes finitos compactos de várias ordens de precisão. Os resultados estão 

mostrados na Figura 1.7, mostrando que, com poucos pontos na malha, utilizando um 

método de alta ordem, é possível atingir níveis de precisão tão significativos quanto usar 

malhas refinadas com métodos de baixa ordem. 

Na Figura 1.7 a linha sólida é a simulação para um esquema de 2ª ordem em uma 

malha deslocada uniforme de 192x192; a linha tracejada é um esquema de 2ª ordem em 
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uma malha deslocada uniforme de 20x20; a linha pontilhada é um esquema de 2ª ordem em 

uma malha deslocada não-uniforme de 20x20; os quadrados pretos representam um 

esquema de 6ª ordem em uma malha deslocada uniforme de 20x20; os quadrados brancos 

um esquema de 6ª ordem em uma malha deslocada não-uniforme de 20x20.  

 

 
Figura 1.7: Comparação entre algumas simulações utilizando volumes finitos: (a) 

componente horizontal de velocidade no eixo vertical da cavidade; (b) componente vertical 

de velocidade no eixo vertical da cavidade (PILER e STALIO, 2004). 

 

No gráfico da Figura 1.8 (KIRBY e KARNIADAKIS, 2003) aonde é mostrada uma 

comparação entre os esquemas de diferenças finitas de 2ª, 4ª e 6ª ordens, os autores 

mostram que, para manter um erro de fase de 10%, quando compara-se esses esquemas 

com uma solução analítica, o trabalho computacional aumenta muito para o método de 2ª 

ordem.

 

 
Figura 1.8: Trabalho computacional, número de operações com pontos flutuantes, 

requeridos para integrar uma equação advectiva linear para M períodos de tempo enquanto 

é mantido um erro de fase de 10% (KIRBY e KARNIADAKIS, 2003). 
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1.3 Métodos espectrais 

Os métodos espectrais, com base nas transformadas de Fourier, possuem como 

grande vantagem, quando comparados com outros métodos de alta ordem, o baixo custo 

computacional, devido à utilização da “Fast Fourier Transform” (FFT), algoritmo que calcula 

as transformadas de Fourier de forma muito eficiente. Canuto (1988) mostrou que enquanto 

o custo computacional do método de diferenças finitas é O(N2)  o custo computacional dos 

métodos espectrais utilizando a FFT é O(Nlog2N), onde N é o número de pontos da malha. 

Além da utilização da FFT, também foi desenvolvido o método da projeção, que 

possibilita eliminar o campo de pressão dos cálculos. Este procedimento contribuiu 

enormemente para o baixo custo computacional na resolução das equações de Navier-

Stokes utilizando os métodos espectrais. 

 

 
Figura 1.9: Comparação entre o custo computacional entre um método de diferenças finitas 

e um método espectral. 

 

Souza (2005) obteve excelentes resultados utilizando o método pseudo-espectral de 

Fourier para simular jatos cisalhantes livres. Os resultados obtidos pela autora conseguem 

capturar um grande número de detalhes do jato simulado, principalmente com relação ao 

jato na fase turbulenta. 
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(a)  

(b) 
Figura 1.10: Visualizações da vorticidade no jato natural: (a) Isosuperfície de vorticidade = 

1,3s-1 (Souza, 2005), (b) visualização experimental via PIV (Sakakibara, 2004). 

 

A Figura 1.10 mostra a visualização de um jato natural utilizando a técnica PIV de 

visualização (Sakakibara, 2004) comparado com um jato simulado via método pseudo-

espectral de Fourier (Souza, 2005). Essa comparação ilustra o grande potencial do método 

pseudo-espectral de Fourier. 

Existem algumas restrições com relação ao uso desse método, pois ele não suporta 

descontinuidades no domínio de cálculo e as condições de contorno devem ser periódicas 

em todas as direções. Para contornar esse inconveniente dos métodos espectrais surgiram 

diferentes técnicas: uma das mais conhecidas são as Técnicas de Decomposição do 

Domínio que têm sido empregadas com o Método das Diferenças Finitas, o Método dos 

Elementos Finitos e o Método dos Volumes Finitos. O uso dos Métodos Espectrais, com 

estas técnicas de partição do domínio, data do final dos anos 70. Delves e Hall (1979) 

introduziram um método que foi chamado de Método do Elemento Global; Orszag (1980), 

em seu trabalho intitulado “Métodos Espectrais em Geometrias Complexas”, propôs pela 

primeira vez a combinação dos Métodos Espectrais com um pré-condicionamento de 

Elementos Finitos para resolver um sistema de equações mal condicionado. Também neste 

trabalho, o autor descreveu uma nova técnica para remendar (Patching) as interfaces entre 

subdomínios não sobrepostos (Non-Overlapping), a qual foi chamada de Método Espectral 

de Decomposição do Domínio (também conhecido como Método Multidomínio Espectral), 

desenvolvida para superar as limitações dos Métodos Espectrais. Este método consiste em 

dividir o domínio em subdomínios contíguos ou adjacentes mais simples, onde uma 

representação espectral pode ser usada dentro de cada um deles e a continuidade das 

derivadas normais seria requerida sobre as linhas das interfaces presentes. A maioria das 
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versões dos Métodos Espectrais de Decomposição do Domínio usa variações ou extensões 

desta Técnica de Remendo (Patching), originalmente sugerida por Orszag (1980).  

Morchoisne (1984) desenvolveu um método baseado na sobreposição (Overlapping) 

de múltiplos domínios para estudar escoamentos incompressíveis em geometrias bi e 

tridimensionais simples, usando as formulações de função de corrente-vorticidade ou 

variáveis primitivas. Patera (1984) usou uma formulação variacional para atender à 

continuidade de fluxo nas interfaces dos elementos ao qual chamou de Método dos 

Elementos Espectrais. Ele testou este método com polinômios de Chebyshev na equação 

advecção-difusão unidimensional e aplicou-o na simulação de escoamentos laminares 

bidimensionais sobre um degrau para números de Reynolds entre 75 e 225, sendo obtida 

boa concordância com os resultados experimentais da literatura. Deville e Mund (1985) 

usaram um tipo de pré-condicionamiento baseado no Método dos Elementos Finitos para 

resolver equações diferenciais parciais elípticas de 2ª ordem, pela técnica pseudo-espectral 

de Chebyshev com condições de remendo nas interfaces dos subdomínios. Precisão 

espectral foi alcançada no problema elíptico de uma região bidimensional em forma de L 

com um esforço computacional mínimo. 

Karniadakis (1990) apresentou um Método dos Elementos Espectrais Legendre-

Fourier para estudar escoamentos turbulentos incompressíveis em geometrias complexas 

com uma direção de escoamento homogênea. As equações de Navier-Stokes 

incompressíveis foram escritas em uma forma apropriada tanto para a simulação numérica 

direta (Direct Numerical Simulation, DNS) como para a simulação de grandes escalas 

(Large-Eddy Simulation, LES). 

Métodos iterativos foram usados para resolver as equações de Helmholtz de 

coeficientes variáveis, resultantes da discretização. Resultados satisfatórios foram obtidos 

para o caso do escoamento de transição em um canal unido a uma cavidade (grooved 

channel) para 375<Re<500, assim como, para o caso do escoamento turbulento sobre 

superfícies rugosas (Surfaces with riblets) para números de Reynolds de 500 e 2.000. 

Karniadakis e Orszag (1993) mostraram os progressos alcançados no estudo e 

compreensão dos escoamentos turbulentos com altos números de Reynolds usando 

processamento paralelo. Algumas simulações paralelas de escoamentos incompressíveis e 

compressíveis turbulentos em geometrias complexas foram apresentadas. 

Martinez (2005), apresentou um Método Multidomínio Espectral, o qual se baseia no 

Método de Colocação Espectral e em um Método de Decomposição do Domínio tipo 

Remendo (Patching), onde se utiliza a Técnica da Matriz Influência para impor as condições 

de continuidade nas interfaces.  
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O código numérico desenvolvido pelo autor permitiu simular um canal com degrau, 

cavidades com tampa deslizante e escoamentos sobre cilindros. Os resultados de Martinez 

(2005) mostram uma boa concordância quando comparados com outros dados da literatura. 

1.4 Metodologia da fronteira imersa 

Um método muito utilizado nos últimos anos para resolver problemas de geometrias 

complexas e/ou móveis é o método da Fronteira Imersa (Immersed Boundary - IB), ele foi 

desenvolvido por Peskin (1972) para estudar escoamentos de sangue em válvulas 

cardíacas (Figura 1.11), com o objetivo de desenvolver e otimizar válvulas e corações 

artificiais. Este método vem sendo muito estudado no Laboratório de Transferência de Calor 

e Massa e Dinâmica de Fluídos (LTCM) da Faculdade de Engenharia Mecânica (FEMEC) da 

Universidade Federal de Uberlândia (UFU) e tem apresentado resultados satisfatórios com 

relação à simulação numérica de geometrias complexas e/ou móveis. 

Este método consiste em modelar as condições de contorno através de um termo 

fonte imposto nas equações de Navier-Stokes, sendo que este termo fonte é calculado em 

uma malha lagrangiana, que representa a interface do corpo imerso, e é transferido, através 

de métodos de interpolação, para a malha euleriana, a qual é usada para a solução das 

equações de Navier-Stokes para o fluído. 

 

 
Figura 1.11: Problema que motivou o desenvolvimento do método da Fronteira Imersa 

(PESKIN, 1977). 



 12 

 

Goldstein et al. (1993) propuseram um modelo para determinar o campo de 

densidade de força, para escoamentos sobre obstáculos ou sobre corpos submersos. Eles 

utilizaram um método derivado da Fronteira Imersa proposta por Peskin, usando na 

discretização espacial métodos espectrais de Cherbyshev nas direções não-periódicas e de 

Fourier nas direções periódicas do escoamento em canais e sobre cilindros. 

Mohd-Yusof (1997) propôs a utilização do método da Fronteira Imersa juntamente 

com códigos pseudo-espectrais para a simulação de geometrias complexas em movimento 

usando B-Splines para computar os coeficientes de interpolação, porém o cálculo dos 

coeficientes se torna oneroso, visto que eles devem ser calculados em todo passo de tempo 

e, para manter a ordem espectral, deve-se utilizar coeficientes no mínimo de terceira ordem. 

Lima e Silva et al. (2003) propuseram um novo modelo para cálculo do termo-fonte 

denominado Modelo Físico Virtual (MFV), o qual consiste em fazer um balanço de 

quantidade de movimento sobre as partículas de fluido que se localizam sobre a interface, 

incorporando neste balanço a força de interação entre o fluido e a interface. 

Arruda (2004) propôs a utilização da metodologia da Fronteira Imersa para resolver 

escoamentos internos forçados. O autor simulou um conjunto canal – cavidade, com o fundo 

da cavidade em movimento. 

Campregher (2005) mostrou a capacidade do método da Fronteira Imersa para 

simulação de problemas de interação fluído-estrutura (Figura 1.12). O autor simulou a 

inteiração fluído-estrutura no caso de uma esfera ancorada por molas. 

  

 
Figura 1.12: Detalhes das estruturas turbilhonares sobre uma esfera simulado por 

(CAMPREGHER, 2005). 
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Vedovoto (2007) e Oliveira (2007) simularam geometrias altamente complexas 

mostrando o potencial do método da Fronteira Imersa (Figura 1.1 e Figura 1.13). 

 

 
Figura 1.13: Escoamento sobre uma estrutura treliçada (VEDOVOTO, 2007 e OLIVEIRA, 

2007). 

 

 

1.5 Presente trabalho 

No presente trabalho é proposto o uso conjunto do método pseudo-espectral de 

Fourier com a metodologia da fronteira imersa. Como já foi visto, este método possuí como 

grande vantagem a ordem de precisão espectral aliada ao baixo custo computacional, 

devido a utilização da FFT juntamente com a metodologia da projeção da pressão. Como 

restrição, o método só é aplicável para escoamentos sobre geometrias simples e condições 

de contorno periódicas. 

Com o objetivo de resolver essa restrição, foi proposta uma nova metodologia de 

modelagem matemática, na qual acopla-se a metodologia da Fronteira Imersa ao método 

pseudo-espectral de Fourier, possibilitando a simulação de geometrias complexas e móveis. 

Com isso vislumbra-se a possibilidade de se resolver problemas não-periódicos utilizando-

se a metodologia pseudo-espectral de Fourier. 

A modelagem de escoamentos utilizando a metodologia da Fronteira Imersa ainda 

apresenta uma ordem de precisão baixa (1ª ordem). Uma das razões para essa baixa 

precisão é o cálculo das derivadas necessárias para o computo da força lagrangiana, que é 

feita através de interpolações.  
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No presente trabalho o cálculo dessas derivadas será feito espectralmente, por isso 

espera-se que utilizando um método espectral obtenha-se resultados de ordem mais 

elevadas para a metodologia da fronteira imersa. Porém o cálculo espectral pode perder sua 

precisão, já que existem outros fatores que abaixam a precisão do método, por exemplo, a 

necessidade de se utilizar filtros. 

No presente trabalho serão apresentados três casos teste empregados para a 

validação do código computacional desenvolvido: o primeiro é a “Equação de Burgers”, que 

a partir de uma dada condição inicial, apresenta uma solução analítica conhecida. É uma 

equação unidimensional com condições de contorno periódicas. O segundo caso teste são 

os “Vórtices de Green-Taylor”, que também admitem uma solução analítica conhecida. Ele 

foi resolvido para validar o código pseudo-espectral bidimensional com condições de 

contorno periódicas. O terceiro caso simulado foi uma “Cavidade Bidimensional com Tampa 

Deslizante” que serviu para testar a metodologia proposta: pseudo-espectral acoplado com 

a metodologia da Fronteira Imersa. Este é o primeiro caso de escoamento não periódico 

resolvido com o método pseudo-espectral utilizando a metodologia proposta no presente 

trabalho: Fronteira Imersa Pseudo-Espectral. 



CAPÍTULO II 

 

MODELO MATEMÁTICO 
2 Modelo Matemático 

 

Como descrito anteriormente, o objetivo do presente trabalho é utilizar o método 

pseudo-espectral de Fourier acoplado com a metodologia da Fronteira Imersa. Para isso 

serão resolvidas as equações de Navier-Stokes bidimensionais para escoamentos 

incompressíveis e com um termo fonte imposto. Neste capítulo serão descritos os principais 

pontos do desenvolvimento do modelo matemático (CANUTO, 1986; LIMA e SILVA, 2002; 

SOUZA, 2005) proposto no presente trabalho. 

Será feita uma revisão a respeito da metodologia da Fronteira Imersa. No que tange 

ao método pseudo-espectral será mostrada uma rápida revisão de transformadas de Fourier 

e suas principais propriedades. Em seguida será apresentada a transformação das 

equações de Navier-Stokes para o espaço espectral, e por fim, será deduzido e apresentado 

o processo de acoplamento das duas metodologias. 

 

 

2.1 Fronteira imersa 

A metodologia da Fronteira Imersa (PESKIN, 1977) consiste em trabalhar com duas 

malhas independentes: a malha euleriana para a solução das equações do fluido e a malha 

lagrangiana para descrever a interface sólida. Devido à independência das malhas é 

possível a representação de geometrias complexas e móveis (Figura 2.1). A malha euleriana 

é fixa, sendo tratada como se todo o domínio, incluindo-se o sólido, estivesse ocupado 

somente por fluido. O escoamento é então modelado e resolvido pelas equações de Navier-

Stokes em todos os pontos da malha, mesmo para aqueles pontos que, à princípio, fazem 

parte do corpo sólido. As informações sobre a interface fluido/sólido no domínio de cálculo 
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são passadas à malha euleriana via adição de um termo fonte de força às equações de 

Navier-Stokes (OLIVEIRA, 2006). Este termo faz o papel de uma força de corpo que 

representa as condições de contorno do escoamento (GOLDSTEIN, 1993). 

No presente trabalho, o termo fonte é calculado através do Modelo Físico Virtual 

(LIMA e SILVA et al., 2003), o qual é baseado na segunda lei de Newton e permite a 

modelagem da condição de não deslizamento sobre a interface imersa. 

 

 
Figura 2.1: Malha euleriana retangular e malha lagrangina elíptica (LIMA E SILVA et al., 

2002).

2.1.1 Modelo Matemático para o Fluido 

A modelagem do domínio fluido é feita como se ele fosse ocupado inteiramente por 

fluido, onde as equações que regem o escoamento são a equação do balanço da 

quantidade de movimento linear e a equação da conservação da massa, as quais estão aqui 

apresentadas na sua forma tensorial: 

 
2( )l jl l

l
j l j j

u uu up f
t x x x x

	
�� ��

� � � � �
� � � � �

 (2.1) 

0j

j

u
x

�
�

�  (2.2) 
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onde 
1 *

l l

p p
x x


� �
�

� �
; *p  é a pressão estática em [N/m2]; lu  é a velocidade na direção l em 

[m/s]; 
*
l

l
ff



� ; *
lf  é o termo fonte de força em [N/m3]; 
 é a massa específica; 	  é a 

viscosidade cinemática em [m2/s]; lx  é a componente espacial (x,y) e t  é o tempo em [s]. 

O termo fonte fl é definido em todo domínio de cálculo, mas apresenta valores 

diferentes de zero somente nos pontos eulerianos que coincidam com a geometria imersa, 

tal que o campo euleriano “sinta” a presença da interface sólida. Este campo de força 

euleriano deve ser calculado a partir do campo de força lagrangiano � �,klF x t
�

. A seguinte 

definição é dada: 

 

� � � �, se
,

0 se
l k k

l
k

F x t x x
f x t

x x
��

� �
��

� � �
�

� �  (2.3) 

 

onde kx
�

 é a posição de uma partícula no fluido e kx
�

 a posição de um ponto sobre a 

interface sólida. 

Esta definição leva a um campo � �,lf x t�
 descontínuo, o que pode ser resolvido 

numericamente apenas quando houver coincidência dos pontos que compõem a interface 

com algum dos pontos que compõem o domínio fluido. Caso não haja coincidência, o que, 

para geometrias complexas é muito freqüente, deve-se distribuir a função � �,lf x t�
 sobre a 

sua vizinhança. Para tanto, faz-se uso de uma função distribuição, como por exemplo, a 

função � �lj kD x x�
� �

 proposta por Unverdi e Tryggvason (1992), e transcrita aqui pela Eq. 

(2.4). 

 

� � � � � �
2

/ /l k l l k j
klj

f x x h f y y h
D x

h

� �� �� ��  �  �
�

, (2.4) 

 

� � � �

1

1

( ) 1
1 2 1 2
2
0 2

r

f r se r

f f r se r

se r

� !
"
"� � � # #�
"
" $�

, (2.5) 
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onde: 

 

� �
2

1

3 2 1 4 4
8

r r r
f r

� � � �
� , 

 

k ix xr
h
�

�  ou k jy y
r

h
�

� , 

 

sendo h o tamanho da malha euleriana e (xl, yj) as coordenadas do ponto x�  do fluido. Esta 

função ljD  é ilustrada na Figura 2.2 abaixo. Ela tem uma forma similar à uma gaussiana e 

atende à propriedade de integral unitária quando integrada no intervalo % &,�' ' . Esta 

propriedade é importante para garantir conservatividade. 

 

 
Figura 2.2: Função distribuição do tipo gaussiana proposta por Uverdi e Triggvason (1992). 

 

O campo de força euleriano � �,lf x t�
 (euleriano) é nulo em todo domínio, exceto 

quando se aproxima da interface imersa, onde ele passa a modelar virtualmente a presença 

da membrana imersa, simulando a presença de um corpo. Com isso não é necessário fazer 

uma adaptação da malha euleriana para localizar a interface (LIMA e SILVA, 2002). Uma 

vez calculado o campo de força lagrangiano � �,l kF x t�
, este pode ser distribuído e, assim, 

transmitir a informação da presença da geometria para a malha  euleriana. Isto pode ser 

visualizado na Figura 2.3. 
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Figura 2.3: Células eulerianas onde a força lagrangiana é distribuída (cor cinza). 

2.1.2 Modelo Matemático para a Interface Imersa 

O campo de força lagrangiano é calculado através do Modelo Físico Virtual (Virtual 

Phisical Model) o qual foi proposto por Lima e Silva et al. (2003), para o qual não é 

necessário o uso de constantes ad-hoc, como proposto por outros autores (PESKIN, 1977; 

GOLDSTEIN, 1993). 

A força lagrangiana � �,l kF x t�
 é avaliada através de um balanço de quantidade de 

movimento sobre uma partícula de fluido que se encontra junto à interface sólido-fluido, Eq. 

(2.6), levando-se em consideração todos os termos das equações de Navier-Stokes. 

 

 
Figura 2.4: Volume de controle sobre um ponto lagrangiano 
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� � � � � � � � � �
2

, , ( ) , , ,l l
l k k l j k k k

j l j j

u upF x t x t u u x t x t x t
t x x x x

	� �� �
� � � �

� � � � �
� � � � �

 (2.6) 

 

Os termos do lado direito da Eq. (2.6) são denominados, respectivamente de: 

 

l

acel luF
t

�
�

�
 - força de aceleração, 

( )
l

l jinert

j

u u
F

x
�

�
�

 - força inercial, 

2

l

visc l

j j

uF
x x

	 �
� �

� �
 - força viscosa, 

l

press

l

pF
x

�
�

�
 - força de pressão. 

 

Estes termos são calculados nos pontos da interface (lagrangianos) com o auxílio 

dos campos de pressão e velocidade calculados na malha euleriana, através de 

interpolações. Existem diferentes maneiras de se fazer essas interpolações, Lima e Silva 

(2002) propôs interploações de Lagrange, Mhod-Yosof (1997) utilizou B-Spline. 

No presente trabalho, considerando os casos particulares em que se pode ter 

coincidência das malhas lagrangianas e eulerianas e considerando a utilização do método 

pseudo-espectral de Fourier, as derivadas espaciais da Eq. (2.6) serão calculadas 

espectralmente. Será proposta uma forma alternativa para o acoplamento entre as malhas 

lagrangiana e euleriana no próximo capítulo de Métodos Numéricos.

2.2 Transformadas de Fourier 

Diz-se que uma função � �f x
�� �

 no intervalo � �,�' ' , é integrável em todo domínio 

real (BRIGGS, 1995), se: 

 

� �f x dx
'

�'

# '�
�� �

. (2.7) 
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Pode-se definir uma função �( )f k
�� �

 pela Eq (2.8): 

 

� � � � � 2 .i k xf k f x e dx�
'

�

�'

� �
� ��� � �� �

, (2.8) 

 

onde k�' # # '
�

 representa os números de onda e 1i � � . 

A função � � �f k
�� �

 é a transformada de Fourier da função � �f x
�� �

. Pode-se dizer que 

� � �f k
�� �

 está definida no domínio espectral, ou domínio transformado.  

Existe também a operação inversa, a qual transforma uma função que está no 

espaço de Fourier para o espaço físico, denominada transforma inversa de Fourier, 

apresentada pela Eq. (2.9): 

 

� � � � � 2 .i k xf x f k e dk�
'

�'

� �
� �� �� � �

. (2.9) 

 

Para interpretar fisicamente a transformada de Fourier, deve-se observar o cerne 

das Eqs. (2.8) e (2.9). Aplicando-se a fórmula de Euler, tem-se que: 

 

� � � �2 . cos 2 . 2 .i k xe k x i sen k x� � �( � (
� � � �� �

. (2.10) 

 

Esta fórmula diz que, para um valor fixo de k
�

 a equação acima consiste de ondas 

(senos e cossenos) com um número de onda k
�

, medido em unidades do inverso de x�  

(inverso de comprimento), ou seja, para um valor fixo de k
�

 existe um número de onda por 

unidade de comprimento. A transformada inversa de Fourier (2.9) recupera uma função 

� �f x
�� �

 a partir da combinação dos modos de Fourier todos os números de onda. O modo 

associado com um número de onda particular k
�

 tem um peso determinado por � � �f k
�� �

 em 

(2.8). 

2.2.1 Propriedades da Transformada de Fourier 
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O objetivo de transformar uma função para o espaço espectral é que nele existem 

propriedades interessantes, principalmente para se trabalhar com equações diferenciais 

parciais (EDP). Normalmente, uma EDP no espaço físico é reduzida a uma equação 

diferencial ordinária (EDO) no espaço espectral. As principais propriedades do espaço 

espectral de Fourier são: 

- Homogeneidade, Eq. (2.11): 

 

� � � � � �f k f k� ��
� �

, (2.11) 

 

onde, � é uma constante. 

 

- Aditividade: 

 A transformada da soma de duas funções é a soma das transformadas: 

 

� � � �� � � � � � �f x g x f r g s� � �
� � � �

, (2.12) 

 

- Derivada 

A transformada da derivada de uma função é dada por (2.13): 

 

�
� � � � � � �

n
n

ln
l

f k ik f k
x

�
�

�

� �
, (2.13) 

 

onde n é a ordem da derivada. 

- Produto de funções: 

A transformada do produto de duas funções é um produto de convolução entre 

essas funções: 

 

� � � �� � � � � � � � �*f x g x k f r g s�
�� � � �

, (2.14) 

 

onde k
�

 é o parâmetro de transformação do produto, r�  é o parâmetro de transformação da 

função � �f x�  e s�  é o parâmetro de transformação da função � �g x� . Este produto de 

convolução é dado por: 
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� � � � � � � � � � � � � �*
k r s

f r g s k f r g k r dr
� �

� � � ��  �� � �

� �� � � � �
. (2.15) 

 

Esta propriedade é que justifica o uso do método pseudo-espectral, pois resolver a 

integral de convolução que aparece no termo não-linear das equações de Navier-Stokes é 

um procedimento muito caro computacionalmente. Esta metodologia será definida no 

capítulo de Métodos Numéricos. 

2.3 Transformação das equações de Navier-Stokes para o espaço de Fourier 

Depois de definida a transformada de Fourier e estabelecidas as suas propriedades 

de interesse, será feita a transformação das equações de Navier-Stokes para o espaço 

espectral de Fourier. Também será mostrado o método da projeção, o qual desvincula o 

termo da pressão das equações e, além disso, será demonstrado como transformar as 

equações com termo-fonte imposto. 

Reescreve-se aqui as equações de Navier-Stokes e da continuidade para 

escoamentos incompressíveis, com condições de contorno periódicas em todas as direções, 

Eqs. (2.16) e (2.17): 

 
2( )l jl l

j l j j

u uu up
t x x x x

	
�� ��

� � � �
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, (2.16) 

0j

j

u
x

�
�

�
. (2.17) 

 

Transformando-se a equação da continuidade (2.17) para o espaço de Fourier, 

 

�
0j

j

u
x

�
�

�
, (2.18) 

 

e aplicando a propriedade da transformação de derivadas, dada por (2.13), tem-se: 

 

� 0j jik u � . (2.19) 
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Da geometria analítica sabe-se que se o produto escalar entre dois vetores é nulo, 

então ambos devem ser ortogonais entre si. Portanto, da equação da continuidade 

transformada para o espaço de Fourier (2.19), tem-se que o vetor número de onda jk  é 

ortogonal à velocidade transformada �ju . 

A partir da conclusão do parágrafo anterior, define-se um plano �  perpendicular ao 

vetor número de onda k
�

 e, portanto, o vetor velocidade transformado, � � �,V k t
�� �

, pertence ao 

plano � , conforme ilustrado na Figura 2.5. 

 

 
Figura 2.5: Definição do plano �  (SILVEIRA-NETO, 2002). 

 

Transformando a equação (2.16) para o espaço de Fourier, aplicando as propriedades 

definidas de (2.11) a (2.13), tem-se: 

 

� �
� �2( )l jl
l l

j

u uu ik p k u
t x

	
��

� � � �
� �

, (2.20) 

 

onde  2k  é a norma ao quadrado do vetor número de onda, ou seja, 2
j jk k k� . 

Observando separadamente cada um dos termos transformados em (2.20), tem-se: 

 

- Termo da taxa de variação da quantidade de movimento linear: 

 

� �
l lu u
t t

� �
�

� �
, (2.21) 
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tem-se de (2.19) que: 

 

� 0j jk u � . (2.22) 

 

Então, 

 

�� �
� �

0 .j j
j j j

u u
k u k ao plano

t t t
�

� ��
� � ) *
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 (2.23) 

 

- Termo da difusão da quantidade de movimento linear: 

 

�
�

2
2l
l

j j

u k u
x x

	 	�
� �

� �
. (2.24) 

 

Este termo transformado também pertence ao plano � , pois k  é um escalar. 

 

- Gradiente da pressão 

 

�
ˆl

l

p ik p
x

�
�

�
. (2.25) 

 

Nota-se que a transformada da pressão é colinear ao vetor número de onda, sendo, 

portanto perpendicular ao plano � . A figura Figura 2.6 mostra os termos da equação de 

Navier-Stokes transformados sobre o plano � . 
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Figura 2.6: Termos da equação de Navier-Stokes definidos em relação ao plano � . 

 

- Termo não-linear 

 

�
�( )l j
j l j

j

u u
ik u u

x
�

�
�

. (2.26) 

 

No termo não-linear, Eq. (2.26), aparece a transformada do produto de duas funções que 

recai em uma integral de convolução, como definida em (2.15), ou seja: 

 

� �� � � � � �� � �l j l j
k r s

u u k u r u k r dr
� �

� ��� � �

� �� � �
, (2.27) 

 

onde k r s� �
� � �

 fornece as interações triádicas entre os vetores número de onda k
�

, r�  e s� .

2.3.1 Método da Projeção 

Com os termos definidos em (2.23), (2.24), (2.25) e (2.26) tem-se que: 
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ou seja, sabendo-se que a soma do termo transiente com o termo viscoso pertence ao plano 

� , tem-se que a soma do termo não-linear com o gradiente de pressão também deve 

pertencer ao plano � , já que a soma dos quatro termos é nula. Isto se deve ao fato que, se 

a soma de dois vetores é nula, então os dois vetores devem ser colineares. 

Não se sabe a priori, em que posição se encontra o termo não-linear transformado 

em relação ao plano � , então será definido o tensor projeção, Eq. (2.29): 

 

� � 2
l j

lj lj

k k
k

k
�� � �

�
, (2.29) 

 

onde: 

 

1
0lj

se l j
se l j

�
��
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 (2.30) 

 

é o delta de Kronecker.  

O tensor projeção � ��  projeta qualquer vetor sobre o plano �  (SILVEIRA-NETO, 

2002). Para verificar esta propriedade, toma-se um vetor a�  qualquer, e faz-se a projeção de 

a�  utilizando-se o tensor �, obtendo-se o seguinte: 

 

2 2. l j pl
lj j j lj j l j j la

k k ka a a a a a k
k k
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�

, (2.31) 

 

onde p
la  é o vetor la  projetado por � . Fazendo-se o produto escalar da projeção p

la  pelo 

vetor número de onda lk , tem-se: 

 

2 0p l l
l l l l j ja

k kk a k a k
k

� � � . (2.32) 

 

Assim, verifica-se que o tensor � projeta um vetor a�  qualquer no plano � . 

Retornando à transformada do termo não linear, é necessário que: 
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Como �
iik p  é ortogonal ao plano �  estabelece-se a Eq. (2.34): 
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x x

� � � �� �
� ��+ , + ,

� �+ , + ,�  �  
. (2.34) 

 

Concluí-se, da Eq. (2.34), que a soma dos vetores transformados do gradiente de 

pressão e do termo não-linear transformados é a projeção do termo não-linear transformado 

sobre o plano �  (Figura 2.7). Portanto, as equações de Navier-Stokes para escoamentos 

incompressíveis, assumem a seguinte forma, no espaço de Fourier: 

 

� � � � � � � � � � � �2 
l

m jl j lm
k r s

u k
k u k ik u r u k r dr

t
	

� �

�
� � � � �

� �� � �

�
� � � � �

. (2.35) 

 

Estas são as equações de Navier-Stokes no espaço de Fourier, as quais são 

independentes do campo de pressão transformado. 

 

 
Figura 2.7: Projeção do termo não-linear sobre o plano � . 
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2.3.2 Recuperação do Campo de Pressão 

As equações de Navier-Stokes no espaço de Fourier (2.35) não dependem do 

campo de pressão como acontece no espaço físico. Portanto, o método da projeção 

minimiza os cálculos para a resolução destas equações, já que não é necessário resolver o 

campo de pressão, o qual, normalmente, demanda o maior esforço computacional nas 

metodologias convencionais. No entanto é possível determinar o campo de pressão a partir 

da equação (2.34). 

Isolando-se o termo de pressão transformado, tem-se que: 

 

� � �
�

� �
�

� �( ) ( )m j m j
l lm lm

j j

u u u u
ik p k k I k

x x
� �

�� �
� �

� � �
. (2.36) 

 

Observa-se que o tensor identidade � �lmI  foi introduzido, por conveniência, sem alterar a 

Eq. (2.34). Substituindo as transformadas, tem-se: 

 

� � � � � � � � � � � m jl lm lm j
k r s

ik p k I ik u r u k r dr
� �

� � � ��� � �

� �� � �
. (2.37) 

 

Fazendo o produto escalar desta equação pelo vetor número de onda lk , tem-se: 

 

� � � � � � � � � � �2 m jlm lm l j
k r s

k p k I k k u r u k r dr
� �

� � � ��� � �

� �� � �
. (2.38) 

 

Observando-se que: 

 

� � 2
l m

lm lm l lm lm l m
k kI k I k k
k

�- .� � � � � � �/ 0
1 2

, (2.39) 

 

tem-se que: 

 

� � � � � � � �2 ˆ m jm j
k r s

k p k k k u r u k r dr
� �

� � ��� � �

� �� � �
. (2.40) 
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Assim, 

 

� � � � � � � �2
ˆ m j

m j

k r s

k k
p k u r u k r dr

k � �

�
� ��� � �

� �� � �
, (2.41) 

 

de onde, 

 

� � � � � 1
, ,p x t p k t

�
� �� �  

� �
. (2.42) 

 

A notação % & 1�
 tem aqui o significado de transformada inversa de Fourier.

2.4 Transformação das Equações de Navier-Stokes com Termo-Fonte 

Como já comentado, com o método pseudo-espectral resolve-se apenas 

escoamentos com condições de contorno periódicas. No presente trabalho, aplicar-se-á o 

método da Fronteira Imersa, o qual necessita de um termo fonte adicionado às equações de 

Navier-Stokes. Para isso transformando-se a equação (2.1) e aplicando-se as propriedades 

da Transformada de Fourier, tem-se: 

 

� �
� � �2( )l jl
l l l

j

u uu ik p k u f
t x

	
��

� � � � �
� �

. (2.43) 

 

De maneira análoga à projeção o termo não-linear em (2.34), projeta-se a diferença entre o 

termo fonte e o termo não-linear, Eq. (2.44): 

 

� �
�

� �2 ( )
0l jl

l ll
j

u uu k u f ik p
t x

� �

	

* *

� �� � ��
� � � � �+ ,+ ,

� �+ ,+ ,�  �  
)

�		
		� �			
			�

, (2.44) 

 

Utilizando o tensor projeção definido em (2.29), tem-se que: 
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�
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�
�( ) ( )l j m j

l l lm m
j j

u u u u
ik p f f

x x

� � � �� �
� � �� �+ , + ,

� �+ , + ,�  �  
.  (2.45) 

 

Concluí-se de (2.45) que a soma dos vetores transformados do gradiente de 

pressão, do termo não-linear e do termo fonte é a projeção da soma do termo não-linear e 

do termo fonte como pode ser visualizado na Figura 2.8. 

Portanto as equações de Navier-Stokes para escoamentos incompressíveis com 

termo fonte assumem a seguinte forma no espaço de Fourier: 

 

� � � � � � � � � � � � �2 
l

m jl lm m j lm
k r s

u k
k u k f ik u r u k r dr

t
	

� �

�
� �� � � �

� �� � �

�
� �� � �

. (2.46) 

 

Figura 2.8: Projeção do termo fonte e do termo não-linear sobre o plano � . 

  
Assim a Eq. (2.46)  não depende do campo de pressão, porém pode-se obtê-lo no 

espaço de Fourier através da Eq. (2.47), similarmente ao que foi feito na Eq. (2.41): 

 

� � � � � � � � � �2 2 m jm
m jm

k r s

k kkp k i f u r u k r dr
k k � �

� �
� � � �+ ,

�  
�� � �

� �� � �
. (2.47) 

 

Aplicando-se a transformada inversa de Fourier à Eq. (2.47) , obtêm-se o campo de 

pressão no espaço físico similarmente ao que foi feito na Eq. (2.42).
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2.5 Acoplamento das malhas lagrangiana e euleriana no espaço de Fourier 

No espaço de Fourier, o cálculo das derivadas necessárias para se computar a 

força lagrangiana não foi feito através do processo de interpolação, alternativamente, foi 

desenvolvida uma nova metodologia baseada nas propriedades das transformadas de 

Fourier e restringindo a casos em que haja coincidência dos pontos lagrangianos com os 

pontos eulerianos. 

O primeiro passo é impor as condições do problema a ser modelado, para serem 

calculadas as derivadas necessárias que aparecem no cálculo da força lagrangiana. Isto 

deve ser feito no espaço físico, ou seja, é preciso transformar para o espaço físico os 

campos de velocidade �lu  

 

� 1

l lu u
�

� �� �  . (2.48) 

 

No espaço físico impõem-se as condições do problema a ser analisado de acordo 

com: 

 

se ,
se ,

lF
l

k k

u x x
u

u x x
��

� � ��

� �
� �  (2.49) 

 

onde ku  são os pontos da superfície imersa e F
lu  é o campo de velocidade no espaço físico, 

o qual recebe as condições de contorno que modelarão o campo de força da fronteira 

imersa. 

O próximo passo é transformar para o espaço espectral este campo F
lu . Isto é feito, 

a fim de se calcular as derivadas necessárias para o cálculo da força lagrangiana, dada pela 

Eq. (2.50): 

 

� � �
� �

� �2( )
,

F FF
l j F Fl

l l l
j

u uuF k t ik p k u
t x

	
��

� � � �
� �

�
 (2.50) 

 

onde, o sobrescrito F simboliza que os campos foram alterados pelas condições que 

modelam a fronteira imersa, de forma que a condição de não-deslizamento seja obedecida. 
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Na Eq (2.50) o termo de força advectiva, 
�( )F F

l j

j

u u
x

�

�
 é calculado de forma pseudo-

espectral, como será mostrado no próximo capítulo de Métodos Numéricos. O termo que 

representa a força de pressão, �F
lik p , é calculado a partir da Eq. (2.47), para o cálculo da 

força dissipativa , não há nenhum procedimento especial, apenas se faz o produto �2 F
lk u	 . 

Já o termo 
�F
lu
t

�
�

, denominado termo de aceleração forçante, merece uma atenção 

especial. Ele é um termo com função numérica, necessário para estabilizar os cálculos do 

campo de força durante o processo transiente. Ele é calculado a partir do campo de 

velocidade euleriano e do campo modificado pelas condições da fronteira imersa, Eq. (2.51): 

 

� � �F F
l l lu u u
t t

� �
�

� �
. (2.51) 

 

Como será visto, no capítulo de Resultados, este termo tem grande influência na 

geração da força lagrangiana. 

Uma vez modelada a força lagrangiana, ela deve ser transferida para o domínio 

euleriano. Para isso, leva-se o campo de força lagrangiano para o espaço físico, aplicando-

se a transformada inversa de Fourier, Eq. (2.52): 

 

� 1
F F
l lF F

�
� �� + ,�  

. (2.52) 

 

O termo fonte euleriano é calculado como definido na Eq. (2.3) (ENRIQUEZ-

REMIGIO, 2007), ou seja, ele é definido em todo o domínio euleriano, mas seu valor só é 

diferente de zero nos pontos eulerianos que coincidem com a fronteira imersa. 

Depois de definido o termo fonte de força euleriano no espaço físico, deve-se levá-

lo para o espaço de Fourier, obtendo-se � � �,lf k t
�

, o qual é usado na Eq. (2.46) para a 

solução das equações de Navier-Stokes no espaço espectral de Fourier. 

Note que nesta modelagem de acoplamento entre os campos euleriano e 

lagrangiano no espaço de Fourier, apresentam-se duas equações descontinuas, Eqs. (2.3) e 

(2.49). Ambas devem ser tratadas de forma especial, quando trabalhadas numericamente. 
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Devido a descontinuidade dessas equações surge o fenômeno de Gibbs, o qual produz 

oscilações na solução do problema devido as altas freqüências mal resolvidas. 

Especificamente, no caso da Eq. (2.3), pode-se adotar duas abordagens: uma é 

resolvê-la utilizando a função distribuição, definida na Eq. (2.4); a outra forma é trabalhar 

com funções descontínuas no espaço de Fourier, utilizando-se filtros para amortecer as 

oscilações. Os esquemas de filtragem serão abordados no próximo capítulo. 



CAPÍTULO III 

 

MÉTODO NUMÉRICO 

3 Método Numérico 

Neste capítulo serão abordados três pontos principais, sendo que o primeiro é o 

método pseudo-espectral, que é uma metodologia utilizada quando se trabalha com os 

métodos espectrais. O segundo ponto é o processo de acoplamento entre os pontos 

eulerianos e lagrangianos e o terceiro é o conjunto de procedimentos necessários para o 

desenvolvimento de um código computacional pseudo-espectral, como, por exemplo, o 

cálculo dos números de onda, avanço temporal e a filtragem. 

Foi desenvolvido um código computacional em FORTRAN 90 que resolve as 

equações de Navier-Stokes para escoamentos incompressíveis utilizando o método pseudo-

espectral de Fourier com as condições de contorno impostas através de um termo fonte 

utilizando o método da Fronteira Imersa. 

 

 

3.1 DFT e FFT 

Para trabalhar computacionalmente com a transformada de Fourier utiliza-se a 

versão discreta, denominada Transformada Discreta de Fourier (DFT), definida na Eq. (3.1) 

(BRIGGS, 1995): 

 

 �
22

1
2

N
i kn
N

nk
Nn

f f e
��

�
� �

� � , (3.1) 
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onde k é o número de onda, N é o número de pontos da malha, n fornece a posição xn dos 

nós de colocação (xn=n�x) e 1i � � . 

A Eq. (3.1) é a aproximação numérica da transformada de Fourier. Existe também a 

Transformada Inversa Discreta de Fourier, definida na Eq. (3.2): 

 

 �
22

1
2

1
N

i kn
N

n k
Nn

f f e
N

�

�
� �

� � . (3.2) 

 

Deve-se notar que para se trabalhar com a DFT, a função a ser transformada para 

o espaço espectral deve ser periódica, ou seja: 

 

� � � �, ,f x t f x L t� �
�� ��� �

, (3.3) 

 

onde L é o comprimento de onda considerado. Esta propriedade limita o uso do método 

espectral de Fourier para problemas modelados por EDP’s com condições de contorno 

periódicas. 

Cooley e Tukey (1965) desenvolveram o algoritmo denominado Transformada 

Rápida de Fourier (FFT), o qual trabalha com o procedimento denominado rotação de bit, 

tornando o cálculo da DFT muito mais eficiente quando comparado com (3.1), pois o número 

de operações reduz de O(N2) para  O(Nlog2N). Esse custo computacional torna atrativa a 

utilização de métodos espectrais para resolver equações diferenciais parciais. Outra grande 

vantagem do método espectral é a precisão numérica, a qual será mostrada mais adiante 

através da resolução de problemas teste. Porém, para se conseguir atingir a melhor 

performance na utilização das FFTs é preciso usar 2N número de pontos de colocação (onde 

N é um número inteiro). Além disto a malha deve ser regular e os pontos de colocação 

uniformemente espaçados. 

Encontra-se disponíveis várias subrotinas para o uso da FFT 

(http://www.fftw.org/benchfft/ffts.html), as quais levam em conta diversos parâmetros, como 

por exemplo, trabalhar com dados reais ou complexos, número par ou ímpar de nós de 

colocação, simples ou dupla precisão, unidimensional, bidimensional ou tridimensional, 

serial ou paralelo, números de nós de colocação de potência 2, 3 ou 5 e em diversas 

linguagens de programação. Especificamente, para esse trabalho, foi utilizada uma versão 

da subrotina FFTPACK de Swarztrauber (1982), que pode ser encontrada em 

http://www.netlib.org/fftpack/. Ela é uma subrotina escrita em FORTRAN 77, porém foi 
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adaptada para o padrão FORTRAN 90. Ela tem dupla precisão, seu melhor desempenho 

ocorre para 2N nós de colocação, onde N é um número inteiro. Foi utilizada a versão 

unidimensional, mesmo para os caso bidimensionais, pois a subrotina foi alterada (SOUZA, 

2005) de forma a vetorizar a matriz 2D. A subrotina que calcula a transformada inversa de 

Fourier foi alterada (MOREIRA et al., 2006) de modo a produzir o resultado já normalizado. 

Um parâmetro muito importante a ser considerado é o cálculo dos números de onda � �k� , 

que são usados na resolução das equações transformadas. Para a FFTPACK os vetores 

número de onda são calculados da seguinte forma (POULTER, 2004): 

 

 
( )

( )

1 1 1
2

1 2
2

l

l

Nk

Nk N N

�

�

� �

� �

� � # # �

� � � � # #
 (3.4) 

 

onde, lk  é o vetor número de onda, N é o número de nós de colocação e �  é a posição no 

vetor em uma direção do domínio. Caso outra subrotina que calcule a FFT for utilizada, 

deve-se observar como é cálculo dos números de onda da mesma, uma vez que este 

parâmetro é mudado para cada subrotina. 

3.2 Tratamento do termo não-linear 

Quando se trabalha com a resolução das equações de Navier-Stokes de forma 

espectral deve-se tratar o termo não-linear de forma apropriada, pois sua resolução passa 

por uma integral de convolução, já que trata-se da transformação do produto de dois 

campos. A resolução dessa integral, como já comentado, é inviável computacionalmente, 

portanto faz-se uso do método pseudo-espectral. 

O termo não-linear pode ser tratado de diferentes formas (CANUTO et al. 1988) 

apesar de serem matematicamente idênticas, apresentam diferentes propriedades quando 

discretizadas. Estas formas são: 

Forma advectiva: � �V. V�
�� �� ��

 (3.5) 

 

Forma divergente: � �VV.�
�� ����

 (3.6) 
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Forma skew-simétrica: � � � �1
V. V . VV

2
� ��� �

�  
�� �� �� ��� ����

 (3.7) 

 

Forma rotacional: � �1 .
2

VV V�� � 3
�� ���� ���

 (3.8) 

 

onde V� � �3
�� �

. 

Estas expressões são algebricamente iguais, assumindo V. 0� �
�� ��

. Porém quando 

discretizada, a forma rotacional é a menos cara, mas introduz oscilações nas altas 

freqüências espaciais, a menos que o processo de dealiase (CANUTO, 1988) seja usado. 

No entanto, este processo aumenta o custo do cálculo dos coeficientes de Fourier 

consideravelmente. A forma skew-simétrica é a mais estável e apresenta os melhores 

resultados, mas é cerca duas vezes mais cara computacionalmente que a rotacional. No 

entanto, este inconveniente pode ser resolvido. Observando as expressões acima, nota-se 

que a forma skew-simétrica é a média entre as formas advectiva e divergente. Portanto, a 

forma skew-simétrica pode ser simulada pela alternância entre as formas advectiva e 

divergente em sucessivos passos de tempo (ZANG, 1987). O algoritmo básico de um 

método pseudo-espectral com tratamento do termo não-linear na forma skew-simétrica 

alternada, utilizada nesse trabalho está descrito abaixo: 

1) Primeiro traz-se o campo �
lu  para o espaço físico, como condição inicial utiliza-se um 

campo que satisfaça a equação da continuidade; 

2) Calcula-se o produto l ju u  no espaço físico; 

3) Transforma-se o produto l ju u  para o espaço de Fourier �l ju u ; 

4) Calcula-se a derivada de �l ju u  no espaço de Fourier, ou seja, �
j l jik u u ; 

5) Avança-se no tempo e resolve-se as equações de Navier-Stokes; 

 

Esta é a parte que trabalha com o termo não-linear na forma divergente. No próximo passo 

de tempo o termo não-linear será tratado na forma advectiva. 

1) Calcula-se a derivada �
j lik u ; 

2) Faz-se a transformada inversa da derivada �
j lik u  e do campo de velocidade �ju ; 

3) Multiplica-se no espaço físico l
j

j

uu
x

�
�

; 
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4) Transforma-se o produto l
j

j

uu
x

�
�

 para o espaço de Fourier, obtendo-se 
�

l
j

j

uu
x

�
�

; 

5) Resolve-se as equações de Navier-Stokes, avança-se no tempo e retorna-se ao cálculo 

do termo não-linear na forma conservativa. 

Esta seqüência de passos é o tratamento do termo não-linear através da forma 

skew-simétrica alternada. Esta metodologia é mais barata computacionalmente do que 

resolver a integral de convolução. Além disso, segundo Souza (2005), ela é mais estável 

que as formas advectiva e divergente separadamente e mais barata que as formas 

rotacional com dealise e skew-simétrica convencional.  

Os resultados dos diferentes tipos de tratamento do termo não-linear serão 

apresentados no capítulo de Resultados, através da resolução da equação de Burgers.

3.3 Metodologia de acoplamento entre os métodos pseudo-espectral e da 
fronteira imersa 

O algoritmo pseudo-espectral utilizado para o cálculo de um escoamento com 

condições de contorno impostas através da fronteira imersa é basicamente como o descrito 

abaixo: 

1) A partir de um campo de velocidade em um tempo n, 
l

nu ,  gera-se um novo campo de 

velocidade modificado de forma a receber as condições para representar a interface, nF
lu ; 

2) Transforma para o espaço espectral o campo com as condições da fronteira imersa 

impostas, �nFlu ; 

3) Devido à descontinuidade, que surge pela imposição da fronteira, precisa-se filtrar o 

campo �nFlu ; 

4) Para de obter o termo fonte de força lagrangiano, � � �,
n
F k t

�
, deve-se calcular os termos do 

lado direito da equação (2.51), com o termo não-linear sendo calculado da mesma forma 

como descrito na sessão 3.2 (Tratamento do termo não-linear) e o gradiente de pressão 

como mostrado na sessão 2.3.2 (Recuperação do termo de pressão), e o termo viscoso de 

forma análoga a apresentada na sessão 2.3 (Transformação das equações de Navier-

Stokes para o espaço de Fourier).  

5) Leva-se � � �,
n
F k t

�
, para o espaço físico, obtendo-se � �,nF x t�

; 
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6) Utilizando a equação (2.3), obtêm-se o termo fonte de força euleriano: � �,nf x t�
, com 

valores diferentes de zero apenas nos pontos da interface; 

7) Leva-se � �,nf x t�
 para o espaço espectral, � � �,

n
f k t

�
; 

8) Filtra-se a função � � �,
n
f k t

�
; 

9) Calcula-se o termo viscoso e o termo não-linear através do campo de velocidade 

euleriano, dado em 1;  

10) Projeta o termo não-linear calculado em 9 e o termo fonte de força calculado em 8; 

11) Soma-se o termo não-linear projetado, o termo fonte projetado e o termo viscoso, 

obtendo-se assim o lado direito no espaço de Fourier �� �nRHS  da equação (3.10); 

12) resolve-se as equações de Navier-Stokes obtendo-se 1
l

nu �  e retorna-se ao passo 1. 

 

3.4 Avanço temporal 

Analisaram-se diferentes métodos de avanço temporal de diferentes ordens de 

precisão, os resultados serão apresentados no próximo capítulo. Após esta análise utilizou-

se o esquema de Adams-Bashforth de terceira ordem (3.9), na maior parte dos casos 

analisados nesse trabalho: 

 

 � � � � �1 1 223 16 5
12 12 12

n n n n n
l l l l lu u t RHS RHS RHS� � �- .� � � � �/ 0

1 2
, (3.9) 

 

onde �RHS  é o lado direito da equação diferencial no espaço de Fourier com o termo não-

linear tratado de forma pseudo-espectral, como descrito na sessão anterior: 

 

 � � � �2 n nn n
ml l lm mRHS k u tnl f	 � �� � �� �+ ,�  

, (3.10) 

 

onde �mtnl  é o termo não linear calculado de forma pseudo-espectral. 

 Observa-se que para utilizar este método é necessário avaliar o lado direito �� �RHS  em 

três passos de tempos anteriores, para isso é necessário utilizar um esquema de avanço 
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temporal de mesma ordem ou superior, que não precise dos passos de tempo anteriores. 

No presente trabalho os cálculos são inicializados com o esquema de Runge-Kutta de 

quarta ordem, dado por (3.11): 
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 (3.11) 

  
O método de Adams-Bashforth é mais econômico, quando comparado com Runge-

Kutta de mesma ordem, em termos de tempo de processamento, porém é necessário 

sempre armazenar os três passos de tempo precedentes. 

 

3.5 Processo de filtragem 

Como descrito na sessão 3.3, nos passos 4 e 9 do algoritmo, filtra-se os campos de 

velocidade e o campo de força, respectivamente. Este procedimento de filtragem é 

necessário devido à descontinuidade que surge ao se impor condições que devem ser 

estabelecidas pelo termo forçante. 

A descontinuidade gera o fenômeno de Gibbs (Figura 3.1, NAVARRA, 1994), 

prejudicando a convergência dos cálculos numéricos. Porém o uso do filtro faz com que a 

ordem de precisão numérica do método espectral diminua. O processo de filtragem é dado 

por: 

 

 � � � � � �, ( ) ,
filtrado

f k t f k t ��
� �

 (3.12) 

 

onde  ( ) �  é a função filtro que é apresentada abaixo. 
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Figura 3.1:Exemplo do fenômeno de Gibbs em uma função do tipo onda quadrada 

(NAVARRA, 1994) 

 

Kopriva (1986) propôs diferentes tipos de filtro para funções unidimensionais com 

descontinuidades, Figura 3.2. 

 

 
Figura 3.2: Tipos de filtro propostos por Kopriva (1986): (a) Raised Cosine, (b) Lanczos, (c) 

Sharpened Raised Cosine, (d) Cut-off 

 

No presente trabalho fez-se o estudo de três tipos de filtros proposto por Kopriva 

(1986), estendidos para duas dimensões. A modelagem matemática desses filtros é dada 

abaixo. 
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- Filtro de Lanczos (Figura 3.3): 

 

 
sin sin� �

��
� �

� �


� �
�  (3.13) 

 

onde, 

 

 
Lk
N

�
�� �  (3.14) 

 

�  e �  são as posições da matriz �� . L é o comprimento do domínio em uma direção, N é 

número de pontos discretizados do domínio em uma direção e k  é o vetor número de onda 

em uma das direções do domínio. 

 

- Raised Cosine (Figura 3.4): 

 

 � �� �,
1 1 cos 1 cos
4� � � � � �� � � , (3.15) 

 

onde ��  é dado por (3.14). 

 

- Sharpened Raised Cosine (Figura 3.5): 

 

 � �4 2 3
0 0 0 0( ) 35 84 70 20 �    � � � � , (3.16) 

 

onde 0  é dado por (3.15). 
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Figura 3.3: Filtro de Lanczos. 

 

 
Figura 3.4: Filtro "Raised Cosine". 

 

 
Figura 3.5: Filtro "Sharpened Raised Cosine". 
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 Além de filtrar os campos oscilantes que surgem no processo de acoplamento entre os 

métodos pseudo-espectral e fronteira imersa, também se utilizou filtragem nas componentes 

de velocidade u e v eulerianas de tempos em tempos. Esse procedimento é realizado para 

que o erro que se acumula no decorrer das interações no tempo seja eliminado. Canuto 

(1988) comenta que o filtro “Raised Cosine” (também conhecido como janela de Von Hann), 

pode ser interpretado como um termo de viscosidade artificial de segunda ordem, com 

coeficiente dado pela Eq: (3.17): 

 

 
2

4 / f

x
t N
�

�
, (3.17) 

 

onde x�  é o passo de discretização espacial, t�  é o passo de tempo e fN  é o número de 

passos de tempo entre as aplicações da filtragem. 

A freqüência de filtragem fN  é análoga para a seleção do tamanho da viscosidade 

artificial para o método das diferenças finitas. No caso dos outros filtros eles agem da 

mesma maneira que o filtro “Raised Cosine”, porém com um coeficiente de viscosidade 

diferente. 

 

 

3.6 Zona de amortecimento 
 

A zona de amortecimento (Buffer Zone ou Sponge Zone) é um procedimento 

numérico muito utilizado principalmente na fluido-acústica para minimizar a influência das 

condições de contorno nos campos de velocidade e pressão. Essa zona funciona como um 

sumidouro de vórtices (Figura 3.6). 

A função amortecimento foi utilizada neste trabalho para minimizar as influências 

das condições de contorno periódicas, intrínsecas ao método pseudo-espectral de Fourier. 

Ela pode ser utilizada para estabilizar o escoamento externo à geometria imposta pelo 

campo de força, principalmente, para as simulações com número de Reynolds elevados. 
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Figura 3.6: Jato simulado por Uzum (2003) mostrando a influência da zona de 

amortecimento. 

 

A função amortecimento é dada por: 

 

 ( )l lZA Q Qt�� � , (3.18) 

 

onde Q é a solução do problema, ou seja, as velocidades u e v, Qt é a solução alvo, ou seja, 

a solução que se pretende obter na zona de amortecimento, neste caso, como se quer as 

linhas de correntes alinhadas na saída do domínio, utilizou-se 0Qt � , para que todos os 

vórtices fossem amortecidos, e �  é o parâmetro de estiramento dos vórtices, o qual deve 

ser ajustado de acordo com o problema, para que se possa atingir a solução alvo de 

maneira suave. Ele é dado por: 

 

 za

f za

x x
x x

�

�
�� �

- .�
� / 0/ 0�1 2

, (3.19) 

 

onde �  e �  são constantes positivas, recomenda-se utilizar 3� �  e 1� �  (UZUM, 2003), 

zax  e fx  são, respectivamente, o início e o fim da zona de amortecimento e x�  é uma 

posição genérica no interior da zona de amortecimento. 

Uma vez calculada, a função ZA, ela é imposta na Eq. (3.10), obtendo-se: 
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 � � � �2 n nn n
ml l lm lmRHS k u tnl f ZA	 � �� � �� � �+ ,�  

. (3.20) 

 

No caso de se trabalhar com o método pseudo-espectral o cálculo de ZA é feito no 

espaço físico, o que torna a imposição da zona de amortecimento onerosa. 

 

 
Figura 3.7: Função � , com 3� �  e 1� � . 
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CAPÍTULO IV 

 

RESULTADOS 

4 Resultados 

Neste capítulo serão apresentados os três casos simulados para a validação do 

código pseudo-espectral acoplado com a metodologia da fronteira imersa. O primeiro caso é 

uma equação diferencial parcial não-linear unidimensional com condições de contorno 

periódicas denominada “Equação de Burgers” (BURGERS, 1948, apud SOUZA, 2005). Este 

caso serve para estudar e ajustar alguns parâmetros necessários para o código pseudo-

espectral, como por exemplo, análise da influência de diferentes esquemas de avanço 

temporal e diferentes tratamentos do termo não-linear. O segundo caso teste são os 

“Vórtices de Taylor-Green” (TAYLOR e GREEN, 1937, apud SOUZA, 2005), o qual 

apresenta uma solução analítica, suave e periódica para as equações de Navier-Stokes 

bidimensionais. O terceiro caso teste foi o da “Cavidade com Tampa Deslizante” 

(BURGRAFF, 1966) caso teste clássico utilizado na mecânica de fluídos computacional. Os 

resultados do presente trabalho foram comparados com os de Ghia et al. (1982), estes 

autores utilizaram a formulação de vorticidade e função corrente para estudar a efetividade 

do acoplamento entre o método de multigrid e um solver fortemente implícito na obtenção de 

soluções numéricas para escoamentos a altos números de Reynolds com malhas refinadas, 

para realização dos testes, eles utilizaram  como problema modelo o escoamento 

bidimensional, incompressível e em regime permanente. Apresentaram soluções para 

números de Reynolds entre 100 e 12.500. As malhas utilizadas foram de 129 x 129 para 

Reynolds até  5.000 e 257 x 257 para números de Reynolds acima deste valor, ambas com 

refinamentos uniformes próximo às paredes. Desde então, seus resultados são referências 

para qualquer estudo sobre cavidades bidimensionais e utilizados para comparações entre 

as diversas técnicas numéricas. 
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No presente trabalho foram simulados diferentes casos para a cavidade com tampa 

deslizante permitindo validar a metodologia desenvolvida, a qual simula problemas não-

periódicos utilizando o método pseudo-espectral de Fourier quando auxiliada pela imposição 

das condições de contorno do problema através da metodologia da fronteira imersa. 

 

 

4.1 Equação de Burgers 

A equação de Burgers (BURGERS, 1948), 

 

 
2

2

u u uu
t x x

	� � �
� � �

� � �
. (4.1) 

 

Ela é uma equação importante na escala hierárquica das Equações de Navier-

Stokes. Sua solução mostra um delicado balanço entre a os termos advectivo e difusivo. Ela 

é utilizada para modelagem simplificada da dinâmica de gases e para a acústica. Além 

disso, é uma das poucas equações diferenciais parciais não lineares que apresenta solução 

analítica (CANUTO, 1988). Devido a essas características foi o primeiro caso implementado 

para se testar o código pseudo-espectral. 

 Uma das soluções analíticas propostas para a Eq. (4.1) é apresentada por Canuto 

(1988), é ilustrada graficamente na Figura 4.1  e é dada por:  
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 (4.2) 

 

onde, 	  é a viscosidade cinemática, x  é a posição no eixo das abscissa, c  é a velocidade 

de fase, t  é o tempo e n  é o contador do somatório. 
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Figura 4.1: Condição inicial proposta por Canuto (1988) para a equação de Burgers, dada 

pela Eq. (4.2). 

 A condição inicial é dada pela Eq. (4.2) com t=0 s, como apresentado na Eq. (4.3). 
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 (4.3) 

4.1.1 Método de Avanço Temporal 

A primeira análise feita serviu para testar a influência de diferentes métodos de avanço 

no tempo. Devido à alta ordem de discretização espacial dada pelo método pseudo-

espectral, deve-se utilizar métodos de avanço temporal que permitam mantê-la. 

A equação de Burgers foi resolvida de forma pseudo-espectral utilizando a forma 

skew-simétrica alternada, para o cálculo do termo advectivo, e com diferentes números de 

pontos de colocação (16, 32, 64 e 128) (MOREIRA et al., 2006). Utilizou-se diferentes 

esquemas de avanço temporal: primeira ordem (Euler), terceira ordem (Adams-Bashforth) e 

quarta ordem (Runge-Kutta). Para todos os casos foi utilizado /12800t �� � , 0, 2	 � , 
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0c � . É importante salientar que para a inicialização do esquema de Adams-Bashforth foi 

usado um Runge-Kutta de quarta ordem. Para iniciar o cálculo do somatório que aparece na 

solução analítica a variável n varia de -50 a 50, (SOUZA, 2005). Na Tabela 4.1 mostra-se 

uma comparação do máximo erro absoluto Eq. (4.4), entre os diferentes tipos de avanço 

temporal. 

 

 maxabs a NErro u u� � ,  (4.4) 

 

onde au  é a solução analítica, Nu  a solução numérica dada pelo código desenvolvido e 

max  dá o máximo valor absoluto da diferença da solução analítica e da solução numérica. 

Na Figura 4.2 é analisada a ordem de precisão efetiva com relação aos diferentes 

tipos de avanço temporal, observa-se que a ordem de precisão espacial atingida pela 

metodologia espectral é influenciada pelo ordem de precisão do esquema de avanço 

temporal. 

 
Figura 4.2: Ordem de precisão efetiva: log(erro)x1/N, onde N é o número de nós de 

colocação. 
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Tabela 4.1: Comparação entre o erro absoluto para os diferentes esquema de avanço 

temporal. 

Nós de 
colocação 

Euler 
(1ª ordem)

Adams-Bashforth
(3ª ordem) 

Runge-Kutta 
(4ª ordem) 

16 9,520x10-2 9,396 x10-2 9,52 x10-2 

32 1,496 x10-2 1,433 x10-2 1,48 x10-2 

64 3,160 x10-4 1,662 x10-4 1,92 x10-4 

128 1,460 x10-4 1,044 x10-8 2,81 x10-8 

 

 

A partir dos resultados da Tabela 4.1 foi escolhido o método de Adams-Bashfort de 

terceira ordem para o avanço temporal do código pseudo-espectral inicializado com Runge-

Kutta de quarta ordem. Este método foi utilizado por Souza (2005), uma vez que é mais 

rápido computacionalmente que o método de Runge-Kutta. A desvantagem é que ele 

necessita do armazenamento das informações relativas a três tempo anteriores. 

 

4.1.2 Tratamento do termo não-linear 

A segunda análise feita com a equação de Burgers foi sobre o tratamento aplicado ao 

termo não-linear. Utilizando os mesmos parâmetros anteriores e adotando o método de 

Adams-Bashforth de terceira ordem para o avanço temporal, foram testadas a forma 

advectiva, a divergente e a skew-simétrica alternada para o termo advectivo (MOREIRA et 

al., 2006). 

Neste caso, por se tratar de uma equação unidimensional, é importante frisar que o 

termo não-linear na forma conservativa é alterado de uma constante igual a ½ , de modo a 

satisfazer a propriedade da regra da cadeia, isto é: 
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, (4.5) 

 

ou seja, 
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Portanto, da Eq. (4.6) chega-se que a forma advectiva é igual a metade da forma 

divergente, Eq. (4.7). 

 

 
1
2

u uuu
x x

� �
�

� �
. (4.7) 

 

Os resultados do presente trabalho foram comparados com os de Souza (2005). 

Canuto (1988) também apresenta resultados para essas mesmas simulações com um 

código espectral. A comparação entre esses resultados pode ser observada na Tabela 4.2. 

Os resultados apresentados na Figura 4.3 mostram que a forma advectiva é mais 

precisa que a forma divergente, porém, como se pode observar na sessão de Método 

Numérico, para o tratamento do termo não-linear, seu cálculo demanda um custo 

computacional mais elevado que a forma divergente, justificando o uso da forma skew-

simétrica alternada. 

 

 
Figura 4.3: Ordem de precisão efetiva: log(erro)x1/N, onde N é o número de nós de 

colocação. 
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Tabela 4.2: Comparação entre os erros absolutos de diferentes tratamentos do termo não-

linear 

N Advectiva Divergente Skew-Simétrica Fourier Espectral
(SOUZA, 2005)

Fourier Espectral 
(CANUTO, 1986)

16 1,29x10-1 3,57x10-1 9,40x10-2 1,29 x10-1 2,1 x10-1 

32 9,73x10-3 3,68x10-2 1,43x10-2 9,74 x10-3 2,5 x10-2 

64 3,25x10-5 4,03x10-4 1,66x10-4 3,26 x10-5 3,6 x10-4 

128 1,99x10-9 5,31x10-8 1,04x10-8 1,99 x10-9 6,1 x10-8 

 

Na Figura 4.4 nota-se como a solução com o termo não-linear divergente é mais 

oscilante que as demais testadas para 16 nós de colocação. 

 

 
Figura 4.4:  Solução da Equação de Burgers para diferentes formas do termo não-linear com 

16 pontos de colocação. 

 

Na Figura 4.5 mostra que, com o aumento do número dos nós de colocação, a 

solução aproxima-se da solução analítica muito rapidamente, não sendo mais possível 

observar diferenças para resolução superior a 64 nós. 
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Figura 4.5: Solução da equação de Burgers na forma skew-simétrica alternada para 

diferentes nós de colocação. 

 

Na resolução da equação de Burgers é importante ressaltar a capacidade do 

método espectral de capturar uma solução com fortes gradientes. Nota-se que com poucos 

pontos de colocação o fenômeno de Gibbs aparece, porém, sem nenhum processo de 

filtragem, é possível aproximar a solução numérica da analítica, apenas aumentando o 

número de pontos de colocação.

4.2 Vórtices de Taylor-Green 

O segundo caso estudado são os denominados “Vórtices de Taylor-Green” (TAYLOR 

e GREEN, 1937). Eles apresentam uma solução analítica suave e com condições de 

contorno periódicas para as equações de Navier-Stokes. Este problema foi escolhido para 

validação do código pseudo-espectral bidimensional. 

Dadas as equações analíticas para as componentes de velocidade (u e v) 

dependentes das coordenadas espaciais (x e y) e do tempo (t): 

  

 2. .cos( ).sin( ). tu U x y e 	�
'� � ,     (4.8)  
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 2. .v sin( ).cos( ). tU x y e 	�
'� ,     (4.9) 

 

onde U'  é a amplitude da velocidade do escoamento em [m/s], x a coordenada horizontal 

em [m], y a coordenada vertical em [m], t é o tempo em [s] e 	  a viscosidade cinemática em 

[m2/s]. 

Pode-se observar que as Eqs. (4.8) e (4.9) satisfazem a equação da continuidade, 

como demonstrado abaixo 

 

 2. ..sin( ).sin( ). tu U x y e
x
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 2. .v sin( ).sin( ). tV x y e
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�
.    (4.11) 

 

Portanto, 

 
v 0u

x y
� �

� �
� �

.   (4.12) 

 

Para a validação do algoritmo que permite determinar o campo de pressão, a partir 

das equações transformadas de Navier-Stokes, foi deduzida uma equação analítica para o 

campo de pressão a partir dos campos de velocidade conhecidos (MOREIRA et al., 2006), 

Eqs. (4.8) e (4.9). Para isso isola-se o termo da derivada de pressão das equações de 

Navier-Stokes, como mostrado nas Eqs. (4.13) e (4.14): 
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2 2

2 2

v v v v vvp u
y x y t x y

	
- . - .� � � � � �

� � � � � �/ 0 / 0� � � � � �1 21 2
,   (4.14) 

 

Integrando-se as Eqs. (4.13) e (4.14) e agrupando-as de forma conveniente, obtém-se a 

equação analítica para o campo de pressão: 

 � � % & 4, , cos(2 ) cos(2 )
4

tUp x y t x y e 	'� � .   (4.15) 
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Para a simulação dos vórtices de Taylor-Green em decaimento temporal, foram feitos 

três testes, variando-se o número de nós de colocação do domínio (Nx x Ny), e observou-se 

a evolução do erro em função do tempo. O erro foi definido segundo Souza (2005) como a 

norma L2 da componente de velocidade calculada uN e sua solução analítica ua: 

  

 � � � �
2

2
1 1

1 1 , , , ,
yx NN

N a
x y

L u x y t u x y t
N N � � � �

� �� �

� ��� .   (4.16) 

 

As simulações foram feitas com 32x32, 64x64 e 128x128 nós de colocação. 

1,0 /U m s�'  e 2/ 500 m /s	 �� . O passo de avanço temporal é de 0, 0005 st� �  utilizando 

o esquema de Adams-Bashforth de terceira ordem. 

O problema foi adimensionalizado, utilizando como parâmetros de 

adimensionalização: * / 2L L �� , onde 2Lx ��  e 2Ly �� , * 2 /u u� 	�  e *v 2 v /� 	�  e 

* 2/ 4t t	 �� . Como condição inicial foram utilizadas as Eqs. (4.10) e (4.11) com t=0 . Os 

resultados estão apresentados nas Figuras 4.6, 4.8 e 4.10. A comparação do erro em 

função do tempo para cada componente analisada está mostrada nas Figuras 4.7, 4.9 e 

4.11. 

 

 

 


