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Ribeiro, S. S. Conducao de Calor Envolvendo Fonte Moével. 2015. 93f. Dissertacao de
Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Problemas envolvendo conducao de calor podem ser observados em diversos aspectos e nas
mais variadas formas, pode-se citar: O aquecimento de uma chapa em um processo de sol-
dagem ou a conducdo de calor proveniente de um processo de furacao ou corte. Assim,
pretende-se, usando ferramentas de anélise matemaética e conceitos de engenharia e fisica
estabelecer este comportamento térmico, através do céalculo de solugoes analiticas 1D, 2D e
3D variando-se condi¢des de contorno e aplicid-la a um processo de soldagem. A obtengdo
de solucoes analiticas para este tipo de problema requerem procedimentos mais elaborados
aos que sao utilizados para problemas fixos, devido aos termos adicionais que surgem na
equagao governante. E desse modo, pretende-se contribuir com a literatura neste aspecto.
O método proposto para resolver as equacoes diferenciais parciais serd o método de fungoes
de Green. E também objetivo deste trabalho desenvolver a verificacio das solucdes obtidas
analiticamente, fazer comparacoes a solucoes obtidas numericamente e aplicacao a problemas
inversos. Nesse caso, propoe-se a aplica¢do e o desenvolvimento da técnica TEFBGF (transfer
function based Green’s functions) para estimtiva de aporte térmico. O uso de solugao analitica
monstrou-se, apos calculada e verifica, uma ferramenta robusta, de facil implementacao, e de
baixo custo computacional quando aplicada a problemas diretos ou inversos em conducao de
calor por fontes moveis.

Palavras-chave: funcoes de Green, solucao analitica, problema inverso, conducdo de calor



Ribeiro, S. S. Heat Conduction Involving Moving Source. 2015. 93p. Master’s Thesis,
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

Problems involving heat conduction can be observed in many ways and in various forms, we
can be mentioned: heating a slab in a welding process or heat conduction from a process of
drilling or cutting. Thus, it is intended, using mathematical analysis tools and engineering
concepts and physical establish this thermal behavior, by calculating 1D, 2D and 3D transient
analytical solutions varying boundary conditions and apply it to a welding process. Obtaining
analytical solutions to this problem require more elaborate procedures to those used for fixed
problems because of the additional terms that arise in the governing equation. And so,
we intend to contribute to the literature in this regard. The proposed method for solving
partial differential equations will be the Green’s functions method. It is also objective of this
work to develop the verification of the solutions obtained analytically, making comparisons
to the solutions obtained numerically and application in inverse problems. In this case, it is
proposed to application and development of the TFBGF technique for heat source estimate.
The use of analytical solution showed up after calculated and checks, a robust tool, easy to
implement, and low computational cost when applied to direct or inverse problems of heat
conduction by moving sources.

Keywords: Green’s function, analytical solution, inverse problem, heat conduction



Lista de Figuras

3.1 Problema X11.. . .
3.2  Problema X11Y11 .

3.3  Problema X11Y11Z11 . . . . . . . . o e e
3.4  Problema X11Y11Z11 . . . . . . o o s

4.1 Solugao problema X11. . . . . . .. .. ... oL
4.2 Fonte movel de calor a uma velocidade v =0,001m/s . . . . . . .. .. .. ...
4.3 Solucao problema X13. . . . . . . . ...
4.4 Grafico do problema X13 com v = 0,0005m/s na variavel x . . . . . . . ... ..
4.5 Solugao problema X11Y11. . . . . . .. ... ... o
4.6 Solugao problema X11Y11. . . . . . .. . .. .. .o o
4.7 Solucao problema X11Y11yll. . . . . . . .. .. .. o
4.8 Solucao problema X11Y11yll. . . . . . . .. ... o o
4.9 Comparativo entre a solugdo X10 e X11, v =0,0001m/s, t =30s . . . . . . . ..
4.10 Diferenca entre as solugoes X10 e X11, v =0,0001m/s, t =30s . . . . . . . . ..
4.11 Aproximagao da solugao X11 sobre X10. . . . . . . . . . .. ... ... ...
4.12 Aproximagao da solugdo X11 sobre X10. . . . . . . . . ... ... ... ...
4.13 Comparativo entre a solu¢ao X10 e X13, v =0,0001m/s, t =30s . . . . . . . ..
4.14 Diferencas absoluta e relativa entre as solucoes X10 e X13. . . . . . . . . ..
4.15 Esquema para utilizagdo do método. . . . . . . . ..o
4.16 Comparativo entre as solugoes X11 e X11Y11. . . . . . . . . .. .. .. ...
4.17 Esquema metodologico para cOmparagao. . . . .« « . v v w0 e e
4.18 Comparativo entre as solugoes X11 e X11Y11Z11. . . . . . . .. .. .. . ..
4.19 Esquema de comparacio para o problema tridimensional. . . . . . . . . . . . ..

4.20 Comportamento térmico das solugoes X13 e X11Y11Z13 para v = 0,0001m/s e t = 30s

4.21 Diferencas absoluta e relativa entre as solucoes X13 e X11Y11Z13. . . . . . .
4.22 Comparacao entre as solucoes analitica e numérica para o problema X11. . .
4.23 Perfil de temperatura entre as solugdes. . . . . . . . ...

4.24 Diferenca absoluta ent

4.25 Comportamento térmico das solu¢oes X11Y11 analitica e numérica para v = 0,0001m/s

et=30s .. .. ..

4.26 Comportamento térmico das solu¢oes X11Y11Z11 analitica e numeérica para v

0,0001m/s e t = 30s

5.1  Problema de soldagem

reassolucoes. . . . . . ..o Lo e

66

67
69



5.2
2.3
5.4
2.9
5.6
2.7
2.8
2.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20

Problema de soldagem e pontos para célculo de temperatura . . . . . . . . . ..

Perfil de temperatura nos pontos descritos pela Tab.5.1. . . . . . . . . . . . ...

Temperatura nos pontos ao longo do eixo y =0,02m. . . . . .. . . ... . ...

Temperatura nos pontos ao longo do eixo y =0,0Tm. . . . . .. . . ... ...

Esquema que ilustra a opercdo descrita
Ponto onde seré realizada estimativa .
Temperaturas para o ponto T24 . . .
Comportamento da resposta impulsiva
Comportamento da resposta impulsiva

pelaEq.b9 . . . ..o

Valores estimados para o termo de geracdo. . . . . . . . . . ... oL

Comparativo entre estimativas. . . . .
Diferenca absoluta entre as estimativas.

Temperaturas oriundas da geracao simulada e estimada. . . . . . . . . . . . . ..

Diferenca relativa entre temperaturas.
Ruido. . . . .. .. ... .. ....
Temperatura adicionada de ruidos. . .
Estimativa de geracao de calor. . . . .

Temperaturas oriundas da geracao simulada e estimada. . . . . . . . . . . . . ..

Diferenca relativa entre temperaturas.

i

71
72
72
73
75
78
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
89



Lista de Tabelas

3.1 Tipos e numeracao das Condicoes de Contorno. . . . .

5.1 Posicionamento dos pontos de cilculo de temperatura.

iii



Sumario

1 Introducao

2 Revisao Bibliografica
2.1 Introducao . . . . . . . L
2.2 Conducao de Calor por Fontes Moveis . . . . . . . . ... ... ... ...

3 Fundamentagao Teobrica

3.1 Imtroducao . . . . . . . . L
3.2 Solucao Geral 1D transiente . . . . . . . .. .. ..o

3.2.1 O Método de Fungoes de Green (FG) . . . . .. ... ... ... ...
3.3 Modelo Térmico 1D Transiente . . . . . . . . . . . . ... .. .. ......

3.3.1 Problema Térmico X11 . . . . . .. .. ... ... ..
3.4 Problema Térmico X13 . . . . . . . . . ... L
3.5 Problema Térmico X11Y11. . . . . . . . . . .. .
3.6 Problema Térmico X11Y11Z11 . . . . . . . . . . . . .. ... . ....
3.7 Problema Térmico X11Y11Z11 se movendo pelos 3 eixos (x,y,2) . . . . . . .
3.8 Problema Térmico X11Y11Z13 . . . . . . . . . . . . .. ... ...

4 Autovalores, Representacao Grafica, Verificacao e Comparacoes
4.1 Autovalores . . . . . . ...
4.2 Representacao Gréfica dos problemas X11, X13, X11Y11 e X11Y11Z11 . . .
4.2.1 Representacao Grafica do Problema X11 . . . . . . . .. .. ... ..
4.2.2 Representacao Grafica do Problema X13 . . . . . .. .. .. ... ..
4.2.3 Representacao Grafica X11Y11 . . . .. .. ... .. ... ...
4.2.4 Representacao Grafica X11Y11Z11 . . . .. .. .. ... .. ... ..
4.3 Verificacdo . . . . . . L L
4.3.1 Verificagdo, Problema Térmico X11 . . . . . . . ... ... ... ...
4.3.2 Verificagao X13 . . . . . . . .
4.3.3 Verificagao X11Y11 . . . . . . . . ..o
4.3.4  Verificagao X11Y11Z11 . . . . . . . . .. o oL
4.3.5 Verificacao X11Y11Z13 . . . . . . . . .. o o
4.4 Comparagao com Método Numérico . . . . . .. .. .. ... . oL
4.4.1 Problema Térmico X11 . . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ...,
4.4.2 Problema Térmico X13 . . . . . . . . . . . . . . ... .

iv

B

11
11
11
14
18
19
22
23
27
30
33



4.4.3 Problema Térmico X11Y11 . . . . . . . . . . . . . . ...
4.4.4 Problema Térmico X11Y11Z11 . . . . . . . . . . . . . . .. .. ...

5 Aplicacao e Problema Inverso
5.1 Aplicacdo . . . . . ...
5.2 Problema Direto . . . . . . .. ...
5.3 Problema Inverso . . . . . . .. ...
5.3.1 Funcao de Transferéncia . . . . ... .. .. ... ... ... .....
5.3.2 Estimativa de Geracao de Calor . . . . . . . ... ... ... .....

6 Conclusao

Referéncias Bibliograficas

68
68
70
73
74
77

91

92



Capitulo 1

Introducao

Problemas envolvendo conducao de calor podem ser observados em diversos aspectos e
nas mais variadas formas, pode-se citar dentre os mais variados casos: O aquecimento de
uma chapa em um tratamento térmico, a conducao de calor proveniente de um processo de
furacao ou corte, comportamento térmico durante um processo de soldagem ou o a geracao
de calor devido a processos de metabolismo celular. Neste tiltimo caso, trata-se de conducao
de calor em tecidos biologicos.

Nos casos, acima citados, pode-se observar a relevancia no estudo de tal fenémeno, pois,
sua melhor compreencao pode levar ao emprego e criagao de novas técnicas de aplicacao e
analise.

A conducao de calor através de um soélido se da por meio de agitacdo molecular, devido
a uma exitacao interna ou externa. Dessa forma o estudo se d& por meio de analises do
comportamento térmico variando-se materiais, geometrias, e formas de exitacao que podem
ser por um fluxo de calor externo, convecgao térmica ou uma geracao interna de calor.

Assim, pretende-se, usando ferramentas de analise matematica e conceitos de engenharia
e fisica estabelecer este comportamento, através do calculo do campo de temperatura que
apresentara um solido aquecido ou em processo de aquecimento. Neste caso, dizemos que
esta andlise é feita de forma direta, isto é, conhece-se previamente todas as variaveis que
envolvem o fendmeno, restanto apenas realizar o célculo do campo de temperatura.

Outra forma de andlise que pode ser empregada ao estudo de conducao de calor é definida
como problema inverso. Neste caso nao se conhece todas as variaveis que causaram a mudanca
de temperatura, apenas se conhece a variacao de temperatura e caracteristicas do material,
e assim pretende-se estimar a causa do fenémeno.

Variadas sao as abordagens que podem ser realizadas neste contexto, envolvendo proble-

mas direto ou inverso: Métodos numeéricos, de otimizacao, estatisticos, imagens térmicas, e



métodos matematicos para calculo de solugoes analiticas.

As solucbes analiticas em conducdo de calor apresentam-se como uma forte e robusta
ferramenta para o célculo de temperatura em um problema direto ou inverso. As solucoes
analiticas tem esta forca devido ao fato de nao dependerem de aproximacgoes, estimativas, er-
ros de arrendodamento ou truncamento, pois sao exatas, de facil implementacao e apresentam
baixo custo computacional.

A obtencao de solugoes analiticas para o problema tratado neste trabalho requer proce-
dimentos mais elaborados aos que sao utilizados para problemas fixos, devido aos termos
adicionais que surgem na equacao governante. O método proposto para resolver as equacoes
diferenciais parciais que juntamente com as condicoes de contorno modelam o problema sera
o método de fungoes de Green.

Desta forma o objetivo deste trabalho ¢ a investigacao, desenvolvimento de solucoes ana-
liticas e analise matemaética de problemas envolvendo condugao de calor em corpos aquecidos
por fontes moveis de calor, ou fontes fixas de calor aquecendo solidos moéveis. E também
objetivo deste trabalho desenvolver a verificacao das solugoes obtidas analiticamente usando
solucoes de problemas de geometrias finitas ou semi-infinitas, a fim de garantir a confiabili-
dade e seguranca das solucoes calculadas.

Outro objetivo é o uso das solugoes analiticas na aplicacao a problemas inversos. Nesse
caso, propoe-se a aplicagao e o desenvolvimento da técnica TFBGF (transfer function based
Green’s functions). Pretende-se empregéa-la a problemas de soldagem, para obtenc¢ao do
aporte térmico durante o processo.

A importancia das analises realizadas neste trabalho residem na melhor compreencao dos
fendmenos de conducao de calor por fontes moveis e geracao de contribuicoes bibliografi-
cas, visto que nao existem muitos trabalhos publicados envolvendo solucoes analiticas neste
sentido.

Este trabalho apresenta-se estruturado da seguinte forma:

e No segundo capitulo apresenta-se uma revisao bibliografica envolvendo os principais
trabalhos que abordam de forma variada o problema de conduc¢ao de calor em sélidos

moveis.

e O terceiro capitulo apresenta a metodologia e andlise do desenvolvimento do calculo
das solucoes analiticas em problemas moveis variando-se condicoes de contorno e geo-

metrias.

e No quarto capitulo apresenta-se as representacoes graficas, verificacoes das solugoes

analiticas obtidas no terceiro capitulo e comparacao da solugoes analiticas com métodos



numeéricos.

e O quinto capitulo apresenta a aplicacdo da solucao 3D em um problema moével de
soldagem, abordagem de problema inverso com detalhamento e aplicagao da técnica
TEFBGF. A conclusao deste trabalho é apresentada no sexto capitulo, juntamente com

propostas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Introducao

Apresenta-se neste capitulo uma revisao bibliografica de trabalhos em conducao de calor
envolvendo fontes moéveis com diversas abordagens: analitica, numérica, hibrida, inversa e
conceito de verificacao intrinseca. Utilizando diferentes combinacoes de condicoes de contor-

nos, condi¢oes iniciais e sistemas de coordenadas sao exemplificadas por variadas aplicacoes.

2.2 Conducao de Calor por Fontes Mdveis

Fourier (1822, p.354-365) em Théorie Analytique de la Chaleur, apresentou o primeiro
texto publicado com a intencao de investigar o fenémeno de conducao de calor em um sélido.
A importancia deste texto se da pela introducao a interpretagao e representacao matematica
do que o autor classificou como calor, através de anélise de séries trigonométricas, que pos-
teriormente foram batizadas de séries de Fourier em sua homenagem, dando inicio décadas
depois ao ramo da matematica Analise de Fourier, tornando-se entao o texto fonte padrao
de pesquisas em conducao de calor.

Rosenthal (1935) apresentou em seu texto o processo de obtencao de solu¢do analitica em
conducao de calor envolvendo processos de soldagem e corte, onde o fluxo de calor envolvido
no processo se move a uma velocidade constante na direcao positiva de um dos eixos cartesi-
anos. Rosenthal usou a hipotese para calculo da equagao diferencial de difusao como regime
quase estacionario. As solugoes sao obtidas por meio de aproximagoes em séries utilizando
diferentes tipos de geometrias e fontes de calor.

Um método rapido e inovador para o calculo de conducao e conveccao em um sistema

bifasico transiente de particulas em uma chama de alta temperatura ou corrente de plasma



foi proposto por H.E.Lee (1989). Em seu trabalho H.E.Lee (1989) propds a solu¢do para
esse problema por um método numeérico, que o autor considerou como rapido e inovador. O
método consite em simplificacoes da equagao governante e condi¢oes de contorno do problema
por func¢oes denominadas pelo autor como trial functions, e entao foram implementadas as
equacoes para solucao pelo método Runge-Kutta de quarta ordem e assim determinar os
perfis de temperatura para estas condicoes.

Ozisik (1993) apresentou em Heat Conduction varias ferramentas mateméaticas para abor-
dagem do problema de conducao de calor, que sao: Métodos numéricos e abordagem a
problemas inversos, como estimativa de um fluxo de calor desconhecido. Dentre estas fer-
ramentas, destaca-se o método que sugere mudancas de varidveis que serao utilizado neste
trabalho, que se propoe resolver o problema em termos da movimentagao do sélido sob uma
geracao pontual interna de calor.

Primeiramente Ozigik (1993) abordou a interpretagdo cldssica do problema onde o sélido
se move a uma velocidade constante sob os eixos coordenados mediante uma geragao interna
pontual e fixa de calor, e entao foram propostas mudancas de varidveis a fim de eliminar os
termos referentes a velocidade da equagao governante e leva-los para as condic¢oes de contorno.
A solugao do problema, entretanto nao foi apresentada.

Outro método numérico para solucao de temperatura em um problema bidimensional
envolvendo fonte movel em soldagem, foi apresentado por Nehad (1995). O autor apresen-
tou em seu trabalho o detalhamento do procedimento de soldagem por plasma arc welding
(PAW) do tipo AISI 304, onde foi modelado o fenémeno com mudanga de fase e proprieda-
des termofisicas variando com a temperatura. O método numérico usado para a realizacao
das simulacoes foi o método de volumes finitos utilizando o método up-wind para os termos
convectivos. Foi apresentado uma analise do comportamento térmico nesta situacao usando
variacoes de propriedades térmicas, expessura da regiao a ser soldada, velocidade e passo de
tempo.

Wei et al. (1996) apresentou uma solugdo analitica para um problema de condugao de
calor através de um laser de alta poténcia fazendo um trabalho de soldagem sob um soélido
se movendo através da coordenada X no sentido positivo do eixo. Wei et al. (1996) usou
o método de semparacao de varaveis e um sistema de coordenadas cilindricas para solucao
analitica do problema e também mostrou uma andlise do comportamento térmico durante
este processo sob uma cavidade idealizada como um paraboldide de revolucao, solido de
dimensoes infinitas para as coordenadas X,Y e semi-infinita para Z, fluxo de calor na forma
de uma distribuicao Gaussiana, condicao de contorno de isolamento térmico na superficie 7Z

e hipotese de processo quase estatico. Foi quantificado as caracteristicas de solidificacao e



mostrado resultados para diferentes parametros de soldagem.

Outra andlise semelhante foi mostrada por Solana e J.L.Ocana (1997) onde foi detalhado
e contruido um modelo tridimensional quase estatico de soldagem por um laser onde o solido
se movimentava a uma velocidade constante através do eixo X. O balanco energético levou em
consideracao os efeitos de evaporacao e perda por ablacao. O modelo apresentado ofereceu
uma descricao completa do campo de temperatura, densidade electronica, o grau de ionizacao
e absorcao, coeficiente dentro do plasma, e a profundidade de penetracao maxima para um
determinado conjunto de parametros do laser, como a energia, o raio de focagem e oscila-
¢ao. Solana e J.L.Ocana (1997) obtiveram em seu trabalho concordancia com os resultados
experimentais para uma ampla gama de poténcias de laser e espessuras de chapas.

Modelos matematicos do processo de soldagem Gas Metal Arc Welding (GMAW) foram
propostos por I.S.Kim e A.Basu (1998), que podem ser usados para prever parametros do
processo de soldagem. Foi considerado um modelo de geometria bidimensional, simétrico e
determinada geometria para o cordao de solda e velocidade de soldagem. O modelo mateméa-
tico usado pelos autores leva em consideracao quatro forcas motrizes para a ferramenta de
soldagem: eletromagnética, flutuabilidade, tensao superficial e forcas de arrasto. As condi-
¢oOes de contorno consideradas foram: Conveccao térmica nas faces laterais radiacao térmica
na face oposta a exposta ao fluxo de calor, também foi considerado um fluxo de calor mode-
lado como uma distribuicao Gaussiana

O software PHOENICS foi usado por I.S.Kim e A.Basu (1998) para resolver as equagoes
que descrevem o problema, com c6digo baseado no algoritmo SAMPLE. Os resultados mos-
traram que as forcas de tensao magnética e de superficie, e também as gotas de metal fundido
apresentaram influéncia na formacao da geometria do cordao de solda.

M.A.Wahab, M.J.Painter e M.H.Davies (1998) apresentaram em seu trabalho uma abor-
dagem numérica baseada em elementos finitos para solucao de um problema de soldagem
considerando geometrias bidimensional e tridimensional. Os autores apresentaram como
objetivo do trabalho a geracao de novos conhecimentos e melhoramento dos métodos compu-
tacionais para ciculo térmico na regiao de solda e estimativas de profundidade de penetracao
da solda, geometria, banho de fusao, velocidade de resfriamento. Segundo os autores, a preci-
sao dos tempos de refrigeracao previstos, penetracoes de solda e o comprimentos das pocas de
solda sao comparados com os valores obtidos experimentalmente para soldas bead-on-plate e
apresentou uma boa concordancia com dos dados experimentais para uma gama de codicoes
de soldagem

Nguyen et al. (1999) apresentaram em seu artigo o célculo analitico para condugio de

calor em um processo de soldagem, onde a ferramenta de soldagem se move a uma velocidade



constante durante o processo. O problema foi considerado com geometria semi-infinita, fluxo
de calor semi-elipsoidal com distribuicao Gaussiana, e sem efeito de conveccao térmica na
superficie de soldagem. O método de solu¢ao usado por Nguyen et al. (1999) foi integrar o
termo de fluxo de calor em uma regiao onde o ponto de fluxo de calor esta atuando em um
certo intervalo de tempo, satisfazendo a equacao governante do problema. A fim de comparar
a solucao obtida analiticamente com uma situacao real, foi preparado um experimento para
obtencao do comportamento térmico usando as mesmas hipoteses usadas no método analitico.
Observou-se pelas comparacoes, que os resultados obtidos analiticamente foram satisfatorios.

Uma abordagem matematica sobre o uso do método de funcoes de Green foi dada por
D.Cole e H.Y.Yen (2001) em seu trabalho. Os autores trouxeram uma abordagem matema-
tica conceitual e de andlise em variadas combinagoes de condicoes de contorno, sistema de
numeracao para fungoes de Green, normas, calculo e analise de autovalores e autofuncoes
além de trazer tabelados os autovalores e autofuncoes de diversos casos de combinacoes de
condicoes de contorno, convergéncia de séries, abordagem sobre geragao volumétrica interna
de calor e, fluxo de calor.

Outra abordagem numeérica foi usada por X.K.Zhu e Y.J.Chao (2002), a fim de realizar
uma analise térmica e termo-mecanica tridimensional nao linear usando o método numérico de
elementos finitos para simular a soldagem em uma placa de aluminio. Os autores investigaram
o efeito de cada propriedade do material, que depende da temperatura, simulando a soldagem
de uma placa de aluminio usando trés conjuntos de propriedades. Apo6s detalhar o método
de modelagem e discretizagao das equagoes governantes e condi¢oes de contorno, observaram
que limite de elasticidade e o médulo de Young apresentam efeitos significativos depois da
soldagem.

Dentre os métodos classicos para solucao de problemas em conducao de calor envol-
vendo fontes moéveis em procedimentos de soldagem, abordamos o trabalho de D.S.Nagesh e
G.L.Datta (2002) que investigou a geometria do cordao de solda e sua penetragao. Varios pa-
rametros afetam estas caracteristicas, dentre eles os autores destacam: Taxa de alimentacao
no eletrodo, corrente, tensao e velocidade e também a condutividade térmica. Os autores
usavam um método diferente ao abordado nos demais trabalhos citados. O uso de redes
neurais artificiais para modelar o processo de soldagem a arco foi explorada neste trabalho.
A rede neural, back-propagation, foi usada para associar as variaveis do processo de solda-
gem com as caracteristicas da geometria do cordao e penetracao. Essas redes apresentaram
boa concordancia com os dados de treinamento e produziram generalizacao satisfatoria. Se-
gundo os autores, uma rede neural pode ser eficazmente implementada para estimar o cordao

de solda, penetracao e parametros geométricos. Os resultados apresentados pelos autores



mostram uma pequena diferenca percentual entre os valores estimados e experimentais.

A resposta de temperatura durante um processo de soldagem por fonte movel, tungsten
gas are, foi proposta por W.Zhang et al. (2003) de forma numérica considerando um sélido
de geometria tridimensional em coordenadas retangulares exposto a um fluxo de calor e con-
veccao térmica em sua superficie, temperatura ambiente nas demais superficies de soldagem
e velocidade constante. O autor detalhou o procedimento para modelagem matemética do
problema juntamente com as condi¢oes de contorno. Volumes finitos através de uma malha
retangular foram usados. Apos realizar todos os calculos de discretizagao da equacao gover-
nante e condicoes de contorno pelo método de volumes finitos e detalhar a implementacao,
W.Zhang et al. (2003) comparou seus dados obtidos experimentalmente, e concluiu o que a
modelagem usada apresentou dados muito proximos aos reais.

Uma solucgao analitica para o problema da conduc¢ao térmica transiente com o movimento
do corpo soélido foi desenvolvido por Beck e McMasters (2004) para um paralelepipedo or-
totropico. Os autores propuseram uma anélise matematica envonvendo transformacgoes de
varidveis para eliminar as condicoes de fluxo e a dependéncia ortotropica. Usam-se dois ti-
pos de funcoes de Green: uma proveniente do método de transformada Laplace e outro do
método de separacao de varidaveis. O método de solucao usado é poderoso porque incorpora
verificacao interna dos resultados numéricos através da variacao do tempo de particao entre
os componentes curtos e longos. Um exemplo foi dado para uma caso multi-dimensional que
envolve ambas as condigoes de fluxo de calor e de contorno de temperatura prescritos.

Beck et al. (2006) apresentaram em seu trabalho uma abordagem sobre verifica¢ao in-
trinseca. Segundo os autores, a verificacao de c6digos numéricos que fornecem solugoes em
transferéncia de calor, obtidos por diversos métodos, ¢ muito importante. Verificar estas
solucoes consiste em comparar seus valores com solugoes exatas, mas também existem outras
formas de verificacao intrinseca que usam, pelo menos, duas solucoes analiticas independentes
exatas para obter valores numeéricos precisos. Trés tipos diferentes de verificagao intrinseca
para problemas transientes foram apresentados com abordagem matemaética e exemplos de
aplicacoes

J.Kidawa-Kukla (2008) apresentou o desenvolvimento de uma solu¢ao analitica para o
problema de conducao de calor em uma placa submetida a uma fonte de calor que estid em
movimento. A fonte de calor se move sob uma trajetorica eliptica, sempre sob a placa. Uma
solucao exata para o problema de uma forma analitica foi obtida aplicando o modo de funcoes
de Green. Exemplos de resultados de calculos numéricos para determinar a distribuicao da
temperatura na placa foram apresentados.

Solugoes analiticas em regime transiente com fluxo de calor em um dos contornos e multi-



dimensional é apresentada por Beck et al. (2010) em Heat Conduction Using Green’s Func-
tions que aborda o problema de um sélido moével se movendo a uma velocidade constante
sob o plano, aquecido por um fluxo de calor. Neste texto é proposto também pelo autor
mudancas de varidveis para que o termo referente a movimentacao do solido seja levado para
os contornos e possa aplicar o método de fungoes de Green para buscar solugoes analiticas.
O texto apresenta desenvolvimento teoérico e exemplo de aplicacao unidimensional sob um
s6lido se movendo com geometria semi-infinita.

O problema de conducao de calor em um cilindro foi analisado por Chen (2010) em seu
trabalho. Usando o sistema de coordenadas cilindricas foi abordado um método de funcgoes de
Green hibrido. O método proposto combina a transformada de Laplace aplicada a funcao de
Green do problema e o método numeérico e-algorithm para acelerar a convergéncia das séries
da solucao. O autor apresentou seis exemplos divididos em unidimensional, bidimensional e
tridimensional, onde se descreve o problema, a funcao de Green que caracteriza o problema,
a solucao pelo método proposto e gréficos ilustrando a solucao obtida para alguns tempos e
posicoes. Conclui-se que o método hibrido demostrou sucesso na investigacao deste tipo de
problema, nao apresentando oscilacoes numeéricas.

Kim (2011) fez uma anélise numérica de alguns problemas de conducao de calor expostos a
fontes moveis. Este tipo de problema, denominado parabolico, é observado em vérios ramos de
engenharia e segundo Kim (2011) e pode ser analisado com éxito usando o método numérico
de elementos finitos implementando uma malha adaptativa para lidar com o problema onde
a fonte de calor estd em movimento. A técnica apresentada permite o uso de pequenos
elementos em areas de grandes taxas de variacao de tempo e mudancga de temperatura. Os
autores mostram que um regime de malha adaptativa é eficaz na localizagao de oscilacoes
devido a gradientes de continuidade agudas na solugao, além do método superar em quase
3% o método tradicional de elementos finitos.

Mohammad et al. (2013) apresentou em seu texto uma andlise da distribui¢ao de tem-
peratura aplicando os métodos que foram descitos por Beck et al. (2010) e Ozigik (1993).
Soldagem por friccao é definido pelos autores como um processo de soldagem relativamente
moderno, que nao sé6 fornece as vantagens oferecidas por métodos de soldagem de fusao, mas
também melhora as propriedades mecanicas. Os autores descreveu todo o processo de sol-
dagem detalhadamente, ¢ iniciado o procedimento de célculo da solucao analitica transiente
baseada no método de fungoes de Green, considerando a ferramenta de soldagem como uma
fonte de calor circular movendo-se em uma placa retangular finita com a superficie de refri-
geragao e as condigoes iniciais nao uniformes e de fronteira nao homogénea. A abordagem da

solucao pelo autor, é dada de forma completa é clara e finaliza comparando a solucao obtida
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com dados obtidos de anélises numéricas utilizando as mesmas condigoes, os resultados foram
considerados, pelos autores, satisfatorios.

Neste contexto este trabalho pretende contribuir apresetando solucoes analiticas em con-
ducao de calor com fontes moveis, transientes e multi-dimensionais com variados tipos de
condicoes de contorno, e uma andlise mateméatica sobre o método de solucao.

As solugoes analiticas representam uma importante ferramenta para a solucao de proble-
mas de engenharia, uma vez que podem ser usadas para a validacao de solu¢oes aproximadas,
facilitam a anéalise e o entendimento de problemas fisicos Fernandes (2009), possibilitando for-
necer informacoes precisas sobre o comportamento das distribuicoes de temperatura e fluxo
de calor que podem ser dificeis de perceber a partir das solu¢oes numéricas. Contudo existe
uma grande dificuldade matemaética na obtencao de solugoes analiticas envolvendo interpre-
tagdo e calculo de um problema térmico, como sugere Fernandes (2009) “a complexidade
de um modelo térmico, do ponto de vista de obtencao de solucoes analiticas, normalmente
encontra-se em problemas multidimensionais transientes submetidos a nao homogeneidades
como condicoes de contorno de fluxo prescrito, geracao de calor ou condigoes de contorno
como temperatura variando com o tempo.”

Assim, embora os procedimentos de fungoes de Green estejam estabelecidos na literatura,
este trabalho pretende gerar contribuicoes abordando de forma analitica os problemas de
conducao de calor 1D, 2D e 3D transientes envolvendo uma fonte movel. Seré apresentado a
metodologia de solugao, a analise matematica que envolvende as transformacoes nas equacoes

governantes, condigoes de contorno e verificacao das solugoes.



Capitulo 3

Fundamentacao Teoérica

3.1 Introducao

Nesta secao apresenta-se uma abordagem metodologica de analise matematica e fisica en-
volvendo problemas de conducao de calor aquecidos por fontes moveis. Inicialmente apresenta-
se o procedimento para um problema unidimensional e em seguida serao abordados os pro-
blemas bi e tridimensionais. Em todos os casos as solucoes analiticas foram obtidas usando

o método de fungoes de Green.

3.2 Solucao Geral 1D transiente

O fenémeno fisico de conducgao de calor em um sélido moével qualquer é descrito por:

o*T oT oT
w = pCp — +v— s

ot ox (3.1)

onde v é a velocidade em que o so6lido se movimenta pela direcao negativa através do eixo

coordenado z.

De forma geral, as condicoes de contorno de primeiro tipo podem ser dadas por:

11
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j& as condicoes de contorno de segundo e terceiro tipos sao dadas por:

oT

—k’% o = h:z:l[Too — T(O, t)] + 4z, (34)
oT

— % el ]’LIQ[T(L,TS) — Too] — (2, (35)

sujeito & uma condicao inicial:
T(z,0) = F(x). (3.6)

Para aplicacao do método de fungoes de Green sugere-se uma mudanca de variavel ade-
quada para aplicar o método, isso devido ao termo:

oT
Pyt (3.7)

presente na Eq.(3.1)
Desta forma utilizando a relagdo, dada pela Eq.(3.8), definida por J.Tusek, J.Tomc e

M.Radkovic (2002) como Liouville transformation:

exp (% - “—2t) , (3.8)

200 4«

teremos um novo problema, porém agora na variavel W, assim a resposta de temperatura do

problema seré calculada fazendo:

T(x,t)= W(x,t)emp(% - Z—:) (3.9)

Mas para realizarmos a mudanca para a nova variavel W primeiramente, a partir da

Eq.(3.9) calculamos:

or ow vr vt v vr vt
— - —I—Wﬁexp — - —

or - ox ep 20 4« 20 4o
o’T  O*W ve vt oW v ve vt
— = exp | — — — ——exp | — — —
Ox? Ox? P 200 4o or 2a P 200 4o

3.10
N oW v ve vt N WU2 ve vt (3.10)
—— —erp| = - — —exp | —= - —

or 2a P 200 4« 4o P 200 4da )’

or ow ve vt - v? ve vt
— = ermp|—=——-—"—") —-W—eaxp | = - —
ot ot P 200 4o 4o P 200 4«



Substituindo na Eq.(3.1) teremos:
ve VRN (OPW _OW v v?
——— |z +2——+W—) =
rp <2a 404) < 0z? T Oz 2o * 404)

1 T v2t ow W v?
«Q &P 200 4« ot 4o

Apos simplificagdes obtém-se:

O*W ow

h ozz "o
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(3.11)

(3.12)

que é o problema auxiliar na varidvel /. Note a auséncia do termo dependente da velocidade

na Eq. (3.12).

Assim, da mesma forma substitui-se as Eqs. (3.10) nas Eqs.(3.2 - 3.6) e obtém-se para as

condicoes de contorno de primeiro tipo:

vt

W(0,t) = T(0,t)exp (%)

oL vt

W(L,t) = T(L,t)exp <—% + E) ,

os contornos de segundo e terceiro tipo serao:

—v?t ow v
ok {”p( Ia ) (%*Wﬁ)}

2

—v“t
=0 + haaWexp ( Y
4o

) - hxlToo + Gz1

simplificando:
oW —kv vt
—k - Wlhal ——= 4+ 1 = — ) (hp T,
6$ x=0 + |:c70 ( 20 + ml) exrp (4&) ( zl4 oo + QII) )

de forma analoga para o contorno em x = L:

ow

M o

kv —v%t vt
= = -_— hx - N h:p Too x )
L+ W| L(2a+ 1) €Ip< 1o +4a>( oToo + qu2)

A condicao inicial é também obtida da Eq. (3.10) e tem a forma:

W(z,0) = F(x)exp (—%) :

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Nota-se que, condi¢oes de contorno de segundo tipo se transformam em condicoes de
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contornos de terceiro tipo, enquanto contornos de primeiro e segundo tipos permanecem

inalterados, isso ocorre devido aos termos:

—kv
Wlz=0 (_QQ + hxl) ; (3.19a)
W (224 (3.19b)
=L 2% zl | > .

que sao definidos como coeficiente de tranferéncia de calor por conveccao efetivo, segundo
Beck et al. (2010).
Abordaremos a partir de agora o método de calculo analitico através de fungoes de Green

para o problema na variavel auxiliar W

3.2.1 O Método de Funcgoes de Green (FG)

O nome fungoes de Green é atribuido em homenagem ao matemaético e fisico inglés George
Green (1773 - 1841) que em seus estudos desenvolveu um método poderoso para obten¢ao
de solucoes analiticas em problemas transientes, quase estaticos e lineares em conducao de
calor, (BECK et al., 2010).

O método também pode ser aplicado a problemas de conveccao ou varios outros que
possam ser descritos pelo mesmo tipo de equacao diferencial, e desta forma possui algumas

Vantagens eI seu uso, Comao:

e Variacao espacial e distribuicao de temperatura inicial.
e Condicoes de contornos variando com o tempo e espago.

e Termo de geracao de energia variando com o espago.

Sem perda de generalidade considere o problema na variavel T

82_T_|_1( t)—la_T
A a ot

7zt T (3.20)

o termo g(z,t) refere-se a geragao de calor.

Sob a condicao de contorno geral:

oT
b+ W = f(z,1) (3.21)
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e a condigao inicial:
T(z,0) = F(x). (3.22)

De forma geral a solugao para este problema utilizando FG é:

L
T t) — / Gla tla', 1) F(2!)da! (3.23)
z'=0
A
o t L
+ —/ / gG(x, t|a', 7)dx'dr (3.24)
\k 7=0 Jx'=0 P
B
LORT
+ a/ 7G($,t|$'77)d7 (3.25)
7=0 ,
<

Onde A, B e C sao as integrais referentes a condicao inicial, termo de geracao e condi¢ao
de contorno respectivamente, G é a FG caracteristica do problema, dependente das condicoes
de contorno, e que é obtida usando métodos de separacao de varidveis ou transformada de
Laplace.

Obsevando a existéncia de um grande ntimero de solucoes analiticas em conducao de calor
em regime transiente, devido ao fato de varias possibilidades de combinacgoes de condicao de
contorno, foi proposto por Beck et al. (2010) um sitema de numeracao a fim de facilitar a
identificacao e organizacao dos diversos problemas que possam ser tratados.

Este sistema de numeracao é composto de uma letra e dois ntimeros, que respectivamente
simbolizam a direcao no eixo cartesiano e os tipos de condicoes de contornos naquela direcao,
isto é, as letras X, Y e Z referenciam as coordenadas z, y e z respectivamente. Assim partindo

da equacao da difusao:

oT
EV2T = P 5 (3.26)

que pode estar sujeita a seis condicoes de contorno distintas, tem-se
A primeira condicao de contorno possivel é chamada de condicao tipo zero ou condicao

natural, isto é, quando se trata de geometria infinita em uma ou mais direcoes.
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O numero 1 representa a condicao de temperatura prescrita ou de Dirichlet,
T(Tiu t) = fi(ra t)? (327)

Condicao de fluxo prescrito de calor ou Neumann, é representada pelo nimero 2.

= fi(r, t)7 (328)

E condicao de contorno de convecgao ou Robin, pelo nimero 3.

or
k=

h, T
ox +

Ti

v = fi(r,t), (3.29)

O namero 4 representa problema de condicao de contorno de quarto tipo, sem conveccao,

oT oT
—k—1| = fi(r,t)— b);— 3.30
or| =5 = (e (330
Condicao de quinto tipo, com convecgao é representado pelo ntimero 5.
oT oT
Lk — hT = fi(r.t) — b) — 31
aZL' v 1t fz(Ta ) (IOCP )Z at i (3 3 )

nas condicoes de contorno de quarto e quinto tipos o termo (pcyb); representa uma camada
fina na superficie ¢ onde b é a sua expessura.
As condicoes de contorno podem ser sintetizadas com sua respectiva numeracao conforme

a seguinte tabela:

Tabela 3.1: Tipos e numeragao das Condigoes de Contorno.

Notacao Nome do contorno  Descricao

0 Tipo zero Sem efeito fisico (infinito)
1 Dirichlet Temperatura prescrita

2 Neumann Fluxo de calor prescrito

3 Robin Conveccao

4 Quarto tipo (Carlaw) Filme fino, sem convecgao
5 Quinto tipo (Jaeger) Filme fino, com convecgao

Podemos exemplificar o sistema de numeragao com um problema X21. Nesse caso em
x = 0 tem-se condicao de contorno de um fluxo de calor prescrito, e em x = L a condicao
de contorno temperatura prescrita. Para problemas de duas ou trés dimensoes o raciocinio
segue de forma anéloga.

Para problemas multi dimensionais, a FG é o produto das FGs caracteristicas de cada
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dimensao. Por exemplo para um problema bidimensional com condi¢oes de contorno de

segundo e terceiro tipo na direcao x e primeiro tipo na direcao y, teremos:

G(:Ev Y, t|.’13/, y/a 7—) = GX23(x7 t|$/, T)GYll<y7 t|y/7 T)? (332)

0 que é outra grande vantagem na utilizagao no método de FG.

Assim, a solu¢do da Eq. (3.20) na variavel auxiliar W é dada por:

W<~T; t) = I/Vm(xa t) + chl (ZE, t) + WCCQ,B(xa t>7 (333)

onde cada parcela é referente a condigao inicial, condicao de contorno de primeiro tipo e
condigao contorno de segundo e terceiro tipo respectivamente. O termo de condicao inicial é

dado por:

L /
Win(x,t) = / G(xz,t|2',0)exp (—%) F(x')da, (3.34)

=0

para a condicao de contorno de primeiro tipo W é calculado por:

We1(0,t) = Oé/t iG (x,t|0, 7)1y (7)ex V—QT d (3.35)
ccl\Y, - o 835’ 1—\4y » T )Lg1\T P Aoy T .
Lo vL VT
- /TZO %G_l(ﬂf, t|L,T)Tx2(7’)6£Ep (% + E) d’l’7 (336)

j& para as condic¢oes de contorno de segundo e terceiro tipo:

a [ V2t
chg,g(ﬂf, t) = % /TO G(Q}g)_(‘r, t|0, T)exp (E) dr (337)
a [ vl vt
— G_ t|L — + — | dr. 3.38
+ L /7—0 (2,3)(‘7;7 | 7T>€xp (204 + 40é> T ( )
nas Eqs. (3.35 - 3.37) “” pode ser preenchido com qualquer tipo de condi¢do de contorno

dado pela Tab.(3.1)
As fungoes de Green para o problema W sao obtidas facilmente em Beck et al. (2010)
apéndice X, e dependem das condi¢oes de contorno especificas do proplema a ser tratado.

Na secao seguinte abordaremos a metodologia de solu¢ao do problema de conducao de
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calor aquecido por uma fonte movel.

3.3 Modelo Térmico 1D Transiente

Inicialmente apresenta-se um problema 1D transiente de comprimento L onde as
temperaturas em seus contornos sao conhecidas, e sdo T(0,t) = T(L,t) = 0 e a condicao
inicial 7'(z,0) = 0. Em uma posi¢ao qualquer x = P,, 0 < P < L, é inserido uma geragao de
calor pontual constante g,(x) = constante se movendo ao longo da direcao positiva do eixo
x a uma velocidade v = constante. Este tipo problema é referenciado por Beck et al. (2010)
como X11.

Para tratarmos este caso propoe-se mais uma mudanca de variavel, devido a dificuldade
de interpretagao geométrica do problema, pois o termo de geracao se move juntamente com
o solido. A intencao é entao fixar a geracao em algum ponto do sélido, enquanto o mesmo

se move na direcao do eixo x. Para isso, faz-se uma mudanca de coordenada no problema:

§=a—ut, (3.39)

fazendo o termo de geracao pontual interno ao sélido uma funcao delta de Dirac, assim

tem-se:

gp(x) = gp(w)d(x — vt), (3.40)

note que o termo de geracao depende apenas da posicao em que ¢ colocado, isto é, depende
apenas de uma coordenada x, para o caso unidimensional. Para um caso n-dimensional

tem-se:

g(ry) = g(r) [ 6:i(rj = P)), 5=1,2,3,-- (3.41)
=1

Introduzindo a nova variavel £ para o problema unidimensional obtem-se:

9p(x) = gp(2)8(€ — Fe), (3.42)
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onde P: é o ponto onde se deseja fixar o termo de geragao, note que 0 < Pr < L, mas para
condicoes de contorno de primeiro tipo tem-se 0 < P; < L

Desta forma, o eixo x, de fixo passa a se movimentar na direcao negativa a partir da
origem, enquanto o termo de geragao se fixa em um ponto P; dado. Graficamente podemos

representar a operacao realizada obsevando as Fig. (3.3 - 3.3)

X e
/
/ /
/

v / v
//
& gP & ’ gP

z 0 z 0
v y
y y
(a) Fonte de calor se movendo juntamente com o eixo x (b) Fonte de calor fixa sobre o eixo & mével

A seguir apresentam-se exemplos de solucoes unidimensional, bidimensional e tridimen-

sional com contornos de primeiro e terceiro tipo.

3.3.1 Problema Térmico X11

Apreseta-se nessa secao a solucao do problema térmico unidimensional de comprimento L
com condicoes de contorno de primeiro tipo. Considera-se aqui as propriedades k,a, o termo
de geragao g,(z) e a velocidade v sendo constantes.

Pode-se resolver um problema do tipo X11 onde as temperaturas inicial e dos contornos

sao nulas. A Fig (3.1) descreve esquematicamente o problema
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X

1
o

g(x,t) x=L

Figura 3.1: Problema X11.

Desse modo a equacao na variavel W que modela este caso ¢ dado por:

a;;/ +20,8(€ — P (% - Z—Z) -2 (3.43)
sob as condi¢oes de contorno:

w(0,t) = 0, (3.44)

W(L,t) = 0, (3.45)
e & condicao inicial

W(&,0)=0. (3.46)

4o
devido a mudanca de variavel 7' — W e a consideracao de uma geracao de calor pontual com

No termo referente a geragao de calor na Eq.(3.43) aparece a parcela §(§—P¢)exp <% - ”—2t>

variacao espacial sendo uma funcao delta de Dirac.

Assim a solugao por fungoes de Green para o problema é dada por:

v€ Vi

t L
a
W(Et) == Genn(€.11€',7)gp0( — Pe)eap( 5> — 7 )d€ldr. 3.47
€0=7 [ [ Gontete maptte’ ~ Poer (e — 77 (3.47)
Neste caso, como as condicoes de contorno de primeiro tipo e inicial sao zero, entao a
integral referente & condicao inicial é nula, restando apenas a integral do termo de geracao.
A mesma hipotese serd considerada para os demais casos.

A funcao de Green caracteristica do problema pode ser facilmente encontrada em (BECK
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et al., 2010, p.584) e tem a forma:

, 2 m2rla(t — 1) mmé mmé’
Gen (6,8, T =7 mz ( T)sen( 7 )sen( 7 ), (3.48)
Substituindo a Eq. (3.48) na Eq. (3.47) e usando a propriedade:
+o0
/ F(z)d(x — a)dz = F(a), (3.49)

resta calcular:

wien=2 [ Zexp<—m”§<f—f>)m(m$)

(3.50)
s mm P vP; vt J
en | — exp | — — — | dr.
L )7\ 2a " 4a
Entao:
2 0 P, t 2
W t) = %Z mZ: sen(Bm&)sen( B Pe)exp (2;) exp(—p2 at) /7_0 exrp (ﬁfnom- — %) dT(3 51)
A
onde f3,, = ** e fazendo B = (52 o — —) a integral A é resolvida da seguinte forma:
t 2t T
/ exp (ﬁz aT — —) dr = / exp(TB)dr
7=0 dov t=0
B exp(TB) t
- B 7=0
_exp(BT —1) (3.52)
B B

exp (52 at — Z—;) -1
fra—
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Deste modo a solucao para o problema ¢ dada por:

T, t) = exp (% - Z—Z) {% Z sen (mTﬂf) sen (mng)

m=1
—? —m2r2a (353)
op\ [eor (52t) —eon (=58)
Xexp 2% el 02 .
L2 4«

3.4 Problema Térmico X13

Nesta secao apresenta-se a solucao do problema térmico X 13, este problema possui con-

digoes de contorno de primeiro e terceiro tipos, em x = 0 e x = L respectivamente. Também

seré considerado um termo de geragao seguindo as mesmas caracteristicas apresentadas no

problema £11.

Desse modo a equacao na variavel W que modela este caso é dado por:

PW 1 v v 1 0W
Za.0(6 — P, — | === 3.54
&2 T (&= Fexp (2a 4a> a Ot (3:54)
sujeito as condicoes de contorno:
W(0,t) =0, (3.55)
8W /{ZU —vL | vt
k—— W(L,t)({h+— ) =hWyera T 3.56
S|, i (he ) ] (3.50)
onde
kv
heff =h+ 5 (357)
e a condicao inicial
W(£,0)=0. (3.58)

Assim solucdo para o problema é proposta da seguinte maneira

W(&,t) = Wy, (&, 1) + Wears (€, 1) (3.59)
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Desse modo por FG a solugao toma a seguinte forma:

t L ’ 2.
wen="2 / / G(E. 11, 7)g,0(€ — Po)ess 5 de'dr
b om0 Jeo (3.60)

(0] t L —vL | v2t
+ —/ / G(&,tE, T)hW e za Taa de'dr
k 7=0 J¢'=0

A FG para o problema X13 é facilmente obtida em Beck et al. (2010) e é dada pela

equagao seguinte:

o) ) 2 B2
Geas(&, ¢, ) = % > e Pmusen(Bng)sen(Bnt’) (ﬂ%) (3.61)

m=1

onde —B = Bcot(By), B="2eu=a(t—7)

Apos realizar as integragoes com relacao a £’ e 7 a solucao para o problema é dada por:

2
ve % | 2 = 2 4 B2 wre [ oot _ —BRat
T(&,t) = ere e ) %9 E e Pt sen(Bng)sen( By Pr) _ Pt B e | &1 € 2
m=1 ﬁfn& - Z—a

p2 + B2+ B
2
hW 0 2 B2 + B2 L e%at _ e*ﬁﬁzat
o] —Bhu _ Pt B oL et — e fmot
Lk mzzl e rrtsenlfnd)sen(fnF) (ﬁ% +B2+B)°¢ Bla+ 2

3.5 Problema Térmico X11Y11

3.62)
2¢

considera-se um problema bidimensional de dimensoes L, e Ly com geracao interna se
movendo a uma velocidade constante na dire¢do negativa do eixo x. Consideram as mesmas

hipoteses do problema £11 a equagao que modela o problema é dada por:
o*r  0*r g 1 /or oT
R 1 = = == 3.63
8$2+8y2+ l{:($’y) a(@t U@x) (3.63)
Considere também uma geracao interna na forma:
gr(x,y) = gré(z — vt)o(y — 0), (3.64)

note que, nesse caso o termo de geragao depende de um par ordenado (x,y) que é a posi¢ao

no plano onde seré colocado a geracao, note também que o termo de geracao ¢ multiplicado
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por duas funcgoes delta de Dirac, onde a segunda nao depende da velocidade, isto é, este solido
é modelado para se mover apenas na diragao do eixo x. Caso desejasse uma movimentacao

em ambas as dire¢ao a Eq.(3.64) tomaria a forma:

gr(x,y) = gro(z — vat)o(y — vyt), (3.65)

onde v, e v, sao as velocidades nas dire¢oes x e y respectivamente.
Para resolvermos este problema usaremos a metodologia analoga a anteriormente usada,

isto €, usaremos as variaveis auxiliares £ e W que sao respectivamente:
E=x—t (3.66)

VL v2t
_ 3.67
rp (2a 4a> (3.67)

Note a Eq.(3.67) dependente apenas de x mesmo para um problema bidimensional. Isto se
deve ao fato da movimentacao ocorrer apenas sob o eixo z. Para em um caso tridimensional

com movimentagao nos trés eixos, a seguinte equagao para mudanca de varidvel seria aplicada

vex U3t Uy Y vit v,z v
AR =z 2 == 3.68
ip ( 200 404) P < 200 4a> “rp < 200 404) (3.68)

onde: v,,v, e v, sao respectivamente as velocidades de movimentacao sob os trés eixos coor-

denados z,y, 2.
Desta forma efetuando operacoes algébricas anédlogas as realizadas ao problema unidi-

mensional, obtem-se o problema auxiliar

oW 0*W gL vt 1 0W

ve vt
g g T 0T Pl = Rlene = O (8.6
sob as condicoes de contorno:
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e & condicao inicial
W(,y,0)=0 (3.72)

Graficamente pode-se ilustrar o problema da seguinte forma:

a(x,y)

L1

Figura 3.2: Problema X11Y11

A solucao por FG para o problema é dada da seguinte forma:

t L1 Lo
W(, y,t) = / / Geyu(6,y, €y, 7)
7=0J&'=0 Jy'=0

ve! W2
x %gLa(g' — P)o(y — P,)ee i dy'd¢'dr

(3.73)

Onde Geriyn € a funcao de Green para o problema, e é calculada efetuando o produto
das funcoes de Green nas diregoes £ e y, que podem ser encontradas em (BECK et al., 2010),

entao:

Gent(6.1) = L% S e Fhtsen (Bu€) sen (Bnt) (3.74)
m=1
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Gyu(y,t) = I% Z e Pitsen (Boy) sen (Bay) (3.75)
n=1

onde 3, = 7%, B, = = eu=cat—r1)
Assim efetuando 0 produto das Eqs.(3.74-3.75) tem-se a FG caracteristica do problema.

ZZ@ e sen (B,,8) sen (Bml’) sen (Byy) sen (Bay') (3.76)

mlnl

G§11Y11(f y,

Assim

wiewn= [ [" [ S S R () en (5
T= y'=

—1 n=1 (3.77)

L910(¢ — POy — P)es W dyde'dr

x sen (Bny) sen (Bny’)

usando o fato que [°° F(2)d(z — a)dz = F(a), tem-se

4049L
W(y.t) = ZZsen Bn€) sen (B Pe) sen (Buy) sen (8,P,)
m=1 n=1 < )
op. [t 3.78
X 625/ eiﬂ’%“uﬂg%fuch
A
resolvendo a integral indicada por A
t 2 2 ‘U2T 2 2 t 2
/ e—ﬂmu—ﬂn To T — e—ﬁmat—ﬁnat/ eﬁmom——i-ﬁnar——dT
=0 7=0
s [1 2 v2r
— efatB / €B aT— 4a dr
7=0
P (5.79)
_ 6—0415326 do —
B2%a + %
2
eﬂt _ €—B2at

2 v2
Boz+4a
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onde B? = 32 + (32

Assim a solucao do problema na variavel T é:

T, y,t) = B { dagr Z Zsen (Bm&) sen (B Pe) sen (By) sen (5,F,)

UP§ 6_41)0,t — e (62 —‘,—B,,%)Oét
X € 2o 2 2 02
(Bo + B2+ 45

3.6 Problema Térmico X11Y11Z11

(3.80)

Nesta secao serd abordado o problema térmico tridimensional de condugao de calor por
uma fonte fixa de calor em uma posicdo (P, P, P,) determinada, em um sélido que se
movimenta a uma velocidade constante através do eixo x negativo.

Considera-se entdao um cubo de dimensoes Ly = Ly = L3 e uma geragao interna, gs(z,y, z) =
constante, sob a condicao de contorno de temperatura prescrita em todas as faces, sendo a

temperatura inicial também nula, a Fig. (3.3) ilustra o problema.

Figura 3.3: Problema X11Y11711

A equacao governante que descreve o problema é dada por:
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o*’T  0*T 9*T g, 1 /0T ar
s = == == 3.81
8m2+8y2+822+ k(x,y,z) a(@t Uax) (3:81)

sob as condigoes de contorno:
T(0,y,2,t) =T(Li,y,zt) =0 (3.82)
T(x,0,2z,t) =T(x,Lo,2,t) =0 (3.83)
T(z,y,0,t) =T(z,y,Ls,t) =0 (3.84)
(3.85)
e a condicao inicial

T(z,y,2,0)=0 (3.86)

Neste caso também sera considerado o termo de geracao interna como uma funcao Delta

de Dirac, assim:

gs(xa Y, Z) = gsé(x - Ut)é(y - 0)5(2 - O) (387)

pode-se observar o uso dos indices p, L e s respectivamente para o termo de geragao nos casos
unidimensional, bidimensional e tridimensional e significam point, line e surface segundo

Ozigik (1993). De forma analoga tem-se

W OPW 9*W g v 03t 10T
aez + Iy + 5.2 + %(5(6 — P:)é(y — P,)o(z — Py)exp <£ — E) =5 (3.88)
sujeito as condicoes de contorno
W(0,y.2,8) =W(Li,y,zt) =0 (3.89)
W(,0,2,t) =W( La,z,t) =0 (3.90)
W(&y,0,t) =W(&y,Ls,t) =0 (3.91)
(3.92)

3.92
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e & condicao inicial
W(&y,2,0)=0 (3.93)

Entao, a solucao por FG é proposta por

oo 0 0

W(E,y, 2 ) /0/:/ / Lngnglzz BB e () sen (Bnd)

n=1 =0
x sen (Bny) sen (Bny') sen (B;z) sen (Bi ) (3.94)
X Egs 5(€ — P)o(y — P,)0(z — P,)ezw 2 i dz'dy d¢'dr
onde: B, = 7%, n:%,ﬁizgeu:a(t—ﬂ.
usando a propriedade fj;o F(z)é(x —a) = F(a), tem-se
W, y,z,t) = _Sag i ZZsen (Bm€) sen (B Pe) sen (Bny) sen (5, Py)
’ LiLyLsk m=1n=1 i=1
R (3.95)
x sen (8;z) sen (BiP.) e / e~ P FRu=Fru— g
=0
x
resolvendo a integral indicada por A
t 2 2 2, vir 2 2 2 ¢ 2 2 2 w27
/ 76 u—pBru—p; G dr = e — B at—pr at—pf; at/ eﬁma‘r+/3’na‘r+ﬁi To dT
7=0 7=0
t 2
— e—atB2/ €B2OLT—U4(: dr
=0
v2t
_ _—atB? eBlat—i _ (3'96)
Ba + =
eifat - e—B2ozt
B*a + -

onde B? = ], + 37 + 57
Assim a solucao do problema na variavel original é dada por
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T(E,y, 2,t) = e~ e {LgLag[i - Zzzsen Bin&) sen (BmPe) sen (Bny) sen (8, P)
LH2E8% =1 n=1 i=1 (3.97)

ng e%jt J— 6_(ﬁ72n+ﬁ721+512)2at
x sen (B,z) sen (B, P,) e 2= 5 5
(B3 + 6%+ B7)?a+ 35

3.7 Problema Térmico X11Y11Z11 se movendo pelos 3
eixos (X,y,z)

Nesta secao sera abordado a solucao tridimensional para o problema de conducao de
calor em um solido movel com movimentagao através dos trés eixos coordenados (z,y, z) as
condicoes de contorno sao as mesmas usadas na secao anterior, isto é, todas as faces mantidas

a temperatura constante igual a zero, sendo também nula a condicao inicial.

Figura 3.4: Problema X11Y11711

A equacao governante neste caso é:

o*T  9*T 0T
+ o+ 8

(3.98)
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Note que no lado direito da Eq. (3.98) tem-se os termos dependentes da velocidade nas
direcoes y e z, note que se v, = v, = 0, temos o mesmo problema resolvido na secao anterior.

As condigoes de contorno utilizadas sao

T0,y,2,t) =T(L1,y,2,t) =0 (3.99)
T(z,0,2,t) =T(x,Ls,2,t) =0 (3.100)
T(x,y,0,t) =T(x,y,Ls,t) =0 (3.101)

(3.102)

e & condicao inicial
T(x,y,2z,0) =0 (3.103)

Considere o termo de geracao interna como uma fungao Delta de Dirac, desta forma:

gs(x,y,2) = gé(x — v,t)0(y — v,t)0(z — v,t) (3.104)

note que neste caso, movimentacao pelos trés eixos, a funcao delta de Dirac depende da
velocidade para todas as direcoes.

Analogamente:

v, Vit vy Uit v,z v
R CE ) S CVRR N (LR

Onde as novas coordenadas moéveis sao definidas por:

£ =1x— vt (3.106a)
v =y —uyt (3.106b)
(=z—uv,t (3.106¢)

Usando as relagoes para mudancas de variaveis descritas pelas Eqs. (3.106a-3.106¢) e

Eq.(3.105) aplicadas a equacao governante e as condigoes de contorno e inicial tem-se
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CW W OW
ogz  oyr o¢

+£26(6 = P)S(y = PS¢ — )

3.107
er v§§+vvy+v<§_t(v§2+vz+vg) _1aw ( )
b 2a 4o o Ot
Sob as condi¢oes de contorno:
W(0,7,¢,t) =W(Li,7,(,t) =0 (3.108)
W(0,¢t) =W(E Ly, (1) =0 (3.109)
W(,0,t) =W(& v, Lst) =0 (3.110)
(3.111)
e a condigao inicial

W(&,7,¢0)=0 (3.112)

A FG para o problema X11Y11Z11 é obtida através do produto das FG’s relativas as

direcoes coordenadas x,y, z. a FG relativa ao problema do tipo 11 tem a forma:

[e.9]

Gxi(z, t|2’, 7) Z Bt sen (Bt sen (Bm’) (3.113)

m=

onde B, = " eu=at —7)
Como para as demais dimensoes tem-se a mesma FG, entao a FG G x11y11211(%, y, 2, t|2', ¢, 2/, 7)

sera:

o o0 00
GX11Y11Z11(J7 Y, z, t|l’ y 2 T) L L I ZZZ B Lo B"“e BQqL
olu3 = =

X sen (Bmx sen (5mx ) sen (ﬁny) sen (Bnyl)
X sen (B,z) sen (B,2")

(3.114)

Logo
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Lo 0o o0 00
Wiemet = / /5 //< L D3 e e (306) sem (3

" (3.115)

x sen (B,7) sen (B.7') sen (8,¢) sen (5@()
vet tuyry vl TR VI 4D

X 906 = P)S(y = P)S(C — Pe - d(dydgdr

onde: B, =1, B, =72, By =Feu=a(t — 7).
E analogamente obtem se

> S sem (B s (BruPe) sen (8)
o (3.116)

v 2 2, 3232
vePetvy PytocPe [ e7da — e~ (Bmthnthp) at
xsen (B, Py) sen (B,C) sen (B,FPr) e 2o
} " (B + 2+ BRPat 2

2 2 2

v5§+u»y'y+v<4_t(v5+v,y+uc) 8@9

T(ga Y, Ca t) =e 2a da =
Ly LoLsk 1Lo L3k

onde V' = ve + vy + v¢
Visando uma maior aplicagao dessas solugoes apresenta-se a seguir uma fonte moével sendo

aplicada a superficie z = L3 exposta a um meio convectivo.

3.8 Problema Térmico X11Y11Z13

Apresenta-se o problema térmico tridimensional de conducao de calor em um sélido mo-
vel com contorno de conveccao térmica na face z = W. As demais faces sao mantidas a
temperatura prescrita constante igual a zero, e a movimentacao do s6lido ocorre apenas na
direcao do eixo .

A equacao governante para este caso nas variaveis W e £ é dada por:

PW - PW n PW

N vé v 10T
0&? oy? 0z

+40(6 = ooy~ PO — Poean (55 - 11) = S50 6)

Sob as condigoes de contorno:

W(,y,z2,t) =W(Ly,y,zt) =0 (3.118)
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W(,0,z,t) =WI(, Ly 2z, t) =0 (3.119)
W (& y,0,1) =0 (3.120)

e a condicao inicial
W(,y,2,0)=0 (3.121)

A condicao de contorno para z = Lz é dada por:

orT

S| = h(T(Le,t) — t) (3.122)

z=L3

aplicando as mudancas de varidveis tem-se:

k —v v2t
onde
k
h+ 2—” = hess (3.124)

heg € 0 fluxo de calor por convecgao efetivo, segundo Beck et al. (2010). Assim a Eq.(3.123)
¢ a condicao de contorno para z = Ls.

A funcao de Green para o problema é dada pelo produto das fungoes de Green nas trés
diregoes. Assim, para as direcoes x e y temos as mesmas expressoes descritas na secao

anterior. Ja a fun¢ao de Green para a diregao z segundo Beck et al. (2010) é dada por:

Gis(2, 112, 7) Ze Pitsen(B,z)sen(B,z )M (3.125)
213 p P ﬁg +B2 —|—B .
E portanto:
Griyiiz t B2u,—B2u,—F2u
ny213(@, Y, 2ty 2 T) LngLgn;;;e e e
x sen(Bmx)sen(Bma’)sen(Buy)sen(Buy’) (3.126)

8y + B?

< sen(Bz)sen(h?) g
p
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Onde: By, = 7%, B, = 5, —B = Bpcot(By), B = % e u = at — 7). Entao,obtem-se por
FG:

oo 0 oo

S OSY etheitugfn

L1
wiewzo= [ [0
=0 /¢ LL2L3m1n1p1

x sen(fmé)sen(Bm&")sen(Byy)sen(Buy’ )sen(ﬂpz)sen(ﬁpz’)
52 + B2 a
m e

8(& — Pe)o(y — Py)d(z — P, )e e dy'dg'dr
(3.127)

oo o X

+/r=o/g / / L1L2L3ZZZ e P =

m=1 n=1 p=1

X sen(Bm€)sen(Bn)sen(Buy)sen(Buy’)sen(By2)sen(B,z2")
52 +B2 +B

WWae 5~ d2' dy'de'dr

Usando as técnicas de integracao anteriormente apresentadas para as duas quadruplas de

integrais teremos a solu¢ao do problema dada por:

Ty, 2,t) = e%_% {L EgLO;gLsgk z:lnz:lpz;sen Bm&)sen(Bm Pe)sen(Bny)sen(B,Fy)

R W o e it
x sen(Bpz)sen(PyPz) (m (B2, + B2 + B2 — 42

h —vLg
E?ngk Z ZZsen Bm&)sen(Bny)sen(Syz)e 2= (3.128)

=1n=1 p=1

) (e-:ff - e—(ﬂm+ﬁn+ﬂp>at> ( B2+ B? ) (1 - cos(ﬁle))
(B + B2+ B)a— 5 )\ + B2+ B o
y (1 - COS(/BnLQ)) (1 - cos(ﬁpL3)> }
P By

Apresentam-se no proximo capitulo a implementacao das solucoes descritas neste capitulo,

o detalhamento do calculo dos autovalores para o problema X11Y11713, verificacao das

solucoes e comparagoes com solucoes numéricas.



Capitulo 4

Autovalores, Representacao Grafica,

Verificacao e Comparacoes

Neste capitulo apresenta-se a metodologia para o calculo dos autovalores dos problemas
apresentados no capitulo 3, as representacoes graficas das solugoes analiticas para todos os
problemas térmicos apresentados, verificacao das solucoes, comparagoes entre as solucoes

obtidas analiticamente e numericamente.

4.1 Autovalores

Solucoes analiticas calculadas por meio de FG dependem do calculo de autovalores, au-
tofuncoes e normas. que sao definidas pela caracteristica do problema. Mostra-se nesta
secao a metodologia utilizada para o calculo dos autovalores para os problemas mostrados
no Capitulo 3.

Observa-se que, para o problema unidimensional com condicao de contorno de primeiro

tipo, o autovalor associado é:

B = , (4.1)

onde 0<xr<Lem=1,2,3,---

Para os problemas bidimensionais e tridimensionais que possuam mesmas condigoes de

36
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contorno, de primeiro tipo, os autovalores associados para cada direcao sao:

B = ; (4.2)

onde 0<r,<L;,L=1=1,2,3,---er=ux,y,2,--

Como dito anteriormente, as FG’s para problemas bidimensionais e tridimensionais sao
o produto de FG’s unidimensionais, assim, se tratamos de um problema do tipo X11 ou
X11Y11Z11 a FG dependera dos mesmos autovalores em sua solucao analitica. Note que os
autovalores nestes casos sao calculados de maneira direta, apenas variando-se m, x e L.

Ja para problemas com condicoes de contorno de terceiro tipo, como é o caso dos proble-
mas X13 e X11Y11Z13 abordados no Capitulo 3, os autovalores sao raizes de uma equacao

transendental da formas:

—B = Bycot () (4.3)

onde B = hTL

Calcular os autovalores, 3, para este caso, consiste em buscar por valores que satisfacam
a equagao transendental Eq.(4.3). Isto é, teremos que calcular as raizes da equacao Eq.(4.3).

Diversos métodos se aplicam a esta tarefa: Método da biseccao, Newton Rhapson, Mé-
todo da secante e o método de interseccao assintotica. Este tultimo consiste em buscar por
intersecgoes graficas entre o lado direito e esquerdo da Eq.(4.3), onde cada intersec¢do é um
autovalor f3,. Este método ¢ interessante, pois segundo Oliveira (2015) “métodos iterativos
tentem a perder o primeiro autovalor”.

Para a aplicacao que seré desenvolvida neste trabalho usaremos uma aproximacao apre-
sentada por Beck et al. (2010), pois, como mostra o comparativo realizado por Fernandes
(2009) esta aproximagao para esta aplicagdo nao possui problemas de calculo dos autovalores
By.

Assim, os autovalores 3, serao calculados, segundo Beck et al., da seguinte maneira:

Para —-1< B<oo,m=1e -1 < B < —0,6:

51z{3 {HB—%(HB)?H; (4.4)
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Param=1,2,3,---, -1 < B <5, excetoparam=1e —1 < B < —0,6:

3 16B(B+3) ¢

para B>5em=1,2,3,

Bm &

| X

1 1
3mr\ 3 S 3
By~ T — (A+%) + (A— %) (4.6)

onde

1
2

A= (4.7)

3mr) 2 1\?
(ﬁ) ! (”E)
4.2 Representacao Grafica dos problemas X11, X13, X11Y11

e X11Y11Z11

4.2.1 Representacao Grafica do Problema X11

A solucao do problema X11, é entao, implementada no software MATLAB e calculada
numericamente para valores de x, P,, t. Os dados referentes as propriedades térmicas, tempo,
comprimento, termo de geracao de calor e fixacao da fonte de geracao serao dados hipotéticos,
mas, em um caso real basta ajustar o modelo implementado.

Desse modo, usaremos os seguintes valores:
e L=0,1m.
e v=0,001ms %

k= 80,2Wm KL,

o a=23,1x10"%m2s7 1.

gp(z) =1 x 10°Wm=3

P, =0,02m
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Figura 4.1: (a) Fonte movel de calor a uma velocidade v = 0,001m/s ; (b) Fonte de calor
fixa no ponto Pr = 0,02m e v =0m/s .
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A Fig.(4.1(a)) ilustra graficamente a solugdo analitica para o problema unidimensional
dado pela Eq. (3.53), observa-se o comportamento térmico devido a geragao de calor fixada
na posicao P:. Note o efeito causado pela velocidade de movimentagao do sélido ao longo
de do eixo £ negativo, e o comportamento térmico usando a mesma solugao com velocidade
nula, Fig. (4.1(b)), neste caso o problema movel recai ao caso de um problema fixo.

Nota-se que a solugao mostrada nas Figs. 4.1(a)-(b) estao na variavel &, o problema pode
também ser representado na variavel original, x, para isso basta lembrarmos que § = x — vt.
Assim, efetuando a mudanca inversa de variavel retornamos a variavel x. Desse modo, a

Fig.(4.2) representa a solucao dada pela Eq.(3.53) na variavel x.

60
501 ——t=0s .
—&=—1t=10s
40} ——1t=30s
§5 ——1t=60s
‘é’ 30 ——1t=120s
>
©
2 20
IS
kS
10
_10 | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

comprimento (m)

Figura 4.2: Fonte movel de calor a uma velocidade v = 0,001m/s

4.2.2 Representacao Grafica do Problema X13

Mostra-se a representagao grafica do problema X13, as propriedades térmicas usadas
serao as mesmas anteriormente empregadas com excecdo apenas da dimensao que passara a
ter o valor L = 0,05m. Serd também considerado nessa andlise o coeficiente hipotético de
convecgao térmica no valor de h = 5Wm 2K 1. O grafico serd apresentado da mesma forma

que foi mostrado na secao anterior. A solucao analitica que estes graficos representam é dada



pela Eq. (3.62) desenvolvida, no capitulo 3.
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Figura 4.3: (a) Grafico do problema X13 com v

problema X13 com v = 0,0005m /s na variavel &;

Om/s na variavel £ ; (b) Grafico do
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Figura 4.4: Gréafico do problema X13 com v = 0,0005m/s na variavel

Note o comportamento térmico apresentado nas Figs.4.3-4.4, o efeito causado pelo con-
torno de terceiro tipo em x = L, e também o efeito da mudanca de variavel pelas Figs. 4.3(b)-
4.4.

4.2.3 Representacao Grafica X11Y11

Nesta secao apresenta-se a representacao grafica para o problema térmico X11Y'11 cal-
culado no capitulo 3. A solu¢do, que é dada pela Eq.(3.80), serd implementada utilizando
a mesma metodologia e dados anteriormente usados. Contudo para o caso bidimensional

as dimensdes consideradas serdao L; = Ly = 0,1m, e gr(z,y) localizada nas coordenadas
P, =0,02m e P, = 0,05m
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DB: TO.dat

Pssuclocolor
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DB: T5.dat 0.

Pseudocolor
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Min: -2,732

¥-Axis

.10

Figura 4.5: (a) Temperaturas quando ¢ = Os; (b) Temperaturas quando ¢ = 5s;

Observa-se pelas Figs. 4.5(a)-4.6(b) o efeito térmico causado pela movimentacao do termo
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(a) Temperaturas quando ¢t = 40s ; (b) Temperaturas quando ¢t = 120s;
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de geracao de calor, destacado por alguns tempos. Neste caso apresentou-se os graficos na
variavel z.

O problema X11Y11713 serd apresentado graficamente no capitulo 5.

4.2.4 Representagao Grafica X11Y11Z11

A representagao grafica para o problema térmico X11Y11Y'11, que é dada pela Eq.(3.97),
serd implementada utilizando a mesma metodologia. Contudo para o caso tridimensional as
dimensdes consideradas serdao Ly = Ly = Ly = 0, 1m, e gs(z,y, 2) localizada nas coordenadas
P, =0,02m, P, =0,05m e P, = 0,05m
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DB: T1.dat

Volume
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Figura 4.7: (a) Temperaturas quando t = 1s ; (b) Temperaturas quando ¢t = 11s;

As Figs. 4.7(a)-(b) descrevem o movimento e efeito térmico do termo de geracao desde
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Figura 4.8: (a) Temperaturas quando t = 25s; (b) Temperaturas quando t = 31s;



48

a posigao inicial onde ¢ = 1s, Fig. (4.8(a)), até o intstante final de simula¢do ¢ = 31s, Fig.
(4.8(b)).

4.3 Verificacao

Pode-se, conceituar verificagao intrinseca, segundo Beck et al. (2006) como a comparagao
de valores numeéricos encontrados entre uma solucao exata e a solucao que se deseja verificar.
Gera-se estas solucoes exatas através da utilizacao de solucoes manufaturadas, encontradas
em literatura ou solugoes para geometrias basicas com condig¢oes de contorno simplificadas.

Para realizar uma verificacao Beck et al. (2006) apresenta diversos métodos como: time-
partitioning intrinsic verification, steady state heat conduction solutions, complementary
transient solution, using one-dimensional solution. Para realizar as verificacoes apresen-
tadas nas proximas secoes iremos fazer a comparacgao das solucoes obtidas no capitulo 3 com
uma solucao unidimensional X 10.

A solucao do problema tipo X 10 foi escolhida pois possui geometria simples, é semi-
infinito, e condicao de contorno de primeiro tipo, que também consideramos simples e nao
possui somatorios, logo, nao depende de convergéncia e truncamento de séries. A metodologia
utilizada entao serd a comparacao entre os valores numéricos apresentados pela solugao X 10
e as solucoes calculadas.

A solugao do problema X10 pode ser facilmente calculada ou encontrada em (BECK et

al., 2010), e tem a forma:

1 exp —m2r3at

20, = . /mmfy\ m Pe - ( L2 )

T(& t) = a E Sm<—>sm< ) s > (4.8)
Lk — L L mrae 4 -

Segue-se, nas proximas secoes, a verificacdo das solugoes calculadas.

4.3.1 Verificacao, Problema Térmico X11

Apresenta-se a comparagao da solu¢ao X10 com a solugdo X 11, dada pela Eq.(3.53).



20
——X11
——X10| |
o
E’ i
=)
©
(<))
[oF
E 4
()
-
_5 L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2

comprimento (m)

Figura 4.9: Comparativo entre a solu¢ao X10 e X11, v = 0,0001m/s, t = 30s
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Figura 4.10: Diferenca entre as solu¢oes X10 e X11, v = 0,0001m/s, t = 30s
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Observa-se pela Fig. (4.10) que a diferenga absoluta méaxima entre as solugoes, em 0 <
r < L, L = 0,05m, nao ultrapassa 1071°C e percentualmente 0, 5% . Assim os dois problemas
se configurados de forma compativel apresentam solugoes equivalentes para o intervalo citado.
Outra forma de se verificar esta solucao é comparando-a com outro problema de mesma

natureza, porém fixo.

o0 2
wien =73 (P sen(€)sen(5, ) (19
Observa-se que a solucdo apresentada pela Eq.(4.9) é algebricamente idéntica a solugao
do problema movel dado pela Eq.(3.53), com exce¢ao apenas dos termos dependentes da
velocidade v.
Assim, nota-se que a Eq.(3.53) se torna igual a solu¢ao Eq.(4.9) quando fazemos v — 0.
Observa-se a aproximacao da solucao Eq.(3.53) sobre a Eq.(4.9). De forma algébrica esta

afirmacao é o mesmo que dizer:

Wiy = il Wi (4.10)

onde os indices m e f sao movel e fixo respectivamente.
Assim a solucao W1, € verificada de acordo com a solucao conhecida Wxqi¢. Entao
apresenta-se graficamente a aproximacao da solu¢ao X 11 sobre X11,, parat = 20s variando-

se a velocidade.
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Figura 4.11: (a) Quando v = 0,0002m/s ; (b) Quando v = 0,0001m/s;
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Figura 4.12: (a) Quando v = 0,00005m/s; (b) Quando v = 0,00002m/s;
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Graficamente vizualiza-se esta aproximacdo. Nota-se na Fig.(4.12(b)) que as solugoes sdo

idénticas quando v = 0,00002m/s.

4.3.2 Verificagao X13

Verifica-se a solugao X'13, dada pela Eq.(3.62), de maneira analoga a realizada na subse¢ao
4.3.1.

200
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|_
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Comprimento (m)

Figura 4.13: Comparativo entre a solugao X10 e X13, v = 0,0001m/s, t = 30s
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Figura 4.14: (a) Diferenga absoluta ; (b) Diferenca percentual;
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Observa-se pelo comparativo entre as duas solugoes, Fig (4.13), que o comportamento
térmico é semelhante. Analisando o grupo de gréficos, Fig (4.14), nota-se que as diferengas
maximas absolutas e percentuais entre as solucoes, sao 0,45°C, e 0,28% respectivamente.

Assim, considera-se as solucoes compativeis e verificadas.

4.3.3 Verificacao X11Y11

Verifica-se o problema bidimensional X11Y 11 reduzindo-o a um problema unidimensional,
conforme Beck et al. (2006), e assim, compara-o com a solu¢ao do problema X11. Para isso,
faz-se Lo — oo, dessa forma os termos dependentes de Ly tenderao a zero. Isso implica,
matematicamente, a nao influéncia dos termos dependentes de Lo, e fisicamente significa que
o problema passard a nao ter mais influéncia dos contornos y = 0 e y = Lo, isto é, havera
difusao de calor apenas na direcao do eixo x, e dessa forma o problema bidimensional pode

ser comparado a um problema unidimensional.

L2

a(x,y)

L1

Figura 4.15: Esquema para utilizagdo do método.

Esquematicamente, a Fig. (4.15) ilustra o método.

Observa-se pela Fig. (4.16(a)) que as solugoes tem o comportamento semelhante, nestas
condicoes, evidenciamos a diferenca maxima entre as duas solucoes, que sao, 0,45°C' e demais
diferencas inferiores a 0, 15°C". Desta forma, analogamente aos casos anteriores, considera-se

validada a solucao bidimensional através da comparagao com uma solu¢ao unidimensional.



Temperatura (°C)

0.45
0.4
~0.35
0.3
0.25
0.2

0.15

Diferenga Absoluta (°C

0.1
0.05

0.02 0.04 0.06 0.08
Comprimento (m)

(a)

0.02 0.04 0.06 0.08
Comprimento (m)

(b)

0.1

56

Figura4.16: (a) Comparativo entre as solugoes X11 e X11Y11 parat = 30se v = 0,0001m/s;

(b) Diferenca absoluta entre as solugoes para t = 30s e v = 0,0001m/s.
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4.3.4 Verificacao X11Y11Z11

Verifica-se o problema tridimensional usando a metodologia empregada ao caso bidimen-
sional. Assim além de fazermos Ly — oo, faz-se também L3 — oco. Dessa forma, os contornos
nas direcoes y e z passarao a nao influenciar na solu¢ao do problema, tanto fisicamente quanto

matematicamente.

Figura 4.17: Esquema metodolégico para comparagao.

A Fig.(4.17), ilustra o método aplicado a uma geometria tridimensional.
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Figura 4.18: (a) Comportamento térmico das solugdes X11 e X11Y 11711 para t = 30s ¢
v =0,0001m/s; (b) Diferenga absoluta entre as solugdes X11 e X11Y11711 para t = 30s e
v =0,0001m/s.
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Observa-se pela Fig. (4.18(a)) o mesmo comportamento térmico entre as solugdes quando
configurados de forma similar, a diferenca absoluta maxima apresentada ¢ 0,17°C', que per-
centualmente é menor que 1%. Assim considera-se verificada a solugao tridimensional.

A verificagao da solugao do problema X11Y11711 utilizando movimentagao pelos trés
eixos, =, y e z, segue-se de forma andloga a desenvolvida nesta secao. Basta fazermos,
além destas condigoes, v, — 0 e v, — 0. Dessa forma obtém-se, algebricamente, a solugao

apresentada nesta secao. E consequentimente verificada.

4.3.5 Verificacao X11Y11Z13

Observa-se que, para o caso com conveccao térmica na superficie 2 = L3 a comparacao
deveré ser feita usando a solugao X13, pois se realizarmos um procedimento analogo ao
da secao anterior nao sera levado em consideracao os termos dependentes do contorno de
conveccao na solucao.

Assim, faz-se L; — oo, L3 — 00, e entao, compara-se o problema tridimensional com o

problema unidimensional X'13 dado pela Eq. (3.62).

Figura 4.19: Esquema de comparacao para o problema tridimensional.

Os graficos a seguir ilustram o comportamento térmico entre as duas solugoes.
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Figura 4.20: Comportamento térmico das solu¢oes X13 e X11Y11Z13 para v = 0,0001m/s e t = 30s

Observa-se pela Fig.

semelhante.

(4.20), que o comportamento térmico entre as duas solugoes ¢é
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Figura 4.21: (a) Diferenga absoluta ; (b) Diferenca percentual;

A Fig. (4.21(a)) apresenta a diferenca absoluta entre as duas solugoes, nota-se que

61



62

diferenca méaxima apresentada é 0,23°C, sendo um percentual maximo de 0,35%. Dessa
forma, os problemas se configurados de forma analoga apresentam as mesmas respostas de
temperatura, assim, considera-se o problema tridimensional verificado.

Nesse sentido outra analise que pode ser empregada ao problema X11Y 11713, é a com-
paracao com o problema X11, onde, se fizermos L, — oo e L3 — 00, obteremos os mesmos
resultados apresentados na comparacao dos problemas X11Y11711 e X11, realizado na se-
¢cao anterior, pois a condi¢ao de contorno de conveccao térmica nao apresentaria influéncia

sobre o problema.

4.4 Comparacao com Método Numérico

Apresenta-se nesta secao a comparacoes das respostas de temperatura obtidas por méto-
dos numeéricos e solugoes analiticas usando as mesmas configuracoes de condigoes de contorno,
inicias e propriedades termofisicas.

As solugoes numéricas serao calculadas pelo software comercial COMSOL que usa o mé-
todo de elementos finitos para resolver as equacoes diferenciais.

As etapas para resolver um problema usando o software COMSOL consiste nos seguintes
passos: Determinacao da dimensao do problema, dependéncia ou nao dependéncia temporal,
desenho e dimensionamento da geometria, determinagao de condi¢oes de contorno e inicial,
ajuste de malha e impressao dos resultados. A seguir apresentam-se as comparacoes realiza-

das para cada solucao analitica calculada.

4.4.1 Problema Térmico X11

Apresenta-se a comparagao do problema unidimensional X11 resolvido por método ana-

litico e numeérico.
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Figura 4.22: (a) Perfis de temperatura obtidos ; (b) Diferenca absoluta entre as solugoes;

Pode-se observar pela Fig. (4.22(a)) que o comportamento térmico apresentado pelas
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duas solucoes sao semelhantes, nota-se uma diferenca maxima entre as solucoes de 0, 1°C),

como mostra a Fig.(4.22(b)), o que correponde a um percentual méaximo de 0, 6%.

4.4.2 Problema Térmico X13

Mostra-se a comparacao entre as solucoes, analitica e numérica para o problema unidi-

mensional X'13.
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Figura 4.23: Perfil de temperatura entre as solucoes.



65

0.35

0.3 1

0.25r

0.2

0.15r 1

0.1r ]

Diferenga Absoluta (°C)

0.05r i

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Comprimento (m)

Figura 4.24: Diferencga absoluta entre as solucoes.

Pode-se observar, de forma analoga, pelas Figs. (4.23-4.24) o comportamento semelhante

entre as solucoes. E apresenta-se uma diferenca méxima de 0,25°C' o que percentualmente é

1%.

4.4.3 Problema Térmico X11Y11

Apresenta-se a comparacao da solucao bidimensional analitica e numérica para o pro-
blema X11Y'11. A comparacao sera feita com as temperaturas calculadas ao longo do eixo

x deslocado 0,05m no eixo y positivo. O gréafico a seguir ilustra esta comparacao.
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Figura 4.25: Comportamento térmico das solugoes X11Y11 analitica e numérica para v =
0,0001m/s e t = 30s

Observa-se, analisando a Fig.(4.25), que ambas solugoes, analitica e numeérica, apresentam
resultados similares, onde a diferenca maxima apresentada é de 1, 5°C, o que percentualmente

representa 0, 83%.

4.4.4 Problema Térmico X11Y11Z11

Apresenta-se a comparacao entre os problemas tridimensionais segundo metodologia apre-
sentada por Mohammad et al. (2013), assim, realiza-se uma comparacao entre solu¢ao ana-
litica e numeérica fazendo um corte na geometria, desta forma é observada a distribuicao de
temperatura nas duas geometrias ao longo do eixo x e fixa-se os demais eixos y e z em 0, 05m
para ambos os casos.

Assim, segue-se a comparacao entre as duas solucoes, analitica e numeérica:
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Figura 4.26: Comportamento térmico das solugbes X11Y11Z11 analitica e numérica para v =
0,0001m/s e t = 30s

Nota-se, pela Fig.(4.26) o comportamento similar entre as solugoes calculadas pelo método
analitico e numérico, a diferenca méaxima observada é de 0,5°C' o que corresponde a um

percentual maximo de 0, 45%.



Capitulo 5
Aplicacao e Problema Inverso

Apresenta-se neste capitulo uma aplicacao pratica para a solucdo analitica obtida no
Capitulo.3, e, também sera feita a abordagem sobre problema inverso, onde, ser4 mostrado

a estimativa do valor numérico do termo de geracao de calor.

5.1 Aplicacao

Uma importante aplicacdo em engenharia onde uma fonte mével de calor esta presente é
apresentada por um processo de soldagem. Na maioria destes processos, o problema térmico
resultante ¢ tridimensional e transiente.

Embora existam véarios trabalhos numéricos na literatura que tratam da solucao desses
problemas, solugoes analiticas sao muito importantes nao s6 para a solugao do problema
térmico, mas para a construcao de modelos para obtencao do aporte de calor na placa a ser
soldada, que na pratica é desconhecido e representa uma variavel importante no processo.

Nesse caso, considera-se um placa metalica de aluminio 6065-7'5, que possui as seguintes
propriedades termofisicas: k = 166Wm'K~! a = 5,224 x 107°m?s~! e dimensoes L; =
Ly =0,10m e L3 = 0,006m.
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9(xy,z)

Figura 5.1: Problema de soldagem

A Fig. (5.1) representa uma placa de aluminio sujeita a uma geracdo de calor cons-
tante por um arco elétrico que gera um calor superficial total e constante de g(z,y, 2z,t) =
400Wm=3, posicionada inicialmente nas coordenadas (0,02, 0,05, Ls3), e se movendo a uma
velocidade constante v = 0,0001ms™! na direcao do eixo x, sob um coeficiente de conveccao
térmica h = 20Wm 2K ™! e temperatura inicial de T,(z,y,2) = 0°C..

Modela-se este problema da seguinte maneira:
PwW - PW 9*W

v Wt 10T

g
20(&— FPe)d(y — P))o(z — P, — —— | = 5.1
S s s 06— Ps(y — P3G~ Pdeay (35— 1) = 250 )
Sob as condigoes de contorno:
W(0,y,2,t) =W(Li,y,21t) =0 (5.2)
W(E0,2,8) =W(E Lyzt) =0 (5.3)

W(&,y,0,t) =0 (5.4)
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e & condicao inicial
W(&y,2,0)=0 (5.5)

A condicao de contorno para z = Lz é dada por:

ow kv —vLg
- L. ) = La gt .
k ol + W (Ls,t) (h—i— 2&> hWe2 1 (5.6)
onde
k
h + 2_1} = heff (5.7)

hess € o coeficiente efetivo de convecgao de calor, conforme Beck e McMasters (2004).
Nota-se que o problema dado pela Eq.(5.1), juntamente com as condi¢oes de contorno
estao dadas nas varidveis auxiliares W e &.

Assim, a solucado analitica para o problema é dada por:

T, y,z,t) = e % {ngLo;gLsgk z:lnz:lpz;sen Bm&)sen(Bm FPe)sen(Byy)sen(B,Fy)

B4 B2\ wr [etiet — e (hamisa
x sen(Byz)sen(B,P;) (m (B2, + B2 + B2)a — 2t

8ahW —vLg
Z ZZsen Bm&)sen(Bry)sen(Syz)e 2= (5.8)
L Lngk o

) (e;ift _ e(ﬁawzw%at) ( B2+ B2 ) (1 - cos(ﬁmL1)>
(B3 + B+ Bpa— 52 ) \ By + B+ B P
y (1 - cos(ﬁnLZ)) (1 — cos(ﬁpL3)> }
B Br

O processo de obtencao da solucao da Eq.(5.8), foi detalhado no Capitulo 3

5.2 Problema Direto

Conhecendo-se a solugao analitica, propriedades termofisicas e dimensoes, a distribuicao
de temperatura para este problema é calculada em seis pontos distintos na superficie z = Ls

durante o tempo t = 30s. Pode-se analisar a temperatura para qualquer ponto na superficie
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z = L3 ou no interior da geometria, mas para esta andlise destacaram-se os pontos como

ilustrados na figura abaixo.

9(xy.2)

Figura 5.2: Problema de soldagem e pontos para célculo de temperatura

As posigoes dos pontos mostrados na Fig.(5.2), sao listados abaixo.

Tabela 5.1: Posicionamento dos pontos de calculo de temperatura.

Ponto coordenada x (m) coordenada y (m) coordenada z (m)

T22 0,02 0,02 0,006
T52 0,05 0,02 0,006
T2 0,08 0,02 0,006
T27 0,02 0,07 0,006
T57 0,05 0,07 0,006
T87 0,08 0,07 0,006

Dessa forma, a resposta de temperatura para cada ponto mostrado na Tab.(5.1) é dada
pela solugao da Eq. (5.8) implementada via software MATLAB, para o tempo 0 < ¢ < 30
segundos.

Os perfis de temperatura sao ilustrados pelos graficos abaixo:
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Figura 5.3: Perfil de temperatura nos pontos descritos pela Tab.5.1.
Figura 5.4: Temperatura nos pontos ao longo do eixo y = 0,02m.
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Figura 5.5: Temperatura nos pontos ao longo do eixo y = 0,07m.

A Fig.(5.3) ilustra os perfis de temperatura para todos os pontos indicados na Tab. (5.1),
enquanto as Figs.(5.4-5.5) mostram os perfis de temperatura ao longo das linhas y = 0,02m
e y = 0,07m respectivamente, nota-se que a Fig.(5.5) apresenta temperaturas mais altas em
relagao a Fig.(5.4) devido ao fato dos pontos usados para obtencao de temperatura, Fig.(5.4),

estarem mais proximos ao local de aplicacao do fluxo de calor.

5.3 Problema Inverso

Mostra-se nesta segao um abordagem de problema inverso que pode ser aplicada a solugao
analitica que foi desenvolvida neste trabalho. Propoe-se, realizar uma estimativa para o
valor numérico do termo de geracao de calor, para isso, usaremos a solucao analitica que
foi desenvolvida no Cap. 3, o método de funcao de transferéncia baseado em funcoes de
Green (FERNANDES, 2013) e dados hipotéticos de temperatura que foram obtidos na segao

anterior.
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5.3.1 Funcao de Transferéncia

Nesta secao detalha-se o procedimento de identificacao da funcao de transferéncia que
¢ a ferramenta que serd usada para realizar a estimativa do termo de geracao de calor que
originou as temperaturas no problema de soldagem, que foi abordado anteriormente.

Em sisemas dinamicos trés sao as variaveis a serem estudadas, a excitacdo, a funcao
tranferéncia e a resposta do sistema, desta forma os problemas sao resolvidos conhecendo-se
sempre duas variaveis e estimando a terceira: os problemas inversos sao aqueles em que a
partir do conhecimento do sistema e de sua resposta (efeito) estima-se a excitagao (causa).
E possivel analisar problemas de conducdo de calor fazendo-se uma analogia aos sistemas
dindmicos. (FERNANDES, 2013)

Conhecendo entao a FG que caracteriza o problema é possivel identificar a resposta im-
pulsiva do sistema, e portanto, sua funcao de transferéncia. A funcao de transferéncia é
obtida aplicando a tansformada de Laplace & resposta impulsiva.

Assim, como é conhecida a FG para o problema X11Y11Z13, sua solucao, que é proposta

pela Eq.(3.128) do Cap.3 e utilizando o Teorema da Convolugao, que é dado por:

+oo
W) = (£ +0)) = [ alr) (e~ ryar (59)
pode-se organizar a expressao dada pela Eq.(3.128) em termos do Teorema da Convolugao,

Eq. (5.9), da seguinte forma:

0Jy'=

o t L1 Lo L3
W =2 G At 5(¢ - P,
(faya Z>t) L /7—:0 /5,: /y o/z’:() (573/7 Z»ﬂf Y,z 7t T)g(T) (5 {) (510)

'U{’ v

— P,)e2 I d2'dy'd€'dr

x o(y' — P,)o(z

note que a solugao dada pela Eq.(5.10) nao foi ainda transformada para a variavel T, esta
operacao sera realizada posteriormente.

Substituindo a FG caracteristica ao problema X11Y11Z13 e reorganizando os termos na
Eq.(5.10) temos:
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t oo o0 00
Wy, 2zt :/ e’éif / / / o~ (BRABE+BY)a(t—T)
N S €T Y A - 9) 9>

=1n=1 p=1

X sen(Bn€)sen(Bin€)sen(Buy)sen(Buy ) sen(B,z) sen(B,2)8(¢' — Pe) - (0-11)

2 2
/ / g—f/ Bp +B ! o) A

Observe que a Eq.(5.11) é dada pelo produto de termos que sdo dependentes de 7 e o

do atraso t — 7, o que caracteriza o Teorema da Convolu¢ao Eq.(5.9). Esquematicamente

pode-se ilustrar a operacao dada pela Eq.(5.11) da seguinte forma:

g(XIYIZIt) W(X'y’zlt)
—>> h(XIYIZIt) —>

Figura 5.6: Esquema que ilustra a oper¢ao descrita pela Eq.5.9

A Fig. (5.6) representa esquematicamente o sistema dado pela Eq.(5.11), onde a resposta
de temperatura ¢ obtida pela excitacao de um sistema, h(z, u, z,t), por um termo g(z,y, z,t).
O termo h(z,y, z,t) é denominado Resposta Impulsiva. (FERNANDES, 2013).

Conhecendo as temperaturas hipotéticas, W(z, vy, z,t), pode-se determinar, com manipu-
lacoes algébricas, a resposta impulsiva deste sistema. Para isso, na Eq.(5.11) considera-se o
termo referente a geragao de calor igual a uma fungao delta de Dirac, isto é, g(z, v, z, T)e%jf =

d(7). Assim tem-se que:
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x sen(Bn)sen(Bng)sen(Buy)sen(Bay’ )86%(5p2)86n(5p2 )o(§" = Fe)

, , e’ 8y + B? 13,0 30
X 0y — Py)o(z' — P,) e2= (M)) dé'dy'dz'dr

U CTSYATIRE » e

m=1 n=1 p=1

x sen(Bm€)sen(Bn)sen(Bry)sen(Bny’)sen(Byz)sen(B,2")0(§ — F)

/ / Lf/ /62+Bz / / !/
X (S(y — Py)(S(Z — Pz) € 2a (m>) df dy dz
p

w t) = —(BZ+B2+B2)a(t—7)
coca=[ o0 (5 [0 L e SR

(5.12)

Note que a Eq.(5.12) estd em termos da propriedade da convolugao, isto é, § x h = h.

Assim identifica-se facilmente a resposta impulsiva, que é dada por:

oo 0 oo

Mo 5 t) = /g / /foLlLQngZZe e

=1 n=1 p=1

% sen(Bn€)sen(Bng’)sen(Bay)sen(Bay')sen(Byz)sen(B,2)3(€ — Pe) (5-13)

ve! 2 + BQ
R e
p

Resolvendo as integrais espaciais, tem-se:

[c o lNe olNe 9]

h(,y, 2,t) = kh%LgZZZe*(ﬁ”ﬁz*ﬁQ

m=1 n=1 p=1
% sen(Bn€)sen(Bm Pe)sen(Buy)sen(B,P,)sen(8,2)sen(3,P.) (5.14)
vPe ﬁz + B?

X € 2a <_512)_|_BQ+B)

Assim, calcula-se o termo de geracao realizando a operagao:

T(x,y,z,t) = g(x,y,zt) * h(z,y,z,t) (5.15)



77

Dentre as vérias formas de se realizar este céalculo, optou-se por levar o problema para o
dominio da frequéncia, isto é, aplicando a transformada de Laplace na Eq.(5.15) possibilita
converter a operacao convolucao em um produto no dominio da frequéncia, pois segundo o

teorema da convolugao, vale a seguinte propriedade:

Llg(t) = h(t)] = LIg(t)] - LA (t)]. (5.16)

Assim, transformando a Eq.(5.15) para o dominio da frequéncia e fazendo-se valer da

propriedade, Eq.(5.16), te,-se:

T(s) =g(s)-h(s) = g(s) =

h(s) (5.17)
Numericamente, esta operacao sera realizada no software MATLAB usando as funcoes:
fft e ifft, que respectivamente aplicam a transformada répida de Fourier e sua inversa as
funcoes T', g e h. Usa-se sem problemas a transformada rapida de Fourier neste caso, pois,
sabe-se que a transformada de Laplace é um caso particular da transformada de Fourier.
Desta forma pretende-se, na préxima secao, estimar o valor numérico para o termo de

geracao que foi utilizado no problema de soldagem, descrito na secao 5.1

5.3.2 Estimativa de Geracao de Calor

Nesta secao pretende-se realizar a estimativa do termo de geracao de calor. Para isso serao
consideradas as temperaturas calculadas no problema direto, estas temperaturas substituirao
os dados colhidos experimentalmente, consequentemente, sem erros inerentes aos dados expe-
rimentais. Entdo, usa-se as temperaturas calculadas como (hipotéticas), usaremos a resposta
impulsiva analitica previamente calculada para estimar a geracao de calor.

As propriedades térmicas e demais hipdteses serdao as mesmas consideradas anteriormente
e o tempo de simulacao 10s, com variacao dt = 0, 1s

Assim, estima-se o termo de geracdo para o ponto 724, pois este ponto apresenta maior

sensibilidade, pois esta mais proximo do termo de geracao, e que possui coordenadas 724(0,02m 0,04m 0,
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Figura 5.7: Ponto onde sera realizada estimativa

A Fig. (5.7) ilustra a localizagdo do ponto onde seréa estimada a geragao de calor.
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Figura 5.8: Temperaturas para o ponto T24
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Enquanto a Fig.(5.8) mostra as temperaturas calculadas para o ponto T24 (Fig.5.7) de
forma direta, isto &, usando a solugao dada pela Eq. (5.8), estas temperaturas serao utilizadas
como hipoteticamente experimentais para realizarmos a estimativa de geracao de calor.

Nestas condigbes a resposta impulsiva dada pela Eq.(5.14) apresenta a seguinte represen-

tacao grafica:

x 10

Resposta Impulsiva
N

0 20 40 60 80 100
Tempo (s)

Figura 5.9: Comportamento da resposta impulsiva

Aplicando uma corregao a resposta impulsiva sugerida por (FERNANDES, 2013), apresenta-

se a resposta impulsiva a ser utilizada na estimativa do termo de geracao.



80

Resposta Impulsiva
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Figura 5.10: Comportamento da resposta impulsiva

Note que na Fig.(5.10), a resposta impulsiva possui comportamento decrescente a partir
de seu valor maximo.

Conhecendo entao os valores de temperatura e da resposta impulsiva, pode-se aplicar
a transformada rapida de Fourier, usando a funcdo de MATLAB fft, e a relacdo descrita
pela Eq.(5.17), assim tem-se os valores de geragdo estimados, restando apenas aplicar a
transformada inversa ifft para apresentarmos os valores estimados no dominio do tempo.

Dessa forma, realizando estas operacoes temos o seguinte comportamento do termo de

geragao estimado:
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Figura 5.11: Valores estimados para o termo de geracao.

Observa-se que a poténcia total gerada pode ser obtida através da integracao do termo
de geracao no tempo, nesse caso basta considerar a area sob a curva para ambos os casos

Aplicando a funcao trapz do MATLAB, que realiza uma integracao numeérica a ambas
curvas encotra-se uma diferenca percentual de 1,27% o que representa uma boa aproximacao
ao valor real utilizado.

Observa-se também que o valor maximo estimado apresenta diferenca percentual de 2,27%
em relacdo ao valor de geracao simulado. A diferenca percentual média entre os valores
estimados e simulados ¢ de 2, 25%.

Outro método de estimativa apresentado por (FERNANDES, 2013) ¢ a deconvolugao,
neste caso nao ha necessidade de aplicar a transformada de Laplace & resposta impulsiva,
aplicarmos a deconvolugio na Eq.(5.15).

Assim, utilizando a funcao de MATLAB deconv, que realiza uma deconvolucao numérica,

apresentam-se os valores estimados para este caso:
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Figura 5.12: Comparativo entre estimativas.

A Fig.(5.12) apresenta o comportamento do termo de geragao estimado pela deconvolugao
numérica realizada pela funcao devonwv.
Desse modo, comparam-se os valores encontrados pelo método da funcao de tranferéncia

e deconvolugao.
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Figura 5.13: Diferenca absoluta entre as estimativas.

A Fig.(5.12) apresenta o comportamento da estimativa realizada por ambos métodos.
Note que, ambos métodos apresentam comportamento igual, onde a diferenca absoluta ma-
xima apresentada entre as duas estimativas é de 6 x 1072, como pode ser observado pela
Fig. (5.13).

Realizado a estimativa para o termo de geracao, espera-se que ao recalcular as tempe-
raturas usando os valores estimados obtenham-se valores semelhantes aos gerados de forma
simulada. Desta forma apresenta-se as temperaturas calculadas para o ponto 124 usando os

valores estimados para o termo de geragao, que foram apresentados na Fig.(5.11)
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Figura 5.14: Temperaturas oriundas da gera¢ao simulada e estimada.

A Fig.(5.14) apresenta as temperaturas geradas pelos termos de geracdo simulado e es-
timado. Observe o comportamento semelhante entre as duas solugoes, a maxima diferenca

percentual relativa entre as solugoes é de 2, 8%, o que representa uma boa aproximagao, como

pode ser observado pela Fig.(5.15).
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Figura 5.15: Diferenga relativa entre temperaturas.

A seguir propoe-se a adicao de ruido as temperaturas calculadas no problema direto para
o ponto T24. O objetivo é aproximar a técnica empregada a uma situacao real, onde as
temperaturas medidas em uma amostra sofrem o efeito de ruidos provenientes de diversas
fontes. Assim, adiciona-se um ruido aleatério de amplitude 0,2°C, o que é usualmente

observado experimentalmente. A Fig (5.17) ilustra o ruido.
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Figura 5.16: Ruido.

Assim, o ruido apresentado pela Fig. (5.17) adicionado a temperatura apresenta o seguinte

efeito:
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Figura 5.17: Temperatura adicionada de ruidos.

Dessa forma, aplica-se o método da funcao transferéncia baseada em funcoes de Green
considerando a temperatura com ruidos e a resposta impulsiva mostrada na Fig.(5.10). Note
que a resposta impulsiva considerada serd a mesma para qualquer tipo de geracao de calor
ou temperatura, pois ela nao é dependente destes fatores. Isto é, na analogia feita a sistemas
dinamicos, a resposta impulsiva nao depende do par entrada e saida.

A Fig. (5.18) apresenta o comportamento dos valores estimados para o termo de geracao.
Usando a funcao trapz do MATLAB, pensando no mesmo argumento usado anteriormente, a
diferenga percentual entre as adreas abaixo das curvas 0,01% maior ao valor estimado quando
considera-se a temperatura sem ruido. O que representa, neste caso, a irrelevancia da presenca

de ruidos.
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Figura 5.18: Estimativa de geracgao de calor.

A Fig.(5.19) apresenta as temperaturas calculadas usando o termo de geracao estimado,
que foi apresentado pela Fig.(5.18).
Assim, espera-se que as temperaturas calculadas estejam proximas as calculadas no caso

anterior (sem ruidos). As Figs (5.19 - 5.20) apresentam os valores gerados.
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Nota-se, observando os graficos, que como esperado as temperaturas calculadas consi-
derando uma geracao estimada proveniente de dados de temperatura com ruidos, foram
praticamente idénticas. Isto é, um ruido aleatério de amplitude 0,2°C' nao influenciou o
processo de estimativa apresentado.

Observa-se pelos resultados apresentados que a técnica usada para estimativa do termo
de geracao apresentou resultados satisfatorios quando comparadas as temperaturas geradas

pelo termo de geracao simulado e estimado.



Capitulo 6
Conclusao

Propos-se neste trabalho a anélise e desenvolvimento de solugoes analiticas de proble-
mas de conducao de calor por fontes moveis usando o método de fungoes de Green. Dessa
forma foram calculadas e verificadas diversas solucoes analiticas para problemas uni, bi e
tridimensionais com variados tipos de condig¢oes de contorno.

Também foram comparadas as solu¢oes analiticas obtidas em variadas geometrias com as
solucoes encontradas de forma numérica. E entao, mostrou-se que os resultados obtidos foram
satisfatorios, isto é, foram as mesmas respostas de temperatura obtidas de forma analitica e
numeérica, quando os problemas sao configurados de forma anéloga.

Assim, possuindo a solucao analitica pdde-se mostrar sua robustez, facilidade de imple-
mentacao em software de célculo e baixo custo computacional. Tendo em vista que em
um modelo tridimensional, usando a solugao desenvolvida neste trabalho, pode-se calcular a
temperatura para qualquer tempo, velocidade e posicao da geometria de forma répida.

Escolheu-se entao a aplicacao em um problema de soldagem devido ao fato que este
problema trata-se de uma fonte movel aquecendo uma superficie ao longo do tempo e espaco.
Usando um modelo e propriedades termofisicas hipotéticas, mostrou-se a eficiéncia da solucao
analitica em calcular a temperatura para qualquer condicao pré estabelecida.

Outra aplica¢ao é em problema inverso. Assim, usou-se a técnica TEBGF (transfer func-
tion based in green’s functions) para estimar o aporte térmico durante um processo de solda-
gem. Desta forma, foram usados os valores de temperatura calculados pelo problema direto
e aplicando a técnica observou-se resultados satisfatérios na estimativa.

Propoe-se, para trabalhos futuros, a aplicacao das solucoes analiticas obtidas neste tra-
balho em tecidos biologicos considerando um corpo multicamada, isto ¢, composto por varias
camadas de propriedades termofisicas distintas. Também é proposta a aplicacao da técnica

de problema inverso, TFBGF, a este tipo de problema.
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