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Oliveira, G. C. Solugao analiticaa multicamada em conducao de calor: Aplicacao
em ferramentas revestidas. 2015. 93f. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Este trabalho dedica-se & obtencao de solucao analitica em conducao de calor por meio de
Funcgoes de Green (FG), decorrente de um problema térmico unidimensional transiente com
meio multicamada. Indica-se o uso do método de Fungbes de Green (FG) uma vez que as
condicoes de contorno variam com o tempo, o que descarta de imediato o método de separa-
cao de varidveis. Obtém-se o perfil de temperatura para o meio dupla-camada e verifica-se
a solucao analitica através da comparacao com solugoes exatas e numéricas de problemas
térmicos correlacionados e especificos. Uma aplicacao importante de solucoes de dupla ca-
mada é dada pela analise térmica de uma ferramenta de usinagem com revestimento. Nesse
sentido, duas analises do comportamento térmico em ferramentas revestidas sao abordadas.
Verificam-se os parametros térmicos e geométricos envolvidos, que possibilitam uma melhor
distribuicao da temperatura na regiao de corte, diminuindo os desgastes presentes nesse pro-
cesso e visando aumentar a vida util da ferramenta. Mostra-se que o revestimento com as
propriedades térmicas do material de cobalto, teve um aumento de temperatura, enquanto
os revestimento de oxido de aluminio (Al303) e nitreto de titanio (TiN) apresentou-se uma
diminuicao de temperatura na interface ferramenta-revestimento.

Palavras-chave: funcoes de Green, solucao analitica, multicamada, conducao de calor, ferra-
menta revestida



Oliveira, G. C. Analytical solution multilayer heat conduction: Application in coa-
ted tools. 2015. 93p. Master’s Thesis, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work a transient one dimensional thermal problem with multilayer was solved analyti-
cal by using the Green’s functions (FG) method. This method was used because the boundary
conditions vary with time and this discards the use os the separation of variables method.
The temperature profile for a two-layer medium was obtained and checks up this analyti-
cal solution by comparison with exact and numerical solutions of related thermal problems
with specific characteristics. One important application of double layer solutions are given
by thermal analysis in a coating machine tool. Accordingly, two analyzes of the thermal
behavior of coated tools are addressed. Check up the thermal and geometric parameters
involved, which allow a better distribution of temperature in the cutting area, reducing wear
used in the process and to increase the tool life. It has been shown that coating with the
thermal properties of the cobalt material, had an increase in temperature, while the coating
of aluminum oxide (Aly03) and titanium nitride (TiN) showed a decrease of temperature in
the tool-coating interface.

Keywords: Green’s function, analytical solution, multilayer, heat conduction, coated tool
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Capitulo 1

Introducao

A ciéncia é separada em trés grandes areas: humanas, biomédicas e exatas, que se subdi-
videm em dois grandes grupos, como, ciéncias basicas e aplicadas. Como exemplo de ciéncias
basicas tem-se a matemaética, a fisica e a quimica. A matematica é uma forte aliada na busca
da simplicidade, seguranca e confianca desejaveis sempre que qualquer solu¢ao numérica ou
célculo computacional proposto nao possa ser observado experimentalmente (FERNANDES,
2009). Ja as engenharias, geociéncias e astronomia podem ser encaradas como areas de
aplicacao destas ciéncias.

Especificamente, no ramo da engenharia mecanica dentre os fend6menos existentes, estuda-
se a transférencia de calor por condugao que ocorre devido ao gradiente de temperatura em
meio solido e que pode ser modelado matematicamente pela equagao da difusao.

A procura por solucoes analiticas, vem aumentando a cada dia, uma vez que apresentam
robustez, precisao, menor gasto computacional e maior confianga em suas estimativas. No
caso de solucoes puramente numéricas, além da demora do processamento, elevando o custo
computacional, para obter uma boa precisao numérica, é preciso uma malha com bastante
ntimeros de elementos ou noés.

Uma das propostas do Laboratorio de Transferéncia de Calor e Massa (LTCM - UFU), é
a obtencao de solucoes analiticas de problemas térmicos em conducao de calor com diferentes
tipos de condigoes de contorno e com vérias aplicacoes em engenharia.

Propoem-se aqui a obtencao de solucoes analiticas para equacao da condugao de calor,
que é dada por uma equacao diferencial parcial. Varios métodos podem ser usados para tal
tarefa, dentre eles ¢ usado o método de Fungoes de Green (FG) uma vez que as condigoes
de contorno variam com o tempo, o que descarta de imediato o método de separacao de
variaveis.

Uma das vantagens no uso de solucoes integrais por FG ¢é a possibilidade de se construir,



sem dificuldades adicionais, solucoes multidimensionais a partir da obtencao das funcoes de
Green unidimensionais. Neste caso, as versoes da equacao-solucao 2D e 3D sao absolutamente
equivalentes a equacao unidimensional e as FG podem ser obtidas a partir de produtos de
solu¢oes 1D nas diversas dire¢coes (FERNANDES, 2009).

Em diversas situagoes praticas de engenharia mecanica existe a presenca de problemas
térmicos de transferéncia de calor por conducao que envolvem problemas com multicamadas.
Como por exemplo, a equagao da biotransferéncia de calor em tecidos que possuem mais de
uma camada, como pele, epiderme e musculo. Outras aplicacoes encontram-se em paredes
de fornos industriais, em construgao civil (espessura da tinta), ferramentas revestidas usadas
em processo de usinagem. Observa-se que todas essas aplicacoes sao decorrentes de um
problema térmico multicamada ou composto, cujas propriedades termofisicas sao distintas
em cada camada.

O objetivo do presente trabalho é a investigacao e o desenvolvimento de solucao analitica
para problemas de conducao de calor em meios multicamada, ou também denominado com-
postos, usando a técnica de FG em ferramentas de corte revestidas usadas em um processos
de usinagem, cujo objetivo é estimar a temperatura na interface (ferramenta-revestimento).

Apresenta-se no capitulo 2, uma revisao bibliografica dos trabalhos encontrados na lite-
ratura que abordam solugoes analiticas e numéricas onde, o meio a ser analizado ¢ composto
por materiais distintos em cada camada. Aplicacoes também sao apresentadas.

O capitulo 3, trata-se da fundamentacao tedrica, onde se apresenta detalhadamente as
etapas para obtencao da equacgao-solucao de temperatura analitica multicamada. Ressalta-se
que para a compreensao dos procedimentos para obter a solu¢ao multicamada é necessario e
fundamental o estudo da solugao de um problema de camada simples, por meio de FG, cujas
condicoes de contorno sao as mesmas em ambos problemas.

No capitulo 4, mostra-se os procedimentos computacionais realizados e implementados
no software MATLAB (2012). Verifica-se a solu¢do analitica multicamada através de um
problema classico em conducao de calor composto por uma tnica camada e compara-se
a solucao analitica multicamada obtida no capitulo 3 com uma solucao analitica obtida da
literatura usando o método de transformada de Laplace. Apresenta-se também, comparacoes
com solugoes puramente numéricas fornecidas pelo software COMSOL.

Observa-se, que o trabalho nao s6 apresenta a formulacao, o desenvolvimento e a obtencao
da equacao-solucao analitica multicamada, mas também sua implementacao computacional,
permitindo um melhor entendimento fisico do problema.

No capitulo 5, apresenta-se a aplicagao da solucao analitica multicamada em ferramentas

de corte revestidas usadas em processo de usinagem.



Conclui-se o trabalho apresentando propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se uma breve revisao de trabalhos encontrados na literatura
que abordam modelos e solucoes de problemas térmicos que envolvem meios com mais de um
material. Os trabalhos sdo apresentados considerando o tipo de solugao (numérica/analitica)

e suas aplicagoes.

2.2 Conducao de Calor em Problemas Multicamadas

Encontram-se na literatura solugoes para varios problemas de engenharia em conducao de
calor. Citam-se os trabalhos de Arpaci (1966) com o livro Conduction Heat Transfer; Beck
(1992) com o livro Heat Conduction Using Green’s Function e Ozigik (1993) com o livro Heat
Conduction. Esses trabalhos sao denominados classicos em conducao de calor.

Arpaci (1966) apresenta em seu livro solugoes para varios problemas térmicos de trans-
feréncia de calor por condugao, usando os métodos de separacao de varidveis, método da
transformada de Laplace e o Teorema de Duhamel. Apesar de mostrar diversos métodos
de solucao, o seu trabalho ¢ fortemente voltado para a caracterizacao fisica dos problemas.
Porém, Arpaci (1966) ndo aborda em seu livro problemas que envolvem meios com mais de
uma camada.

Ozisik (1993) apresenta em seu livro solucées de problemas de conducdo de calor, usando
o método de separacao de variaveis, método da transformada de Laplace, o Teorema de
Duhamel e solucdes baseadas em Funcoes de Green. Ozisik (1993) aborda, principalmente,
solucoes de problemas homogéneos em conducao de calor. Em seu livro Heat Conduction

encontra-se uma breve introducao de problemas inversos em conducao de calor. Além disso,



Ozisik (1993) aborda de uma maneira objetiva e didatica todos os procedimentos necessarios
para obtencao da solucao de temperatura em problemas multicamadas e dedica um capitulo
a problemas unidimensionais com meio composto, onde, apresenta exemplos didaticos, tanto
para obtencao da equacao de temperatura baseada em FG, quanto para obtencao dos au-
tovalores. Porém, nao calcula efetivamente os autovalores, nem apresenta resultados dessas
solu¢oes (FERNANDES, 2009).

O trabalho desenvolvido por Beck (1992) apresenta de uma forma didatica, varios pro-
blemas de conducdo de calor como encontrados nos livros de Arpaci (1966) e Ozisik (1993),
porém o que diferencia seu trabalho dos anteriores é a sua atencao voltada principalmente
para solucoes baseada em Funcgoes de Green. O livro Heat Conduction Using Green’s Func-
tion apresenta solucoes para problemas mais complexos como nao homogeneidades presentes
tanto na equacao da difusdo como nas condi¢oes de contorno. Assim como Arpaci (1966)
Beck (1992) nao aborda problemas térmicos que envolvem meios com mais de um material.

A grande forca do uso de Funcgoes de Green esté na possibilidade de obtencao de solucoes
de problemas de conducao de calor dos tipos mais variados e complexos. Por exemplo, citam-
se problemas tridimensionais transientes, com termos de geracao de calor transientes e nao
uniformes e que possam ainda estar sujeitos as condi¢oes de contorno nao homogéneas. Essas
nao homogeneidades podem ainda variar com o tempo e o espaco (FERNANDES, 2009).

A intencao deste trabalho é obter a equacao-solucdao de um problema térmico unidimen-
sional transiente onde a geometria a ser analisada é composta por propriedades termofisicas
distintas, isso é, um problema de materias composto ou multicamada, com aplicagao em en-
genharia. Esse trabalho nao s6 apresenta o desenvolvimento, a formulacao e a obtencao da
equagao-solucao analitica, mas também a sua implementacao computacional. Isto permite
analises dos processos fisicos, seguranca na sua aplicacao, entendimento e o dominio com-
pleto de passos intermedidrios importantes como a obtencao e implementacao numérica dos
autovalores.

Apresenta-se a seguir, alguns trabalhos encontrados na literatura que abordam solugoes

numéricas de problemas térmicos composto por mais de uma camada e suas aplicagoes.



2.2.1 Solugoes Numéricas de Problemas Multicamadas

Foi abordado no trabalho desenvolvido por Du, Lovell & Wu (2000) uma aplica¢do com
ferramentas revestidas. Os autores consideraram em seu trabalho, um problema térmico
unidimensional em regime permanente, de duas camadas, com condi¢ao de contorno de iso-
lamento térmico em (z = 0) e temperatura prescrita na superficie oposta. Apresentam duas
técnicas gerais para determinar o campo de temperatura com materiais que contenham reves-
timentos finos. O primeiro método trata-se de uma técnica nimerica baseada em elementos
finitos cujo revestimento deve possuir uma espessura limite e o segundo método, mais efi-
ciente computacionalmente, baseia-se em aproximacoes por uma unica camada. O segundo
método é usado para aplicagoes em que a espessura do revestimento é muito pequena. Exem-
plos comparando esses dois métodos sao apresentados considerando apenas uma camada de
revestimento, usando trés tipos de revestimento distintos. Os autores concluem que o mé-
todo de aproximagoes por uma camada é mais eficiente quando trata-se do revestimento ter
espessura muito fina.

Uma aplicagdo em problema inverso é dada pelo trabalho de Wu & Chu (2004), que
abordou um problema térmico unidimensional, em regime transiente, constituido por duas
camadas, cujas condigoes de contorno sao fluxo de calor em ambas as extremidades. Para
obtencao da solucao numérica inversa usa-se o método de diferencas finitas. O objetivo
principal desse trabalho, é determinar o comportamento térmico da temperatura na interface
do substrato de pelicula fina. Nesse estudo os autores consideram o efeito de resisténcia
térmica na interface. Os resultados numéricos mostraram uma queda brusca de temperatura
na interface.

O trabalho desenvolvido por Brito et al. (2009) apresentou um problema térmico tridi-
mensional em regime transiente, de duas camadas, considerando as condig¢oes de contorno
por conveccao e fluxo de calor conhecidas. A solucao do problema é obtida numericamente,
usando o pacote comercial ANSYS Academic Research,v. 11., baseado no método de volumes
finitos. O objetivo da obtencao da solugao numérica é aplica-la em ferramentas de metal duro
revestidas. Foram analisados quatro casos com ferramenta de corte revestidas, usando uma
tnica camada de revestimento, variando sua espessura e dois tipos de fluxos de calor utili-
zados na interface ferramenta-cavaco. Com isto, foram obtidos os campos de temperaturas
nas ferramentas de corte e uma analise numérica da influéncia térmica deste revestimento foi
apresentada.

O trabalho desenvolvido por Armando et al. (2009) analisou um problema térmico bi-
dimensional em regime permanente, de duas camadas, sujeita as condi¢oes de contorno de

isolamento térmico na coordenada x e fluxo de calor por conveccao em y. Para obtencao



da solugdo numeérica usou-se um método computacional de dindmica dos fluidos (CFD). A
fim de aplicar a solucao numérica em fornos industriais, os autores propuseram uma anéalise
da transferéncia de calor numa parede de um forno incluindo uma camada de ar. A andlise
consiste no estudo da transferéncia de calor na camada de ar para determinar o fluxo de
calor que passa atraves da parede da fornalha. Nesse estudo, a espessura da camada de ar foi
determinada para identificar o principio da convec¢ao natural, o que representa uma reducao
do efeito de isolamento na parede do forno. Além disso, foram analizados diferentes combi-
nacoes de espessura de camada de ar para melhorar a capacidade de isolamento da parede.
Os autores mostraram que uma camada de ar com 10 cm de espessura apresenta a melhor
capacidade de isolamento.

O trabalho desenvolvido por Bertolazzi, Basttisti & Trivellato (2012) abordou um pro-
blema térmico unidimensional semi-infinito em regime transiente, composto por duas cama-
das, sujeita a condigao de contorno de fluxo de calor em (z = 0). A solugao deste problema
é obtida numericamente usando o método de elementos finitos com o intuito de aplica-la em
problemas inversos. Os autores relatam que a motivagao desse estudo foi rever as metodolo-
gias existentes para determinacgao dos fluxos de calor por meio de problema inverso.

Outro exemplo de aplicagao em engenharia envolvendo problemas com multicamada pode
ser dado pelos problemas térmicos decorrentes de um processo de usinagem com corte or-
togonal. Radulescu & Kapoor (1994) apresentam em seu trabalho um modelo analitico
tridimensional da ferramenta de corte e do cavaco para determinar os campos de tempe-
ratura durante a usinagem com corte interrompido e corte continuo a partir de simulagoes
de uma fonte de calor conhecida. Todavia, na modelagem da ferramenta, as condicoes de
contorno sao simplificadas desprezando-se os efeitos convectivos e de resisténcia de contato
(RADULESCU; KAPOOR, 1994 apud FERNANDES, 2009).

Como visto, existem muitos trabalhos que abordam solucoes numéricas de problemas tér-
micos multicamada com diversas aplicacoes, porém existe uma limitacao da solucao numérica
quando deseja-se que a espessura da camada seja muito fina, e serd visto que isso realmente
ocorre no capitulo 4. Esse problema se deve & transicao necessaria para a construcao da
malha numérica. Normalmente o dominio tem dimensoes da ordem de milimetros enquanto
a camada de revestimento é da ordem de micrometros. Como o refinamento da malha, na re-
gido do revestimento deve ser inferior 4 camada (micrémetros), uma malha adequada acarreta
em milhoes de nés que por sua vez torna muito onerosa a técnica numérica.

O uso de solucoes analiticas representam, nesse caso, uma grande vantagem em relagao
aos métodos numéricos, uma vez que sua solucao é valida para qualquer ponto, independente

de sua localizacao.



A seguir, apresenta-se uma breve revisao de solugoes analiticas voltadas a meios multica-

madas.

2.2.2 Solugoes Analiticas de Problemas Multicamadas

As solugoes analiticas representam uma importante ferramenta para a solucao de proble-
mas de engenharia, uma vez que podem ser usadas para a validacao de solucoes aproximadas,
facilitam a anéalise e o entendimento de problemas fisicos e possibilitam fornecer informacoes
precisas e rapidas sobre o comportamento da temperatura e do fluxo de calor durante varios
processos (FERNANDES, 2009).

Singh, Jain & Rizwan-uddin (2007) abordam em seu trabalho um problema de conducao
de calor em uma geometria cilindrica bidimensional em regime transiente composto por trés
camadas. A obtencao da solucao analitica é determinada usando coordenadas polares e o
método de separacao de varidveis para obter a solucao analitica. O objetivo desse trabalho é
apresentar os calculos dos autovalores. Os autores relatam que um cuidado deve ser tomado
na obtencao dos autovalores, uma vez, que problemas bidimensionais ou tridimensionais
apresentam autovalores imaginarios (niimeros complexos). Afirmam também que essa solu¢ao
é valida para qualquer combinagao de contorno do primeiro ou segundo tipo. Um exemplo
para ilustrar a solucao analitica obtida é apresentado.

O trabalho desenvolvido por Ramadan (2008) apresenta uma solu¢do semi-analitica de
um problema de transferéncia de calor por conducao, unidimensional, em regime transiente
composto por duas camadas. Apresenta-se a solucao semi-analitica nos trés sistemas de
coordenadas, Cartesiana, Cilindricas e Esféricas. Para obtencao da solucao em coordenadas
cartezianas usa-se o método de transformada de Laplace enquanto a obtencao da solucao
em coordenadas cilindricas e esféricas usa-se um método computacional baseado na inversao
numerica da transformada de Laplace. O objetivo desse estudo é usar a solucao obtida para
analisar a propagacao de uma onda térmica.

O trabalho desenvolvido por Belghazi, Ganaoui & Labbe (2009) trata um problema tér-
mico de transferéncia de calor, unidimensional, em regime transiente composto por duas
camadas, submetido a uma fonte de calor em movimento. Nesse trabalho, considera-se a
resisténcia de contato. O método para obtencao da solucao analitica, consiste na derivacao
da parte homogénea da solugao usando o método de separacgao de variaveis e expressando o
termo fonte em forma de série. Mostra-se que a convergéncia da série é alcancada para os
primeiros vinte autovalores usando o método de Newton-Raphson. Os autores afirmam que
este modelo analitico pode ser usado também para estimativa da resisténcia térmica entre os

contatos das camadas.



Maestre, Cubillas & Pérez-Lombard (2010) apresentam em seu trabalho uma solugao
analitica decorrente de um problema térmico de transferéncia de calor por conducao unidi-
mensional, em regime transiente composto por duas camadas. Mostra-se duas metodologias
para obtencao da solucao analitica. A primeira metodologia usa o método de transformada
de Laplace para calcular os fatores de resposta e o segundo um programa computacional para
obter os coeficientes da funcao transferéncia. Os autores propoem estratégias para execucao
do método de transformada de laplace devido ao excesso de tempo de processamento. O
objetivo principal das anélises é comparar a precisao e a velocidade desses métodos em um
espaco curto de tempo. Resultados mostram que o primeiro método por tratar-se de uma
solucao exata obteve menor tempo computacional e foi mais eficiente.

O trabalho desenvolvido por Kayhani, Norouzi & Delouei (2011) analisa um problema
térmico de transferéncia de calor, em regime permanente composto por duas camadas. A
solucao analitica é obtida em um sistema de coordenadas cilindricas. Como as condigoes de
contorno sao homogéneas, usa-se 0 método de separacao de varidveis para obter a solucao
analitica. Os autores propoem esse estudo como instrumento para aplicagoes nas industrias,
como por exemplo, a aplicacao em um tubo de refrigeracao composto de duas camadas, com
um fluxo de calor variando na espessura do tubo.

Singh, Jain & Rizwan-uddin (2011) apresentam em seu trabalho uma solu¢do analitica
baseada no método da transformada integral (FIT) para obter a distribui¢ao de temperatura.
Trata-se portanto de um problema térmico unidimensional, em regime transiente composto
por trés camadas, submetidas a condicoes de contorno do segundo tipo. A solucao analitica é
obtida por um sistema de coordenadas cilindricas e mostra-se que a solucao analitica também
é valida para qualquer combinacao de condicoes de contorno nao homogéneas.

Li & Lai (2013) desenvolveram em seu trabalho um conjunto de solugoes analiticas classi-
cas de transferéncia de calor por conducao. O problema em questao possui formato cilindrico
constituido por duas camadas e a solu¢ao analitica é obtida pelo método da transformada de
Laplace. As condicoes de contorno sao gerais, incluindo varias combinagoes, tais como, fluxo
de calor constante, fluxo de calor nulo ou condicao de contorno de conveccao em qualquer
superficie. O objetivo dos autores ao desenvolver essas solugoes é de contribuir para o campo
de solucoes de conducao de calor.

Observa-se que em diversas situagoes praticas de engenharia mecanica existe a presenca de
problemas térmicos de transferéncia de calor por conducao que envolvem problemas com mul-
ticamadas. Como por exemplo, na aplicacdo dada Rodrigues et al. (2013) onde se apresenta
uma solucao analitica transiente unidimensional da equacao de Bioheat Pennes, onde cada

regiao representa um tecido biolégico independente, por exemplo, pele, gordura ou misculo.
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Ja o trabalho de Haji-Sheikh & Beck (2002), aborda de uma forma completa o desen-
volvimento para obtencao da solugao analitica. Haji-Sheikh & Beck (2002) consideram um
problema de transferéncia de calor por conducao tridimensional em regime transiente, cons-
tituido por duas camadas e sujeitas as condicoes de contorno de conveccao e fluxo de calor.
Para obtencao da solucao analitica usa-se o método baseado em funcoes de Green. O proce-
dimento da obtencao da solucao multicamada ¢ diferente quando se tem uma tnica camada.
Nesse caso, é necessario adequar a equacao em termos de funcoes de Green obtendo as au-
tofuncoes e os autovalores, enquanto para o caso de uma tnica camada a fun¢ao de Green é
obtida por tabelas que se encontram em Beck (1992).

O desenvolvimento para obtencao da solu¢ao de temperatura do trabalho Monte (2000)
¢ bem similar ao trabalho desenvolvido por Haji-Sheikh & Beck (2002). Trata-se de um
problema térmico unidimensional em regime transiente, composto por duas camadas. Monte
(2000) usa o mesmo procedimento proposto por Haji-Sheikh & Beck (2002) para adequar a
solucao em termos de funcoes de Green, tendo entao que obter as autofuncoes e os autovalores.
Usa-se o método de separacoes de varidveis para obter as autofuncgoes, porém, os autovalores
sao obtidos por uma tabela desenvolvida por Haji-Sheikh & Beck (2002). Monte (2000) nao
detalha os calculos dos autovalores.

O trabalho de Haji-Sheikh, Beck & Agonafer (2003) complementa o trabalho desenvolvido
por Haji-Sheikh & Beck (2002). Trata-se portanto, da obtenc¢ao da equagao de condugao de
calor transiente em materiais com camadas multidimensionais. Além disso, mostra-se, um
estudo numerico envolvendo as condigoes de contorno do primeiro, segundo e terceiro tipo.
Os autovalores sao obdtidos diretamente da tabela desenvolvida por Haji-Sheikh & Beck
(2002) que se encontra no Anexo A.

Este trabalho propde o uso do procedimento de Haji-Sheikh & Beck (2002) para obten-
cao das autofuncoes e autovalores. A obtencao da equacado-solucao envolvendo problemas
multicamadas requer procedimentos mais elaborados em relacao ao de uma simples camada,
tanto para adequar a equacgao-solucao em termos de fungoes de Green quanto para obtencao
dos autovalores. Apresenta-se de uma forma didatica todos os céalculos para obtencao da
equacao-solucao multicamada cuja a obtencao dos autovalores nao é evidente. Uma con-
tribuicao deste trabalho, reside na complementacao da literatura descrevendo a obtencao
da solucao multicamada e detalhando os procedimentos da obtencao dos autovalores. Ou-
tra contribuicao desse trabalho ¢ a sua aplicacao no estudo do comportamento térmico de
ferramentas revestidas usadas em processo de usinagem.

O trabalho de Rech, Battaglia & Moisan (2004) apresenta uma solugdo analitica de di-

fusao de calor unidimensional e tridimensional sujeito as condicoes de contorno de fluxo de
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calor em uma das extremidades (z = 0) e efeito de convecgao na extremidade oposta, afim
de aplica-la em ferramentas revestidas para uma melhor compreensao do fluxo de calor en-
trando no substrato da ferramenta durante uma operacao de torneamento, sem considerar
a sua influéncia tribologica. Para obter o modelo de transferéncia de calor da ferramenta
usou-se um método analitico baseado em quadripolos. Os autores mostraram que tanto a
solucao analitica unidimensional quanto a solucao tridimensional possuem a mesma resposta
impulsiva no instante inicial. Varios exemplos foram apresentados, variando-se a espessura
do revestimento.

A limitacao da técnica do quadripolo reside na necessidade do conhecimento do fluxo de
calor e temperatura nas surperficies e interface, o que na pratica nem sempre é possivel.

Como ja citado, no presente trabalho é proposto um estudo da influéncia térmica em
ferramentas de metal duro, variando-se a espessura do revestimento, isto é, a primeira ca-
mada. O objetivo dessa andlise térmica é investigar os parametros térmicos envolvidos na
analise, possibilitando uma melhor distribuicao da temperatura na regiao de corte durante

um processo de usinagem.



Capitulo 3

Fundamentos Teoéricos

3.1 Introducao

Apresenta-se neste capitulo alguns conceitos, vantagens e a equacao-solu¢ao de um pro-
blema térmico de conducao de calor, unidimensional em regime transiente, baseada em fun-
coes de green. Inicialmente, a equacao-solucao se refere a um meio simples e posteriomente
a um meio de dupla-camada.

A obtencao da solucao analitica para problema de conducao de calor multicamada requer
procedimentos mais elaborados que a solu¢ao de problemas de uma tinica camada, tanto para
adequar a equacao-solucao em termos de FG, quanto para obtencao dos autovalore. Neste
capitulo, apresenta-se também, os calculos necessarios para obtencao das autofuncoes e dos
autovalores do modelo térmico multicamada. No caso de duas camadas, em contato perfeito,
o problema é referenciado como X2C'12 por Haji-Sheikh (2014), e em seguida obtem-se a
solucao de temperatura em termos de FG. Para a obtencao das autofuncoes e dos autovalores

para demais condicoes de contorno, encontra-se em Anexo A uma tabela desenvolvida por
Haji-Sheikh & Beck (2002).

3.2 Vantagens do Método de Funcoes de Green

Matematicamente, uma funcao de Green é um tipo de funcao usada para resolver equacoes
diferenciais nao-homogéneas sujeitas a condicoes iniciais ou condicoes de contorno determi-
nadas. As Fungoes de Green’s recebem esse nome em homenagem ao matematico britanico
George Green(1773 — 1841).

Como as condigoes de contorno variam com o tempo, descarta-se de imediato a solugao

deste problema usando-se o0 método de separacao de variaveis. Uma vez identificado a FG, a

12
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solucao da equacao torna-se um simples problema de integragao mateméatica de cada termo
envolvido. Assim, caso a integral nao possa ser resolvida analiticamente, o uso de métodos
numéricos de integragao podem ser aplicados sem perdas que comprometam a exatidao do
problema (FERNANDES, 2009).

Uma outra vantagem no uso do método de fungoes de Green, é a possibilidade da obtencao
das FG em tabelas da literatura como em Beck, Cole & B.Litkouhi (1992). Como o nimero
de problemas em conducao de calor é grande devido as varias combinagoes das condicoes de
contorno, Cole et al. (2010) propuseram um sistema de numeragao com o intuito de facilitar

a notacao no uso das FG nos vérios problemas.

3.2.1 Sistema de Numeracao em conducao de calor

Como mencionado o sistema de numeracao em conducao de calor tem como objetivo
principal facilitar e identificar o problema térmico em questao. A equacao da difusdo em

coordenadas cartezianos pode ser escrita como:

o*Tr  o0*T  0°T N 9(x,y,2,t) 10T

Ox? * 0y? * 022 k T oot (3:1)

onde z,y e z representam respectivamente as variaveis independentes. A equacao (3.1)

pode estar sujeita as seguintes condicoes de contorno:

Geometria infinita(condi¢do natural);

Temperatura prescrita;

T(ri,t) = fi(r,t) (3.2)

Fluxo de calor prescrito;

aT

= firt) (33)
e Condicao de contorno de convecgao;
T

ox
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e Condigao de contorno do quarto tipo(espessura fina sem convecgao);

or orT

—k — f. t) — b)), — .
= Hnt) = (b | (33)
e Condigao de contorno do quinto tipo(espessura fina com convec¢ao);
oT oT
—k'— hiTT.: i ,t - bi— 36
g T = 500 = (o) | (36)

Assim, considerando as coordenadas retangulares, apresenta-se na Tabela 3.1 a numeracao

das diferentes combinagoes possiveis.

Tabela 3.1: Tipos de condigoes de contorno.

Notacao Tipo de contorno Descricao

0 Tipo zero Sem efeito fisico de contorno
1 Dirichlet Temperatura prescrita

2 Neumann Fluxo de calor prescrito

3 Robin Conveccao

4 Quarto tipo espessura fina, sem convecgao
5) Quinto tipo espessura fina, com convecgao

Por exemplo, a funcao de Green unidimensional sujeita a condicao de contorno de fluxo
prescrito em uma das extremedidas (r = 0) e condigao de conveccao do lado oposto é re-
presentada por Xs3. Para problemas multidimensionais a simbologia é dada pelo produto de
problemas uni-dimensionais, por exemplo: XabY cdZef onde abcdef pode assumir qualquer
tipo de contorno listado na Tabela 3.1. Beck, Cole & B.Litkouhi (1992) também apresentam

um sistema de numeracao para o sistema de coordenadas cilindricas e esféricas.

3.3 Modelo térmico unidimensional transiente

Aborda-se, inicialmente o problema térmico unidimensional de uma tnica camada. Esse
procedimento tem o objetivo de facilitar o entendimento e a verificagao da equagao-solucao
de dupla-camada apresentada posteriormente. A aplicacao da solugao de dupla-camada é

apresentada no capitulo 5.
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3.3.1 Problema térmico unidimensional transiente X 22

O problema unidimensional (1D) de condugao de calor definido por uma placa submetida
a um fluxo de calor, q(t) em = = 0, e condigdo de isolamento térmico a superficie oposta,
x = L, é referenciado como X 22 por Cole et al. (2010) (Fig. 3.1). Trata-se, neste caso, de um
dos problemas classicos em conducao de calor que tem aplicacao em obtencao de propriedades

termofisicas.

x=0 x=L

Figura 3.1: Problema térmico classico: placa plana submetida a um fluxo de calor em x = 0,
e condicao de isolamento térmico a superficie oposta, © = L.

Descreve-se matematicamente, o problema representado pela Fig. 3.1 pela equacgao de

difusédo de calor

0T 19T

Z - - 3.7
Jx? « Ot (3.72)
Sujeita as condicoes de contorno
aoT oT
—k—— =q(t); — =0 3.7b
ox | ,_, a(t); ox|,_; (3.7b)
e & condicao inicial
T(x,0) = F(z) =T (3.7¢)

A solugao do problema dado pelas Egs. (3.7a)-(3.7¢) pode ser obtida por fun¢oes de Green.
Uma das grandes vantagens das fungoes de Green é a sua facil transposicao para problemas
multidimensionais (2D e 3D) e a capacidade de resolver problemas com condiges de contorno
complexas, como fluxo de calor com variagao espacial e temporal (FERNANDES, 2009).

A equagao-solucao integral baseada em funcoes de Green do problema unidimensional é
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dada por
L
T(ac,t):/ G(xz,t|z’, 0)F(2")dz'
0

t rL /
—i—a// G(x,t\x’,T)“(](xk’T)dx’dT
0 Jo
t A .
+a/ G(m,t|0,7)1TdT
0

+oz/tG(x,t\L,T)f2]iT)dT
0

O primeiro termo da solucdo integral na Eq. (3.8) é referente & temperatura inicial

(F(x) = Tp), o segundo termo diz respeito a geracao de calor (g(z,t)) e os dois tltimos ter-
mos descrevem condicoes de contorno do segundo tipo, isto é, em z = 0 tem-se fi(t) = q(t)
e para © = L tem-se fy(t) = 0. G(z,t|2',7) representa a funcado de Green, o e k sdo difu-
sividade e condutividade térmica, respectivamente (COLE et al., 2010); (HAHN; OZISIK,
2012); (FERNANDES, 2009).

Assim, resumindo as caracteristicas particulares do problema, descritas nas Eqs. (3.7a)-

(3.7c), tem-se que
F(z) =Ty, g(x,t) =0; fi(t) = q(t); e fa(t) =0 (3.9)

e substituindo (3.9) em (3.8) obtém-se

T(x,t) =Ty + a/t G(m,t|0,7)$d7 (3.10)

Observa-se na equacao (3.10) que G(z,t|z',7) é a fun¢ao de Green referente ao problema
X 22, dada por (BECK, 1992)

/
1+2 Z CEalt=") g <mz$> cos (mzz )] (3.11)

Gxao(z, t|z', T)

Logo, quando 2’/ =0
Gxaz(,t]0,7) = G(x,t]0,7) 1+2 Z e CE) T o (?)] (3.12)

Observa-se ainda que o problema descrito pelas Eqs. (3.7a)-(3.7¢) é equivalente ao pro-
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blema com geragao de calor “superficial” em x = 0, isto &, g(x,t) = q(t)0(x — 0) e fluxo de
calor nulo em z = 0. Desta forma, supondo que a nao homogeneidade associada a condicao
de contorno em z = 0 é removida por meio do procedimento de superposi¢ao, o termo de
geragao de energia torna-se a inica nao homogeneidade do problema. Portanto, o problema

descrito anteriormente é equivalente ao que é dado pelas seguintes equacoes:

o*T 10T
— t) = —— 3.13
Ox? +9(@.t) a Ot (3.13a)
Sujeita as condigoes de contorno
aT aT
—k— =0; — =0 (3.13b)
Ox =0 ox z=L
e a condicao inicial
T(x,0)=F(z) =T, (3.13c)

Nesse caso, a equagao-solucao integral baseada em fungoes de Green dada pela Eq.(3.8)
e resumida as caracteristicas particulares do problema descritas nas Eqs. (3.13a)-(3.13c), ou

seja
F(x) =1Tp; g(x,t) = q(t)o(z — 0); fi(t) = 0; e fo(t) =0 (3.14)

E descrita por

T t) = T —|—04/0t /OL G(m,t|x’,r)de’dT (3.15)

Aplicando-se a propriedade da fungao delta de dirac (BECK; COLE; B.LITKOUHI, 1992)

/F(x)é(m —a)dr = F(a) (3.16)
obtém-se
/L Gla tl', 1)6(x' — 0)da’ = Gz, 10, 7) (3.17)

Logo, observando que as condigoes de contorno continuam sendo do tipo 2, G(z, t|a’, )
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para esse caso também é a G'xo9 e reescrevendo a equagdo (3.15) tem-se

T(x,t) =Ty + %G(m, t10, 7)q(t)dr (3.18)

Conclui-se que as solugoes dos problemas dados por (3.7a)-(3.7¢) e (3.13a)-(3.13c) sdo

algebricamente iguais.

3.3.2 Problema térmico 1D X2C12

O problema de conducao de calor 1D mostrado na Fig. 3.2, definido por uma placa plana,
com duas camadas, submetida a um fluxo de calor, q(t) em x = 0, e condigao de isolamento

térmico na superficie oposta, x = L, cujas propriedades termofisicas sao diferentas em cada
camada, delimitada por z = b, é referenciado como X2C12 por (HAJI-SHEIKH, 2014).

L

-~

N
LLALALLRLARRRRRRRNNNY RRLLLRRLARRRRRRRR AR

at) — E

-------

Figura 3.2: Problema térmico: placa plana, com duas camadas, submetida a um fluxo de
calor em x = 0, e condicao de isolamento térmico na superficie oposta, x = L.

Descreve-se matematicamente, o problema representado pela Fig. 3.2 pelas equacoes de

difusdo de calor

82T1 1 aTl

9> ay Ot
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Sujeita as condigoes de contorno

8T1 a1“12
1 o - Q( )a 2 O - ( C)
e condicoes de continuidade
Tllx:b = sza::b (319d)
a1 o1,
—k1— = —ko— 3.19
Yoz b > o b (3-19)
e a condicao inicial
Ti(z,0) = Ty(z,0) = F(x) =Ty (3.19f)

A expressao para a temperatura em termos de funcao de Green é semelhante ao descrito
para o caso de uma camada, porém, a forma funcional da solucao geral e a funcao de Green
sao obtidas a partir de procedimentos mais elaborados. A solucao geral do problema dado
pelas Eqgs. (3.19a)-(3.19f) é apresentada na Eq. (3.20), supondo-se que a ndo homogeneidade
associada a condigdo de contorno (fluxo de calor) é removida pelo mesmo procedimento de
superposi¢ao descrito na soluc¢do alternativa para o problema de uma camada (Eq. (3.13)),
isto &, considerando g(z,t) = ¢(t)d(z — 0). Nesse sentido, a solugdo para temperatura em

cada regiao i é dada por

Ty(x,1) =Z{

j=1
b pxie (!

+ aj/ / Gz’j(x,t’xl,T)@dx/dT}
0 Juz; J

onde z; <z < x;4q, para j = 1,2,..., M, sdo os limites de cada camada, e, G;j(x,t|z',7) é a

Tj+1
/ Gij(l’,ﬂI/,O)Fj(I/)dI/

(3.20)

funcao de Green para problemas multicamadas.
Se M = 1, tem-se a solucao para o caso de uma Unica camada definida no intervalo

0 <z <L, onde z; =0e xy = L, portanto a solu¢do dada pela Eq. (3.21) é algebricamente
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identica & apresentada na Eq. (3.15).

Toy(z,t) = oz(l)/ / a1y (z, tla, 7') ( )dx'dT (3.21)

Para M = 2, define-se duas camadas dadas pelos seguintes intervalos 0 < x < b e
b<ax < L,sendo x;1 = 0, 2o = b e x3 = L. Assim, tem as solugoes 17 e T, definidas

respectivamente pelas Eqs. (3.22) e (3.23), ou seja,

t ) /
Ty(z,t) = al/ G (z, 8], T)gl(z”)d 'dr
1

//%Gumyx e ( ™) dtdr

mt—alf/ G (z, |2, )91( 7) dz'dr

/
+Oé2/ ng(l’,t’l’, )gg(:]z )d /dT
0 x9

2

(3.22)

(3.23)

Como a geracao de calor é aplicada na superficie, g(x,t) = ¢q(t)d(z — 0), isto implica que
ela ocorre em = = 0, assim, g;(z,t) = g(z,t) e go(z,t) = 0, portanto a segunda parte das
(3.22) e (3.23) s@o nulas.

A fungao de Green G;; é dada por (HAJI-SHEIKH; BECK, 2002)

[e.9]

v 1
Gz, tla',m) = Ze An(t )EXm(x)Xjn(x’), (3.24)

n=1

onde X, e X, sao as autofuncoes, A, os autovalores e IV, a norma que ¢ definida por:

M Tj+1 9
. / [Xin@)] da’ (3.25)
j=1"%;

Observa-se, portanto que para esse caso serao necessarias as seguintes funcoes de Green

[e.9]

2 1
Gu(z,tla', 1) = Ze_’\"(t_T)FXln(x)Xln(x’) (3.26)

n=1 n

Go(z, bl 7) = Ze_)‘2(t 7) in( ) X1 () (3.27)
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Portanto, considerando o problema equivalente a uma geracao de calor aplicada na superficie
em z = 0 e fluxo de calor nulo em x = 0, e substituindo G1; e (Go; respectivamente em 717 e

Ty a solugao para a temperatura no intervalo [zq, xs] se reduz a

00 t
03] Xin

z2
Ti(z,t) = T N e_’\%(t_T)/ Xin(2")q(T)d(2" — 0)dx'dr
n=1 z JO 1
3.28
o S Kl [ iy o
kl n=1 Nx 0 !
e para o intervalo [z, x3]:
0 X . t ) X9
To(x,t) = (;—11 ]\72 e’\"(tT)/ Xin(2")q(t)d (2" — 0)da'dr
n=1 x 0 Tl
3.29
_ 4 o X () X1 (0) /t (t)e 0= gr 29
kl n=1 Nx 0 !

A seguir descrevem-se a obtencao das autofungoes X; = X1,(x) e X5 = Xy,(7) no caso
particular do problema X2C12 (Fig. 3.2), definido pelas Eqs. (3.19a)-(3.19f) que deverao ser
adequadas para que a solugao geral dada pela Eq. (3.20) possa ser aplicada.

3.4 Autofuncoes para o problema térmico X2(C'12

Assumindo que as condig¢oes de contorno sao homogéneas, propdem-se que as autofuncoes
das solugbes (3.28)-(3.29) sejam obtidas por fun¢des de variaveis independentes no espaco e
no tempo, a qual nos interessara apenas determinar a funcao dependente de x, que serao as

autofuncoes que se deseja obter, assim, o método de separagao de variaveis serd usado, entao

Ty(w,t) = X, ()01 (1) (3.30a)
To(2,t) = Xo(2)Ta(t) (3.30b)

Substituindo Egs. (3.30a) em Egs. (3.19a) e Eqs. (3.30b) em Egs. (3.19b) e dividindo por
Xi(x)T'1(t) e Xol'y(t) respectivamente tem-se
1 9°X, 1 oI

— = 3.31
X1 0x? a1F1 ot ( a)
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1 %X, 1 0y
— = 3.31b
XQ 6172 a2F2 6t ( )

e como o membro do lado esquerdo da Eq. (3.31) é independente de ¢, o lado direito é
independente de x , conclui-se que ambos os membros da equacgao sao independentes de x e

t . Logo, cada membro da equagao deve ser uma constante, ou seja

12X, 1 0

_— — — —)2 3.32
X1 0x? ozlfl ot ( )
1 0°X, 1 0I'y
_— — — — )2 3.33
XQ 0x? a2F2 ot ( )
Portanto,
X, N
— 4+ —X; =0 3.34
8$2 + (o5} ! ( )
e
X A2
72 + =X, =0 (3.35)
02 Qo
Definindo que
A2 A2
72 g e 772 = — (336)
o 65)

e rescrevendo as equagoOes diferenciais ordinarias (EDOS) (3.34) e (3.35) segue-se

2X,

X;=0 3.37
922 + 7T A (3.37)
O Xy =0 (3.38)
8.1'2 n 2 — .

As solugoes para essas EDOS sao as autofungoes que se deseja obter:

X = Acos(yx) + Bsen(yz) (3.39a)
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Xy = Ceos(nx) + Dsen(nz) (3.39b)

Para obter as autofungoes X; e X5 é necessario obter os coeficientes A, B, C e D das Egs.
(3.39a) e (3.39b). Dessa forma, usa-se, as condi¢oes de contorno em x = 0 para obter os
coeficientes da Eq. (3.39a) e as condi¢oes de contorno em x = b, ou melhor, condi¢oes de
continuidade (HAJI-SHEIKH; BECK, 2002) para obter os coeficientes da equagao (3.39b).

A condic¢ao de contorno em x = 0 é dada por

o1y

EPACES ] 4
1 0 (3.40)

=0

e pode ser rescrita como

0X 0X

—k—
' Ox =0

- ~0 (3.41)

=0

z=0

Substituindo a autofuncao X; dada pela Eq. (3.39a) na condicao de contorno em x = 0
dada pela Eq. (3.41) tem-se

0X,  0(Acos(yzx) + Bsen(yx))

or oz (3.42)
Resolvendo a derivada em relagdo a = da Eq. (3.42), tem-se

% = —Aysen(vyx) + Bycos(yx) (3.43)
Aplicando a condic¢do de contorno de z = 0 na Eq. (3.43) segue-se

% = —Avysen(0) + Bycos(0) =0 (3.44)

=0

Como sen(0) = 0 e cos(0) = 1, conclui-se que o coeficiente B = 0.
Como B = 0 sem perda de generalidade o coeficiente A da Eq. (3.39a) pode assumir qual-
quer valor constante, incluindo o valor unitario, A = 1 (OZISIK, 1993). Assim, substituindo

os coeficientes A e B na Eq. (3.39a) tem-se
X = lcos(yx) + Osen(yx) (3.45)

Logo, a autofuncao X, esta determinada e é dada por

X, = cos(yx) (3.46)



24

Como mencionado, para obtencao da autofuncao X, é necessario obter os coeficiente C' e
D da Eq. (3.39b), para isso, usa-se, a condigao de continuidade em = = b.

A condicao de continuidade em x = b é dada por:

Tllx:b = T2’x:b (347)
0Ty oTs
—k1— = —ko— 3.48
Y ox b > ox oeb ( )
e pode ser rescrita como
Xl‘x:b = Xle:b (349)
8X1 a)(2
—k1—— = —ko—— 3.50
Y ox —b > o b (3:50)
Observa-se que
X = cos(yx) (3.51)

Xy = Ccos(nx) + Dsen(nx)

Aplicando a condicao de continuidade em x = b dada pela Eq. (3.50) na Eq. (?7) segue-se

cos(yb) = Ccos(nb) + Dsen(nb) (3.52)
e reescrevendo a Eq. (3.52) tem-se
cos(yb) — Ccos(nb) — Dsen(nb) =0 (3.53)

Analogamente, substituindo as autofungées X; e X, dadas pela Eq. (3.51) na Eq. (3.50)

segue-se

d(cos(yr)) — d(Ccos(nz) + Dsen(nx))

.54
ox ox (3.54)
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Resolvendo a derivada com relacao a x tem-se

ki[—vysen(vyx)] = ko[—Cnsen(nz) + Dncos(nx)] (3.55)
colocando em evidéncia v e 77 tem-se

ki1y[—sen(vyx)] = kon[—Csen(nz) + Dcos(nz)] (3.56)

dividindo ambos membros da Eq. (3.56) por kon segue-se,

- (%) (1) sen(yx) = —Csen(nz) + Dcos(nzx) (3.57)
2 n
Aplicando a condigao de continuidade em = = b dada pela Eq. (3.50) na Eq. (3.57)
segue-se

_ (Z_;) (%) sen(vb) = —Csen(nb) + Dcos(nb) (3.58)

e reescrevendo a equacao tem-se

- (Z_:) (%) sen(yb) + Csen(nb) — Deos(nb) = 0 (3.59)

Em x = L, tem-se a condi¢ao de contorno de isolamento térmico, ou seja,

T
—k’gﬁ

_ 3.60
e 0 (3.60)

=L

e pode ser reescrita por

oT. 0X. 0X.
B —0 = 2 -0 = =2 =0 (3.61)
or |,_; or |,._; or |,
Sustituindo a autofun¢ao X, na Eq. (3.61) segue-se
d(Ccos(nzx) + Dsen(nzx)) _0 (3.62)

oz

Resolvendo a derivada em relacao a x tem-se

—Cnsen(nz) + Dncos(nx) =0 (3.63)
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Aplicando a condic¢do de contorno em x = L dada pela Eq. (3.61) na Eq. (3.63) tem-se
—Cnsen(nL) + Dncos(nL) = 0 (3.64)

Uma vez aplicadas todas as condicoes de contorno e as condigcoes de continuidade, as Egs.
(3.53),(3.59) e (3.64) em forma matricial é dada por

cos(vb) cos(nb) sen(nb) 1 0
—Ksen(yb)  sen(nb)  —cos(nb) C =10 (3.65)
0 —nsen(nL) mncos(nL) D 0

onde

K= (%) (%) . (3.66)

Observa-se que na Eq. (3.65) ainda resta a identificacao dos coeficientes C' e D. Assim,
para sua obtencao, sao necessarias apenas duas equagoes, ou seja, tomando as Eqgs. (3.53)-

(3.59) tem-se o seguinte sistema linear em sua forma matricial:

[ cos(nb)  sen(nb) C _ [ cos(7yb) ] (3.67)
| sen(nb) —cos(nb) J D | —Ksen(+b)
A X B

A Eq. (3.68) apresenta a notagao do sistema linear dado pela Eq. (3.67) em sua forma
simplificada. Para a solucao desse sistema é necessério e suficiente que exista a matriz inversa

tal que, satisfaca a expressao abaixo (3.68)
A X=B&A' A X=B-A'eX=DB A" (3.68)

onde A~! & denotado como matriz inversa. A existéncia da matriz inversa A~! consiste no
calculo do determinante, ou seja, para que a matriz A~! exista é necessario que o determinante
da matriz A (notagdo: (A(A))) seja diferente de zero. Note que,

cos(nb)  sen(nb)

Al4) = sen(nb) —cos(nb)

‘ = —cos(nb)? — sen(nb)? = —1

Como o determinante da matriz A é diferente de zero, existe a matriz inversa A=!. A
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inversdo de matrizes 2 x 2 é dada por Dante (2010)

I I N R T A A
A _[c d] - 55 ] (3.69)

—Cc a
Portanto,

(3.70)

A7V = (<1) [ —cos(nb) —sen(nb) ] _ [ cos(nb)  sen(nb) ]

—sen(nb)  cos(nb) sen(nb) —cos(nb)

Para determinar os coeficientes C' e D usa-se a relacao dada pela expressao (3.68), ou

seja,
c| cos(yb) cos(nb)  sen(nb) (3.71)
D | | —Ksen(yb) sen(nb) —cos(nb) '
Obtem-se assim os coeficientes C' e D
C' = cos(nb)cos(vb) + <%) <1) sen(yb)sen(nb) (3.72a)
2 n
ky g
D = cos(yb)sen(nb) — ol l sen(yb)cos(nb) (3.72Db)
2 U
Logo, a autofuncao X, é definida por
. k1 g
Xy = [cos(nb)cos(yb) + | — | | = | sen(yb)sen(nb)| cos(nx)
k2 )\ (3.73)

# [costothsentan) = (1) (2 ) sentapicostan)] sento

Uma vez obtidas as autofuncdes resta a obten¢ao da norma e dos autovalores. Apresenta-

se na proxima secao, os calculos para obtencao da norma.
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3.5 Calculo da norma para o problema térmico X2(C'12

A obtencao da norma consiste na soma das integrais das autofuncoes referentes a cada

camada, ou seja,

2 z3

N, = / (X (222" + / Xon (/)P (3.74)
zl x2

onde o intervalo da primeira e da segunda integral da Eq. (3.74) referem-se respectivamente

a primeira e segunda camada do problema X2C12. Substituindo as autofungoes X; e Xy

obtidas na se¢ao anterior na Eq. (3.74), a norma passa a ser definida por:

N, = z2[X1n(x’)]2dx’ + /IS[Xgn(x’)]de’
x117 :ELQ (3.75)
= / [COS(’VZI?/)]QCZZEI—F/ [Ccos(nz') + Dsen(nz)|*da’
. b Y
Resolvendo as integrais indicadas por 1 e 2 que aparece na Eq. (3.75) tem-se
b a1 b1
Integral 1 = /0 [cos(ya')]2da’ = >+ E(27x’) i =35+ E(?vb) (3.76)

L
Integral 2 = / [Ccos(nz') + Dsen(nz’)|*dx’
b
L
= / C?cos*(nx') + 2C Dcos(na')sen(nz') + D*sen®(na’)dx’
b

L L L
= C? / cos®(nz')dx' + QCD/ cos(nz')sen(na")dz' + D? / sen’(nx’)dx’
b b b

— Z_;(QU(L —b) — sen(2bn) + sen(2Ln)) +

+ f_n(gn([, —b) + sen(2bn) — sen(2Ln))

2077D (cos(2bn) — cos(2Ln))

(3.77)
Logo, a norma é definida por:

N, = Integral 1 + Integral 2 (3.78)
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Resta ainda o calculo dos autovalores \,,. A obtencao dos autovalores é importante para

implementacao computacional da solucao do problema X2C12.

3.6 Autovalores para o problema térmico X2C'12

Os autovalores para o problema térmico X2C'12 devem ser obtidos por um método nu-
mérico, por tratar-se de uma equacao transcendental.

A obtencao da equacdo transcendental é dada pelo calculo do determinante Eq. (3.79)
que é composto, pelas condicoes de continuidade em x = b e condicao de contorno em x = L,
dadas respectivamentes pelas Eqgs. (3.53),(3.59) e (3.64). Assim, escrevendo a matriz de seus

coeficientes tem-se

cos(~yb) cos(nb) sen(nb)
—Ksen(vyb)  sen(nb)  —cos(nb) | =0 (3.79)
0 —nsen(nlL) mncos(nl)

Varios métodos podem ser usados para obten¢do do determinante Eq. (3.79), dentre eles,
a regra de Sarrus. A regra de Sarrus é usada para calculo de determinantes de matrizes
quadradas e permite o calculo de maneira pratica, relacionando a diagonal principal com a

diagonal secundaria, ou seja,

cos(yb) cos(nb) sen(nb) cos(7yb) cos(nb)
—Ksen(yb)  sen(nb)  —cos(nb) | —Ksen(yb)  sen(nb) | =0 (3.80)
0 —nsen(nL) mncos(nL) 0 —nsen(nL)

Aplicando a regra de Sarrus, obtem-se

[ncos(yb)sen(nb)cos(nL) + Knsen(nb)sen(vyb)sen(nL)

(3.81)
—nsen(nL)cos(nb)cos(vb) + Kncos(nL)sen(vyb)cos(nb)] = 0
Reorgizando as parcelas da Eq. (3.81) tem-se
[ncos(yb)sen(nb)cos(nL) — nsen(nL)cos(nb)cos(yb) (3.82)

+Kmnsen(nb)sen(vyb)sen(nL) + Kncos(nL)sen(vyb)cos(nb)] = 0
Da relacao trigonométrica tem-se (DANTE, 2010)

sen(a — b) = sen(a)cos(b) — sen(b)cos(a) (3.83a)
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cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b) (3.83b)
Assim, usando as relagoes apresentadas nas Eqs. (3.83a)-(3.83b) na Eq. (3.82) tem-se

ncos(yb)[sen(nb — nL)] + Knsen(yb)[cos(nb —nL)| =0
ncos(yb)[sen(nb — nL)] = —Knsen(yb)[cos(nb — nL)]

L
ncos(yb) = —Knsen(’yb)(—n)
sen(nb — nL) (3.81)
ncos(yb) = —Knsen(yb)tan(nb — nL)
ncos(7b)
=—Kt b—nL
tan(yb) = —Ktan[n(b— L)]
Portanto, a equacao transcendental é definida por
tan(yb) = —Ktan[n(b — L)] (3.85)

A solucdo da Eq. (3.85) pode ser obtida aplicando-se varios métodos mateméticos. Neste
sentido(OZISIK, 1993) sugere varias técnicas classicas como: Método de Newton-Raphson,
Bisseccao e Secante. Na verdade qualquer um desses métodos sao suficientes para obtencao
das raizes destas equacoes. Entretanto um cuidado especial deve ser tomado em relacao a
obtencao de todas as raizes. Observa-se que como os métodos sao iterativos, corre-se algum
risco de se perder o primeiro autovalor dependendo das caracteristicas fisicas e geométricas
do problema e do primeiro autovalor estimado (FERNANDES, 2009).

Sendo assim, Beck (1992) e Haji-Sheik & Beck (2000) apresentam solugoes para a equagao
transcendental baseadas em aproximacoes assintoticas que evitam estes problemas.

Para um melhor entendimento do comportamento destas raizes é importante a visualiza-
¢ao de suas representacoes graficas, conforme apresenta-se na Fig. (3.3), onde a intersec¢ao
das curvas representam os autovalores da equacao.

Como visto a obtencao dos autovalores nao ¢ evidente. E importante ressaltar que quando
houver aplicagoes da solucao X2C12 onde a espessura da camada precisa ser muito fina, é
preciso reorganizar os autovalores, pois, quanto mais diminui a espessura da camada as
raizes da equagao transcendental, dada pela Eq. (3.85), vao ficando cada vez mais proxi-
mas ou até mesmo coincidindo. Quando isso acontece é preciso eliminar essas raizes. Um
exemplo de aplicacao que necessita da espessura da camada ser fina, se dé, pela ferramenta

de corte(camada 2) revestida (camada 1) usada em processo de usinagem. Nesse caso, as
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Assintotas

~——ag
~~
~

Figura 3.3: Representacao grafica das assintotas do problema X2C12.

espessuras de revestimento sao muito finas.
Desenvolveu-se um procedimento no software MATLAB (2012) que evita esse tipo de
problema seguindo a seguinte légica: se a diferenca entre dois autovalores, por exemplo,

primeiro com o segundo, segundo com o terceiro, e assim sucessivamente for menor que uma
tolerancia de 0.05 o autovalor passa a ser zero. Como nao pode existir autovalores nulos, esse

valores sao eliminados.

Apobs esse procedimento os autovalores necessarios para obtencao da equagao-solucao
multicamada estao calculados e com isso pode-se obter a equacao-solucao X2C12. Apresenta-

se na secao seguinte a solugao de temperatura do problema térmico X2C'12.
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3.7 Solucao de Temperatura

Vimos que a solu¢do para a temperatura no intervalo [z, xs] é dada por:

0 X n t xo
T (33, t) = (;—11 Z ]\71 /0 e—A%(t—T) / Xm(ﬂU/)q(t)(S(aZ/ . O)dwldT
T 1

n;1 (2) 0) . (3.86)
g Xin(z) X1y —X2(t—7)
- E Tenve e t)e "n d
k= N, /0 e !

e para o intervalo [zq, x3]:

0 X " t xo
Ty(x,t) = o Z 2 / et Xin(2)q(t)o(2" — 0)da'dr
0

1 n=1 Nx z1
~ (2)X1,(0) . (3.87)
_ on\T)A1n A2 (t—7)
- t n d
m gﬂ N /0 q(t)e T

onde define-se duas camadas pelos seguintes intervalos 0 <z <beb<x < L, sendo x; =0,

9 = b e x3 = L. Assim, substituindo as autofungbes X; e Xy dada pelas Eqgs. (3.88)

X, = cos(vx) (3.88a)
X = [aostpostrt) + (1) (1) sentrbysentin) | costae) .
 [costompsentin) = () (2 ) sentatheostom)] sento |

nas Eqgs. (3.86)- (3.87) a solucdo de temperatura é definida por:

= X1 [ s [
Tl(as,t):k—llz Nl /O e~ An(t=) / 1 Xin(2z')q(t)d(z" — 0)da'dr
n=1 r
t

o [e%¢] Xln(l') 1n(0) / Y (t, )
Y X He— =) 4 .
kl n=1 N$ 0 Q( )6 ! (3 89a)

a1 = cos(yx)cos(0) /t CAn(t—7)
— t n T d
i N, | alb)e !
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X
To(x,t) = Z 2”/ —An(t= T/ Xin(2")q(t)o (2" — 0)dz'dr
0

_ o nlegn(:cme( )/O g(H)e M) dr
= %g {[cos nb)cos(vb) + <::) <7) sen(yb)sen(nb)] cos(nz) (3-89D)

+ [cos(vb)sen(nb) - (Z—;) (%) sen(vb)cos(nb)} sen(nm)}cos(())
X /0 tq(t)e_)‘"(t_T)dT

Onde )\, sao os n autovalores e v e 1 estao relacionados com \ pela seguinte expressao
A2 A2
anq %)

Apresenta-se no proximo capitulo a verificacao dessa solucao de forma algébrica e intrin-

seca.



Capitulo 4

Equacao-Solucao Multicamada:
Verificacao e Comparacao com solucoes

numeéricas e analiticas

4.1 Introducao

Neste capitulo inicialmente apresentam-se a verificagao algébrica da solucao analitica
X2C'12 desenvolvida no capitulo anterior e em seguida, a verificacao intrinseca, através da
equacao-solucao X22. Apresenta-se também, uma comparacao da equacao-solucao analitica
multicamada X2C'12 com uma solugao analitica da literatura, e com uma solu¢ao numérica
obtida pelo software COMSOL.

4.2 Perfil de Temperatuda do Problema térmico unidi-

mensional 1D transiente X2(C'12.

Como visto anteriormente, o problema térmico de dupla-camada X2C'12 representado
pela figura (4.1), é definido por uma placa plana de duas camadas, onde o comprimento L
é dado por dois tipos de materiais. Assim, no intervalo 0 < b < L tem-se duas camadas
distintas definida pelo valor b. Nesta aplicacao, na regiao entre zero e b tem-se as proprie-
dades termofisicas do material aco AISI 1010, enquanto para a regiao entre b e L tem-se as
propriedades termofisicas do material cobre. A tabela (4.1) apresenta-se as propriedades de

ambos materiais.

34
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Figura 4.1: Problema térmico: placa plana, com duas camadas, submetida a um fluxo de
calor em x = 0, e condicao de isolamento térmico na superficie oposta, x = L.

Tabela 4.1: Propriedades Termofisicas.

Aco AIST 1010 Cobre
Condutividade térmica [W/mK| 64 401
Difusividade térmica [m?/s] 18,8 x 107° 117 x 107°

A solucao desse problema ¢ dada pelas Eqgs. (3.89a)-(3.89b) apresentadas na segao (3.7)
e serao implementadas usando o softwareMATLAB (2012).

Apresenta-se na Fig. (4.2) o comportamento térmico da solu¢ao de dupla-camada X2C'12
considerando trés tempos constantes t = 0[s], t = 50[s] e ¢ = 100[s], um fluxo de calor
prescrito, 4 x 10° [W/m?]; temperatura inicial, Ty = 0 [°C], comprimento da placa, L =
5 x 1072 [m] e divisdo das camadas, b = L/2 [m]. Nesse caso, nao ¢ interessante mostrar a
solucao em relagao ao tempo, pois a solucao de dupla-camada é definida em todo dominio e
nao no tempo, assim, condidera-se temperatura por comprimento para visualizar e entender

o comportamento dessa solucao em todo o dominio.
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Figura 4.2: Perfil de temperatura ao longo da espessura da camada do material composto
Aco/Cobre.

Observa-se que o perfil de temperatura da segunda camada tem um comportamento
aparentemente constante em relacao ao da primeira camada, isso é devido a condutividade
térmica do material ser muito alta, tornando-o condutor e assim dissipando o calor de uma
forma mais rapida. Observa-se também, na tabela (4.2) que as condigoes de continuidade
em r = b, isso é, a temperatura T} = T, na interface sao satisfeitas para os trés tempos

constantes.

Tabela 4.2: Condigoes de continuidade

Tempo (s) T T

t=20 0 0

t =50 95.5742 95.5742
= 100 213.0248 213.0248

Observa-se ainda, que para obter o perfil de temperatura da solucao de dupla-camada
usou-se um caso particular, onde o fluxo de calor imposto em uma das extremidades (x = 0)
¢ conhecido e ¢ constante, restando apenas o calculo das integrais nas Eqs. (3.89a)-(3.89b).

Por exemplo, se o fluxo de calor é constante ou somente dependente da posicao, ou ainda uma
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funcdo exponencial, ¢(t) = c;e(" com c; e ¢y ndo nulos, a solucio ¢ facilmente determinada
de forma analitica. Entretanto, em uma situacgao real o fluxo de calor, ¢(t), nao é descrito por
uma expressao analitica, uma vez que sua natureza ¢é discreta. Nesse caso, a solugao poderia
ser chamada de “hibrida”, pois a integral é necessariamente calculada a partir da discretizacao
do fluxo de calor (FERNANDES; GUIMARAES, 2012), (FERNANDES, 2013). Apresenta-se
a seguir, a solucao hibrida que ¢ usada em um situacao real, uma vez que o fluxo de calor é

discreto.

4.2.1 Solucgao hibrida

A solucao hibrida é uma alternativa para casos reais onde o fluxo de calor nao é constante.
Nesse caso, o fluxo de calor experimental (dados discretos) é representado como um vetor
onde cada componente é um valor de fluxo, e esse fluxo é considerado constante para cada
intervalo de tempo, como mostra na figura, ou seja, q(t) = [q1,42,43, - ,qn) sendo ¢, a
componente para o intervalo A= t,1 —t, comn =1,2,--- /N —1 (FERNANDES, 2013).

q(t)

N

q i bbb e— q,

Figura 4.3: Fluxo de calor discreto.

Sendo assim, a integral que aparece nas Eqgs. (3.89a)-(3.89b) pode ser expressa por

t to 3
/ q(t)e—)\%(t—T)dT — / qle—)\%(t—T)dT + / QQB—A%(t—T)dT 4.
0 t

1=0 t2

(4.1)

ot A2 (¢ 1 - A2 (tn+1 A2 (¢
+ /t qne_ n( _T)dT — _)\Qt Z qn(e_ n( nt ) —_ e_ n( ’ﬂ))
n n n=1

Entao, a solu¢ao de temperatura dadas pelas Eqs. (3.89a)-(3.89b) podem ser re-escritas
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da seguinte maneira

00 N-1
o - cos(yx)cos(0 “A2(ta+1) _ o= A(tn)
)-uy S ae | (120
n=1 n" n=1

rio,t) = 225 [eostumreostn) + (22 () sentpysentan) | costan

+ [cos(vb)sen(nb) - (Z;) (7) sen(yb)cos(nb)} sen(nx)}cos((]) (4.2b)

N—
1
Y D a7 T —emlt)
n" p=1

Assim como toda solugao, a solucao hibrida dada pela Eq. (4.2) precisa ser validada, para
isso, obtém-se a solu¢do analitica considerando o fluxo de calor, ¢(t) = c;e™®" na Eq. (3.89)

e compara as duas soluges (hibrida e analitica). Resolvendo as integrais no tempo das Egs.
(3.892)-(3.89b) tem-se

Ti(a, 1) = 2‘—11 nf:l 005(72:0‘9(0) Cl(e_;;t__;—% (4.3a)
n =0y {eostutrcoston + (1) (1) sentmysentm)| costae)

n=1

+ {cos('yb)sen(nb) - (Z) (7> sen(’yb)cos(nb)} sen(mc)}cos(()) (4.3b)

—cot 67/\%15)

/\%—CQ

ci(e

X

A seguir, apresenta-se a valida¢do da solugao hibrida (4.2) atraves da comparacdo entre
as solugoes analitica (4.3) e hibrida (4.2). Mostra-se também, um exemplo da solu¢do hibrida
considerando um fluxo de calor do tipo pulso triangular. Essas solugoes sao implementadas no
software MATLAB (2012) considerando as propriedades termofisicas do ago e cobre referente
a primeira e segunda camada. Temperatura inicial, 7, = 0 [°C]; comprimento da placa
L =5x1072 [m] e divisao das camadas, b = L/2 [m]. Para o fluxo de calor discreto, somente
aplicado na equacio (4.2), tem-se o vetor ¢, = [0 ciexp(™2%], com ¢; = 4 x 10° e ¢, = 0, 002,
At =0.1 comt=0:At:100 Fernandes (2013).
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Figura 4.4: Comparacao entre a solugao analitica (4.3) e hibrida (4.2).

Oberva-se que as duas solucoes apresentadas na Fig. (4.4) possuem o mesmo perfil de

temperatura, assim, a Fig. (4.5) apresenta o erro absuluto entre as solu¢oes analitica (4.3) e
hibrida (4.2).
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Figura 4.5: Erro absoluto entre as solugoes analitica e hibrida (4.2).

Observa-se ainda na Fig. (4.5) que o erro absuluto obtido entre as solu¢oes hibrida (4.2)
e analitica (4.3) ¢ de 0,24(°C) com erro percentual de 0,22%.

Apos a validacgao da solugao hibrida (4.2), mostra-se, outro exemplo usando fluxo de calor
triangular discreto, ¢ = [q1, g2, - - , ¢u], construindo o fluxo de calor na forma vetor, com um
pulso triangular, por meio da funcao tripuls no MATLAB, considera-se as mesmas propri-
edades térmicas vistas anteriormente, ou seja, o material aco e cobre referentes a primeira
e segunda camada respectivamente, considera-se também d; = 1; ¢t = [0 : dt : 1000]; as
constantes c¢; e co podem assumir qualquer valor, e dentre eles foram escolhidos os seguintes
valores ¢; = 4x 10°%; ¢y = 50 e ¢ = ¢ *tripuls(t—co, c2). As Figs. (4.6)-(4.7) mostram respec-
tivamente o fluxo de calor triangular, obtido pela solucao hibrida e o perfil de temperatura

da solugao hibrida (4.2) considerando o fluxo com o pulso triangular.
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Figura 4.6: Fluxo de calor pulso triangular da solucao hibrida.
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Figura 4.7: Temperaturas obtidas a partir do fluxo de calor pulso triangular.

Na secao seguinte mostra-se que se consideramos as mesmas propriedades térmicas em
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ambas camadas, isto é, a; = ag e k1 = ko é possivel verificar-se a solucao do problema de
dupla-camada X2C'12.

4.3 Verificacao da Solucao o problema térmico X2C12

A verificacao de solugoes é necessaria para garantir a consisténcia de solucoes construidas
de forma analitica ou codigos numéricos. A precisao das solucdes em elementos finitos,
volumes finitos e outros métodos para equacoes diferenciais parciais precisam ser assegurados,
(BECK et al., 2006) (RIBEIRO; OLIVEIRA; GUIMARAES, 2014). A importancia em se
estudar e utilizar métodos de verificacao estd no estabelecimento de garantia de exatidao da
solucdo calculada, como afirma (BECK et al., 2006).

4.3.1 Verificacao algébrica da solugao X2(C'12

A verificagao algébrica da solucao X2C'12 ¢ feita com base no problema térmico X22,
ou seja, considerando M = 1 na solucao de dupla-camada, assume-me que as duas camadas
possuem propriedades termofisicas iguais tornando o problema de dupla-camada em uma
camada simples. Primeiramente, verifica-se a igualdade das normas dos problemas X2C'12 e
X 22, em seguida, mostra-se que os autovalores também sao os mesmo em ambos problemas.

Mostrou-se no capitulo anterior o célculo para obtencdo da norma do problema X2C12,

que é dado pela soma das integrais das autofuncoes referente a primeira e segunda camada,

ou seja,
N, = f[xm(x’)]?dx’+ / :S[Xgn(m/)]Qdm/
= [eostrapast + [ {[eostumenston + (£) (1) sentotysenton] costar’
+ {cos(vb)sen(nb) + (:—;) (%) sen(yb)cos(nb)] sen(nx')}2dx'
(4.4)
onde

X = cos(yx) (4.5a)
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X = [aosteostrt) + (32 ) (1) sentrvysentin)| costae)

+ {cos(yb)sen(nb) - (Z—;) (1> sen(yb)cos(nb)} sen(nz)

Ui

(4.5b)

Considerando M = 1 na Eq. (4.4), e a relagdo dada pela Eq. (3.90), segue-se que ky = ko,
a1 = ag e v = 1. Assim substituindo essas informacdes nos coeficientes C' e D que ¢ dada
pela Eq. (3.72) temos,

C = cos(+b)cos(7b) + <:—;) (%) sen(yb)sen(b) = 1 (4.6a)
D = cos(yb)sen(+b) — (%) (%) sen(yb)cos(b) = 0 (4.6D)

Substituindo a Eq. (4.6) na autofun¢iao X, que é dada pela Eq. (4.5b), a autofuncao X5

passa a ser definida por:
Xy = 1cos(nx) + Osen(nx) = cos(nx) (4.7)
E como visto,
X, = cos(yx) (4.8)

Logo, as autofuncoes sao algebricamente iguais, isto é, X; = X5. Assim a norma passa a

ser definida por:

N, = ' [Xln(m’)]de'—i-/ [Xon (2')]?da’

zl 2

- /0 b[cos(vx')]zde— /b L[cos(wq]?dx’ (4.9)
_ /0 * lcos(ra! )P’
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De acordo com (BECK, 1992) tem-se:

L 0 se m#n,
N, = / [cos(ya!)Pda’ =S L se m=n=0, (4.10)
" L se m=n#0.

Usando o principio de ortogonalidade de fun¢des (BECK, 1992) considerando (m = n # 0)
segue-se

N, = (4.11)

L
2

Que por sua vez, é exatamente a mesma norma para o problema térmico X22 (BECK,
1992). Com isso, mostra-se que as normas dos problemas térmicos X22 e X2C'12 sdo alge-
bricamente iguais.

Portanto, para concluir a verificacao da solucao, resta demostrar para o caso onde M =1
que os autovalores dos problemas térmicos X22 e X2(C'12 coincidem.

Observa-se que em problemas homogéneos do tipo X22 onde a condigao é de isolamento
térmico em todas as superficies, os autovalores sao obtidos aplicando-se diretamente as condi-
¢oes de contorno na equacdo de Sturm-Liouville (OZISIK, 1993). Nestes casos, tem-se como
condigao de solugao ndo trivial que cos(A,,) = 0 e portanto os autovalores sao determinados

por
Am = mm m=1,2,... (4.12)

Deve-se observar ainda que para o caso X22, A = 0 também representa um autovalor
(FERNANDES, 2009).

Considerando M = 1 na equagao transcendental que é dada pela Eq. (3.85) temos:
tan(yb) = —Ktan[y(b — L)] (4.13)

O procedimento para obtengao dos autovalores para o caso M = 1, é analogo ao problema
X2C12, onde é considerado M = 2, que foi desenvolvido no capitulo anterior. Os autovalores
para esse caso também sao obtidos numericamente usando aproximacoes assintdticas como
desenvolvido para o caso de duas camadas.

Com isso, apresenta-se na Fig. (4.8) o comportamento das assintotas, e na tabela (4.3.1)
a comparacao entre os autovalores dos problemas térmicos X22 e X2(C'12, observa-se, nesse

caso, os autovalores do problema X2C'12 sao exatamente mm.



Assintotas

Tabela 4.3: Autovalores dos problemas térmicos X22 e X2C'12.

X2C12

X22

3.1415926535898

3.14159265358979

Figura 4.8: Representacao grafica das assintotas considerando M = 1.

6.28318530717959

6.28318530717959

9.42477796076939

9.42477796076938

12.5663706143592

12.5663706143592

15.707963267949

15.707963267949

18.8495559215388

18.8495559215388

21.9911485751286

21.9911485751286

25.1327412287183

25.1327412287183

28.2743338823081

28.2743338823081

aos autovalores do problema térmico X2C'12.
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Observa-se também, que os autovalores do problema térmico X22 sao exatamente iguais
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Como visto anteriormente a solugao para o problema térmico X22 é dada por:

T(x,t) = To—l—a/ / (z,t|z', ) ( )0 ( O)dx "dr (4.14)

E considerando M = 1 a solucao do problema térmico X2C'12 é dada por:

T(l) xZ, t = a(l)/ / G 11) I t|I‘ T) ( )dCL’ dT (415)

Conclui-se que as solugoes da Eqs. (4.14)-(4.15) sdo matematicamente identicas o que

verifica a solugao do problema térmico X2C'12 do ponto de vista algébrico.

4.3.2 Verificagao Intrinseca da solugao X2(C'12

Podemos conceituar a verificacao intrinseca como o processo de comparagao entre duas
solucoes exatas obtidas por métodos diferentes ou de problemas diferentes mas que possuem
o mesmo resultado numérico.

Por exemplo, compara-se duas solugoes analiticas exatas que possuem geometrias dis-
tintas, ou seja, considera-se um problema térmico unidimensional de transferéncia de calor,
denotado por X111, isto é, uma placa plana submetida condicoes de contorno de temperatura
prescrita em ambas as extremidades e um outro problema, denotado por X10, cuja placa
possui comprimento semi-infinito, é submetido a condicao de contorno de temperatura pres-
crita em z = 0. Observa-se que os dois problemas possuem a mesma condi¢ao de contorno
em x = 0. Assim, esses dois problemas podem ser verificados intrinsecamente, fazendo-se o
tamanho da placa do problema X11 ser grande o suficiente para que possa ser considerado
de comprimento infinito.

O objetivo principal dessa secao é a verificacao intriseca da solugao X2C'12. Como men-
cionado, ¢ preciso compara-la com outra solucao. Nesse caso, compara-se a solucao analitica
de dupla-camada X2(C'12 com uma solucao analitica de camada simples X22 que ja esta
verificada.

Como visto, a solu¢do de dupla-camada X2C'12 é representada pela Fig. (4.1) onde a
geometria analisada é composta por materiais distintos. Para fazer a verificagao intrinseca
da solucdo X2(C'12 considera-se que ambas as camadas possuem as mesmas propriedades
termofisicas. Nesse caso, as propriedades térmicas usadas sao do material de aco.

A Fig. (4.9), apresenta o problema térmico transiente X22 usado para fazer a verificacao
intrinseca da solucao X2C'12. Este é um problema classico em conducao de calor que é

definido por uma placa submetida a um fluxo de calor ¢(t), em x = 0, e condigao de isolamento
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térmico a superficie oposta, x = L.

x=0 x=L

Figura 4.9: Problema térmico classico: placa plana submetida a um fluxo de calor em x = 0,
e condicao de isolamento térmico na superficie oposta, © = L.

O desenvolvimento e procedimento para obtencao da solucao desse problema encontra-se
no capitulo anterior, e é dada pela Eq. (3.18). Para obter o perfil de temperatura desse
problema, assim como no caso de dupla-camada, considera-se as propriedades térmicas do
material ago e fluxo de calor prescrito, q(t) = 4 x 10°[W/m?]; temperatura inicial, Ty = 0[°C];
comprimento da placa, L = 5 x 1072[m]. A Fig. (4.10) mostra o comportamento de ambas

solugoes (X2C12 - X22) ao longo do dominio, considerando um tempo de 50 segundos.

© Solugio X2X12
200 —sOLUCAO X22|

-
N
o
T
|

emperatura (°C

T
-_
© O
© o
T T
I I

3
o

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
X, comprimento L (m)

Figura 4.10: Perfil de temperatura dos problemas térmicos X2C'12 e X22.
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Observa-se na Fig. (4.10) o ajuste no comportamento das duas solu¢gdes. Uma melhor

visualizagdo da diferenca entre as duas solugoes é apresentada na Fig. (4.11).
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0.035 0.04 0.045 0.05

1 1 1
0.02 0.025 0.03
X, comprimento L (m)

1 1
0 0.005 0.01 0.015

Figura 4.11: Erro absoluto entre os problemas térmicos X22 e X2C'12 considerando as mes-
mas propriedades térmicas.

Observa-se que o erro maximo entre as duas solugoes é menor que 0,14(°C), o que apre-
senta 0, 04%.

Uma outra maneira de verificar a solucao analitica dupla-camada X2C'12 é compara-la
com solucao analitica obtida da literatura.

Apresenta-se essa comparacao na proxima secao.

4.4 Comparacgoes

As se¢oes anteriores visam entender o comportamento térmico da solugao (2.68) desenvol-
vida e obtida no capitulo anterior através do perfil de temperatura ao longo do comprimento
do dominio. Observa-se que a solucao analitica de dupla-camada X2C'12 é verificada a partir
de um problema de camada simples, onde ambos problemas possuem as mesmas condicoes
de contorno. O objetivo dessa secao é comparar a solucao analitica X2(C'12 com uma outra

solucao analitica desenvolvida por métodos distintos e que possuem a mesma condicao de
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contorno em (x = 0). Apresenta-se, a comparacao entre a solu¢ado do analitica X2C'12 com

a solugao analitica desenvolvida no trabalho de Rech, Battaglia & Moisan (2004).

4.4.1 Comparacoes entre solugoes analiticas

Como mencionado, essa secao tem por objetivo a comparacao entre as solugoes analiticas
X2(C12 e outra solucao obtida da literatura. O trabalho desenvolvido por Rech, Battaglia &
Moisan (2004) trata-se de um problema unidimensional em regime transiente de duas cama-
das que esta submetido a um fluxo de calor em uma das extremidades, x = 0, e na superficie
oposta tem-se fluxo de calor por conveccao. Observa-se que tanto a solucao desenvolvida
no trabalho de Rech, Battaglia & Moisan (2004) quanto a solugao de dupla-camada desen-
volvida no capitulo anterior, possuem a mesma condi¢ao de contorno em (z = 0) (fluxo de
calor), sendo entdo possivel a comparagao entre ambas solu¢oes para determinadas condigoes
temporais.

Os autores (RECH; BATTAGLIA; MOISAN, 2004) relatam a importancia em obter-se a
solucao analitica devido a aplicabilidade da solucao em ferramentas revestidas, usadas em um
processo de torneamento. Os autores também modelam e quantificam a influéncia térmica de
um revestimento sem considerar o efeito tribologico. Esse modelo térmico também considera
apenas uma unica camada de revestimento sobre a face da ferramenta de corte.

A obtencao da equacgao-solugdo analitica desenvolvida no trabalho de Rech, Battaglia
& Moisan (2004) é obtida pelo método de transformada de Laplace. Os autores aplicam o
método da transformada de Laplace na equacao da difusao de calor na varidvel do tempo e
obtem-se a formulagao classica em termos de quadripolos. Nesse caso, a solucao analitica é
dada em termos de resposta impulsiva que é calculada pelo método de funcao transferéncia,
denotada por Hip(s).

Observa-se que as condi¢oes de contorno em (z = 0) sdo as mesma em ambos os problemas,
mas, na outra extremedida tem-se condi¢oes de contorno diferentes. Como visto, o problema
térmico X 2(C'12 tem isolamento térmico na superficie oposta, enquanto a solucao desenvolvida
no trabalho de Rech, Battaglia & Moisan (2004) possue fluxo de calor por convec¢do. Nesse
caso, compara-se as duas soluc¢oes no contorno (x = 0), esto ¢, para tempos pequenos.

Assim, a equagao-solucao para tempos pequenos desenvolvida por (RECH; BATTAGLIA;
MOISAN;, 2004) é dada pelo limite da funcdo transferéncia, ou seja:

lim Hip(s)

1 1

Observe-se que a Eq. (4.16) é definida em fungdo de s, isto é, no dominino da frequéncia.

(4.16)
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Para obter-se a equacgao-solucao para tempos pequenos em funcdao do tempo é necessério
aplicar a transformada de Laplace inversa e avaliar o limite da funcao transferéncia em

fungao do tempo para tempos pequenos da Eq. (4.17), ou seja

1
lim HlD(S)

1 1
N T R (10

Apos transformar a solugao analitica desenvolvida por Rech, Battaglia & Moisan (2004)
obtida no dominio da frequéncia em funcao de tempo pode-se obter o perfil de temperatura.
A solugao dada pela Eq. (4.17) é implementada no software MATLAB (2012) e usa as

mesmas caracteristicas fisicas e geométricas, isto é, condutividade térmica, k; = 23 [WW/mk];

k1

difusividade térmica, a; = 8.107° [m?/s]; comprimento da placa, L = 3 x 107 e pcp = >

x 10°

Funcao transferéncia
[¢)]

1N

1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5
comprimento L (m) x10™

Figura 4.12: Fungao transferéncia desenvolvida por (RECH; BATTAGLIA; MOISAN, 2004)
dada pela equagdo (4.17).

A Fig. (4.12) mostra o comportamento térmico da fun¢do transferéncia ao longo do
comprimento da placa. Como a comparacao entre as solucoes analiticas (4.17)-(3.89a)-(3.89b)
¢ apenas para tempos pequenos, a solugao ¢ observada no ponto z = 0.

A equacao-solucao analitica do problema térmico X2C'12 referente a primeira camada
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(T1) é dada pela por:
t T2 /
Ty(x,t) = 041/ / Gu(x,t|x',r)de'dT (4.18)
0 Jzi 1

onde ¢y (2',t) = g(z,t) = q(t)6(x — 0).

Observa-se, a solugdo do problema X2C'12 dada pela Eq. (4.18) esta definida em fungao
da temperatura, para poder comparar as duas solugoes (4.17)-(4.18) & necessario a obtencao
da funcao transferéncia, denotada por H, da solucdo (4.18). Observa-se, que a integral da
fungdo de Green com relacgdo ao comprimento da placa (nesse caso é o comprimento da
camada 1) vezes a funcdo de dirac no ponto (z = 0) dada na equacado (4.18) é exatamente a

fungao de Green do problema X2C'122 no ponto (x = 0), matematicamente isso quer dizer,
b
/ Gan(z, t|z’, 7)6(z" — 0)da" = G11y(x, |0, 7)
0
Desta forma, a equacdo (4.18) pode ser re-escrita da forma:

' q(t)
Tl(ZE, t) = Oél/ G(H) (ZE, Zf|07 T)k—dT (419)
0 1
O procedimento para obtencao da fungao transferéncia encontra-se em (FERNANDES;,
2013). Considera-se ¢(t) = 0(t) na equagao (4.19), assim, a fungao transferéncia é definida
por:
¢ S(t
H= aq / G(H) (.fU,t’O,’T)QdT = ﬂG(n)(l‘,t‘O, 7') (420)
0 3} k1
Substituindo a func¢ao de Green do problema X2(C'12 referente a primeira camada dada

pela Eq. (3.26) na Eq. (4.20) a funcdo transferéncia passa a ser definida por

o

o x2iem 1
H = k—llze Aalt >Exln(g;)xm(g;') (4.21)

n=1

A funcao transferéncia dada pela Eq. (4.21) é implementada no MATLAB (2012) e
representada pela Fig. (4.13) com as mesmas caracteristicas fisicas e geométricas usadas na
Eq. (4.17).

A Fig. (4.13) mostra o comportamento térmico da funcdo transferéncia ao longo do

comprimento da placa.
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Funcgao transferéncia
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Figura 4.13: Funcao transferéncia do problema térmico X22.

Para um melhor entendimento e visualiza¢do das duas solugoes (4.17)-(4.21) dadas res-

pectivamente pelos graficos (4.12)-(4.13) mostra na Fig. (4.14) a funcdo transferéncia de

ambas as solugoes.
A Fig. (4.14) apresenta o comportamento térmico das fung¢oes transferéncia do problema

desenvolvido por (RECH; BATTAGLIA; MOISAN, 2004) e do problema X2C12 ao longo

do comprimento da placa. A seguir, mostra na Fig. (4.15) o erro maximo absoluto entre as

duas solugoes dada pelo grafico (4.14).
Observa-se que o erro maximo obtido entre as duas solugdes analiticas é de 0,0001(°C') o

que verifica as duas solucoes.
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Figura 4.14: Funcao transferéncia do problema desenvolvido por (RECH; BATTAGLIA;
MOISAN, 2004) e do problema X2C'12.

x 10

N w >
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I I I
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—_

Tempo (s) ' ' x 107

Figura 4.15: Erro absoluto entre as fungoes transferéncias dada pelo grafico (4.14).
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Apresenta-se na proxima secao uma comparagao da solucao analitica de dupla-camada
X2C'12 com uma solucao desenvolvida numericamente usando o software comercial COMSOL

Multiphysics.

4.5 Método analitico x Método numeérico

Como mencionado, apresenta-se uma comparacao entre a solucao analitica e numérica de
dupla-camada X2C'12. A solu¢ao numérica ¢ obtida pelo softaware COMSOL (4.3) usando
uma malha extra-fina. O COMSOL Multiphysics é um software comercial de simulacao para
varias aplicacoes na fisica e engenheria baseado no método dos elemetos finitos (MEF).

Na Fig. (4.16) é apresentada uma ilustracdo do problema térmico unidimensional de
duas camadas para relatar as malhas disponiveis no softaware COMSOL (4.3), considerando
a espessura da primeira camada muito fina, onde no intervalo entre zero e b tem-se a primeira

camada e no intervalo entre b e L tem-se a segunda camada.

Camada 1 Camada 2

oe
re

Figura 4.16: Problema térmico de duas camadas cuja primeira camada mede 10um.

Considera-se na Fig. (4.16), o comprimento da placa L = 0.030 [mm] e a espessura da
primeira camada 10um contido no intervalo zero e b. Assim, apresenta-se a seguir, as malhas

disponiveis no software COMSOL (4.3) e o namero de nos existentes em cada camada.

e Malha Normal: A malha normal possui 31 elementos (nds), onde, 30 nos sdo referente
a segunda camada e apenas 1 n6 referente a primeira camada, que possui espessura de
(10pm).

e Malha Fina: A malha fina possui 37 nos, onde, 36 nos sao referente a segunda camada

e novamente apenas 1 no6 referente a primeira camada.

e Malha mais Fina: A malha mais fina possui 43 nds, onde, 42 nés sao referente a segunda

camada e 1 n6 referente a primeira camada.
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e Malha Extra-fina: A malha extra-fina possui 64 nés. Apessar de possuir um nimero
maior de nés comparado com as outras malhas, essa malha também apresenta apenas

1 n6 na primeira camada.

Observa-se que, como a primeira camada é muito fina (10um), as malhas pre-estruturadas
do software COMSOL (4.3) refinam apenas a segunda camada.

A resolucao do problema usando esse softaware pode ser resumida nos seguintes passos
Fiqueiredo (2014):

e Selecao da dimensao espacial do problema;

Insercao da fisica do problema;

e Selegao do tipo de estudo (transiente ou estacionério);

e [iscolha da geometria a ser usada;

e Adigao do tipo de material ao(s) dominio(s) do problema;
e Insercao das condigoes de contorno e iniciais do problema;
e Escolha da malha

e Calculo;

e Apresentagdo dos resultados.

O objetivo principal dessa comparagao é analisar ambas solucoes quando tem-se a espes-
sura da primeira camada fina. Em todos os casos mostrados a seguir considera-se 10 segundos
de tempo de simulacao.

Apresenta-se, a solucao analitica e numérica X2C'12 com as seguintes caracteristicas fi-
sicas e geométricas: fluxo de calor prescrito, 4 x 10° [W/m?]; temperatura inicial, Ty =
0 [°C]; comprimento da placa, L = 5 x 1072 [m]; difusividade térmica da primeira camada,
a; = 97,1 x 1075 [m?/s]; difusividade térmica da segunda camada, g = 117 x 1076 [m?/s],
condutividade da primeira camada, k; = 237 [W/mK] e condutividade da segunda camada,

ke = 401 [W/mK]. Considera-se seis casos variando-se a espessura da primeira camada.
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e Caso 1: Analise do comportamento térmico entre a solucao X2(C'12 analitica e numérica,
considerando o comprimento da placa L = 5 x 1072 [m] e a espessura da primeira

camada de 0,025 [m], isto é (b = L/2), onde b é a divisao das camadas.

—-4-COMSOL
-=-Sol Analitical

Temperatura [°C]
- N w S (e (@]
o o o o o o

1 | 1 1 1 | 1 1 1
0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
X, comprimento L (m)

OO

Figura 4.17: Perfil de temperatura entre as solucoes analitica e numérica do problema X2C'12,
com espessura da primeira camada de b = L/2.

Observa-se na Fig. (4.17), que o comprimento da placa é dado por 0,05[m| possuindo
duas camadas delimitadas pelo ponto b = 0,025[m] ou b = L/2. Observa-se também,
que ambas as solugbes (analitca-numeérica) apresentam o mesmo perfil de temperatura
e aparentemente sao as mesmas solucoes. Para uma melhor visualizagao apresenta-se

na tabela (4.4) o desvio entre as duas solugoes na superficie da camada (x = 0) e na
interface (b = L/2).

Tabela 4.4: Diferenca de temperatura entre as solugoes analitica e numérica do problema
X2C'12 na superficie da camada (z = 0) e na interface (b = L/2).

Posigoes r=0 b=L/2
COMSOL 80,8047 7,3278
Solucao Analitica 80,7041 7,7599

Diferenca de Temperatura 0, 1006 0,4321
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Analisando a tabela (4.4) percebe-se que a diferenca entre as duas solugoes na superficie
da camada (x = 0) é de 0.10[°C] e na interface é de 0.43[°C]. No proximo caso mostra-
se o perfil de temperatura entre ambas solugoes, porém diminui a espessura da primeira

camada.

e Caso 2: Anélise do comportamento térmico entre as solugoes X2(C'12 analitica e numé-
rica, considerando o comprimento da placa L =5 x 1072 [m] e a espessura da primeira

camada (b= L/4), onde b é a divisao das camadas.

) —-4-COMSOL
70 -=-Sol Analitical-

Temperatura [°C]
N
=

N
o
I

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
X, comprimento L (m)

Figura 4.18: Perfil de temperatura entre as solucoes analitica e numérica do problema X2C'12,
com espessura da primeira camada de b = L/4.

Como mencionado, nesse caso houve uma reducao a espessura da primeira camada.
Observando a Fig. (4.18) percebe-se que a interface das duas camadas é dada no ponto
0,0125[m] ou b = L/4. Assim como no primeiro caso, na Fig. (4.18) mostra-se que
ambas solugdes sao equivalentes ao longo do dominio. A tabela (4.5) apresenta o desvio

entre as duas solugoes.
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Tabela 4.5: Diferenca de temperatura entre as solugoes analitica e numérica do problema
X2C'12 na superficie da camada (z = 0) e na interface (b = L/4).

Posigoes =0 b=L/4
COMSOL 73,2935 20, 9846
Solucao Analitica 73,4890 21,4809
Diferenca de Temperatura 0, 1955 0,4963

Analisando os casos 1 e 2, percebe-se uma pequena diferenca de temperatura na super-
ficie da camada (z = 0) e na interface (b = L/4) que é menor que 0,5 [°C| podendo

entao garatir a equivaléncia entre ambas solugoes.

Diminuindo ainda mais a espessura da primeira camada tem-se o perfil de temperatura

apresentado na Fig. (4.19) e mostrado no préximo caso.

e (Caso 3: Analise do comportamento térmico entre a solu¢ao X2(C'12 analitica e numeérica,
considerando o comprimento da placa L = 5 x 1072 [m] e a espessura da primeira

camada de (b= L/8), onde b ¢ a divisdo das camadas.

T T
—-A-COMSOL
70, -=-Sol AnaliticaH

Temperatura [°C]
w N
o o

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
X, comprimento L (m)

Figura 4.19: Perfil de temperatura entre as solucoes analitica e numérica do problema X2C'12,
com espessura da primeira camada de b = L/8.
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Observa-se que a solucao numeérica tem um comportamento de evolugdo com um certo
“atraso” em relacao a solucao analitica. Isso se deve a caracteristica finita da discre-
tizagdo do tempo, que nesse caso foi de At = 0,01[s]. Na tabela (4.6) apresenta-se o

desvio entre ambas solugoes.

Tabela 4.6: Diferenca de temperatura entre as solugoes analitica e numérica do problema
X2C'12 na superficie da camada (z = 0) e na interface (b = L/8).

Posigoes r=0 b=1L/8
COMSOL 68,6918 24,6764
Solucao Analitica 69, 9998 25,8991
Diferenca de Temperatura 1, 3080 1,2227

A mesma divergéncia que percebe-se na Fig. (4.19), percebe-se também analisando a
tabela (4.6). Nesse caso o desvio entre as duas solugoes é de 1,30[°C] na superficie da
camada (x = 0) e de 1,22[°C] na interface (b = 0.006 [m]) ou (b= L/8).

Como mencionado, o objetivo dessa secao é analisar a solucao analitica e numérica
do problema X2C12 com diferentes tipos de espessura da primeira camada. Assim,

apresenta-se o proximo caso uma reducao de espessura ao analisado no caso 3.

e Caso 4: Analise do comportamento térmico entre as solu¢bes X2(C'12 analitica e numé-
rica, considerando o comprimento da placa L =5 x 1072 [m] e a espessura da primeira

camada de (b = L/16), onde b é a divisdo das camadas.
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Figura 4.20: Perfil de temperatura entre as solucoes analitica e numeérica do problema X2C'12,
com espessura da primeira camada de 0.003[m] ou b = L/16.

Observando a Fig. (4.20) e comparando com a Fig. (4.19), mostrada no caso anterior,
percebe-se novamente que a solu¢ao numeérica tem um comportamente de evolugao com
um certo "atraso "~ em relacao a solugao analitica. Usou-se novamente uma discretizacao

de At =0.01 [s]. Da mesma forma, a tabela (4.7) mostra o desvio entre ambas solugoes.

Tabela 4.7: Diferenca de temperatura entre as solugoes analitica e numérica do problema
X2C12 na superficie da camada (x = 0) e na interface (b = L/16).

Posicoes =0 b=L/16
COMSOL 49,0105 34,0521
Solucao Analitica 51,0004 35,9989
Diferenga de Temperatura 1,9899 1,9468

Nesse caso, houve um aumento na diferenca entre as duas solugoes, sendo, 1,98[°C]|
na superficie da camada (x = 0) e 1,94[°C] na interface, como mostra a tabela (4.7).
Pode-se obsevar, que a partir do caso que considerou-se a espessura da camada (b =
L/8) a solugao analitica sempre apresenta um maior aumento de temperatura ao longo

do dominio e novamente isso ocorre devido a discretizacao do método numérico. A
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seguir mostra-se a diferenca de temperatura considerando (b = L/32) e (b = L/64)

respectivamente, para visualizar e entender essa divergéncia entre ambas solucgoes.

e Caso 5: Anélise do comportamento térmico entre as solugoes X 2C'12 analitica e numé-
rica, considerando o comprimento da placa L = 5 x 1072 [m] e a espessura da primeira

camada de (b = L/32), onde b é a divisdo das camadas.
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0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
X, comprimento L (m)

Figura 4.21: Perfil de temperatura entre as solucoes analitica e numérica do problema X2C'12,
com espessura da primeira camada de b = L/32.

Observa-se a grande dificuldade em trabalhar com camadas finas usando o método
numeérico. Novamente, como nos casos 3 e 4 onde a espessura da primeira camada b =
L/8 e b= L/16 respectivamente, consideramos agora a espessura da primeira camada
0,0015 [m] ou (b = L/32) tem-se novamente a divergéncia entre as solugdes, onde a
solucao numérica mostrou um comportamento atrasado em relagao a solucao analitica,
nesse caso a discretizacdo foi igual aos casos anteriores. A tabela (4.8) apresenta o

desvio entre as solucoes.
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Tabela 4.8: Diferenca de temperatura entre as solugoes analitica e numérica do problema
X2C'12 no instante inicial = 0 e na interface b = L/32.

Posigoes r=0 b=L/32
COMSOL 43,6246 35,7781
Solucao Analitica 46, 8785 37,8395
Diferenca de Temperatura 3,2539 2,0614

Observa-se na tabela (4.8) que a diferenca de temperatura foi menor na interface,
2,06[°C], enquanto na superficie da camada (z = 0), 3,25[°C], novamente mostrou-se

a divergéncia entre as solugoes.

Pode-se concluir que, quanto mais se reduz a espessura da primeira camada, mais as
solucoes se tornam distantes e a solugao numérica tem um comportamento com um
certo atraso em relacao a solucao analitica. Para concluir essa afirmacao mostra-se

mais um caso em que a espessura da primeira camada ¢ muito fina (b = L/64).

e (Caso 6: Analise do comportamento térmico entre a solucao X2(C'12 analitica e numeérica,
considerando o comprimento da placa L = 5 x 1072 [m] e a espessura da primeira
camada de (0.0007[m]) ou (b= L/64), onde b é a divisao das camadas.
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Figura 4.22: Perfil de temperatura entre as solucoes analitica e numérica do problema X2C'12,
com espessura da primeira camada de b = L/64.

Note pela Fig. (4.22), que apesar das solu¢oes possuirem o mesmo perfil de temperatura
ao longo de todo o dominio, existe novamente uma grande diferenca entre as solugoes e
da mesma forma que os casos mostrados anteriormente a solucao analitica mostra um
perfil de temperatura mais elevado que a solu¢do numeérica, assim a tabela (4.9) mostra

o desvio entre as solugoes.

Tabela 4.9: Diferenca de temperatura entre as solucoes analitica e numérica do problema
X2C12 no instante inicial = 0 e na interface b = L/64.

Posi¢oes r=0 b=1L/32
COMSOL 42,5035 36,1079
Solucao Analitica 47,4215 41,1231
Diferenga de Temperatura 4,9180 95,0152

Como mencionado, os valores encontrados nas tabelas (4.4)-(4.5) mostram que as tem-

peraturas na superficie da camada no ponto (z = 0) e nas interfaces (b = L/2 [m]) e
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(b = L/4 [m]) s@o equivalentes entre as duas solucoes (analitica e nimerica), porém, os re-
sultados apresentados nas Figs. (4.19)-(4.20)-(4.21)-(4.22) mostram uma discrepancia entre
as solugoes, como mostra os respectivos desvios nas tabelas (4.6)-(4.7)-(4.8)-(4.9).

Observa-se que nos casos considerados acima, usou-se uma malha extra fina. Além dessas
malhas fornecidas pelo softaware COMSOL (4.3) automaticamente, é possivel refinar a malha
de forma manual. Refinando manualmente a malha considerada no caso 6 (que é o que
apresenta uma camada menor com relagdo aos outros casos) percebe-se que a solu¢do tem
exatamente o mesmo comportamento térmico.

Na Fig. (4.23) mostra-se a solu¢do de duas camadas numericamente considerando 1
elemento (malha fornecida pelo COMSOL e usada nos casos anteriores) e 2 elementos (refino

manual) na primeira camada.

2 elementos
4(2 —e—1 elemento

Temperatura (°C)

| | | | | | | | |
100 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

X, comprimento (m)

Figura 4.23: Malhas forncedida pelo COMSOL automaticamente e refinada manualmente
com espessura da primeira camada de b = L/64.

Observa-se que mesmo refinando a malha considerando agora 2 elementos na primeira
camada, a solucao é a mesma. Além disso a solucdo apresentou um tempo computacional
de 19 minutos e 7 segundos, considerado um tempo alto comparado com a solugao analitica,
que no caso foi de 5 segundos.

Com o objetivo de melhor a solu¢do numérica refina-se ainda mais a malha. A Fig. (?7?)
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apresenta 3 casos de refino de malha.
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Figura 4.24: Malhas refinadas manualmente com espessura da primeira camada de b = L/64.

Primeiramente, refinou-se a malha considerando 100 elementos na primeira e segunda ca-
mada respectivamente, como mostra a (Fig. (?7)), e novamente a solu¢do numeérica mostrou-
se exatamente a mesma apresentada na Fig. (4.23), nesse caso a solu¢do numérica apresentou
um tempo computacional de 19 minutos e 16 segundos. Refinando ainda mais as camadas,
considerando entao 10.000 elementos em cada camada, percebe-se que a solu¢ao numérica
teve um aumento de temperatura (Fig. (??)) chegando mais proxima da solucao analitica,
com um tempo computacional de 21 minutos e 4 segundos. Com o objetivo de aproximar
ainda mais as duas solucgoes, refina-se novamente as camadas. Considera-se agora 500.000
elementos em cada camada, isto ¢ 1.000.000 de elementos no total, analisando a Fig. (?7)
percebe-se a convergéncia de malha, pois, mesmo refinando a malha, a solucao passa a ser a
mesma de quando considerados 10.000 elementos. Nesse caso o tempo computacional gasto
foi de 21 minutos e 24 segundos.

Conclui-se com essas analises que para atingir a convergéncia de malha foi necessario
10.000 elementos em cada camada.

A Fig. (4.25) apresenta novamente o caso 6, onde a espessura da primeira camada é de
(0.0007[m]) ou (b = L/64) considerando agora o refino de malha de 10.000 elementos em
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cada camada.
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Figura 4.25: Perfil de temperatura entre as solugoes analitica e numérica do problema X2C'12,
com espessura da primeira camada de b = L/64 e um refino de malha de 10.000 elementos
em cada camada.

Percebe-se na Fig. (4.25) que a solugdo numeérica ficou mais proxima da analitica, mas
ainda apresenta um desvio entre as duas solugoes.

A Tab. (4.10) mostra o desvio entre as duas solugoes.

Tabela 4.10: Diferenca de temperatura entre as solugoes analitica e numérica do problema
X2C'12 no instante inicial = 0 e na interface b = L/64.

Posigoes r=0 b=L/32
COMSOL 44,9130 38,1893
Solugao Analitica 47,4215 41,1231
Diferenca de Temperatura 2, 5085 2,9338

Observa-se que a diferenga de temperatura tanto na superficie em (x =0) quanto na
interface (x =b) é de aproximadamente 5%.

A partir dessas analises consideradas acima, pode-se perceber a grande importancia em
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obter-se uma solucao analitica. A solucao analitica mostou-se confidvel e com um tempo de
processamento muito pequeno comparada com a solu¢ao numeérica. Nesse tipo de casos, a
solucao analitica mostrou-se uma grande alternativa.

A diferenca que existe entre as solucoes apresentadas analiticamente e numericamente, é

devido as limitacoes do método ntimerico, dentre varias limitacoes pode-se citar por exemplo:
e Precisao finita do computador;
e O processo de discretizacao do problema é feito por aproximacoes;
e A discretizacdo do método numeérico é finita.

A representacao numérica realizada por hardware de computadores é dada por um sub-
conjunto do conjunto dos ntimeros reais, isso devido a sua precisao de representacao, este fato
torna este subconjunto um conjunto finito, por esse motivo as operacoes usuais realizadas no
calculo diferencial sao obtidas por aproximacoes.

Um elemento qualquer desse subconjunto finito é representado por um nimero da forma
r = (=1)°-(0,dy,dg, - ,dy) - b° onde s,be,dy,dy, -+ ,d, que sdo respectivamente o sinal
(zero se positivo e um se negativo), base, expoente e o niimero de digitos para representagao
Viana (2004), em caso de uma represetan¢ao com precisao simples n = 23 e para precisao
dupla n = 52.

No processo de calculo numérico de derivadas de uma equacao diferencial, um dos seus
passos ¢ realizar a discretizacao, que consiste em transformar e aproximar um problema
infinito-dimensional em um problema finito-dimensional, atraves de um procedimento mate-
matico Rade (2011). Os erros de discretizagoes podem ser reduzidos por meio de interpolagao
mais precisa, ou, aproximacoes para regioes menores, mas, isso geralmente aumenta o tempo
e custo para obtencdo da solucdo (FERZIGER; PERIC, 2002).

Porém, o calculo analitico das derivadas de um problema fisico, descrito no capitulo
anterior, consiste em calcular o limite descrito abaixo:

orT T(x)—T(a)

— = lim
T Tr—a T — Qa

(4.22)

onde, x e a pertencem ao conjunto dos niimeros reais, isto ¢, em um método de solucao
analitica é possivel fazer x — a tao préoximo quanto se queira, pois para qualquer intervalo
[a,b] € R existem infinitos elementos, o que nao ocorre no calculo realizado de forma discreta.

Dessa forma, pode-se concluir, que no caso de camada muito fina o método numérico

apresenta diferencas do método analitico devido a precisao finita de hardware. Assim, a
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solucao analitica apresentada no capitulo anterior é de grande importancia para esse tipo de

situacao por mostrar robustes, confiabilidade e exatidao.



Capitulo 5

Analise do comportamento térmico em

Ferramentas Revestidas

5.1 Introducao

Como ja mencionado, uma das motivagoes deste trabalho é o estudo do comportamento
térmico de ferramentas revestidas usadas em processos de usinagem. Investiga-se aqui o
comportamento térmico de ferramentas revestids com trés tipos de revestimento: cobalto
(Co), nitréto de titanio (TiN) e oxido de aluminio (Aly03) sobre uma ferramenta (substrato)
de metal duro (Carboneto de tungstenio). Varias espessuras de revestimento sao testadas
num modelo térmico unidimensional transiente proposto para um material composto de duas
camadas, obtido analiticamente no capitulo 3. Um fluxo de calor constante simula o calor
gerado na interface ferramenta-peca-cavaco e é imposto nas ferramentas revestidas e nao
revestidas. O efeito da presenca do revestimento pode entao ser calculado através da andlise
da evoulucao da temperatura na interface de corte (superficie do revestimento) em contato
com o fluxo de calor imposto e da evolucao da temperatura na interface entre o substrato

(ferramenta) e o revestimento.
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5.2 Importancia do uso do Revestimento em Ferramenta

de corte

O estudo do comportamento térmico e mecanico sao extremamente importantes nos pro-
cessos de fabricacao. As ferramentas sao fundamentais para o sucesso de qualquer processo
de fabricacao tanto do ponto de vista de qualidade final do material acabado quanto do ponto
de vista economico que ocupa na cadeia produtiva. A evolucao tecnoldgica da producao de
ferramentas levou ao desenvolvimento e a aplicacao de revestimentos nas ferramentas facili-
tando o corte por atrito através da atuagao nos mecanismos tribologicos. Com o avango na
tecnologia da técnica de deposicao de revestimentos pela indtustria, tem havido um grande
crescimento em aplicagoes industriais automotivas, aerospaciais e no setor de ferramentas
de precisao (DU; LOVELL; WU, 2000). Uma das principais fun¢oes dos revestimentos é
proporcionar um menor desgaste da ferramenta. As caracteristicas de isolamento térmico é
outro efeito desejado.

Nos dias atuais, praticamente todas as ferramentas de corte sao revestidas gracas ao
efeito de melhoras nos processos de fabricacao. Rech et al, 2004 afirma que 80% de todas
as operacoes de usinagem sao realizadas com ferramentas revestidas. Nesse caso, sao dois os
motivos principais:

i) o efeito tribologico dos revestimentos que permitem um corte com menor desgaste e
portanto com um menor atrito proporcionando uma maior vida s ferrramentas e;

ii) o efeito de barreira térmica que os revestimentos apresentam uma vez que o contato
entre peca-ferramenta-cavaco acontece no revestimento e nao no material base da ferramenta.

Este capitulo busca analisar, especificamente o efeito térmico desse revestimento sem
considerar, todavia, o efeito tribologico.

Na inddstria, as ferramentas de corte, por exemplo, quase todas sao revestidas com ca-
madas finas de carboneto de titanio (TiC), carbonitreto de titanio (TiCN), nitreto de titanio
(TiN) e oxido de aluminio (Al2Os) que proporcionam um menor desgaste, com caracteristi-
cas de isolamento térmico. Ambas as combinacoes desses revestimentos sao depositados em
metal duro ou ago de alta velocidade (DU; LOVELL; WU, 2000). Normalmente, a espessura
das camadas de revestimento pode variar entre 4um e 12um (MACHADO et al., 2011).

O revestimento de ferramentas de metal duro ganhou uma importancia muito grande, pois
tal revestimento pode garantir um desempenho bem superior a ferramenta sem revestimento
na usinagem de materiais ferrosos, sendo estes os materiais mais usados na indistia mecanica
(MACHADO et al., 2011).

O objetivo do presente capitulo, é propor uma analise da influéncia térmica na interface
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ferramenta/revestimento. Para realizar essa analise considera-se uma ferramenta de metal
duro ISO K 10 cujas propriedades térmicas se encontram na tabela (5.1). Como mencionado
considera-se também trés tipos de revestimentos com diferentes espessuras. O objetivo dessa
analise térmica é verificar os parametros termofisicos e geométricos envolvidos na analise, pos-
sibilitando uma melhor distribuicdo da temperatura na interface ferramenta/revestimento,
diminuindo os desgastes presentes nesse processo e visando aumentar a vida util da ferra-

menta.

5.3 Analise Térmica em Ferramentas Revestidas

Para a analise da influéncia térmica de revestimentos sera considerado uma ferramenta de
metal duro ISO K 10 como material base, com 3mm de espessura e tres tipos de revestimento:
cobalto (Co), nitréto de titanio (TiN) e éxido de aluminio (Aly03). A Tabela (5.1) apresenta
as propriedades térmicas destes materiais, que encontram-se, respectivamente em, (Brito et
al. (2009), Rech, Battaglia & Moisan (2004) e Du, Lovell & Wu (2000)).

Baseando-se nos diversos revestimentos encontrados na induastria, este trabalho investigara

o comportamento de ferramentas revestidas com espessura de 1,2,5,10 e 20um.

Tabela 5.1: Propriedades termofisicas da ferramenta e dos revestimentos de TiN, Cobalto e
Al203.

Propriedades Ferramenta TiN Co Al504
ax 107° [m?/s] 4,36 0,7 2,66 0,76
k [W/mK] 130 21 99,2 36

Um fluxo de calor constante ¢ = 25 x 10° [I¥/m?] serd imposto na superficie de ambas
as amostras revestidas e nao revestidas. Esta magnitude foi escolhida de forma a produzir
na interface temperaturas da ordem de 450 a 1000K encontradas em um processo real de
corte ortogonal. Evidente que em um processo de torneamento o fluxo de calor imposto é
extremamente maior devido a area de contato ser da ordem de 10~ 5mm?.

A Fig. (5.1) ilustra a temperatura na face de corte da ferramenta revestida (T1), na
interface entre o revestimento e o material base (T2) e na face de corte da ferramenta de

metal base, sem revestimento.
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Figura 5.1: Temperatura na face de corte da ferramenta revestida (T1), na interface entre
o revestimento e o material base (T2) e na face de corte da ferramenta de metal base, sem

revestimento

A Fig. (5.2) mostra o perfil de temperatura da ferramenta nao revestida e dos trés tipos
de ferramentas de revestimento, ao longo do dominio para um instante de 10s. Este tempo foi
escolhido por ser representativo de um processo de corte ortogonal. Evolugoes de temperatura

com o tempo sao mostradas a seguir.
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Figura 5.2: Anaélise térmica entre ferramenta nao revestida e ferramenta revestida com trés
tipos de revestimento distintos, considerando um fluxo de calor de ¢ = 25 x 10° e time=10s

Observa-se que as diferencas de comportamento térmico entre a ferramenta nao revestida
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e as ferramentas revestidas sao mais acentuadas na regiao do revestimento. Esta diferenca,
no entanto, diminui bastante ao aproximar-se do material base da ferramenta.

Nas Figs. (5.3)-(5.4)-(5.5) este comportamento ¢ melhor observado.
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Figura 5.3: Diferenca de temperatura entre ferramenta nao revestida e com revestimento

Al50s.
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Figura 5.4: Diferenca de temperatura entre ferramenta nao revestida e com revestimento de

cobalto.
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Figura 5.5: Diferenca de temperatura entre ferramenta nao revestida e com revestimento de
TiN.
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As Tabelas (5.2)-(5.3)-(5.4) apresenta as temperaturas que simulam a interface de corte
(x=0) para as ferramentas revestidas e ndo revestidas. Além disso, para efeito de compa-
racao apresenta-se tambem a temperatura na interface entre revestimento e o substrato nas

ferramentas revestidas com varios tipos de espessuras de revestimento.

Tabela 5.2: Comparacao entre as temperaturas da ferramenta de metal duro e a ferramenta

revestida de Co para diferentes espessuras de revestimento em um tempo de 10s.

Espessuras de revestimento 77 Ty, Tz T3 — T, 100x(T3 — T3) /T3 %
lum 395,1 297,8 300,3 3,1 0,8
2um 399,6 292,9 300,3 7.4 2
Sum 432,4 287,3 300,3 13,0 4
10um 460, 2 280,1 300,3 20,2 6
20um 478,9 252,3 300,3 48,0 15

Tabela 5.3: Comparacao entre as temperaturas da ferramenta de metal duro e a ferramenta

revestida de Al,03 para diferentes espessuras de revestimento em um tempo de 10s.

Espessuras de revestimento T} T, T3 T3—T, 100x(T5 — T3)/T5 %
lum 382,8 276,5 300,3 23,8 7
2um 422,58 269,6 300,3 30,7 10
oum 489,2 255,8 300,3 44,5 14
10um 703,0 217,2 300,3 83,1 27
20um 792,6 198,5 300,3 101,8 33
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Tabela 5.4: Comparagao entre as temperaturas da ferramenta de metal duro e a ferramenta

revestida de TiN para diferentes espessuras de revestimento em um tempo de 10s.

Espessuras de revestimento T T, T3 T3—T, (100xT5 — T3)/T5 %

lum 724,2 271,4 300,3 28,9 9
2um 784,8 256,8 300,3 43,5 14
Sum 836,4 220,2 300,3 80,1 26
10um 1104,6 198,5 300,3 102, 1 34
20um 1200,8 174,3 300,3 126,0 41

Observa-se na Fig. (5.2) e Tabs. (5.2)-(5.3)-(5.4) que o efeito imediato do revestimento
é aumentar a temperatura na "interface de corte'"devido a resisténcia térmica adicional pro-
vocada pelo revestimento. Entretanto a temperatura cai rapidamente ao longo da espessura
do revestimento e em direcao ao substrato. Observa-se que ao se aplicar revestimentos com
espessuras muito finas, ou seja, da ordem de 1p a reducao de temperatura na interface de
corte ¢ inferior 1% néo produzindo efeitos de barreira térmica significativos, como concluido
por Batagla et al. Todavia a partir de espessura de 5um o efeito na reducao pode alcancar
valores significativos alcancando 26% para o caso do revestimento TiN. Por exemplo, para
espessuras de 10um o efeito térmico de redugio é da ordem de 27% e 34% respectivamente
para Aly03 e o TIN. Contudo, é interessante observar que o revestimento de cobalto nao pro-
duz efeitos significativos de reducao de temperatura para materiais com revestimentos muito
finos, ou seja inferiores a 10 microns. De fato, esse comportamento se deve as propriedades
condutividade e difusividade térmica serem muito semelhantes ao material base (metal duro)
cuja composicao tem grande porcentagem de cobalto.

Em relacao aos revestimentos analisados observa-se que o mais efetivo na atuacao como
barreira térmica é o TIN proporcionando para o calor simulado uma reducdo de até 41% para
revestimentos mais grossos (20p).

Destaca-se neste caso, a temperatura na face de corte da ferramenta revestida (T1), na
interface entre o revestimento e o material base (T2) e na face de corte da ferramenta de metal
base, sem revestimento (T3). A Figura xxx,apresenta a evolu¢ao da diferenca percentual de
temperatura (73 — 72/T3) x 100% entre as superficie de corte da ferramenta nao revestida
(T3) e a interface de revestimento (T2), para cada um dos tipos de materiais, considerando

camadas de revestimento com espessura de 10 microns.
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Figura 5.6: Evolucao no tempo de T1, T2 e T3 considerando o revestimento de TiN com es-
pessura de 10um, onde A: Ferramenta Revestida de TiN (Superficie de Corte), B: Ferramenta

Revestida de TiN (Interface) e C: Ferramenta sem revestimento (Superficie de Corte).

Nesta figura pode-se observar o comportamento bem diferente da camada de cobalto.
Observa-se que diferente dos outros revestimentos, a temperatura na interface revestimento
substrato chega a ser superior a do substrato sem revestimento, proporcionando entao um
efeito condutor e nao de barreira térmica. Esse comportamento inesperado aponta que existe
um dependéncia muito forte das propriedades térmica e da espessura de revestimento para
que o efeito de barreira térmica esteja presente.

Pode-se concluir que os revestimentos tem efeito térmico, embora revestimentos com
espessuras de 1u esta influencia é muito pequena e produz uma queda de temperatura inferior
a 14%.

A partir de espessura maiores que bum o efeito passa a ser consideravel podendo, depen-
dendo o par substrato revestimento alcancar uma queda de temperatura de 26, 34 e 41%
como é o caso de metal duro/TiN com espessuras de 5u, 10p e 20u respectivamente.

Observa-se ainda que o efeito tribologico nao foi avaliado. Ou seja, a presenca do reves-
timento pode alterar a area de contato o que faria com que o fluxo de calor imposto fosse
diferente ao se considerar usinagem com ferramentas revestidas e nao revestidas.

Dependendo das propriedades térmicas do revestimento e substrato e da espessura do
revestimento pode ser que nao haja efeito de barreira térmica perceptivel como ja observado
por Bataglia. Esse é o caso, por exemplo do revestimento de cobalto aplicado a um substrato

de metal duro.
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Em relacao aos revestimento analisados observa-se que o mais efetivo na atuacao como
barreira térmica é o TIN proporcionando para o calor simulado uma reducao de até 41% para
revestimentos mais grossos de 20u.

E importante observar-se que a andlise térmica do comportamento das pastilhas revestidas
nao considerou os efeitos tribologicos da adicao de revestimento do material base.

Grezik (1999) apresenta uma investigacao experimental de pastilhas revestidas conside-
rando diferentes fatores, como condicao de corte e revestimentos, de forma a obter a influén-
cia na temperatura de corte destas ferramentas, na interface revestimento-substrato e cavaco,
considerando a usinagem de aco médio carbono e aco inoxidavel austenitico. Em seu traba-
lho, considerou revestimento de carbeto de titanio (TiC), composto de carbeto de titénio e
nitreto de titanio (TiC/TiN) e composto de carbeto de titanio, 6xido de aluminio e nitreto
de titanio (TiC/Al,03/TiN).

Para a obtencao da temperatura na interface foram inseridos termopares tipo k na fer-
ramenta sendo as temperaturas dos termopares no interior da ferramenta usadas para a
investigagao. Grezik (1999) concluiu que a temperatura média da interface peca-ferramenta
é influenciada pelas propriedades térmicas do material base e do revestimento. Em particular
ele concluiu que a condutividade térmica da ferramenta e da camada afetam significamenete
a temperatura da interface.

Em seu trabalho, Grezik (1999) concluiu que o uso de revestimento contribuiu bastante
para a reducgao de atrito na interface de corte que resulta também no decréscimo de geracao
de calor e abaixamento da temperatura na interface cavaco ferramenta. Entretanto, ocorre
também uma reducao no comprimento de contato da regiao de interface o que representa
uma protecao da difusao da ferramenta. Esse efeito, porém faz com que o calor gerado por
area aumente e fique localizado.

A anélise realizada nesse trabalho colabora em parte os resultados experimentais. Porém,
nao é s6 a condutividade térmica a responsavel pelo efeito de barreira térmica, uma vez que o
revestimento de cobalto, se reduz a temperatura na interface de contato (revestimento-peca)
mas nao tem esse efeito na superficie do material base da ferramenta.

Um trabalho futuro deve entao investigar as caracteristicas de redugao de area de contato,
de aumento do fluxo de calor nesta regiao e do decréscimo de temperatura na superficie da

ferramenta.



Capitulo 6
Conclusao

Propos-se neste trabalho o estudo e a obtencao da solucao analitica em conducao de calor
em meios constituidos por mais de uma camada, usando o método baseado em func¢oes de
Green, decorrente de um problema térmico unidimensional transiente, para entao, aplica-la
em ferramentas revestidas usadas em processos de usinagem.

Uma das contribuicoes deste trabalho, reside na complementagao da literatura onde
descreveu-se a obtencao da solucao multicamada e detalhou-se os procedimentos da obtencao
dos autovalores. Outra contribuicao desse trabalho é a sua aplicacao no estudo do compor-
tamento térmico de ferramentas revestidas usadas em processos de usinagem.

O uso do software MATLAB mostou-se bastante eficiente e de facil implementacao da
solucao analitica de dupla-camada, permitindo um melhor entendimento fisico do problema.

Observa-se, por meio de uma analise dos resultados apresentados no decorrer do trabalho
que os objetivos foram alcancados de forma satisfatoria.

Inicialmente apresentou-se a equacao-solucao analitica de um problema térmico unidi-
mensional de camada simples, a fim de obter a diferenca de um problema de camada simples
com um problema constituido de duas camadas, cujas propriedades térmicas sao distintas
em cada camada. Mostrou-se, de uma forma didética, os procedimentos para obtencao da
equacao-solucao multicamada, as autofuncoes foram obtidas através do método de separacao
de variaveis, e entao pode-se obter a funcao de Green. Os autovalores foram calculados e
obtidos numericamente por tratar-se de uma equacao transcendental.

Posteriormente, apresentou-se, o perfil de temperatura da equagao-solucao multicamada
com materiais de propriedades termofisicas distinta em cada camada, a fim de entender e
visualizar a parte fisica do problema. A verificacao da solugdo multicamada foi obtida através
de um problema cléssico em conducao de calor. Uma analise, da solucao analitica comparada

com a solucao numérica, foi abordada nesse trabalho.
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A aplicacao da equacao-solucao multicamada em ferramentas revestidas durante um pro-

cesso de usinagem foi realizada com sucesso, como mostrou-se no capitulo anterior.
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Proposta de trabalhos futuros
O uso de solugoes analiticas em diversos proplemas térmicos demostrou ser uma grande
alternativa, principalmente quando se trata de aplicacoes que envolvem camadas finas. Por-

tanto, propoem-se como trabalho futuro a investigacao dessa solucao e sua aplicacao em:

e Problemas inversos usando funcao transferéncia;

Equacao de bio-transferéncia de calor;

e Biomecanica;

Obtengao da solugao analitica com diferentes condi¢oes de contorno;

Obtengao da solugao analitica tridimensional transiente.
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Anexo A

Coeficientes para obtencao das

autofuncoes

Na tabela (A.1) encontra-se os coeficientes A, B, C' e D desenvolvidos por (HAJI-
SHEIKH; BECK, 2002) para obter as autofunc¢oes X; = Acos(yzx) + Bsen(yx) e Xo =
Ccos(nx) + Dsen(nzx) para demais condi¢oes de contorno. Os casos estao definidos por X 1.J

onde [ é equivalente a condicao de contorno em z = 0 e J a condicao de contorno em x = L.

Tabela A.1: Solucao dos coeficientes X; = Acos(yx)+Bsen(yz) e Xy = C'cos(nx)+ Dsen(nx)
considerando contato perfeito

Caso A B C D

X1J 0 1 sen(yb)cos(nb) — (v/n) sen(vyb)sen(nb) + (v/n)
X (k1 /ka)cos(yb)sen(nb) X (k1/k2)cos(yb)cos(nb)

X2J10 cos(yb)cos(nb) + (v/n) cos(yb)sen(nb) — (v/n)
X (k1 /ka)sen(~b)sen(nb) X (k1 /ka)sen(~vb)cos(nb)

X3J 1 (hi/ki7y) cos(nb)[cos(vb) + (hi/ki7y)]sen(yb) sen(nb)[cos(vb) + (hi/k1y)sen(yb)]
X[(h1 /k1v)cos(yb) — sen(yb)] [(h1/k1y)cos(vb) — sen(yb)]

85



Anexo B

Equacoes transcendental para demais

condicoes de contorno

A tabela (B.1) apresenta as equagbes transcendental para demais condigbes de contorno
desenvolvida por (HAJI-SHEIKH; BECK, 2002).

Tabela B.1: Equacao transcendental para demais condi¢oes de contorno.

Caso  Autocondicao

X1l cot(n) = — (52) (%) (%) cot ()

X12 tan(m) = = (5) (3) (§) eot()
X1 R = () (7) () et
X210 eot(m) = () (3) () tan(y)

X2  tan(m) = - (52) (7) (1) tan(3)
xm g () (3) (k) o
X1 cot() = (52) (3) (B)

X382 tan(m) =~ (52) (3) (B) Sacrss

nt (7)731 _ —b ~ k Wtan(ﬁ)fBl
X33 Botanin = (%) (%) (Fi > Butong(7) 47




