
 

CAPÍTULO VI  

 

 

 

Aplicação Numérica: Mecanismo de Quatro Barras Plano Flexível 

6.1 Descrição do Sistema Estudado 

Este Capítulo apresenta resultados obtidos numericamente pela simulação, a partir da 

utilização dos fundamentos teóricos considerados anteriormente nos Capítulos III, IV e V, de 

um sistema multicorpos flexíveis particular: um mecanismo plano de quatro barras. A geo-

metria do sistema é ilustrada na Fig. 6.1, e a Tab. 6.1 traz a maioria dos dados associados 

às propriedades dos materiais e à geometria considerada para cada uma das barras. No 

que diz respeito à barra 1, a mesma apresenta um comprimento de 0,6 m. Ainda, as barras 

1 e 2 são consideradas como corpos rígidos, enquanto as barras 3 e 4 são admitidas flexí-

veis. 

 

Figura 6.1 - Representação esquemática do mecanismo de quatro barras plano flexível 

considerado; 1 2OX X : referencial global; 4 4 4
1 2O X X : referencial flutuante associado à barra 4. 
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Tabela 6.1 - Características associadas às barras 2, 3 e 4 do mecanismo considerado. 

CARACTERÍSTICAS BARRA 2 BARRA 3 BARRA 4 

Geometria Viga base    

  Comprimento [m] 0,050 0,300 0,500 

  Espessura [m] 0,003175 0,003175 0,00238125 

  Largura [m] 0,01905 0,01905 0,0254 

 Camada viscoelástica    

  Comprimento [m] (2) – – Vários valores (2) 

  Espessura [m] (2) – – Vários valores (2) 

  Largura [m] – – 0,0254 

 Camada restringente    

  Comprimento [m] (2) – – Vários valores (2) 

  Espessura [m] – – 0,001 

  Largura [m] – – 0,0254 

Material Viga base Alumínio Alumínio Alumínio 

  Módulo de elasticidade longitudinal [GPa] 70,3 70,3 70,3 

  Massa específica [kg/m³] 2690 2690 2690 

 Camada viscoelástica Nenhum Nenhum ISD112TM à 27 °C (1)

  Módulo de elasticidade long. estático [MPa] – – 1,5 

  Módulo de elasticidade long. a altas freq. [MPa] – – 69,9495 

  Tempo de relaxação [µs] – – 14,052 

   (ordem de derivação fracionária) – – 0,7915 

  Coeficiente de Poisson – – 0,5 

  Massa específica [kg/m³] – – 1600 

 Camada restringente Nenhum Nenhum Alumínio 

  Módulo de elasticidade longitudinal [GPa] – – 70,3 

  Massa específica [kg/m³] – – 2690 
(1) Os parâmetros dados para este material viscoelástico foram identificados por Galucio, Deü e Ohayon (2004). 
(2) Vários valores foram considerados para estes parâmetros visando avaliar influências paramétricas. 

Antes da apresentação dos resultados, é importante salientar que o modelo implemen-

tado em ambiente MATLAB® para representar o comportamento do sistema multicorpos 

considerado neste Capítulo foi obtido pela utilização dos procedimentos apresentados ao 

longo do Capítulo V, Seção 5.2, desta Dissertação. 

Como mencionado anteriormente, flexibilidade é considerada para as barras 3 e 4 do 

mecanismo. Para tanto, o elemento finito de viga de Euler-Bernoulli apresentado no Capítulo 

IV, Subseção 4.1.1, foi utilizado para discretização espacial de ambas as barras. Trinta e 

cinquenta elementos finitos foram adotados para as malhas das barras 3 e 4, respectiva-

mente. Além de contar com quatro corpos, dois dos quais flexíveis, o modelo ainda apresen-

ta cinco conjuntos de equações relativas a restrições cinemáticas – quatro juntas de revolu-

ção entre as quatro barras do mecanismo, e uma junta rígida para fixação da barra 1 –, e 

uma equação de restrição relativa ao acionamento do mecanismo, para imposição de velo-
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cidade angular constante à barra 2. Para inclusão de tratamento viscoelástico superficial à 

barra 4 do mecanismo, quando considerado, o elemento de viga sanduíche apresentado na 

Subseção 4.1.2 do Capítulo IV foi adotado para a discretização desta barra. 

Para validação do procedimento de modelagem desenvolvido, foi paralelamente im-

plementado modelo similar no software comercial ANSYS®, considerando-se o elemento 

finito plano de viga BEAM3, que conta com dois nós, e três graus de liberdade por nó. A 

opção de não linearidade do elemento foi explorada, de maneira a permitir que o mesmo 

experimentasse, durante as simulações, grandes deslocamentos. Ainda, um elemento espe-

cial MPC184-BEAM foi considerado para modelar a barra 2, que se trata de um corpo rígido; 

o mesmo permite a inclusão de corpos desta natureza a partir da utilização de equações de 

restrição. As juntas do modelo foram construídas fazendo com que nós de malhas associa-

das a corpos distintos coincidissem entre si. Quanto ao acionamento do sistema, este pôde 

ser realizado a partir da imposição de uma velocidade angular prescrita à barra 2 do meca-

nismo, tendo em vista as capacidades do software. 

Destaca-se ainda que, além de amortecimento viscoelástico e amortecimento numéri-

co inerente ao algoritmo de integração, nenhuma outra fonte de dissipação de energia foi 

considerada para realização das simulações apresentadas a seguir. 

6.2 Análise Modal do Mecanismo de Quatro Barras Plano Flexível 

Depois de desenvolvidos modelos matemáticos para o sistema considerado neste Ca-

pítulo, como detalhado anteriormente, análise modal foi conduzida para avaliação das fre-

quências naturais e dos modos naturais de vibração do mecanismo. Para tanto, fez-se uso 

do procedimento apresentado na Seção 5.4 do Capítulo V. 

Ressalta-se que a análise modal foi realizada apenas para a situação em que o siste-

ma não possui tratamento viscoelástico superficial restrito. Isto se deve ao modelo conside-

rado nesta Dissertação para implementação do fenômeno de viscoelasticidade: embora o 

mesmo seja adequado à simulação transiente no domínio do tempo, não é de todo conveni-

ente a análise no domínio da frequência nem a análise de autovalor (haja vista a metodolo-

gia de implementação apresentada e considerada no Capítulo III, Seção 3.6). 

As análises realizadas tomaram por base várias configurações do sistema, estas de-

terminadas pela posição angular da barra 2, dada por  2 . Simulações foram neste caso 

realizadas tanto no software ANSYS® como por intermédio do algoritmo desenvolvido em 

ambiente MATLAB®. Os objetivos da análise são os de se determinar as cinco primeiras 

frequências naturais do sistema em função da configuração dada por  2  e as formas mo-
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dais associadas a estas frequências para o caso em que   2 0 . Busca-se, com isso, adi-

cionalmente, a validação do código e do modelo implementados. Ressalta-se que esta vali-

dação é buscada, neste caso, para uma condição linearizada, tento em vista o procedimento 

adotado para a realização de análise modal. 

Os resultados obtidos em termos das frequências naturais são mostrados na Fig. 6.2. 

Os modos naturais associados a estas últimas para o caso em que   2 0  são apresenta-

dos graficamente nas Figs. 6.3 a 6.7. Os erros relativos entre as frequências naturais encon-

tradas pelo uso dos dois modelos considerados são também apresentados na Fig. 6.2. Es-

tes erros foram obtidos pelo uso da equação que se segue: 

  1
MATLAB ANSYS ANSYSErro [%] 100%,f f f  (6.1) 

onde MATLABf  e ANSYSf  designam as frequências naturais obtidas através do algoritmo imple-

mentado no software MATLAB®, e pelo uso do ANSYS®, respectivamente. 

 

 

Figura 6.2 - Frequências naturais do mecanismo analisado em função de 2  obtidas pelos 

softwares ANSYS® e MATLAB®; 1 22,08f  Hz, 2 81,76f  Hz, 3 88,31f  Hz, 4 198,7f  Hz e 

5 326,9f  Hz. 
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Figura 6.3 - Formas modais associadas à frequência natural 1 22,08f  Hz para   2 0  

dadas pelo software ANSYS® e pelo algoritmo desenvolvido em ambiente MATLAB®. 

 

Figura 6.4 - Formas modais associadas à frequência natural 2 81,76f  Hz para   2 0  

dadas pelo software ANSYS® e pelo algoritmo desenvolvido em ambiente MATLAB®. 

 

Figura 6.5 - Formas modais associadas à frequência natural 3 88,31f  Hz para   2 0  

dadas pelo software ANSYS® e pelo algoritmo desenvolvido em ambiente MATLAB®. 
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Figura 6.6 - Formas modais associadas à frequência natural 4 198,7f  Hz para   2 0  

dadas pelo software ANSYS® e pelo algoritmo desenvolvido em ambiente MATLAB®. 

 

Figura 6.7 - Formas modais associadas à frequência natural 5 326,9f  Hz para   2 0  

dadas pelo software ANSYS® e pelo algoritmo desenvolvido em ambiente MATLAB®. 

Como se percebe por inspeção das figuras apresentadas, boa correspondência entre 

os resultados propiciados pelos modelos desenvolvidos nos softwares MATLAB® e ANSYS® 

pode ser verificada. Erros menores que 1% podem ser verificados para as frequências natu-

rais como função de  2 . Além disso, as formas modais são virtualmente idênticas. 

Por inspeção, um fato interessante pode ser ainda verificado para o sistema particular 

sob análise: as frequências naturais praticamente não variam com respeito à posição angu-

lar do mecanismo. Entretanto, há variação nas formas modais associadas, tendo em vista 

que a mudança de 2  implica em alteração da posição da barra 2 que é rígida. 

Observa-se ainda que, na faixa de frequências examinada, as frequências naturais e 

as respectivas formas modais alternam-se entre os modos naturais de vibração de cada 

uma das barras do mecanismo, consideradas independentemente, sob condição de contor-
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no biapoiada. Em outras palavras, os modos de vibração do sistema não são oriundos do 

acoplamento entre os diferentes modos de vibração das vigas que o constituem. 

Isto se explica pela diferença entre as frequências associadas aos modos de vibração 

de cada um dos componentes do conjunto, assim como pelo caráter ideal associado às jun-

tas do mecanismo, tomadas como não dissipativas. É evidente que o modelo numérico con-

cebido é, desta forma, muito provavelmente incapaz de antecipar acontecimentos práticos, 

já que neste cenário os modos do mecanismo resultariam do acoplamento entre os modos 

de vibração de cada uma das vigas que compõem o sistema. 

Para o caso analisado nesta Dissertação, considerando condição de contorno biapoia-

da para qualquer uma das vigas do mecanismo, modelos analíticos proporcionam a relação: 

2
1

, 1, 2, 3, ...,
2k

k EI
f k

L A


 
   
 

 (6.2) 

para sua k-ésima frequência natural, onde L , A  e I  denotam seu comprimento, a área de 

sua seção transversal, e o momento de inércia de segunda ordem de área, respectivamente, 

enquanto que   e E  indicam, respectivamente, a massa específica e o módulo de Young 

associados a seu material. 

Considerando os dados geométricos e dos materiais das vigas do mecanismo analisa-

do, conforme Tab. 6.1, assim como os resultados já apresentados na Fig. 6.2, bem como a 

Eq. (6.2), verifica-se o mostrado na Tab. 6.2 disposta a seguir. Esta confirma que: o 1º modo 

de vibração do mecanismo equivale ao 1º modo de vibração de sua viga 4; o 2º modo de 

vibração do mecanismo equivale ao 1º modo de vibração de sua viga 3; o 3º modo de vibra-

ção do mecanismo equivale ao 2º modo de vibração de sua viga 4; o 4º modo de vibração 

do mecanismo equivale ao 3º modo de vibração de sua viga 4; o 5º modo de vibração do 

mecanismo equivale ao 2º modo de vibração de sua viga 3. 

6.3 Simulações Transientes 

Com o intuito de averiguar a influência da flexibilidade sobre o comportamento do sis-

tema analisado, assim como o de avaliar a possibilidade de utilização de materiais viscoe-

lásticos para o controle passivo de vibrações em sistemas multicorpos flexíveis, simulações 

transientes foram conduzidas para o mecanismo plano de quatro barras considerado neste 

Capítulo. Num primeiro momento, buscou-se a validação do código computacional desen-
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volvido em ambiente MATLAB® através de comparação com respostas propiciadas pelo sof-

tware ANSYS®. Apenas depois se buscou atender aos objetivos mencionados. 

Destaca-se que para integração numérica das equações algébrico-diferenciais que 

descrevem o comportamento elastodinâmico do mecanismo, é considerado o procedimento 

detalhado no Capítulo V, Seção 5.3. Ainda, todos os resultados a serem apresentados na 

sequência foram conseguidos a partir da utilização de um passo de tempo de   0,0001t  s, 

e um valor do parâmetro   0,4 associado ao integrador. 

No que toca às condições iniciais do sistema, são admitidos deslocamentos e veloci-

dades iniciais nulos. Desta forma, em todas as simulações admitiu-se que o sistema parte 

do repouso, e sempre de uma mesma configuração inicial, qual seja, aquela em que a barra 

2 do mecanismo encontra-se alinhada ao eixo horizontal 1OX , ocupando o semiplano 

1 0X  – ver Fig. 6.1. 

Quanto ao acionamento do mecanismo, este é realizado pela aplicação de uma função 

do tipo degrau que impõe uma velocidade angular constante à barra 2 nos instante 0t   

como segue: 

2

0, se 0

, se 0,

t

t



  

  (6.3) 

onde   denota a velocidade de operação do mecanismo, a qual assume diferentes valores 

para as diferentes simulações a serem apresentadas a seguir. 

Tabela 6.2 - Comparação entre as frequências naturais do mecanismo calculadas 

numericamente com aquelas analíticas associadas a suas barras. 

MODOS DE 
VIBRAÇÃO DO 
MECANISMO 

FREQUÊNCIAS OBTIDAS A 
PARTIR DO MODELO 

NUMÉRICO [Hz] 

FREQUÊNCIAS ASSOCIADAS ÀS 
BARRAS DO MECANISMO 

CALCULADAS DA EQ. (6.2) [Hz] 

BARRA 3 BARRA 4 

1 22,08 – 22,08  
( 1k  ) 

2 81,76 81,78  
( 1k  ) 

– 

3 88,31 – 88,32  
( 2k  ) 

4 198,7 – 198,72  
( 3k  ) 

5 326,9 327,11  
( 2k  ) 

– 
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6.3.1 Validação do Código Implementado no Software MATLAB® 

A validação do código desenvolvido em ambiente MATLAB® foi conduzida com auxílio 

de modelo implementado no software ANSYS®. Comentários acerca de ambos os modelos 

considerados foram tecidos anteriormente na Seção 6.1, e não serão novamente colocados. 

Menciona-se apenas que, para integração das equações de equilíbrio dinâmico no software 

ANSYS®, foi utilizado o algoritmo de Hilber, Hughes e Taylor (1977), sobre o qual não serão 

dados detalhes aqui. 

O ambiente adotado para simulações também já foi detalhado. Destaca-se apenas 

que várias velocidades de acionamento foram consideradas, nos valores de 200, 300, 400, 

500 e 600 RPM. É importante também salientar que a validação se deu apenas para a situ-

ação em que a barra 4 do mecanismo considerado não apresenta tratamento viscoelástico 

superficial restrito. Ainda, o tempo selecionado como final de observação do sistema foi o de 

1 s. 

Os resultados obtidos são mostrados nas Figs. 6.8 a 6.12. Os mesmos constituem os 

deslocamentos experimentados pelo ponto de interesse destacado na Fig. 6.1 nas direções 

de 1X  e de 2X . Ressalta-se que, considerando que o vetor posição do ponto ora referido é 

dado por  P P tr r , como deslocamento denota-se aqui a diferença  
0P P t

r r . 

 

Figura 6.8 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para o caso em que 200  RPM. 
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Figura 6.9 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para o caso em que 300  RPM. 

 

Figura 6.10 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para o caso em que 400  RPM. 
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Figura 6.11 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para o caso em que 500  RPM. 

 

Figura 6.12 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para o caso em que 600  RPM. 
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Por inspeção das figuras apresentadas, constata-se boa concordância entre os resul-

tados apresentados por ambos os softwares, em especial para velocidades de operação 

mais baixas do mecanismo. Para a velocidade de 600 RPM, entretanto, algumas diferenças 

fazem-se presentes após aproximadamente 0,4 s de simulação. Estas diferenças são credi-

tadas à utilização de esquemas de integração diferentes pelos softwares MATLAB® e 

ANSYS®. Ainda, pode ser o caso de o modelo desenvolvido neste último software contem-

plar efeitos não lineares, como enrijecimento centrífugo, por exemplo, e que não são incluí-

dos no algoritmo desenvolvido em ambiente MATLAB®. Desta forma, os resultados propicia-

dos pelo algoritmo implementado conduzem a ótima correspondência com o software 

ANSYS®, o que suporta a hipótese de validade do código desenvolvido. 

Os resultados apresentados graficamente nas figuras anteriores mostram ainda que as 

respostas do mecanismo no ponto de interesse parecem ser compostas pela superposição 

de duas componentes visualmente identificadas: uma componente periódica que tem a 

mesma frequência de acionamento, e uma componente de frequência mais alta, porém de 

menor amplitude, que pode ser associada às vibrações elásticas das barras do mecanismo. 

Esta interpretação é evidenciada com mais detalhe a seguir. 

6.3.2 Influência da Flexibilidade no Comportamento do Sistema 

Para melhor evidenciar a influência das vibrações elásticas, novas simulações foram 

realizadas considerando diferentes velocidades de acionamento do mecanismo, de 200, 

300, 400, 500 e 600 RPM, como na Subseção anterior. Entretanto, respostas também são 

apresentadas para o caso em que todas as barras são admitidas rígidas. Também, para 

considerar diferentes graus de flexibilidade estrutural, são apresentadas respostas obtidas 

com variações no módulo de elasticidade longitudinal do material que compõe as barras, 

aqui designado por E , de -20%, -10%, +10% e +20%, as quais implicam valores de 56,24 

GPa, 63,27 GPa, 77,33 GPa e 84,36 GPa para o parâmetro considerado, respectivamente. 

Os resultados são mostrados nas Figs. 6.13 a 6.22. Mais uma vez, apresenta-se o 

deslocamento 



0P P t

r r  associado ao ponto de interesse definido na Fig. 6.1. Além deste, é 

também considerado o valor associado ao grau de liberdade de deslocamento transversal 

da barra 4 do nó que ocupa, inicialmente, a mesma posição daquele ponto de interesse 

considerado até aqui. Ressalta-se que o grau de liberdade em questão é, na verdade, uma 

componente do vetor 4
fq , que é formado, como discutido no Capítulo V, por coordenadas 

utilizadas para descrição do comportamento flexível do corpo ao qual se encontra associado 

– neste caso, da barra 4. 
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Se inspecionados os gráficos apresentados nas Figs. 6.14, 6.16, 6.18, 6.20 e 6.22, re-

lacionados ao grau de liberdade transversal associado ao ponto de interesse considerado na 

Fig. 6.1, fica evidente que um aumento na magnitude da velocidade de acionamento do sis-

tema acarreta maiores níveis de vibração do sistema, como já mencionado. 

Se comparados os deslocamentos 
0P P t

r r  para as situações em que o sistema ana-

lisado admite flexibilidade e é constituído por corpos rígidos, mostrados nas Figs. 6.13, 6.15, 

6.17, 6.19 e 6.21 para velocidades de acionamento iguais a 200, 300, 400, 500 e 600 RPM, 

respectivamente, pode-se qualificar e quantificar a importância da hipótese de flexibilidade 

adotada para as barras do mecanismo. Observa-se claramente um grande desvio das com-

ponentes do vetor deslocamento obtidas para a primeira situação aludida com respeito 

àquelas associadas ao sistema idealmente rígido. Este fato vem justificar o objetivo de estu-

do estabelecido para a presente Dissertação. 

Outra comparação que pode ser ainda realizada pelos dados mostrados é referente à 

influência da flexibilidade do material do qual o sistema é feito. Esta influência não se mostra 

grande para os casos em que   200, 300, 400 e 500 RPM, como se pode comprovar por 

análise das Figs. 6.13, 6.15, 6.17 e 6.19: para estas situações, se analisados os primeiros 

períodos de movimento, pequenas alterações podem ser constatadas na frequência princi-

pal associada à flexibilidade do sistema, como comprovado por defasagens entre os sinais 

apresentados. Em acordo com fundamentos de vibração de sistemas mecânicos, uma redu-

ção no valor de E  está associada a menores frequências naturais, e, consequentemente, a 

maiores períodos fundamentais. Este fato é o que justifica o comportamento anômalo cons-

tatado para o caso em que  600 RPM. Neste cenário, além da alteração de frequências 

naturais, como ocorre para os casos anteriormente considerados, há também um grande 

aumento nas amplitudes de vibração do sistema, indicando que flexibilidade excessiva alia-

da a altas velocidades de operação de mecanismos pode prejudicar seu correto funciona-

mento. Uma situação de ressonância não pode ser, contudo, completamente caracterizada, 

em especial pelo sistema contemplado ser marcadamente não linear. Entretanto, atenta-se 

para o fato de a primeira frequência natural do sistema ser próxima de 20 Hz, como pode se 

constatar pela análise modal realizada na Seção 6.2, e aquela frequência de excitação ser 

igual a 600 RPM 1 min
60 s  10 Hz. Provavelmente, uma situação de instabilidade está na imi-

nência de se desenvolver devido a uma ressonância superharmônica (NAYFEH, MOOK, 

1995), tema este que não compõe a parte fundamental do escopo de estudo deste trabalho. 
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Figura 6.13 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para vários valores do módulo de elasticidade E  quando 200  RPM. 

 

Figura 6.14 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse considerado para vários valores de E  quando 200  RPM. 
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Figura 6.15 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para vários valores do módulo de elasticidade E  quando 300  RPM. 

 

Figura 6.16 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse considerado para vários valores de E  quando 300  RPM. 
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Figura 6.17 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para vários valores do módulo de elasticidade E  quando 400  RPM. 

 

Figura 6.18 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse considerado para vários valores de E  quando 400  RPM. 
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Figura 6.19 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para vários valores do módulo de elasticidade E  quando 500  RPM. 

 

Figura 6.20 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse considerado para vários valores de E  quando 500  RPM. 



134 

 

Figura 6.21 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para vários valores do módulo de elasticidade E  quando 600  RPM. 

 

Figura 6.22 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse considerado para vários valores de E  quando 600  RPM. 
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6.3.3 Utilização de Material Viscoelástico para o Controle de Vibrações do Sistema 

Como comprovado na Subseção anterior, a resposta do sistema analisado neste Capí-

tulo é influenciada pela flexibilidade das barras que o compõem. Desta forma, o controle das 

vibrações resultantes é importante em face da possibilidade de ocorrência de nucleação e 

propagação de defeitos que levem à falha por fadiga, por exemplo, ou à emissão excessiva 

de ruído. 

Por este motivo, nesta Dissertação é considerada a aplicação de materiais viscoelásti-

cos, sob a forma de tratamentos superficiais restritos, com a finalidade de controle passivo 

de vibrações. 

As simulações consideradas nesta Subseção fazem uso do elemento finito de viga 

sanduíche apresentado no Capítulo IV, Subseção 4.1.2, para modelagem de tratamento 

viscoelástico superficial restrito. Este é admitido ser aplicado ao longo de todo o comprimen-

to da barra 4. A espessura da camada viscoelástica, para os resultados apresentados a se-

guir, assume o valor de 0,5 mm. A temperatura de operação considerada é 27 °C, para a 

qual as propriedades do material viscoelástico considerado são dadas como mostradas na 

Tab. 6.1. 

As Figs. 6.23 a 6.32 apresentam os resultados computados. As mesmas comparam os 

deslocamentos dados pela diferença 
0P P t

r r  obtidos sem e com a utilização de material 

viscoelástico para diferentes velocidades de operação do mecanismo de quatro barras con-

siderado: 200, 300, 400, 500 e 600 RPM. Para efeito de comparação, são ainda mostrados 

os deslocamentos experimentados pelo sistema com barras completamente rígidas. Além 

dos anteriores, são ainda confrontados valores associados ao grau de liberdade de deslo-

camento transversal associado ao ponto de interesse ilustrado na Fig. 6.1 para as situações 

sem e com tratamento viscoelástico superficial restrito. 

Desde as velocidades mais baixas, até as mais altas, é notável o efeito proporcionado 

pelo tratamento viscoelástico sobre as respostas do mecanismo. Como se pode observar 

nas figuras apresentadas, o tratamento é capaz de reduzir as amplitudes dos movimentos 

associados à flexibilidade de maneira significativa após curto tempo de operação do mesmo. 

Ainda, é interessante o fato de que as respostas do sistema amortecido encontram-se 

bastante próximas daquelas associadas ao sistema idealmente rígido. As diferenças em 

amplitude observadas para estas duas situações quando as respostas já estão em domínio 

de regime permanente podem ser explicadas pelo acréscimo de inércia ao sistema devido à 

aplicação do tratamento superficial considerado. Quanto ao fato das amplitudes aumenta-

rem à medida que a velocidade de acionamento aumenta, o mesmo é creditado aos esfor-

ços dinâmicos centrífugos e de Coriolis considerados na descrição da dinâmica do meca-

nismo analisado. 
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Figura 6.23 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para   200 RPM. 

 

Figura 6.24 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse para   200 RPM. 
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Figura 6.25 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para   300 RPM. 

 

Figura 6.26 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse para   300 RPM. 
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Figura 6.27 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para   400 RPM. 

 

Figura 6.28 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse para   400 RPM. 
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Figura 6.29 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para   500 RPM. 

 

Figura 6.30 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse para   500 RPM. 
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Figura 6.31 - Deslocamentos nas direções de 1X  e de 2X  associados ao ponto de interesse 

para   600 RPM. 

 

Figura 6.32 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse para   600 RPM. 
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Uma última observação é feita sobre as respostas apresentadas nesta Subseção. De-

vido à formulação empregada para modelagem dinâmica do mecanismo, apenas as compo-

nentes dos vetores i
fq , 1, 2, 3, ...i  , contribuem às deformações que se desenvolvem nos 

componentes do sistema – conforme Eqs. (5.30) e (5.33). Constatada a veracidade do ante-

rior, quando avaliados os níveis do deslocamento nodal transversal associado ao ponto de 

interesse para as situações com e sem tratamento viscoelástico superficial restrito, pode-se 

afirmar que deformações substancialmente inferiores resultam para o primeiro caso. Como 

consequência, menores tensões se desenvolvem no meio contínuo analisado, o que indica 

que amortecimento viscoelástico pode contribuir à redução de fadiga, e possivelmente à 

redução de nucleação e de propagação de defeitos por meio deste mecanismo de falha. 

6.3.4 Influências Paramétricas sobre o Comportamento do Tratamento Viscoelástico 

6.3.4.1 Influência da Temperatura 

Nesta Subseção, algumas influências paramétricas são consideradas para avaliação 

da eficácia do tratamento viscoelástico superficial restrito quando empregado para mitigação 

de vibrações no sistema considerado. 

A primeira delas diz respeito à temperatura, fator operacional que influencia de sobre-

maneira o nível de amortecimento e a rigidez associada a materiais viscoelásticos, como 

discutido no Capítulo III. 

Para realizar esta análise, foram considerados aqueles parâmetros identificados para 

o material ISD112TM mostrados na Tab. 3.2, Capítulo III, Seção 3.7. Os mesmos foram obti-

dos a partir de um procedimento de identificação discutido ao longo da referida Seção. 

Em todas as simulações considerou-se a presença de tratamento viscoelástico super-

ficial restrito. O mesmo, como na Subseção anterior, neste caso, foi admitido estar aplicado 

ao longo de todo o comprimento da barra 4 do mecanismo. Mais uma vez, a espessura da 

camada viscoelástica da viga sanduíche foi assumida igual a 0,5 mm. Uma única velocidade 

de operação do sistema foi selecionada, igual a 400 RPM. Um tempo de observação de 1 s 

foi adotado. 

Os resultados das simulações numéricas são apresentados a seguir, nas Figs. 6.33 e 

6.34. Mais uma vez são mostrados, como anteriormente, os deslocamentos do ponto de 

interesse nas direções de 1X  e de 2X , e a componente de 4
fq  associada ao deslocamento 

transversal deste mesmo ponto. 

Nas figuras consideradas pode ser avaliado que temperaturas baixas estão associa-

das a um comportamento mais rígido do sistema, bem como a um nível de amortecimento 

intermediário, que não é nem máximo e nem mínimo para os valores de temperatura consi- 
 



142 

 

Figura 6.33 - Deslocamentos do ponto de interesse nas direções de 1X  e de 2X  para 

valores selecionados de temperatura de operação do sistema analisado. 

 

Figura 6.34 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse para valores selecionados de temperatura de operação do sistema analisado. 
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derados. À medida que o parâmetro em questão tem seu valor aumentado, observa-se o 

aparecimento de amplitudes devidas à flexibilidade ligeiramente maiores em razão de uma 

diminuição no valor assumido pelo módulo de armazenamento do material viscoelástico 

adotado no estudo. Por outro lado, o amortecimento adicionado ao sistema por meio do tra-

tamento viscoelástico superficial restrito assume seu valor máximo entre aproximadamente 

10 e 20°C. A partir de 30°C, tal amortecimento começa a se reduzir drasticamente. Esta 

queda é ainda acompanhada pela contínua redução no valor do módulo de armazenamento 

exibido pelo material ISD112TM. Como resultado, obtêm-se, para altas temperaturas, deslo-

camentos com amplitudes relativamente grandes associados a baixos níveis de amorteci-

mento. Ressalta-se que as análises precedentes mostram-se completamente compatíveis 

com as curvas associadas ao material viscoelástico considerado durante as simulações, 

como pode ser comprovado por inspeção das curvas mestras apresentadas na Fig. 3.5, Se-

ção 3.4. 

6.3.4.2 Influências de Parâmetros Geométricos do Tratamento Viscoelástico 

O primeiro parâmetro geométrico considerado nesta Subseção é a espessura da ca-

mada de material viscoelástico presente no tratamento. Para avaliação de sua influência, 

admite-se uma temperatura de operação constante igual a 28 °C. Para esta temperatura, as 

propriedades associadas ao material ISD112TM podem ser inferidas da Tab. 3.2. A velocida-

de de acionamento do mecanismo também assume, neste caso, valor constante igual a 400 

RPM. O tratamento viscoelástico é mais uma vez considerado como tendo sido realizado ao 

longo de todo o comprimento daquela barra 4 do mecanismo, e apenas ao longo desta. 

Os resultados das simulações são apresentados nas Figs. 6.35 e 6.36. Mais uma vez, 

são mostrados as componentes do vetor deslocamento 
0P P t

r r  e a componente de 4
fq  

associada ao deslocamento transversal do nó que ocupa, na configuração inicial do meca-

nismo, a mesma posição que aquele ponto de interesse mostrado na Fig. 6.1. 

Como era esperado, um aumento na espessura do material utilizado no tratamento 

superficial está associado a um aumento de sua capacidade de dissipar energia das respos-

tas exibidas pelo sistema. Isto se deve, fisicamente, a um aumento na deformação experi-

mentada pelo material. Esta inferência pode ser constatada da Fig. 6.36 se observado o 

tempo gasto para estabilização das respostas em regime permanente, com decaimento do 

transiente. 

Entretanto, os ganhos oferecidos pelo material viscoelástico quando utilizado além de 

determinada espessura, mantidos fixos os demais parâmetros geométricos, não justificam o 

uso de espessuras maiores. Este fato é amparado pela necessidade quase mandatória de 

redução de massa, e consequente custo, associada aos atuais sistemas de engenharia. 
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Figura 6.35 - Deslocamentos do ponto de interesse nas direções de 1X  e de 2X  para 

valores selecionados de vh . 

 

Figura 6.36 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse para valores selecionados de vh . 
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Assim, mostra-se interessante a realização de segmentação do tratamento considerado, 

visando a melhora de dissipação de energia pela identificação de contribuições associadas 

a modos de vibração específicos. 

Destaca-se, ainda, que, caso uma camada restringente de maior espessura fosse utili-

zada, maiores poderiam ser os níveis de amortecimento induzidos pelo tratamento viscoe-

lástico no sistema, uma vez que tais níveis estão diretamente correlacionados à razão entre 

as espessuras associadas às duas camadas adicionadas à viga base constituinte do siste-

ma original. Contudo, há que se considerar, em todo caso, como mencionado anteriormente, 

a adição de massa ao sistema. 

Por fim, é avaliada a influência do comprimento do tratamento viscoelástico aplicado 

sobre a barra 4 do mecanismo. Destaca-se que a distribuição do tratamento viscoelástico é 

sempre simétrica com respeito à posição central da barra 4. 

Os comprimentos totais considerados para o tratamento foram de 100, 200, 300 e 400 

mm. Também foi considerada a situação em que toda a barra admite tratamento, para 

quando seu comprimento vale 500 mm. Para todos os casos foi adotada uma espessura da 

camada viscoelástica igual a 0,5 mm, uma temperatura de operação de 27°C, e velocidade 

de acionamento de 400 RPM. 

Os resultados obtidos mediante simulação numérica são apresentados nas Figs 6.37 e 

6.38. Como se pode inferir das mesmas, por análise seja do deslocamento 
0P P t

r r , seja da 

componente de 4
fq  associada ao deslocamento transversal do ponto de interesse analisado, 

maiores comprimentos do tratamento superficial restrito claramente induzem maiores níveis 

de amortecimento nas respostas calculadas. Este fato justifica-se pela localização do trata-

mento realizado, assim como pelas formas associadas aos autovetores do sistema. 

Entretanto, como ocorre para a análise relacionada à espessura vh , aqui também não 

é vantajosa a utilização de um valor demasiado elevado para v rL L , tendo em vista que a 

partir de um determinado comprimento crítico do tratamento, nenhum ganho significativo é 

obtido. 

Para a configuração geométrica e operacional contemplada, a partir de v rL L  300 

mm, como é perceptível nas figuras apresentadas, em especial nas Fig. 6.37, que mostra as 

componentes do deslocamento 
0P P t

r r  expressas no referencial inercial global adotado, 

pouco se ganha para quando o regime já é permanente. Apenas em aplicações críticas do 

sistema, que necessitem de amortecimento drástico durante o transiente, pode ser justifica-

do um tratamento que contemple todo o comprimento daquela barra 4. De outra forma, o 

incremento de inércia pode eventualmente prejudicar a operação do conjunto em velocida-

des de operação mais elevadas, sem aumento significativo de amortecimento para amplitu-
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des relacionadas àquelas frequências associadas à flexibilidade dos corpos do sistema, co-

mo já enfatizado anteriormente. 

 

Figura 6.37 - Deslocamentos do ponto de interesse nas direções de 1X  e de 2X  para 

valores selecionados do comprimento do tratamento superficial restrito. 

 

Figura 6.38 - Grau de liberdade associado ao deslocamento transversal do ponto de 

interesse para valores selecionados do comprimento do tratamento superficial restrito. 



 

CAPÍTULO VII  

 

 

 

Aplicação Numérica: Controle Passivo de Vibrações  

de Painéis Flexíveis de Satélites Artificiais 

7.1 Introdução 

Desde o início das atividades relacionadas a espaço, apêndices flexíveis como ante-

nas e painéis solares, usados para transmissão de dados e suprimento de energia, respecti-

vamente, têm sido incorporados em espaçonaves. Atualmente, estes elementos estão co-

mumente associados a vibrações causadas por manobras de correção de atitude, por 

exemplo. Como sistemas espaciais geralmente experimentam baixos níveis de amorteci-

mento, movimentos de grande amplitude podem se desenvolver, e respostas em regime 

permanente podem demorar para se estabelecer. Consequentemente, objetivos operacio-

nais estabelecidos a priori podem ser comprometidos. Além disso, o acoplamento entre mo-

vimentos de corpo rígido e devidos à flexibilidade pode introduzir perturbações dinâmicas na 

orientação de uma determinada espaçonave. Com isso, vários estudos têm lidado com os 

tópicos de manobras, modelagem dinâmica, e controle de atitude e de vibrações em siste-

mas espaciais flexíveis. 

Para realização do referido controle, técnicas ativas têm sido na maioria dos casos 

empregadas. Bang e Oh (2004) consideraram controle preditivo; neste caso, uma trajetória 

de referência é estabelecida, e então uma lei de controle por retroalimentação é projetada 

de maneira que as variáveis de saída sejam obrigadas a seguir movimentos prescritos. Con-

trole por modos deslizantes (sliding mode control, no inglês), que é uma técnica reconhecida 

como eficiente e aplicável a várias categorias de sistemas não lineares sujeitos a incertezas 

e distúrbios externos, foi adotado por Bang, Ha e Kim (2005) para uma manobra rotacional 

ao longo de três eixos realizada por uma espaçonave altamente flexível. Zheng, Banks e 

Alleyne (2005) fizeram uso de controle ativo ótimo baseado em Regulador Quadrático Linear 

(Linear Quadratic Regulator, LQR, no inglês) para lidar com os problemas de vibração e de 
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atitude relacionados a uma espaçonave flexível que é estabilizada por volantes de inércia. A 

influência de flexibilidade no desempenho de um sistema de controle de atitude aplicado a 

um satélite rígido-flexível, para o qual os parâmetros de flexibilidade foram estimados por 

um filtro de Kalman no contexto do Regulador Linear Quadrático Gaussiano (Linear Quadra-

tic Gaussian Regulator, LQG, no inglês), foi investigada por Vargas e Souza (2005). Uma lei 

de controle ótimo também foi avaliada por Cui e Xu (2010) para o controle de atitude e de 

vibrações de uma espaçonave flexível dotada de um corpo central rígido e apêndices flexí-

veis. Maganti e Singh (2007) propuseram uma metodologia de projeto de uma lei de controle 

adaptativa simples para estabilização de manobras rotacionais e de modos elásticos de uma 

espaçonave flexível. Hu, Shi e Gao (2007) aplicaram uma estratégia de controle que integra 

formatação de entrada (input shaping, no inglês) e a técnica de controle por retroalimenta-

ção de saída para gerenciar vibrações em uma espaçonave flexível sujeita a manobras de 

correção de atitude. Visando tanto características dinâmicas quanto estáticas favoráveis, um 

esquema de controle híbrido que combina os métodos de controle a estrutura variável, e de 

controle adaptativo inteligente, foi considerado por Li, Wang e Li (2004). 

Embora sistemas de controle ativo sejam largamente utilizados na literatura para os 

controles de vibração e de atitude em sistemas espaciais, os mesmos estão comumente 

relacionados a problemas de estabilidade e de robustez contra falhas. Desta forma, o con-

trole passivo pode se mostrar uma alternativa interessante, por não estar associado à con-

sumação de energia externa, e ser inerentemente estável, como discutido ao longo do Capí-

tulo I. 

Neste Capítulo é apresentada uma segunda aplicação numérica, a qual trata de satéli-

tes artificiais com apêndices flexíveis. Com base no exposto acima, aplica-se ao mesmo 

amortecimento viscoelástico com a finalidade de controle de vibrações. Primeiramente, uma 

breve descrição do sistema será realizada. Na sequência, a modelagem matemática do 

mesmo será apresentada, com base no uso do Método dos Modos Assumidos (MMA) para 

expansão de campos de deslocamentos flexíveis associados à estrutura analisada, e das 

equações de Lagrange para estabelecimento das leis que regem a dinâmica do sistema. 

Finalmente serão apresentados e discutidos os resultados obtidos por simulações numéri-

cas. 

7.2 Descrição do Satélite Artificial e Hipóteses de Modelagem 

O sistema a ser analisado é esquematicamente mostrado na Fig. 7.1, que identifica al-

guns de seus componentes estruturais. Como pode ser visualizado, o satélite artificial consi-
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derado dispõe de um corpo central, considerado rígido, ao qual dois painéis flexíveis, com 

geometria do tipo sanduíche, são ligados, admitindo-se engastamento perfeito. Os referidos 

painéis tratam-se, essencialmente, de vigas sanduíche, como aquela considerada no Capí-

tulo IV; os mesmos dispõem de duas faces externas constituídas de materiais lineares elás-

ticos – faces relativas à viga base (b) e à camada restringente (r) –, e de um núcleo de ma-

terial viscoelástico (v). O sistema de controle de atitude da espaçonave é formado por uma 

roda de reação, de forma que quando um torque é aplicado a este atuador por intermédio de 

um motor elétrico, o satélite é submetido a um movimento rotacional de maneira tal que a 

quantidade de movimento angular total do sistema seja conservada. 

Como pode ser constatado por inspeção da Fig. 7.1, três sistemas de referência distin-

tos são utilizados na sequência para descrição da cinemática do sistema em análise. São 

eles: OXYZ , que se trata de um sistema global, para o qual se assume posição e orientação 

fixas; e   Gx y z  e Axyz , ambos rotativos, e rigidamente ligados ao corpo do satélite. 

Quanto às hipóteses admitidas para modelagem matemática do sistema, estabelece-

se que: 

 

Figura 7.1 - Satélite artificial considerado e entidades geométricas relevantes. 
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a) as manobras de interesse do sistema constituem rotações em torno do eixo z , cu-

ja origem é considerada como apresentando uma posição fixa no espaço – em ou-

tras palavras, movimento translacional é desconsiderado; 

b) para o corpo do satélite e a roda de reação são assumidos comportamentos de 

corpo rígido; 

c) os dois painéis do satélite são idênticos, e as deflexões devidas à flexão estão 

confinadas à direção y . 

Adicionalmente, são assumidas ainda as hipóteses consideradas no Capítulo IV, Sub-

seção 4.2.1, e os seguintes parâmetros são definidos para o sistema: s     [rad/s] é a ve-

locidade angular absoluta associada ao corpo do satélite; r     [rad/s] é a velocidade an-

gular associada à roda de reação, esta expressa com respeito ao corpo do satélite; e sJ  e 

rJ  são, respetivamente, os momentos de inércia de massa relacionados ao corpo do satélite 

e à roda de reação em torno do eixo z , ambos expressos em [kg.m²]. 

7.3 Modelagem Matemática do Satélite 

Na sequência, as equações não lineares que regem o movimento do sistema aeroes-

pacial mostrado na Fig. 7.1 serão desenvolvidas pela utilização das equações de Lagrange 

em conjunto com o MMA para expansão de campos de deslocamentos devidos à flexibilida-

de. Por este motivo, são apresentados, a seguir, a cinemática associada aos painéis do sa-

télite, a energia cinética do sistema, e os trabalhos virtuais realizados pelas tensões e pelos 

esforços externos. 

Esclarece-se que o MMA é agora utilizado por propiciar um modelo com relativamente 

poucos graus de liberdade, comparativamente a um equivalente obtido através do MEF. 

Com isso, apresenta-se uma maneira alternativa para modelagem de sistemas multicorpos 

flexíveis, sem a utilização de equações de restrição. Menciona-se também que, por estarem 

frequentemente associados a técnicas de controle ativo, modelos de sistemas espaciais 

flexíveis são comumente obtidos através do método agora considerado. 

Ressalta-se que para o desenvolvimento a seguir é considerado que a origem do sis-

tema referencial OXYZ ocupa a mesma posição assumida pela origem do referencial Gx'y'z'. 

7.3.1 Cinemática dos Painéis do Satélite Artificial Considerado 

Considerando a ilustração esquemática realizada para a cinemática do sistema, mos-

trada na Fig. 7.2, assim como os campos de deslocamento associados à teoria de viga san-
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duíche utilizada para descrever o comportamento dos painéis flexíveis do sistema, como 

apresentados no Capítulo IV, Subseção 4.2.1, o seguinte vetor posição pode ser estabeleci-

do no sistema Gx y z    para um ponto P arbitrário pertencente à i-ésima camada ( , ,i b v r ) 

de um dos painéis do satélite: 

       
 

, ,
.

,
Gx y z s i i i

P i

R x u x t y y x t

v x t

       
  
 

r  (7.1) 

Faz-se a ressalva de que os campos de deslocamentos rotacionais linearizados i  

considerados no Capítulo IV, Subseção 4.2.1, são aqui denotados por i , tendo em visto 

que neste Capítulo o símbolo   é utilizado para designar a orientação do corpo do satélite 

analisado com respeito àquele referencial inercial GXYZ . 

Como a matriz de transformação entre os referenciais Gx y z    e GXYZ  pode ser escri-

ta sob a forma: 

     
   

cos sen
,

sen cos
GXYZ Gx y z t t

t t

 
 

    
  
 

T  (7.2) 

o seguinte vetor posição pode ser estabelecido no referencial GXYZ  para o ponto P: 
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           
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  
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 

        
        

r r T r

 (7.3) 

 

Figura 7.2 - Cinemática do sistema aeroespacial analisado. 
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Derivando a Eq. (7.3) com respeito ao tempo, o vetor velocidade do ponto P perten-

cente à i-ésima camada da viga resulta como dado a seguir: 

   
               
               

cos sen , sen , cos
,

sen cos , cos , sen

P Pi i

x x

x x

R t R t t v x t t v x t t t

R t R t t v x t t v x t t t

     
     



   
  

    

v r

  
  

 (7.4) 

onde pontos sobrescritos são usados para denotar diferenciação com respeito a t , e: 

           , , , , , .x s i i i x i i iR R x u x t y y x t R u x t y y x t            (7.5) 

Da Eq. (7.4) constata-se que a magnitude de  P i
v , denotada por  P i

v , vale: 

     2 2 2 2 2 2 2 ,P P x x x xi i
v R v R v vR R v        v       (7.6) 

onde dependências são omitidas para maior concisão e clareza. 

Considerando as expansões adotadas pelo MMA para os campos de deslocamentos 

relevantes do problema, conforme apresentadas no Capítulo IV, Subseção 4.2.1, pode-se 

reescrever a Eq. (7.6) sob a forma: 

     
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 


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 (7.7) 

7.3.2 Expressão para a Energia Cinética do Sistema 

Considerando a Eq. (7.7), a energia cinética associada a cada uma das camadas do 

painel sanduíche pode ser expressa segundo: 

         

       
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

 

 

      

     
 r M r r M r M r

r M r M r r M r

  

   
 (7.8) 
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onde iV  e i  denotam, respectivamente, o volume e a massa específica da i-ésima camada 

do painel do satélite, e: 

               

  T T T d ;
f i

s i

x

rr i i ui ui v v i i ii x
A x x x x I x x x      M Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ  (7.9) 

1 1
2 2

1 1
2 2

d d ;
i i i

i i i

b y h

i b y h
A y z



 
    (7.10) 

 
1 1
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2
d d ;

i i i
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I y y y z



 
    (7.11) 

   
 

  2
d ;

f i

s i

x

p i i si x
J A R x x   (7.12) 

     
 

  T2 d ;
f i

s i

x

u i i s uixi
A R x x x M Ψ  (7.13) 

     
 

  T d ;
f i

s i

x

v i i s vxi
A R x x x M Ψ  (7.14) 

     
 

  T d .
f i

s i

x

vu i i v uii x
A x x x M Ψ Ψ  (7.15) 

Faz-se aqui a observação de que   0s b
x   e  f bb

x L . 

A energia cinética de um dos painéis do satélite é dada por: 

   T T T 2 T T T1 1
2 2 ,p b v r rr p u rr v vu vuT T T T J            r M r r M r M r r M r M r r M r         (7.16) 

onde: 

      ;rr rr rr rrb v r
  M M M M  (7.17) 

      ;p p p pb v r
J J J J    (7.18) 
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      ;u u u ub v r
  M M M M     (7.19) 

      ;v v v vb v r
  M M M M     (7.20) 

      .vu vu vu vub v r
  M M M M  (7.21) 

A energia cinética associada a todo o satélite pode ser expressa como: 
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 (7.22) 

onde sT  e rT  são as parcelas de energia cinética associadas aos movimentos de rotação 

relacionados ao corpo do satélite e a sua roda de reação, respectivamente. 

7.3.3 Trabalhos Virtuais Realizados pelas Tensões e pelos Esforços Externos 

O trabalho virtual realizado pelas tensões que se desenvolvem no material de cada 

camada constituinte dos painéis do satélite é dado por: 
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  

  
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   

 
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 (7.23) 

onde      
1

v v v

v v vc t
   


     , 0b rc c  , r  é um vetor de variáveis internas associa-

das ao modelo derivativo fracionário considerado para modelagem do comportamento vis-

coelástico, e: 
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 (7.24) 

A partir da Eq. (7.23), o trabalho virtual total realizado pelas tensões associadas a um 

único painel do satélite pode ser computado. Obtém-se, desta forma: 
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       
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onde: 

0

0
; .v v

v

E E
b v r v v vEc     K K K K K K  (7.26) 

O trabalho realizado pelas tensões que surgem em todo o sistema torna-se: 

           
         T

0 11
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N

s s v v v v v k vp k
W W c E E A t k tK K r K r r  (7.27) 

Quanto aos esforços externos, seu trabalho virtual pode ser representado de forma 

genérica pela expressão seguinte: 

     T2 ,e eW t t t        Q r  (7.28) 

onde  e tQ  é o vetor de carregamentos generalizados aplicado a um dos painéis do satéli-

te, e  t  e  t  são os torques aplicados ao corpo do satélite e à roda de reação, respec-

tivamente. 

7.3.4 Equações de Equilíbrio Dinâmico do Sistema 

Pela utilização das equações de Lagrange, podem ser estabelecidas as equações di-

ferenciais que governam o movimento do sistema. Para este efeito, adotam-se como coor-

denadas generalizadas do problema  tr ,   t  e   t , e as equações de Lagrange a elas 

associadas escrevem-se: 

 
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d

s e
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 


                     
Q

r r r  (7.29) 
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d
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 
 
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Q  (7.30) 
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 
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Q


 (7.31) 

Substituindo as expressões da energia cinética e dos trabalhos virtuais associados às 

tensões e aos esforços externos ao sistema, dados nas Eqs. (7.22), (7.27) e (7.28), nas Eqs. 

(7.29), (7.30) e (7.31), obtêm-se: 
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.r rJ J       (7.34) 

7.3.5 Funções Admissíveis Associadas ao Método dos Modos Assumidos 

Tendo em vista o procedimento de modelagem adotado, que faz uso do MMA, deve-se 

escolher um conjunto de funções admissíveis para expansão dos campos de deslocamentos 

induzidos pela flexibilidade do sistema. 

Funções admissíveis adotadas para representar o comportamento de vigas sanduíche 

como as consideradas neste trabalho podem ser encontradas na literatura. Citam-se, a título 

de exemplo, os trabalhos de Fasana e Marchesiello (2001), Cai, Zheng e Liu (2004), Zheng, 

Cai e Tan (2004) e Zheng, Tan e Cai (2006). No primeiro, funções polinomiais simples são 

consideradas; suas formas alteram-se de acordo com as condições de contorno do proble-

ma. Os outros estudos citados, por outro lado, adotam autofunções de vigas uniformes sujei-

tas a diferentes condições de contorno para expansão dos campos de deslocamentos inde-

pendentes. 

Aqui, este último procedimento é considerado: autofunções associadas a vigas unifor-

mes sujeitas às condições de contorno livre-livre e engastada-livre são admitidas para ex-

pansão dos deslocamentos longitudinais associados à camada restringente e à viga base do 

painel, respectivamente. Destaca-se que a escolha das autofunções anteriores é justificada 

a partir de uma análise crítica do sistema: assume-se que a camada restringente esteja co-

nectada à viga base apenas por meio do núcleo viscoelástico, estando, desta forma, livre 

para se mover (CAI, ZHENG, LIU, 2004; ZHENG, CAI, TAN, 2004; ZHENG, TAN, CAI, 2006). 
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Com respeito à aproximação adotada para o campo de deslocamento transversal do 

conjunto, não são usadas as autofunções tradicionais associadas a vigas uniformes engas-

tadas-livres, já que os painéis sanduíche do satélite considerado são submetidos à rotação. 

Embora autofunções de vigas uniformes não rotativas sejam largamente utilizadas para pre-

dizer respostas oriundas de movimentos rotativos, Kwak (1998) apresenta em seu trabalho 

um conjunto alternativo de autofunções relacionadas a uma viga uniforme rotativa que per-

mite melhoria na estabilidade numérica exibida pelo MMA, assim como melhor taxa de con-

vergência da expansão. Estes argumentos justificam a utilização das autofunções propostas 

pelo autor, que são expressas segundo: 

    11
2sen 2 1 , 1, , , 0 ;ub b b bk

x k x L k n x L               (7.35) 

            1
cos 1 , 1, , , ;ur f s r s fr r r rk

x k x x x k n x x x 


              (7.36) 

                          sen senh 1 , 1, , , 0 .v k k k k k k v bk
x x f x x f k n x L  (7.37) 

As Eqs. (7.35), (7.36) e (7.37) representam, respectivamente, as autofunções longitu-

dinais de uma viga uniforme engastada-livre, as autofunções longitudinais de uma viga uni-

forme livre-livre, e as autofunções transversais de uma viga uniforme rotativa. Na Eq. (7.37), 

k  é a k-ésima frequência natural da viga uniforme rotativa, dada pela resolução da equa-

ção transcendental: 

   tan tanh , 1, , ,k b k b vL L k n     (7.38) 

enquanto  k  e kf  são parâmetros dados pelas seguintes equações: 

      1sen senh , 1, , ;k k b k b vf L L k n  (7.39) 

       


      
1

2sen 1 , 1, , .k k b k b k vL L f k n  (7.40) 

Cabe o comentário de que as autofunções obtidas por Kwak (1998) resultam após li-

nearização das equações do movimento associadas ao problema por ele estudado. Desta 

forma, o autor consegue relacionar a velocidade de rotação da viga analisada ao campo de 
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deslocamentos transversais por ela experimentados, por exemplo. Por este motivo, tal velo-

cidade não aparece explicitamente nas expressões apresentadas anteriormente. 

A título de ilustração, as funções admissíveis consideradas são mostradas nas Figs. 

7.3 a 7.5 para 1,…,5k  . 

 

Figura 7.3 - Funções admissíveis adotadas para expansão de  ,bu x t . 

 

Figura 7.4 - Funções admissíveis adotadas para expansão de  ,ru x t . 

 

Figura 7.5 - Funções admissíveis adotadas para expansão de  ,v x t . 
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7.4 Simulações Numéricas 

A partir da implementação numérico-computacional do modelo matemático apresenta-

do na Seção anterior, simulações numéricas foram conduzidas. 

A maior parte dos valores numéricos associados ao sistema é mostrada na Tab. 7.1. 

Além daqueles, são dados o momento de inércia de massa do corpo do satélite, sJ 720 

kg.m², o momento de inércia de massa da roda de reação, rJ 1 kg.m², e o parâmetro ge-

ométrico sR 0,3 m. 

Os dados associados ao material viscoelástico 3M® ISD112TM, considerado para o nú-

cleo dos painéis sanduíche, podem ser visualizados na Tab. 3.2, Capítulo III. Ressalta-se 

que os parâmetros apresentados são dados em função da temperatura, e foram obtidos a 

partir daquele procedimento de identificação detalhado na Seção 3.7. 

Uma manobra destinada à correção da orientação angular do satélite é considerada. 

Nesta, o satélite parte de uma posição inicial arbitrária, a partir do repouso, até que atinja 

uma orientação d  60° num intervalo de tempo de aproximadamente 30 s. Com este obje-

tivo, é aplicado um torque que é retroalimentado à roda de reação do satélite. Este último é 

dado por uma lei proporcional-derivativa, baseada na seguinte função erro: 

      ,de t t  (7.41) 

de forma que: 

          ,P D P d DK e K e K K  (7.42) 

onde PK  e DK  são os ganhos relativos às parcelas proporcional e derivativa da lei assumida 

para o torque, respectivamente. Fazendo uso da Eq. (7.42), a Eq. (7.34) torna-se: 

          .r r P d DJ J K K
 (7.43) 

Os valores numéricos admitidos para PK  e DK  foram selecionados iguais a 40 N.m/rad 

e 345 N.m.s/rad, respectivamente, através de metodologia do tipo tentativa-e-erro. Os resul-

tados a serem apresentados confirmarão a adequação das escolhas. 
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Tabela 7.1 - Valores considerados para simulação do satélite. 

CARACTERÍSTICAS VIGA BASE CAMADA VISCOELÁSTICA CAMADA RESTRINGENTE 

 s i
x  [m] 0 0 0 

 f i
x  [m] (1) 1,500 Vários valores (1) Vários valores (1) 

ib  [m] 0,300 0,300 0,300 

ih  [m] (1) 0,005 Vários valores (1) Vários valores (1) 

iE  [GPa] 210 Veja a Tab. 3.2 210 

i  0,3 0,5 0,3 

ik  – 5/6 – 

i  [kg/m3] 7800 1600 7800 
(1) Vários valores foram considerados para estes parâmetros visando avaliar influências paramétricas. 

Ainda, devido à baixa frequência de oscilação associada ao sistema, o período admiti-

do para integração temporal foi de 100 s. A integração numérica propriamente dita foi reali-

zada com a utilização de um esquema de integração composto, proposto por Bathe e Baig 

(2005); destaca-se que o mesmo foi considerado no Capítulo V desta Dissertação em con-

junto com uma metodologia para particionamento do vetor de coordenadas generalizadas. 

No caso agora apreciado, um passo de tempo de 0,001t  s foi selecionado, e o valor de 

0,5 foi assumido para  . 

Quanto ao número de funções admissíveis, cinquenta foram consideradas para ex-

pansão de  ,v x t , enquanto vinte foram utilizadas para  ,bu x t  e  ,ru x t . Ressalta-se que 

estes números poderiam ser menores, como verificado por uma análise de convergência 

realizada previamente às simulações. Contudo, maior acurácia na estimação das respostas 

foi priorizada, tendo em vista o longo período de observação admitido. 

Com respeito aos carregamentos externos, adota-se e Q 0  e 0   para todos os 

instantes de tempo. 

Menciona-se também que, como se pode perceber por inspeção da Tab. 7.1, várias 

simulações são consideradas, uma vez que vários valores são admitidos para os parâme-

tros geométricos vh , rh  e    f fv r
x x . Esta abordagem, como aquela adotada no Capítulo 

VI quando da investigação do sistema ora considerado, visa a evidenciar a influência de um 

conjunto de parâmetros sobre a efetividade do tratamento viscoelástico quanto à mitigação 

de vibrações indesejáveis. Outro fator que é também contemplado é a temperatura de ope-

ração do sistema, como sugerido pela Tab. 3.2. 
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7.4.1 Influência do Comprimento do Tratamento Viscoelástico Superficial Restrito 

Numa primeira situação, considera-se a influência de    f fv r
x x  sobre as respostas 

para valores fixos de v rh h  0,5 mm. Os valores considerados para o comprimento do 

tratamento viscoelástico variam de 0 até bL  1,5 m em incrementos de 0,1 m. Ainda, a tem-

peratura é mantida fixa, com o valor de 27 °C. Os resultados oriundos das simulações tran-

sientes são mostrados nas Figs. 7.6 a 7.9. 

A Fig. 7.6 mostra o torque aplicado à roda de reação, que obedece uma lei de controle 

proporcional-derivativa, em função do tempo e do comprimento do tratamento viscoelástico 

superficial. Ainda que o gráfico tridimensional considerado na Fig. 7.6a mostre visualmente o 

mesmo torque para diferentes valores de    f fv r
x x , a Fig. 7.6b esclarece, por meio de 

uma visualização ampliada das respostas associadas a valores selecionados do parâmetro 

considerado, que o movimento elástico exibido pelos painéis exerce influência sobre a res-

posta investigada. Adicionalmente, como pode se perceber por análise da Fig. 7.6b, as osci-

lações relacionadas à flexibilidade dos painéis são ligeiramente reduzidas com o aumento 

do comprimento do tratamento viscoelástico. Evidentemente, um aumento nos valores de 

   f fv r
x x  acarreta uma maior quantidade de material viscoelástico aplicado. 

Os fatos levantados com auxílio da Fig. 7.6 também indicam que amortecimento vis-

coelástico talvez possa ser utilizado para mitigar vibrações com sucesso no sistema consi-

derado. Para corroborar esta afirmação, a Fig. 7.7 mostra o deslocamento transversal asso-

ciado às extremidades livres dos painéis. Enquanto a Fig. 7.7a mostra curvas da quantidade 

considerada em função do tempo e de    f fv r
x x , a Fig. 7.7b ilustra o conteúdo espectral 

de baixa frequência calculado por DFT (Discrete Fourier Transform) dos sinais apresentados 

na Fig. 7.7a. Como se torna aparente da Fig. 7.7a, maiores comprimentos do tratamento 

viscoelástico estão associados a um maior amortecimento da resposta, já que esta apresen-

ta decaimento significativamente superior quando    f fv r
x x  aumentam. Por inspeção da 

Fig. 7.7b, maiores comprimentos também levam a um comportamento mais rígido do siste-

ma, já que há um pequeno incremento no valor da primeira frequência que caracteriza os 

sinais contemplados. 

Outros resultados relevantes são mostrados nas Figs. 7.8 e 7.9 que apresentam, res-

pectivamente, a orientação angular do corpo do satélite e a velocidade angular da roda de 

reação. Considerando-se as ampliações mostradas nas Figs. 7.8b e 7.9b, pode-se mais 

uma vez averiguar a influência da flexibilidade dos painéis sobre os movimentos de corpo 

rígido do satélite. Ainda, constata-se novamente que o material viscoelástico utilizado no 

tratamento implementado pode dissipar de maneira satisfatória a energia vibratória oriunda 
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de flexibilidade, e assim amortecer as diferentes respostas associadas ao sistema. A Fig. 

7.8 confirma, também, que o torque de controle admitido é suficiente para levar o sistema do 

repouso à posição final desejada, de 60°, durante um intervalo de tempo de aproximada-

mente 30 s. 

A última ressalva aqui realizada diz respeito à resposta do satélite quando 

    0f fv r
x x  , ou seja, quando não há tratamento viscoelástico aplicado aos painéis. 

Neste caso, o amortecimento presente na resposta é devido ao torque de controle conside-

rado, que, ao tentar ajustar a orientação angular do satélite, acaba por induzir amortecimen-

to no deslocamento transversal dos painéis, uma vez que este interfere na estabilização de 

 t . 

7.4.2 Influência da Espessura da Camada Restringente 

Outra influência considerada diz respeito àquela exercida pela espessura da camada 

restringente utilizada no tratamento viscoelástico. Para tanto, adotou-se    f fv r
x x  0,8 m 

e vh  0,5 mm. A temperatura é outra vez igual a 27 °C. Quanto à espessura rh , a mesma 

admite valores desde 0 até 5,0 mm, com incrementos de 0,5 mm. 

Os resultados são apresentados nas Figs. 7.10 a 7.13. Na ordem, apresentam o tor-

que de controle, o deslocamento transversal associado às extremidades livres dos painéis 

do satélite, sua orientação angular, e a velocidade angular da roda de reação, todos em fun-

ção de rh . 

Como se pode perceber através da Fig. 7.11b, maiores valores de rh  estão associa-

dos a um maior valor da primeira frequência de ressonância do sistema. Ainda, maiores ní-

veis de amortecimento também podem ser constatados para as respostas, já que picos ligei-

ramente mais suaves podem ser observados para maiores valores de rh  na mesma figura. 

Os deslocamentos mostrados do domínio do tempo na Fig. 7.11a também corroboram 

este comportamento. Nas Figs. 7.10b, 7.12b e 7.13b, que mostram detalhes daqueles gráfi-

cos ilustrados nas Figs. 7.10a, 7.12a e 7.13a para certos valores de rh , o comportamento 

mais rígido e mais amortecido relatado anteriormente também pode ser observado para 

maiores valores de rh . Uma estabilização mais rápida da resposta também pode ser averi-

guada. 
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Figura 7.6 - Torque de controle proporcional-derivativo: a) históricos temporais completos 

para vários comprimentos do tratamento viscoelástico; b) detalhes para alguns valores deste 

comprimento. 

a) 

b) 
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Figura 7.7 - Deslocamento transversal associado às extremidades livres dos painéis do 

satélite: a) históricos temporais completos para vários comprimentos do tratamento 

viscoelástico; b) detalhes de seu conteúdo espectral, evidenciando a primeira ressonância. 

a) 

b) 
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Figura 7.8 - Ângulos de orientação do satélite: a) históricos temporais para vários 

comprimentos do tratamento viscoelástico; b) detalhes para alguns valores deste 

comprimento. 

a) 

b) 
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Figura 7.9 - Velocidade angular da roda de reação do satélite: a) históricos temporais para 

vários comprimentos do tratamento viscoelástico; b) detalhes para alguns valores deste 

comprimento. 

a) 

b) 
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Figura 7.10 - Torque de controle proporcional-derivativo: a) históricos temporais para várias 

espessuras da camada restringente; b) detalhes para alguns valores deste parâmetro. 

a) 

b) 
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Figura 7.11 - Deslocamento transversal associado às extremidades livres dos painéis do 

satélite: a) históricos temporais para várias espessuras da camada restringente; b) detalhes 

de seu conteúdo espectral, evidenciando a primeira ressonância. 

a) 

b) 
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Figura 7.12 - Ângulo de orientação do satélite: a) históricos temporais para várias 

espessuras da camada restringente; b) detalhes para alguns valores deste parâmetro. 

a) 

b) 
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Figura 7.13 - Velocidade angular da roda de reação do satélite: a) históricos temporais para 

várias espessuras da camada restringente; b) detalhes para alguns valores deste parâmetro. 

a) 

b) 
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7.4.3 Influência da Espessura da Camada Viscoelástica 

O último parâmetro geométrico para o qual se realiza uma análise paramétrica é a es-

pessura do núcleo viscoelástico presente nos painéis sanduíches do satélite. Como no caso 

anteriormente examinado, considera-se mais uma vez    f fv r
x x  0,8 m e uma tempera-

tura de trabalho igual a 27 °C. Ainda, toma-se rh  0,5 mm, e são admitidos valores para vh  

os quais se situam na faixa delimitada por 0,1 e 1,5 mm, inclusive, espaçados entre si de 0,1 

mm. 

As Figs. 7.14 a 7.17 mostram o torque de controle, o deslocamento transversal expe-

rimentado pelas extremidades livres dos painéis do satélite, sua orientação angular, e a ve-

locidade angular a qual sua roda de reação é submetida, todos em função de vh . 

Da Fig. 7.14, pouco pode ser constatado sobre a influência de vh  sobre a resposta do 

sistema, já que o torque de controle mostra-se praticamente invariante para aqueles valores 

considerados para o referido parâmetro. Entretanto, da Fig 7.15a verifica-se que quanto me-

nor a espessura da camada viscoelástica, melhor é o desempenho do tratamento conside-

rado, já que menores oscilações, associadas a uma maior taxa de decaimento temporal, 

podem ser relacionadas às respostas. Com auxílio da Fig. 7.15b, constata-se ainda que um 

aumento no valor de vh  induz um maior nível de amortecimento na resposta investigada, 

além de acarretar uma diminuiação da flexibilidade, como comprovado pelo aumento no 

valor da frequência de ressonância do conjunto analisado. 

Do ponto de vista físico, este julgamento pode ser justificado como segue. Para maio-

res valores de vh  menores que rh , a camada restringente ainda pode lidar satisfatoriamente 

com o aumento que ocorre no movimento do núcleo viscoelástico dos painéis. Contudo, à 

medida que vh  supera o valor de rh , a camada restringente perde sua função, devido a um 

aumento predominante de inércia, e então não pode proporcionar maior amortecimento no 

sistema – por não ser capaz de induzir maiores deformações cisalhantes no material viscoe-

lástico utilizado no tratamento. Esta interpretação física está em acordo com aqueles resul-

tados e com a discussão realizada acerca da influência da espessura da camada restringen-

te sobre o tratamento passivo considerado. 

Embora não aparente das Figs. 7.16 e 7.17, as respostas de corpo rígido também con-

firmam que valores muito grandes de vh  estão associados a uma menor rigidez do sistema 

sem que o amortecimento seja aumentado. 

Um comentário final é feito sobre a influência da espessura da camada viscoelástica 

sobre a eficácia da estratégia de controle de vibrações considerada: o amortecimento não 

aumenta indefinidamente com a diminuição de vh , já que uma menor quantidade de material 
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está disponível. Contudo, oscilações de menores amplitudes resultam devido a um compor-

tamento mais rígido do sistema. 

 

 

Figura 7.14 - Torque de controle proporcional-derivativo: a) históricos temporais para várias 

espessuras da camada viscoelástica; b) detalhes para alguns valores deste parâmetro. 

a) 

b) 
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Figura 7.15 - Deslocamento transversal associado às extremidades livres dos painéis do 

satélite: a) históricos temporais para várias espessuras da camada viscoelástica; b) detalhes 

de seu conteúdo espectral, evidenciando a primeira ressonância. 

a) 

b) 
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Figura 7.16 - Ângulo de orientação do sistema aeroespacial: a) históricos temporais para 

várias espessuras da camada viscoelástica; b) detalhes para alguns valores deste 

parâmetro. 

a) 

b) 
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Figura 7.17 - Velocidade angular da roda de reação do satélite: a) históricos temporais para 

várias espessuras da camada viscoelástica; b) detalhes para alguns valores deste 

parâmetro. 

a) 

b) 
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7.4.4 Influência da Temperatura 

Depois de investigadas as influências devidas aos parâmetros geométricos relaciona-

dos ao tratamento viscoelástico sobre a resposta do satélite artificial aqui considerado, con-

sidera-se a influência da temperatura, dado que, como ficou evidenciado no Capítulo VI, 

Seção 6.3.4, as características mecânicas dos materiais viscoelásticos são fortemente influ-

enciados por este fator. Para tanto, a temperatura foi variada de 0 a 60 °C em incrementos 

de 5 °C. Para os parâmetros    f fv r
x x , vh  e rh  foram adotados os valores constantes de 

0,8 m, 0,5 mm e 0,5 mm, respectivamente. 

A Fig 7.18 mostra o torque de controle em função da temperatura. Enquanto a Fig. 

7.18a exibe um gráfico que contém todos os resultados obtidos por intermédio de simula-

ções, a Fig. 7.18b apresenta detalhes das curvas mostradas no gráfico anterior para alguns 

valores selecionados de temperatura. Observa-se claramente que para maiores valores de 

temperatura, oscilações com maiores amplitudes desenvolvem-se no torque de controle. 

A Fig. 7.19, por sua vez, confirma a observação anterior a partir dos gráficos apresen-

tados nos domínios do tempo e da frequência para o deslocamento transversal das extremi-

dades livres dos painéis sanduíche do satélite artificial. Como se pode observar nesta figura, 

o nível de amortecimento propiciado pelo tratamento viscoelástico reduz-se drasticamente 

com o aumento da temperatura de trabalho do sistema. Este comportamento está em com-

pleto acordo com características tradicionais associadas a materiais viscoelásticos, confor-

me discutido no Capítulo III. 

Para complementar os resultados já mostrados nas figuras anteriores, as Figs. 7.20 e 

7.21 apresentam as respostas de corpo rígido  t  e  t , respectivamente. Estas também 

corroboram as constatações anteriores, e confirmam que amortecimento viscoelástico pode 

ser efetivo para o controle de vibrações em sistemas aeroespaciais, como acontece no con-

siderado neste Capítulo, desde que sua utilização seja conduzida sob condições geométri-

cas e operacionais favoráveis. 
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Figura 7.18 - Torque de controle proporcional-derivativo: a) históricos temporais para várias 

temperaturas; b) detalhes para alguns valores de temperatura. 

a) 

b) 
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Figura 7.19 - Deslocamento transversal associado às extremidades livres dos painéis do 

satélite: a) históricos temporais para várias temperaturas; b) detalhes de seu conteúdo 

espectral, evidenciando a primeira ressonância. 

a) 

b) 
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Figura 7.20 - Ângulo de orientação do sistema aeroespacial: a) históricos temporais para 

várias temperaturas; b) detalhe para alguns valores de temperatura. 

a) 

b) 
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Figura 7.21 - Velocidade angular da roda de reação do satélite: a) históricos temporais para 

várias temperaturas; b) detalhes para alguns valores de temperatura. 

a) 

b) 



 

CAPÍTULO VIII  

 

 

 

Conclusões e Perspectivas Futuras 

Nesta Dissertação, a modelagem numérico-computacional de sistemas multicorpos 

flexíveis submetidos à presença de amortecimento viscoelástico foi considerada. Uma breve 

revisão bibliográfica foi realizada acerca de temas correlatos ao estudo apresentado. Apre-

sentação mais detalhada foi dada para as formulações matemáticas empregadas no desen-

volvimento de modelos numérico-computacionais quando da consideração de aplicações 

numéricas. Foram apreciados, neste contexto, a modelagem de comportamento viscoelásti-

co linear, métodos empregados para modelagem dinâmica de sistemas contínuos, e uma 

das diversas técnicas adotadas para formulação das equações que descrevem o equilíbrio 

dinâmico associado a sistemas multicorpos. Relembra-se que a estratégia adotada opta 

pelo uso de referenciais flutuantes em combinação com multiplicadores de Lagrange para 

inclusão de forças de restrição à formulação. Para o comportamento viscoelástico, priorizou-

se o emprego de uma lei constitutiva que faz uso de diferenciação de ordem não inteira. 

Duas aplicações numéricas, escolhidas em virtude do interesse prático industrial, fo-

ram apresentadas: um mecanismo de quatro barras plano flexível, e um satélite artificial 

contendo painéis flexíveis. 

Com base na formulação desenvolvida e nas aplicações numéricas realizadas, o obje-

tivo principal estabelecido para o trabalho pôde ser alcançado, qual seja, o de avaliar a via-

bilidade de aplicação de amortecimento viscoelástico a sistemas multicorpos flexíveis. Como 

comprovado por análises apresentadas nos Capítulos VI e VII, a estratégia de controle pas-

sivo que faz uso de tratamento viscoelástico superficial restrito mostrou-se capaz de reduzir 

a influência de deslocamentos induzidos pela flexibilidade dos componentes dos sistemas 

avaliados sobre suas respostas. 

Análises paramétricas conduzidas nos mesmos Capítulos serviram ainda ao propósito 

de avaliar influências geométricas e operacionais sobre o desempenho da técnica de contro-

le estudada, permitindo evidenciar que se faz necessário o correto projeto do tratamento 

superficial restrito frente a possíveis variações geométricas e ambientais. 
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Destaca-se que ferramentas computacionais como as desenvolvidas neste trabalho de 

pesquisa são de valia para auxiliar no projeto e desenvolvimento de sistemas destinados à 

redução de níveis de vibração e de emissão de ruído pela utilização de dispositivos de 

amortecimento viscoelástico. 

Embora não tenham sido consideradas ao longo do presente trabalho, outras estraté-

gias de amortecimento viscoelástico, que fazem uso de dispositivos discretos, por exemplo, 

poderiam ter sido admitidas para os sistemas analisados, uma vez que as rotinas computa-

cionais podem ser facilmente adaptadas para estas situações. Ademais, modelos para sis-

temas tridimensionais também podem ser desenvolvidos a partir da metodologia utilizada. 

Também não foram consideradas no texto restrições não holonômicas quando da for-

mulação de modelos para sistemas multicorpos. As mesmas podem, por vezes, dificultar a 

resolução das equações do movimento associadas a sistemas do referido tipo. Entretanto, 

técnicas podem ser encontradas na literatura, como relatado no Capítulo II, para sua efetiva 

inclusão em modelos dinâmicos. 

A principal limitação associada à metodologia empregada diz respeito à não conside-

ração de não linearidades geométricas nos sistemas multicorpos. Desta forma, efeitos não 

lineares, oriundos de acoplamento entre deformações longitudinais e transversais e/ou de 

enrijecimento centrífugo, por exemplo, mostram-se de difícil implementação. 

Observa-se, também, que a formulação desenvolvida é aplicável para a análise de sis-

temas dotados de amortecimento viscoelástico no domínio do tempo, apenas. Isto se faz 

devido ao modelo considerado para inclusão de comportamento viscoelástico nas equações 

do movimento de sistemas dinâmicos restritos. O fato levantado talvez não se mostre real-

mente como uma restrição tendo em vista o caráter não linear associado às equações que 

regem o equilíbrio dinâmico de sistemas multicorpos. Por serem desta natureza, sua análise 

é predominantemente conduzida no domínio temporal, ainda que possa ser realizada tam-

bém no domínio de Fourier. Contudo, análise transiente pode ser conduzida exclusivamente 

para a primeira situação, uma vez que a segunda dedica-se a situações de regime perma-

nente. 

Com base na experiência adquirida com o desenvolvimento desta Dissertação, os se-

guintes pontos são sugeridos para investigação futura: 

a) Consideração de não linearidades físicas (materiais com comportamento não line-

ar) e geométricas (grandes deslocamentos e deformações) na modelagem de sis-

temas multicorpos flexíveis; 

b) Extensão da formulação para que possa contemplar restrições não holonômicas, 

podendo estas estar relacionadas à presença de atrito e/ou de folgas em juntas, 

por exemplo; 
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c) Validação experimental dos modelos numérico-computacionais desenvolvidos; 

d) Consideração de técnicas de redução de modelos não lineares para melhora do 

desempenho associado à simulação computacional de sistemas multicorpos flexí-

veis; 

e) Aplicação de análise de sensibilidade para obtenção de orientações que auxiliem o 

projeto de sistemas de amortecimento viscoelástico aplicados a sistemas multicor-

pos flexíveis; 

f) Modelagem da propagação de incertezas associadas a parâmetros dos sistemas 

multicorpos flexíveis; 

g) Consideração e implementação de dispositivos discretos de amortecimento viscoe-

lástico, como juntas rotacionais; 

h) Estudo da influência de segmentação de tratamentos viscoelásticos superficiais 

restritos visando o aumento de seu desempenho. 
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Página intencionalmente deixada em branco.
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