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SALES, T. P.. Modelagem Numérico-Computacional de Sistemas Multicorpos Flexiveis
Contendo Materiais Viscoelasticos. 2012. 106 f. Dissertacdo de Mestrado, Universidade
Federal de Uberlandia, Uberlandia, MG.

RESUMO

Esta Dissertacéo lida com a modelagem dinamica de sistemas mecanicos dotados de
multiplos corpos contendo elementos flexiveis, os quais sdo submetidos a presenca de
amortecimento viscoelastico para o fim de controle passivo de vibragdes. Dado que a gran-
de maioria dos estudos anteriormente realizados tratam do controle passivo de estruturas de
geometria fixa, os objetivos principais do presente estudo sao: i) integrar, de forma sistema-
tica, as formulacdes atinentes aos diversos aspectos abordados na derivagdo de modelos
numéricos de sistemas multicorpos flexiveis dotados de dispositivos viscoelasticos, a saber:
abordagem Lagrangeana da dindmica de sistemas multicorpos flexiveis, discretizagdo por
elementos finitos, modelos constitutivos viscoelasticos, e integracdo de sistemas de equa-
¢bes algeébrico-diferenciais; ii) implementar computacionalmente e validar um conjunto de
procedimentos computacionais destinados a modelagem dindmica de sistemas multicorpos
contendo elementos viscoelasticos; iii) avaliar, por meio de simula¢gdes numéricas, a eficién-
cia de utilizacdo da técnica de controle de vibragdo baseada em materiais viscoelasticos,
aplicada a dois tipos especificos de sistemas mecanicos, a saber, mecanismos planos de
cadeia fechada e sistemas espaciais contendo apéndices flexiveis. Para modelagem do
comportamento viscoelastico, uma lei constitutiva baseada em derivadas fracionarias é con-
siderada. O Método dos Elementos Finitos, associado a sistemas de referéncia flutuantes, e
o0 Método dos Modos Assumidos sao utilizados para a discretizagao espacial das equacgoes
do movimento ndo lineares dos sistemas analisados. As simulagdes numéricas sao condu-
zidas para um mecanismo de quatro barras plano flexivel e um satélite artificial com apéndi-
ces flexiveis e controle de atitude baseado em roda de reacao. Os resultados obtidos a partir
de integragdo numérica das equacgdes do movimento dos referidos sistemas permitem evi-
denciar a influéncia da flexibilidade nas respostas associadas aos mesmos e comprovam
que tratamentos viscoelasticos sao eficientes na atenuacgado de vibragdes associadas a de-

formacgoes elasticas.

Palavras Chave: Viscoelasticidade; Sistemas Multicorpos Flexiveis; Controle Passivo de

Vibragées.
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SALES, T. P.. Computational-Numerical Modeling of Flexible Multibody Systems
Containing Viscoelastic Materials. 2012. 106 f. M.Sc. Dissertation, Universidade Federal
de Uberlandia, Uberlandia, MG, Brazil.

ABSTRACT

This dissertation deals with the dynamic modeling of flexible multibody systems sub-
jected to viscoelastic damping for the purpose of passive vibration control. Accounting for the
fact that the large maijority of previous research work has been focused on viscoelastic vibra-
tion control of fixed-geometry structures, the main goals of this essay are: i) to integrate,
sistematically, the formulation pertaining to the various aspects addressed in the derivation of
the numerical models of viscoelastic flexible multibody systems, namely: Lagrangean ap-
proach as applied to flexible multibody systems, finite element discretization, viscoelastic
constitutive models, algorithms for numerical solution of differential-algebraic systems of
equations; ii) to implement and validate computer codes intended for the dynamics simula-
tion of flexible multibody systems containing viscoelastic elements; iii) to appraise, through
numerical simulations, the effectiveness of viscoelastic treatments in terms of vibration miti-
gation of two types of mechanical systems, namely: closed-chain plane mechanisms and
spacecraft containing flexible appendages. A constitutive law based of fractional derivatives
is considered for the modeling of the viscoelastic behavior. Both the Finite Element Method,
associated to floating reference frames, and the Assumed Modes Method are used to per-
form spatial discretization of the equations of motion. Numerical simulations are accom-
plished for two different multibody systems: a plane flexible four bar linkage, and an artifitial
satellite containing flexible appendages and attitude control based on a reaction wheel. The
results obtained from numerical integration of the nonlinear dynamic equations of motion
enabled to evaluate the influence of the components’ compliance on the dynamic responses.

They also prove that viscoelastic treatments can be effectively implemented.

Keywords: Viscoelasticity; Flexible Multibody Systems; Passive Vibration Control.
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CAPITULO |

Introdugéao

1.1 Contextualizagao do Estudo

Durante as ultimas décadas, diversos pesquisadores tém dado atencao a dindmica de
sistemas multicorpos, como pode ser comprovado pela vasta literatura disponivel sobre o
tema; os artigos de revisdo de Wasfy e Noor (2003) e de Dwivedy e Eberhard (2006), por
exemplo, fornecem os numeros impressionantes de 877 e 433 referéncias acerca do assun-
to, respectivamente. Enquadra-se nesta grande linha de pesquisa académica, que apresen-
ta grande potencial de aplicagdo nas areas industrial e de desenvolvimento tecnoldgico, a
dindmica de sistemas multicorpos flexiveis. Como apontado por Shabana (1997), este termo
esta relacionado a modelagem computacional e a analise de sistemas formados por um con-
junto de corpos os quais apresentam a capacidade de se deformar, que se sujeitam a restri-
¢bes e que sdo submetidos a movimentos de grande amplitude (o que inclui movimentos de
corpo rigido, envolvendo grandes rotagdes, e também movimentos devidos a deformagdes).
Ainda, tal tipo de sistema pode conter, simultaneamente, elementos flexiveis e rigidos, sen-
do uns conectados aos outros por intermédio de juntas e/ou elementos capazes de produzir
forcas, o que abrange, por exemplo, molas, amortecedores e atuadores. Devido as restri-
¢des introduzidas por conexdes, os deslocamentos aos quais os corpos sdo submetidos néo
sao totalmente independentes uns dos outros. Além do tratamento dos problemas devidos a
restricbes e a grandes rotagbes, empenho também deve ser voltado para que uma correta
modelagem da deformacdo dos corpos flexiveis seja conseguida. Também é importante
reconhecer que movimentos devidos a flexibilidade do sistema podem afetar de maneira
significativa a metodologia utilizada na formulagéo do problema de grandes rotagdes e das
restricbes. O fato é que, independentemente dos corpos apresentarem pequenas ou gran-
des deformagdes, as equacdes que regem o movimento sdo altamente nao lineares e ge-
ralmente exibem um forte acoplamento nao linear entre diferentes modos de deslocamento

(SHABANA, 1997). Desta forma, ha a necessidade de utilizacao de dindmica computacional



para a construcao e solugcdo de modelos para sistemas multicorpos flexiveis, uma vez que,
além das nao linearidades inerentes a esta classe de problema, um grande nimero de coor-
denadas se faz necessario para que um modelo matematico confiavel seja conseguido.
Wasfy e Noor (2003) concordam com Shabana (1997) sobre a definicdo de sistemas
multicorpos flexiveis e sobre a dindmica que os rege. Ressaltam a possibilidade de haver
contato entre corpos do sistema ou mesmo com o ambiente que os cerca. Citam ainda al-
gumas das conexdes mais utilizadas em modelos dindmico-computacionais e em sistemas
fisicos reais, quais sejam: juntas de revolugao, prismaticas, esféricas e planares; parafusos
de poténcia, engrenagens e cames. llustragdes esquematicas de algumas destas conexdes
séo fornecidas na Fig. 1.1. Quanto as configuragbes geométricas que sistemas multicorpos
podem assumir, Wasfy e Noor (2003) mencionam as de cadeias fechada e cadeia aberta,
que compreendem, respectivamente, mecanismos e manipuladores, por exemplo. Destacam
ainda que os problemas que envolvem a dindmica de sistemas multicorpos flexiveis podem
ser classificados em: problemas diretos, em que os histéricos de movimentos, de deforma-
¢des e de tensdes sao calculados como resultado de forcas e/ou restricbes externas aplica-
das e/ou devidos a condig¢des iniciais; e problemas inversos, para os quais se deseja deter-
minar as forgas generalizadas necessarias a produgdo de um movimento pré-estabelecido.
A importancia da dindmica de sistemas multicorpos flexiveis também ¢é aludida pelos pes-
quisadores em questao (WASFY, NOOR, 2003), segundo os quais ela pode desempenhar
papel importante na analise, no projeto e no controle de muitos sistemas praticos de enge-
nharia, como em: veiculos de transporte terrestre, aéreo e espacial (bicicletas, automéveis,
trens, aeronaves, espaconaves); maquinas-ferramenta e de precisdo; manipuladores e sis-
temas roboticos; mecanismos; estruturas terrestres articuladas (guindastes, pontes levadi-
cas); estruturas espaciais articuladas (satélites, estacbes espaciais); e sistemas biomecani-

cos (corpo humano, animais, insetos).
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Figura 1.1 - llustragdes de algumas juntas usadas em sistemas multicorpos:
a) junta cilindrica; b) junta prismatica; c) parafuso; d) junta de revolugéo;
e) junta esférica; f) junta planar (adaptado de (BAUCHAU, 2010)).

Devido as exigéncias cada vez mais rigorosas associadas as aplicagdes praticas de
sistemas multicorpos quanto as necessidades de peso reduzido (que na maioria dos casos
leva a um aumento da flexibilidade do sistema) e de altas velocidades, o problema de vibra-
¢do a eles associado demanda cada vez mais atengdo da comunidade cientifica
(SHABANA, 1997; WASFY, NOOR, 2003; SHABANA, 2005; SCHIEHLEN, 2006). Isto se faz
verdade uma vez que vibragdes atuantes em sistemas mecanicos estao intimamente relaci-
onadas a processos de fadiga, de desgaste e de nucleagao/propagacao de defeitos, os
quais podem levar a falha estrutural; e a transmissao de vibragdes e ruido, que pode repre-
sentar risco a saude de operadores e/ou usuarios de determinados equipamentos. Desta
forma, se faz razoavel introduzir mecanismos de controle de vibragdes, visando tanto o au-
mento da vida util da estrutura, como o cumprimento de normas de seguranca (CASCIATI,
MAGONETTE, MARAZZI, 2006; SILVA, 2007).

O controle de vibragbes em estruturas pode ser conseguido, por sua vez, pela utiliza-
¢ao de diversas técnicas, as quais podem ser distribuidas nas seguintes classes (LIMA,
2003; CASCIATI, MAGONETTE, MARAZZI, 2006):

a) Controle ativo: neste tipo de abordagem, uma fonte externa de energia é utilizada
para acionar um ou mais atuadores que aplicam forga(s) pré-estabelecida(s) ao
sistema tomando por base seu modelo matematico e/ou respostas do mesmo, ob-
tidas por meio de sensores;

b) Controle passivo: consiste em alterar parAmetros do sistema através de modifica-

¢Oes estruturais, através da utilizacdo de mecanismos discretos responsaveis por



dissipar energia vibratdria (como amortecedores viscosos, absorvedores dindmicos
de vibragédo ou elementos piezelétricos combinados com circuitos elétricos resso-
nantes passivos), ou através da aplicacado de materiais capazes de dissipar energia,
por exemplo, sob a forma de calor (como materiais com comportamento viscoelasti-
co, empregados em tratamentos que envolvem camadas restritas ou juntas dissipa-
tivas);

c) Controle hibrido: faz uso de técnicas combinadas de controle ativo e passivo (como
no caso de uma estrutura equipada com um tratamento superficial viscoelastico su-
plementado por um amortecedor ativo, ou no caso de uma estrutura com base iso-
lada e atuadores controlados ativamente para o aumento de performance);

d) Controle semiativo: implementa alteragdes controladas nos parametros fisicos do
sistema (massa e/ou rigidez e/ou amortecimento). Materiais inteligentes, como flui-
dos magneto-reolégicos, materiais com meméria de forma e materiais piezelétricos,
cujas propriedades fisicas podem ser alteradas mediante variagdes de campo mag-
nético, temperatura e campo elétrico, respectivamente, tém sido empregados com
essa finalidade.

Embora os controles ativo, hibrido e semiativo sejam mais desejaveis em determina-
das aplicagbes, as técnicas de controle passivo continuam sendo uma alternativa viavel ten-
do em vista as vantagens por elas apresentadas: baixo custo relativo de implementacéo;
estabilidade inerente; e a nao dependéncia de uma fonte de energia externa, o que resolve
questbes relacionadas a possibilidade de falha, que é muito provavel durante eventos ambi-
entais severos.

Ainda, é importante salientar que a utilizacdo de técnicas de controle que atuam em
tempo real com vistas a reducgao de niveis de vibracao e de ruido pode nao ser factivel. Co-
mo apontado por Shabana (1997, 2005), Wasfy e Noor (2003), e Bauchau (2010), modelos
desenvolvidos para sistemas multicorpos flexiveis sao fortemente ndo lineares e estao as-
sociados a um alto custo computacional devido ao grande numero de coordenadas necessa-
rio para descrever seu movimento, o que dificulta a implementacao de técnicas de controle
ativo e/ou semiativo, por exemplo. Esforcos tém sido dedicados, inclusive, para a redugao
de modelos nao lineares, como se comprova pelos trabalhos recentes desenvolvidos por
Bruls (2005) e Koutsovasilis (2009).

Desta forma, o emprego de técnicas de controle passivo de vibragbes em sistemas
multicorpos flexiveis torna-se ainda mais atrativo. Entre estas técnicas encontra-se a estra-
tégia que utiliza materiais viscoelasticos para a dissipagéo de energia vibratoria sob a forma
de energia térmica. Estes materiais tém sido amplamente utilizados nas industrias aeroes-
pacial, aeronautica, automobilistica e civil, por exemplo (SAMALI, KWOK, 1995; RAO, 2003;



LIMA, 2003; LIMA 2007; SMAC, 2012). Sado empregados, geralmente, sob a forma de fitas
adesivas ou de amortecedores pré-fabricados, como mostrado nas Figs. 1.2 e 1.3 dispostas
a seguir.

As Figs. 1.4 a 1.9 exemplificam sua utilizagdo. Na primeira, amortecedores viscoelasti-
cos sao mostrados aplicados a Scuola Gentile-Fermi di Fabriano Potenza na ltalia com o
objetivo de dissipar energia proveniente de abalos sismicos. Na Fig. 1.5, alguns catalogos
de publicidade da empresa norte-americana Sorbothane® podem ser visualizados, os quais
mostram a aplicacdo de viscoelasticidade para o controle de vibragbes e de choque em
aplicagdes mecanicas e eletrénicas. Um toca-discos sueco cuja base faz uso de uma cama-
da de material viscoelastico com 25 mm de espessura para eliminar vibragdes indesejaveis
& mostrado na Fig. 1.6. Tacos de golfe da fabricante Cleveland® que incorporam tratamento
viscoelastico superficial restrito visando reduzir vibragdes indesejaveis sdo considerados na
Fig. 1.7. Quanto a Fig. 1.8, a mesma ilustra blocos de borracha com alta capacidade de
amortecimento, comumente utilizados para o isolamento de bases de edificios com vistas a
protecdo sismica. Por fim, a Fig. 1.9 mostra produtos da empresa francesa SMAC® que

fazem uso de material viscoelastico com vistas a aplicagdbes nas areas aeronautica,

aeroespacial, de defesa e automotiva.

Figura 1.3 - Coxins que fazem uso de materiais elastoméricos disponibilizados pela empresa
ISOTECH® (ISOTECH, 2012).



Figura 1.4 - Amortecedores viscoelasticos aplicados na area de construcao civil
(CLEMENTE et al., 2004).
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Figura 1.7 - Tacos de golfe que incorporam tratamento viscoelastico (CLEVELAND GOLF,
2012).



Figura 1.8 - Aplicacdo de amortecedores viscoelasticos para isolamento de estruturas civis
(MARIONI, 1998; DUSI et al., 2007).

N s

Figura 1.9 - Exemplos de produtos fornecidos pela empresa SMAC® (SMAC, 2012).

Para que uma redugéo significativa nos niveis de vibragdo de uma maquina ou estrutu-

ra possa ser conseguida com a utilizacdo de materiais viscoelasticos, modelos confiaveis de



seu comportamento elastodinamico devem estar disponiveis. Como relatado na literatura
(NASHIF, JONES, HENDERSON, 1985; JONES, 2001), sao varias as influéncias ambientais
€ operacionais as quais devem ser consideradas quando do estabelecimento de suas rela-
¢des constitutivas. Aquelas consideradas mais importantes estao relacionadas a temperatu-
ra e a frequéncia de excitacao; outros parametros que podem exercer influéncia por vezes
significativa sdo a carga dindmica e a pré-carga estatica.

Com vistas a incluséo de efeitos induzidos pela temperatura e pela frequéncia de exci-
tacdo no comportamento de materiais viscoelasticos, varias estratégias de modelagem sao
comumente empregadas. A combinagdo do conceito de moédulo complexo com o Principio
da Equivaléncia Frequéncia-Temperatura (PEFT) constitui uma forma classica de abordar a
questao. Neste tipo de modelagem, atribui-se ao material viscoelastico um conjunto de mo-
dulos de valor complexo, cujo nimero depende do material ser isotropico ou ndo. Estes ul-
timos sao dependentes apenas da frequéncia. Para inclusdo do efeito relacionado a tempe-
ratura, o PEFT pode ser usado, uma vez que este estabelece a equivaléncia entre a influén-
cia da variacao da frequéncia de excitacado e a influéncia da variacdo de temperatura sobre
0s médulos do material.

A partir da abordagem pelo médulo complexo, previsdées podem ser realizadas para
estruturas que contém materiais viscoelasticos no dominio da frequéncia. Entretanto, quan-
do da simulagao de respostas transientes, dificuldades adicionais mostram-se presentes,
estando estas relacionadas, por exemplo, a maior complexidade tedrica e a disponibilidade
de recursos computacionais (capacidade de memoéria e tempo de processamento). Isto é
claramente evidenciado quando sao inspecionadas as formas constitutivas classicas para o
comportamento viscoelastico, as quais lidam com integrais de convolugdo. Por estes moti-
vos, uma grande parte dos trabalhos de pesquisa reportados na literatura tem dado enfoque
aos procedimentos de modelagem do comportamento dindmico no dominio da frequéncia e,
apenas mais recentemente, tem sido dada énfase ao desenvolvimento de ferramentas com-
putacionais adequadas a simulacdo dindmica de materiais viscoelasticos no dominio do
tempo, em especial quando associadas a metodologia de discretizagdo do continuo por
meio do Método dos Elementos Finitos (MEF).

Uma destas técnicas consiste no modelo dos Campos de Deslocamentos Anelasticos
(CDA) (LESIEUTRE, BIANCHINI, 1995), o qual decompde o deslocamento mecénico total
em duas partes: uma primeira elastica, e uma segunda anelastica. Esta ultima é utilizada
para representar a parte das deformacdes que néo é instantaneamente proporcional as ten-
sbes, 0 que é conseguido por meio de uma expansao em série composta por campos ane-
lasticos individuais; a evolugdo de cada um destes no dominio do tempo € regida por uma

equacao diferencial de primeira ordem. O sistema de equagdes resultante pode ser expres-



so sob a mesma forma que aquele associado a sistemas mecanicos discretos com varios
graus de liberdade sob a presenga de amortecimento viscoso.

Outra possibilidade consiste no uso do modelo desenvolvido por Golla e Hughes
(1985) e posteriormente considerado por McTavish e Hughes (1993), comumente designado
por modelo GHM (Golla-Hughes-McTavish). Neste caso, o médulo complexo é expandido no
dominio de Laplace como a soma de fungdes de transferéncia racionais. As equagodes do
movimento no dominio do tempo podem ser conseguidas a partir da utilizacdo da transfor-
mada inversa de Laplace; variaveis dissipativas internas podem ser definidas e relacionadas
as variaveis elasticas. Como acontece para o modelo dos CDA, para o modelo de GHM
também resulta um sistema linear de equacgdes diferenciais do movimento de segunda or-
dem.

Modelos que envolvem derivadas fracionarias constituem mais uma estratégia de mo-
delagem para o fendmeno de viscoelasticidade. Bagley e Torvik (1983a, 1983b, 1985) foram
0s pioneiros em usar esta abordagem. No inicio, estes modelos lidavam principalmente com
analises no dominio da frequéncia. Bagley e Torvik (1983a) situaram os modelos que envol-
vem derivadas fracionarias num contexto molecular, eliminando a ideia de que os mesmos
serviriam ao propdésito Unico de ajustes de curvas. Desde entdo, implementagbes no domi-
nio do tempo associadas a modelos desenvolvidos com auxilio do MEF comecaram a rece-
ber maior atengdo da comunidade cientifica; nestes casos, os principais problemas associa-
dos a implementacgdes eficientes e robustas dizem respeito ao carater nao local do operador
de derivacao fracionaria, assim como a escolha de um método de discretizacao particular
para o mesmo. Schmidt e Gaul (2001) desenvolveram um modelo de elementos finitos tridi-
mensional considerando uma equacgao constitutiva diferencial fracionaria com cinco parame-
tros; Schmidt e Gaul (2006) puderam melhorar a eficiéncia do referido modelo quando na
consideracdo de um novo esquema de discretizacdo para o operador de derivacao fraciona-
ria. Galucio, Dell e Ohayon (2004) implementaram um elemento finito de viga sanduiche
com uma camada viscoelastica a partir de um modelo constitutivo fracionario com quatro
parametros, o qual é resolvido pela utilizagdo do método de Grinwald-Letnikov de discreti-
zacgdo; o modelo considerado envolve apenas uma variavel interna (Que deve ser armaze-
nada durante os calculos), e sua implementacao é relativamente simples; visando melhor
convergéncia dos resultados, Galucio et al. (2006) também propuseram um novo esquema
de discretizagéo para o operador de derivagao fracionaria. Mais recentemente, Del e Matig-
non (2010) fizeram uso de um esquema difusivo de Newmark para simular sistemas meca-
nicos com amortecimento a partir de um modelo constitutivo fracionario com quatro parame-
tros para a viscoelasticidade; entre os exemplos apresentados em seu trabalho, uma viga

viscoelastica discretizada espacialmente pelo MEF foi considerada; os autores destacam a



10

eficiéncia numérica em comparagao com a estratégia adotada por Galucio, Deti e Ohayon
(2004), mas também enfatizam que aspectos associados a avaliagdo dos parametros difusi-
vos do método necessitam melhor investigagao.

O principal inconveniente do uso dos modelos dos CDA e de GHM quando associados
a discretizagao por elementos finitos € que eles conduzem a sistemas globais contendo um
numero muito elevado de graus de liberdade, em virtude do acréscimo de graus de liberda-
de associados a variaveis dissipativas, tornando esses métodos inviaveis para a analise de
grandes sistemas industriais amortecidos (LIMA, 2007). Por este motivo prefere-se a utiliza-
cado dos modelos que trabalham com derivadas fracionarias, que € implementado no domi-
nio do tempo; e/ou da abordagem pelo mddulo complexo, que é implementado no dominio

da frequéncia.

1.2 Objetivos do Estudo

Com base na argumentacao precedente, torna-se claro que a implementacao de téc-
nicas de controle passivo baseadas em materiais viscoelasticos em sistemas multicorpos
flexiveis pode se mostrar efetiva. Assim, os objetivos principais do presente estudo sao:

a) desenvolver os fundamentos tedricos e um conjunto de procedimentos numéricos
destinados a modelagem numeérico-computacional de sistemas multicorpos flexi-
veis contendo elementos viscoelasticos aplicados sob a forma de tratamentos su-
perficiais;

b) avaliar a eficiéncia de utilizagdo desta técnica de controle de vibragéo aplicada ao

tipo especifico de sistema mecanico considerado — isto €, a sistemas multicorpos.

1.3 Organizacao da Dissertagao

Além deste Capitulo |, que introduz as motivacdes de execucgao do trabalho e apresen-
ta o objetivo geral do estudo realizado, esta Dissertagdo conta com ainda mais oito Capitu-
los, organizados como se descreve a seguir.

No Capitulo Il, uma revisdo bibliografica acerca dos temas relacionados ao trabalho é
apresentada com um nivel maior de detalhamento do que aquele considerado nesta Intro-
ducdo. Estudos associados a modelagem de materiais viscoelasticos sdo contemplados,
assim como aqueles dedicados & modelagem dindmica de sistemas multicorpos rigidos e

flexiveis. Enfoque também é dado a literatura que aborda a questao do controle de vibra-
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¢des em sistemas multicorpos flexiveis, bem como técnicas adotadas para a resolugao de
sistemas de equacbes algébrico-diferenciais, encontrados quando da formulagéo do equili-
brio dindmico de sistemas multicorpos.

No Capitulo lll, fundamentos relacionados a teoria da viscoelasticidade linear sao
apresentados. Equacgdes constitutivas comumente empregadas para representar o compor-
tamento elastodindmico de materiais viscoelasticos sdo abordadas. Atengéo especial € dada
a lei constitutiva que faz uso de diferenciagao fracionaria e que é posteriormente empregada
durante a realizagao de simulagdes numéricas.

No Capitulo IV sado considerados, sucintamente, dois métodos numéricos empregados
para a modelagem numérica do comportamento dindmico de sistemas mecanicos. Sao eles
o Método dos Elementos Finitos e o Método dos Modos Assumidos. As formulagbes mate-
maticas associadas a um elemento finito de viga de Euler-Bernoulli e a outro de viga sandu-
iche sdo apresentadas. Fazendo uso da mesma teoria de viga sanduiche considerada para
o desenvolvimento do elemento finito mencionado anteriormente, um modelo baseado no
Método dos Modos Assumidos é ainda desenvolvido para uma viga dotada de tratamento
viscoelastico superficial restrito.

No Capitulo V, apresenta-se a fundamentagao matematica associada a modelagem
dindmica de sistemas multicorpos flexiveis. Detalhes maiores séo fornecidos para os casos
em que os campos de deslocamento do continuo sao discretizados por intermédio do Méto-
do dos Elementos Finitos. O algoritmo numérico adotado para a resolugéo do sistema de
equacbes algébrico-diferenciais que descreve o comportamento de um sistema multicorpos
também é descrito neste Capitulo. E também contemplada a analise modal de sistemas mul-
ticorpos.

Depois de estabelecidas as bases matematicas sobre as quais se fundamentam o
presente trabalho, sdo apresentados nos Capitulos VI e VIl os resultados oriundos de simu-
lagbes numéricas.

Primeiramente, no Capitulo VI, um mecanismo plano de quatro barras com elementos
de ligacdo flexiveis é considerado. A validagcdo do cdédigo numeérico-computacional imple-
mentado em ambiente MATLAB® & feita por confrontacdo com resultados obtidos pela utili-
zacao do software ANSYS® em andlises modais e transientes. Posteriormente, a influéncia
da flexibilidade sobre a resposta do sistema é aludida, de forma a evidenciar a importancia
do controle de vibragbes em sistemas multicorpos. A aplicacdo de tratamento viscoelastico
superficial restrito € entdo considerada para reducdo de movimentos oriundos da flexibilida-
de associada aos componentes do sistema. Para avaliar o desempenho da técnica conside-
rada sob determinadas condi¢des geométricas e operacionais, analises paramétricas sao

também conduzidas.
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Entdo, no Capitulo VII, um satélite artificial constituido por um cubo rigido ao qual pai-
néis flexiveis sdo acoplados é estudado. Propde-se a utilizagcao de painéis que admitam ca-
mada viscoelastica restrita para a reducao de oscilagbes associadas a flexibilidade do sis-
tema. O modelo matematico considerado para o sistema é apresentado, e resultados obti-
dos por meio de simulagdes numéricas permitem evidenciar a potencialidade da estratégia
considerada. Analises parameétricas sao realizadas, com vistas a avaliagdo do desempenho
da técnica de controle passivo de vibragdes frente a certas configuragdes especificas de
operagao.

No Capitulo VIII sédo finalmente apresentadas as conclusdes gerais e especificas pro-
porcionadas pelo estudo. Vantagens e desvantagens da metodologia utilizada, assim como
pontos que merecem investigacao futura, sdo apontados.

As referéncias citadas ao longo do texto sdo apresentadas no Capitulo IX.



CAPITULO II

Revisao Bibliografica

Neste Capitulo, apresenta-se uma revisao bibliografica relacionada a temas abordados
nesta Dissertacdo. E evidente que uma analise que contempla todos os trabalhos relaciona-
dos ao tema encontra-se fora do escopo desta Dissertacdo. Ao invés disso, a revisao foi
conduzida para um numero restrito de trabalhos, selecionados a partir de sua correlagcéo
com os temas em estudo.

O Capitulo esta organizado de maneira que o enfoque é primeiramente dado a mode-
lagem de sistemas multicorpos, bem como a métodos numéricos de resolugado de sistemas
de equacgdes algébrico-diferenciais (ou de redugcdo destes problemas a sistemas de equa-
¢bes puramente diferenciais). Posteriormente, trabalhos associados a viscoelasticade dedi-
cada ao controle passivo de vibragdes sdo contemplados. Por ultimo, estudos dedicados ao

controle de vibragbes em sistemas multicorpos flexiveis sao considerados.

2.1 Dinamica de Sistemas Multicorpos

A dindmica de sistemas multicorpos, como apontado por Bauchau (2010), teve inicio
como uma ferramenta para a analise de sistemas simples, com topologia em arvore. Contu-
do, desenvolveu-se rapidamente, podendo no seu estagio atual ser aplicada a sistemas
complexos que envolvem elasticidade linear e/ou nao linear, e a estruturas que apresentam
topologias arbitrarias.

Varios livros dedicados ao assunto estao disponiveis. Poucos séo dedicados a tépicos
menos gerais, como aqueles de Nikravesh (2007) e de Shabana (2010a), que lidam essen-
cialmente com sistemas com corpos rigidos, ainda que bastante detalhados. Em sua maio-
ria, abordam questdes fundamentais ao entendimento do assunto, num primeiro momento,
entre as quais se encontram fundamentos de algebra linear, cinematica de corpos rigidos e

flexiveis, mecéanica de corpos deformaveis e possiveis leis constitutivas, formulacido das
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equacoes de equilibrio dindmico pelas Leis de Newton e/ou pelo Principio de D’Alembert,
fundamentos de mecéanica analitica, o principio do trabalho virtual aplicado a sistemas esta-
ticos e dindmicos, dindmica Lagrangeana, etc.. Somente em etapas posteriores conceitos
associados a sistemas dinamicos restritos sdo geralmente introduzidos, quando restricoes
sdo abordadas, e sua incorporagao a dinAmica de sistemas é levada em conta. Como € pra-
ticamente mandatéria a utilizacdo de meétodos numéricos para a resolugdo das equacgdes
diferenciais parciais que regem o movimento, uma vez que solugdes analiticas sdo conheci-
das apenas para uma pequena gama particular de problemas, uma breve revisdo de técni-
cas de discretizagao espacial, como o Método dos Elementos Finitos (MEF), e o Método dos
Modos Assumidos (MMA), é, por vezes, apresentada. Mais comum € a presenca de secoes
dedicadas a algoritmos adotados para integracdo de equagdes diferenciais ordinarias, que
resultam apos discretizacdo espacial para problemas que envolvem flexibilidade, ou nas
situagbes em que apenas corpos rigidos constituem um sistema estudado. As obras de De
Jalén e Bayo (1994), Géradin e Cardona (2001), Shabana (2005), Jain (2011) e Bauchau
(2010) constituem alguns exemplos de livros disponiveis acerca da dindmica de sistemas
multicorpos flexiveis.

Varias dissertacdes e teses sdo também dedicadas ao estudo de algumas particulari-
dades relacionadas a dindmica de sistemas multicorpos.

Méakinen (2004) apresenta em seu trabalho uma formulacao geral para a mecéanica de
sistemas multicorpos flexiveis. De acordo com o autor, como tais sistemas estdo geralmente
sujeitos a varias restricbes, geometria diferencial € necessaria para o entendimento da geo-
metria e da cinematica associadas a determinado corpo do conjunto analisado. Desta forma,
a formulacao apresentada por Makinen (2004) é baseada em geometria diferencial, e enfo-
que especial é dado a variedade de rotagao (rotation manifold, no inglés); o autor mostra,
por exemplo, que vetores de rotacdo incremental, vetores de velocidade angular e vetores
de aceleragdo angular, quando expressos com respeito a configuragdo de referéncia do sis-
tema, pertencem a diferentes espacgos tangentes a variedade de rotacédo. A formulagéo de-
senvolvida é ainda aplicada a teoria de vigas de Reissner, que € geometricamente exata;
resulta entdo um elemento finito de viga geometricamente exato baseado num procedimento
de atualizacdo totalmente Lagrangeano. Outra aplicagdo desenvolvida por Makinen (2004)
diz respeito a parametrizagdo da variedade de restricdes (constraint manifold, no inglés), a
qual surge quando da consideragao de equacdes de restrigdo holondmicas pontuais.

A Formulagao por Coordenadas Nodais Absolutas (FCNA) (Absolute Nodal Coordinate
Formulation, ANCF, no inglés) para o desenvolvimento de elementos finitos de viga, de pla-
ca e de casca isoparamétricos & considerada por Gumus (2010). Em sua dissertagao, este

autor alude as vantagens desta abordagem para o tratamento fisico-matematico dado a sis-
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temas multicorpos flexiveis. De fato, a FCNA tem sido bem vista pela comunidade que lida
com sistemas multicorpos flexiveis; destaca-se aqui que o assunto é introduzido ao leitor na
obra de Shabana (2005), e uma coletdnea de artigos acerca do tema € incluida na tese de
habilitacdo de Gerstmayr (2007). A técnica considerada adota coordenadas globais de des-
locamento, bem como inclinagdes globais, como coordenadas elementares, de maneira que
estas coordenadas, ditas absolutas, podem ser empregadas em conjunto com fungdes de
forma tradicionais para modelar de forma exata a dindmica associada a corpos rigidos. Ou-
tra particularidade da formulagédo é que a mesma permite a obtengcado de matrizes de inércia
constantes, de maneira a tornar nulas forcas relacionadas as aceleragdes centrifugas e de
Coriolis; contudo, resultam matrizes de rigidez altamente nao lineares. Gumus (2010) aplica
a metodologia para modelar um absorvedor dindmico de vibragdes posicionado na extremi-
dade de uma viga, para advertir sobre o acoplamento nao linear que existe entre os grandes
deslocamentos apresentados pela viga e o absorvedor. Enfoque também é dado pelo autor
a absorcéo de vibracbes autoparamétricas, e resultados numéricos sdo comparados aque-
les obtidos pela realizacdo de experimentos e através do software computacional MSC
Adams®.

Elkaranshawy (1995), por sua vez, utiliza a formulacédo baseada em elementos finitos
corrotacionais para a analise de sistemas multicorpos flexiveis sujeitos a impactos, com atri-
to. Além de prever forcas de contato e o movimento do sistema, isto &, as posicdes, as velo-
cidades e as aceleragbes associadas a seus componentes, a formulagao também possibilita
avaliar a duracao de impactos e as deformacgdes a eles associadas. O autor admite a Lei de
Coulomb para modelar for¢as de atrito, e duas abordagens sdo adotadas para modelar im-
pactos. A primeira delas é baseada num modelo modificado de balango de quantidade de
movimento; um método baseado em energia € adotado para corrigir erros de balango de
energia que surgem quando no emprego da lei de impacto de Newton ou das hipéteses de
Poisson. A segunda estratégia faz uso do método dos multiplicadores de Lagrange; neste
caso 0 modelo respeita as condi¢gdes de compatibilidade geométrica durante contatos. Va-
rias simulagdes sdo também consideradas para ilustrar as técnicas desenvolvidas.

Shi (1998) considera uma nova abordagem para a modelagem de sistemas multicor-
pos flexiveis. Como apontado pelo autor, a metodologia desenvolvida estende o método dos
grafos utilizado para a dindmica de sistemas multicorpos para que se possibilite a inclusao
de corpos flexiveis quando na consideracido do trabalho virtual associado a estes ultimos.
Desta forma, o autor obtém redug¢ao do numero de equagdes adotadas para a descricdo de
sistemas de cadeia fechada, comumente abordados por meio de formulagdes que fazem
uso de coordenadas absolutas ou de coordenadas que caracterizam o movimento de juntas.

Varios elementos para compor diagramas de grafos sdo desenvolvidos pela utilizacdo da
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metodologia proposta; entre estes estao incluidos, por exemplo, o elemento de corpo flexi-
vel, o elemento de bracgo flexivel e o elemento dependente do trabalho virtual. A cinematica
de uma viga de Euler-Bernoulli tridimensional também ¢é considerada, uma vez que Shi
(1998) desenvolve um modelo adequado para a mesma em termos da metodologia que se
baseia na teoria dos grafos.

Outra contribuicdo importante a dinAmica de sistemas multicorpos flexiveis foi dada
por Brils (2005). Em sua tese de doutorado, o autor aborda a questdo de redugdo de mode-
los ndo lineares, dando enfoque principalmente a simulagao de sistemas multicorpos flexi-
veis quando estao sujeitos a algum procedimento de controle. O autor propde o uso de ele-
mentos finitos ndo lineares para modelar a mecanica de sistemas multicorpos flexiveis, e
acopla sistemas de controle a esta abordagem numérico-computacional pelo intermédio de
diagramas de blocos; ambas as metodologias sdo combinadas em uma formulagdo unica
representativa da totalidade do sistema. Varias aplicagcdes sdo consideradas nas areas de
robética e de dindmica veicular. Outra contribuicdo de Brils (2005) é uma metodologia sis-
tematica de reducdo de modelos nao lineares, que transforma um modelo de elementos fini-
tos de alta ordem num modelo de baixa ordem e explicito. Para tanto, o movimento do me-
canismo considerado é separado e descrito em termos de modos rigidos e flexiveis, os
quais apresentam uma interpretacao fisica no espago das configuragcdes que o sistema pode
exibir. Batizada pelo autor de Parametrizacdo Modal Global (PMG) (Global Modal Parame-
trization, GMP, no inglés), a técnica é empregada para a simulagdo de um mecanismo de
quatro barras, bem como de uma maquina ferramenta que apresenta topologia cinematica
paralela.

Leyendecker (2006) preocupa-se com o desenvolvimento de métodos robustos que
propiciem acuracia adequada e mostrem-se eficientes para integracdo das equagbes que
regem a dindmica de sistemas multicorpos flexiveis. Além de apresentar um contexto unifi-
cado para a dindmica computacional associada a sistemas multicorpos flexiveis, o autor
ainda considera formalismos Lagrangeanos e Hamiltonianos para modelagem da dinadmica,
cinco métodos diferentes para que restricdes sejam satisfeitas, e trés maneiras alternativas
de discretizagao temporal das equagdes do movimento.

A integracdo implicita de sistemas de equacdes algébrico-diferenciais associados a
sistemas multicorpos é abordada por Negrut (1998). Em sua tese, um algoritmo que partici-
ona o vetor de coordenadas generalizadas é adotado, de forma que um conjunto de coorde-
nadas independentes pode ser escolhido para representar a evolugao temporal do sistema
considerado. Em seguida, adota-se um esquema numeérico de integragao implicita para re-
solugao do sistema de equagdes ordinarias de segunda ordem resultante, o qual é represen-

tado no espago de estados. Varias formulas adotadas para integracdo numérica sdo consi-
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deradas, entre as quais se encontram: as férmulas de Newmark de passos multiplos; as
férmulas de Runge-Kutta; e as férmulas de Rosenbrock-Nystrom, e um algoritmo SDIRK
(acrénimo para Stiffly-accurate singly diagonal implicit Runge-Kutta, no inglés), ambos com
convergéncia de quarta ordem com respeito ao passo de tempo adotado. Varios algoritmos
também sao desenvolvidos por Negrut (1998) para a resolugao de sistemas de equagbes
algébrico-diferenciais associados a sistemas multicorpos. De acordo com o autor, além de
serem robustos e propiciarem boa precisao, estes se destacam em comparagdo com algo-
ritmos explicitos tradicionalmente usados pela comunidade — um ganho de duas ordens de
grandeza na velocidade de processamento pdde ser percebido quando na simulagédo de um
modelo numericamente rigido adotado para um veiculo militar multitarefas com grande mo-
bilidade. O autor destaca que os métodos computacionais por ele propostos possibilitam
analise dindmica eficiente de sistemas que contém mancais, subsistemas flexiveis que se
mostram numericamente rigidos, e subsistemas caracterizados por altas frequéncias, por
exemplo, os quais necessitavam, anteriormente, de grande quantidade de tempo de proces-
samento devido a limitagdes associadas a métodos de integracao até entdo utilizados.

Heckmann (2005) considera a inclusao dos fendmenos de piezeletricidade e de ter-
moelasticidade a modelos de sistemas multicorpos flexiveis. O trabalho é suportado pelo
fato de que tem se tornado corrente a presencga de dispositivos piezoceramicos, por exem-
plo, em sistemas inteligentes ou adaptativos, visando aumento de desempenho e de confor-
to frente a vibragbes indesejaveis. Além disso, como é comum a geragao de grande quanti-
dade de calor em sistemas sujeitos a atrito, torna-se imprescindivel a realizacdo de analises
térmicas e elasticas combinadas. Heckmann (2005) considera entado as influéncias que os
campos eletrostaticos e térmicos exercem sobre a resposta de componentes flexiveis de
sistemas multicorpos. A abordagem considerada se distingue por poder ser interpretada
como uma extensdo da abordagem modal classica adotada para meios flexiveis lineares e
apresentar boa eficiéncia numérica. Exemplos de moderada complexidade s&o considera-
dos para validagédo dos codigos desenvolvidos, e duas aplica¢gdes avancadas, envolvendo a
estrutura de um vagao ferroviario e uma maquina ferramenta com deslocamentos induzidos
por gradientes térmicos, mostram a capacidade da metodologia desenvolvida.

O trabalho de dissertacdo de Trindade (1996) trata de uma introdugcédo a modelagem
dindmica de sistemas multicorpos. Varios aspectos basicos e fundamentais sdo levantados
pelo autor. Topicos estudados englobam: a parametrizagdo da operagao intrinsicamente nao
linear de rotacéao; a utilizacdo do MMA para descricdo da flexibilidade de corpos de um de-
terminado sistema; e a obtencédo das equacgdes do movimento pela utilizagdo da metodolo-

gia Lagrangeana e das equacgoes de Maggi-Kane. As estratégias de controle étimo e de con-
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trole baseado na imposigdo de polos também sao investigadas no ambito da dindmica de
sistemas multicorpos.

No que diz respeito a artigos publicados acerca da dindmica de sistemas multicorpos,
alguns se dedicam a revisdo do tema, tanto apresentando conceitos basicos, como situando
os trabalhos de pesquisa mais recentes e mais relevantes do campo considerado.

Wasfy e Noor (2003), por exemplo, abordam as seguintes questdes associadas a di-
namica de sistemas multicorpos flexiveis: modelagem de componentes flexiveis; modela-
gem de restrigdes; técnicas de solucio; estratégias de controle; problemas acoplados; proje-
to; e estudos experimentais. As caracteristicas das formulagdes que empregam referenciais
flutuantes, referenciais corrotacionais e apenas um referencial inercial para a descricao da
dinamica de sistemas multicorpos sao levantadas e comparadas. Os autores indicam, ainda,
possiveis dire¢cdes para a condugao de pesquisas, envolvendo, por exemplo, aplicagdes nas
areas de sistemas micro e nanomecanicos, técnicas e estratégias voltadas para o aumento
da fidelidade e da eficiéncia associadas a modelos computacionais, bem como o desenvol-
vimento de ferramentas que possibilitem a melhoria dos processos e procedimentos adota-
dos para o projeto de sistemas multicorpos flexiveis. Os autores citam a impressionante
quantidade de 877 referéncias.

Dwivedy e Eberhard (2006) lidam com a andlise dindmica de manipuladores robdticos
flexiveis. Apresentam uma revisao da literatura relacionada ao tema, de modo que enfoque
€ dado tanto para trabalhos que consideram flexibilidade de componentes, como para aque-
les em que a flexibilidade de juntas € dominante. Métodos de analise utilizados para ambos
0s casos, suas vantagens e desvantagens, e possibilidade de extensdo dos mesmos para
problemas gerais sdo avaliados. Estudos que envolvem modelagem, controle e experimen-
tos sdo examinados; 433 artigos desenvolvidos nos anos que se estendem de 1974 a 2005
sao apreciados pelos autores.

Desenvolvimentos passados, € a época recentes, relacionados a dinamica de siste-
mas multicorpos flexiveis, sdo considerados por Shabana (1997). Além de lidar com as
abordagens tradicionais adotadas para as analises cinematica e dindmica computacionais
de sistemas multicorpos flexiveis, o autor ainda se preocupa em apontar futuras direcbes de
pesquisa para a area. Estas envolvem, por exemplo: estabelecer relagées entre as diversas
formulagdes utilizadas para a modelagem de sistemas multicorpos; o estudo da dindmica
associada a impactos e a contatos; a interacdo que se mostra presente entre algoritmos e
estratégias adotadas para controle e 0 comportamento estrutural de sistemas; o uso de mé-
todos de identificagdo modal e experimental para a simulagao de sistemas; a aplicacédo de
técnicas voltadas a sistemas multicorpos flexiveis para computagéo grafica; problemas nu-

méricos; e problemas que envolvem grandes deformacdes.
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O trabalho de Schiehlen (1997), publicado em paralelo aquele de Shabana (1997), traz
informacgdes a respeito da origem, do estado da arte e de perspectivas futuras para o campo
da dindmica de sistemas multicorpos rigidos. Como apontado pelo autor, observagoes histé-
ricas mostram que a area considerada baseia-se em mecanica classica, com aplicagdes
voltadas a analise e ao projeto de mecanismos, giroscopios, satélites, robds e biomecanica.
Schiehlen (1997) aponta como direcées futuras para o campo: a padronizagao de dados; o
acoplamento de cédigos com programas de auxilio ao desenho (ferramentas CAD — Compu-
ter Aided Drawing); a identificacdo de parametros; animagao em tempo real; problemas que
envolvem contato e impacto; a extensdo dos formalismos para contemplar sistemas de con-
trole e mecatrénicos; o projeto 6timo de sistemas; analises de resisténcia; e interagdo com
fluidos. Atencao também é ressaltada para a necessidade do desenvolvimento de métodos
analiticos e numéricos voltados a reducdo de modelos, e a algoritmos especiais associados
a resolucao de equacgdes diferenciais ordinarias e de sistemas de equagbes algébrico-
diferenciais que se mostrem numericamente eficientes.

Outra parcela de artigos disponibilizados pela comunidade cientifica é dedicada a te-
mas especificos, geralmente relacionados a fronteira do conhecimento. Estes podem ser
divididos, por exemplo, nas categorias relacionadas a: modelagem, analise e aplica¢des da
dindmica de sistemas multicorpos flexiveis (envolvendo aspectos analiticos, materiais com
comportamento nao linear, incluséo de folgas e atrito em modelos, etc.); redugao de mode-
los nao lineares; integragcdo numérica de equacgdes algébrico-diferenciais, e/ou puramente
diferenciais, com respeito ao tempo; e controle de vibragées.

A modelagem de sistemas multicorpos flexiveis propriamente dita € abordada por va-
rios autores.

Gasbarri (2002) lida com as equacgdes do movimento de um sistema espacial plano,
constituido por uma série de barras rigidas interconectadas entre si.

Pennestri, Valentini e De Falco (2010) aplicam a formulagdo de Udwadia-Kalaba para
a modelagem de um sistema multicorpos flexiveis, e particionamento de coordenadas para
obter sua resposta transiente.

Schiehlen (2006) apresenta o arcabougo tedrico associado a sistemas multicorpos,
aborda a eficiéncia de algoritmos recursivos, apresenta métodos para sua analise dindmica,
e aplicagdes nas areas de dinamica veicular e biomecanica.

Shabana (1998) da detalhes sobre a implementagdo computacional da FCNA, quando
adotada para aplicacbes em sistemas multicorpos flexiveis. O autor propde a utilizagcao de
decomposig¢des QR e de Cholesky para obter matrizes esparsas associadas ao sistema com

estrutura 6tima do ponto de vista numérico, por exemplo.
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Ambrésio (1996) apresenta a formulagao para a dindmica de sistemas multicorpos fle-
xiveis e a aplicacdo da mesma para o estudo de sistemas estruturais que experimentam
deformacgdes nao lineares (geométricas e/ou associadas ao material). O procedimento apre-
sentado ¢ utilizado para avaliar a seguranga de vagodes ferroviarios numa situagdo de impac-
to representativa de um acidente, e resultados sao comparados aqueles obtidos por um sof-
tware comercial de elementos finitos, e também por meio de ensaios em um modelo em es-
cala real do sistema.

Samin et al. (2007) utilizam a teoria associada a dindmica de sistemas multicorpos pa-
ra propor novas abordagens de modelagem e analise de sistemas mecatrénicos industriais,
utilizando formulagdes simbdlicas e numéricas, simultaneamente. Os autores aplicam seus
conceitos para realizar o controle de uma suspensao semiativa de um automoével de passa-
geiros real, e em seguida lidam com a otimizagdo do sistema mecatrdnico, considerando
tanto o modelo multifisico do sistema como o controlador projetado para o mesmo.

Ibrahimbegovic, Taylor e Lim (2003) examinam varios aspectos relacionados a mode-
lagem de sistemas multicorpos flexiveis pelo MEF; os autores apresentam as formulagoes
por eles utilizadas, bem como resultados de diversas simulagdes numérico-computacionais.

Flores et al. (2006) apresentam uma metodologia de analise de sistemas que tém jun-
tas com folgas e/ou lubrificadas, casos comumente encontrados na realidade. Para tanto,
adotam um modelo de contato e o associam a uma forca de Coulomb modificada, ou a teo-
ria da hidrodindmica adotada para mancais, conforme o caso.

Schwab e Meijaard (2003) mostram como equacgdes de restricdo nao holondmicas po-
dem ser incluidas em formulagbes que adotam o MEF para discretizagdo espacial. Trés
exemplos de aplicagdo sado apresentados.

Bauchau e Ju (2006) discutem a inclusdo de atrito em juntas mecanicas presentes em
sistemas multicorpos. Em seu texto, consideram varios fendbmenos, como a cinematica de
contato, condigbes de contato, e a modelagem de forgas normais e tangenciais. Alertam
também para o fato de que o uso da Lei de Coulomb para o atrito seco pode produzir resul-
tados questionaveis frente a possibilidade de coexisténcia de regides de aderéncia e de es-
corregamento numa unica area de contato (stick-slip motion, em inglés), o que provém de
instabilidades cinematicas.

Juntas com folga também s&o tema de estudo por Flores e Ambrésio (2004), quando
apresentam uma metodologia para sua analise computacional. llustram o procedimento de-
senvolvido pela aplicacido da mesma a um sistema plano simples.

Quanto a incorporagao de materiais com comportamento nao linear em sistemas mul-
ticorpos, Ledesma et al. (1996) apresentam uma formulagao para buchas viscoelasticas que

permite sua inclusdao em sistemas multicorpos. A validagdo da abordagem proposta é feita
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tomando por base dados coletados pela realizagao de experimentos com um braco de sus-
pensao veicular.

Zhang et al. (2002) desenvolveram uma metodologia para a avaliagdo da resposta
elastodindmica de sistemas multicorpos que contém sensores e atuadores piezelétricos.

Neto, Ambrésio e Leal (2006) estenderam as formulagdes adotadas para sistemas
multicorpos flexiveis para que pudessem incorporar componentes elasticos feitos de materi-
ais compostos laminados. Os pesquisadores aplicam a metodologia para a analise do des-
dobramento de uma antena de um satélite e discutem os resultados obtidos.

Heckmann e Arnold (2005), por sua vez, colocam em evidéncia a necessidade de se
considerar expansio e outros efeitos térmicos na analise de determinados sistemas multi-
corpos, como em freios por atrito, maquinas ferramenta com cargas térmicas, dispositivos
microeletromecanicos com aquecimento resistivo, etc.. Os autores desenvolvem, desta ma-
neira, fundamentagéo para a inclusdo de materiais com comportamento termoelastico nas
formulagdes tradicionalmente usadas para modelagem da dindmica de sistemas multicor-
pos.

Zhang et al. (2009) proporcionam uma nova metodologia para a analise de sistemas
multicorpos que apresentam componentes com comportamento viscoelastico; para tanto,
fazem uso de um modelo constitutivo que apresenta derivadas fracionarias, e o0 associam a
FCNA adotada para sistemas multicorpos flexiveis.

Aspectos analiticos, como mencionado anteriormente, também s&o por vezes investi-
gados. EI-Absy e Shabana (1996) averiguam o acoplamento entre modos de corpo rigido e
flexiveis, dependentes de referenciais locais admitidos na formulagao do problema.

Sugiyama, Gerstmayr e Shabana (2006) apresentam interpretacdo dos modos de de-
formacao obtidos quando na utilizagdo da FCNA em associagdo com varias métricas de de-
formagao. Com isso, possibilitam a reducdo do modelo de elementos finitos, reduzindo o
tamanho do modelo e, consequentemente, os tempos associados a processamento.

Shabana e Schwertassek (1998) discutem a equivaléncia entre a formulagdo que faz
uso de referenciais flutuantes e a FCNA.

Schwertassek, Wallrapp e Shabana (1999) lidam com a escolha das fun¢des de forma
a serem adotadas para discretizagdo espacial, ja que sdo dependentes do referencial local
admitido para cada componente do sistema.

El-Absy e Shabana (1997) preocupam-se com a influéncia de enrijecimento geométri-
co (centrifugo) na estabilidade de modos elasticos e de corpo rigido de uma viga rotativa.

Vlasenko e Kasper (2008) apresentam uma metodologia para reformular as equagoes
do movimento de um sistema multicorpos escritas num referencial inercial para que sejam

validas num referencial local flutuante.
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Shabana (2010b) mostra que as frequéncias naturais de um sistema linearizado asso-
ciado a um sistema multicorpos nao linear sao dependentes do conjunto de pardmetros ado-
tados para descrever a orientagéo de seus componentes.

Existem ainda trabalhos que lidam com outros tdpicos relacionados a modelagem de
sistemas multicorpos, mas talvez ndo se enquadrem bem nas categorias consideradas ante-
riormente. Por exemplo, Wang, Wang e He (2008) estudam a simulagido do comportamento
dindmico de sistemas multicorpos quando estes estdo sujeitos a incertezas paramétricas.
Fazem uso do Método de Monte Carlo e do Método de Perturbagao para solucionar o mode-
lo dito estocastico.

Varios trabalhos dedicados a redugcdo de modelos nao lineares também podem ser
encontrados na literatura, ja que este procedimento é praticamente mandatério para a im-
plementacao de controladores em sistemas reais, e mesmo para possibilitar a simulagdo em
tempo real de sistemas multicorpos.

Koutsovasilis e Beitelschmidt (2008) comparam varias técnicas admitidas para a redu-
¢do de modelos mecanicos com varios graus de liberdade. Consideram, para tanto, um pis-
téo elastico de um motor a combustao interna.

Ripepi e Masarati (2011) discutem a resolugédo de problemas de autovalor generaliza-
dos para a construgdo de modelos reduzidos a partir da linearizagdo de modelos adotados
para sistemas multicorpos.

Verlinden, Dehombreux e Conti (1997) apresentam procedimentos Uteis para adequar
meétodos classicos de reducdo de modelos ao contexto de modelagem de sistemas multicor-
pos. Propdem, também, a adicdo de modos de aceleragdo para melhor representar o com-
portamento dindmico de sistemas que sdo submetidos a grandes deslocamentos, e desta-
cam a importancia das condi¢cdes de contorno naturais do problema quando da selegéo de
modos representativos para o mesmo.

Bruls, Duysinx e Golinval (2004) apresentam um método que possibilita a reducéo sis-
tematica de modelos adotados para sistemas multicorpos. Propdem a constru¢gdo de um
modelo de elementos finitos que é reduzido em pontos especificos do espaco de trabalho de
determinado mecanismo, e a utilizagdo de interpolacdo por partes para ajustar os dados
coletados.

Brils, Duysinx e Golinval (2007) apresentam um método de redugdo para modelos
nao lineares que se baseia na projecdo em um subespago do espaco de trabalho, de manei-
ra a eliminar as restricbes associadas ao problema. Os autores definem uma metodologia
que distingue modos rigidos e flexiveis, os quais sdo dependentes da configuragédo do sis-

tema — consideram a estratégia de PMG, definida por Brils (2005).
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Outro ponto que concentra grande parte dos trabalhos relacionados a dindmica de sis-
temas multicorpos é aquele ligado a eficiente resolugao de sistemas de equagdes algébrico-
diferenciais e, consequentemente, métodos para tratamento de restricdes visando a simplifi-
cacao de sistemas deste tipo a sistemas de equacgdes diferenciais ordinarias. Por isso, em
certos casos enfoque também ¢é voltado a resolucdo de sistemas de equacgdes diferenciais
ordinarias.

Bauchau (2003) apresenta um novo algoritmo desenvolvido com a finalidade de fazer
com que restricbes sejam obedecidas por um sistema multicorpos modelado através do
MEF. O algoritmo proposto satisfaz restricbes em termos de posicdo e de velocidade exa-
tamente, e ainda apresenta estabilidade nao linear incondicional ja que se faz nulo o traba-
Iho realizado pelas forgas de restricdo quando combinado com discretizacbes especificas
adotadas para os esforgos inerciais e elasticos.

Shabana e Hussein (2009) propéem um esquema numérico de integragéo para a reso-
lugdo de sistemas de equagdes algébrico-diferenciais, que é implicito, conta com dois loops,
e é aplicavel a matrizes esparsas, visando ao aumento de desempenho computacional. Ain-
da, as restricbes cinematicas sao satisfeitas, neste caso, em termos de posicao, velocidade
e aceleracao.

Masarati (2011) propde uma nova metodologia para adicionar restricbes cinematicas a
sistemas mecanicos representados por meio de equagdes diferenciais ordinarias. Uma pro-
jecao da solucao do problema garante que a mesma respeite derivadas de até segunda or-
dem das equagdes de restricdo holdnomicas, dentro de limites de precisdo estabelecidos
pelo usuario.

Hussein, Negrut e Shabana (2008) avaliam dois integradores numéricos, um implicito
e outro explicito, adotados para a solugado de um modelo obtido por meio da FCNA.

McGrath e Rampalli (2000) fazem uso de um integrador numérico implicito baseado
em férmulas de diferenciacdo retrograda em conjunto com um esquema de particionamento
de coordenadas, que utiliza as equacdes de restricdo e as matrizes jacobianas associadas
as mesmas.

Blajer (2011) compara trés métodos diferentes que podem ser utilizados para supres-
sdo de violagao de restricdo, quais sejam, o método de Baumgarte, um método de projecao
das equacgdes do movimento num espago que é tangente as equacgdes de restri¢cdes, e outro
método denominado Braun-Goldfarb.

Simeon (2001) apresenta recomendacdes para integragdo numeérica de sistemas de
equacdes algébrico-diferenciais.

Fisette e Vaneghem (1996) aplicam o método de Newmark para integracao do sistema

de equacgdes diferenciais ordinarias obtido a partir de um sistema de equagdes algébrico-
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diferenciais pela utilizacdo do método de particionamento das coordenadas generalizadas

utilizadas para descrever o estado do sistema.

2.2 Controle Passivo de Vibragdes com a Utilizagao de Materiais Viscoelasticos

A utilizagdo de materiais viscoelasticos para o controle passivo de vibragdes em sis-
temas mecéanicos ja advém de longa data, o que é comprovado pela maturidade adquirida
acerca do tema, e também pelo grande volume de publica¢des relacionadas. O que motiva o
emprego desta classe de materiais para a finalidade ora considerada, como ja mencionado
no Capitulo I, € a ocorréncia de lagos de histerese, que implicam dissipagdo de energia,
quando os mesmos sdo submetidos a carregamentos ciclicos. E claro, contudo, que mode-
los confiaveis para seu comportamento elastodindmico devem estar disponiveis para que
projetos confiaveis possam ser desenvolvidos.

Quanto a atividade cientifica relacionada a area, varios livros, teses, dissertacoes e ar-
tigos podem ser encontrados na literatura.

Aspectos basicos e avangados associados a teoria da viscoelasticidade s&o aborda-
dos na obra de Lakes (2009). O tema também é tratado nos livros de Ferry (1980), Drozdov
(1998), Shaw e MacKnight (2005), Brinson e Brinson (2008), e Lin (2011). Todos os textos
anteriores preocupam-se com a fenomenologia do comportamento viscoelastico, com ensai-
0s para sua caracterizagdo, com técnicas de modelagem uni e multidimensional, com anali-
ses de deformacao e de tensao, além de fornecerem, por vezes, exemplos elucidativos para
certos pontos. Alguns também dao enfoque a assuntos mais especificos, como processos
de fabricacdo de polimeros, aspectos avangados sobre comportamento viscoelastico em
nivel molecular, e mesmo envelhecimento e degradagado de propriedades. A obra de Mai-
nardi (2010), por outro lado, apesar de apresentar os fundamentos basicos associados a
viscoelasticidade linear, da enfoque principalmente a modelos que fazem uso de diferencia-
¢ao fracionaria. Além dos anteriores, podem ser citadas ainda as obras de Nashif, Jones e
Henderson (1985) e de Jones (2001), que dao enfoque ao controle de vibragdes pela utiliza-
¢ao de materiais viscoelasticos.

No que toca a dissertagdes e teses, Wang (2001) apresenta um estudo que diz respei-
to a analise de estruturas dos tipos viga e placa sanduiches com nucleo viscoelastico. O
autor em questédo adota varias abordagens numéricas para conduzir suas analises, sejam
elas o MEF, o MMA e o Método dos Elementos Finitos Espectrais. Para o ultimo caso, a
dependéncia da rigidez e do amortecimento de materiais viscoelasticos ja pode ser direta-

mente incluida na formulagéo, enquanto que para os outros dois, abordagens paramétricas
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mostram-se necessarias — no caso em questao o modelo de Golla-Hughes-McTavish (GHM)
foi empregado. Os resultados obtidos, consistindo nas frequéncias naturais, fatores de
amortecimento e funcdes de resposta em frequéncia para estruturas particulares, foram
comparados com dados experimentais, e permitiram validar a abordagem desenvolvida.

Potvin (2001) da enfoque a modelagem de materiais viscoelasticos no dominio do
tempo. O autor compara modelos classicos aqueles que envolvem derivadas fracionarias e
realiza identificagdo de parametros para dois materiais distintos. Considerando uma viga
rotativa, os varios modelos estudados s&o comparados.

Austin (1998) avalia a veracidade da hipotese de que o deslocamento transversal de
estruturas sanduiches é constante ao longo de suas espessuras. O autor contesta que a
mesma seja valida apenas para os casos em que o tratamento viscoelastico superficial é de
pequena espessura, e o material da camada restringente nao interfere na resisténcia a fle-
xao do conjunto. Por meio de experimentos, mostra-se que predigdes errbneas para o nivel
de amortecimento da estrutura podem ser obtidas, principalmente em situacées nas quais o
tratamento viscoelastico é parcial.

Silva (2003) investiga a influéncia da temperatura no comportamento de materiais vis-
coelasticos, e a consequente influéncia deste parametro operacional sobre a eficiéncia de
controladores. Modelos de variaveis internas sdo admitidos para levar em conta a depen-
déncia de parametros do material com respeito a temperatura, e investigagao é feita para
avaliar se tais variaveis internas podem ou n&o ser contempladas quando na redugéo do
modelo mecanico para realizagdo de controle. A partir da utilizagdo de curvas que caracteri-
zam a mudanca das propriedades do material com respeito a temperatura, uma metodologia
para compensar efeitos oriundos de variagdes na temperatura é desenvolvida e validada.

Palfalvi (2010) lida com a descricdo do comportamento mecanico exibido por polime-
ros. Inicialmente, o autor escolhe um modelo para descricdo do fenémeno, faz o ajuste de
propriedades do material, e compara predicdes por parte do mesmo em associacdo com o
MEF com resultados experimentais associados a uma parte de uma maquina. Em seguida,
o modelo dos Campos de Deslocamentos Anelasticos (CDA) é considerado em conjunto
com o MEF para modelar uma viga e investigar questdes até entdo abertas e ndo contem-
pladas na literatura. Por fim, uma comparagao entre varios métodos utilizados para a solu-
¢ao de equacoes diferenciais fracionarias, usadas para implementacao de viscoelasticidade
em modelos mecanicos, é realizada, culminando com a proposi¢cado de um novo método que
€ comparativamente muito mais eficiente.

Trindade e Benjeddou (2002) apresentam um artigo de revisdo sobre o controle hibri-
do de vibragdes pela utilizagao conjunta de materiais viscoelasticos e piezelétricos. Avaliam

configuragdes geométricas propostas na literatura, abordagens para a modelagem de siste-
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mas do tipo considerado, e leis empregadas para controle de vigas. A otimizagdo de quatro
tipos diferentes de tratamentos viscoelasticos com faces laminadas constituidas por materi-
ais elasticos e piezelétricos € também conduzida através de analises paramétricas relativas
ao comprimento e a espessura do tratamento conduzido.

Trindade (2007) apresenta uma metodologia para otimizacdo geométrica e topoldgica
de tratamentos hibridos destinados a aumento de amortecimento estrutural. O tratamento
considerado pelo autor conta com camadas viscoelastica, restringente e espacadora, além
de uma viga base e de atuadores piezelétricos. Um modelo de elementos finitos é emprega-
do em conjunto com teoria de estruturas laminadas e com a implementacéo da viscoelastici-
dade por meio do modelo dos CDA. Uma reducdo modal é feita em duas etapas, e o modelo
resultante é acoplado a uma estratégia de controle 6timo com entrada limitada. Algoritmos
genéticos sao utilizados para maximizar o amortecimento ativo-passivo e minimizar o peso
adicionado a estrutura.

Espindola, Silva Neto e Lopes (2005) propdem uma nova técnica adequada a medigao
do médulo de armazenamento e do fator de perda associados a materiais viscoelasticos.
Para tanto, é considerada pelos autores uma fungdo de transmissibilidade complexa. Os
parametros de um dado material podem ser determinados por meio de um procedimento de

ajuste de curvas aplicado a dados experimentais.

2.3 Controle de Vibragoes em Sistemas Multicorpos Flexiveis

Além dos trabalhos ja considerados anteriormente, ainda sao discutidos neste Capitulo
algumas publicagdes relacionadas ao controle de vibragdes em sistemas multicorpos flexi-
veis. Varias estao relacionadas ao controle propriamente dito, enquanto outras apresentam
ferramentas Uteis para se conduzir a analise modal de sistemas da natureza mencionada,
por exemplo.

Ghoneim e Karkoub (2001) investigam a supressao de vibragdo em um mecanismo de
quatro barras flexivel. Para tanto, os autores adotam técnicas que fazem uso de tratamento
viscoelastico superficial restrito, com camada restringente admitindo configuragdes passiva,
com circuito ressonante passivo, e ativa. As equagdes sédo desenvolvidas pela utilizagdo de
mecénica Lagrangeana com o auxilio do MMA para discretizagcao espacial, e respostas de
decaimento livre, devida a uma deflexao inicial, e transiente, devida a uma excitagdo exter-
na, sdo contempladas. As varias estratégias admitidas sdo comparadas.

Preiswerk e Venkatesh (1994) analisam a possibilidade de controle de vibragcées em

mecanismos planos flexiveis pela utilizacdo de materiais piezoceramicos. Os autores ultili-
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zam o MEF em associagdo com dindmica Lagrangeana para estabelecer as equagbes de
equilibrio dindmico dos sistemas analisados, e aplicam uma estratégia de controle simples
baseada na alocacdo de polos da fungéo de transferéncia associada ao sistema em malha
fechada. Apresentam resultados numéricos com o fim de avaliar e discutir a estratégia con-
siderada.

Changjian, Xianmin e Yunwen (2000) desenvolvem uma metodologia para mitigar a
resposta vibratéria associada a mecanismos flexiveis sujeitos a altas velocidades de opera-
¢ao baseada no uso de materiais piezelétricos. O modelo utilizado para controle ativo é de-
senvolvido com o emprego do MEF em conjunto com uma abordagem variacional modifica-
da do Principio de Hamilton. Um controlador hibrido modal independente é desenvolvido e
implementado tomando como referéncia a teoria de modos complexos; 0 mesmo conta com
leis de retroalimentagcéo de estado e de controle por antecipagéo (feedforward) de perturba-
¢des. Um exemplo baseado num mecanismo de quatro barras flexivel é considerado para
mostrar a eficacia da estratégia.

Benosman e Le Vey (2004) apresentam uma revisao das estratégias empregadas para
o controle de manipuladores flexiveis. Mencionam que os objetivos de controle comumente
adotados para esta classe de sistema envolvem regulagcéo do elemento terminal de manipu-
ladores, a parada do mesmo em um intervalo de tempo pré-estabelecido, e o rastreamento
de trajetéria de elementos terminais e/ou de juntas do sistema. Para tanto, varias estratégias
podem ser empregadas, como controle PD, linearizagdo da fungao de transferéncia baseada
em retroalimentagao estatica de estado, controle baseado em redes neurais, controle adap-
tativo, controle com avancgo-atraso (lead-lag) de fase, etc..

Yen (1996) adota um sistema de controle distribuido baseado em redes neurais para o
controle de vibragcbes em sistemas multicorpos flexiveis.

Galucio, Dell e Ohayon (2007) e Deu, Galucio e Ohayon (2008) desenvolvem um ele-
mento finito de viga sanduiche corrotacional que é empregado para a implementacao de
controle passivo e hibrido em sistemas multicorpos flexiveis. O referido elemento conta com
nucleo de material viscoelastico e faces constituidas por materiais elasticos e piezelétricos.
Exemplos numéricos sdo apresentados para ilustrar a eficiéncia da metodologia proposta.

Caracciolo e Trevisani (2001) e Trevisani (2003) propdéem e testam, numericamente,
um esquema de controle para um mecanismo de quatro barras flexivel. A estratégia adotada
pelos autores consiste na selecdo de um numero reduzido de coordenadas que auxiliam no
controle independente de posicao e de vibracdo do sistema citado. Para o primeiro caso,
admite-se uma lei PID, enquanto que para amortecimento das componentes fundamentais
das oscilagbes associadas as barras do mecanismo é admitida uma lei proporcional. A di-

namica do sistema é representada por um modelo completamente nao linear baseado no
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MEF. Experimentos sdo conduzidos por Trevisani (2003) para confirmar a validade da estra-
tégia empregada.

Zhang et al. (2001) apresentam um método de controle robusto baseado na norma H_
adequado a mecanismos sujeitos a altas velocidades de operagao que contam com senso-

res e atuadores piezelétricos. O controlador robusto H_ é projetado tomando por base as
teorias de modos complexos e de controle H_ . Simulagdes numéricas mostram que niveis

de vibragdes podem ser significativamente reduzidos pelo emprego da técnica desenvolvida,
com a aplicacéo de tensdes elétricas admissiveis para os atuadores.

Mohamed et al. (2005) apresentam resultados oriundos de investigacdes experimen-
tais associadas aos controles de vibragbes com retroalimentacdo e por antecipagdo em um
manipulador muito flexivel e que conta com altos niveis de amortecimento por atrito. Depois
de conduzirem o desenvolvimento e implementacéo das estratégias, avaliam sua robustez e
comparam seus desempenhos.

Khulief (2001) considera a utilizagdo de controle modal ativo para o controle de vigas
rotativas. O modelo dindmico desenvolvido é baseado no MEF, e escrito em termos de um
conjunto reduzido de coordenadas modais. Observacao e controle ponto-a-ponto sdo em-
pregados em conjunto com uma estratégia 6tima de retroalimentagao de variaveis de esta-
do. A resposta dindmica do sistema é avaliada numericamente.

Até o momento, apenas estratégias de controle ativo, hibrido ou semiativo foram con-
sideradas. Isto se deve a grande maioria dos trabalhos cientificos relacionados a area con-
templada, de controle de vibragdes em sistemas multicorpos, ndo verem na opg¢ao de con-
trole passivo uma alternativa viavel a solugdo do problema. Autores que optam por essa
estratégia sdo Zhang e Erdman (2001), por exemplo, que avaliam o desempenho de um
tratamento viscoelastico superficial restrito aplicado a um mecanismo de quatro barras. Para
tanto, o MEF é utilizado na obtencéo das equagdes do movimento. Contudo, para a inclusao
de comportamento viscoelastico, uma estratégia demasiado complexa, baseada em carre-
gamentos de memoaria, implementados por meio de um modelo constitutivo que considera
uma integracdo de convolugdo, € considerada. Apds conduzir integracdo numérica das
equagdes de equilibrio dindmico com o uso do algoritmo de Newmark, os autores conse-
guem ilustrar a eficacia de tratamentos viscoelasticos superficiais restritos com a finalidade
de controle passivo de vibragdes em mecanismos flexiveis.

Quanto a ferramentas para avaliacdo do controle de vibragbes em sistemas multicor-
pos flexiveis, trés trabalhos sdo aqui enumerados; todos lidam com analise modal da referi-
da classe de sistemas.

Escalona e Chamorro (2008) dedicam-se a analise de estabilidade de veiculos em tra-

jetdrias circulares. Propdem uma nova metodologia para avaliagdo da mesma sem que seja
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necessario recorrer a teoria de Floquet, tornando a averiguagdo mais simples e computacio-
nalmente eficiente. Para tanto, no decorrer de seu trabalho, apresentam uma metodologia
de linearizagéo e de resolugédo do problema de autovalor associado a sistemas multicorpos,
descritos por equacdes algébrico-diferenciais.

Masarati (2009), por sua vez, apresenta uma metodologia para analise direta do pro-
blema de autovalor associado a sistemas mecéanicos restritos, similar aquela encontrada no
trabalho de Escalona e Chamorro (2008). Um exemplo de aplicagado é considerado para ilus-
trar os passos necessarios para completar a analise, e comentarios sdo ainda realizados
com respeito a interpretacédo da solugao.

Bratland, Haugen e Ralvag (2011), em trabalho mais recente, abordam a questéo do
problema de autovalor associado a sistemas ativos multicorpos flexiveis em malha fechada.
Os sistemas considerados admitem controladores que fazem retroalimentagédo do tipo PID
com multiplas entradas e multiplas saidas. O modelo dindmico do sistema mecanico € de-
senvolvido quando da consideracdo do MEF. Para diferenciar a estratégia proposta pelos

autores daquelas correntes, consideram dois exemplos de aplicacéo.
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CAPITULO 1l

Modelagem do Comportamento Viscoelastico

O presente Capitulo abordara alguns dos principais aspectos relacionados a metodo-
logias utilizadas para modelagem e caracterizagdo do comportamento elastodindamico de
materiais viscoelasticos. Numa primeira instancia, alguns fundamentos relacionados a vis-
coelasticidade linear serdo considerados; os fenbmenos de relaxagao e de fluéncia seréo
introduzidos, e apresentar-se-do os conceitos de fungdes dindmicas de um material (flexibi-
lidade complexa, médulo complexo). Em seguida, sera comentado a respeito da influéncia
de fatores ambientais e operacionais sobre as propriedades de materiais viscoelasticos. En-
tao serdo apresentados alguns dos modelos utilizados para caracterizagdo da dindmica des-
tes materiais; entre os grupos considerados estdo aqueles dos modelos baseados em ele-
mentos reologicos simples, bem como aqueles por vezes denominados de modelos moder-
nos. Adianta-se aqui que estes ultimos compreendem, por exemplo, 0 modelo proposto por
Golla, Hughes e McTavish (GHM), o modelo baseado nos Campos de Deslocamentos Ane-
lasticos (CDA), a abordagem pela utilizagdo de um modulo complexo sob forma tabulada, e
os modelos que envolvem leis constitutivas com derivadas fracionarias. Enfase sera dada a
estes ultimos, tendo em vista as vantagens por eles apresentadas no tocante a simulagdes
dinamicas transientes, como custo computacional moderado e facilidade de implementagao
numérica. Além disso, sera deste tipo 0 modelo adotado para implementagdo de comporta-
mento viscoelastico em modelos desenvolvidos pelo Método dos Elementos Finitos (MEF),

topico este que também sera considerado neste Capitulo.
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3.1 Fundamentos da Viscoelasticidade Linear

A teoria classica da elasticidade lida com propriedades mecénicas de solidos elasticos,
para os quais, de acordo com a Lei de Hooke, a tens&o é sempre diretamente proporcional a
deformacao para pequenas deformacgdes, mas independente da taxa de deformacgao. Por
outro lado, a teoria classica da fluidodinamica lida com propriedades de fluidos viscosos pa-
ra os quais, de acordo com a Lei de Newton para os fluidos, a tensao cisalhante é sempre
diretamente proporcional a taxa de deformagao, mas independente da deformacao.

Materiais viscoelasticos sao aqueles que exibem comportamento que € uma combina-
¢ao daqueles exibidos por sdlidos perfeitamente elasticos e por fluidos perfeitamente visco-
sos. Quando deformagdes e taxas de deformacgao sao infinitesimais, e as relacbes tempo-
rais entre tensido e deformagao podem ser descritas por equacodes diferenciais lineares com
coeficientes constantes, o comportamento viscoelastico é dito linear. Tem-se entdao que a
razao entre tensdo e deformagado é uma fungao apenas do tempo, e ndo da magnitude da
tens&o. Caso contrario, o comportamento viscoelastico é dito n&o linear (FERRY, 1980).

Algumas variagdes quanto a definicdo de viscoelasticidade podem ser encontradas na
literatura. Por exemplo, de acordo com Lakes (2009), materiais viscoelasticos sdo aqueles
para os quais as relagdes entre tensdes e deformagbdes dependem do tempo; de certa for-
ma, esta é completamente equivalente a definicdo dada por Ferry (1980).

As classes de materiais que exibem comportamento marcadamente viscoelastico séo
os polimeros, borrachas, borrachas porosas, e géis. Os mesmos podem ser caracterizados
por seus modulos (longitudinais) de armazenamento, E’, e de perda, E”", a partir dos quais

pode-se ainda definir o fator de perda n=E"/E'=tans. O anterior sera considerado em

mais detalhes ainda neste Capitulo. Sao citados neste momento ja que a Fig. 3.1 disposta a
seguir mostra um grafico apresentado por Lakes (2009) do mdodulo de Young de varias das
classes de materiais citadas em funcédo do nivel de amortecimento interno apresentado pe-
las mesmas. A partir do grafico, pode-se facilmente verificar que materiais viscoelasticos
nao s6 armazenam energia, mas também a dissipam. Destaca-se que a linha diagonal re-
presenta tan s = 0,6, e que a maioria dos materiais ocupa a regido a esquerda da mesma.
Ressalta-se que o estudo da viscoelasticidade iniciou-se com a analise de fibras de
metal e de vidro a altas temperaturas, ainda que a temperatura ambiente estes materiais

exibam efeitos viscoelasticos despreziveis (FERRY, 1980).
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Figura 3.1 - Mddulo de elasticidade em fungéo do fator de perda para varias classes de
materiais de engenharia (adaptado de (LAKES, 2009)).

Como ja mencionado, o comportamento viscoelastico exibido por um material é oriun-
do da combinacgao de dois comportamentos bem conhecidos em nivel de engenharia.
O primeiro deles é o de um sélido perfeitamente elastico e linear, o qual obedece a Lei

de Hooke, que, nos casos de solicitagdes axial e cisalhante, € dada, respectivamente, por:

o(t)=Ee(t) (3.1)

() =Gy (1), (3.2)

onde o (t) e 7(t) designam as tensdes normal e cisalhante, e ¢(t) e y(t) representam as

deformacgdes normal e cisalhante, respectivamente, todas variaveis fungdo do tempo, t. E,
€ o médulo de elasticidade, ou médulo de Young, e G, que representa o médulo de cisa-
Ihamento.

O segundo comportamento esta associado aquele exibido por fluidos viscosos e que

obedecem a Lei de Newton para os fluidos, que estabelece que a tensédo de cisalhamento

z(t) ¢ diretamente proporcional a taxa de deformagao cisalhante dy(t)/dt =y (t) pela pro-

priedade fisica denominada viscosidade, u :
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T(t)z,u—z,uj}(t). (3.3)

A caracterizagao do comportamento viscoelastico pode ser feita, por sua vez, segundo
o uso de fungdes que descrevem os fendmenos de fluéncia e de relaxagao associadas ao
material (MAINARDI, 2010; LAKES, 2009; FERRY, 1980).

A chamada funcéao de fluéncia esta relacionada a uma alteracdo na deformacao a me-

dida que o tempo passa para uma tens&o de solicitagdo constante o,. A flexibilidade de

fluéncia é uma fungao que descreve este comportamento e é aqui denotada por J(t) :

J(t)=¢(t)/o,. (3.4)

Por outro lado, o médulo de relaxacdo é a funcdo que descreve a variacdo dinamica

da tens&o em resposta a uma deformag&o constante ¢, . E aqui representada por G(t), e

dada por:
G(t)=0o(t)/s- (3.5)

Ressalta-se que, embora J(t)=1/G(t) para solidos perfeitamente elasticos (ja que
J(t)=J e G(t)=G, isto &, a flexibilidade de fluéncia e o modulo de relaxagéo s&o indepen-
dentes do tempo), J(t) =1/G(t) para materiais cujo comportamento ¢ viscoelastico.

Curvas tipicas representativas das fungdes J(t) e G(t) sdo mostradas na Fig. 3.2.

A G(t)

~Y

I "t "t
a) b)
Figura 3.2 - Fungbes que caracterizam o comportamento de materiais viscoelasticos:
a) histérico de tensao aplicada constante e flexibilidade de fluéncia; b) histérico de

deformacao aplicada constante e fungao de relaxacgao.
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Faz-se importante destacar certas caracteristicas relacionadas as fungdes de fluéncia
e de relaxacdo associadas a um determinado material. Em primeiro lugar, ambas sao fun-

¢Oes consideradas causais, isto €, nulas para t < 0 . Os valores limites das fungbes do mate-

rial, J(t) e G(t), para t >0 e para t — +w , estdo relacionados aos comportamentos ins-
tantaneo (ou vitreo) e de equilibrio, respectivamente. Adota-se, pois, a notagéo J, := J(O*) ,
J,=J(+x), G, = G(O*) e G, :=G(x) para designar a flexibilidade instantanea, a flexibili-

dade de equilibrio, 0 médulo instantdneo e o moédulo de equilibrio, respectivamente (os

subscritos g e e fazem referéncia as palavras inglesas glass e equilibrium, respectivamente).

Além disso, J(t), no intervalo 0 <t <+, € uma funcao diferenciavel e crescente, o

que pode ser expresso por:

rer, 0O
dt

>0 = 0<J,<J(t)<d, <+, (3.6)

enquanto G(t), neste mesmo intervalo, € uma funcao diferenciavel decrescente, o que im-

plica:

fer, 960
dt

<0 = 0<G,<G(t)<G, < +wo. (3.7)

Tais propriedades estao relacionadas a observagdes experimentais relacionadas aos fend-
menos fisicos de fluéncia e de relaxagao.

Utilizando o principio da superposicdo de Boltzmann (MAINARDI, 2010), a relacéo
constitutiva de um material viscoelastico, no caso unidimensional, pode ser expressa pela

seguinte integral de hereditariedade linear (um caso particular de integral de convolugao):

o(t)=]" G(t-7)de(s), (3.8)

e(t)=] J(t-7)do(c) (3.9)
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O caso multidimensional pode ser representado por equagdes similares as Egs. (3.8) e
(3.9) substituindo as grandezas escalares pelas correspondentes grandezas tensoriais.
Partindo das hipéteses de que para t <0 o material encontra-se sem deformacao e de

historicos causais e diferenciaveis para t e R, , as Egs. (3.8) e (3.9) podem ser manipuladas

para resultar em (MAINARDI, 2010):

a(t)=jfG(t—r)dg(f)=g(o+)e(t)+j’e(t—f)dz(:)dT (3.10)
g(t)=j;J(t—f)da(r)=a(o+)J(t)+j;J(t—r)d‘;(:)dr. (3.11)

Nestas equacgdes, o limite inferior de integragdo é tomado como sendo O™ para levar
em conta a possibilidade de descontinuidades de o (t) e/ou de &(t) em t=0.

Outra forma de expressar a relagao constitutiva dada nas Egs. (3.8) e (3.9) é integran-

do por partes as Egs. (3.10) e (3.11), de modo a se obter:

o(t)=G, (t)+ [ G6(t-7)e(r)de (3.12)

£(t)=d,o(t)+ ] J(t-7)o(r)dr, (3.13)
onde J(t) e G(t) sao as taxas de fluéncia e de relaxacéao, respectivamente.

No dominio de Laplace, as Eqgs. (3.10) a (3.13), por se tratarem de tipo especial de in-

tegral de convolugao, assumem as formas:
G(s)=sG(s)é(s); (3.14)

é(s)=sJ(s)s(s), (3.15)
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sendo S a variavel de Laplace. Ressalta-se que f(s) denota a transformada de Laplace da

fungao causal f(t), dada por:
ci{f(t)=f(s)=["e*f(t)at (3.16)

A partir das Eqgs. (3.14) e (3.15) é possivel mostrar que:

sJ(s)= o J(s)G(s)=—- (3.17)

Por utilizagdo da transformada inversa de Laplace, a Eq. (3.17) pode ser reescrita para

resultar em:
J()xG(t)= [ J(t-7)G(r)dr = [ G(t ~7)J (r)dr =t. (3.18)

A partir da Eq. (3.17), pode-se deduzir, ainda, levando em conta teoremas relaciona-

dos a limites e a transformada de Laplace, que:

J, =16, (3.19)

e que:

J, =1G, . (3.20)

3.2 Fung¢oes Dinamicas de um Material Viscoelastico: Flexibilidade Complexa e

Médulo Complexo

Outra forma comum de caracterizar o comportamento viscoelastico € considerar exci-
tacdes harménicas que atuam sobre um corpo de tal natureza. As respostas corresponden-
tes sdo denominadas fungbes dindmicas do material, e descrevem por completo o compor-
tamento viscoelastico quando consideradas em conjunto com as fungdes apresentadas an-

teriormente, relacionadas a fluéncia e a relaxacédo. De acordo com Findley, Lai e Onaram
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(1976, apud MAINARDI, 2010), experimentos de fluéncia e de relaxagdo podem fornecer
informagdes sobre determinado material viscoelastico a partir de um limite inferior para a
escala de tempo, da ordem de 10 segundos; as fungdes dinamicas, por sua vez, sdo capa-

zes de propiciar dados para a representacdo de materiais na regido delimitada pelas ordens

de grandeza de 10°® a 10° segundos. Além disso, as fungdes dinamicas de materiais vis-
coelasticos estdo diretamente relacionadas ao armazenamento e a dissipagdo de energia
mecanica.

As fungdes dindmicas do material podem ser obtidas a partir de excitacdo harmoénica;
esta pode ser estabelecida tanto em termos de deformacéo quanto em termos de tensao, de

forma que:
a(t):e"“" ou g(t)zej’“t, w>0, —oo<t<+o, (3.21)

sendo @ a frequéncia angular da fungdo harménica de excitagédo (w =2zf , com f sendo a
frequéncia ciclica, dadaem Hz) e j= J-1.

Levando em conta as Egs. (3.8) e (3.9), as excitagdes anteriores levam as respostas

seguintes:
o(t)=e" = s(t)=J(0)e”, J(0)=jof J(t)edt, (3.22)
s(t)=e" = o(t)=G(w)e", G(w)=jo] G(t)ed. (3.23)

Para as fungdes J'(w) e G'(w) sdo comumente adotadas as nomenclaturas de flexibi-

lidade complexa, e modulo complexo, respectivamente. Estas estdo relacionadas a trans-

formada de Fourier, ou alternativamente a transformada de Laplace, para s =j®, das fun-
ces J(t) e G(t).
Caso seja introduzida a defasagem o (a)) entre a excitacédo e a resposta de um mate-

rial viscoelastico linear, como definidas nas Egs. (3.22) e (3.23), torna-se possivel escrever a

flexibilidade e o mddulo complexos como disposto a seguir:

J(0)=J"(0)-]J"(0)=

J'(o)| e (3.24)
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G'(0)=G'(0)+|G"(0)=|G ()" (3.25)

Devido a consideragbes energéticas, deve-se ter que 5((0) é positivo; mais especifi-
camente, 0<&(w)< /2, ja que as componentes reais e imaginarias de J'(w) e G'(o) (J',
J", G' e G") devem ser positivas. Usualmente adota-se a nomenclatura de flexibilidade de
armazenamento e modulo de armazenamento para J'(a)) e G’(a)), respectivamente; quan-
toa J'(w) e G"(w), sdo denominados de flexibilidade de perda e de médulo de perda. Es-

tas nomenclaturas estdo associadas com o armazenamento e com a perda (dissipagao) de
energia mecanica que ocorrem nos materiais viscoelasticos. Adicionalmente, pode ainda ser

definido o fator de perda como:

n(w)=tans ()= j”(a)) = G'(@) (3.26)

parametro este que esta diretamente relacionado a capacidade de um material viscoelastico
dissipar energia.
Conforme demonstrado por Mainardi (2010), um parametro util para a analise da quan-

tidade de energia W, armazenada pelo material € a média tomada durante um ciclo comple-

to da excitacao. Esta é dada por:
<|/|/S (a))> =1 W, (r)dr=5¢) a)G’(a))j;”/wﬁ—COSZa)r)dr=%g§ G'(w), (3.27)

a qual corresponde a metade da quantidade maxima de energia coerente armazenavel.

Para a quantidade de energia dissipada W, , geralmente se considera a quantidade de

energia coerente que seria dissipada durante um ciclo completo da excitagéo:
AW, ()= [T W, (r)dr=20e G"(w) [ (1+ cos2wr)dr = 762 G"(w). (3.28)

Por inspecéo das Eqgs. (3.27) e (3.28) pode-se justificar a nomenclatura comumente

adotada para os mddulos de armazenamento e de perda, G'(a)) e G"(a)), respectivamente.
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Para quantificar o nivel de amortecimento proporcionado por um material viscoelastico,

€ usualmente adotada a funcao de dissipagao especifica (por unidade de volume de materi-

al), ou o amortecimento interno, ambos sendo iguais ao inverso do fator de qualidade Q(a)):
Q' (w)=——2L—, (3.29)

onde W = 2<Ws (a))> € a quantidade maxima de energia coerente armazenada durante um
ciclo de excitagcdo. Fazendo uso das Egs. (3.27) a (3.29), verifica-se que:
1 AW, (0) 1 76)G"(0) G'(@

AV () 1 G'(0) i
e W, 27186 () Gla) o0l@)nle) (3:30)

donde se justifica a nomenclatura adotada para o fator de perda 77(60) como definido na

Eq. (3.26).

3.3 Influéncia de Fatores Ambientais e Operacionais sobre o Desempenho de

Materiais Viscoelasticos Destinados ao Controle Passivo de Vibragoes

A compreensao de como o0 amortecimento de materiais viscoelasticos varia de acordo
com condi¢gdes ambientais e operacionais a que sdo submetidos € essencial para que um
projeto de controle de ruidos e vibracbes seja realizado de maneira efetiva e funcional
(NASHIF, JONES, HENDERSON, 1985).

A temperatura é usualmente considerada como sendo o fator ambiental mais impor-
tante que afeta as propriedades de um material com caracteristicas de amortecimento. Sua
influéncia pode ser observada na Fig. 3.3, na qual quatro regides distintas podem ser obser-

vadas.
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Comportamento para
frequéncia constante

Modulo de armazenamento,
Fator de perda,

Regiéo Regido de Regido de Regido de
Vitrea Transigcao Borracha Fluxo
Temperatura

Figura 3.3 - Comportamento tipico do médulo de armazenamento e do fator de perda em
funcado da temperatura para materiais viscoelasticos (adaptado de (NASHIF, JONES,
HENDERSON, 1985)).

A primeira é a regido de comportamento vitreo, onde o0 médulo de armazenamento do
material apresenta seu maximo e o fator de perda é significativamente pequeno. Nesta regi-
a0, percebe-se pouca variagdo do modulo de armazenamento com a temperatura; o fator de
perda, contudo, aumenta rapidamente a medida que se eleva o valor do parametro conside-
rado. A segunda regido, a de transicao, & caracterizada por um maximo no fator de perda e
rapido decaimento do médulo de armazenamento. A terceira, por sua vez, é a regido de bor-
racha, para a qual tanto o médulo de armazenamento quanto o fator de perda assumem
valores pequenos e que quase nao variam com a temperatura. Por ultimo, tem-se a regido
de fluxo, tipica de poucos materiais viscoelasticos e termoplasticos. Nesta, o médulo de ar-
mazenamento continua a diminuir a medida que o material vai se tornando fluido, enquanto
o fator de perda volta a assumir valores altos. Vale ressaltar que a regido de fluxo n&do é co-
mumente empregada no projeto de sistemas de amortecimento em face de instabilidades e
outras propriedades fisicas ndo desejaveis. Ainda, ela ndo existe para uma gama de materi-
ais, como para polimeros que apresentam cadeias cruzadas.

Quando da utilizagao pratica de materiais viscoelasticos para o fim de controle de vi-
bracdes e ruido, o desejavel é que estes se encontrem na regiao de transi¢ao, por ser nela
onde se fazem presentes os maiores valores para o fator de perda, responsavel pela dissi-
pacao de energia sob a forma de calor. Muitas vezes, contudo, sdo empregados na regido
de borracha, ja que nesta situagédo ha elevada estabilidade estrutural e poucas variagdes do
fator de amortecimento com a temperatura, o que poderia representar um risco e/ou um as-

pecto critico em determinado projeto.
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Comportamento para
temperatura constante

Modulo de armazenamento,
Fator de perda,

Frequéncia (escala logaritmica)

Figura 3.4 - Comportamento tipico do médulo de armazenamento e do fator de perda em
funcao da frequéncia para materiais viscoelasticos (adaptado de (NASHIF, JONES,
HENDERSON, 1985)).

A Fig. 3.4 mostra a influéncia da frequéncia de excitagdo sobre as propriedades do
material. A faixa de frequéncias é da ordem de 10 décadas e a temperatura € mantida fixa.
Na comparacao entre as Figs. 3.3 e 3.4 percebe-se que o comportamento em frequéncia é o
inverso daquele em temperatura, qualitativamente. Entretanto, sdo necessarias varias déca-
das de frequéncia para que o comportamento do material seja equivalente aquele relaciona-
do a mudancga de alguns poucos graus na temperatura (NASHIF, JONES, HENDERSON,
1985).

Este fendbmeno é um dos mais importantes aspectos da teoria da viscoelasticidade li-
near, fornecendo a base para o Principio da Equivaléncia Frequéncia-Temperatura, o qual é
utilizado para transformar as propriedades do material do dominio da frequéncia para o do-
minio da temperatura, e vice-versa (NASHIF, JONES, HENDERSON, 1985; LIMA, 2003).

Como apontado por Nashif, Jones e Henderson (1985), outros fatores como deforma-
¢ao dindmica ciclica e pré-carga estatica também influenciam o comportamento de materiais
viscoelasticos. Entretanto, o amortecimento que € inerente desta classe de materiais advém
da relaxacéo e recuperacao da cadeia polimérica depois de deformada, no caso de polime-
ros, ou da relaxagcao e recuperacado devida a condicbes de equilibrio termodindmicas, no
caso de estruturas vitreas. Em qualquer uma das situagdes, o que se faz presente € o me-
canismo de movimentagao molecular, que é significativamente influenciado pela temperatu-
ra e pela frequéncia da excitagdo. Em virtude disto, tanto as influéncias oriundas de defor-
macao ciclica dindmica quanto aquelas provenientes de pré-carga estatica ndo serdao aqui

contempladas.
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3.4 O Principio da Equivaléncia Frequéncia-Temperatura

Considere-se um material para o qual a viscoelasticidade é devida a processos de re-
arranjo molecular ou de difusdo. Nestes casos, a temperatura pode ser tomada como um
parametro de medida da velocidade destes processos, uma vez que o movimento molecular
é afetado pela variavel em questao (LAKES, 2009). Se todos os processos que contribuem a
viscoelasticidade do material sdo acelerados da mesma maneira quando submetidos a um
determinado aumento de temperatura, entdo o moédulo de cisalhamento complexo do mate-

rial pode ser escrito sob a forma:

G(oT)=G"(a,.T,), (3.31)

onde T denota a temperatura e w, =, (T)w é denominada frequéncia reduzida, sendo

a; (T) um fator de deslocamento; 7, é uma temperatura de referéncia. A classe de materi-

ais que obedece a Eq. (3.31), ou atendem ao Principio da Equivaléncia Frequéncia-
Temperatura (PEFT), € denominada de materiais termoreologicamente simples (SCHWARZL,
STAVERMAN, 1952, apud LAKES, 2009).

Para esta classe de materiais viscoelasticos, uma mudanga na temperatura alonga ou
comprime a escala efetiva de frequéncia. Como as propriedades de materiais viscoelasticos
geralmente sdo fornecidas como fungdes logaritmicas da frequéncia, uma mudancga na tem-
peratura corresponde a um deslocamento horizontal nas curvas de propriedades do material
na direcdo do eixo logaritmico da frequéncia. Curvas de propriedades que sdo construidas a
partir da frequéncia reduzida @, (ou equivalentemente a partir do fator de deslocamento «; )
sao denominadas curvas mestras. Um exemplo € mostrado na Fig. 3.5 para o material

ISD112™ da fabricante 3M®, para o qual sdo disponibilizadas as seguintes equagdes empi-
ricas (DRAKE, SOOVERE, 1984; SILVA, 2003):

(3.32)

1 1 2a T b a
|Og1o Or = a(?_?o) +2303(?0—b]|0910 [?Oj +(?0 _T_02 —SAO\J(T _7-0) (333)
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Nestas equacgdes, B (i=1...,6), @, b e S,, sdo constantes usadas para ajustar as

Egs. (3.32) e (3.33) a dados experimentais. As mesmas sao fornecidas na Tab. 3.1.

3 Temperatura [K] ... 320 300 280 260 5
10 T T - — 10
110"
110°
= 2
E 410 N
= < =
= 1 8 ;’*
: A
:§~ 3100
o
. 110"
2
10 ¢
¢ 1107
10'3 . - lo'v 12 a |4 ) [6 go'?’ -4 ! I L
10 10 10 10 10 10 250 300 350

Frequéncia reduzida f [Hz] Temperatura T [K]

Figura 3.5 - Propriedades associadas ao material viscoelastico ISD112™ da fabricante 3M®:
a) mdédulo de armazenamento, modulo de perda e fator de perda em funcao da frequéncia

reduzida; b) fator de deslocamento em fung¢ao da temperatura absoluta.

Tabela 3.1 - Constantes associadas ao médulo complexo e ao fator de deslocamento do

material ISD112™, dados nas Egs. (3.32) e (3.33), respectivamente.

B, [MPa] 0,4307

B, [MPa] 1200 a=(DgC; ~C5D; )/ Dg

B, [MHZz] 1,543 b=(C,D. -D,C.)/Dg
B, 0,6847
B, 3,241 Co=(YT, -YT,)
B, 0.18 D, =(VT, - VYT,)’

T, K] 290 C, =T, — 1T,

ALY 210 D, =1/, 1T,

Ty K] 360 Co =Su =S
Spo [1/K] 0,05956 D, =S,,~S,
S, [1/K] 0,1474 D, =D,C, -C,D,
S, [1/K] 0,009725
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3.5 Modelos Modernos

Diversas abordagens tém sido consideradas para modelagem do comportamento vis-
coelastico de materiais. Neste trabalho, elas sdo agrupadas numa classe de modelos “mo-
dernos” para a viscoelasticidade, ainda que alguns ja estejam em estudo ha mais de uma

década.

3.5.1 Modelo de Golla-Hughes-McTavish (GHM)
O modelo de GHM faz uso da seguinte expressado analitica para o0 médulo complexo

do material no dominio de Laplace:

2
sé(s)zGO(HZ"GHMa S +20,08 J (3.34)

= $? 1 20 w8 + o

onde G,, ., ¢; e @, i=1...,ng,,, S840 0s pardmetros a serem identificados e associados

ao material. Para avaliar o médulo complexo G(a)) a partir da Eq. (3.34), basta fazer s=jo.

Devido a semelhancga da funcado de transferéncia que aparece na expansao em série com
aquela associada a sistemas mecanicos amortecidos, fala-se que o modelo de GHM é cons-

tituido pela associagéo de ng,,, miniosciladores.

Para mais detalhes acerca do modelo propriamente dito e sobre sua implementagao
em associacdo com o Método de Elementos Finitos, recomenda-se a consulta dos trabalhos
de Golla e Hughes (1985) e de McTavish e Hughes (1993).

3.5.2 Modelo dos Campos de Deslocamentos Anelasticos (CDA)
O modelo dos CDA é analogo, em termos, ao de GHM. Para o mesmo, o médulo

complexo do material no dominio de Laplace é expandido como segue:

= n, A.S
sG(s)=G, |1+ ) 1 , 3.35
( ) O( 2121 S+Q,J ( )
onde G,, A, e Q,, i=1..,n.,, sdo os parametros a serem identificados para correta re-

presentacdo do comportamento viscoelastico de determinado material; Q;

1

representa o in-

verso do tempo caracteristico de relaxagcao do material (a deformacao constante), enquanto

que A, é a magnitude desta relaxagéo.
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Para mais detalhes acerca do modelo dos CDA, consultar Lesieutre e Bianchini
(1995), Lesieutre e Lee (1996) e Enelund e Lesieutre (1999).

3.5.3 Abordagem pelo Médulo Complexo sob Forma Tabulada

Outra possibilidade para modelar o comportamento de materiais viscoelasticos consis-
te em utilizar um ou mais médulos complexos sob forma tabulada, em quantidade que de-
pende do grau de anisotropia do meio. Por exemplo, se o material for isotrépico e o seu coe-
ficiente de Poisson v for considerado independente da frequéncia, o que ajuda na analise,
mas pode ser inconsistente com dados experimentais para diversos materiais (LAKES,
2009), entdo apenas um de seus modulos complexos necessita ser conhecido — o longitudi-

nal E'(w)=E,, =E,, =E.

zz?

ou o transversal G*(w) = G, =G,,=G;

zx

ja que nesta situagao:

E*(a))=2(1+v)G*(a)). (3.36)

Ainda, se considerado o PEFT, discutido na Secao 3.4, pode-se estabelecer um valor

para G'(®,T) caso se conhega «; (T) — ver Eq. (3.31). De forma simplificada, tem-se a dis-

posicao, entdo, dados do material para certa quantidade de pares (a)T) sob forma tabula-

da. Fazendo uso de interpolacbes e extrapolacdes baseadas no comportamento do material,
simulagdes realistas podem ser conseguidas quando da associagdo desta técnica com o
MEF (BALMES, BOBILLOT, 2002; LIMA et al., 2009).

Por ser uma abordagem nao parameétrica, fica claro que nao é necessaria a identifica-
¢ao de parametros de modelos a partir de um procedimento numeérico de otimizagdo, por

exemplo.

3.6.4 Modelos com Derivadas Fracionarias

A utilizacao de derivadas fracionarias (isto €, de ordem nao inteira) para auxiliar na re-
presentacdo do comportamento de materiais data da primeira metade do século XX, de
acordo com Mainardi (2010). Varios resultados semelhantes foram conseguidos de forma
independente, o que da suporte a sua utilizagdo. Entretanto, foi apenas na década de 1980
que a estratégia tornou-se mais bem difundida com a publicagdo de trabalhos por Bagley
(1979) e Bagley e Torvik (1979, 1983a, 1983b, 1986).

Por exemplo, o Sdlido Fracionario Padrao Generalizado pode ser conseguido por meio
da proposicao de relagbes constitutivas em que tensao e deformagéo sao submetidas a ope-

radores diferenciais de ordens fracionarias:
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[1+ka=1ak j%ja(t):(m+zzz1bk (%Jg(t), ve=k+v-1, (3.37)

sendo 0<v <1, a (k=1,..,p), me b, (k=1, ..., q) os pardmetros associados ao mode-

lo. Define-se aqui o operador de diferenciagao fracionaria como a seguir:

=D f(t)= 1 jt(t—r)‘“f(r)dr, O<a<1, (3.38)

onde F(z) denota a fungdo Gamma:
I'(z):= _[:o u*"'e"du, Re(z)>0. (3.39)

Para definicbes matematicas mais rigorosas e informagdes mais detalhadas sobre
Calculo Fracionario, consultar a literatura (OLDHAM, SPANIER, 1974; MILLER, ROSS,
1993; PODLUBNY, 1999).

As seguintes fungdes de flexibilidade e de relaxagao estao relacionadas a Eq. (3.37):

J(t)=d,+3 J, {1 -E,[-(t/x., )}} S8t (3.40)

G(t)=G,+Y. G,E, [—(t/rm )V} ‘G r(ii 7 (3.41)

onde todos os coeficientes s&o ndo-negativos e E (z) é a funcéo de Mittag-Leffler:

-+00 Zﬂ
E =)y — . 342
a(z) ,,ZOF(an+1)’ a>0, zeC ( )

A partir da Eq. (3.37), varios modelos mais simples podem ser obtidos:
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Modelo fracionario de Newton:

- d's(t) J(1)= b,T(1+v) (3.43)
G( )_ b1 dt” bt
G(t)= F(II -v)

Modelo fracionario de Kelvin-Voigt:

0'(1‘):mg(l‘)+b1 d 8(t) (3.44)
dt” bt
G(t)=m+—
F(1 —V)
Modelo fracionario de Maxwell:

do(t) . de(t J(t):%%r(t; )

v v +v
o(t)+a, ;( )=b1 ;( ) b1 1 (3.45)

_ 1 _ v

G(t) - 81 Ev|: (t/‘['a) :|

Modelo fracionario de Zener:
det) Y=+, {1—EV [—(f/n)ﬂ} (3.46)
W le(t)=6,+GE[-(17) ]

dVO'(t)

U(t)+a1T

=me(t)+b,

onde, na Eq. (3.46), J,=a,/b,, J,=1m-a/b,, z,=b/m, G,=m, G =b/a,-m, e

T =a,.

3.6 Implementacao do Comportamento Viscoelastico a Modelos de Elementos Finitos

através do Modelo Fracionario de Zener

Nesta Secao é apresentada uma forma de implementar o comportamento viscoelastico
de materiais a modelos de elementos finitos quando na utilizagcdo daqueles modelos com
derivadas fracionarias considerados anteriormente. Mais especificamente, sera dado enfo-
que a implementacao do modelo fracionario de Zener, ja que ele é mais geral que os mode-
los fracionarios de Newton, Kelvin-Voigt e Maxwell. Credita-se a abordagem apresentada

aqui a Galucio, Del e Ohayon (2004). Destaca-se, contudo, que outras abordagens para
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implementagcao de comportamento viscoelastico associado a modelos de elementos finitos
(pela utilizacao dos modelos com derivadas fracionarias) podem ser encontradas na literatu-
ra. Entre as mais recentes encontram-se as propostas por Schmidt e Gaul (2001) e por Del
e Matignon (2010).

A abordagem proposta por Schmidt e Gaul (2001) é muito semelhante a utilizada por
Galucio, Deu e Ohayon (2004). Nestes trabalhos, os autores fazem uso do esquema de dis-
cretizacdo de Griinwald-Letnikov para o operador de derivagao fracionaria de forma a obter
uma expressao explicita para a tensdo desenvolvida no material. Com isso, o trabalho virtual
devido aos esforgos relacionados as tensdes que aparecem no continuo pode ser formulado
no contexto do MEF, conduzindo, ao final do procedimento, com a utilizagdo dos Principios
Variacionais da Mecanica, as equagdes que governam o movimento de determinado corpo.
Schmidt e Gaul (2001) fazem uso de um modelo constitutivo derivativo fracionario que apre-
senta cinco parametros (similar aquele apresentado na Eq. (3.46), mas com ordens de deri-
vacao fracionaria diferentes para a tensao e para a deformacéo); desta forma, a tensdo num
dado instante de tempo é expressa em termos dos histéricos de deformacgdes e de tensoes.
Com isso, integracao numérica no dominio do elemento deve ser realizada a cada passo de
tempo para que a parcela de contribuicdo devida as tensbes passadas ao vetor de esforgcos
devidos as mesmas possa ser computada. Galucio, Deli e Ohayon (2004) utilizam o modelo
fracionario de Zener, Eq. (3.46), para modelar a equacao constitutiva da viscoelasticidade;
como as derivadas da tensdo e da deformagao sao de ordens idénticas, os autores realizam
uma substituicdo de variavel de forma a discretizar apenas uma das derivadas fracionarias.
Com isso, faz-se necessario armazenar o histérico de uma unica variavel interna (uma de-
formacao anelastica), que pode ser expandida em termos do vetor de coordenadas genera-
lizadas quando na consideragao das interpolagdes adotadas para as deformacoes.

Del e Matignon (2010), por outro lado, propdem a simulagdo de sistemas cujo amor-
tecimento € dado por uma lei derivativo-fracionaria pela utilizacdo simultdnea do método
classico de integracdo de Newmark e da representacéo difusiva de operadores fracionarios
(que os transforma em sistemas diagonais de equacgdes diferenciais lineares). Os autores
aplicam a metodologia a simulagdo de um sistema discretizado espacialmente pelo MEF, e
ainda alegam superioridade com respeito a abordagem utilizada por Galucio, Del e Ohayon
(2004). Entretanto, como apontado pelos préprios autores, uma melhor investigagdo deve
ser conduzida no que diz respeito a sele¢cdo dos valores numéricos assumidos pelos para-
metros que regem os processos difusivos associados a operadores diferenciais fracionarios,
bem como no que toca a estabilidade do esquema.

Para o desenvolvimento a ser apresentado, o modelo fracionario de Zener, Eq. (3.46),

é reescrito da forma sugerida por Galucio, Deli e Ohayon (2004):
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o (t)
dt”

G(t)+z'“ =E, g(t)+r“E , (3.47)

©odt”

onde 7 € um tempo de relaxacdo, e E, e E, s&o os modulos relaxado (para @ — 0) e ndo-

relaxado (para @—>-+0) do material, respectivamente. Comparando as Egs. (3.46) e (3.47),

tem-se:
a=v, t={a,, E,=m, E,=b,/a,. (3.48)
Introduzindo a deformacéao anelastica:
g(t)=¢(t)-o(t)/E.. (3.49)

que é uma variavel interna utilizada para resolugdo da equagado constitutiva considerada,

pode-se reescrever a Eq. (3.47) como segue:

.. L dE(t) E -E,
F(t)+z d‘if)= —oe(t). (3.50)

Eliminada uma das derivadas fracionarias que aparecem na Eq. (3.47), pode-se fazer
uso do esquema de discretizagdo de Griinwald-Letnikov para o operador de diferenciagcao
fracionaria de forma a possibilitar a resolugdo da Eq. (3.50). Este esquema de discretizagao

estabelece que:

d°f (¢)
dt”

= D F(t) = (At)“ Y A (a)f(t-kAt), (3.51)

onde At € o passo de tempo utilizado na discretizagdo temporal, N, € o numero de termos

utilizados para aproximagéo de ,D; f(t), e A,,,(a) sdo os denominados coeficientes de

Grinwald, dados por:

I'(k-a) k —

(@)= iR~k

A(a), Ala)=1. (3.52)
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Fazendo uso da Eq. (3.51) para aproximar d"E(t)/dt“ na Eq. (3.50), resulta a solu-

7(0)=(1-0) =220 (1)~ X Ay ()7 (t - k), (3.53)

©

a

T . . ,
onde ¢ =———— € uma constante adimensional.
* +(At)

Se considerada a expressao para a deformagao anelastica dada na Eq. (3.49), pode-

se escrever a tensao a(t) como:

o(t)=E,[¢(t)-2(t)]=[E, +¢(E, —E,)]e(t)+cE, D " A, (a)E(t—kAt).  (3.54)

O resultado apresentado na Eq. (3.54) é valido para solicitagado uniaxial. Nos casos de
solicitacdo multiaxial, os tensores tensao e deformacao podem ser expressos sob forma

vetorial, e o tensor das propriedades relaxadas do material sob forma matricial. Denotando

estes trés Ultimos por o(t), £(t) e E,, respectivamente, e considerando comportamento

isotrépico, bem como coeficiente de Poisson constante (independente da frequéncia), resul-
ta, a partir da Eq. (3.54), que:

o(t)= (1 v EwE‘ E, ]Eo £(t)+ C%EOZ:;AM (a)E(t-kAt). (3.55)
0

0

No contexto do MEF, como sera mais bem esclarecido no Capitulo IV desta Disserta-

¢ao, um vetor w’(x,t) que agrupa um conjunto de diferentes campos de deslocamento in-

dependentes é geralmente interpolado no interior do dominio de um elemento finito j como

disposto a seguir:
w/(x,t)=8'(x)e’(t), (3.56)

onde Sf(x) € a matriz das fungdes de forma (ou de interpolacdo) associada ao elemento

finito j, sendo x o vetor posi¢do no interior do mesmo, e e’ (t) é o vetor dos graus de liber-

dade elementares.
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A partir da Eq. (3.56), as velocidades v'vf(x,t) podem ser avaliadas, e entdo a energia

cinética elementar T’ pode ser expressa sob a forma:
. T L . N : N LT oL
T’:%ijp/ (W) W/ dv/ =1(e’) jvjp/ (8') sdvie/ =1(¢/) me/, (3.57)

onde V/ =V’ (x) é o dominio do elemento, p’ é sua massa especifica, e M' é a matriz de

inércia elementar.
As deformacdes que ocorrem no dominio do material podem ser obtidas através de di-

ferenciacao espacial dos campos de deslocamentos generalizados:
g/(x,t)=Dw/(x,t) =DS’(x)e/(t), (3.58)

sendo D um operador diferencial. Ainda, considerando a Eq. (3.55), as tensdes a nivel ele-

mentar sao dadas por:

J JEL-E{ )\ JEL i i\gl
a’(x,t)=|1+c — Eje/(x,t)+c EEozk=1Ak+1(0‘ )s (x,t —kAt), (3.59)
0

0

de forma que o trabalho virtual elementar associado as mesmas pode ser calculado a partir
de:

. . T . .
W) =—[ [o'(xt)] se/(xt)dV’. (3.60)
Se as deformacbes anelasticas forem interpoladas como a seguir:

/(x.t)=DS/(x)&/(t), (3.61)

onde éf(t) € um vetor de variaveis internas, entdo pode-se combinar as Eqgs. (3.58) a (3.61)

para que resulte:

SWi =(Ql) sel(t). (3.62)
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Nesta ultima equacgao, Q;' denota o vetor de esforgos associado as tensdes a nivel

elementar, dado por:

I _Ei P . i . ) . .
Q.= —(1 +c¢/ %} Ke/(t)-¢’ %K’ Ao )E(t—kat), (3.63)

0 0

onde:
K =[ [8/(x)] D'E;DS/(x)dV’ (3.64)

representa a matriz de rigidez elementar.

Se o trabalho virtual relacionado aos esforgos externos puder ser escrito sob a forma:
. N\T .
W) =(Q)) se'(t), (3.65)

onde Qé € o vetor de carregamentos externos generalizados, pela utilizagdo das equagdes
de Lagrange:
T

i’ j
dfor ) 97| _qi-q+Q] (3.66)
dt\ oe’ oe’

resulta o seguinte sistema de equagdes do movimento em nivel elementar:

I _Ei P . . i . ) . .
Mé/(t)+ (1 +c/ %}K’e’(t) =Q, -¢ %K’ v A (a) )@ (t - kat). (3.67)
0

0

Ressalta-se que a equacéo utilizada para atualizacdo do vetor de variaveis internas

€/(t) pode ser derivada a partir das Egs. (3.53), (3.58) e (3.61):

. NE!l-E] . N N
e’(t)=(1—c’)Te’(t)—c’zk:1Ak+1(a’)e’(t—kAt). (3.68)

©
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Como fica claro por inspecao da Eq. (3.67), o modelo fracionario de Zener para a vis-
coelasticidade conduz a modificacbes simples nas equacbes do movimento associadas a
elementos finitos baseados em relacdes constitutivas de materiais lineares elasticos. Primei-
ramente, constata-se a modificacdo da matriz de rigidez estatica (que aparece no lado es-
querdo da equacgao) por uma constante que depende dos parametros que caracterizam o
comportamento do material, bem como do passo de tempo utilizado para discretizagao tem-
poral. Em segundo lugar, um vetor de carregamento dependente do historico do vetor de
variaveis internas aparece no lado direito da equacéao, e esta associado, de certa forma, a

parcela de energia que é dissipada pelo material.

3.7 Identificagdo de Parametros Associados ao Comportamento Viscoelastico de

Materiais

Para que analises de sistemas que admitam componentes com comportamento vis-
coelastico possam ser realizadas a partir da utilizagdo do modelo apresentado na Subsecgao

anterior, os parametros E,, E, , 7 e a associados a um dado material, para uma determi-

nada temperatura, devem ser identificados a partir de dados obtidos mediante a condugéo
de procedimentos experimentais adequados, geralmente pela solugdo de um problema in-
verso mediante uso de técnicas de otimizacdo. Como a caracterizagdo de comportamento
viscoelastico ndo constitui objeto principal de estudo do presente trabalho, recomenda-se ao
leitor a consulta a literatura para maiores informacbes sobre o tema (FERRY, 1980;
NASHIF, JONES, HENDERSON, 1985; JONES, 2001; LAKES, 2009).

Aqui, a identificacdo dos parametros associados ao modelo fracionario de Zener con-
siderado anteriormente é realizada no dominio da frequéncia. A partir da aplicacao da trans-
formada de Fourier a Eq. (3.47), pode-se estabelecer que os médulos complexos de um
dado material s&o obtidos a partir de (GALUCIO, DEU, OHAYON, 2004):

9’{0} _ E,+E, (ja)r)a _

Elo) =5 1+ (jor)" “2(1+v)

(3.69)

onde v denota o coeficiente de Poisson, admitido independente da frequéncia. Na Eq.
(3.69), F{f} representa a transformada de Fourier de uma dada fungéo f=f(t), a qual

pode ser obtida formalmente a partir de:
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f(t)edt. (3.70)

Quanto a transformada de Fourier de uma derivada fracionaria, esta vale (MILLER,
ROSS, 1993):

9’{3?5}:(1'@)“9’&}. (3.71)

O material aqui considerado para realizagdo de ajustes é aquele ISD112™ da fabri-
cante 3M®, para o qual ja se deu atengdo na Subsecdo 3.4. Quanto ao procedimento adota-
do para condugao dos ajustes, 0 mesmo faz uso daquelas expressdes dadas para o médulo
complexo e para o fator de deslocamento associados ao referido material, apresentadas nas
Egs. (3.32) e (3.33), respectivamente. Embora ndo se tratem de dados experimentais pro-
priamente ditos, as expressbdes consideradas foram ajustadas a uma dada colegédo destes
por Drake e Soovere (1984), como comentado anteriormente.

A partir das referidas equacgdes, e também daquela apresentada para o médulo com-
plexo associado ao modelo fracionario de Zener, Eq. (3.69), um procedimento de otimizagao
foi estabelecido para que pudessem ser determinados os parametros associados ao referido
modelo derivativo-fracionario. O mesmo baseia-se na minimizagdo da seguinte fungcao obje-

tivo F:

onde N, €& o numero de frequéncias amostradas e usadas para o procedimento de ajuste,
Gos (a)) denota o médulo complexo proposto por Drake e Soovere (1984), conforme Egs.

(3.32) € (3.33), e G(a)) € 0 médulo complexo associado a equacao constitutiva considerada,

dado na Eq. (3.69).

Ressalta-se mais uma vez que o problema de otimizagao deve ser resolvido para cada
uma das temperaturas para as quais se deseja obter os parametros do modelo considerado.
Para sua solucdo, admite-se aqui um procedimento hibrido de otimizagdo, que conta com
uma primeira estratégia heuristica, pela utilizagdo de Algoritmos Genéticos, seguida de outra
classica, com o emprego de Programagdo Quadratica Sequencial. A seguinte restricdo de

desigualdade relacionada a termodindmica do material foi considerada:
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E,-E, <0, (3.73)

juntamente com as seguintes restri¢gdes laterais:

0<E,<o, 0<E <o, 0<7r<ow, O0<a<1. (3.74)

Quanto aos parametros adotados para a otimizacao via Algoritmos Genéticos, consi-
derou-se uma populagdo com 5000 individuos, numero maximo de 1000 geragdes; uma elite
com 500 individuos, com intervalo de migracéo de 200 geracdes englobando 20% do total
de individuos; selecao aleatéria com distribuicdo uniforme; inclusdo de restricbes pelo uso
de penalidades com Lagrangeano aumentado; populagao inicial aleatéria com distribuicdo
uniforme; mutagao em diregcoes randdmicas, geradas para se mostrarem adaptativas a ulti-
ma geracao, e respeitarem restricdes linearizadas; e limite de estagnacao de 100 geragdes,
tolerancia de mudanca no valor da fungdo de adaptacdo de 10™"°, e tolerancia na mudanca
de individuos de 10 como critérios de parada. Para a etapa de otimizagdo via Programac&o
Quadratica Sequencial, uma mudanca maxima de 107° foi considerada tanto para a fungéo
objetivo quanto para o vetor das variaveis de projeto; um maximo de 5000 iteragdes foi ain-
da adotado.

A estratégia hibrida de otimizacao foi utilizada até que os erros relativos maximos ob-
servados entre os modulos de armazenamento, modulos de perda, e fatores de perda dados
pelas curvas de Drake e Soovere (1984) — Eqgs. (3.32) e (3.33) — e pelo modelo adotado —
Eq. (3.69) — fossem inferiores a 5% na banda de frequéncia de 8 a 8000 Hz. As frequéncias

o, adotadas para o procedimento de ajuste foram escolhidas em numero de 8, uniforme-
mente espagadas entre os limites inferior e superior da banda de analise (f,=8 Hz, f, =
1149,7 Hz, f, =2291,4 Hz, ..., f; =8000 Hz, o, =2xf,).

A Tab. 3.2 apresenta os parametros do modelo considerado identificados para o mate-
rial ISD112™ seguindo a estratégia detalhada. As Figs. 3.6 a 3.9 ilustram alguns dos ajustes

realizados.



Tabela 3.2 - ParAmetros do modelo derivativo-fracionario para o material viscoelastico

ISD112™ em funcéo da temperatura.
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TEMPERATURA [°C] E, [MPa] E_ [MPa] r [ms] a
0 0,851917 757,8531 0,009194 0,64081
5 1,154951 660,5557  0,005522052 0,65749
10 1,252611 572,4416 0,003403 0,668214
12 1,279207 529,9496 0,002931 0,673042
14 1,23147 517,9866 0,002281 0,672124
15 1,249397 543,2045  0,001797621 0,66720
16 1,270968 507,2474 0,001786 0,672156
18 1,257138 532,0732 0,001235 0,667725
20 1,282995 460,2353 0,001242 0,675873
22 1,274785 480,5801 0,000881 0,672204
24 1,243746 411,3937 0,000905 0,678548
25 1,288291 411,6754  0,000799303 0,67855
26 1,281655 454,5182 0,000594 0,674399
27 1,500000 69,9495 0,014052 0,7915
28 1,289691 388,3685 0,000617 0,679601
30 1,290179 373,119 0,000524 0,680224
35 1,293526 299,1808  0,000438442 0,68392
40 1,27482 207,6466 0,000478 0,688654
45 1,293454 194,5614  0,000334460 0,68825
50 1,287977 166,4865 0,000282 0,688936
55 1,293091 144,4575  0,000243290 0,69046
60 1,293366 119,578 0,000233 0,691055

M os parametros dados para esta temperatura foram identificados por Galucio, Deu e Ohayon (2004).
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Figura 3.6 - Curvas de referéncia dadas por Drake e Soovere (1984) para o material
ISD112™ & temperatura de 0 °C e aquelas associadas ao modelo derivativo-fracionario para

viscoelasticidade com parametros determinados através de otimizagao.
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Figura 3.7 - Curvas de referéncia dadas por Drake e Soovere (1984) para o material
ISD112™ & temperatura de 20 °C e aquelas associadas ao modelo derivativo-fracionario

para viscoelasticidade com parametros determinados através de otimizacéo.



59

<
D.E? 101 BN
= Re[G*] :
g 10° I Re[G D-S] ‘
‘E‘ : Im[G:]
T 107l i
s 7
N i s
-2 ; L ; i ; R ;
‘6‘10 0 I1 I2 l3 4
o 10 10 10 10 10
Frequéncia [Hz]
3
Q5L : —— |
g2 RelG]|
g Im[G*]
31* " .
'-'tJ : Co : L
00 ; ;;‘;;‘;'1 ; ;;'m;;i2 3 ; 4
10 10 10 10 10

Frequéncia [Hz]
Figura 3.8 - Curvas de referéncia dadas por Drake e Soovere (1984) para o material
ISD112™ & temperatura de 40 °C e aquelas associadas ao modelo derivativo-fracionario
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CAPITULO IV

Analise Dinamica de Sistemas Mecanicos pelo Método dos

Elementos Finitos e pelo Método dos Modos Assumidos

Quando na analise dindmica de sistemas mecanicos complexos, dificuldades inerentes
associadas a geometria e as condigdes de contorno a eles aplicadas mostram-se presentes.
Tais complicagdes associadas as equagdes diferenciais parciais que regem o movimento de
um corpo particular podem tornar impossivel a obtengdo de solugdes analiticas sob forma
fechada. Esta € a base para o desenvolvimento de técnicas numéricas de resolucido de
equacdes diferenciais parciais. Discretizagdo espacial pode ser conduzida, por exemplo,
pelo emprego do Método de Ritz, que esta intimamente relacionado aos Métodos dos Ele-
mentos Finitos (MEF) e dos Modos Assumidos (MMA). Outras técnicas também utilizadas
sao derivadas do Método dos Residuos Ponderados, entre as quais se encontram o Método
de Galerkin, o Método dos Minimos Quadrados, o Método de Colocagdo e o Método dos
Subdominios (BATHE, 2007).

Por possibilitar a utilizagdo de fungdes de interpolacido simples para a solugdo aproxi-
mada de problemas que envolvem geometrias complexas, o MEF firmou-se como uma fer-
ramenta computacional de auxilio a andlise e ao projeto de engenharia. Este fato comprova-
se pela grande quantidade de programas computacionais oferecidos a comunidade; entre os
mais conhecidos encontram-se os softwares ADINA®, ANSYS®, COMSOL Multiphysics®,
FEMtools®, LS-DYNA®, Nastran®, SAMCEF® e SIMULIA-Abaqus®.

Outra técnica numérica adotada para a modelagem dindmica de sistemas mecéanicos é
o MMA. Este conduz a um modelo idéntico aquele propiciado pelo Método de Rayleigh-Ritz
se um mesmo conjunto de fun¢des admissiveis for usado para representar a solugéo do
problema sob a forma de uma combinacgao linear entre estas e as coordenadas generaliza-
das adotadas. Apesar da técnica em questdo introduzir dificuldade com respeito a selecao
de fungbes admissiveis que respeitem as condi¢cdes de contorno do problema (pelo menos

as geomeétricas), geralmente conduz a um modelo com um numero reduzido de graus de
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liberdade em comparagdao com aqueles propiciados pelo MEF. Desta forma, o MMA pode
ser empregado com sucesso para implementagao de técnicas de controle ativo, por exem-
plo, sem que técnicas de redugcao de modelos fagam-se necessarias.

Ao invés de apresentar os fundamentos associados as técnicas numéricas considera-
das nesta Dissertacao, sejam elas o MEF e o MMA, ao longo deste Capitulo melhor deta-
Ihamento sera dado a formulacdo dos elementos finitos unidimensionais de viga de Euler-
Bernoulli (com dois nds, e trés graus de liberdade por né) e de viga sanduiche com camada
viscoelastica (com dois nds, e quatro graus de liberdade por nd). Estes sao utilizados para
modelagem de partes do sistema multicorpos flexiveis considerado no Capitulo VI. A formu-
lacdo pelo MMA de uma viga sanduiche também sera detalhada, ja que € considerada em
outro exemplo de aplicagdo de materiais viscoelasticos dedicados ao controle passivo de
vibragdes em sistemas multicorpos, a ser apresentado no Capitulo VII. Mais informacgoes a
respeito do MEF e do MMA podem ser encontradas na literatura (MEIROVITCH, 1967; RAO,
2005; CRAIG, KURDILA, 2006; RADE, 2008).

4.1 Modelagem de Vigas pelo Método dos Elementos Finitos

Nas proximas Subsecdes serdo abordadas as formulagdes de dois elementos finitos
de viga distintos. Um primeiro sera baseado na teoria de vigas de Euler-Bernoulli, enquanto
que o outro, além de levar em conta a teoria de vigas de Mindlin, tratar-se-a, também, de um
elemento de viga sanduiche com uma camada de material viscoelastico. Este ultimo sera

utilizado para a modelagem de tratamentos superficiais do tipo camada viscoelastica restrita.

4.1.1 Elemento Finito de Viga de Euler-Bernoulli

A teoria de vigas de Euler-Bernoulli adota as seguintes hipéteses:

a) a viga é longa e fina, o que significa dizer que a razdo entre sua espessura e seu
comprimento tende a zero; garante-se desta forma que tensdes transversais sejam
muito menores do que aquela longitudinal;

b) a viga é carregada em seu plano de simetria, ndo ocorrendo, portanto, tor¢ao;

c) as deformagdes sdo pequenas, o que simplifica a teoria da elasticidade a sua forma
linear; ndo ha consideragio de flambagem, ou de plasticidade, ou de materiais cujo
comportamento é nao linear;

d) o material da viga é isotrdpico;

€) as sec¢les transversais da viga permanecem planas e ortogonais a seu eixo neutro,

apos ela ter se deformado.
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Figura 4.1 - Cinematica da viga de Euler-Bernoulli.

A cinematica da viga de Euler-Bernoulli pode ser visualizada na Fig. 4.1. Destaca-se
que o equacionamento aqui apresentado toma por base os desenvolvimentos apresentados
por Trindade, Benjeddou e Ohayon (2001), Galucio, Del e Ohayon (2004), e Bathe (2007).

A partir da Fig. 4.1, ja que é assumida a hipétese de pequenos deslocamentos, pode-

se verificar que:
u (xy.t)=u(xt)-yo(xt); (4.1)
u, (xy.t)=v(xt), (4.2)

onde u, (x,y,t) eu, (x,y,t) denotam os deslocamentos nas diregdes axial e transversal da
viga, respectivamente, associados a um ponto genérico P(x,y) para o tempo t. Ainda,

u(xt) e 6(xt) representam o deslocamento axial da fibra neutra da viga e a rotagéo de

sua secao transversal com respeito a configuracao ndo deformada do sistema, respectiva-

mente. O parametro v(x,t) , por sua vez, denota o deslocamento transversal da viga; como
a mesma é fina, assume-se que o mesmo nao depende da coordenada y . Além disso, po-

de-se também constatar, devido a hipétese de pequenos deslocamentos, que:
0(x,t)=v'(xt). (4.3)

De acordo com a presente teoria, a Unica deformagao nao nula que se desenvolve na

viga € a longitudinal, no sentido de x, que é dada por:

£y (X, ),t) = a—i[ux (x,y,t)} =&, (xt)-yx(xt), (4.4)
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onde ¢, (x,t) e K‘(X,t) sdo a deformacido de membrana e a curvatura linearizada da viga:
£ (x8) = £u(x1)] = U (x.); (4.5)

K(xt)=2[0(xt)]=0'(xt)=v"(x.t). (4.6)

(Gewr) (&= °-

N6 1,

Figura 4.2 - Elemento finito de viga de Euler-Bernoulli.

Um elemento finito que obedece a teoria de vigas apresentada anteriormente é agora

introduzido. O mesmo ¢ ilustrado na Fig. 4.2 e conta com dois nos, localizados em x =X, =
0 eem x=x,=L, sendo L' o comprimento do elemento de viga. Sd0 admitidos como
graus de liberdade nodais os valores dos campos de deslocamento u(x,t), v(x,t) e 6(x,t)
avaliados para as coordenadas nodais X;, i=1,2. As fun¢des de interpolacdo adotadas
sao polinomiais. Um polindmio cubico é adotado para interpolar v(x,t), ao passo que um

polinbmio de primeira ordem é assumido para interpolar u(x,t) . Além disso:
e/ =[u(x,t) v(x.t) e(x,,t)]T, i=1,2, (4.7)

representa o vetor de graus de liberdades nodais e:

T

e’:[(e{)T (eé)T} :[u(O,t) v(0,t) 6(0,t) u(Lf,t) v(L’,t) H(Lj,t)}T (4.8)

€ o vetor de graus de liberdade elementares. Sabendo que as interpola¢des sdo dadas por:

u(x,t) 1 x 00 0 O
vixt)|=]0 0 1 x x* X @ a A B B A =®a, (4.9)
o(x,t)| |10 0 0 1 2x 3x?
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impondo a condi¢ao de que as variaveis de campo devem assumir os valores das quantida-

des nodais nas respectivas posi¢gdes nodais, ou seja:

- [el D
e —| "1 |= " a, (4.10)
eé q>|x=><2
resulta que:
-1
a= ¢|X:X1 e’. (4.11)
¢|X:X2

Fazendo uso conjunto das Eqs. (4.9) e (4.11), chega-se as seguintes equacgdes de in-

terpolagéo:
u(xt) o -1 S/
v(x,t)|=® X'X1] e/=S'e’ =S |e, (4.12)
0(x.t) - s,

onde:
Si=[1-¢ 0 0 &£ 0 0] (4.13)
si:[o 285 =387 +1 U(£-28+¢) 0 36228 L’(g’s—éz)]; (4.14)
sg{o (622-6¢)/1) 327-4c+1 0 (6£-627)/U 352—2§], (4.15)

com ¢& = x/L , sdo as matrizes das fungdes de forma associadas ao elemento finito.

Como se fara uso das equacgdes de Lagrange (SHABANA, 2005):

d(oT’\ (o7’
— == -| = | =& (4.16)
dt\ oe’ oe’
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para se determinar as equagdes do movimento do elemento finito agora considerado, sédo

determinadas na sequéncia sua energia cinética T’ e os trabalhos virtuais realizados pelas

tensdes que se desenvolvem no material e pelos carregamentos externos aplicados ao ele-

mento, a partir dos quais se pode determinar o vetor de esforgos generalizados Q' .

Para determinar a energia cinética elementar T/, primeiramente se verifica que a ve-

locidade de um ponto genérico P do elemento finito considerado é dada por:

i [Bler) [t pitat) [ st

u, (x,y.t) v(x,t) S!
Como a energia cinética elementar vale:

2

Ti zlj‘ ‘pf(wj)T W dV!,
Vl
onde p’ é a massa especifica do material e V/ é o volume elementar, entdo:
. ST L
T/ z%(el) Me’,

onde M’ é a matriz de inércia elementar. Esta pode ser obtida de acordo com:

o[ (1) 81+ (81)" 81 |+ (81 81 o= PAL gy P g

M = j * .
420 300

X4

[140 0 0 70 0 0
0 156 22U 0 54 -13L

0 220 4L )2 0 13 -3(U )2
=170 0 0 140 0 0
0 54 13/ 0 156 —22U

0 13U —3(Lf')2 0 220 4(L’)2_

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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0 0 0 0 0 0
0 36 3’ 0 -36 3U

~lo 3 4(Lf')2 0 -3U —(l_f')2

M = , (4.22)
0 0 0 0 0 0
0 36 -3/ 0 36 -3
0 3U —(l_f')2 0 -3U 4(Lf)2

sendo A’ a drea e I’ o momento de inércia de segunda ordem de &rea relacionados a se-
¢ao transversal da viga.
Quanto a deformacao que ocorre na diregao longitudinal da viga, se consideradas am-

bas as Egs. (4.4) e (4.12), pode ser reescrita sob a forma:
el (xy.t)=u'(xt)-y 0 (xt)=(S/-yS])e. (4.23)
Como o material € considerado linear-elastico, a Unica tensdo ndo nula é dada por:
ol (xy.t)=E'el, (x.y,t)=E' (S -yS}])e’, (4.24)

onde E’ denota o mddulo de elasticidade longitudinal do material.

O trabalho virtual realizado pelas tensdes entao se escreve:
W) =—[ ol (xy.t)oeh (xy.t)dv’ =(5¢') (-K'e/), (4.25)
onde:

_ EjAj Kf Ej/i Kf

i 4.26
L’ m + (Lf)3 ( )

K =[*E [A’ (s/) sy +1(sy)' s }dx

designa a matriz de rigidez a nivel elementar, com:
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100 100
0 00 0 0O

_|lo o0 000

R/ - ; (4.27)
400 100
0 00 0 0O
0 00 0 0 O
0 0 0 0 0 0 ]
0 12 6 0 -12 6L

~ lo el 4(u‘)2 0 -6l 2(Lf)2

K! = (4.28)
0 0 0 0 0 0
0 12 -6/ 0 12 -6U
0 6l 2(Lf)2 0 -6l 4(Lf')2

Quanto ao trabalho virtual realizado pelos carregamentos externos, designado por

oW/, pode ser expresso de maneira geral sob a forma:
SW, =(se’) Qi (4.29)
onde Q’/ denota o vetor de carregamentos generalizados externos (forgas concentradas,

carregamentos distribuidos, momentos, etc.) aplicados ao elemento finito.

Do trabalho virtual elementar total:

W = sW) + W) =(se’) (Q) -K'e’), (4.30)
constata-se que o vetor de carregamentos generalizados Q’ é dado por:

Q' =Q/ -K'e’. (4.31)

Retomando as equacdes de Lagrange dadas na Eq. (4.16) e as expressdes desenvol-
vidas para a energia cinética elementar e para o vetor de carregamentos generalizados, da-
das respectivamente nas Eqgs. (4.19) e (4.31), pode-se estabelecer a equacao de equilibrio

dindmico a nivel elementar:
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Mé +Ke =Q/. (4.32)

Para obter equacbes a nivel global, pode-se considerar a interconectividade entre
elementos fazendo uso de matrizes booleanas B’ que relacionam o vetor dos graus de li-

berdade globais do modelo, e, aos vetores de graus de liberdade elementares e/, de acor-

do com a relagao:

e/ =Ble. (4.33)

Assim, podem ser computadas as matrizes de inércia e de rigidez expandidas se a Eq.
(4.33) for substituida nas equagdes que proporcionam a energia cinética elementar e o tra-
balho virtual realizado pelas tensées. Somando as parcelas energéticas associadas a cada
um dos elementos da malha considerada para discretizar o continuo, apos utilizagado das
equacbes de Lagrange, chega-se a um sistema global de equagdes de equilibrio dindmico
que descreve o movimento do dominio considerado como um todo. Detalhes acerca do pro-
cedimento descrito podem ser encontrados em livros dedicados ao MEF (RAO, 2005;
BATHE, 2007).

4.1.2 Elemento Finito de Viga Sanduiche com Camada Viscoelastica

A teoria de viga sanduiche a ser apresentada na sequéncia faz uso da teoria de vigas
de Mindlin. Esta ultima, assim como a teoria de vigas de Euler-Bernoulli, opta pela adogao
de hipoteses na resolugado das equacgdes que regem a elasticidade. Sado semelhantes aque-
las apresentadas anteriormente. Assume-se que:

a) a viga é carregada em seu plano de simetria, ndo ocorrendo, portanto, tor¢ao;

b) as deformagdes sao pequenas, o que simplifica a teoria da elasticidade a sua forma
linear; ndo ha consideracao de flambagem, ou de plasticidade, ou de materiais cujo
comportamento é nao linear;

c) o material da viga é isotrépico;

d) as secdes transversais da viga permanecem planas, mas ndo necessariamente or-
togonais a seu eixo, apos ela ter se deformado.

A cinematica da viga sanduiche considerada ¢ ilustrada na Fig. 4.3, notando-se que a
mesma dispde de trés camadas. As duas faces externas (viga base, b; camada restringente,
r) sdo admitidas elasticas e modeladas a partir da teoria de vigas de Euler-Bernoulli. O nu-
cleo, por sua vez, é de material viscoelastico (camada viscoelastica, v), e para o mesmo sao

assumidas as hipéteses da teoria de Mindlin, apresentadas anteriormente.
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Como hipéteses adicionais, assume-se que as trés camadas da viga, b, v e r, sdo per-
feitamente unidas umas as outras, de maneira que nao ha escorregamento entre elas, e que
todas estdo submetidas a estado plano de tenséao.

Salienta-se que a teoria apresentada aqui ja foi considerada em trabalhos publicados
na literatura (TRINDADE, BENJEDDOU, OHAYON, 2001; GALUCIO, DEU, OHAYON, 2004;
ZHANG, ERDMAN, 2001).

Quanto a geometria da viga sanduiche, destaca-se que h,, b, e L, denotam a espes-

sura, a largura e o comprimento da j-€sima camada da mesma, respectivamente, com

i=b,v,r; todas as camadas da viga tém secédo transversal retangular. Ainda, constata-se,

da Fig. 4.3,que y, =0, y, =%(h,+h,) e y, =2(h, +h,)+h,.

y
> Configuracao

deformada

Configuragao
ndo deformada

>
>

Y

Figura 4.3 - Cinematica de deformacgao da viga sanduiche; b - viga base; v - camada
viscoeldstica; r - camada restringente (adaptado de (GALUCIO, DEU, OHAYON, 2004)).

Da Fig. 4.3, verifica-se que para cada camada i da viga sanduiche considerada, com

i =b,v,r, os campos de deslocamento nas diregbes de x e y, u,, (x,y,t) eu, (x, y,t), res-

pectivamente, sdo dados por:

ug (xy.t)=u,(x,t)-(y-y,)0.(xt); (4.34)

u, (x.y.t)=v(xt), (4.35)
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onde u, (x,t) é o deslocamento longitudinal do plano médio da camada i, 6, (x,t) é a rota-

¢ao da secao transversal desta mesma camada, e v(x,t) € o deslocamento transversal da

viga, assumido idéntico para todas as camadas.
Devido as hipoteses da teoria de vigas de Euler-Bernoulli assumidas para as faces

elasticas da viga, sabe-se que:
6, (x,t)=6,(x,t)=v'(xt). (4.36)

Considerando as condi¢des de continuidade de deslocamento longitudinal entre as di-

ferentes camadas da viga sanduiche, escreve-se:

Uy (X 2hyt)=u,, (X 3h,t), u, (Xh, +1h.t)=u, (x.h, +1h,t), (4.37)
de onde:

u, (xt)=3[u, (xt)+u, (x,t)]+1(h —h,)V'(x.t); (4.38)

0, (x.t)==h,"[u, (x.t)—u,(xt) |2k, (h +h,)v'(x.t). (4.39)

As deformacdes que se desenvolvem na i-ésima camada da viga podem ser calcula-
das a partir da teoria da elasticidade. Como pequenos deslocamentos sdo assumidos, tem-

Eoi (X Vo) =Z Uy (X Yt) | =& (X )= (¥ =¥, ) 5 (X:); (4.40)
Vi (X’y’t) :ﬁ[uw’ (X’y’t)] +%[uxi (X’y’t)] = V!(X’t) - Hi (X1t); (4.41)

e (X.t) e k;(x,t) denotam a deformagéo de membrana e a curvatura linearizada associa-

das a /i-ésima camada da viga sanduiche:

Em (X 1) =2 U, (x )] =t/ (x.t); (4.42)
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K (xt)=2[6(xt)]=6/(xt). (4.43)

Pode-se verificar facilmente que 7, (X,y.t)=7,,(XYy.t)=0 quando combinadas as

Egs. (4.36) e (4.41). Desta forma, a hipétese de auséncia de cisalhamento transversal para

a viga base e para a camada restringente da viga sanduiche é verificada.

v(Lt)
e

N6 1, NO 2,

(

Figura 4.4 - Elemento finito de viga sanduiche.

O elemento finito utilizado neste trabalho, ilustrado na Fig. 4.4 e baseado na teoria de
viga sanduiche, conta com dois nds, localizados em x=x,=0 eem x=x, = L/, sendo L’ o
comprimento do elemento de viga. Como graus de liberdade nodais sdo assumidos os valo-

res dos campos de deslocamento u, (x,t), u,(x,t), v(xt) e v'(x,t) avaliados para as co-
ordenadas nodais X;, i =1, 2. Sdo adotadas funcdes polinomiais para interpolar as varia-
veis de campo. Um polinbmio cubico € adotado para interpolar v(x,t), ao passo que um

polinbmio de primeira ordem € assumido para interpolar u, (x,t) e u, (x,t) . O vetor de graus

de liberdade nodais é dado por:

T

e/ =[u, (x,t) u (x,t) v(x,t) v'(x,t)], i=1,2; (4.44)

o vetor de graus de liberdade elementares escreve-se entao:

ef'z[(e{)T (eé)TT:[ub(O,t) u,(0,t) v(0,t) v'(0t)

u, (Lt) u (L) v(Lt) V(L]

(4.45)

As interpolagdes admitidas podem ser expressas como a seguir:
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2 3 [ao a By B v 7 73]T- (4.46)

u(xt)l |11 x 0000 0 0

u(xt)] |0 01 x 00 0 O

vixt)| |0 0 0 0 1 x x* x

V'(xt)] |0 0 0 0 0 1 2x 3x
]

a

Impondo as condi¢cbes de que as varidveis de campo devem assumir os valores das

quantidades nodais nas respectivas posi¢gdes nodais, escreve-se:

- [el] | O
e —| "1 |= ", (4.47)
eé ¢|x=x2
e pode-se estabelecer que:
¢|X*X : i
a= el (4.48)
¢|X:X2
Combinando as Egs. (4.46) e (4.48), resulta:
ub(X’t) | 1 Sub
j
O B RV LA (4.49)
V(X’t) |x:x S£
"(x,t) s/,
onde:
S{,bz[1—§ 000 ¢ 00 O]; (4.50)
sg,:[o 1-&£ 000 &£ O 0]; (4.51)
s;’:[o 0 28°-3&2+1 U(&-262+&) 0 0 387 -28° Lf(gs—gz)}; (4.52)

s;):[o 0 (822-6¢)/U 322-4:+1 0 0 (65-627)/U 352—25] (4.53)
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com & = x/L’ , séo as matrizes das funcdes de forma do elemento finito.

Mais uma vez, como na Subsecao 4.1.1, para obtengao das equagdes do movimento,
far-se-a uso das equagbes de Lagrange, como expressas na Eq. (4.16). Procede-se entdo a
determinacéo da energia cinética elementar T’ e do vetor de carregamentos generalizados
Q’ associados ao elemento finito de viga sanduiche considerado.

Constata-se, primeiramente, que a velocidade associada a um ponto genérico P per-
tencente a i-ésima camada do elemento de viga considerado, com i =b, v ou r, pode ser

calculada como a seguir:

1

o N e el

onde, das Eqs. (4.38), (4.39), (4.36) e (4.49):

i, =1(8l, +Sl)+1(h.—h,)S) : u,(xt)=8]e’; (4.55)
S}, =—h,'(S}, —Sl,)-2h"(h.+h,)S! : 6,(xt)=S)e’; (4.56)
S, =S, =S,=8’ : 6,(xt)=S)e’, 6,(xt)=8)e. (4.57)

Com auxilio da Eq. (4.54), pode-se verificar que a energia cinética associada a j-ésima

camada do elemento finito de viga sanduiche considerado, i = b,v,r , é dada por:
j_ 1 i(wiY vl dvi —1(e/) Miel
T/ =1] ol (Ww]) w/dv/=1(¢/) me/, (4.58)
onde p/ é a massa especifica do material da camada considerada e V/ é o volume associ-

ado a mesma. M/ representa a parcela da matriz de inércia elementar associada & camada

i da viga sanduiche, a qual pode ser expressa como se segue:

M= [ ) [A/' (s1)'si+(sl)'s, |+ (si) Sé,}dx, (4.59)
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sendo A/ aarea e I/ o momento de inércia de segunda ordem de area relacionados a se-

¢ao transversal da i-ésima camada da viga, os quais podem ser computados a partir de:

(A //]:ji";jy”;'#P (v-,) |dydz (4.60)

yi—3h!

A energia cinética elementar total pode ser obtida a partir da soma das parcelas de
energia associadas a cada uma das camadas da viga, computadas como detalhado anteri-

ormente, a partir da Eq. (4.58). Simbolicamente, tem-se:
Ti=Y T = (e )T Me’, (4.61)

i b, iz . N . . . .
onde M’ = Z,- ""M/ é a matriz de inércia associada ao elemento finito considerado.

Para determinar a parcela de Q’ devida as tensdes que se desenvolvem na viga san-

duiche, as deformagdes sdo primeiramente reescritas em termos de € com auxilio das Egs.
(4.40), (4.41) e (4.49):

el (X y.t)=u (xt)=(y-y,)0 (x.t) =[S} - (y - y,) S} |¢’; (4.62)

Vi (6 y,t)=V'(xt) =0, (x.t)=(S/ - S}, )e’. (4.63)

Quanto as tensoes, estas sao dadas por:

Tl (X.Y:1) = Epely (x.y.8) = E} St~ (v~ v,) Sis | /s (4.64)

ohe (X y.) =Ele,, (xy.0) =E/[S} - (v - ,)8) J¢’. (4.65)
para as faces externas da viga, constituidas de materiais lineares elasticos; El{ e E,f deno-
tam os mddulos de elasticidade longitudinais associados aos materiais da viga base e da
camada restringente, respectivamente.

Quanto as tensdes que se desenvolvem no nucleo viscoelastico do elemento finito de

viga sanduiche, estas podem ser computadas levando-se em conta a relagdo constitutiva

apresentada no Capitulo Ill, Secao 3.6, Eq. (3.47). Na ocasido, mostrou-se que as tensbes
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podem ser obtidas de maneira explicita, como disposto na Eq. (3.55), pelo uso de um es-
quema de discretizacio para o operador de diferenciacao fracionaria. Fazendo uso do entéo

apresentado, pode-se estabelecer para o caso em analise:

J
o)~ 100, BB el (.0

Ov

E’
+c! EOOV El AM( V) g, (x,y.,t —kAt)
o (4.66)

_E/' —E/ ) ) .
=(1+c¢°WT°V]EéV[S;’V—(y—yv)S'a’v]e’

ol B L[5~y 584 ] 5 A a8t )

J J

. E E;
z-)]<yv (X’y’t) :{1+C\f wTjGévyxyv (X Y, )

+c! Zjv ! Ak+1(aj)77){yv(x,y,t—kAt)
(4.67)
=[1+C’ MJG/ (Srf _s )e,

a3 /=Sh

+cf'i;°Wva(sU S, )2 A,m( J)e(t - kat).

Ov

Nas Egs. (4.66) e (4.67), EJ,, E/,, a! e 1/, com ¢/ =(¢})" / {(rv)“ (At)* } repre-

sentam os parametros do modelo derivativo fracionario para viscoelasticidade — médulo de
elasticidade longitudinal nao-relaxado, modulo de elasticidade longitudinal relaxado, ordem

de derivagao fracionaria e tempo de relaxagao, respectivamente. Como se percebe da ex-
pressao fornecida para ¢/, a discretizagdo temporal, por intermédio do passo de tempo At

desempenha papel importante nesta etapa de discretizagdo do continuo; claro, isto se deve
ao carater nao local do comportamento de materiais viscoelasticos, bem como ao efeito de

memoria exibido pelos mesmos (tensbes mais recentes dependem dos histéricos de ten-
sdes e de deformagdes passadas). Ainda no tocante a Eq. (4.67): G}, = Eév/[2(1 +vj)] éo
modulo de elasticidade transversal ndo-relaxado do material viscoelastico do nucleo do ele-

mento de viga sanduiche considerado; e € é o vetor de graus de liberdade anelasticos, que

coleciona variaveis internas associadas ao modelo adotado para viscoelasticidade.
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Com o uso das Eqgs. (4.62) a (4.67) torna-se possivel computar os trabalhos virtuais

fornecidos a seguir:

W) ==, b (X.:) b, (x.y.1) AV = (€ ) (-Kie'); (4.68)

oW/ :—I ol (X, y.t) 0, (X, y,t)dV/ - .[ oL, (Xy.t) 6y, (x.y.t)dV)

o (4.69)
:(5ef) { (1+c/EIE—EjK1eI g‘jVKi AM( J)e(t—kat) |;

Ov Oov

Wy ==[,, he (Xy.1)dh, (x.y.t) AV, = (se’)' (-Kle'). (4.70)

Nas equagdes acima, K{ , i =b,v,r, sdo as contribui¢cdes individuais de cada uma das

camadas da viga sanduiche a sua rigidez, dadas por:

(=] E) [A’ (s) s +1(Sh) S;{,}dx; (4.71)

K, = [ | Al(s)) s +1(s)" 87 ax

e 472)
j Gy, kIA](S)-8),) (S -8}, )dx;

(U
Ki=["E!| 4(s) s +1/(8) 83} |ax. (4.73)

Destaca-se que a constante k’/ é utilizada para corregdo da area cisalhada na Eq. (4.72).

Somando as contribuicbes das camadas da viga ao trabalho virtual realizado pelas

tensdes desenvolvidas nos materiais que a compde, resulta:
SW) =3 oW = (se!) [-(K/ K)o ol A (el )&t kAt)} (4.74)

byv,r

onde K/ =Y "'K! ¢ a matriz de rigidez elementar e K/ =c¢/ —E” =
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O trabalho virtual realizado pelos carregamentos externos € mais uma vez expresso

de maneira generalizada como se segue:
SW, =(se’) @i, (4.75)

onde Q! denota o vetor de carregamentos generalizados externos (forgas concentradas,

carregamentos distribuidos, momentos, etc.) aplicados ao elemento finito.
Fazendo uso combinado das Eqs. (4.74) e (4.75), o trabalho virtual elementar total po-

de ser calculado:

SW =W + sW)

_ _ AN e N N 4.76
- (00/)' @l (K +RY)o! -l KT A, (o)L k)|, o

a partir do qual se torna possivel avaliar o vetor de carregamentos generalizados Q' :
Q' =Q)- (K +K])e' -c] %K;‘Zfﬁ A (al)E(t-kat). 4.77)

A partir das equagdes de Lagrange dadas na Eq. (4.16), as equagdes do movimento a
nivel elementar sdo agora estabelecidas. Com o auxilio das Eqgs. (4.61) e (4.77), pode-se

escrever:

W&/ + (K +K)e/ =Q) —c] KIS A (af )&(t - kAt). (4.78)

v Eév v

As equagdes a nivel global podem ser obtidas por meio do procedimento descrito no

final da Subsecao 4.1.1.

4.2 O Método dos Modos Assumidos

De acordo com Meirovitch (1967), o MMA é uma técnica de discretizacdo de sistemas
continuos que esta estreitamente relacionada ao Método de Rayleigh-Ritz. Segundo o autor,
a unica distingdo que pode ser feita entre ambos € que o segundo lida com a discretizagéo

de um problema de autovalor, enquanto que aquele primeiro é aplicavel a problemas de va-
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lor de contorno. Por isso mostra-se corrente a confusao entre qual método de fato esta sen-
do utilizado em determinadas situacoes.

Conforme exposto no livro-texto de Craig e Kurdila (2006), o MMA pauta-se na expan-
sdo de campos de deslocamento de uma estrutura tomando por base um conjunto de fun-
¢bes admissiveis. Por exemplo, o campo de deslocamento axial de uma barra seria expres-

SO COMO Sse segue:

u(xt)=2 v (x)a (1) (4.79)
onde q,, k=1, ..., n, denota as coordenadas generalizadas associadas a discretizagédo
escolhida, e v, , k=1, ..., n, € um conjunto de fungdes de forma, que devem satisfazer os

requisitos associados a fungcdes admissiveis. Entre estes requisitos encontram-se as neces-
sidades de formarem um conjunto de fungdes linearmente independentes e de respeitarem
ao menos as condi¢des de contorno geomeétricas do problema.

Com o aumento da complexidade da geometria e a presencga de condigbes de contor-

no geométricas ndo ideais, a selegdo das fungdes admissiveis v, pode-se tornar dificil e

onerosa. Esta desvantagem é o que tem motivado o crescente uso de técnicas como a do
MEF. Contudo, o MMA pode conduzir a modelos com um numero de graus de liberdade
bastante reduzido, desde que uma seleg¢do adequada das fun¢des de forma seja conduzida.
A técnica merece, assim, destaque, por poder ser diretamente aplicada a projeto de siste-
mas de controle, por exemplo, sem que técnicas de redugdo de modelo sejam utilizadas.
Ainda, cabe ressaltar que o MMA também pode ser encarado como uma técnica de redugao

de modelos, como discutido por Craig e Kurdila (2006).

4.2.1 Modelo de Viga Sanduiche Baseado em Modos Assumidos

Considere-se um modelo de viga sanduiche desenvolvido tomando por base o MMA.
A teoria de viga sanduiche considerada é idéntica aquela apresentada na Subsecao 4.1.2,
na qual um elemento finito fora introduzido.

Sao admitidas as seguintes expansbdes em série para os campos de deslocamento

u, (x.t), u, (x,t) e v(xt):

up (th) = Z;Z[‘;ub (X)]k [qub (t)]k =W, 0, = W,4; (4.80)

u (xt)=> "7, ()] (9. ()], = 9.9, = v, (4.81)
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vixt)=3 (7 (0], [a ()], =80, =w,a; (4.82)

n,, n, € n, sdo os numeros de fungdes admissiveis usadas para representar os campos

de deslocamento considerados. Ainda:

a=[a}, a, q] (4.83)

€ o vetor que coleciona as coordenadas generalizadas adotadas para o problema e:

W, =[®, 0., 0, | (4.84)
lpur = |:01><n,,,, l‘T’ur 01><n,, ]’ (485)
w, =0, 0., @] (4.86)

sdo matrizes expandidas que agrupam as funcbes de forma adotadas para expansdo de
cada um dos campos de deslocamento independentes do problema.
Combinando as Egs. (4.80), (4.81) e (4.82) com aquelas que preveem a cinematica da

viga sanduiche — Egs. (4.36) a (4.39) —, pode-se estabelecer que:

W, =W 0, )+ 20 -h)W, ¢ u,(x0)-w,a (4.87)
l‘pav = _h\;1 (l‘pur - lI"ub) - 2h\;1 (hr + hb)lp\// : Hv (X’t) = lIJqu; (488)
Wy, =W, =W, @ 6, (X’t):lpﬂbq’ 6, (X,t)=l|.lg,q. (4.89)

No que diz respeito as deformacgdes, podem ser expressas como segue:
Eoi (X Y1) =/ (x) = (v~ y,) 6 (%) = (W), = (¥ ¥, )W; ] (4.90)

Vi (6 Yt) =V (x1) =6, (x,t) = (¥, -w,)q (4.91)



81

para i =b,v,r.
Quanto a velocidade de um ponto P arbitrario pertencente a j-ésima camada da viga

sanduiche, pode ser computada a partir de:

i - {Ux,- (x,y,f)} _ [U,- (xt)-(y-y)8 (X,t)} _ {ll’uf -(y ‘yf)"’ef}q_ (4.92)

a, (x,y,t) v(xt) v,
A energia cinética associada a camada i/ da viga sanduiche é dada por:

T,=4[, puu,dv = 1a'Mg, (4.93)

onde p é a massa especifica do material da camada considerada e V; é o volume ocupado

1

pela mesma.

Quanto a parcela da matriz de inércia associada a camada i da viga sanduiche, M.,

1

esta pode ser expressa como segue:
M, = J‘:f Pi |:Ai (tp;iq’ui +yYry, ) +ww, } dx, (4.94)

sendo A a area e I, o momento de inércia de segunda ordem de area relacionados a segao

transversal da j-ésima camada da viga, dados por:

%bi ,Vﬁ%hi 2
(A =10 1 (v-y) |dyaz. (4.95)

Ainda, X, e X,;, denotam as posi¢des de inicio e de término da /-ésima camada da vi-
ga, e b, e h, denotam a largura e a espessura da camada i.

Quanto a energia cinética total da viga, a mesma pode ser calculada pela soma das

contribuicdes individuais de cada camada que compde a mesma, de forma que:

T=""T =3a'Mq, (4.96)

I

b,v, . . SN . A .
onde M = Z/ “"M, é a matriz de inércia associada & viga sanduiche.
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Para se determinar o trabalho virtual realizado pelas tensées, as relacdes constitutivas
para o material de cada camada da mesma devem ser levadas em conta quando na avalia-
¢ao das mesmas a partir daquelas deformagbes apresentadas, sob forma discretizada, nas
Egs. (4.90) e (4.91). Procede-se como na Subsecao 4.1.2: para as faces externas da viga
admite-se comportamento linear elastico; e para o nucleo viscoelastico faz-se uso daquele
modelo derivativo fracionario considerado no Capitulo I, Secao 3.6. Desta forma, pode-se

escrever:

o (X Y1) =y (X, 1:8) = E, [ W, — (¥ — ¥ ) Wio | Q5 (4.97)

O xxv (X’ y’t) = (1 + Cv %jEOV‘C"XXV (X’y!t)
Oov

WE Z“AM( a, )&y, (X.y,t —KkAt)

£ (4.98)
:(1+cv %} Jw - (v-v,)wh Ja
Ov
E _
+Cv EOOV E l:lpuv y yv l‘pav]Zk 1Ak+1 )q(t_kAt)1
Ov
Cor (XY 1) =E & (X Y1) =E (W, —(y-¥,)W, |a; (4.99)

E

Ty (Xo,t) = [1 + CVEWE;

= jGOVJ/xyv (X’y’t)
ov

E p—
+c, va G,, :j; Aci(@,) 7 (X ¥t — KAL)
‘ (4.100)

E -E
=(1+CV°WE—°VJGOV(W’V—%)0|

Oov

E _
+Cv va GOV (l‘p,v _l‘pﬁv) Ak+1( )q(t_kAt)’
0

v

onde q é o vetor de graus de liberdade anelasticos, que coleciona variaveis internas asso-

ciadas ao modelo adotado para viscoelasticidade. As constantes dos materiais sdo definidas
como na Subsecao 4.1.2, mas nao estdo associadas, neste caso, a um elemento finito parti-
cular; representam a propriedade de determinado material ao longo de todo o comprimento

da viga.
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Apresentadas as tensdes nas Eqgs. (4.97) a (4.100), os trabalhos virtuais associados

as mesmas escrevem-se, para cada uma das camadas da viga sanduiche:

SW,, = —jvb G (X, 1,8) 55, (X, y,t) AV, = 59" (-K,q); (4.101)

§st = _J-V O xv (X1y7t)5gxxv (X7y’t)dvv - J-V z-xy\/ (X’ yit)dyxyv (X’y’t)dvv
_ (4.102)
=oq’ {—(1 +c, %] K,q-c, %KVZ:; Acq(a,)a(t—kat) |;

Ov Ov
é‘Wsr = _J‘V axxr (X’ y’t)58xxr (X’ y’t)dvr = §qT (_qu) (4103)

As contribui¢des individuais de cada uma das camadas da viga sanduiche a sua rigi-

dez, K., i =b,v,r, sdo dadas por:

i

K, = .L:D E, (Ab'-lji,zq’:w + 1, W W, ) dx; (4.104)

Kv = J.):‘Z/V EOV (Avlp:/-\r/w:/v + Ivlpgl\;lp;v ) dX + Ixz‘/ GkavAv ("p\'/ - "pﬁv )T (“p(/ - !‘pev )dX’ (4105)

Xiv

K =["E (AW, + vy, )dx. (4.108)

Xir

Somando as contribuicbes das camadas da viga ao trabalho virtual realizado pelas

tensdes desenvolvidas nos materiais que a compde, resulta:

W, =" W, =5q" | -(K+K, )a-c, ?v K, Ay(a,)a(t-kat) |, (4.107)
0

v
byv,r P . . . . ~ E,, -Eq,
onde K = Z/ K, € a matriz de rigidez associada a viga e K, = c, =K, .
Mais uma vez admite-se que Q_ denota, de forma geral, o vetor de carregamentos

generalizados externos aplicados a viga. O trabalho virtual realizado pelo mesmo é dado

por:
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W, =59'Q,, (4.108)

de maneira que, combinado as Egs. (4.107) e (4.108), o trabalho virtual total pode ser calcu-

lado como disposto a seguir:

SW =W, + oW, =5q" [Qe -(K+K,)a-c, ’i} K" A (a,)a(t—kat) . (4.109)
0

v

Da Eq. (4.109) constata-se que o vetor de carregamentos generalizados Q vale:

Q-Q,-(K+K,)a-c, i@v K, D" A (a,)a(t-kat). (4.110)

Oov

Entao, a partir das equacdes de Lagrange (SHABANA, 2005):

T T
g(ﬂj _[ﬂ} _a (4.111)
dt\ oq oq

as equagdes de equilibrio dindmico podem ser estabelecidas:

Mq+ (K+ Rv)q - Qe - CV ixjv KVZZ;AKM (av)a(t _kAt) (41 12)
0

Informacbes relacionadas a selegao das funcbes de forma que foram adotadas para
as expansobes apresentadas nas Egs. (4.80) a (4.82) serdo adiadas até o Capitulo VII, quan-
do da apresentacdo de um exemplo numérico, ja que a escolha das mesmas deve-se pautar

nas condi¢gdes de contorno geométricas do problema.



CAPITULO V

Dinamica de Sistemas Multicorpos Flexiveis

Neste Capitulo, a modelagem de sistemas multicorpos flexiveis é considerada. Uma
sintese das principais abordagens utilizadas para esta finalidade €, num primeiro momento,
realizada. Na sequéncia, enfoque € dado a modelagem baseada no uso de referenciais flu-
tuantes em conjunto com o Método dos Elementos Finitos (MEF) para discretizacao espaci-
al. Também sao abordados procedimentos utilizados para integracdo numérica das equa-
¢bes algébrico-diferenciais que descrevem o movimento de um sistema multicorpos, assim
como aqueles adotados para a realizacido de analise modal.

Destaca-se que apenas a dindmica de sistemas multicorpos flexiveis submetidos a
pequenas deformacdes é considerada. Isto significa que a relagao tensorial deslocamento-
deformacao para um componente flexivel especifico do sistema analisado ¢é linear, e, ainda,

as componentes do tensor das deformacgbes sédo consideradas pequenas.

5.1 Métodos Utilizados para a Modelagem da Dindmica de Sistemas Multicorpos

Flexiveis

De acordo com Wasfy e Noor (2003), quando na consideragédo de problemas de dina-
mica de sistemas multicorpos flexiveis, um referencial inercial serve como um sistema de
referéncia global para os componentes do sistema. Ainda, referenciais intermediarios locais
s&o associados a cada um dos corpos. Tais referenciais geralmente tentam seguir o movi-
mento médio de corpo rigido (rotagao e translagédo) do corpo ao qual estdo vinculados. Des-
ta forma, o movimento da parte considerada com respeito a um determinado referencial lo-
cal é, praticamente, devido apenas a sua flexibilidade. Esta abordagem pode simplificar o
calculo das tensbes que surgem no material com respeito ao sistema de referéncia local,

uma vez que métricas de tensao e de deformacgao as quais ndo sao invariantes a movimen-
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tos de corpo rigido, como o tensor de tensdes de Cauchy e o tensor de deformacgdes infini-
tesimais, podem ser utilizadas.

Dois tipos principais de sistemas intermediarios sdo comumente empregados para a
modelagem dindmica de sistemas multicorpos flexiveis, a saber: sistemas de referéncia flu-
tuantes e sistemas de referéncia corrotacionais (WASFY, NOOR, 2003). Este ultimo tipo de
referéncia é utilizado principalmente quando da discretizagao de corpos flexiveis através do
MEF, caso em que um sistema corrotacional é associado a cada um dos elementos finitos
que, juntos, representam o componente considerado. Neste caso, também, o sistema de
referéncia intermediario segue o movimento de corpo rigido médio apresentado pelo ele-
mento finito ao qual esta associado. Sistemas flutuantes, por sua vez, seguem o movimento
de corpo rigido de toda uma subestrutura participante do sistema multicorpos, e pode ser
utilizado, ainda, em situacées em que nao se faz emprego do MEF para discretizacdo do
continuo.

Outra abordagem possivel envolve a consideragdo de métricas néo lineares para de-
formacgdes finitas, e das correspondentes métricas de tensao, para avaliar as forgas devidas
as tensdes desenvolvidas no material. Nesta situacédo, os movimentos de corpo rigido e de-
vido a flexibilidade do continuo séo tratados, sem que haja distingao entre ambos, direta-
mente no sistema de referéncia inercial global, de forma que ndo se mostra necessaria a
utilizacao de referenciais intermediarios.

A Fig. 5.1, adaptada do trabalho de Wasfy e Noor (2003), ilustra esquematicamente os

referenciais utilizados por cada uma das formulagbes consideradas.



Referenciais
corrotacionais

Referencial
inercial global

Referenciais
flutuantes

Referencial
inercial global

Referencial
inercial global

Figura 5.1 - Referenciais utilizados pelas principais formulagbes consideradas para
modelagem de sistemas multicorpos: a) Referenciais flutuantes; b) Referenciais
corrotacionais; ¢) Referencial inercial global (adaptado de (WASFY, NOOR, 2003)).
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5.2 Modelagem de Sistemas Multicorpos Flexiveis pela Utilizagdo de Referenciais

Flutuantes e do Método dos Elementos Finitos

Nesta Secao, a formulagdo matematica associada a modelagem de sistemas multicor-
pos flexiveis quando do emprego de sistemas de referéncia flutuantes e do MEF é conside-
rada. A mesma esta organizada de modo a apresentar, na sequéncia: a cinematica associa-
da a problemas da natureza considerada; a formulagao de uma expressao para a energia
cinética associada a um corpo constituinte de um sistema analisado; expressdes para os
trabalhos virtuais relacionados as tensdes e aos esforcos externos a um corpo e/ou ao sis-
tema; equagdes de restricao; e, por fim, as equagdes algeébrico-diferenciais que descrevem
o comportamento elastodindmico de um sistema, obtidas pelo uso das equacgdes de Lagran-
ge. Adverte-se que a apresentacgdo é toda baseada na obra de Shabana (2005), e que, ain-

da que seja relativamente longa, alguns detalhes sao omitidos.

5.2.1 Cinemética e Discretizagdo Espacial pelo Uso do Método dos Elementos Finitos

A equacao basica utilizada para descrever a cinematica de um corpo flexivel quando
na utilizacdo de um referencial intermediario flutuante em conjunto com o MEF é analoga
aquela empregada quando na analise de um corpo rigido que se encontra em movimento
tridimensional geral (SHABANA, 2005):

r' =R+ A't/, (5.1)

onde r’ é o vetor posigdo de um ponto arbitrario do elemento j que faz parte da malha que

discretiza o corpo flexivel i, expresso no referencial inercial global OX,X,X,; R" é o vetor
posigdo da origem do referencial flutuante O'X]X, X} associado ao mesmo corpo flexivel
considerado; A’ é a matriz de rotagéo associada ao referencial flutuante O’ X} X} X, que da
informagao sobre sua orientagdo; e U’ é o vetor posicdo de um ponto arbitrario do elemento
j associado ao corpo flexivel i, este expresso no referencial local flutuante O'X; X} X} . Cabe
salientar que:
a) os vetores r’ e U’ s3o dependentes do tempo t e da posigdo do ponto considera-
do no interior do elemento j do corpo i, aqui denotada por x’, esta sendo mensu-

rada com respeito ao referencial local O’ X! X! X! de cada elemento;

b) o vetor R’ é dependente do tempo ¢ ;
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c) a matriz de rotacdo A’ é expressa em funcdo de um vetor de pardmetros de rota-
¢ao @', tais como angulos de Euler, parametros de Euler, parametros de Rodri-
guez, cossenos diretores, etc., sendo o mesmo dependente do tempo ¢ .

Salienta-se que estas dependéncias nao serdo explicitadas em grande parte das
equacdes aqui apresentadas para simplificar a notagao.

Os referenciais utilizados para descricao da cinematica de um elemento finito sao
mostrados na Fig. 5.2. Como ja mencionado, OX,X,X,, O'X/ XX, e O'X!X!X! s&o os
referenciais inercial global, flutuante associado ao corpo flexivel i e do elemento finito j que
compde a malha deste mesmo corpo, respectivamente. Na figura considerada é mostrado

ainda outro referencial intermediario, O' X/ X", X!, , associado a cada elemento finito utilizado

na discretizagao do corpo flexivel considerado. Este referencial tem origem coincidente com

aquela do referencial flutuante associado ao componente i do sistema, e orientagéo fixa com

respeito ao mesmo. Desta forma, ambos os referenciais O'X; X)X, e O'X! X! X!, estao
sujeitos aos mesmos movimentos de translacao e de rotacdo. Ainda, a orientacao inicial do
referencial O' X/ X", X!, & idéntica aquela assumida pelo referencial do elemento O X? X7 X!
para a configuracao indeformada do sistema. Feitas estas consideragdes, o referencial in-
termediario O' X’ X/, X!, esta completamente caracterizado. Comentarios sobre a necessi-
dade de seu emprego na modelagem de sistemas multicorpos flexiveis discretizados pelo
MEF sao tecidos na obra de Shabana (2005).

Para que se obtenha uma expressao apropriada para o vetor posicdo U’ , é considera-

da inicialmente a equagéo de interpolacdo do campo de deslocamentos generalizados w’

no interior de um elemento arbitrério j:

Referencial Referencial
flutuante do elemento
Referencial Referencial
inercial global intermediério
do elemento

Figura 5.2 - Referenciais utilizados para descrigdo da cinematica associada a formulagao

por referenciais flutuantes e elementos finitos (adaptado de (SHABANA, 2005)).
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w! = Siel, (5.2)

onde S’ é a matriz das fungdes de forma, dependente de x’, e e’ é o vetor que contém os

graus de liberdade nodais, dependentes do tempo t. Cabe mencionar que a Eq. (5.2) é vali-
da uma vez que é expressa no referencial do elemento finito O’ X X2 X7
Para desenvolvimentos posteriores, salienta-se que o vetor dos graus de liberdade

nodais e’ pode ser decomposto em uma parcela e! associada aos valores por eles assu-

midos quando o componente encontra-se na situagdo indeformada e em outra parcela e’

relacionada a flexibilidade do corpo analisado e que leva em conta as deformacdes as quais

o elemento é submetido. Matematicamente, isto é expresso segundo:
e’ =el +el. (5.3)

Como se considera que a matriz das fungdes de forma S’ é capaz de descrever mo-

vimentos de translacao de corpo rigido, a Eq. (5.2) pode ser expressa em qualquer referen-

cial que ¢ inicialmente paralelo ao referencial do elemento finito O’ X7 X! X7, particularmente

no referencial intermediario O’ X’ X! X" . Desta forma, é possivel estabelecer que:

w! =Slel (5.4)

onde w/ e e’ sdo os vetores de deslocamentos generalizados e dos graus de liberdade
elementares, respectivamente, ambos expressos no referencial O' X’ X’ X’ . Como este
ultimo referencial tem orientagdo fixa com respeito ao referencial flutuante O'X; X} X}, o

vetor e/ dos graus de liberdade nodais, expressos no referencial intermediario do elemento
finito j associado ao corpo flexivel i, pode ser definido a partir de uma rotagcdo dos graus de
liberdade nodais q’ associados ao mesmo elemento finito e expressos, por sua vez, no re-

ferencial flutuante associado ao componente flexivel, isto é:

e/ =C'q’, (5.9)

onde C’ é uma matriz de transformagéo ortogonal e constante, de dimensdes iguais ao nu-

mero de graus de liberdade elementar. De forma analoga, o vetor posigdo U’ expresso no
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sistema de referéncia flutuante pode ser obtido a partir de uma transformacao do vetor de

deslocamentos generalizados w’ definido com respeito a O’ X” X”, X, , como segue:

u =Ciw’, (5.6)

onde C’ é uma matriz de passagem entre os referenciais mencionados previamente, de
dimensbes 2x2 ou 3x3 para problemas bi e tridimensionais, respectivamente. Substituin-
do a Eq. (5.4) na Eq. (5.6) resulta:

U’ =C'w’ =C’S’e/, (5.7)
e considerando a Eq. (5.5), pode-se escrever:
u’ =C’s’e! =C’S'Clq’. (5.8)

Como informado por Shabana (2005), esta equacao define o vetor posicao de um pon-
to arbitrario de um elemento finito do corpo flexivel considerado com respeito ao sistema de

coordenadas flutuante a ele associado.

Com respeito ao sistema de coordenadas intermediario O'X” X’ X, Shabana (2005)

salienta sua importancia no desenvolvimento da formulagédo n&o linear que envolve sistemas
de referéncia flutuantes e discretizagcdes por elementos finitos para sistemas multicorpos
flexiveis. De acordo com o autor, o uso deste sistema de coordenadas, em conjunto com
elementos finitos que apresentam funcdes de forma capazes de descrever movimentos de
translacao de corpos rigidos, proporciona a modelagem exata da cinematica de corpo rigido
a que os corpos flexiveis do sistema estao sujeitos. Sem o uso deste referencial, a modela-
gem exata desta cinematica ndo pode ser obtida quando elementos de viga e de placa tradi-
cionais sao utilizados na discretizacdo de corpos flexiveis, uma vez que a utilizagdo de
graus de liberdade nodais de rotacéo leva a linearizagdo daquela teoria quando elementos
finitos experimentam grandes rotagoes.

As condi¢cdes de conectividade entre elementos sdo impostas pelo uso da equacéo

seguinte:

q, =Bldq,, (5.9)
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onde B! é uma matriz de transformagdo Booleana e q/, é o vetor que contém todos os

graus de liberdade nodais associados ao componente j do sistema considerado. Da introdu-
¢ao da Eq. (5.9) na Eq. (5.8) resulta:

u’ =C’S'Clq’ =C’S'C'B/q. =N'q.. (5.10)

Nesta equagdo, N’ = C'S’C’B! é uma matriz dependente da posigdo x’ e que pode
ser interpretada como uma matriz de interpolagcao expandida (por interpolar deslocamentos
generalizados a partir do vetor de todos os graus de liberdades nodais associados ao corpo

flexivel i) e expressa no referencial flutuante O’ X; XX} .

Pode-se observar que a Eq. (5.10) contempla modos de corpo rigido para u’ devido a

presenca da matriz das fungdes de forma S’ associada aos elementos finitos considerados.
Entretanto, os modos de corpo rigido de cada componente do sistema ja sdo considerados

no modelo devido a utilizagdo da Eq. (5.1), na qual se mostram presentes uma translagao e

uma rotagéo entre referenciais, associadas ao vetor R’ e a matriz A’, respectivamente.
Parte-se entdo para a eliminagdo dos modos de corpo rigido presentes na Eq. (5.10). Con-

siderando a Eq. (5.3), o vetor q, pode ser decomposto sob a forma:

d, =)+, (5.11)

onde qj e g sdo os vetores que contém as contribuicdes aos graus de liberdades nodais

devidas a configuragdo inicial (ndo deformada) e a flexibilidade, respectivamente. Para eli-
minar modos de corpo rigido devidos as fun¢des de forma associadas aos elementos finitos
utilizados para discretizagdo de um componente do sistema é entéo utilizado um conjunto de
equacodes algébricas que relacionam a parte flexivel dos graus de liberdade nodais. Isto po-
de ser feito através de uma matriz de transformagao linear B/, para que se defina um novo
conjunto de graus de liberdade nodais flexiveis ¢, que sejam independentes entre si. Para

este efeito, escreve-se:
q; =Big;. (5.12)

Fazendo uso das Egs. (5.11) e (5.12), a Eq. (5.10) pode ser reescrita sob a forma:
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u’ =Nq, =N’(q; + @) =N’ (q; +B}q; ). (5.13)

Esta ultima equacgao é adequada para a correta representagao, em conjunto com a Eq.
(5.1), do campo de deslocamentos para os pontos do elemento finito arbitrario j presente na
malha de um corpo flexivel i. Isto se faz verdade ja que nesta ultima o campo de desloca-
mentos n&o apresenta modos de corpo rigido.

Substituindo a Eq. (5.13) na Eq. (5.1), resulta finalmente a seguinte equacao para o

vetor posicédo r’ expresso no referencial inercial global:
r’ =R'+ AW’ =R’ + AN’ (q, +Bi,q; ). (5.14)

5.2.2 Desenvolvimento da Expresséo para a Energia Cinética

Derivando a Eq. (5.14) em relagao ao tempo, o vetor velocidade pode ser obtido:
=R+ AW + AU’ =R + A0’ + AN'B,¢q], (5.15)

onde pontos sobrescritos denotam diferenciagdo com respeito a tempo. Para avaliar A'u’, a
regra da cadeia deve ser empregada, ja que, como colocado anteriormente, A’ é funcéo de

um vetor que contém parametros de rotacdo @', o qual varia com ¢ . Assim:

A't’ :uéf =B'@’, (5.16)
o0’

onde (SHABANA, 2005):

B’ = A

. A by (5.17)
08’ 00, 00 20,

o(Aw) [o(ATW) o(ATW) a(A’G”)],

sendo n, o numero de parametros rotacionais utilizados para descricdo da orientagcdo do

referencial flutuante O'X; X} X, isto &, 8 € R™". Ent&o, da Eq. (5.15) resulta:

P -R' +B'§ + ANBLG =[1 B AfNUB;][(R")T (&) (q;)TT. (5.18)
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A expressao da energia cinética associada a cada elemento finito pode ser entao

construida da seguinte forma:

T =i, 0 () Pav —i(a) W, (519)

onde p’ é a massa especifica do material que ocupa o volume V' do elemento finito e:

T T

a=[R) @) (@] (@) (@] 520

€ o vetor dos graus de liberdade associados ao corpo flexivel considerado, o qual pode ser

.
divido em uma parcela rigida q, = [(R’ )T (9’ )T} e em outra flexivel g,. Além disso:

| B’ AN'B,

m =M(q)=[ o' (B') (B) B! (B') AN'B, |dvi=(Mi) (5.21)

v

(AN'BL) (A'NB}) B! (AN'B,) AN'B,

€ a matriz de inércia associada ao elemento finito, a qual & dependente do vetor g definido
anteriormente. Esta dependéncia resulta uma vez que A’ =A'(8') e B' =B’ (8',q; ).

Para obter expressdes mais simplificadas para a matriz de inércia apresentada anteri-

ormente, faz-se uso das seguintes relacées (SHABANA, 2005):
AU =B'8' = A' (@' xU')=-A' (U x@' ) =-AU'®' = -AU'G'H, (5.22)

onde @' é o vetor velocidade angular associado ao corpo i e definido no referencial local
O'X|X},X,, u’ é uma matriz antissimétrica definida a partir do vetor de deslocamentos u’

da seguinte forma:

0 -ul u
. P - iy e -~ ~n\T
u’ :[u{/ u, ug] < u=lu 0 -ul| W :—(u”) : (5.23)

gl gl
—-u; U, 0
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e G' é a matriz que relaciona o vetor velocidade angular @' definido no referencial flutuante

O'X| X} X} a derivada temporal do vetor de parametros de rotagéo 0':
w =G0 (5.24)
Da Eq. (5.22) verifica-se que:
B/ =-AU'G/, (5.25)
a qual pode ser substituida na Eq. (5.21) para que resulte, apds manipulagdes:

| ~A'U'G A'N'B,
W=[ of|-(G) (@) (a) (&) (@)we (G)wWNB, |dv.  (526)

) (VT (R) (e () (@) 6 (o) (v e

Quanto a energia cinética total associada ao corpo i, a mesma pode ser obtida a partir
da soma das contribuicbes individuais de cada um dos elementos finitos utilizados quando

na discretizacao do corpo flexivel em questio, ou seja:

1

T YT () [T o = (d) W (5.27)

onde n, é o nimero de elementos utilizados na discretizagdo do corpo flexivel i e M’ =

ng o mii i\ < . s . . . .
= Z/=1 M =M (q’) € a matriz de inércia a ele associada, a qual incorpora contribuigdes vin-

culadas tanto as parcelas rigidas quanto aquelas flexiveis de seu movimento.

5.2.3 Trabalho Virtual e Esforgcos Generalizados Associados as Tensées e aos Esforgos
Externos ao Sistema
Outro aspecto que deve ser levado em conta quando da modelagem da dindmica de
sistemas multicorpos flexiveis diz respeito ao trabalho realizado pelas tensées provocadas

no material, que pode ser escrito sob a forma:
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w! = (o') ehdv?, (5.28)

s Vi
onde o/ e € s&o os vetores que contém as componentes dos tensores das tensdes e das
deformacgbes as quais o elemento j do corpo flexivel i esta sujeito.

Considerando uma variagao virtual dos deslocamentos, resulta o trabalho virtual asso-

ciado as tensdes, expresso segundo:
i i T i i
SW) =_jw(of) SeldVi . (5.29)

Faz-se necessario expressar o vetor das deformacées & em termos dos deslocamen-
tos devidos a flexibilidade do continuo u!. Sendo consideradas pequenas deformagdes,

pode-se estabelecer a relagio:
g’ =D'u’, (5.30)
onde D’ é uma matriz que contém operadores diferenciais.

Considerando a Eq. (5.13), o vetor de deslocamentos U’ pode ser escrito como a so-

ma de duas parcelas u) e u! analogamente ao apresentado nas Egs. (5.3) e (5.11):
u’ =ul +ul. (5.31)
Comparando a Eq. (5.13) com a Eq. (5.31), identifica-se:
) =N'q); (5.32)
u/ =N'Bq;. (5.33)

Fazendo uso das Egs. (5.30) e (5.33), o trabalho virtual sW/, dado na Eq. (5.29), pode

ser reescrito como:

Wi =] (") se’dvi = [ (o") DIN'BLdV’sq. (5.34)

Vi
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Assumindo hipéteses de que o material seja linear e isotrdpico, as tensdes podem ser

expressas em termos das deformacdes de acordo com:
o! =E'e, (5.35)

onde E’ é a matriz das constantes elasticas do material do elemento considerado. Introdu-

zindo esta relagdo na Eq. (5.34), chega-se a:

sW) =-[ (o") D'N'B,dV' s,
=—(a)' [, (B5)" (N)' (D') (E') D'N'BdV5q (5.36)

~—(a)' (Kf) o) =—(a')' (K’) o,

onde K/ ¢ a matriz de rigidez associada ao elemento j da malha utilizada para o corpo flexi-

vel i, expressa segundo:
K, = (B,) (N) (D) (E") D'N'BGV, (5.37)

e K’ é dada por:
00 O
K'=(0 0 0| (5.38)
00

A contribuicao de todas as tensdes que se desenvolvem no corpo flexivel i € dada pela

soma das contribuicdes individuais associadas a cada um dos elementos finitos:

ow, =3 ow! =~(a) [ X (k) Joa' =~(a) (k') oa. (5:39
na qual K' = ZL K’ é a matriz de rigidez associada a todo o corpo flexivel i.

Faz-se aqui a observacéo de que, no desenvolvimento anterior, uma lei constitutiva di-

ferente daquela de Hooke, do tipo ¢’ = f(a”,...), poderia ter sido levada em conta. Em Capi-

tulos subsequentes, por exemplo, elementos finitos de viga sanduiche sdo considerados
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para representar tratamento viscoelastico superficial. Para sua implementacéo, pode-se pro-
ceder de maneira analoga, como ja mencionado, considerando-se a lei constitutiva para o
material de cada camada que compde a viga. Esta etapa é similar aquela desenvolvida no
Capitulo IV, Subsecédo 4.1.2, e, por esta razao, nao sera aqui detalhada novamente.

Pode acontecer, ainda, de forgas externas estarem aplicadas ao corpo flexivel consi-
derado. Estas podem ser incluidas na formulagao por meio da consideragao de seu trabalho

virtual. De maneira geral, pode-se escrever o trabalho virtual dos esforgos externos genera-

lizados sW, associados ao corpo i sob a forma:
ow; =(Q.) oq, (5.40)
onde Q. ¢ o vetor dos esforgos externos generalizados.

5.2.4 Equacébes de Restricao

Outro ponto importante a ser levado em conta quando na modelagem da dinamica de
sistemas multicorpos é a presenca de restricoes. Estas podem ser holondmicas ou nao ho-
lonémicas, e podem ser devidas a presenca de vinculos entre um ou mais componentes do
sistema, a especificagdo de movimentos, ou ao contato. Restricdes holondmicas podem ser
expressas sob a forma apresentada na Eq. (5.41), isto €, que podem ser estabelecidas em

fungdo do vetor q' e de t, apenas. Se o tempo n&o aparecer explicitamente neste tipo de

restricdo, recebem o nome especial de restricdes esclerondémicas; caso contrario, sao ditas
reondmicas.

Por outro lado, se, para descrever uma restricdo, for necessaria a utilizacao de deriva-
das temporais de ', como o vetor de velocidades generalizadas ¢, entéo ela é dita ndo
holonémica. Cabe a observacdo de que restricdes ndo holonémicas sao nao integraveis,
uma vez que poderiam ser expressas apenas em termos de g caso o fossem. Para maiores
detalhes a respeito de restricdes e suas classificagdes, recomenda-se consultar as obras de
Meirovitch (1970) e Shabana (2005).

Equacbes algébricas nao lineares que representam restricbes holondmicas podem ser
escritas sob a forma seguinte (SHABANA, 2005):

C(qt)=0, (5.41)
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1\ 2\" w1 : -
onde qz[(q ) (q ) (q ") } € o vetor que contém todas as coordenadas rigidas e

flexiveis adotadas para descrever o movimento de todos os n, corpos que constituem o
sistema analisado. A matriz Jacobiana das restricoes C, pode ser obtida derivando o vetor

de restricbes C com respeito ao vetor de coordenadas generalizadas q, ou seja:

Cq;%;[% E & , (542)
oq [0q, 0q, aq,
onde q= [q1 q, - q, ]T e n é o numero de coordenadas generalizadas utilizadas para

descrigcdo do movimento do sistema por completo. Assume-se, sem perda de generalidade,
que C(qt) =[C1(q,t) C,(at) - C, (q,z‘)}T seja composta por n, (<n) equagdes de

restricdo linearmente independentes. Destaca-se ainda que C, e R™™.

Note-se que a identificacdo de equacbes linearmente dependentes entre si pode ser
feita pelo emprego de fatoragédo LU, por exemplo, da matriz Jacobiana das restricbes, e a
construgcao de um novo vetor de equacgodes algébricas nao lineares capazes de representar
as restricbes e que sejam linearmente independentes entre si pode ser realizada. Cabe sali-

entar que o numero global de graus de liberdade do sistema € dado por n—n, .

5.2.5 Uso das Equacébes de Lagrange para Obtencao das Equagées de Equilibrio
Dinéamico de Sistemas Multicorpos
As equacdes de Lagrange podem ser utilizadas para que se estabelegam as equacgoes
do movimento de cada um dos corpos flexiveis que constituem o sistema multicorpos anali-
sado. De acordo com a mecanica analitica, quando restricdes do tipo considerado na Eq.
(5.41) aplicam-se ao sistema considerado, as equagdes de Lagrange a serem utilizadas pa-

ra cada um dos corpos flexiveis sdo da forma:

it it
dapar ) [T} L eTa=-qQ, (5.43)
dt\ oq' oq' q

onde Cq,. é a matriz Jacobiana das restricdes associada ao corpo flexivel i, AeR"" & um

vetor de multiplicadores de Lagrange utilizados para inclusdo das restricdes na formulagao,

e Q' é o vetor dos esforgos generalizados associados, também, ao corpo i. Para se deter-
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minar este Ultimo vetor, faz-se necessario considerar o trabalho virtual W' realizado por
todos os esforgos que atuam no corpo que nao aqueles devidos a inércia. No caso conside-
rado, SW' é dado por:

W' = sW! + W/, (5.44)

com SW, e oW, dados nas Egs. (5.39) e (5.40), respectivamente. Fazendo uso das mes-

mas, resulta que:
SW' =W, +oW! = () (K') oq +(Q)) 59’ =(Q') 5d, (5.45)
de onde se obtém:
Q' =Kq +Q.. (5.46)

Uma expressdo para a energia cinética T' foi apresentada na Eq. (5.27), a partir da

qual se pode calcular:

FAREIY |

iT iT
) _mg = 2| —my +mq. (5.48)
oq dt\ oq

Substituindo as Eqgs. (5.46) — (5.48) na Eq. (5.43), resulta:
M§ +K'q +C/A=Q, +Q, (5.49)

onde:

i i i O | 1/ i\ apini !
Q =-Mq +{a—qi[§(q) Mq}} (5.50)
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€ o vetor que da as contribuigcbes devidas as forgas de inércia centrifugas e de Coriolis,
quadraticas em relacdo as componentes do vetor de velocidades ¢ . Expressdes mais de-
senvolvidas para esta grandeza vetorial podem ser encontradas no trabalho de Shabana
(2005).

Estabelecidas as equacdes do movimento para cada um dos corpos do sistema, um

sistema global de equacgbes diferenciais da seguinte forma pode ser construido:

MG+Kq+CA=Q, +Q,, (5.51)
onde:
a=[(@)" (@) - ()] 5:52)
M = diag(M',M*,...,M"™ }; (5.53)
K = diag(K',K?,....K™ ); (5.54)
c-{(e) () - ()] (555)
Q, =[(Q1e )o@ - (ar )TT; (5.56)
Q, =[(Ql )o(@) - (e )TT- (5.57)

Para que o sistema de equacgobes diferenciais mostrado na Eq. (5.51) possa ser resol-
vido, devem ser consideradas, simultaneamente, as equacdes de restricdo dadas na Eq.
(5.41). Outra maneira de abordar a questdo é perceber que a Eq. (5.51) apresenta como

incognitas n coordenadas generalizadas contidas no vetor q, além dos n, multiplicadores

de Lagrange contidos no vetor A; entretanto, o sistema apresentado contém apenas n

equagoes, implicando a necessidade de mais n, equagdes para que um problema adequado

a solucao seja obtido, estas se tratando, no caso, das equacodes de restricdo apresentadas

na Eq. (5.41). Obtém-se desta forma um sistema de equacgdes formado tanto por equacgdes
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diferenciais quanto por equagdes algébricas, para o qual comumente se adota a nomencla-

tura de sistema de equagdes algébrico-diferenciais:

{Md+Kq+C;A=Qe+QV (5.58)

C(a.t)=0,

cuja resolugdo mostra-se desafiadora tendo em vista que as equagdes diferenciais sdo nao

lineares devido ao fato que a matriz M depende do vetor de coordenadas q, e a presenca
do vetor Q,. Alem disso, a ordem do sistema completo pode ser elevada e acarretar mau

condicionamento de matrizes. Por estes motivos pode-se tornar mandatério o emprego de

técnicas de redugao de modelos.

5.3 Integracao Numérica das Equacdes Algébrico-Diferenciais do Movimento

Conforme apontado por Fisette e Vaneghem (1996), apesar de formulagbes baseadas
em técnicas que utilizam multiplicadores de Lagrange existirem na literatura ha um periodo
relativamente longo de tempo, foi somente a partir da década de 1980 que as equagdes do
movimento de sistemas restringidos mecanicamente foram tratadas como sendo nao ape-
nas diferenciais, mas algébrico-diferenciais. Estas, por sua vez, ainda de acordo com os
mesmos autores, na area de sistemas multicorpos, sdo comumente solucionadas pela utili-
zacao de métodos de estabilizacdo das restricbes, métodos de particionamento de coorde-
nadas, ou métodos diretos.

A ideia subjacente aos métodos diretos é a tentativa de tratar a totalidade das equa-
¢Oes algébrico-diferenciais de forma direta, pela aplicagéo, por exemplo, de um esquema de
diferenciagao retrograda as variaveis desconhecidas e pela resolugao do sistema de equa-
¢des resultante para cada passo de tempo através de um método baseado no esquema de
Newton-Raphson (FISETTE, VANEGHEM, 1996; BATHE, 2007).

Vale ressaltar as principais vantagens e desvantagens de cada uma das trés classes
de técnicas anteriormente mencionadas (FISETTE, VANEGHEM, 1996):

a) Os métodos que realizam estabilizagcao das restrigdes, sendo baseados em concei-

tos simples e computacionalmente eficientes, carecem de conhecimento que pos-
sibilite a otimizagcao no tocante a escolha dos parametros de estabilizagcdo. Conse-

quentemente, tais técnicas podem ocasionalmente propiciar resultados errdneos
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mesmo quando o sistema apresenta solugdes validas. Um estudo comparativo de
técnicas desta natureza é feito por Blajer (2011);

b) O método geral de particionamento das coordenadas tem a grande vantagem de
permitir a resolug&o rigorosa das restrigdes em termos de posigéo, velocidade e
aceleragcao, mesmo para casos de cadeias cinematicas altamente nao lineares. O
meétodo é teoricamente valido e leva a resultados precisos para uma ampla gama
de aplicagbes. Em termos de limitagdes, deve-se primeiro mencionar uma baixa
eficiéncia computacional associada ao procedimento de reducdo, que envolve ope-
ragcdes matriciais, e também dificuldades quando da resolucao de sistemas nume-
ricamente rigidos, ja que o método ndo é diretamente aplicavel em conjunto com
um integrador implicito;

c) Métodos diretos parecem exibir altissima eficiéncia em termos de velocidade com-
putacional. Seu principal inconveniente é que, apesar do desenvolvimento de teo-
rias matematicas que visam aumentar sua estabilidade e precisdo na presenca de
restricbes impostas por equagdes algébricas, faltam esquemas de integracéo lar-
gamente aplicaveis e robustos para sistemas descritos por equagdes algébrico-
diferenciais.

Estas considerag¢des ajudam no entendimento e na justificativa do trabalho desenvol-
vido por Fisette e Vaneghem (1996), que acopla ao método de particionamento de coorde-
nadas um integrador implicito de Newmark. Ainda de acordo com estes autores, a robustez
do método de integragdo com respeito a solugcédo das restricdbes € presumida como sendo
um critério fundamental para correta resolugdo das equacdes algébrico-diferenciais.

Apesar da simplicidade exibida pelo método de integragcdo de Newmark, e deste exibir
bom desempenho para o caso de equacgbes puramente diferenciais, 0 mesmo torna-se ins-
tavel quando da analise de sistemas ndo lineares, como é o caso de sistemas multicorpos.
Para contornar esta dificuldade, Bathe e Baig (2005) propdem um esquema de integragéo
temporal composto, que é testado frente a métodos tradicionais de integragdo, como aque-
les de Newmark e Wilson-6.

Neste trabalho, para resolugdo numérica das equagdes algeébrico-diferenciais do mo-
vimento, expresso pela Eq. (5.58), faz-se uso da metodologia proposta do Fisette e Vane-
ghem (1996) associada ao integrador numérico composto apresentado por Bathe e Baig
(2005).

Inicialmente, assume-se conhecida a solugéo do problema até o instante de tempo ¢ .
Deseja-se, a partir do conhecido, avaliar a solugdo do modelo matematico para o problema

no instante de tempo t + At. Fazendo uso do algoritmo de integracdo de Bathe e Baig
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(2005), primeiramente é realizada uma estimativa de solugéo para t + yAt, com y €(0,1), a

partir da utilizagdo da regra trapezoidal, a qual estabelece a aproximacgéao:
Q, (t+7At) ~q, (t)+3At[ g, () + G, (t+At) ]; (5.59)
q, (t+7At) = q, (t)+ At g, (1) + (2At) [6 () + &, (t +at)]. (5.60)

Nestas equacdes, q; € um vetor de coordenadas independentes associadas ao pro-
blema. O mesmo é obtido a partir do particionamento do vetor das coordenadas generaliza-

das q em uma parcela independente q; e noutra dependente q,, de forma que q=

;
[(q, )T (q, )T} . Este particionamento pode ser construido tomando por base uma variagéo

virtual das equacgdes algébricas nao lineares de restricdo dadas na Eq. (5.41). Deste proce-

dimento resulta:

5C(q,t)=C,6q9=C, 5q, +C,5q, =0, (5.61)
donde:

5q, =-C,'C, 59, =C,4q,, (5.62)
na qual C, = —C;:qu. Além disso, por diferenciacdo da Eq. (5.41) com respeito ao tempo,

velocidades e aceleragbes dependentes podem ser relacionadas aquelas independentes a

partir das equacgdes seguintes:
q,=C,q, - C;JC,; (5.63)
d, =C,4, +C,lQ,, (5.64)

onde Ct =§C e QC = _Ctt - 2thé| - [%(quﬂq
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(k)

Sendo admitidas conhecidas solugdes aproximadas q ot q

e G para

t+yAt t+ yAt

o instante de tempo f+ yAf, adota-se um esquema de atualizagdo-corregcdo da forma se-

guinte:

Avar|t = var|t v —var|t v var=4a.q.q.A, (5.65)

~ (I . . . . ~
onde a notacéo ( - indica que a grandeza (-) é avaliada para a k-ésima aproximagao
t+yAt

disponivel para o instante de tempo t + yAt. Estabelece-se, entdo, o equilibrio para o instan-

te de tempo t + At avaliado para a (k + 1) -ésima aproximacao, dado por:

(k+1) .. |(k+1) (k+1) _((k+1) Tk 3 (k1) (k+1) (k+1)

teat Mespat trpat Mepat Alpeat et — eltrmt + Qv t+yAt (5'66)
Esta ultima equacao pode ser colocada sob a forma seguinte:

(k+1) _ ppf(k+1) o(k+1) (k+1) _((k+1) T(k+1) 5 ((k+1) (k+1) (k+1)

|t+;/At = Wleiat et trat Messat et et -Q, eltimt Q |t+yAt ' (5.67)

onde R é um residuo. Como ndo é conhecida a (k +1)-ésima aproximagdo para o instante

de tempo f+ yAt, ndo sdo conhecidas as matrizes M, K e C; avaliadas para este instante

de tempo, como ocorre para os vetores Q, e Q, . Desta forma, € util expandir o residuo

(k+1)
t+yAt

R em uma série de Taylor tomando como referéncia a k-ésima solugdo aproximada

disponivel para o mesmo instante de tempo. Assim, resulta que:

(k+1) (k) 002:|(k) . 1(k) [am](k) . (k)
m|t+yAt - m|!+yAt +|: 0q |ty At Aq|t+‘VAt + o [ nt Aq|!+yAt +
7 Pz

(5.68)
2\ _
’ +|:6m:|{+7M q|t+/At [ ]H—}/At |t+yAt Q(A )_0,
onde ©(A?) denota termos de ordem superior com respeito a g, , aql”,, Aq|,
ANJ,") . estes ultimos definidos conforme Eq. (5.65), e
R _m-m (5.69)

aq
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R _s__9Q _Q, (5.70)
q oq g
_  o(Ma d(CTA
R _g_oMg) o o(CA) q, (5.71)
q oq oq oq oq
oR
SR _c. 72
oN @ ©72

Sendo negligenciados os termos de ordem superior, resulta da Eq. (5.68) a aproxima-

(k)
t+yAt

A ~0.  (5.73)

t+yAt

(k)
t+yAt

(k) T
t+yAt q

(k) ~
t+yAt

Aq

(k) .

t+yAt Aq

(k) . (k) 2
Aq|t+7At

t+yAt

(k)
t+yAt

|(k+1)
teat

Fazendo uso do particionamento de coordenadas introduzido anteriormente no para-

Ol Ol
Ol

grafo anterior a Eq. (5.61), resulta que:
ii 6id }(k) |:Aqi Tk)

m|(k+1) N |:m’ :|(k) . |:Ml-i Mid :|(k) |:A'q'l :|(k) . |:
o ‘Czd t+yAt Mdi Mdd t+yAt Aqd t+yAt Aqd t+yAt
7 b F 7 (5 74)
= = k) (k) T ) ’
K. K Aq; C,
..+|: ii rd:| |: q/j| +{ :,:| A)‘iii,A,zo

di dd A, tepat 9 e+t

di dd ¢4yt

Al
Al

t+yAt

(k)

Se o segundo bloco das equacdes anteriores for multiplicado por [C; (C;) 1}
t+yAt

(k) (k)
=[C; (c, )T} =[(C;;qu_ )T} =(-¢3 )ii) e o resultado for subtraido do primeiro bloco

t+yAt t+yAt

de equacoes, procede-se a eliminagao do vetor A)\H)At, de modo a se obter:
n

(k) .. (k) L (k)
T T
(Mii + CdiMdi )t+7At Aqf|,+mt + (Mid + CdiMdd) qd|t+7A,
(k) (k)
- (5.75)

= = \() . (k) = =
T T
- (C,, + Cd,.Cd,.) Aq,|t+yAt + (C,d +CJC,, )WM qd|t+m +-

t+yAt

(k)
t+yAt

™ (Rid " CZIK"U’ )(k) Aqd|(k) z _(m, + c;,'md )if)mt )

(k) |
i+t t+yAt At

t+yAt

-t (Kii + C-drir(di )
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Expandindo as equacgdes das restricdes, Eq. (5.41), em série de Taylor em torno de

(k)
t+yat’

var| var=4,q,q, A, resulta que:

(k+1)

teAt

(k)
t+yAt q

(k) Aq

t+yAt

L +0o(a%)=0. (5.76)

t+yAt

Desprezando os termos de ordem superior, e admitindo que a k-ésima solugéo apro-

ximada para t + At satisfaga |, =0, resulta da equac&o anterior que:

*)
t+yAt = M

(k)
t+yAt q;

1o (5.77)

t+yAt "

Aq,

Derivando a Eq. (5.77) com respeito ao tempo, obtém-se, ainda:

w (5.78)

(k) (k) :
~ Cdf| Aq t+yAt’

t+yAt t+yAt i

Aq,

k) |(k) ..
dlteat = dilte gt i

to (5.79)

t+yAt "

Substituindo as aproximacdes apresentadas nas Egs. (5.77) — (5.79) na Eq. (5.75), re-

sulta:

(k) .. (k)
f|t+yAt

T T
(Mii + CdiMdi + Midcdf + CdiMddCdi )HyAt
(k) . (k)
f|t+;/At

et (éii + C-ld-fédi + (_:idcdi + C;iéddcdi) (5.80)

t+yAt
(k)
t+yAt

(k)
tpAt

et (R,-,- +CiK, +K,C, + C;iRddcdi) Aqi'ti)ym ~ —(GQ, * c;"md)

Fazendo uso das aproximacdes dadas pela regra trapezoidal, Egs. (5.59) e (5.60), po-

de-se verificar que:

. 1(k) k)

Aql,,, = (TrAt)Ad,| (5.81)
(k) 2 .. (k)

Aqyl,, ., = (37A) AG|, .- (5.82)

(k)
t+yAt "

Dai e da Eq. (5.80) resulta a seguinte expressao para Aq,|
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(k)
t+yAt

&), - (R+CIR,) . (5.83)

onde g|§’ifm € uma matriz de iteracido para o primeiro passo de tempo intermediario associa-

do ao algoritmo de integracdo adotado, avaliada a partir da k-ésima solugcéo aproximada

disponivel para t + yAt, dada por:

g, =(m,+CiM, +M,C, +CiM,C, )" +--

t+yAt t+yAt

+(%;/At)(C +clc,+C,Cc, +ClC,C, ) SIS (5.84)

t+yAt

+(%7At) ( +C K, +K,C, +C;Kddcm)

l+;/At
A resolugdo sucessiva do sistema linear apresentado na Eq. (5.83) permite que uma

solugao aproximada que satisfaz critérios de tolerancia pré-estabelecidos seja obtida para o

instante de tempo £+ yAt. A partir desta solugédo e daquela associada ao instante de tempo

t , Bathe e Baig (2005) avaliam a solugao para t + At fazendo uso das aproximacdes:
q,(t+At)~1q,(t+At)- é[qq, (t)+c,q, (t+yAt)]; (5.85)
q; (t +At) ~ -q, (t + At) - [Cq )+ 0,4, (t+At) |- L[ c,a (t)+c,q, (t +At)], (5.86)

obtidas a partir da férmula de diferenciagao retrégrada:

f(t+At)=c, f(t)+c,f(t+yAt)+c,f(t+At), (5.87)

para f=q, e f=gq,, eonde ¢, =(1-7)/(/At), ¢, =-[At(1- )] e ¢, =(2-7)/[ At(1-7)]

Para a situagdo agora considerada, procede-se de maneira semelhante aquela relata-
da anteriormente. Formula-se inicialmente o residuo avaliado para uma solugao aproximada
k +1 ainda desconhecida e relacionada ao instante de tempo t + At, sendo o0 mesmo dado

por:

(k+1) -
t+At

(k+1)
t+At

(k+1)
t+At

(k+1) T |(k+1)
t+At q

(k+1)
Vit+At

(k+t) (k+1)
tiat -Q

elt+At

A (k+1) _ Q

t+At

0. (5.88)

t+At



109

Realizando uma expansado em série de Taylor tomando por base a k-ésima solugao
aproximada para o problema e desprezando termos de ordem superior, resulta a aproxima-

gao:

(k)
t+At

(k)
t+At

(k) ~
t+At

(k) T

(k1) |(k) |(k)
t+At q

(k) . (k) =
t+at T trat t+At |

t+At

AN ~o0, (5.89)

teAt

Aq

t+At

onde C e K sao dadas nas Egs. (5.70) e (5.71), respectivamente, e:

(k+1)
t+At

(k)

(k) .
A Var|t+At =var t+At’

— var| var=4,q,q, A. (5.90)

Pode-se entdo particionar a Eq. (5.89) e proceder a eliminagdo do vetor AA|(k) de

t+at’

forma a se obter:

k) o (k) k) ..o(k)
T T
(Mii + CdiMdi )HN Aq/LM, + (Mid + CdiMdd )HN d|trat t+e
C & O Lk ~ = \(K (k)
T T
o (C” +CaCy )HA, AQ,, , * (Cid +C4Co )HA[ Qofpone T (5.91)
= = \(K) (k) = = \(K) (k) (k)
T T T
-+ (K, + CIK, )HM Aq|, +(Ky + CoK,, )M Aq, |, ~—(R +CIR,). . .

Fazendo uso das Egs. (5.77) — (5.79) quando consideradas para o instante de tempo

t + At , estabelece-se ainda:

(k)
bt T

(k) ..
T T
(Mii + CdiMdi + Midcdi + CdiMddCdi) Aq

trat M

o (5.92)

t+At )

o =~ (®+CR)

oo (6” + C-driédi + (_:idcdi + Cg,éddcd, )(k) Aq

t+At

et (R” +C,K, +K,C, +CIK C, )(k) Aq

t+At

i
(k)

t+at

i

Considerando entdo as Egs. (5.85) e (5.86), verifica-se que:

. (k) (k)
AQ ., = Ad] ., (5.93)

" =g (5.94)

q; |t+At T ¢ qi|t+At'
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(k) .

Substituindo as anteriores na Eq. (5.92) resulta a equacgao de iteracao para Aq,|w :

(k)

t+at’

g

O AG[ ~—(R +CIR,) (5.95)

t+At q;

k - . . ~ . ] .
onde g|§+lt € uma matriz de iteracdo para o segundo passo de tempo intermediario associa-

do ao algoritmo de integracdo adotado, avaliada a partir da k-ésima solugdo aproximada

disponivel para t + At, dada por:

(k) T T (k)
g| = (Mii + CdiMdi + Midcdi + CdiMddCdi) e

t+At t+At

o é(aﬁ +C;C, +C,C, +C;C,C, )(k) e (5.96)

t+At
(k)

et é(Rﬁ +CK, +K,C, +CK,C, )HA, -
A Fig. 5.3 mostra um fluxograma simplificado para o algoritmo descrito anteriormente.
Ainda no que tange ao algoritmo admitido para integragdo numérica das equacgdes al-
gébrico diferenciais do movimento, alguns comentarios s&o, por fim, realizados.

Menciona-se, primeiramente, que a escolha de seu parametro y €, de certa forma, ar-

bitraria, principalmente quando o esquema de integragao considerado é aplicado a obtencgao
de respostas associadas a sistemas nao lineares. Como apontado por Bathe e Baig (2005),
0 método por eles apresentado representa a combinagao de dois algoritmos incondicional-
mente estaveis quando aplicados a sistemas lineares, ambos admitindo convergéncia de
segunda ordem com respeito ao passo de tempo utilizado para discretizagdo temporal. As-
sim sendo, o algoritmo de integracdo composto também apresenta, mesmo para sistemas
nao lineares, convergéncia de segunda ordem, além de ser, em principio, estavel, indepen-

dentemente do valor escolhido para y . Destaca-se que isto ndo significa que neste caso o

integrador seja incondicionalmente estavel como o € para sistemas lineares.
A titulo de exemplo, pode-se mencionar que Bathe e Baig (2005) e Bathe (2007) ado-

tam y = 0,5. Silva e Bezerra (2008) avaliam, por outro lado, pelo estudo de um péndulo rigi-

do, que as parcelas de energia total e de quantidade de movimento angular dissipadas pelo

algoritmo diminuem quando se tem y < 0,5 (o estudo dos referidos autores considera 0,4
<y < 0,6). Para o caso de aplicagdo do algoritmo a obtengédo de respostas associadas a
sistemas lineares, Dharmaraja, Wang e Strang (2010), assim como Bathe e Noh (2012),

mencionam que a escolha y =2 —J/2 é mais interessante por propiciar matrizes de iteracao
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idénticas para ambos os passos de tempo intermediarios, reduzindo o esforco computacio-
nal associado a fatoragdo da mesma (que pode ser neste caso ser realizada uma Unica
vez).

Outro ponto importante esta associado a estabilidade do algoritmo. Devido a maneira
pela qual o mesmo foi concebido, busca-se garantir sua estabilidade quando aplicado a sis-
temas nao lineares (BATHE, BAIG, 2005). Silva e Bezerra (2008) observam estabilidade
mesmo para passos de integracdo relativamente grandes quando da consideracdo de
exemplos numéricos. Uma analise das propriedades de estabilidade e de precisdo do algo-
ritmo podem ser ainda encontradas no trabalho de Bathe e Noh (2012), no qual os autores
apresentam o raio espectral associado ao integrador, por exemplo, mas apenas para quan-
do o mesmo é utilizado para obtencao de respostas de sistemas lineares.

Nesta Dissertagdo, como um sistema nao linear é considerado, ndo necessariamente
se aplicam as analises anteriores. E mais preocupante o fato de o integrador ser aplicado a
resolugdo de sistemas de equacgdes algébrico-diferenciais, e ndo puramente diferenciais.
Isto pode ocasionar perda de estabilidade do algoritmo, tendo em vista o0 método empregado
para reducao do sistema de equagdes algébrico-diferenciais a um sistema equivalente de
sistemas de equacgdes puramente diferenciais. De qualquer forma, ainda que considerados
os comentarios anteriores, o algoritmo desenvolvido e apresentado é neste texto utilizado

sem rigorosa avaliacdo de sua estabilidade, com a utilizagdo de valores arbitrarios para y

quando na consideragao de exemplos numéricos. A motivagao para tal escolha é a relatada

boa estabilidade do algoritmo de integragédo composto considerado.
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Inicializagao:
« Construgéo das matrizes do sistema ( M(q),K... );
» Especificagé@o de carregamentos e restrigdes ( C(q,1),Q,,... );
* Escolha da discretizagao temporal ( {,,t.,At );
* Escolha do valor de y (parametro do integrador);
* Escolha de um valor de tolerancia €, para verificagdo de convergéncia;
* Especificagéo das condigdes iniciais (q°,§° ; 93,4 calculados a partir das restricdes);

+ Calculo das aceleragdes iniciais ( d’,d5 ).
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Figura 5.3 - Fluxograma do algoritmo de integracéo utilizado para resolugéo do sistema de
equacoes algébrico-diferenciais que descrevem a dindmica de um sistema multicorpos

flexiveis.
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5.4 Analise Modal de Sistemas Multicorpos

A analise modal de sistemas multicorpos foi objeto de estudo recente nos trabalhos de
Escalona e Chamorro (2008), que aborda ainda a questao de estabilidade, e de Masarati
(2009), que trata da analise modal de sistemas mecanicos sujeitos a restricoes.

De acordo com Escalona e Chamorro (2008), um primeiro passo na analise modal de

sistemas multicorpos consiste na avaliagao das posi¢des de equilibrio q,, do sistema, obti-

das a partir da imposicédo de que as velocidades e aceleragcbes do mesmo sdo nulas, isto é,

q., = 9., =0. Matematicamente, a partir da Eq. (5.58), tem-se:

M(qeq ) qeq- + quq + c:)‘eq Qe (qeq-’ qeq-) + Qv (qeq’qeq-)
C(qyq.t)=0

=

(5.97)
i, +CTA - Q, (0,,0) £, (0.0

C(q,,.t)=0

A Eq. (5.97) representa um sistema de n+n_ equagdes algébricas n&o lineares nas

incognitas q,, € R™ e A, € R™ . Pela resolucdo de tal sistema, as configuracdes de equi-

librio do sistema multicorpos flexiveis podem ser determinadas, a partir das quais a analise
modal pode se proceder. Para tanto, realiza-se uma expansao em série de Taylor da Eq.

(5.58) no entorno de cada uma das configuragées de equilibrio, g, . Primeiramente, verifica-

se que o sistema de equacdes algébrico-diferenciais em questdo é equivalente a:

{Md+Kq+C;A=Qe+QV

C(q,t)=0,
(a) (5.98)

= maum.:|: :07

m(q,q,d,t)}:{M(q)q+Kq+CTA Q,(a.91)-Q,(q.9)
C(at) C(at)

onde R, € um residuo aumentado. Entdo:

maum. (q’ q’q’t) =
R, +[ %], adl,, +[ %] ad, +[%] Ad, +[£], AN, +O(a%) ) (5:99)

Cl. +C, " Aq, + o(A?%)

eq.
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onde Ad|eq_ =q-4,, =4, Aq|eq‘ =q-9,, =4, AQLq =q-q, € A)\|eq_ =A-A,, . As expres-

sbes para &, &, ¢ e ¢ séo dadas nas Egs. (5.69) — (5.72). Como C|eq. = C(qeq.,t) =0e

R, = m(qeq',qeq_,deq.,t) =0, resulta da Eq. (5.99), desprezando termos de ordem superior,

eq.

o sistema:

M|eq. q + é‘eq. q + R‘eQ, (q N qeq.) + C:‘eq. (A B Aeq.) — o, (51 00)
C eq. (q - qeq.)

q

que pode ser escrito sob a forma:

I 0 0] |q o I 0 q-9d, | |0
0 MO |g|-|-K -C -C q |=/0], (5.101)
0 0 0 [A| |[-C, 0 0 | |[A-A_| |O

€q. eq.

T

onde se fez uso da identidade q—q=0. Se y =[(q—qeq, )T ,dT,(A A, )T} , pode-se escre-

ver:

Ay -By =0; (5.102)
1 00
A=l0 M 0| ; (5.103)
0 00
eq.
o I o0
B=| -K -C —C;| . (5.104)
-C. 0 0

q eq.

Admitindo que y=Ye®, com Y sendo um vetor constante, resulta da Eq. (5.102) o

problema de autovalor generalizado:

(B—sA)Y =0, (5.105)
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onde s, e Y, i=1, .., 2n+n_, sdo os autovalores e os autovetores do sistema, respecti-

vamente.

Como apontado por Escalona e Chamorro (2008) e Masarati (2009), deste problema
resultam 2n+ n_ autovalores, e seus respectivos autovetores. Destes, n, assumem o valor
de zoo, por estarem vinculados a multiplicadores de Lagrange aos quais uma massa nula
esta associada; estes ndo sido associados, desta forma, ao comportamento dindmico do
sistema nas vizinhancas das posi¢coes de equilibrio do mesmo, e seus autovetores possuem
apenas uma componente nao nula na posicdo do autovalor ao qual estdo associados. Ou-

tros 2n, autovalores estdo vinculados a variaveis dependentes devidas as restrigbes do pro-

blema, e também assumem valores de +oo; mais uma vez, ndo sdo associados a dindmica

do problema. Finalmente, um terceiro conjunto de 2(n —nc) autovalores encontra-se asso-

ciado aos graus de liberdade (coordenadas independentes) do sistema fisico e é aquele que

determina a dindmica do sistema nas vizinhangas de suas posi¢cdes de equilibrio.
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