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FERREIRA, W. R. B. Planejamento de Trajetérias Robodticas Utilizando B-
splines. 2011. 122 f. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia,
Uberlandia.

RESUMO

Planejamento de trajetérias robdticas consiste em especificar o caminho que o elemento
terminal do robo6 deve passar para realizar uma determinada tarefa. O planejamento de
trajetdrias pode ser realizado no dominio da tarefa ou no dominio das articulagdes. Seja qual
for o dominio que as trajetdrias sdo planejadas, elas devem ser definidas por uma funcao de
ajuste de curva, tais como aproximacao ou interpolacdo dos pontos que as definem. Muitos
estudos de ajuste de curva t€m sido realizados, procurando obter curvas suaves, de forma que
a curva de referéncia promova o movimento do robd o mais suave possivel. A utilizacdo de
curvas suaves em trajetorias robdticas evita vibragdes do robo ao longo da trajetoria, desgaste
dos atuadores e erro de “tracking”. Para que uma trajetoria seja suave ela deve possuir, pelo
menos, continuidade de posi¢do, velocidade e aceleragdao. Curvas como polinomiais, Hermite
por partes e splines sdo utilizadas freqiientemente em trajetorias de sistemas multi-eixos. Para
trajetorias multipontos a spline € a curva comumente utilizada, porém se um ponto desta curva
for alterado o perfil de toda a curva se altera. Para evitar este tipo de problema, alguns autores
utilizam B-spline, pois ela possui controle local, isto €, com a mudanga de um ponto de
controle, a curva se altera somente em uma determinada regido em funcio de seu grau de
continuidade. Além de controle local, este tipo de curva possui comportamento previsivel
porque ela sempre estard contida dentro do poligono formado pelos seus pontos de controle.
Esta caracteristica da curva é denominada propriedade do fecho convexo. Nesta dissertagdo, é
realizado o estudo de curvas utilizadas em planejamento de trajetérias robdticas com maior
énfase em B-spline e NURBS devido sua grande flexibilidade. Assim, a partir das curvas
estudadas foi realizada uma andlise do tipo de curva utilizada pelo robd industrial Motoman

HP6. Com o modelo cinemético do robd Motoman HP6 foi proposto o planejamento de



il

trajetorias utilizando B-spline, pois devido a propriedade do fecho convexo, simulagdes

mostram que a trajetéria no dominio das articulagdes possui comportamento previsivel.

Palavras — chave: Planejamento de trajetérias. Robd Industrial. Ajuste de curvas. B-

splines.
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FERREIRA, W. R. B. Robotics Trajectory Planning Using B-spline 2011. 122 f.
Master Thesis, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia.

ABSTRACT

Robot trajectory planning is the specification of the path the terminal element of the robot
should move to accomplish a certain task. The trajectory planning can be done in the task
domain or in the joints domain. For any domains that the trajectories are planned, it should be
defined by a curve fitting function, such as approximation or interpolation of the points that
define them. Many studies of curve fitting have been accomplish, in order to obtain smoother
curves, so that the reference curve promoting the movement of the robot as smoothest as
possible. The use of smooth curves in robotic avoid vibration of the robot along the path, wear
of actuators and tracking error. For a trajectory be smooth, it must have at least position,
velocity and acceleration continuity. Curves like polynomial, piecewise Hermite and splines
are often used in trajectories of multi-axes machines. For the trajectories multipoint spline
curve is commonly used, but if a point of this curve is changed, the entire profile of the curve
is changed. To avoid this problem, some authors have been used B-spline, because it has local
control, i.e., with the change of a control point, the curve changes only in a given region
according to their continuity degree. Moreover, this type of curve has predictable behavior
because it will always be contained within the polygon formed by its control points. This
characteristic curve is called the convex hull property. In this master thesis is done the study
of curves for robotic trajectory planning with concerning with B-spline and NURBS due to its
great flexibility. Thus, from the curves study, was analyzed the type of curve used by
industrial robot Motoman HP6. With the kinematic model of the robot Motoman HP6, it was
proposed a trajectory planning using B-spline, since due to the convex hull property,

simulations show that the trajectory in the joints domain has predictable behavior.

Keywords: Trajectory Planning. Industrial Robo. Curve fitting. B-splines.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Ao longo da histéria o homem vem aprimorando suas técnicas e habilidades para
executar tarefas com maior rapidez e melhor qualidade. Essa evolu¢do pode ser notada desde
os periodos Pré-Histéricos como a Idade da Pedra, onde os utensilios agricolas e armas eram
feitos de pedra, até a evolucdo para a Idade dos Metais, em que o ser humano comecava a
dominar a técnica de fundi¢do, na qual foi possivel construir ferramentas mais eficientes e
resistentes.

Neste processo evolutivo a tecnologia passou por vdarias transformacdes e foram
desenvolvidas maquinas que permitiram o aumento da produtividade, podendo ser citadas a
maquina a vapor € a maquina de tear apds a Revolucdo Industrial do século XVIII. Com isso
o mercado tornou-se mais competitivo e a exigéncia de produtos de qualidade produzidos em
um curto periodo de tempo levou a processos de automacdo cada vez mais sofisticados
incluindo computadores, sensores e atuadores de alta velocidade.

No épice da automacao industrial surgiu o robd que, diferentemente das outras maquinas
automdticas, pode ser reprogramado para executar diversas tarefas sem alterar a planta da
empresa. Um robd € um sistema que pode ser pneumadtico, hidrdulico ou eletromecénico
projetado a fim de executar tarefas com maior rapidez e precisd@o que os seres humanos. Eles
podem substituir o trabalho humano em ambientes perigosos e em tarefas repetitivas e
cansativas como corte de chapas, pintura, solda, colagem e manipulacdo de objetos.

Para cada tarefa que o robo deve realizar, a trajetéria do seu elemento terminal precisa ser

definida em sua programacdo. Esta trajetéria pode ser descrita em termos das coordenadas



articulares (espago das articulagdes) ou em fun¢do das coordenadas que definem o trajeto do
elemento terminal no espago Cartesiano (espago da tarefa). O planejamento de tarefas no
espaco das articulagdes € aplicado em ambientes de trabalho onde ndo existem obsticulos e €
desejdvel que o movimento ocorra o mais rapido possivel. J4 o planejamento no espago da
tarefa é muito utilizado em operacdes onde o trajeto especificado deve ser seguido
corretamente.

Diversos autores (FANG et al.,, 1998) e (MACFARLANE, 2001) afirmam que as
trajetdrias definidas no espaco das articulagdes ndo mantém a orientagdo do elemento terminal
do robd. Com isso, para operagdes em que € necessario uma orientacdo constante, como
transporte de fluidos, a trajetéria deve ser definida no espago da tarefa. Isso se deve a relagao
matemadtica que descreve o comportamento do elemento terminal em funcdo da
movimentacao das articulagdes/atuadores.

Em geral, para que uma trajetéria seja seguida, o operador deve posicionar o elemento
terminal do robd nos pontos que a definem, onde cada ponto € armazenado na memoria do
controlador. A partir dos pontos armazenados, existem duas formas de gerar a trajetoria: uma
€ a trajetdria planejada no dominio da tarefa, a qual utiliza uma metodologia de ajuste de
curva para determinar a trajetéria do robd no espaco Cartesiano. A outra é no espago das
articulagdes, que realiza o ajuste de curva nas coordenadas articulares do robo.

O ajuste de curva pode ser por aproximagao ou interpolacdo. Seja qual for a forma de
ajuste de curva utilizada, é sempre desejavel que as trajetorias robdticas sejam as mais suaves
possiveis, isto é, deve ter continuidade de posi¢cdo, velocidade e aceleragdo. Muitos autores
consideram também a continuidade do jerk (derivada da aceleracdo) para garantir uma
trajetéria ainda mais suave.

As trajetérias de um robd podem ser definidas ponto a ponto ou de forma continua. Em
trajetérias do tipo ponto a ponto, a cada dois pontos define-se uma curva de interpolagdo.
Neste procedimento, para cada ponto, o robd parte do repouso e para no préoximo ponto. Em
trajetérias continuas, todos os pontos ‘ensinados’ ao robo sao utilizados para definir uma
curva a ser seguida.

Para gerar trajetérias continuas pode-se utilizar uma polinomial dnica porém, esse
procedimento ndo é recomendado para trajetérias com muitos pontos, visto que polinomiais
de alta ordem possuem comportamento indesejado devido a problemas numéricos como

instabilidade e erros de truncamento.



O procedimento mais adequado para evitar polinomiais de alta ordem em planejamento
de trajetdrias robdticas é empregar polinomiais por partes. Em planejamento de trajetérias
robdticas a spline cuibica, que consiste em uma polinomial por partes, € muito utilizada porque
possui continuidade de posi¢do, velocidade e aceleragdao. Porém, no primeiro e ultimo ponto
da trajetdria a spline cibica ndo possui continuidade de aceleracdo que, como conseqiiéncia,
essa trajetéria ndo possui uma partida e chegada suaves.

Para evitar o problema da descontinuidade da aceleragdo da spline cubica, os segmentos
extremos podem ser modificados por um polindmio do quinto grau. Assim, a curva resultante
terd continuidade de posi¢ao, velocidade e aceleracao em todo o trajeto.

Outra alternativa para obter curvas suaves € a utilizacdo de B-spline. Em uma B-spline
pode-se definir o grau de continuidade para cada trajetéria. Diferentemente da spline cubica,
com a B-spline cubica € possivel definir uma curva com continuidade nos extremos de
posicdo, velocidade e aceleracdo. Além disso, a B-spline possui a propriedade de controle
local, isso é, com a alteracdo de um ponto de controle, a curva mudard somente na regido
préxima ao ponto alterado.

Curva B-spline € um caso particular de curva NURBS (Non Uniform Rational B-spline).
A NURBS € um ajustador de aproximagdo que possui grande flexibilidade, podendo ser
alterada localmente com a mudanga de um ponto de controle, ou do peso associado a cada
ponto de controle, ou do vetor de nds, que s@o utilizados para calcular as fungdes de base. Se
todos os pesos da NURBS forem iguais, a curva resultante € uma B-spline.

Diversos trabalhos tratam da aplicagdo das splines, sobretudo a spline cubica, no
planejamento de trajetdrias robéticas. Sua grande vantagem consiste na relativa facilidade de
resolucdo matemadtica, facilitando inclusive sua aplicacdo em controladores industriais. No
entanto, caso um ponto do trajeto seja alterado, todo o sistema matemético deve ser resolvido
novamente alterando todo o perfil da curva.

Nesta dissertacdo € apresentado um estudo da aplicacdo das curvas B-splines no
planejamento de trajetdrias robdticas, visto sua grande vantagem no controle local da curva. O
estudo consiste no planejamento no espaco das articulagdes e da tarefa, tanto em termos da
posicdo como de orientagdo do elemento terminal.

Além do estudo tedrico, sdo realizadas simulagdes aplicadas a um robd industrial de seis
graus de liberdade.

Com a previsao da aplicacdo futura do planejamento de trajetdrias utilizando B-spline no

citado robd industrial, foi realizado um estudo tedrico-experimental de modo a verificar que
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tipo de planejamento que seu controlador realiza no modo denominado pelo fabricante de
“spline quadrética”.

Para que os objetivos deste trabalho sejam atingidos, no Capitulo II € apresentada uma
revisdo sobre o planejamento de trajetdrias robdticas; no Capitulo III € feito um estudo das
metodologias de ajuste de curva, com a €nfase a B-spline e NURBS, visando sua aplicagdo;
no Capitulo IV simulacdes e experimentos sdo realizados para permitir determinar o tipo de
curva utilizada nas trajetérias do rob6 Motoman HP6 disponivel no Laboratério de
Automacdo e Robética; no Capitulo V sao realizadas simulacdes de trajetérias aplicando B-
spline no robé6 Motoman HP6; finalmente, no Capitulo VI, as conclusdes e consideragdes para

trabalhos futuros.



CAPITULO 11

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. Introducao

Trajetoria € o percurso que um movel descreve no tempo, ou seja, é a relagdo trajeto-
tempo. Na robdtica, € comum especificar a trajetéria que o elemento terminal do rob6 deve
descrever, que é conhecido como planejamento de trajetdria robdtica.

Para qualquer tarefa executada automaticamente € necessario planejar o movimento dos
dispositivos do sistema. Isso € evidente tanto nas mdquinas mais simples, como nas
complexas. Por exemplo, nas mdquinas de cortar papel ou tecido as quais devem ter um
sincronismo entre a esteira € as laminas. Caso contrario, os pedagos cortados ndo terdo o
padrao exigido. Nas mdquinas multieixos a necessidade do planejamento de seus movimentos
¢ evidente em funcdo de seus varios eixos programaveis.

Se a trajetéria de um rob6 ndo for planejada corretamente, héd o risco dele nao realizar a
tarefa da forma desejada. Além disso, existe a possibilidade de uma colis@o entre o rob6 e seu
ambiente de trabalho.

Neste capitulo é apresentada uma revisao geral do estudo de trajetdrias, desde seu inicio

com o uso de cames, a trajetorias complexas de miquinas multi-eixos.



2.2. Trajetérias realizadas por came-seguidor

Mecanismos com utilizacdo de cames tém uma longa histéria. Embora alguns autores
remontam sua origem no Paleolitico, certamente Leonardo da Vinci pode ser considerado
como um dos pioneiros em projetos ‘modernos’ de cames (ROTHBART, 2004). Leonardo da
Vinci deixou documentado alguns de seu projetos, sendo um deles o martelo automético, ou
cam hammer, mostrado na Fig. 2.1. No projeto do martelo automético, conforme a manivela
gira, o martelo descreve um trajeto ascendente definido por um setor circular, até que em uma
determinada posicao o martelo retorna em queda livre para sua posicao de equilibrio. Este

mecanismo simula o movimento da martelada produzido pelo braco humano.

Figura 2.1: Cam Hammer.

http://dlxs2.library.cornell.edu/cgi/t/text/pagevieweridx ?c=kmoddl;cc=kmoddl;ren=full %20te
xt:;idno=kmod020;didno=kmod020;view=image;seq=22:node=kmod020%3 A2;page=root;size
=s:frm=frameset

Em muitas méquinas automaticas a trajetéria € definida pelo conjunto came-seguidor. O
came ¢ um elemento de mdquina que determina o movimento do seguidor, assim o came deve
ser projetado de acordo com a trajetéria necessaria para que o seguidor realize a tarefa. Na

Figura 2.2 é mostrado o perfil de um came em fun¢do do movimento do seguidor.
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Figura 2.2: Trajetéria do seguidor em fungdo da posicdo angular da came; b) Conjunto came
seguidor, (SCARAMBONI, 2003).

Além de trajetorias unidimensionais um sistema pode trabalhar com mais de um conjunto

came-seguidor para realizar movimento em um plano, este € o caso do Double cam, mostrado

na Fig. 2.3.
Came
.) Rolete
[e ° °
Vg
Rolete

Figura 2.3: Came duplo para movimento no plano, adapatado de (ROTHBART, 2004).

Nas trajetdrias utilizando came, se um novo movimento for necessario, um novo came
deve ser projetado e confeccionado (WOELFEL, 1999). Isso faz com que as trajetdrias com

came sejam realizadas em sistemas dedicados sem muita flexibilidade.

O came mecanico é um dispositivo essencial em mdaquinas automadticas, sendo um
elemento de miquina que vem sendo utilizado por muitos anos e, mesmo com o surgimento

de novas tecnologias como o came eletronico, em algumas aplicacbes o came mecanico
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continua sendo mais vantajoso, principalmente pelo seu baixo custo e baixa manuten¢do

quando comparados com os sistemas eletromecanicos.

2.3. Cames eletronicos

Um dos problemas fundamentais dos sistemas de came mecanico € que uma vez
costruido o came, caso deseja-se modificar o perfil do movimento do seguidor, um novo came
deve ser criado. A flexibilidade pode ser obtida com o “came eletronico”.

Came eletronico é um equipamento composto por controlador, driver, memoéria e
servomotor para simular a fun¢do do came mecénico. Este sistema possui a caracteristica de
flexibilidade de movimentos, alta repetibilidade e pequeno erro de segmento do sinal de
controle (traking). Mas, para cumprir precisamente a exigéncia do ajuste de curva, o came
eletronico precisa de muitos parametros, tornando complexo o processamento para obter uma
trajetéria (JIAZHONG; LEI; MING, 2009).

Cada componente do sistema de came eletronico possui uma fun¢ao para simular o came
mecanico. A memoria armazena os dados referentes ao deslocamento (sinal de referéncia), o
controlador comanda o movimento do servomotor com o objetivo de seguir o sinal de
referéncia e o driver amplifica o sinal do controlador para a alimentagdo do servo. Dessa
forma, o planejamento da trajetéria de um came eletronico € menos complicado que o came
mecanico, pois ele € realizado por programacdo, além de ser possivel planejar diferentes
trajetérias para um unico came, pois O sistema seguird a trajetéria que estd armazenada na

memoria (WOELFEL, 1999) e JIAZHONG; LEI; MING, 2009).

2.4. Planejamento de trajetoria realizada por sistemas multi-eixos

Embora no caso de uma maquina composta por varios motores, cada um possa ser
programado e controlado de forma independente (controle no espaco da articulagido), muitas
aplicacdes exigem uma coordenagao entre os diferentes eixos de movimento com a finalidade
de obter uma trajetdria no espacgo da tarefa da méaquina. Este € o caso de maquinas ferramenta

usadas para cortar, perfurar ou polir uma determinada peca, ou de robds que devem executar



tarefas tais como solda, manipulacio de objetos, colagem, etc (BIAGIOTTI; MELCHIORRI,
2008).

Nestes equipamentos, cada eixo € controlado utilizando func¢des que definem sua
movimentacdo, ou seja, o trajeto que cada atuador deve descrever, seja de rotacdo ou de
translacdo, deve ser definido em funcdo do tempo de movimentacdo e respeitando as
restricdes cinematicas e dinamicas de todo o sistema.

A trajetoria planejada € convertida e enviada ao controlador que a “traduz” em um sinal
que deve ser seguido pelo atuadador. Este sistema € usualmente denominado servomecanismo
que, na realidade, consiste em um tipo de came eletronico mais “inteligente”.

Dessa forma, o planejamento de trajetéria consiste nao s6 em planejar a movimentagao da
ferramenta que vai executar a tarefa, mas também o planejamento da movimentacdo de cada
eixo/atuador da maquina.

Atualmente, o sistema multi-eixo mais flexivel, e que pode ser aplicado em diversas
atividades do cotidiano ou industrial é, sem duvida, o robd.

2.4.1. Robés industriais

De acordo com a ISO (International Organization for Standardization), robd industrial é
um mecanismo automaético, servo-controlado, reprogramdvel, multifuncional, programdavel em
trés ou mais eixos, podendo ser fixo ou mével para utilizacdo em operacdes de automagao
industrial (CECCARELLLI, 2004).

Em 1961, George Devol conseguiu a patente de uma mdaquina reprogramdvel de
aplicacdo geral denominada de “Programmed Article Transfer”. Diferentemente das
madquinas da época, que tinham seus movimentos definidos por cames mecanicos, a maquina
proposta por Devol, mostrada na Fig. 2.4, podia ser servo-controlada por dispositivos
hidriulicos ou elétricos. Isso garantiu que ela fosse rapidamente adaptada para uma grande
diversidade de aplicacdes (DEVOL, 1961). Assim, pode-se dizer que somente a partir de 1961
comegaram a surgir os primeiros robds industriais que se enquadrassem na definicdo atual da

ISO.



Figura 2.4: Primeiro rob6 Unimate instalado na planta industrial da General Motors,

<http://spectrum.ieee.org/automaton/robotics/industrial-robots/george-devol-a-life-devoted-

to-invention-and-robots> acessado em 3 de outubro de 2011.

Depois do “Programmed Article Transfer” foram construidos diferentes tipos de
manipuladores. Em funcdo da variedade de formas e tipos de acionamento, vdrias
classificacdes foram propostas conforme (ELGELBERGER,1980), (CECCARELLI, 2004) e
(TSAIL 1999) . A que tem interesse direto nesse trabalho € a que classifica o robd em fungao
de sua forma topoldgica podendo ser serial, paralelo ou misto. A estrutura serial, ou cadeia
cinemadtica aberta, ou antropomorfica, € composta por [links conectados em série por
articulacdes, como representado na Fig. 2.5. Neste caso, todos os atuadores associados a cada
articulacdo sdo ativos. Esta estrutura € a comumente utilizada em robds manipuladores

industriais.
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Elemento terminal

(a) (b)

Figura 2.5: (a) Representacio de uma estrutura de cadeia cinemdtica aberta; (b) Robd
industrial ABB.

A estrutura paralela, ou estrutura de cadeia cinematica fechada ¢ um manipulador que
controla os movimentos do elemento terminal por meio de pelo menos duas cadeias
cinemadticas, em que, cada cadeia cinemdtica sai da base e chega ao elemento terminal como
mostrado na Fig. 2.6 (IONESCU, 2003).

A estrutura mista consiste na associa¢do da estrutura serial e a paralela. Embora alguns
autores dizem que ela pode acoplar as vantagens das duas estruturas anteriores, pouquissimos

trabalhos tem sido apresentados sobre elas.

O//Elememo terminal

(@) (b)

Figura 2.6: (a) Representacdo de uma estrutura de cadeia cinemdtica fechada; (b) Robd
paralelo FlexPiker ABB.
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Os rob0s industriais tém sido utilizados em diversas aplicacdes tais como colagem,
soldagem, pintura e corte, sendo que para cada uma o caminho e a orientacdo do elemento
terminal, em func¢do do tempo, devem ser especificados com precisao (MACFARLANE,
2001). A especificacdo do caminho que o rob6 deve seguir é chamado de planejamento de

trajetoria.

2.4.2. Robés moveis

Robds que desempenham tarefas de locomocdo sdao denominados robds moveis
(IONESCU, 2003). Os robds mdveis podem ser utilizados em diversas aplicacdes tais como
exploracdo do ambiente, seguranca, entretenimento e trabalhos domésticos.

Para que um robd autbnomo navegue pelo ambiente, além dos sensores de identificagcdo
de obstaculos e de posicionamento, é preciso ter uma referéncia de trajetdria a ser seguida.
Geralmente a referéncia é obtida por meio de uma curva que interpola pontos de controle que

definem a trajetoria.

2.5. Planejamento de trajetorias robdticas

O planejamento de trajetérias robdticas pode ser realizado no dominio da tarefa ou no
dominio das articulagdes. Trajetérias planejadas no dominio da tarefa sdo realizadas com a
especificacdo do caminho que o robd deve percorrer corretamente, isto €, a trajetdria
geralmente, € definida no espago Cartesiano por uma funcao geométrica. Mesmo que o trajeto
seja definido entre dois pontos, € definida uma funcao entre eles.

No planejamento de trajetérias no dominio das articulagdes, as coordenadas articulares
sdo interpoladas para que o robd realize seu trabalho. Neste caso, nem sempre se pode definir
uma funcao entre os valores das coordenadas articulares definidas entre dois instantes. Muitas
vezes, a funcdo que define a variagdo temporal da coordenada articular consiste em uma
caracteristica eletromecanica do sistema de motorizacdo da articulagdo. Assim, no
planejamento da trajetéria do robd no dominio das articulagdes, ndo € possivel prever, a
priori, o trajeto do elemento terminal no espaco Cartesiano em func¢do das relacdes
matemadticas existentes entre o movimento dos atuadores e do elemento terminal.

Independentemente de como a trajetdria seja definida, o seu planejamento € realizado em
funcdo do que se deseja, ou seja, aumento da produtividade, desvio de obsticulos ou
simplesmente realizar uma determinada tarefa entre duas situa¢des previamente definidas.

12



2.5.1. Trajetoria definida em tempo otimo

A alta velocidade de operacdo € um dos requisitos essenciais para minimizar o tempo de
ciclo de produ¢dao em muitos sistemas de producdo automatizados, principalmente nas
unidades robotizadas. Assim, o desenvolvimento de um método que obtenha o movimento
rapido de robds tem sido amplamente estudado na area da robdtica. No entanto, tal problema é
bastante complexo na aplicacdo tipica de robética industrial, pois envolve uma série de
restricdes que devem ser satisfeitas. Por exemplo, a trajetéria deve satisfazer ndo sé as
restri¢des cinemadticas como deslocamento, velocidade méxima, e outras que normalmente sao
impostas pelo usudrio, mas também as limitagdes dinadmicas, tais como 0s torques maximos
dos motores e engrenagens de reducao, (KIM et al., 2010).

Robos sdo usados em muitas industrias para executar tarefas de pegar e colocar (“pick-
and-place”). Um exemplo € a industria de alimentos, onde um requisito é a capacidade de
pegar objetos a partir de uma correia transportadora e colocd-los em embalagens em alta
velocidade. Os fabricantes do setor estdo procurando usar robds cada vez mais rdpidos, a fim
de maximizar a produtividade e reduzir os custos de producdo. A velocidade de “pick and
place” de robos industriais tem aumentado continuamente, sendo que velocidades entre 80 e
120 ciclos por minuto, superior ao de um operador humano, estdo se tornando comuns.
Nessas altas velocidades, a maneira pela qual um movimento do robd € planejado torna-se
cada vez mais importante (MASEY et al., 2009).

Com o aumento da velocidade dos robds, consequentemente ha o aumento do consumo
de energia, pois a poténcia requerida pelos atuadores ¢ alta para produzir grandes aceleracoes.
Isto justifica os diversos estudos sobre a otimizagdo temporal aplicados ao planejamento de
trajetérias robdticas. Por exemplo, em (SANTOS; STEFFEN; SARAMAGO, 2010), ¢é
apresentada uma estratégia de otimizacao de trajetdria que busca o tempo ideal de trajeto e a
energia mecanica minima dos atuadores. O tempo de trajeto e a energia mecanica dos
atuadores sdo considerados em conjunto para formar uma funcdo multiobjetivo a ser

minimizada ao longo do processo.
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2.5.2. Desvio de obstdculos

Um requisito frequente analisado na determinacdo da trajetdria € o desvio de obstaculos.
O problema do desvio de obsticulos em robdtica pode ser dividido em trés etapas: o
mapeamento do ambiente, a determinagdo da distancia entre o manipulador e os demais
objetos do ambiente e a decisdo de como movimentar o manipulador de forma a evitar da
melhor forma possivel o contato com os outros objetos (SANTOS, 2007).

O planejamento de trajetdria nestes casos pode considerar a presenga de obstaculos fixos
ou moéveis. Dentre os obstidculos méveis, aqueles que t€ém o percurso previamente conhecido
em todos instantes de tempo, juntamente com aqueles que sdo fixos, permitem a andlise
preliminar do movimento do robd antes de sua efetiva realizacdo (SANTOS, 2007).

Como exemplo, em (SAMARAGO; STEFFEN, 1997), (SAMARAGO; STEFFEN,
1998), (SAMARAGQO; STEFFEN, 1999), (SAMARAGO; STEFFEN, 2000), (SARAMAGO;
STEFFEN, 2001), sdo apresentadas estratégias de otimizacao de trajetdria com a presenca de
obstaculos, onde a fun¢do multiobjetivo a ser minimizada é composta pelo tempo de trajeto;
funcdo da energia mecanica dos atuadores, e a fun¢do de distancia minima admissivel das

partes do rob0 entre os obstdculos para que nao houvesse colisdo.

2.5.3. Realizacdo de trabalho com trajetorias especificas

Para aplicagdes como colagem, soldagem, pintura e corte, o caminho e a orientacdo do
elemento terminal devem ser especificados com precisdo. Neste caso, a trajetéria deve ser
completamente especificada por uma funcdo geométrica, ou seja, tanto a posicdo como a
orientacdo do elemento terminal devem ser definidas (MACFARLANE, 2001).

Independentemente do objetivo e do servomecanismo utilizado, a movimentag¢do suave e

continua € desejavel em todas as aplicagoes.
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2.6. Planejamento de trajetoria no espaco da tarefa

z

Em operacdes em que o trajeto especificado deve ser seguido corretamente € melhor
planejar toda a trajetéria no espaco da tarefa do que aproximar o trajeto por interpolacdes
entre os pontos no espaco das articulagdes. Movimentos planejados no espaco da tarefa
também sdo mais previsiveis isto €, é mais ficil para o usuério dizer se o elemento terminal do
manipulador vai tocar em algum obsticulo (TAYLOR, 1979).

O planejamento no espago da tarefa possui uma dificuldade adicional que consiste no
planejamento da orientacdo do elemento terminal ao longo da trajetéria. A orientagdo nao
pode ser tratada como um vetor, sendo que a suavidade dos angulos que a definem (em geral
os angulos de Euler) ndo necessariamente garante um movimento suave do elemento terminal
(FANG et al., 1998).

Do ponto de vista tecnoldgico, a implementacdo de um sistema de controle de movimento
no espaco Cartesiano é muito dificil, principalmente porque a obtencdo de uma medi¢do
precisa direta da posi¢do do elemento terminal € uma tarefa muito complexa. Assim, em casos
praticos de movimento do elemento terminal, as coordenadas Cartesianas sao convertidas em
coordenadas articulares através da aplicagao da cinemética inversa, sendo o controle realizado
no espaco das articulacoes (VISIOLI, 2000).

Em trajetérias onde o trajeto que o robd realiza ndo € importante, no qual somente a
posicdo inicial e final é de interesse, a trajetéria pode ser planejada no dominio das

articulacoes.

2.7. Planejamento de trajetoria no espaco das articulacoes

O método de planejamento de trajetdria no espacgo das articulacdes € realizado por etapas.
Primeiro, um ndmero de pontos adequado deve ser selecionado no caminho especificado do
espaco Cartesiano (espaco da tarefa). Em seguida, esses pontos sdo transformados em
conjuntos de coordenadas articulares. Para cada ponto especificado haverda N coordenadas
articulares, onde N é o nimero de graus de liberdade do robd. Finalmente, cada conjunto de
coordenadas articulares deve ser interpolado por algum método de geracdo de trajetdria suave

para ser utilizado do comando dos atuadores (ZHENG; FRENG; CHAO, 2002). A quantidade

15



de pontos definidos em uma trajetéria depende da tarefa realizada pelo robd. Em tarefas onde
o trajeto intermedidrio ndo é importante define-se somente a posicdo dos pontos que o robo
deve atingir.

Movimentos planejados no espago das articulagdes atingirdo os pontos definidos no
espaco da tarefa com melhor acuracidade, visto que erros devido a solucdo dos modelos
cinematico direto e inverso ndo sdo introduzidos no sistema. (FISHER; MUJTABA, 1988)
verificam que, descrevendo um trajeto com trechos lineares no espacgo articular permite um
movimento suave € bem comportado do elemento terminal, cujo trajeto é invaridvel com a
velocidade do manipulador. Isto significa que o robd seguird o mesmo trajeto tanto em alta
como em baixa velocidade de operacdo desde que as restrigdes cinemadticas e dinamicas sejam
respeitadas.

Um trajeto no espaco das articulagdes ndo € intuitivamente previsivel. Além disso, para
certas aplicacOes € necessario manter o elemento terminal com uma orientagdo constante tais
como no transporte de fluidos. Isto pode ser facilmente especificado no espaco da tarefa, ao
passo que no espaco das articulagdes ndo se tem esta garantia. Entdo, a carga computacional
adicional para resolver a cinemadtica inversa, a cada intervalo de controle, € justificavel

(MACFARLANE, 2001).

2.8.  Curvas utilizadas em planejamento de trajetorias robéticas

No planejamento de trajetdrias robdticas seja no dominio da tarefa ou das articulagdes, a
referéncia de trajetéria € uma curva calculada a partir dos pontos ‘ensinados’ ao robd. Muitos

perfis de curvas sdo empregados em trajetorias, sendo apresentados os mais comuns a seguir.

2.8.1. Segmentos lineares concordantes por polinomiais

O perfil de trajetéria normalmente utilizado em varios controladores comerciais consiste
em segmentos lineares com concordancia parabdlica (LSPB - Linear Segments with Parabolic
Blends). Neste método a velocidade possui um perfil trapezoidal, mas a aceleracdo tem um

perfil retangular, o que introduz transientes no movimento, provocando vibragdes estruturais
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que resulta em deficiéncia de acompanhamento do trajeto e aumentando o desgaste do atuador
(SCIAVICCO; SICILIANO, 1996), (FISHER; MUJTABA, 1988), (BOBROW et al., 1985),
(SHIN; MCKAY, 1985), (CASTAIN; PAUL, 1984) e (RED, 2000).

Trajetérias LSPB sdo geralmente utilizadas em manipuladores industriais € mdiquinas
ferramentas por permitir um movimento rdpido e também devido a baixa complexidade
computacional. Nestas trajetdrias, a aceleracdo sempre estd no seu valor maximo, no zero ou
no minimo para permitir o movimento 6timo no tempo, respeitando os limites de velocidade
impostos. Entretanto, este tipo de movimento tem jerk infinito e, como conseqii€éncia, nao €
facilmente tracado, resultando em desvios do trajeto previsto.

Alguns autores como (CASTAIN; PAUL, 1984) modificaram o perfil LSPB fazendo com
que a aceleracdo tenha um perfil trapezoidal. Para os movimentos entre os pontos, o perfil de
aceleracdo trapezoidal € integrado duas vezes, assim, o perfil de posicdo terd duas regides
definidas por polindmios cibicos € uma por uma pardbola. A trajetdria obtida € suave, sem
movimentos bruscos, € com menor erro de posicionamento.

A fim de obter um perfil de aceleragao continuo na concordancia de trajetorias compostas
por segmentos de retas, (LLOYD; HAYWARD, 1991) propuseram a interpola¢do quintica
(do quinto grau) de Hermite para o polindmio concordante. Isso implica que sdo impostas seis

restri¢cdes, posicao, velocidade e aceleracdo no inicio e final da concordancia.

2.8.2. Trajetorias ponto a ponto definida por polinomiais

Além de trajetérias compostas por segmentos de retas, muitos autores estudaram
trajetérias compostas por polinomiais. Autores como (ANGELES, 2003) e (BORYGA;
GRABOS, 2008) apresentam interpolacdo polinomial para o tipo de operagdo ponto a ponto,
onde sao consideradas polinomiais de quinto, sétimo e nono grau.

Sabe-se que uma polinomial possui infinitas derivadas. Porém, em trajetorias robéticas o
robo deve partir suavemente do ponto inicial e chegar suavemente no ponto final. Para que a
restri¢cao de suavidade de movimento seja garantida, o robd parte com velocidade nula e chega
ao ponto final também com velocidade nula. Conforme as leis da dindmica de corpos rigidos,
para que nao ocorram forcas/torques, que podem provocar vibragdes, é necessario que as

aceleracdes nestes pontos também sejam nulas. Além disso, considerando que as taxas de

17



aceleracdo e desaceleracdo representam impactos, estas taxas (jerk) também devem ser nulas
no inicio e final do movimento.

Trajetorias definidas por polindmios do quinto grau garantem continuidade de posic¢ao,
velocidade e aceleracdo no inicio e fim do movimento, porém o Jerk é descontinuo. Para
garantir a continuidade ¢’ do Jerk, pode-se utilizar uma polinomial do sétimo grau. Porém, a
sua derivada é descontinua. Para garantir continuidade C’ do jerk, sdo introduzidas mais duas
restri¢des de continuidade, sendo o polindmio final do nono grau.

A interpolacdo polinomial com vérios pontos ndo € adequada para o planejamento de
trajetdrias roboticas, pois a ordem da polinomial depende da quantidade de pontos a serem
interpolados, ou seja, na interpolagdo com n+/ pontos obtém-se um polindmio de grau n. Em
(KAHANER; MOLER; NASH, 1989), (QUARTERONI; SACCO; SALERI, 2000) e no
Capitulo III € apresentado que, conforme o nimero de pontos a serem interpolados aumenta,
pior € o comportamento do polindmio.

Uma alternativa para trabalhar com trajetorias multipontos € definir uma polinomial a
cada dois ou mais pontos respeitando a condicdo de estabilidade em relacdo a quantidade de
pontos. O mais comum € a utilizacdo de dois e de quatro pontos. Com dois pontos define-se
uma interpolacdo cubica de Hermite e com quatro pontos uma aproximacao cubica de Bézier
por partes.

Em (CHAUDHRY; GULREZ; ZIA, 2010) é apresentada uma metodologia com curvas
de Bézier para o planejamento de trajetérias de robd mdveis autdbnomos com rodas. Nesse
trabalho o robd deve chegar ao destino sem ter um caminho prévio definido. Para isso, o robd
utiliza um sistema de varredura a laser que identifica obstidculos. A partir dos obstdculos
identificados, o algoritmo de navegacdo cria os proximos quatro melhores pontos para que o
proximo segmento da trajetdria seja seguido.

(OKAWA; NONAKA, 2010) utilizam interpolagdo cubica por partes para o planejamento
de trajetoria de robds moveis. Os coeficientes das polinomiais sd@o obtidos por um algoritmo
de otimizagdo, o qual busca o valor minimo de coeficientes que multiplica o termo cubico e
quadratico do polindmio. Segundo os autores esse processo garante uma curva suave.

(WAGNER et al., 2010) utilizam interpolacdo cubica de Hermite para o planejamento de
trajetdrias para robds madveis, isso porque a interpolacdo cibica de Hermite permite definir a
derivada no ponto de partida do robd e no ponto de chegada. Assim, para trajetorias definidas
por muitos pontos a derivada do inicio de um segmento é igual a derivada do final do

segmento anterior.
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Outra metodologia de interpolacdo por partes € a spline e que € muito utilizada em

planejamento de trajetdrias robdticas, sendo descrita a seguir.

2.8.3. Trajetorias definidas por spline

A spline € uma curva de interpolacdo composta por polinomiais por partes. A cada dois
pontos a interpolacao € realizada por um polindmio, cujo grau € definido a partir da ordem de
continuidade da curva. No Capitulo III € apresentado em detalhes o procedimento para o
calculo de uma spline.

Para uma trajetéria definida por mais de dois pontos € comum a utilizacdo da spline
cubica obtida por polinomiais por partes, visto que uma polinomial tinica gera problemas de
estabilidade de movimento.

Em (BAZAZ; TONDU, 1999), (CAO; DODDS; IRWIN, 1997), (PLESSIS; SNYMAN,
2003) € realizado o planejamento de trajetérias no dominio das articulagcbes para
manipuladores industriais utilizando spline. Para determinar os coeficientes dos segmentos da
spline sao utilizados métodos de otimizacdo considerando o tempo minimo para que a
trajetdria seja realizada e as restrigdes cinemadticas dos atuadores sejam respeitadas.

Em (VISIOLI, 2000) € apresentada uma estratégia para planejamento de trajetdrias por
spline cubica. A estratégia aplicada para obter este tipo de curva é fazer uma alteracdo no
primeiro e dltimo segmento da interpolacdo, pois nas extremidades do trajeto ndo é possivel
garantir a continuidade da aceleragdo. Assim, foi proposto modificar os polindmios da
extremidade para o quinto grau a fim de satisfazer as condi¢des de continuidade.

As splines também sdo muito aplicadas em planejamento de trajetérias em robética
movel. (EREN; FUNG; EVANS, 1999) utilizam spline ctbica para gerar trajetérias de robos.
Apesar da spline cubica possuir a suavidade necessdria para uma trajetdria robética, este tipo
de curva n3o € adequada para ser utilizada em trajetérias com a presenca de obstaculos
moveis, visto que com a alteracdo de um ponto de controle, toda curva se altera.

(OLABI et al., 2010) aplicam interpolagdo por spline quintica no planejamento de
trajetérias de robOs industriais, pois este tipo de curva possui continuidade de posicdo,
velocidade, aceleracdo e jerk, o que propicia uma trajetéria mais suave.

Curvas spline sao relativamente faceis de serem calculadas porém, para trajetorias na
presenca de obsticulos elas ndo possuem um desempenho satisfatério. Com a mudanca de um

ponto de controle, toda a curva € alterada. Para que a alteracdo de um ponto de controle ndo
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mude o perfil de toda a curva, alguns autores empregam B-spline e NURBS no planejamento

de trajetdrias robdticas.

2.8.4. Trajetorias definidas por B-spline e NURBS

Curvas B-spline e NURBS sdo versdes da spline que implementam o controle local da
curva, de forma que a alteragdo de um ponto de controle modificara a curva somente na regidao
dos pontos vizinhos mais préximos em func¢do da ordem de continuidade. Estas curvas s@o
ajustadores de aproximagdo, isto €, ndo passam pelos pontos de controle. No entanto, os
pontos de controle podem ser calculados para que a interpolacdo seja realizada nos pontos
desejados. No Capitulo III é apresentado em detalhes o procedimento para o cdlculo de B-
spline e NURBS.

Apesar da spline cubica ser uma boa alternativa para o planejamento de trajetdrias
multipontos, pesquisadores como (LARTIGUE; THIEBAUT; MAEKAWA, 2001), (LEIL
WANG, 2009), (CAN; UNIVAR, 2009), (LAIL 2010) e (EMAMI; AREZOO, 2010)
empregam NURBS para a realizacio da trajetéria da ferramenta de madaquinas CNC
(Comando Numérico Computadorizado). Segundo os autores, a NURBS foi escolhida porque
€ uma curva que oferece grande flexibilidade geométrica.

Em (SARAMAGO; STEFFEN, 1999) e (SARAMAGQO et al., 2005) € utilizado B-spline
cubica para o planejamento de trajetdrias robdticas. Assim como a spline cubica, este tipo de
curva possui continuidade de posicdo, velocidade e aceleracdo. Porém, com a B-spline é
possivel realizar modificagdes locais na curva.

Em (OZAKI et al., 2003) e (CAIGNY et al., 2007) € apresentado o planejamento de
trajetdrias roboticas utilizando B-spline do quinto grau, isto €, continuidade até do jerk. Nos
seus experimentos este tipo de curva garantiu uma melhor acuracidade no seguimento da
referéncia da trajetdria desejada.

No planejamento de trajetérias no dominio da tarefa, a curva geométrica do trajeto €
definida em fun¢do dos pontos que s@o ‘ensinados’ ao robd. Dessa forma, quanto menor o
erro desejado para que o robd siga determinado perfil, maior a quantidade de pontos devem
ser ‘ensinados’. O planejamento de trajetdrias robdticas no dominio da tarefa utilizando B-
spline reduz significativamente a quantidade de pontos que sdo necessdrios no ‘ensino’ do

robo em relacdo ao uso de spline. Com isso hd um aumento na produtividade no processo de
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‘ensino’, pois com a redugcdo dos pontos, o tempo necessdrio na programagdo também é
reduzido (HORSCH; JUTTLER, 1998).

Autores como (FLORES; MILAN, 2006) utilizam NURBS para o planejamento de
trajetorias para UAV (Unmanned Aerial Vehicle). Devido a quantidade de parametros de
controle da NURBS, como pontos de controle e seus pesos associados, este tipo de curva se
apresentou como uma boa opg¢ao para trajetérias on-line na presenga de obstaculos.

Em (ALEOTTI; CASELLI; MACCHEROZZI, 2005) é realizado um estudo com a
utilizacdo de NURBS em trajetérias de robds industriais na presenca de obstaculos. Os

resultados mostraram que este tipo de curva possui melhor desempenho devido a sua grande

flexibilidade.

2.9. Conclusao

Sem duivida, os cames tiveram um papel primordial no desenvolvimento dos sistemas
eletro-mecanicos para que as maquinas multi-eixos chegassem ao grau de complexidade que
atualmente possuem.

A dificuldade em reprojetar um came a cada nova tarefa que o sistema tinha que realizar
e associado ao desenvolvimento tecnolégico, provocaram o surgimento de sistemas mais
‘inteligentes’ como os cames eletronicos. Assim, com a utilizacdo da eletronica e da
programacao foi possivel a defini¢do de trajetérias mais complexas.

O dispositivo de Devol “Programmed Article Transfer” foi baseado na idéia de came
eletronico. Assim, a partir deste dispositivo, a robdtica tem se desenvolvido continuamente
possibilitando os robds realizar diversas tarefas.

Diversas formas de planejamento de trajetdrias robdticas t€ém sido pesquisadas de forma a
permitir que o robd execute sua tarefa descrevendo movimentos suaves € em tempo reduzido,
respeitando suas restricdes cinematicas e dinamicas, além de evitar colisdes no ambiente de
trabalho.

Para que o robo realize uma tarefa de forma suave e rdpida, sua trajetoria deve ser
planejada cuidadosamente com alguma metodologia de ajuste de curva. Assim, um estudo
detalhado de ajuste de curva se faz necessério quando o objetivo é buscar uma trajetéria mais

suave e flexivel.
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CAPITULO III

AJUSTE DE CURVA

3.1. Introducao

Ajuste de curva € o processo matematico para a obten¢do de uma fun¢ao que define uma
curva a partir de dois ou mais pontos. Segundo (PIEGL; TILLER, 1997) existem duas formas
de ajuste de curva: aproximacdo e interpolagdo. A curva obtida por interpolacdo passa por
todos os pontos dados, diferentemente da aproximacdo a qual ndo necessariamente passa

pelos pontos, como mostrado na Fig.3.1.

Ya Y A

e Y .

\
Y

(a) (b)
Figura 3.1: a) Interpolagdo; b) Aproximacgado
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Sendo que o planejamento de trajetdrias robdticas € feito a partir de um conjunto de
pontos em que o elemento terminal do robd deve passar para executar a tarefa, um método
adequado de ajuste de curva precisa ser aplicado. Deve-se salientar que a trajetéria robdtica,
qualquer que seja a metodologia utilizada para seu planejamento, deve ser a mais suave
possivel.

Assim, neste capitulo sdo apresentadas diferentes metodologias de ajuste de curva que
podem ser utilizadas em planejamento de trajetérias, bem como suas vantagens, desvantagens
e caracteristicas especificas que as definem.

O estudo ndo pretende ser exaustivo, mas com claro direcionamento a aplicacdo de B-

spline e NURBS (Non — Uniform Rational B-splines) ao planejamento de trajetorias roboticas.

3.2.  Interpolacido polinomial

O tipo de interpolagdo mais conhecida € a interpolacdo polinomial, a qual consiste em
obter uma func¢ao definida por um polindmio C(x) que passa por um conjunto de n+/ pontos,
Py, Pj, Ps,...., Py.

Com n+1 pontos distintos conhecidos, € possivel obter um tnico polindmio C,(x) de grau
n que passa por esses pontos. Assim, se sdo conhecidos os pontos P; definidos por (x; y;),
(i=0.,...,n), e com x;<xiy; € xi#x; (i, j = 0, 1, ..., n), pode-se obter o polindmio de grau n para

x€lx,..., x,] dado por:

Cr(X) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ ayx? + axt + a, 3.1

Existem muitos métodos para a obten¢do do polindmio interpolante, em (KAHANER;
MOLER; NASH, 1989), (RUGGIERO; LOPES, 1996) e (QUARTERONI; SACCO;
SALERI, 2000) pode-se encontrar as metodologias em detalhes.

Os métodos sao apresentados de forma resumida a seguir.

3.2.1. Coeficientes Indeterminados
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Este método obtém os coeficientes de um polindmio por meio da resolucdo de um
sistema linear. O procedimento € realizado pela substituicao do conjunto de pontos dados na
Eq. (3.2). Assim, para n+/ pontos é possivel obter um sistema linear de n+/ equacdes
linearmente independentes.

ApXo™ + Ap_1%™ L+ o+ axo? + ajxet + ag = Yo
QnXy™ + o e agx P Fagxt +ag =y (3.2)

kanxn" + A1 X, Vot ayx,? + agx,t + ag =

3.2.2. Interpolacdo de Lagrange

O polindmio interpolador de Lagrange € uma soma ponderada de polindmios, e €
considerado o método mais prético e compacto de ser aplicado.

O procedimento € descrito pela equagao:

X

Cr(x) = ?:0}’1‘ H;’lzo

Jj#EL

(3.3)

_xj
xl-—xj

3.2.3. Interpolagdo de Newton

E um método baseado no conceito de diferencas divididas. A diferenca dividida de 1

ordem consiste em uma aproximacao da derivada primeira e pode ser denotada como:

C(xi+1)—C(xy)

Clxin, 2] = =~

(3.4)

Com a diferenca dividida de 1* ordem pode-se obter a diferenca dividida de 2* ordem do

seguinte modo:

Clxi+1,Xi+2]—C[XiXi+4] (3.5)

Clx;, Xi41, Xi12] =
+1 +2
o Xi+2~Xi

Da mesma forma a diferenca dividida de 3* ordem € dada por:
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ClXi+1.Xi+2Xi+3]—C[XiXit1.Xiv2] (3.6)

Clxy Xit1 Xiva, Xig3] = P
1+3 i

Genericamente, a diferenca dividida de ordem n é dada por:

iy 1212, 0Xian] =ClXpXig 1, Xian—1] (3.7)

c
n — —
Vi = Clx;, Xiy1) or Xignl = —

Xi+n—Xi

A diferenca dividida de ordem zero é definida como C [ x;/=[x;]= V’y;=y;
Dessa forma o polindmio interpolador de Newton € dado por:

Cn(x) = yo — Vlyo(x — x0) + V2yo(x — x1) (x — xo) + V3yo(x — ) (x — x1) (x —
Xo) + o+ Viyo(x — xp_1) ... (x — x1) (x — X0) (3.8)

3.2.4. Interpolacdo de Hermite
A interpolacdo de Hermite é uma extensao da interpola¢do polinomial que relaciona as

informacdes de um conjunto de pontos e as derivadas até a k-ésima ordem nestes pontos. O

procedimento para obter o polindmio interpolador de Hermite é definido como:

C(x;) =y; i=0,1,....,n - n+1 restri¢des (3.9)
C'(x;) = D(x;) i=0,1,...n - n+1 restrigdes (3.10)
C"(x;) = D?(x;) i=0,1,...,n - n+1 restrigdes (3.11)
C®(x)=D®(x;) i=01,..n > n+l restricdes (3.12)

Onde, D™(x;) é definido como a k-ésima derivada no ponto de interpolagao.

Entdo, tem-se um total de (k+1).(n+1) restrigdes, necessitando um polindmio geral de
grau [(k+1).(n+1)-1].

A equacdo geral de um polindmio com o total de (k+1).(n+1) restri¢des pode ser escrita

como:

C(x) = REDMED=1 4yl (3.13)
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O procedimento de obten¢do da interpolacdo de Hermite consiste basicamente em trés
etapas:

a) A montagem do polindmio interpolador;

b) A implementacdo das restri¢des;

c¢) Resolver o sistema para os coeficientes indeterminados a;, com i=0, 1,...,(k+1)(n+1)-1.

Pode-se observar que a interpolagdo de Lagrange € um caso especial da interpolacdo de
Hermite, quando k=0 (i.e., ndo sdo consideradas as derivadas).
E também possivel obter um caso especial de interpolagdo de Hermite onde ndo sdo

considerados todos os valores da fun¢ao e/ou das derivadas em todos os pontos suportes.

3.2.5. Problemas numéricos com polinomios de alta ordem

No planejamento de trajetdrias robéticas, a interpolagdo polinomial pode apresentar dois
aspectos indesejados: instabilidade e erro de truncamento. A instabilidade é quando a curva
possui oscilagdes de amplitudes elevadas nas regides das extremidades. Isso ocorre devido a
disposicdo dos pontos de controle associado com o aumento da ordem do polindmio. As
Figuras 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5 mostram a evolucao da instabilidade com o aumento da quantidade

de pontos.

Figura 3.2: Interpolacdo polinomial realizada para cinco pontos: polindmio do quarto grau.
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Figura 3.5: Interpolacdo polinomial realizada para onze pontos: polindmio do décimo grau.

27



Figura 3. 6: Interpolagdo polinomial realizada para treze pontos: polindmio do décimo

segundo grau.

Em sistemas computacionais trabalha-se com um numero determinado de casas decimais.
Assim, se um ndmero possui infinitas casas decimais, ele serd representado por um nimero
limitado de casas decimais devido a disponibilidade de memdria para representd-lo. Com o
aumento do grau de um polindmio, a tendéncia é que os valores de seus coeficientes
diminuam.

Supondo que um sistema esteja configurado para trabalhar com nove casas decimais, caso
os coeficientes do polindmio calculado esteja na ordem da nona casa decimal, a interpolacao

terd um erro e divergird como mostrado na Fig. 3.7.
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Figura 3.7: Erro devido ao truncamento em uma interpolag¢do polinomial de 11 pontos.

Uma alternativa para contornar os problemas de instabilidades numéricas, € trabalhar
com polindmios de graus menores. Para uma trajetéria multipontos pode-se calcular um
polindmio para cada segmento definido por dois pontos garantindo a continuidade desejada.

Esse processo € denominado interpolagdo por partes.

3.3.  Polinomial por Partes

Uma alternativa para a interpolacdo polinomial para um conjunto de pontos consiste em
obter polindmios interpolantes para subconjuntos de dados. Este procedimento € conhecido
por interpolagdo polinomial por partes.

As polinomiais s@o unidas nos extremos de cada intervalo definido por pontos
respeitando certo grau de continuidade da curva nesses pontos.

Existem diversas formas de realizar a interpolacdo por polinomial por partes. Neste

capitulo sdo apresentadas as formas de continuidade bem como as interpolacdes por partes.

3.3.1. Continuidade

Antes de definir continuidade de uma curva € necessario entender a formulagdo de curvas
paramétricas. Em geral, as equacdes matemadticas sao utilizadas na sua forma implicita. Por
exemplo, uma curva descrita no plano xy tem sua forma implicita do tipo f{x,y) = 0. Isto
significa que a equagdo descreve uma relagcdo implicita entre as coordenadas x e y dos pontos
pertencentes a curva.

Na forma paramétrica, cada coordenada do ponto da curva € representada separadamente
como uma fun¢do explicita de um parametro independente. Entao, uma fun¢ao C(u) pode ser

descrita como,

Cw = [x(w),y(w),zw)] (a<u<bh)
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X(U) = AnU™ + QoW1+ -+ Au® + AUt + ay
Y(W) = aynu™ + Ay + o @yt + ayut +ay

Z(W) = AU + Ay U™+ o+ azut +azut +ag (3.14)

Embora o intervalo [a, b] seja arbitrario, freqiientemente o parametro u é normalizado de
zero a um, isto €, O<u<i.

Existem dois tipos de continuidade associado a uma curva: continuidade geométrica e
continuidade paramétrica.

A continuidade geométrica estd relacionada com a suavidade geométrica da curva. Para
uma curva formada somente pela unido de segmentos, sua continuidade no ponto de unido é
Go, isto é, no ponto de unido a curva nao possui continuidade na derivada. Na unido de
segmentos em que a direcdo do vetor tangente no ponto final de um segmento possui a mesma
direcdo do vetor tangente do ponto inicial do préximo segmento, a curva resultante possui
continuidade G’ no ponto de unido. A continuidade geométrica de uma curva pode ser
definida até a (p-1)-ésima ordem G* (k=1, ..., p-1), sendo k a k-ésima derivada das curvas. A

Figura 3.8 mostra as curvas com continuidade G’ e G'.

(a) (b)

Figura 3. 8: (a) Curva formada por dois segmentos com continuidade G’ no ponto de unido.
(b) Curva formada por dois segmentos com continuidade G’ no ponto de unio.

Curva na forma explicita é possivel definir somente continuidade geométrica, porém
curvas paramétricas possuem além da continuidade geométrica a continuidade paramétrica.
Para que uma curva possua continuidade paramétrica, a direcdo do vetor tangente no ponto
final de um segmento deve possuir a mesma dire¢cdo do vetor tangente do ponto inicial do

préximo segmento, além dos médulos serem iguais, neste caso a continuidade da curva é C”.
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A continuidade paramétrica de uma curva pode ser definida até a (p-1)-ésima ordem c* (k
=1, ..., p-1). Toda curva de continuidade ct possui continuidade Gk, mas nem toda curva de
continuidade G* possui continuidade C*.

A Figura 3.9 permite visualizar o comportamento das curvas no caso de continuidade

geométrica e paramétrica de ordem 1.

Figura 3.9: Comparacdo entre a continuidade G’ e a C,’ (ROGERS, 2001).
Em uma trajetéria robética definida do espaco da tarefa a continuidade G* representa a

suavidade da curva que define a trajetéria. A continuidade C* representa a suavidade que a
trajetéria é realizada pelo robd, em termos da continuidade da velocidade C’, da aceleragdo C

e do Jerk C°.

3.3.2. Interpolagdo linear por partes
A interpolacdo linear por partes consiste em conectar sucessivamente o conjunto de

pontos por segmentos de retas. Neste caso ocorrem vértices em cada ponto, isto é,

continuidade C’, como pode ser observado na Fig. 3.10.
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Figura 3.10: Interpolagao linear por partes.

3.3.3. Interpolagdo quadrdtica por partes

A interpolagdo quadrética por partes usa pares de intervalos adjacentes no qual uma
funcdo interpolante quadritica € construida a partir de trés pontos. Embora a curva seja
continua, ndo garante que ela seja diferencidvel nos extremos de cada intervalo, porque

consiste na unido de duas funcdes quadraticas, Fig. 3.11.

Figura 3.11: Interpolagcdo quadrética por partes.

3.3.4. Interpolagdo cuibica por partes

Neste caso, sdo utilizados trés subintervalos adjacentes no qual é construido um
polindmio cubico interpolante através de quatro pontos. Novamente, apesar da curva ser
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continua ndo garante que ela seja diferencidvel nos extremos dos intervalos como mostrado na

Fig. 3.12.

Figura 3. 12: Interpolacgdo cubica por partes.

3.3.5. Interpolacdo de Hermite por partes

Como mostrado anteriormente, a interpolacdo por partes € a unido de polindmios sem a
preocupacdo com a ordem de continuidade nos extremos de cada subintervalo. A interpolacio
de Hermite por partes considera a continuidade desejada em cada ponto. Assim a cada
subintervalo existem (2k+2) restricdes para que a continuidade da curva seja C*.

Em trajetdrias robdticas continuas, uma curva com continuidade C’ nao ¢ adequada.
Dessa forma, a curva deve possuir ao menos uma continuidade C’, ou seja, para a
continuidade C’ existem quatro restri¢des para seu cdlculo, resultando em uma curva cibica.
A idéia € construir um polindmio interpolante ctiibico em cada subintervalo que seja continuo
e diferencidvel nos extremos de cada intervalo.

O procedimento bdsico consiste em obter polindmio cubico interpolante nos

subintervalos sucessivos [xg, X;), [x;, X2),...[x,.;,x,] através da interpolacdo polinomial de

Hermite da esquerda para a direita em todos os subintervalos, Fig. 3.13.
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Figura 3. 13: Interpolacdo cubica de Hermite por partes.

3.4. Spline

7z

O principio bdsico da spline € a interpolacdio de Hermite por partes. Enquanto na
Interpolacdo de Hermite por partes a derivada em cada ponto € imposta, na spline €
estabelecida somente a condicdo de continuidade. Isso significa que a cada dois segmentos
consecutivos da curva as derivadas de ordem k do final de um segmento e do inicio do
segmento seguinte sdo iguais.

Considerando um conjunto de n+/ pontos, € possivel definir uma spline que os interpola.
Portanto, para obter a spline deve-se encontrar as polinomiais, Si(x) (i = 0,...,n-1) do p-ésimo
grau conforme a Eq. (3.15), para os n segmentos como mostrado na Fig. 3.14. Dado um

polindmio do p-ésimo grau, sabe-se que ele possui (p+1) coeficientes, dessa forma € preciso

resolver um sistema de equagdes para encontrar n(p+1) coeficientes da spline.

P,
S1(x)
P,
So(x) P, P, P, Sk

Figura 3.14: Interpolagdo por spline.
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Si(x) = ap;xP? + ap_1xP71 4 agx + ag; (3.15)

Assim, as n(p+1) equagdes devem ser formuladas para que os coeficientes dos
polindmios sejam encontrados. Essas equacdes sdao obtidas pelas condi¢des de contorno dadas

por:
e Continuidade C’ na uniéio dos segmentos > 2(n-1) equacoes

So(x1) = ¥4
Si(x1) =

Sn—z(xn—l) = Yn-1
Sn—1(Xn-1) = Yn-1 (3.16)

e Continuidade C' 2 C"' na unifio dos segmentos > (p-1)(n-1) equacdes

Na unido dos segmentos da spline define-se a continuidade desejada. Para isso as
derivadas de um segmento devem ser iguais as dos seus segmentos vizinhos até a p-ésima
ordem.

Condig¢ao de continuidade na derivada primeira

S'o(xy) = 81 (x1)

§'1(xz) = §'3(xz)

S,n—z(xn—l) = S,n—l(xn—l) 3.17)

Condig¢do de continuidade na derivada segunda

Sl,o(x1) = 5”1(951)
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S§"1(xy) = §",(x3)

S”n—z (xn—l) = S”n—l(xn—l) (3.18)

O processo € realizado sucessivas vezes até a condi¢do da (p-1)-ésima derivada,

SP7Lo(xy) = SP71(xq)

SP7L(xy) = SP71,(xy)

Sp_ln—z(xn—l) = Sp_ln—l(xn—l) (3.19)

¢ Valor da curva nos pontos extremos = 2 equacoes

So(x0) = Yo

Sn—l(xn) = Yn (3.14)

¢ Derivadas nos pontos extremos = (p-1) equacoes

Neste caso s@o impostas as condi¢des de contorno necessarias para completar as equacoes
do sistema. Por exemplo, se p = 3, pode-se calcular a spline com a derivada segunda nula nos
extremos, neste caso a curva € conhecida como spline cibica natural.

12 _
5" (x0) = 0

S"n1(x) = 0 (3.15)

Com essas condi¢des de contorno € possivel construir um sistema com n(p+1) equacdes,

cuja solucdo sdo os coeficientes dos polindmios da spline.
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Utilizando os mesmos pontos da curva na Fig. 3.6, foi obtida uma spline cubica natural
mostrada na Fig. 3.15. Pode-se observar que a curva da Figura 3.15 € mais suave que a curva
da Fig. 3.6, além de ndo possuir instabilidades. No Anexo I € apresentado o algoritmo em

Matlab® para a interpolacao por spline ctibica natural.

Figura 3.15: Interpolacao com spline ctbica.

Apesar de ser possivel definir a continuidade desejada de uma spline, a alteracdo de um
ponto deste tipo de curva pode modificar o perfil de toda a curva, como mostrado na Fig.

3.16, para a alterag¢ao do ponto P.

Figura 3.16: Interpolacdo com spline quadratica. Interpolacdo com os pontos originais (linha

continua), interpolacdo com a mudancga de do sétimo ponto P (linha tracejada).

3.5. B-spline

Autores como (PIEGL; TILLER, 1997), (DE BOOR, 2000) e (ROGERS, 2001) definem
a B-spline como uma versado da spline que implementa o controle local da curva, de forma que
a alteracdo de um ponto de controle modificard a curva somente na regidao dos pontos vizinhos
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mais proximos em func¢do da ordem de continuidade, como mostrado na Fig. 3.17. Ao
contrério da spline que a alteracdo de um ponto de controle pode modificar o formato de toda

a curva, como mostrado na Fig. 3.18.

Figura 3.17: B-spline quadratica. A linha cheia mostra a curva original, a linha pontilhada
representa a curva com a mudanca do ponto P..

10~

4L 1 1 1 1 | 1 | 1 | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 3.18: Spline quadritica. A linha cheia mostra a curva original, a linha pontilhada
representa a curva com a mudanga do ponto P..
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Curvas B-spline sdo calculadas a partir de funcdes de base que sao apresentadas a seguir.

3.5.1. Fungoes de base da B-spline

Existem varios métodos para definir as funcdes de base da B-spline, porém o utilizado
neste trabalho é o método de recorréncia de Cox-deBoor, visto que ele € muito util para
implementagdo computacional. Como mostrado em (PIEGL; TILLER, 1997), seja
U={uy,...,u,,} uma seqii€ncia de nimeros reais ndo decrescente, i.e., u; <u;+;, i = 0,1,...,(m-1).
Os u; sdo denominados nds (knots), e U o vetor dos nés (knot vector). A i-ésima funcdo de

base B-spline de grau p (ordem p+1), denotado por N; ,(u), € definida como:

1seu; <u<u
N; = L= ="+ 3.16
1o(w) {0 outros casos (3.16)
. _ _u-ug ] Ui+p+1~U ]
Nl,p(u) = - Nl,p—l(u) + Uirpia—tiee Nl+1,p—1(u) (3.17)

Pode-se observar que:

a) Nio(u) € uma funcdo pulso, € sempre igual a zero exceto no intervalo aberto
u € [u;ttis1);

b) Para p>0, N;,(u) € uma combinagdo linear de duas fungdes de base de grau p-1;

¢) O calculo de um conjunto de fungdes de base requer a especificacdo de um vetor de
nds U, e o grau p;

d) A Equacido (3.17) pode levar a quocientes do tipo 0/0. Esses quocientes sdo definidos
como zero;

e) N;p(u) sdo polinomiais por partes, definidos em todo dominio real. Em geral somente
o intervalo [ug,u,,] € de interesse;

f) O intervalo aberto, [u;u;+;), € denominado de i-ésimo intervalo do né. Ele pode ter
comprimento nulo, desde que os nds nao necessitem ser distintos;

g) O célculo das fungdes de grau p gera uma tabela triangular truncada, como a seguir:
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Noo

Noa
Nio Ny 2

Nia Nojs
Nz Nig

Naa Nis
Nso Noa .

N3
Nyg

Para uma melhor compreensdo do procedimento de cédlculo das fungdes de base é
apresentado um exemplo extraido de (PIEGL; TILLER, 1997):

Considere U={up =0, u; =0, up =0, us =1, uy =2, us =3, us = 4u; =4, ug =5, ug = 5,
up =5} e p = 2. As fungdes de base de zero, primeiro e segundo graus sdo calculadas. As
funcdes de base ndo nulas sdo mostrados nas Figs. 3.19, 3.20 e 3.21, respectivamente. Nas

figuras, no eixo das ordenadas, cada traco representa a quantidade de vezes em que o né

aparece no vetor no.

Noo=Nio=0 para -0o<u<oo
1 0<ux<l1
N,y = -
2,0 {0 outos casos
(1 1<u<?2
Nzo = {O outos casos

(1 2<u<3
Nao = {0 outos casos
(1 3<u<4
Ns,o = {O outos casos

Ngo =0 para—oo <u <o

1 4<u<5

N,, = {
7,0 0 outos casos
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N8,0 = Ng’o =0 para -00<YU<00

i A
Nz.o Nao
14— 1 —
o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5
A A
Nw NEU
1 — 1 —
o 12 3 4 5 o 12 3 4 5
A
N,,
1 —
0o 1 2 3 4 5

Figura 3.19: Funcdes base de grau zero, U = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}, (PIEGL; TILLER, 1997).
NO,l = ZT—(())NOIO + ((;_TZNLO = 0 -00<YU<0

1-u {1—u 0<ux<1i

u—-0
L1 ™ g 10 T 407720 0 outos casos

o - u 0<sux<l1
N2’1=EN2’0+EN3‘0= 2—Uu 1S'u<2
0 outos casos

1 - u—1 1<u<?2
N3’1=ZN3’0+§N4‘0=‘3—U. 2S'u<3
0 outos casos

- s u—2 2<u<si
N4'1 :;NZ},O +EN5'O - 4‘_u 3Su<4
0 outos casos

4—u {u—3 3fu<4
4—-4

u-3
517 437750 6,0 0 outos casos
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5-—u {S—u 4<u<5

u—4
Net =2 Ngo+ 2N, =
617 4 4"'60 T 5 47,0 0  outos casos

5-u {u—4 4<u<5

u—4
Noy=22N, 0+ %Ny =
717 5440 T 5 57780 0  outos casos

u->5 5-u
N8,1 = ;NB,O + ;Ng‘o = 0 -oo<u<oo

Nsa Nga

0 1 2 3 4 5

Figura 3.20: Funcgdes base do primeiro grau, U = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}, (PIEGL; TILLER,
1997).

Todos os N;, seguintes sdo iguais a zero, exceto nos intervalos especificados, tal que:
u—0 1-u
NO,ZzﬁNO,l +HN1‘1=(1_u)2 0SU,< 1

2u—3/,u? 0<u<1

u-0 2-u

M2 =i M oz Man = 1/2 2-u?1<u<?2
fl/zu2 0<u<l1

N2,2=ZT—(())N2’1+:;_T‘:N3'1=<_3/2+3u_u2 1Su<2
\1/2(3—11)2 2<u<3
(/5 (w—1)? 1<u<2

N3’2 =:T—;LN3’1 +::_T‘;LN4_‘1 =< _11/2+5u_u2 2 Su< 3
X CEENE 3<u<4
1/, u—2)? 2<u<3

u-2 4-u
Neo = Nan +95Nsa =0 on - fou? 3su<4
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5-u (w—3?% 2<u<3
e = |

u—3
Noz =5 Nsa 5o Ner =15 _ )2 3<u<a

N6,2=EN6,1 +§N7‘1=2(u—4)(5—u) 4<u<5

N7,2=EN7,1 +§_TZN8,1=(u—4)2 4<u<5

N5,2 N7,2

Nia Ny o Nio Naa .
6,2

0 ] 5 3 i 5
Figura 3.21: : Funcdo base do segundo grau, U = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}, (PIEGL; TILLER,
1997).

3.5.2. Derivadas das funcoes de base B-spline

A derivada da fun¢do de base é dada por (PIEGL; TILLER, 1997):

N'ip = o Nipm1 (1) = . Nisapoa (W) (3.18)

Ui+p Uitp+1~Ui+1

A diferenciacdo repetida da Eq. (3.18) permite obter a equacdo geral da derivada de

ordem k:
(k-1) (k-1)
k) Ni,p—l Ni+1,p—1
N® @) = - 3.19
Lp ( ) p Ui+p~Ui  Ujtp+1~Ui+1 ( )

Outra generalizacdo que permite obter a derivada de ordem k de N;,(u) em termos das

fungdes N i (1), ..., Nisip-k (1) € dada por:
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0 __p ok
Nip' = G =0 G jlNivjp-k (3.20)

Onde,
ago =1
Ak-1,0

Ao = o o

Uit+p—k+1~ Ui

Ag—1,j—Ak—1,j-1 .
j =g ———=—  j=l..kl

i+p+j—k+1 " Uitj

_ TQg-1k-1

(e je = —ktkoi (3.21)

Ui+p+1~ Uitk

Deve-se observar que: k ndo deve exceder p (as derivadas de alta ordem sdo nulas); os
denominadores envolvendo as diferencas entre os ndés podem ser nulos (neste caso o
quociente € definido como zero).

Uma equagdo adicional para o célculo das derivadas das funcdes de base B-splines, em

fun¢do da k-ésima derivada de N; (1) € Niyj p-1(u) é:

N () = pL(ﬂN(k) _ Mipram () ) k=0,..p-1 (3.22)

P —k \uppp—t; VPTL wpypg—ugy, UPLPTL

3.5.3. Propriedades importantes das funcoes de base B-spline

As propriedades das funcdes de base B-spline que serdo apresentadas determinam varias
caracteristicas geométricas desejdaveis das curvas B-splines.

Considerando a ordem p e o vetor n6 U = {uy,...,u}.

a) Propriedade 1- Propriedade de Suporte Local

Nip(u) = 0 se u € fora do intervalo [u;u;+p+1). Esta propriedade € ilustrada pelo esquema
triangular a seguir. Pode-se observar que N; ; € a combinagdo de N g, Nog, N3 e Nip. Entdo,

N; 3 é somente ndo nula para u pertencente a [uy,us).
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™
Nia Nojs
H £
Nag Nia2
N v N
Noa Nis
" P v
Nzo Noz
g ! Y
N3,1 N2,3
v
Nyg Nz o

b) Propriedade 2

Em um dado intervalo de nd, [ujuj.;), no maximo p+I das N;,(u) sdo ndo nulas, mais
especificamente as fungdes Njp,...,N;,. Por exemplo, no intervalo [u3,u4) a Unica fun¢do ndo
nula de ordem zero é N;,. Entdo, as tnicas fungdes ctubicas ndo nulas no intervalo [u3 uy) sdo

No3,...,N3 3. Esta propriedade ¢ ilustrada pelo triangulo a seguir:

Nia Noga
P
Nag Nio
i N
Ny 1 Nig
7 B r
Nazp Ny o
~ e %
N3a Naps
™~ 7
Nuo N3 2
k-
Ny Nys

c) Propriedade 3 - Propriedade de Nao Negatividade

Nip(u) >0 para todo i, p e u. Esta propriedade pode ser provada pela indugdo em p. Isso é
verdade para p=0; Assumindo que também seja verdade para p-1, p>0, com i e u arbitrérios.

Por definic¢ao :
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_ou-uy; Ui+p+1~U
N;p(u) = m— Nip_1(u) + mNi+1,p—1(u) (3.23)
Pela propriedade 1, Nip.i(u) = 0 se u ¢&[u;urp,). Mas u €[u;u,,) implica que:

(u —u;)/(Uisp — u;) seja ndo-negativa. Tendo assumido que Nj,;(u) seja ndo-negativa,
entdo o primeiro termo da Eq.(3.23) € ndo negativa. O mesmo € verdadeiro para o segundo

termo e entdo os N, ,(u) sdo ndo-negativos.

d) Propriedade 4

Para um intervalo arbitrario de nés, [u;, uis;), Z}zi_p Nj,(u) =1 para todos u

pertencente [u;,u;.;) (particdo da unidade).

e) Propriedade 5

Todas derivadas de N;,(u) existem no interior do intervalo de nds (onde ela € uma
polinomial). No n6 N;,(u) € (p-k) continuamente diferencidvel, onde k € a multiplicidade do
né. Entdo, aumentando a ordem, aumenta a continuidade, e aumentando a multiplicidade do

nd, reduz a continuidade, Fig. 3.22.

0 i 5 3 1 5
Figura 3.22: Funcao base do segundo grau, U = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}, (PIEGL; TILLER,
1997).

E importante entender o efeito de miltiplos nés. Considerando as fungdes No2, Ny, N2,
Ns» e Ns, da Fig. 3.22 e sabendo que U={0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}). Da Equagao 3.17 e da
propriedade 1 podemos verificar que estas fungdes sao obtidas nos seguintes intervalos de nés

e que sdo nulas fora destes intervalos:
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No2:{0,0,0,1}
N;2:{0,0,1,2}
Nz»:{0,1,2,3}
Nsy: {3,4,4,5}
Ns:: {4,4,5,5)

O termo “multiplicidade” € entendido de duas formas:
¢ A multiplicidade do n6 no vetor no;

¢ A multiplicidade de um né em relagdo a uma fungdo base especifica.

No exemplo, u=0 tem multiplicidade 3 no vetor n6 U. Mas com relagcdo as funcdes Ny,
Nj2, N2y e N5, u=0 € um n6 de multiplicidade 3,2,1 e O, respectivamente.

Entdo, a continuidade destas fungdes em u=0 é: Ny é descontinua; N; ; tem continuidade
c’ ; N2 tem continuidade Cle N5, € totalmente inafetada, ou seja, todas suas derivadas sdo
nulas em u=0, em ambos os lados. N;; “ve” u=0 como um né duplo, entdo ela tem
continuidade C’. N5, “vé&” todos seus nés com multiplicidade 1, entdo tem continuidade C’.
Outro efeito da multiplicidade dos nés, como visto pelas funcdes, € reduzir a quantidade de
“intervalos aparentes” nas quais a funcdo é ndo-nula, ou seja, Ny > € ndo nula somente em u
pertencente ao intervalo [4,5), e tem somente continuidade C’ em u=4 e u=5.

Um vetor n6 U={uy,...,u,,} € definido como sendo uniforme se todos os nds de seu
interior sdo igualmente espacados, isto €, se existe um nuimero real, d, tal que d=u;,;-u; para
todo p<i<m-p-1. Caso contrério € dito ndo uniforme.

O exemplo apresentado para U ={0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}, p = 2, o vetor n6 € ndo uniforme
porque existe um né duplo em u = 4. Neste caso, a analise da uniformidade do vetor né € feita

no intervalo 2<i<(10-2-1), ou seja, {0,1,2,3,4,4}

f) Propriedade 6

Exceto para o caso em que p=0, N, ,(u) possui exatamente um valor de maximo.

g) Propriedade 7
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Um vetor n6 na forma U = {0,...,0,1,...,1}, tal que, a quantidade de zeros e de uns € p+1,

leva a obten¢do das polinomiais de Bearstein de grau p.

h) Propriedade 8

Seja m+1 o nimero de nds. Entdo, existem n+/ funcdes de base, sendo n=m-p-1I;
Nop(a) =1 e N, ,(b)=1. Por exemplo, Ny (a)=1 vem do fato de que Ny,,...,N,.1,0=0, desde que
isto implica que Ny,(a) = N,o(a)=1. Da propriedade 4 sabe-se que N;,(a)=0 para i # 0, e
Nip(b) =0 para i # m.

3.5.4. Curvas B-spline

A fungdo B-spline é um ajustador de aproximacgdo, pois a curva gerada niao passa
necessariamente pelos pontos de controle, diferentemente da spline que realiza a interpolagcdo
dos pontos dados, como mostrado nas Figs. 3.17 e 3.18.

Curvas B-splines utilizam o mesmo conceito de curva de ponderacdo para a mistura dos
pontos de controle, isto €, a curva € obtida pelo somatério das funcdes de base ndo nulas que

sdao multiplicadas pelos pontos de controle, Eq. (3.24).

C(u) = Yo Nip (WP, a<u<b (3.24)

Onde P; (i = 0, ..., n) s@o os pontos de controle e N;,(u) sdo as fun¢des de base de grau p
definidas no vetor de nos.
De acordo com (PIEGL; TILLER, 1997), para o cédlculo de uma curva B-spline sdo

necessdrias trés etapas:

e Encontrar o vao em que u estd no vetor de nés U (Algoritmo no Anexo II);
o Calcular as fun¢des base ndo nulas (Algoritmo no Anexo III);
o Multiplicar as fungbes base ndo nulas pelos seus respectivos pontos de controle

(Algoritmo no Anexo IV).
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3.5.5. Propriedades das curvas B-splines

De acordo com (PIEGL; TILLER, 1997), (DE BOOR, 2000) e (ROGERS, 2001), as

propriedades mais importantes da B-spline sdo:

a)Sen=peU=/{0,...,0, 1,..., 1} entdo C(u) € uma curva de Bézier, Fig. 3.23.

| | | |
0 5 10 15 20 25
X

Figura 3.23: B-spline cibica com U = {0,..., 0, 1,..., 1}, i.e., Curva de Bézier.

b) C(u) € uma polinomial por partes; o grau p, o nimero de pontos n+/ e o nimero de nos

m+1 sdo relacionados da seguinte forma:

m=p+n+1 (3.25)

¢) Os pontos dos extremos de C(u) sdo iguais aos pontos de controle: C(0) = Pype C(1) = P,.

d) Propriedade do fecho convexo: fecho convexo € o poligono formado a cada p+1 pontos de
controle da curva. Esta propriedade garante que a curva sempre estard no seu interior como

mostrado na Fig. 3.24.
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Figura 3.24: Propriedade do fecho convexo, (ROGERS, 2001).

e) Suporte local: com a modificacdo de um ponto P; da B-spline, a mudanga na curva sera
somente no intervalo [u; u;.,+7). Esta regido corresponde a por¢ao da curva definida entre os
(p+1)/2 segmentos de retas a esquerda e a direita do P; modificado. Na Figura 3.25 ¢é
mostrada a propriedade do suporte local para uma B-spline cibica com a modificacdo do

ponto Py.

50



Figura 3.25: Controle local da B-spline.

f) A continuidade de C(u) depende da continuidade de N;,(u). No interior do intervalo de nds
(u; u;+;) a curva € infinitamente diferencidvel e € p-k vezes diferencidvel nos ndés com

multiplicidade k.

3.5.6. Derivada da curva B-spline

A derivada da curva B-spline é obtida por meio da derivada da funcio de base e ¢ dada

por:

k
cO@W) =y ,NY

» (WP (3.26)

A Figura 3.26 mostra uma B-spline de quinta ordem e sua derivada primeira, segunda e

terceira sdo apresentadas em Figs. 3.27, 3.28 e 3.29, respectivamente.
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20+

Figura 3. 26: B-spline do quarto grau.

(a) (b)

Figura 3.27: Primeira derivada da curva em relacdo a u, (a) componente em x, (b) componente

ey.
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d>/du?

(@ (b)
Figura 3.28: Segunda derivada da curva em relacdo a u, (a) componente em x, (b) componente

ey.

d®x/du®
day/d T

Figura 3.28: Terceira derivada da curva em relacdo a u, (a) componente em x, (b) componente

ey.

Como apresentado nas propriedades da B-spline, a continuidade de C(u) depende da
continuidade de N;,(u). No interior do intervalo de nés (u; u;s+;) a curva € infinitamente
diferencidvel e € (p-k) vezes diferencidvel nos nés com multiplicidade k. Dessa forma, a curva

de quarto grau pode ser derivada 3 vezes em relacdo a seu parametro.
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3.5.7. Interpolagcdo com B-spline

Sabe-se que quando se define uma B-spline ela ndo passa pelos pontos de controle.
Porém, se for necessario que a curva passe por pontos pré-determinados € preciso calcular um
conjunto de pontos de controle € um novo vetor né a partir dos pontos dados, para poder
tracar a curva.

Considerando que seja conhecido um conjunto de pontos {Q}, (k = O,..., n) e deseja
obter uma B-spline que passe por eles. Se para cada Q; da curva existe um néd U
correspondente, o vetor né U = {u,,..., u,,} pode ser escolhido para o célculo das funcdes base.

Assim, um sistema de (n+1) equacdes pode ser resolvido por:
Qx = C(Wy) = Xy Nip (W) P; (3.27)
Os pontos {P;} sdo as (n+1) incognitas.
A partir dos pontos de controle obtidos calcula-se a B-spline normalmente com a
Eq. (3.24). Dessa forma a curva resultante passaré por todos os pontos {Q;}.
Um dos problemas a ser resolvido € a escolha de u; e U, visto que suas escolhas afetam a

forma da curva. A seguir sao apresentadas algumas metodologias para a defini¢ao dos nos u:

¢ Jgualmente espacados:

Esse método nado é recomendado, pois pode causar formas indesejadas da B-spline.

e Comprimento de corda:

Suponha d o comprimento total de corda, dado por:

d = Yg=1|Qk — Qr-1l (3.28)
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Uy =0 u, =1

iy = gy + 22 k=1,..,n—-1 (3.29)

Este é o método mais utilizado, pois permite obter uma curva mais comportada.

e Método Centripeto

Considerando que,

de = Yk=1V1Qk — Qi-1l (3.30)
Entao,

Uy, =0 U, =1

i, =ak_1+% k=1,..,n—1 (3.31)
Cada parametro de interpolacdo uy (k = 0, ..., n) corresponde a um ponto Q; por onde a

B-spline deve passar. Para obter a B-spline, € necessdrio calcular os pontos de controle
P; (i = 0, ..., n) que definem o fecho convexo, obtidos pela Eq. (3.27). Para o tragado da B-
spline € necessario entdo, definir o vetor n6 U = {uy, ..., u,} que permite obter as fungdes
base. Dois métodos tém sido utilizados para a definicdo do vetor né. O primeiro consiste em

uma distribui¢ao uniforme, ou seja:

j=1,.,n—-p (3.32)
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O segundo método € denominado averaging e que, a partir do parametro de interpolagcdo

Uy, pode ser obtido por:

Ug=-=U, =0 Upp = = Uy =1
1 i+p—1 — .
Uy = ;2{:}’ ta, j=1,..n—p (3.33)

Na Figura 3.30 é apresentado um exemplo de interpolacao dos pontos {Q;} (i = 0,...,9). O
vetor U foi obtido com a parametrizacdo por comprimento de corda e o vetor de nés U
calculado pelo método averaging.

30

25

10

Figura 3.29: Interpolacdo por B-spline ctbica usando parametrizagcdo por comprimento de
corda e vetor nds obtido pelo método de averaging.

A parametrizagio do vetor U, assim como a ordem, possuem influéncia na forma da
curva. Isso pode ser observado na Fig. (3.31) em que € realizada a interpolacdo para os trés
tipos de parametrizagdo mais conhecido, sendo que o vetor U é obtido por averaging. Na a
parametrizacio de U com nds igualmente espacados a curva possui comportamento

indesejado em planejamento de trajetdrias roboticas. Com esta metodologia a curva torna-se
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menos suave; em regides que os pontos estdo proximos, a curva tende a ser “encolhida”, o que
provoca curvaturas mais fechadas; em regides que possuem pontos mais distantes a curva
tende a ser “‘esticada”. A parametriza¢do centripeta garante uma curva suave, porém com a

parametrizacdo por comprimento de corda a curva possui um melhor comportamento.

——Par. comprimento de corda
— —Par. centripeta
+ Par. igualmente espacados

60

I I I I 1 I 1 I 1 I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920
X

Figura 3.30: Interpolacdo com diferentes metodologias de parametrizagdo do vetor U.

Um elemento muito importante no formato da curva € a escolha do vetor n6 U, o qual é
responsavel pela obtencdo das funcdes de base. Na Figura 3.32 sdo apresentadas as curvas
obtidas pelos mesmos pontos da Fig. 3.31. Neste exemplo, o vetor U é obtido com
parametrizagdo por comprimento de corda, e o vetor U é calculado igualmente espacado e

utilizando a técnica averaging.
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60 ——averaging
— —igualmente espacados

I I I 1 I I 1 I ]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
X

Figura 3.31: Interpolagcao com diferentes metodologias de obtencdo do vetor U.

3.5.8. Interpolagcdo com especificacdo das derivadas nos extremos

O procedimento € similar ao de interpolagao sem derivada:

1) Calculo de uy, correspondente aos pontos Qx;

2) Calculo do vetor n6 U,

3) Avaliagdo da fungdo base para construir o sistema de equacdes, com os pontos de

controle como variaveis;

4) Resolucao do sistema.

Cada derivada dada aumenta um né e um ponto de controle, conseqiientemente aumenta
mais uma equacdo no sistema linear. As equagdes das derivadas sdo usadas para encontrar as
equacdes adicionais.

Considerando {Q}, k = 0,..., n, sendo os pontos e assumindo que Dy e D, sdo as
derivadas nos extremos da curva, os pontos podem ser interpolados com uma curva de

p-ésimo grau, de acordo com a equagao:
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Qi = C() = XN, (W) P; (3.34)

Que resulta em um sistema linear de (n+3) incégnitas e (n+1) equacdes.

Como antes, U, k = O0,..,n, pode ser calculado por nds igualmente espacados,
comprimento de corda ou método centripeto.

Utilizando as Equagdes (3.20) e (3.26), tem-se que para uma B-spline, as derivadas nos

extremos sao dadas por:

C'(0) =—2—(P, — Py) (3.35)
Up+1
C'(1) = = (Pnsz2 = Pas1) (3.:36)

Dessa forma pode-se reescrever:

Pl - PO = ul;;—l DO (3.37)

1~Upe e
Ppi1 = Ppyz = up — Dy, (3.38)

Onde Dy e D, s@o as derivadas no ponto inicial e final da interpolacao.
As Equacdes (3.37) e (3.38) sdo utilizadas juntamente com a Eq. (3.34), para completar o
sistema de (n+3) equagdes e (n+3) incOgnitas P;. Na Figura 3.33 € apresentada a interpolacao

com derivadas nulas nos extremos.
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X

Figura 3.32: Interpolagdo com B-spline ctbica com derivadas nos extremos igual a zero.

3.5.9. Alteracdo de curvas B-spline

Em uma spline, as formas que existem de mudar o perfil da curva sdo os pontos de
controle e sua ordem. A B-spline permite a mudanca do seu perfil garantindo o controle local,
com os pontos de controle, o vetor nd que conseqiientemente muda as fun¢des base, a ordem

da curva e a defini¢do da derivada em cada ponto a qual ndo serd abordada neste trabalho.

3.6. NURBS (Non Uniform Rational B-spline)

De acordo com Piegl e Tiller (1997) a NURBS de grau p é definida como:

Z?:()Ni,p(u)wipi
YitoNipWw;

C(w) = as<usb (3.39)
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Onde {P;} sdo os pontos que formam o poligono de controle, { @} sdo os pesos e
{Nip(u)} sdo as fungdes de base de grau p definidas por um vetor de nds ndo periodicos
U={a,.., a upss,... ,Upmp-1, b,...,bJ}. E assumindo que a = 0, b = I e @>0 para todo i.

A NURBS possui uma funcdo de base racional, obtida por meio de uma relacdo entre

funcoes de base de B-spline, que € dada por:

_ Ni,p(u)wi
Rip(w) = ST N @ (3.40)
Assim, a Eq.(3.39) pode ser reescrita da seguinte forma:
C(u) = Yo Rip WP (3.41)

A funcgdo base racional R;,(u) possui as propriedades:

1- Nao negatividade: R; ,(u)>0 paratodo i, pe u € [0; 1];

2- Partigdo de unidade: };i_ o R; ,(u) = 1 para todo u € [0; 1];

3- ROp(O) = Rn,p(]):];

4- Para p>0, todo R; ,(u) atinge exatamente um méximo no intervalo u € [0; 1];

5- Suporte Local: R;,(u) = 0 para u & [u;, uisp+7). Além disso, em qualquer intervalo de

nds (vao) dado, R; ,(u) serd ndo nula no maximo p+1/ vaos.

6- Todas as derivadas de R;,(u) existem no interior do vao de nds. No né, R; ,(u) € p-k

vezes diferencidvel, onde k é a multiplicidade do né.

7- Se @ = 1 para todo i, entdo R; (1) = N, ,(u) para todo i.

8- C(0) =Ppe C(1) = Py;
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9- Propriedade do fecho convexo: se u € [u; uiy;), entdo C(u) estd dentro do fecho

convexo;

10- Todas as derivadas de C(u) existem no interior do vao de nés. No n6, C(u) é p-k vezes

diferencidvel, onde k é a multiplicidade do nd.

11- Aproximacdo Local: Se o ponto de controle P; ¢ movido, ou o peso @ € trocado, isso

afeta somente a por¢do da curva no intervalo u € [u; Uivp+1).

A propriedade 11 € muito importante para a alteracdo de forma da curva. A Figura 3.33

mostra o efeito da modifica¢do do peso. Assumindo um intervalo u [u; U;4+p+7), cOmM 0 aumento

de @ a curva tende a se aproximar do ponto P;, jd com a reducdo do fator peso a curva se

afasta.
45
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Figura 3.33: Influéncia do peso no comportamento da curva.

Pode ser observado um comportamento interessante na NURBS, conforme @ ¢

alterado para um dado u fixo. Os pontos correspondentes a cada @ s@o colineares, isso pode

ser observado com a linha tracejada entre C(u, @=0) e P;.
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A reta formada pelos pontos correspondentes a pesos diferentes passa por Pz, e para
O<w=x o ponto da curva sempre estard sobre a reta. Para w=o0, a curva passard sobre P;, €
para @=0 o ponto P; ndo possui influéncia sobre a curva.

Ha trés formas de alterar a forma da curva NURBS: mudanga do ponto de controle,
alterac@o do vetor né e mudanga do vetor peso. Alteracdo da curva por meio da mudanca do
vetor né é muito complicada, visto que nao € intuitivo, assim os métodos mais utilizados sao

mudanca do vetor peso e dos pontos de controle.

3.7. Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas as formas de planejamento de trajetérias robdticas
definidas a partir de um conjunto de pontos que permitem definir curvas por meio de
interpolagdo ou aproximacgdo. Em qualquer situacdo, a trajetéria deve ser a mais suave
possivel.

Uns dos fatores que garante a suavidade de uma trajetéria robética € seu sinal de
referéncia. Se o sinal for suave a trajetoria serd suave. Dessa forma, € importante especificar
derivadas nulas no inicio e no final de uma trajetdria definida no espaco das articulagdes.

Tendo em vista a suavidade da curva, a interpolagdo polinomial de Hermite pode ser
utilizada em planejamento de trajetérias. Porém, ndo poderd ser utilizada para definir
trajetrias multipontos, pois com a instabilidade e a divergéncia o robd ndo executard a tarefa
da forma desejada e ha o risco de colisdo em seu ambiente de trabalho.

Para evitar problemas numéricos em trajetérias multipontos, a spline pode ser definida
com a continuidade necessdria tal que a trajetéria seja suave. Em robdética industrial a spline
cuibica é comumente usada, pois utiliza sistemas de equacdes relativamente ficeis de serem
resolvidos e apresenta continuidade de posicao, velocidade e aceleracdo. Mas a alteracdo de
um ponto de controle afeta o perfil de toda a curva.

Uma alternativa consiste em utilizar a B-spline que possui o mesmo grau de suavidade,
além de garantir controle local da curva. Isso permite uma mudanca da trajetéria somente em
uma regido determinada, ao contrario da spline que altera o perfil de todo o trajeto.

Curvas NURBS possuem maior flexibilidade que as B-splines, pois além dos pontos de

controle a curva pode ser alterada com a mudanga de pesos. Em trajetdrias robdticas ndo €
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justificavel a interpolagdo com NURBS, visto que se o peso relacionado a um ponto de
controle for alterado, a curva ndo realizard interpolacdo. Portanto, a NURBS ¢é mais adequada

para aproximagdo. A curva NURBS ¢ interessante em trajetérias com a presenga de

obstaculos moveis devido sua grande flexibilidade o que permite o desvio com maior
facilidade.
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CAPITULO IV

ANALISE DA TRAJETORIA DESCRITA POR UM ROBO INDUSTRIAL

4.1. Introducao

Atualmente, os rob0s industriais executam desde tarefas pesadas como soldagem de
chassis de caminhdo, a pequenas incisdes cirtrgicas na medicina. Por mais que estas tarefas
sejam diferentes, o planejamento da trajetéria dos robds € realizado utilizando as mesmas
metodologias.

O planejamento de trajetérias de robds pode ser realizado no dominio das articulagdes ou
da tarefa. Em trajetérias planejadas no dominio das articulagcdes, um conjunto de pontos ao
longo da trajetéria deve ser escolhido e transformado em coordenadas articulares por meio do
modelo cinemdtico inverso. A partir das coordenadas articulares, utiliza-se um método de
interpolacdo para a geragcdo do sinal de referéncia para cada atuador. Assim, o controlador
comanda os atuadores para seguir os sinais de referéncia obtidos pela interpolacdo. Neste
método de planejamento de trajetéria, o robd passa pelos pontos definidos, porém nao é
possivel prever a trajetéria entre eles.

Para que o rob6 siga exatamente um caminho especificado, sua trajetéria deve ser
planejada no dominio da tarefa. Neste caso, a trajetéria do robd deve ser definida por uma
funcdo geométrica que, em geral, € descrita do espago Cartesiano. Apesar da trajetéria ser
descrita no espago Cartesiano, o controle do robd é realizado sobre os atuadores. Dessa forma,
o célculo da cinematica inversa deve ser realizado ao longo de toda a fun¢do geométrica que
define a trajetoria.

Em trajetdrias robdticas continuas € comum utilizar spline cubica para seu planejamento,

pois apresenta continuidade de posi¢ao, velocidade e aceleracdo. Além disso, os coeficientes
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da spline podem ser obtidos por meio da resolucdo de um sistema de equacdes simples de ser
resolvido pelo controlador do robd.

Neste capitulo € analisado o planejamento de trajetéria do robd Motoman HP6,
disponivel no laboratério de Automacdo e Robética da FEMEC/UFU, com o uso de splines
para a obten¢do de uma trajetoria continua. Para isso seu modelo cinemdtico é obtido de
forma analitica.

O fornecedor do robd informa nos manuais que a spline utilizada pelo controlador do
HP6 é quadritica. Porém, o perfil da trajetéria realizada pelo robo é diferente da curva
informada, conforme serd apresentado. Com objetivo de verificar o tipo de curva utilizada na

interpolacdo realizada pelo controlador, simulacGes e testes experimentais também sdo

apresentados neste capitulo.

4.2. Robo Motoman HP 6

O rob6 HP6 € um manipulador serial industrial com seis graus de liberdade (6 g.d.l.) com
capacidade de carga de 6 kg. Suas dimensdes e espago de trabalho sdo apresentados na Fig.

4.1.

1078
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328
{ 387
1378

1678

681

294

0
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204
277,

125

494
459

Figura 4.1: Espacgo de trabalho do rob6 Motoman HP6 com suas cotas em mm (MOTOMAN,
2009).
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Os eixos e sentido de movimentagdo do rob6 Motoman HP6 estdo representados na Fig.

4.2 e as especificacdes técnicas do HP6 sdo apresentadas na Tab.1.

Figura 4.2: Eixos de movimentacao do Motoman HP6 (MOTOMAN, 2009).

Tabela 1: Especificacdes técnicas do robd Motoman HP6 (MOTOMAN, 2009).

ROBOT SPECIFICATIONS

Structure

Controlled Axes
Payload
Vertical Reach
Horizontal Reach
Repeatability
S-A0s (Tuming/Sweep)
S-Axis (Wall Mount)
Maximum  L-Aas (Lower Am)
Motion 1-Axs (Upper Am)
Range R-Aus (Wist Roll

B-Axis (Bend/Pitch/Yaw)
T-Ao0s (Wnst Twist)
S-Axis
L-Axis
Maximum  U-Axis
Speed R-Axis
:
T-Axis
Approximate Mass
Brakes
Power Consumption
Allowable  R-As
Mement B-Axis
T-Axis
Allowable  R-Axis
Momentol' B-Axis
Inertia T-Axis
Internal User IO Cable
Internal User Air Line

HP6

Standard
Vertical jointed-
arm type
]
6kg(132bs)
2,403 mm (94.6%)
1,378 mm (54.257)
(.08 mm (0.003")
=170°
+30°
+155°/-90°
+250°-175°
+180°
+225°45°
+360°
150°s
160°s
170%s
M0
M0
5200°%s
130 kg (286.7 Ibs)

All axes
15 KVA

N8N-m
98N+m
59N'm

024 kg+m?

017 kg+m?
0.06 kg * m?

16 conductors

+ ground

PT 3/8" connector
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4.3. Modelo cinematico direto

7z

Para obter o modelo cinematico do robd € utilizado o método das coordenadas

equipolentes. Conforme apresentado em (TSAI 1999), a matriz de transformacao homogénea

¢ dada por:
ARp(3x3) : “p(3x1)
ATg = . P e 4.1)
0 0 O 1
Onde:

A z - . ~ . ~
Rp é a matriz que representa a orientacdo do referencial A em relagdo ao B que pode ser

escrita como:

Rotagdo de yem torno do eixo x

1 0 0
“Rp(x, ) = [0 cy —SlP] (4.2)
0 s cy
Rotacdo de @ em torno do eixo y
cp 0 sg@
ARg(v,@)=| 0O 1 0 (4.3)
—sp 0 co
Rotacdo 6 em torno do eixo z
cd —-s6 0
ARp(z,0) =|s8 6 O 4.4)
0 0 1

E, “p é o vetor que descreve as coordenadas da posi¢do da origem do referencial B em

relacdo ao referencial A.
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No célculo do modelo cinemético de robds por coordenadas equipolentes, é fixado um
referencial inercial na base e um referencial mével para cada articulagdo, de forma que todos

os eixos dos referenciais estejam paralelos entre si, como mostrado na Fig.4.3.

—_ az

Figura 4.3: Diagrama unifilar do robd HP6 com seus respectivos referenciais.

Sendo as matrizes homogéneas entre cada referencial dadas por:

cqr —sq 0 0 1 0 0 0

or. = [S9r ¢4 0 0 T — 0 cq; —sq; as
1 0 0 1 hy ’ 2710 sq; cq a4
0 0 0 1 0 O 0 1

1 0 0 0 cq, 0 sq, O

2T, = 0 cq3 —sqz3 O : 3T, = 0 1 0 a4
0 sqz c¢q3 a —sqs 0 cqy O

0 O 0 1 0 0 0 1
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cqs —sqs 0 0 cq¢ 0 sqs O
ar_ = [S45  C4s 0 as 5T, — 0 1 0 a
> 0 0 1 0 : €7 l-sqs 0 cqs O
0 0 0 1 0 0 0 1
100 0
6r _10 1 0 ay
=1y 0 1 o 4.5)
00 0 1

A transformacao entre o referencial associado ao elemento terminal e a base € dado por:

0T, = OT, 1T, 2T 3T, *T T °T, (4.6)

A partir Eq. (4.6) as coordenadas Cartesianas relativas ao elemento terminal sdo dadas

por:

x = sqi{—c(q; + q3)[cqs(ag + a;) + a, + as] + s(q + q3)as + sqxa, — a,} + sqs(ag +
a;)[cq15q4 + ¢q45q,5(q2 + q3)] 4.7)

y = cqi{c(q; + q3)[cqs(ag + a;) + a, + as] — s(qx + q3)as — sqza, + a,} + sqs(ag +
a;)[sq15q4 — cqscq,5(qz + q3)] (4.8)

z =5(q, + q3)lcqs(ag + a;) + a, + as] + c(q; + q3)[cqssqs(ag + a;) + azlcqra, + hy

4.9)

4.4. Modelo cinematico inverso

O célculo da cinematica inversa do robd permite transformar as coordenadas Cartesianas
do elemento terminal, em coordenadas articulares. Isso pode ser obtido numericamente ou
analiticamente. Muitas vezes, em planejamento de trajetdria robdtica é necessdrio garantir a

posicdo e a orientacdo do elemento terminal. Dessa forma, no célculo da cinemética inversa,
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além das coordenadas Cartesianas, ¢ necessdrio definir a matriz de orientacdo para todo o
trajeto.

O sistema de orientacdo mais utilizado € a representacdo em angulos de Euler, que
considera trés rotacdes sucessivas em torno dos eixos coordenados. Neste trabalho sdo
considerados os angulos de Euler w-u-w, onde € considerada a primeira rotacdo ¢ em torno do
eixo z do sistema de coordenadas inercial, uma segunda rotagdo € em torno do eixo x do novo

sistema de referéncia mével e uma terceira rotagdo i em torno do eixo z do tltimo sistema de

referéncia obtido. Assim, a matriz de orientacdo em cossenos diretores ¢ dada por:

“Rg = R, p)R(w, O)R(W, )
c(@)c@) —s(@)c(@)s@) —c(@)s¥) —s(@)c(O)c®)  s(p)s(6)
“Rp = |s(@)c@) + c(@)c(@s@®)  s(@Is) — c(@)c(@)e®) —c(p)s(8)

s(8)s(¥) s(@)c) c(6)

Ou pode-se escrever:

ARp=|Uy vy Wy

U v w,

(4.10)

ux vx Wx]
Igualando a Equacgdo (4.10) com a matriz de orientacdo definida na Eq.(4.6) e resolvendo
o sistema de equacdes, € possivel obter as coordenadas articulares dadas por:
q, = atan2|[v,(ag+a;) — x,y — vy(a6+a7)] 4.11)

—-B+VB2-4AC —B+VB2-4AC

q, = atan2| AC ks oAC k] (4.12)
_ Naz+M(as+as) . Naz+M(as+as)
qs; = atan2 {[(a4 + as) it aata? M] /a3'—a32+(a4+a5)2 } (4.13)

qs = atanZ[vxcql + v),5q1, %5q15(q2 + q3) + vysqic(q, + q3) + v,¢(q, + %)](4-14)
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{SQS = [cq15q4 — $q1¢q45(qz + q3)]vx + [5915q4 — ¢q1¢q45(q2 + q3)]vy + [cquc(qz + q3)]v,
cqs = —5q1¢(q3 — q2)vx + cq1c(qz2 + q3)v), + 5(q2 + q3)V,

qs = atan2(sqs, cqs) (4.15)

{S% = [cq1¢q4 — 5415q45(q2 + q3)]wy + [sq1¢q4 + €q15G45(q2 + q3)Iwy, — 5quc(qs — q2)W;
cqe = [cq1¢qs — 5q15945(q2 + q3)|uy + [sq10q4 + ¢q15945(q2 + q3)]uy, — 5q4¢(q3 — q2)U,

qe = atan2(sqe, cqg) (4.16)

Onde,

k, = —xsq; + ycq; —a; — (ag + a7)[vycq1 - VxS‘h]

k, =z—hy +v,(ag+ay)

k = [(a4 +as)? —ay? + a3’ — (kl2 + kzz)]/—Za2

A =k*+k,%; B = —2kk,; C = k2 —k,*

M = kicq, + ky5q,; N = kqsq; + kycq; — a,
4.17)

4.5. Planejamento de trajetorias para o rob6 HP6

4.5.1. Planejamento de trajetorias no dominio das articulacoes

O planejamento no dominio das articulagdes pode ser realizado em quatro etapas

descritas a seguir, sendo conhecido um conjunto de pontos que definem a trajetéria.

1) A primeira etapa consiste no célculo da cinemdtica inversa para os pontos dados.

Assim, para cada ponto tém-se seis coordenadas articulares.
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2) Na segunda etapa deve-se obter o vetor tempo que representa o intervalo de tempo
para a movimentagdo de cada articulacdo. Na interpolagdo das coordenadas articulares o
tempo ¢ utilizado como abscissa para formar o par ordenado tempo e posi¢do angular da
articulacao, (t;, q,-j) para (i = 0,. .., n) e (j =1,...,6) sendo que i representa as coordenadas
articulares e j as articulagdes. A escolha do tempo para a articulag@o atingir o valor calculado
pelo modelo cinemadtico inverso influencia completamente a trajetdria articular. O intervalo de
tempo para o robd realizar o trajeto entre dois pontos nao deve ser considerado constante
porque hd o risco da curva apresentar oscilacdes, isto €, entre dois pontos a trajetoria pode ter
um comprimento muito maior que o necessario. Em conseqii€ncia disso, o elemento terminal

se afasta do préximo ponto para depois se aproximar, como mostrado na Fig. 4.4.
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| ! | ! | ! | |
400 450 500 550 600 650 700 750 800
X

Figura 4. 4: Trajetdria planejada no dominio das articulagdes por spline cubica com o vetor
tempo igualmente espagado.

Para minimizar este efeito, o intervalo de tempo no trajeto entre dois pontos pode ser

calculado proporcionalmente a distancia entre dois pontos vizinhos, podendo escrever:
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d = Yi=1|Qk — Qr-1l (4.18)

te =ty + 22y k=1,..,n—1 (4.19)

Onde: tp = 0 e T € o tempo necessdrio para o robo realizar todo o trajeto.

O resultado para uma trajetéria planejada com o tempo calculado proporcionalmente a
distancia entre dois pontos vizinhos € mostrado na Fig. 4.5. Pode-se notar que a trajetoria €

mais suave que a trajetoria da Fig. 4.4.
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1 1 1 1 1 1 |
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Figura 4. 5: Trajetéria planejada no dominio das articulagdes por spline cibica com o vetor
tempo proporcional ao comprimento de corda.

3) A terceira etapa consiste na interpolacdo das coordenadas articulares. Neste caso, todas
coordenadas referentes a uma articulagdo sdo interpoladas. As curvas obtidas sdo utilizadas

como referéncia para o controle das articulagdes.
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4) Na quarta etapa deve-se efetuar o controle dos motores para que sigam seus

respectivos sinais de referéncia.

O método de interpolacdo das coordenadas articulares influencia diretamente na trajetdria
realizada pelo elemento terminal do robd. Nos experimentos sdo realizadas simulacdes
numéricas com interpolacdo por spline quadratica, spline cuibica, B-spline quadrética e B-

spline cubica.

4.5.2. Simulagdo numérica e comparacdo com os resultados experimentais

Como apresentado no Capitulo III, a ordem da spline depende do grau de continuidade
desejado e € necessdrio estabelecer condi¢des de contorno nas extremidades da curva para
completar as equagdes do sistema linear. No caso da spline quadratica somente uma condi¢c@o
¢ suficiente. Entdo, a primeira derivada € imposta nula no inicio da trajetéria e a derivada do
ultimo ponto da trajetdria ndo € definida. Fisicamente isso significa que as articulagdes partem
do repouso e, no fim do trajeto como o robd deve parar, mas existe um valor de velocidade
das articulacdes, o rob0d pédra abruptamente.

Na spline cubica, a condi¢ao de contorno de derivada nula é imposta no inicio e final do
movimento. Dessa forma o robd parte do repouso e chega ao tltimo ponto com velocidade
nula.

A B-spline quadratica € uma curva mais suave que a spline quadratica, além disso, com
ela € possivel obter uma curva interpolante com as derivadas nos extremos nulas,
diferentemente da spline quadritica que € possivel definir a derivada somente em um
extremo. Com a B-spline cubica também € possivel definir as derivadas nos extremos e sua
continuidade é C* enquanto a B-spline quadritica é C'.

Nas simulacdes de planejamento de trajetéria para o Motoman HP6 foram tracadas
curvas que interpolam os pontos Qy(400, 430, 300), Q;(460, 400, 300), Q(520, 430, 300),
03(535, 490, 300), Q4(490, 640, 300), Qs(655, 655, 300), Qs760, 730, 300) e
07(850, 640, 300). A orientagdo do elemento terminal em cada ponto € constante e foi

definida pela matriz de orientacdo em angulos de Euler w-u-w:
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c(@)c(@)c(®) — s(@)s@)  —c(@)c(O)s(¥) — s(@)c(®) c(p)s(6)
“Rp = [c(@)c(O)c() + c(@Is@)  —s(p)c(O)s() + c(@Ic(®)  s(9)s(6)
—s(@)c(¥) s(0)s@) c(6)
Onde: Y =0 9=—§ ep=0.

Na Tabela 4.2 sdo apresentados os valores das coordenadas articulares referentes aos

pontos definidos, utilizando-se o modelo cinemaético inverso do robd.

Tabela 4.2: Coordenadas articulares referentes aos pontos da trajetoria.

q1 (rad) g2(rad) gs(rad) g4(rad) gs(rad) ge(rad)
Qo -0,7493 -0,2481 -1,0919 0 -0,2309 0,0723
0; -0,8551 -0,2747 -1,0522 0 -0,2439 -0,1393
(0)} -0,8799 -0,3504 -0,9347 0 -0,2857 -0,1889
(0} -0,8293 -0,4080 -0,8412 0 -0,3216 -0,0877
(0) -0,6534 -0,4990 -0,6882 0 -0,3836 0,2639
Os -0,7854 -0,6382 -0,4451 0 -0,4875 0
Os -0,8055 -0,7974 -0,1582 0 -0,6152 -0,0403
07 -0,9254 -0,8110 -0,1334 0 -0,6264 -0,2800

Nas Figuras 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 e 4.11 sdo apresentados os diferentes tipos de
interpolagdes para as seis articulacdes do robd. As interpolacdes realizadas por B-splines
foram obtidas considerando a parametrizacdo por comprimento de corda e o tempo total de

percurso de 10s.
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Figura 4.6: Planejamento de trajetdrias para a articulacao g;.
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Figura 4.8: Planejamento de trajetdrias para a articulacao g;.
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Figura 4. 9: Planejamento de trajetdrias para a articulacio gy.

78



0.2
* coordenadas articulares
L. . g
0.95 spl!ne qgagratloa
----- spline cubica
+ B-spline quadratica
0.3 + B-spline cubica
N"ﬂ‘;
0.35 N
04 \‘\*
%3
k) Lty
E 045 Y
3] *
o
05
%ﬁ
*
0.55 A
*\&‘
-0.6 ’»‘\
N reRee L
-0.65 /
074 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t[s]

Figura 4. 10: Planejamento de trajetdrias para a articulagao gs.
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Figura 4. 11: Planejamento de trajetdrias para a articulagao gs.

As trajetorias descritas pelas articulagdes geram uma trajetoria do elemento terminal do
rob0. A partir de seu modelo cinemaético direto, a trajetéria no dominio da tarefa é obtida para
os diferentes métodos de interpolacdo. Estas trajetérias foram impressas em uma folha de

papel para a comparacio com a trajetoria realizada pelo robo.

79



Para analisar o comportamento da trajetéria descrita pelo elemento terminal do robd,
permitindo sua comparag¢ao com as trajetdrias simuladas, foi construido um elemento terminal
que permitisse visualizar o tracado da trajetéria descrita. As trajetérias simuladas
numericamente foram impressas em papel e fixado na bancada de trabalho do robo, conforme
a Fig. 4.12.

Em seguida, os pontos definidos foram ‘ensinados’ ao rob6 para o devido tragado do
trajeto. Em fun¢do da diferenca de escala entre os parametros do robd e da trajetdria impressa,
nas figuras tracadas utiliza-se uma unidade de medida simbdlica definida por u.m (unidade

métrica). Nas Figuras 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16 sdo apresentadas as trajetorias obtidas.

Figura 4. 12: Montagem do experimento.
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Figura 4.13: Trajetéria realizada pelo robo (linha continua) e trajetéria planejada por spline
quadratica no dominio das articulagdes (linha tracejada).
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Figura 4.14: Trajetdria realizada pelo robd (linha continua) e trajetéria planejada por spline
cuibica no dominio das articulacdes (linha tracejada).
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Figura 4.15: Trajetdria realizada pelo robd (linha continua) e trajetdria planejada por B-spline
quadratica no dominio das articulagdes (linha tracejada).
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Figura 4.16: Trajetoria realizada pelo robd (linha continua) e trajetoria planejada por B-spline
cuibica no dominio das articulacdes (linha tracejada).
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Pode-se verificar pelas Figs. 4.13 a 4.16 que todas trajetérias apresentam erros,

necessitando entio, de novas simulacdes e experimentos.

4.5.3. Planejamento de trajetérias no dominio da tarefa

No planejamento de trajetéria no dominio da tarefa a interpolacao é realizada diretamente
nos pontos conhecidos. O sinal de controle dos motores € obtido a partir da cinematica inversa
para toda a curva. Na Figura 4.17 € apresentada a trajetéria definida pelos mesmos pontos das
trajetdrias anteriores com o planejamento por spline quadrética e cibica, B-spline quadratica e

cuabica.

* Pontos ensinados
spline quadratica
— spline cubica

----- B-spline quadratica
— — B-spline cubica

750

7001

650

600+

550

500+

450

4001

| | | | | | | I |
400 450 500 550 600 650 700 750 800 850
X

Figura 4.17: Planejamento de trajetéria no dominio da tarefa com diferentes métodos de

interpolagdo.

A comparagdo entre a trajetéria planejada e a trajetéria seguida nao foi realizada
utilizando spline quadratica, pois a trajetéria desenvolvida pelo rob6 é muito diferente deste
tipo de curva como mostrado nas trajetdrias anteriores. Os resultados sd@o apresentados nas

Fig. 4.18, 4.19 € 4.20.
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Figura 4.18: Trajetdria realizada pelo robd (linha continua) e trajetoria planejada por spline
cuibica no dominio da tarefa (linha tracejada).
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Figura 4.19: Trajetdria realizada pelo robd (linha continua) e trajetéria planejada por B-spline
quadratica no dominio da tarefa (linha tracejada).
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Figura 4.20: Trajetdria realizada pelo robd (linha continua) e trajetéria planejada por B-spline

cuibica no dominio da tarefa (linha tracejada).

As Fig. 4.18, 4.19 e 4.20 deixam claro que nenhuma dessas formas de planejamento de
trajetérias corresponde a trajetéria descrita pelo robd. Entdo, novas andlises devem ser

realizadas.

4.5.4. Interpolacdo realizada pelo Motoman HP6

Curvas splines e B-splines sao tipos de interpolacdo polinomial por partes. Na spline, a
cada dois pontos € calculado um polindmio cujo grau depende da ordem de continuidade
imposta no inicio e no final de cada segmento. Nas curvas tragadas pelo rob6 podem-se
observar trechos com perfil “S” entre dois pontos consecutivos: uma polinomial com esse
perfil deve ser no minimo de terceiro grau. Na B-spline é possivel obter um perfil “S” com
polindmios de segundo grau. Isso porque os polindmios sdo obtidos entre 0s nos,
diferentemente da spline que € entre os pontos de controle. Dessa forma, entre os pontos da

interpolac@o por B-spline pode haver um perfil “S” pois este segmento € composto por duas
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pardbolas. Na Figura 4.21 € apresentado um perfil “S” entre os pontos P; e P,, sendo

composto por partes de duas pardbolas.

25

209
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u=0 Parabola 1 u=0,5 Parabola 2 u=1

L I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40
X

Figura 4.21: Perfil “S” obtido por uma B-spline quadratica.

De acordo com os experimentos, a curva de interpolacdo do robd pode apresentar perfil
“S”, a qual ndo pertence a uma spline cibica € nem a uma B-spline, conforme pode ser
observado nas Figs. 4.13 a 4.20.

Assim, deve-se analisar a trajetdria descrita sob nova perspectiva, ou seja, supondo que
ela seja uma composi¢cdo de curvas sem a caracterizacao de que seja uma spline ou uma B-
spline.

Pode-se observar que o primeiro e o ultimo segmento das Figs. 4.13 a 4.20 sdo similares a
parabolas. Entdo, em uma primeira aproximacao pode-se considerar que nestes segmentos a
curva seja uma polinomial quadratica. Para sua defini¢do, a primeira polinomial deve ser
definida pelos trés primeiros pontos e a ultima polinomial pelos trés ultimos pontos.

Para verificar se a trajetéria descrita pelo robd no primeiro e dltimo segmento € realmente
uma pardbola, foram realizados diversos experimentos. Na Figura 4.22 foram considerados
quatro pontos. A pardbola do primeiro segmento é definida pelos pontos Py, P; e P, e a

pardbola do dltimo segmento pelos pontos P;, P> e P3. A trajetéria descrita pelo rob6 parte do
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ponto P, e vai até o ponto P;. Pode-se observar que tanto no primeiro segmento como no

ultimo, a trajetdria descrita pelo robo coincide com as pardbolas calculadas.

700%-

600 —

m

sl

=]
T

|
| - .
400 450 500 550 600 650 700 750

Figura 4.22: Curva com trés segmentos em que o primeiro e o dltimo sdo definidos por
pardbolas.

Um segundo exemplo, apresentado na Fig. 4.23, utiliza seis pontos para definir a

trajetéria. Neste caso, a pardbola do segmento inicial € definida pelos pontos Py, P; e P, e do

ultimo segmento por P;, P, e Ps. Novamente, pode-se verificar a coincidéncia das pardbolas

com a trajetdria descrita.

Portanto, pode-se concluir que o primeiro e o tltimo segmento da trajetoria sdo pardbolas.
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Figura 4.23: Curva com cinco segmentos em que o primeiro e o dltimo sao definidos por
parabolas.

Dos exemplos apresentados pode-se verificar que as curvas correspondentes aos
segmentos intermedidrios possuem perfil “S” que concordam nos seus extremos. Este
comportamento faz crer que os segmentos podem ser definidos por Hermite cibica ou
quintica.

Considerando que na robdética industrial sdo utilizadas equacdes de baixa ordem de forma
a simplificar o processamento matemdtico, permitindo sua implementagdao no controlador do
rob0, pode-se considerar que a curva utilizada seja uma Hermite cubica.

Para obter a Hermite cibica sdo necessdrias quatro condi¢des. A partir do primeiro
segmento (trecho parabdlico) e generalizando tem-se os pontos P; € P;;;, onde a Hermite
cubica serd definida, e a tangente no ponto P;. Falta entdo, uma condic@o a ser determinada.
Sabe-se que a curva € continua em P;,;, o que € garantido pela derivada primeira da Hermite
nos segmentos P;P;.;e P;,;P;s2. O problema a ser resolvido consiste entdo em obter o valor da
derivada no ponto P;.;, definindo a quarta condi¢do para calcular a Hermite cuibica do

segmento PPy ;.
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A partir das simulagdes e testes experimentais pdde-se verificar que a tangente no ponto
P;,; € definida pela tangente a uma pardbola obtida a partir dos pontos P;, Py € Piy.
Assim, para obter a trajetdria descrita pelo robd a partir de um conjunto de pontos

conhecidos, P; (i = 0, ..., n), pode-se utilizar a seguinte ldgica.

a) Cdlculo da parédbola para o primeiro segmento definido por Py e P;, utilizando os trés
primeiros pontos Py, P; e P.

b) Calculo da derivada da pardbola no ponto P;.

c) Cdlculo dos coeficientes da pardbola formada pelos pontos P;, P; e P;.

d) Cdlculo da derivada da parédbola, obtida do item ‘c’, no ponto P,.

e) A interpolacdo cubica de Hermite para o segundo segmento, P;P,, é realizada a partir
dos pontos P; e P, e das derivadas em P; e P, obtidas nos itens ‘b’ e ‘d’,
respectivamente.

f) A ldgica se repete a partir do item ‘c’ para obter a Hermite cubica para todos os
segmentos até o ponto P,.;.

g) O ultimo segmento é definido pela pardbola obtida pelos trés dltimos pontos.

No Anexo IX € apresentado o programa que executa este algoritmo.
Nas Figuras 4.24, 4.25 e 4.26 sdao apresentados os resultados obtidos com a trajetdria

simulada, conforme o algoritmo elaborado, e a trajetoria tragada pelo robo.
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Figura 4.24: Comparacdo entre trajetdria real (Linha continua) e trajetéria simulada (Linha

tracejada).
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Figura 4.25: Comparacio entre trajetdria real (Linha continua) e trajetdria simulada (Linha
tracejada).
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Figura 4.26: Comparacao entre trajetoria real (Linha continua) e trajetéria simulada (Linha

tracejada).

Conforme pode ser observado nas Figuras 4.24 a 4.26 a trajetdria descrita pelo robd e a
simulada sdo coincidentes. Isto significa que a trajetéria descrita pelo robé ndo consiste em

uma spline quadratica e sim uma composi¢ao de polinomiais quadréticas e cubicas por partes,

.. 1
com continuidade C'.

4.6. Erro de seguimento

Nos experimentos apresentados, a velocidade do robd foi ajustada para 11mm/s. Com o
aumento da velocidade para 750 mm/s o robd ndo passa sobre a curva calculada, porém passa
sobre os pontos definidos. Isso se deve ao erro de segmento ou tracking.

Segundo (OZAKI; et. al, 2003 ), robds industriais possuem uma boa precisdo no controle

de posi¢do, porém o controle de tracking nao € tao preciso. Ou seja, o elemento terminal passa
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pelos pontos ensinados com um erro muito pequeno (no HP6 pode-se garantir um erro menor
que 0,08 mm), mas ao longo da trajetéria entre dois pontos o erro pode ser bem maior.

De acordo com (JIANG; ISHIDA, 2007), os controladores tradicionais de robds
industriais ndo garante resultados precisos de tracking para determinadas trajetorias

dinamicas.

4.7. Conclusao

Sabendo que um dos requisitos de planejamento de trajetéria é uma curva suave e
previsivel, a spline quadrética ndo é adequada para ser empregada em trajetdrias robdticas.
Pois a curva é composta por pardbolas a cada dois pontos de controle. Dessa forma, a
trajetéria definida por spline quadrética possui oscilacdes indesejadas.

Para que a curva seja suave, dois fatores devem ser analisados: o tipo de ajuste de curva e
o tipo de parametrizagdo utilizada no tempo. Curvas spline e B-spline cibicas possuem
comportamento suave desde que o tempo seja parametrizado de forma correta como a
parametriza¢do por comprimento de corda.

A partir de simulacdes numéricas e testes experimentais foi demonstrado que o robd
industrial Motoman HP6 nido utiliza spline quadratica para planejamento de trajetdrias, mas
sim uma composicdo de curvas para a realizacao da interpolacdo com polinomiais por partes
dos pontos ‘ensinados’ ao robd. A composi¢do de pardbolas no primeiro e dltimo trajeto e
Hermite ctibica nos segmentos interiores garante uma curva com continuidade C' em todo o

trajeto.
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CAPITULO V

PLANEJAMENTO DE TRAJETORIAS USANDO B-SPLINE PARA O ROBO
MOTOMAN HP6

5.1. Introducao

Neste capitulo sdo apresentados os resultados do planejamento de trajetérias utilizando B-
splines, aplicado ao robd industrial Motoman HP6.

A conceituacdo tedrica das curvas B-splines usadas na interpolacdo foi apresentada no
Capitulo IIT e o modelo cinematico do robd no Capitulo IV.

Para definir uma B-spline sdo necessarios:

e Um conjunto de pontos de controle;
e O vetor de nos;

e O grau das fungdes de base.

Da mesma forma, para alterar uma curva B-spline pode-se mudar um ou mais desses
parametros.

Para o planejamento de trajetdrias robodticas, em geral os pontos de controle sdo
conhecidos (ou os pontos por onde o elemento terminal deve passar); o grau das fungdes de
base deve permitir simplicidade no modelo matemético, garantindo a suavidade de
movimento. Neste caso, funcdes cibicas podem ser usadas. Entdo, € possivel analisar uma

parametrizacdo adequada do vetor no.
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Conforme simulagdes previamente realizadas e apresentadas no Capitulo III, uma
parametrizacdo adequada pode ser obtida pela proporcionalidade ao comprimento de cordas e
o vetor no obtido pela técnica de “averaging”.

Assim, do Capitulo III, sendo conhecido um conjunto de pontos Qi (k = 0, ..., n) e, para
cada ponto um né correspondente U, obtido pela proporcionalidade ao comprimento de

corda, ou seja:

17,0 == 0

@, =1

iy = Ty + 22l k=1,..n—1 (5.1)
e,

d= 271:=1|Qk - Qk—1| (5.2)

Pode-se, a partir da equacdo que define a B-spline e, sabendo que a curva deve passar
sobre os pontos (O, resolver o sistema composto por (n+1)(n+1) equacdes para obter os

pontos de controle P; (i = 0,..., n), ou seja:

Qr = C() = Xizq Nip (W) Py (5.3)

Entdo, o vetor n6 U = {uy, ..., u,} correspondente aos pontos de controle P;, pode ser

obtido pela técnica do “averaging” como:

Ug =+ =U, =0
Upp = =Up =1
_ 1gJj+p-15 -
WUjyp = ;Zi=j u; j=1..,n-p (5.4)
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Para a B-spline cubica tem-se que p =3. Entdo, se um ponto de controle € alterado, a
regido da curva alterada € composta por quatro segmentos da curva: dois antes do ponto de
controle e dois depois.

Utilizando a parametrizacao do tempo proporcional ao comprimento de corda, da mesma
forma que 4, pode-se escrever o tempo como uma fun¢do do tempo total de movimento T

como:

t =TU = T[tg, .., U] (5.5)

A seguir sdo apresentados exemplos de simulacdes realizadas no espaco da tarefa e no
espaco das articulagdes para efeito de comparacao.

Para isso, foram definidos os pontos por onde o elemento terminal deve passar e a
correspondente orientagdo. Utilizando a modelagem matematica apresentada, foi obtida uma
curva B-spline que o elemento terminal deve descrever. Esta curva, para efeito de
comparacdo, ¢ considerada a curva desejada e que nas figuras a seguir é denominada de
“espaco da tarefa”.

Utilizando o modelo cinemético inverso do robo, a partir dos pontos conhecidos no
espaco da tarefa, foram obtidas as coordenadas articulares correspondentes, sendo entdo
utilizadas para planejar a trajetdria no espaco das articulagdes, também utilizando B-spline. A
trajetoria do elemento terminal € obtida pelo modelo cinematico direto.

A andlise foi feita para tanto a posi¢do como para a orientagao.

5.2. Exemplo 1 - Trajetéria no plano

Neste exemplo os pontos por onde o elemento terminal deve passar sdo:
Qp (400, 800, 200), Q; (480, 750, 200), Q> (560, 700, 200), Q3 (480, 600, 200),
Q4 (600, 550, 200), Qs (720, 600, 200), Qs (640, 700, 200), Q7 (720, 800, 200) e
Qs (800, 800, 200) e a orientacdo do elemento terminal foi considerada constante e definida
pelos dngulos de Euler como: @ = -0,6109 rad, 6 = -0,3840 rad e = 0,2618 rad. Com esses
angulos, o vetor da dire¢io do elemento terminal é dado por ¥ (0,3017 0,8821 -0,3618).

A Figura 5.1 apresenta o resultado das trajetorias obtidas.
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Figura 5.1: Simulacao trajetérias no espago das articulacdes e da tarefa.

O erro (desvio) entre as duas trajetorias € apresentado na Fig. 5.2. Pode-se verificar que a

curva passa sobre os pontos que definem a trajetéria.

35 T

2.5+ -

erro [mm]

0.5

Figura 5.2: Desvio entre a trajetoria no espaco das articulacoes e da tarefa.

Na Figura 5.3 € apresentado o comportamento do erro da orientacdo do elemento terminal

que € obtido pelo produto escalar entre o vetor unitdrio da orientacio desejada (¥) pelo vetor
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unitdrio da orientacdo que o elemento terminal se encontra. Assim o resultado do produto

escalar € o cosseno diretor entre os dois vetores.

x10°

desvio da orientacéo [rad]

5
t[s]

Figura 5.3: Erro de orientagdo do elemento terminal.

Trajetorias planejadas no espaco das articulacdes sdo imprevisiveis, isto €, ndo é possivel
prever o caminho que o elemento terminal descrevera entre dois pontos da trajetoria. Porém,
com a B-spline € possivel prever a regido em que o elemento terminal passara. Isso é possivel
devido a propriedade do fecho convexo, pois as referéncias das articulagdes ficardo restritas

aos poligonos de controle.

5.3. Exemplo 2 - Trajetoria espacial

As coordenadas dos pontos no espaco da tarefa sdo definidas por: Qy(400, 430, 252),
0,(460, 400, 252), 02(520, 430, 276), Q3(535, 490, 303), Q«490, 640, 354),
0s5(655, 655, 393), Qs(760, 730, 444) e QA850, 640, 426); e a orientacio do elemento
terminal em termos dos angulos de Euler definida por @ = 0,6981 rad, 6 = 0,5236 rad e
w = 0,2618 rad, cujo vetor da direcdo do elemento terminal v (-0,7360 0,4744  0,4830),

foi considerado constante ao longo do trajeto.
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A Figura 5.4 apresenta as trajetorias espaciais e as Figs. 5.5, 5.6, e 5.7 as suas projecoes

nos planos XY, XZ e YZ, respectivamente.

Espaco das articulagtes
— Espagco datarefa

X [mm]

Figura 5.4: Trajetéria tridimensional.
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Figura 5.5: Projecdo da trajetéria tridimensional no plano XY.
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Figura 5.6: Projecdo da trajetdria tridimensional no plano XZ.
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Figura 5.7: Projecdo da trajetdria tridimensional no plano YZ.

O erro da entre as trajetdrias € apresentado na Fig. 5.8.
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Figura 5.8: Erro absoluto entre a trajetdria no espaco da tarefa e a no espago das articulacoes.

A representacdo espacial do comportamento espacial da orientagdo € um problema nao
completamente resolvido. Com o intuito de verificar seu comportamento, além da
representacdo do comportamento do erro, apresentado na Fig. 5.9, foi elaborada a Figura 5.10

onde a orientacdo € representada por vetores de mesmo comprimento.

x10°

desvio da orientacéo [rad]
S~
T
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O 1 1 1 5\ 1 1 1 1
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Figura 5.9: Desvio entre a orientagdo do elemento terminal e a orientacdo desejada.
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Figura 5.10: Orientacdo do elemento terminal ao longo da trajetdria.

5.4. Exemplo 3 — Inclusao de pontos para a reducio do erro

Este exemplo mostra claramente que a inclusdo de pontos intermedidrios reduz
consideravelmente o erro entre as trajetorias.
Para este exemplo foi utilizado os mesmos pontos do exemplo 2, com a inclusdo dos pontos
Q(572,5 647,5 610) e Q(707,5 692,5 700), cujas trajetdrias espaciais estdo apresentadas na
Fig. 5.11 e as Figs. 5.12, 5.13, e 5.14 apresentam suas projecdes nos planos XY, XZ e YZ,

respectivamente.
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Espaco das articulaces
— Espaco da tarefa

800
850 350

Figura 5.11: Trajetoria tridimensional do exemplo 2 (Fig. 5.4) com a inclusdo dos pontos

0(572,5 647,5 610) e Q(707,5 692,5 700).
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Figura 5.12: Projecdo da trajetéria tridimensional no plano XY com a inclusdo dos pontos

0(572,5 647,5 610) e Q(707,5 692,5 700).
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Figura 5.13: Projecdo da trajetoria tridimensional no plano XZ com a inclusdo dos pontos
0(572,5647,5610) e Q(707,5 692,5 700).
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Figura 5.14: Projecdo da trajetoria tridimensional no plano YZ com a inclusdo dos pontos
0(572,5 647,5 610) e Q(707,5 692,5 700).

Nas Figs. 5.15 e 5.16 estdo representados os erros de posic@o e os erros de orientagdo ao

longo da trajetdria.
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erro [mm]
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Figura 5.15: Erro absoluto entre a trajetoria no espaco da tarefa e a no espago das articulacdes.

x10°

desvio da crientagéo [rad]

Figura 5.16: Desvio entre a orientacao do elemento terminal e a orienta¢do desejada.

Pode-se verificar uma redu¢do importante dos erros quando comparados aqueles das Figs.
5.8e5.9.
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5.5. Conclusao

Na prdtica, para que o robd siga uma determinada trajetoria, os pontos que definem um
caminho devem ser ‘ensinados’ manualmente. Assim, quanto mais proximo a trajetoria deve
se aproximar de um perfil, mais pontos devem ser ensinados. Na literatura ¢ comum encontrar
que a trajetéria € planejada no dominio da tarefa quando se deseja previsibilidade no
movimento do robd entre dois pontos ‘ensinados’, e se a trajetéria for ensinada no dominio
das articulagdes, o robo atingird todos os pontos ensinados, porém o movimento entre dois
pontos ndo pode ser previsto, podendo provocar colisdes com o robé e seu ambiente de
trabalho.

No entanto, as simulacdes realizadas e apresentadas neste capitulo ndo condizem com o
dito sobre o planejamento da trajetoria no espaco das articulacdes quando se utiliza as curvas
B-spline.

Esse comportamento previsivel quando se utiliza B-spline € garantido pela propriedade
do fecho convexo, ou seja, a curva obtida estd sempre contida dentro do poligono de controle.
Dessa forma, com a parametrizacdo adequada do tempo, o planejamento de trajetdrias no
dominio das articulagdes ndo terd oscilacdes entre dois pontos de controle. Além disso, a
orientacdo do elemento terminal terd um erro relativamente pequeno para muitas aplicacdes
do robo, como manipulagio de objetos liquidos, colagem e pintura.

Apesar das simulacdes apresentarem trajetorias no espaco das articulacdes proximas as
no espacgo da tarefa, nesse trabalho o que se pode concluir € que devido a propriedade do
fecho convexo a trajetdria € previsivel.

Estdo previstos testes com o robd industrial citado para comprovar os resultados das

simulacoes.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

6.1. Conclusoes

O estudo de planejamento de trajetdrias iniciou com o projeto de cames mecanicos, pois a
cada perfil de movimento que o seguidor deve descrever, o perfil do came deve ser
reprojetado respeitando as condi¢des de suavidade de movimento. Devido a dificuldade de
construir um novo came para uma nova trajetéria, surgiu o came eletronico, que € um
servosistema que pode seguir as trajetorias programadas e armazenadas em sua memoria.

A partir dos cames eletronicos, foi possivel o surgimento dos robds, os quais possuem
varios eixos programadveis, possibilitando o seguimento de trajetérias mais complexas e
conseqiientemente a realizacdo de tarefas complexas.

Para cada tarefa que o robd deve realizar, sua trajetoria deve ser definida. O tipo de curva
utilizada influencia diretamente no comportamento da trajetéria. Com o estudo de diversas
curvas aplicadas a planejamento de trajetdrias, foi possivel verificar que o robd Motoman
HP6, no planejamento de curvas no dominio da tarefa, utiliza interpolacdo por Hermite por
partes associada com pardbolas. Esta metodologia garante um perfil de trajetdria previsivel.

Devido a propriedade do fecho convexo, a B-spline apresentou ser uma curva aplicavel
em trajetorias planejadas no dominio das articulacdes. Sabendo que a curva de referéncia de
cada articulagdo calculada por B-spline estard sempre no interior do poligono de controle,
movimentos imprevisiveis no elemento terminal nao ocorrerdo. Além disso, definindo que a
orientagcdo do elemento terminal deve ser constante, o erro de orientacao do elemento terminal

€ praticamente insignificante para muitas aplicacdes industriais.
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6.2. Sugestoes para trabalhos futuros

Para a validag@o dos resultados do planejamento de trajetérias no espaco das articulacdes
apresentados nesta dissertac@o, é necessdrio realizar o planejamento de trajetorias em um robd
industrial. O fabricante do Motoman HP6 nao fornece os dados para a aplicacdo de trajetorias
diferentes das definidas como padrdo do controlador. Assim, para trabalhos futuros sao

sugeridos:

a) Pesquisa do protocolo de comunicacdo dos sinais de comando e controle do
controlador HP6 e seu funcionamento;

b) Aplicagdo das B-splines no planejamento de trajetorias no espago da tarefa e no
espaco das articulagdes no robd Motoman HP6;

c) Verificacdo do efeito da continuidade do sinal de referéncia das articulagdes na

movimenta¢do do robd.
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ANEXOS

Anexo I — Func¢ao que Calcula Spline Natural Cuabica

function [xx yy] = SplineCubica(x,y)

%Esta func¢do realiza a interpolacao por spline cuibica natural

%o %o %o Fo Yo %o Yo Entradas %o %o %o To Jo Jo Jo Yo Yo Yo
%x € o vetor das ordenadas dos pontos que se deseja interpolar

%Yy ¢é o vetor das abscissas dos pontos que se deseja interpolar

To o %0 %0 To Fo To Yo To Fo Fo Yo To Fo Yo Yo Fo Fo Yo Yo Yo

%o %o %o To Jo %o S aidas %o %o %o Jo Jo Jo Jo Yo Yo Yo Yo Yo
% xx, vetor das ordenadas da spline

%yy, vetor das abscissas da spline

To o %0 %0 To Fo Fo %o To Fo Fo Yo To Fo Yo Yo Fo Fo Yo Yo Jo Jo

n = length(x);

%Numero de pontos

A = zeros(4*(n-1));

%Para n pontos, (n-1) vaos devem ser interpolados. Assim, tem-se (n-1)
%polindmios cubicos. Para cada polindmio sdo encontrados 4 coeficientes,
%entao o sistema linear deve ser [4*(n-1)]x[4*(n-1)]. A matriz é organizada
%de tal forma que a cada 4 colunas sdo armazenados os dados de cada
Jpolindomio. Nas primeiras 4 sdo os dados do primeiro polindmio e nas

Jultimas 4, do dltimo polindmio.
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fori=1:(n-2)
9% Sub-rotina para garantir a continuidade C1 da spline. A derivada de um
J%segmento em um ponto deve ser igual a derivada do outro segmento no mesmo
%ponto. Esta condicao existe somente nos pontos interiores. Entdo no
%sistema linear, a diferenca das duas derivadas deve ser nula. A cada
%interacao o a matriz é prenchida.
c=c+l;
AG,j:G+7)) = [3*x(c+1)"2 2*x(c+1) 1 0 -3*x(c+1)"2 -2*x(c+1) -1 O];
=i+
end
i=L
c=0;
for i = (n-1):2*(n-2)
%Sub-rotina para garantir a continuidade C2 da spline. A derivada segunda de um
%segmento em um ponto deve ser igual a derivada segunda do outro segmento no mesmo
J%ponto. Esta condicdo existe somente nos pontos interiores. Entdao no
%sistema linear, a diferenca das duas derivadas deve ser nula. A cada
%interacao o a matriz € prenchida.
c=c+l;

A@,j:(+7)) = [6*x(c+1) 2 0 0 -6*x(c+1) -2 0 0];

j=i+4
end
=1L
c=2;
f=0;
i =(2*n-3);

while (i <= (4*n-8))

% Sub-rotina para garantir a continuidade CO da spline.
A(1,J:(J+3))= [x(c)"3 x(c)*2 x(c) 1];
AG+1,G+4):G+7))= [x(c)"3 x(c)*2 x(c) 1];

1=1+2;
c=c+l;
j=j+4;
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end

G0 0 %0 %0 To To %o %o To Fo To Yo To Fo %o Yo To Fo Yo Yo Fo Fo To Yo Fo Fo Yo Yo Fo Fo Yo Yo
A((4*n-7),1:4) = [x(D"3 x(1)*2 x(1) 1];

A((4*n-6),(end-3):end) = [x(end)"3 x(end)*2 x(end) 1];

%V alor da spline nas extremidades

Go 0 %0 %0 ToTo %o %o To Fo To Yo To Fo Yo Yo To Fo Yo Yo Fo Fo To Yo Fo Fo Yo Yo Fo Fo Yo Yo
G0 0 %0 %0 To To %o %o To Fo To Yo To Fo Yo Yo To Fo Yo Yo To Fo To Yo Fo Fo Yo Yo Fo Fo Yo Yo
A((4*n-5),1:2) = [6¥x(1) 2];

A((4*n-4),(end-3):(end-2)) = [6*x(end) 2];

%Condigao de contorno para a spline

To o %0 %0 ToFo Fo %o To Fo Fo o To To Yo Yo To Fo Fo Yo To Fo Fo Yo Fo Fo Yo Yo Fo Fo Yo Yo

y_aux = [J;
fori=2:(n-1)
y_aux = [y_aux y(i) y(®)];
end
Y = [zeros(1,(2*(n-2))) y_aux y(1) y(end) 0 0]

% Vetor que contém os valores do lado direito da igualdade do sistema

B =inv(A)*Y;
%Vetor que contém os valores dos coeficientes dos polindmios

i=1

xx =[]
yy =11
fori=1:(n-1)

xx1 = linspace(x(i),x(i+1),100);
yyl = B()*xx1.A3+B(G+1)*xx1.22+B(+2)*xx1+B(+3);
j=j+4;

xx = [xx xx1];
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yy =lyy yyll;

end

Anexo II — Funcao que Encontra o Vao em que o N6 se Encontra

function i = EncontraVao(n,p,u,U)

%Determina o idice do vao
%0 %0 % % JoEntradas:
%n - nimero de pontos menos um
%p - grau da curva
%u - parametro
%U - vetor de nds
To o %0 %0 To Fo %o %o To Fo To Yo To Fo Yo Yo Fo Fo To Yo To Fo Jo Yo
if u==U(n+2)
1=n+l1;
mid =1;
else
low = p+1;
high = n+2;
mid = fix((low+high)/2);

while ((u<U(mid))ll(u>=U(mid+1)))
if(u<U(mid))
high = mid;

else

low = mid;

end
mid = fix((low-+high)/2);

end
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end

1 =mid-1;

Anexo III — Funcao que Calcula as Funcoes de Base nao Nulas

function N = FuncaoBase(i,u,p,U)

i=i+l;

% Continuar e fazer as mudancgas para os indices comegando em 1.
%Nao havera mudanga nas fungdes de base, somente os idices ficarao
%deslocados

% % % %Entradas

%1 - vao de andlise

%u - n6 de cdlculo

%p - grau da fun¢do de base

%U - Vetor de nos

T %o To To Fo Fo T %o Yo Yo Yo Vo Fo Fo Fo Fo Fo Yo Yo Yo

9%N(0) = 1, mas ndo existe idice zero
N O0=1;
forj=1:p

% Continuar e fazer as mudangas para os indices comec¢ando em 1.
%Nao havera mudanga nas fungdes de base, somente os idices ficarao
%deslocados

esquerdo(j) = u-U(@i+1-j);

direito(j) = U(i+j)-u;

salvo =0;
forr=0:(-1)
if (r==0)

temp = N_0/(direito(1)+esquerdo(j));

N_0 = salvo+direito(1)*temp;
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salvo = esquerdo(j)*temp;
else
temp = N(r)/(direito(r+1)+esquerdo(j-r));
N(r) = salvo+direito(r+1)*temp;
salvo = esquerdo(j-r)*temp;
end
end
N(j) = salvo;

end

N =[N_ON];

Anexo IV — Func¢ao que Calcula o Ponto da B-spline

function C = PontoCurva(n,p,U,P,u)
9%Calcula o ponto na curva referente ao né u
vao = EncontraVao(n,p,u,U);
N = FuncaoBase(vao,u,p,U);
C=0;
fori=1:(p+1)

C = C+N(1)*P(vao-p+i);

%Eq. (5.20)

end
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