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Oliveira, L. S. Uma Contribuicao ao Estudo dos Métodos de Otimizacdo Multi-Objetivo.
2005. 117f. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia.

Resumo

Em problemas de otimizagdo, existem varias situagbes nas quais 0 usuario necessita
minimizar ou maximizar ndo apenas uma fungao objetivo, mas varias funcoes
simultaneamente, que estdo usualmente em conflito umas com as outras. Estas situagcbes
sao formuladas como um problema de otimizagdo multi-objetivo, também chamado de multi-
critério, multi-performance ou otimizagdo de um vetor de funcbes. Observa-se que
problemas de otimizacdo multi-objetivo surgem em diferentes aplicagbes cientificas, sendo
que varias pesquisas visam desenvolver métodos para soluciona-los. Existem varios
critérios que podem ser considerados para resolver este complexo problema de otimizacéo,
este trabalho apresenta uma contribuicdo ao estudo e comparagdo de alguns destes
métodos. Os métodos classicos baseados em escalonar as fungdes, onde o vetor funcao
objetivo é transformado em uma funcdo escalar, sdo representados pelo método dos
objetivos ponderados e o método do critério global. Uma abordagem diferente é dada no
método hierarquico, da negociacdo e no método da programagéo de metas, que tratam as
fungdes objetivo como restricdes adicionais. Apresenta-se também um estudo sobre o
meétodo desenvolvido com base na abordagem min-max. Alguns problemas de otimizagao

multi-objetivo sdo solucionados visando ilustrar cada metodologia estudada.

Palavras Chave: otimizacdo multi-critério, critério global ponderacdo dos objetivos,

hierarquico, negociag¢do, programagdo de metas, min-max.
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Oliveira, L. S. A Contribution to the study about Multicriterion Optimization Methods.
2005. 117f. M. Sc. Dissertation, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia.

Abstract

In optimization problems, there are many situations in which the users’ goal is to minimize
and or maximize several functions simultaneously, instead of dealing with a single objective
function. These functions form a mathematical description of performance criteria, which are
usually in conflict with each other. This situation is formulated as a multicriterion optimization
problem (also called multi-performance, multiple objective or vector optimization).
Multicriterion optimization problems arise various applications in sciences and engineering.
There are several criteria that can be used to solve complex optimization problems. This
dissertation presents a contribution to the study and comparison multiobjective optimization
problems. The classic methods, based on function scalarization in which a vector function is
transformed into a scalar function, are represented in the present work by the weighting
objectives method and the global criterion method. A different approach is given by the
hierarchical, trade-off and goal programming methods, which treats the objective functions as
additional constraints. A method based of the min-max approach is also studied. Some

multicriterion optimization problems are used to illustrate the methodology developed.

Keywords: multicriterion optimization, weighting objectives, global criterion, hierarchical,

trade-off, goal programming, min-max.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Otimizagao consiste em encontrar uma ou mais solugdes viaveis que correspondem a
valores extremos de um ou mais objetivos. A necessidade de encontrar tais solu¢des étimas
do problema vem principalmente com a busca do extremo de um projeto, por exemplo, a
solugcdo para o custo minimo de fabricacdo, ou a confianca maxima possivel em um
processo, entre outros. Por causa de tais propriedades extremas de solugdes 6timas,
meétodos de otimizagdo sdo de grande importancia na pratica, particularmente em projetos
de engenharia e problemas de tomada de decisao.

Quando se modela um problema de otimizagdo para um sistema fisico, envolvendo
uma unica fungao objetivo, encontra-se uma solugédo 6tima que é chamada otimizacao de
um unico objetivo. Nas ultimas décadas, a maioria dos esforcos neste campo tém sido
empreendidos para entender, desenvolver e aplicar métodos de otimizacdo de um unico
objetivo.

Atualmente, existem algoritmos de otimizagdo de um unico objetivo que trabalham
com técnicas de busca com base analitica (busca local) ou base heuristica (busca global),
sendo que em alguns casos, nestes ultimos, permitem encontrar solugdes étimas globais.
Uma outra classificagdo para os algoritmos de otimizagdo s&o os métodos classicos
(subdivididos em métodos diretos e indiretos) e os métodos naturais (subdivididos em
métodos baseados em populagao, busca Tabu, Simulated Annealing e Nelder Mead).

E importante observar que n&o existem métodos universais capazes de resolver com
eficacia todos os problemas de otimizagédo. Alguns métodos, indicados para uma classe de
problemas, podem nao ter bom desempenho em outras aplicagdes.

Quando um problema de otimizagdo envolve mais de uma fungao objetivo, a busca
de uma ou mais solugbes otimas €& conhecida como otimizagdo multi-objetivo, também
chamada de multi-critério, multi-performance ou otimizagdo de um vetor de fungbes
(Osyczka, 1981). Como a otimizagao multi-objetivo envolve objetivos mudltiplos, € intuitivo
pensar que otimizagdo de um unico objetivo € um caso particular da otimizagdo multi-

objetivo.
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A maior parte dos problemas de otimizagdo praticos envolvem objetivos multiplos.
Assim, ndo se pode aplicar a idéia de otimizar somente um dos objetivos, uma vez que os
outros objetivos também s&o importantes. A solucdo que é 6tima em relagdo a um dos
objetivos necessita ser negociada em relagdo aos outros objetivos. Isto proibe a escolha de
uma solugéo que é 6tima somente em relagdo a um objetivo.

Para exemplificar este conceito, considere a tomada de decisdo envolvida na compra
de um veiculo automobilistico. Os precos dos carros variam de dez mil a cem mil reais. Seja
dois carros extremos hipotéticos, um custando quase dez mil (solugdo 1) e outro custando
quase cem mil (solugdo 2), como mostrado na Fig.1.1 (Deb, 2001).

A

90 %

[
\ho

Conforto A /7

40 %

v

!
100

Custo

Figura 1.1 - Solugdes de negociagao hipotéticas para o problema da compra do veiculo

automobilistico.

Se o custo do veiculo é o unico objetivo a ser considerado durante o processo de
tomada de decisdo, a escolha étima é a solugdo 1. Se o custo fosse o Unico objetivo de
todos os compradores, teria-se somente um unico tipo de automovel trafegando nas vias
(solugdo 1) e nenhum fabricante produziria outros carros mais caros. Felizmente, este
processo de tomada de decisdo ndao possui um Unico objetivo.

Normalmente, um veiculo de custo inferior € menos confortavel. A Fig.1.1 indica que o
veiculo mais barato tem um conforto de 40%. Para compradores ricos, considerando que o
conforto é o Unico objetivo do processo de tomada de decisdo, a escolha entao, € a solugao
2 (com um conforto maximo de 90%, como mostra a Fig.1.1). Entre estas duas solugdes,
existem muitas outras solugbes, onde tém-se uma negociagao entre o custo e o conforto do
veiculo. Algumas solugbes com diferentes niveis de custo e conforto sdo mostrados na
Fig.1.1 (solugdes A, B e C). Assim, entre duas ou mais solugdes, uma é melhor em termos
de um obijetivo, sendo que esta melhora vem somente em sacrificio de outros objetivos. Este

exemplo, contradiz o pensamento intuitivo de que a otimizagdo de um unico objetivo € um
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caso particular da otimizagdo multi-objetivo, mostrando que otimizagdo multi-objetivo nao é
simples extensao da otimizagao de um unico objetivo.

A maioria dos métodos evitam a complexidade (Deb, 2001) envolvida em um
verdadeiro problema de otimizacdo multi-objetivo e transforma, através da utilizagdo de
parametros pré-definidos, objetivos multiplos em uma fungéo escalar com um unico objetivo.
Assim, a maior parte dos estudos em otimizagdo classica multi-objetivo ndo se trata
realmente de uma otimizagao multi-objetivo. Os estudos de conversao de objetivos multiplos
em um unico objetivo surgem em varios campos de pesquisa, o0 que envolve muita
dedicacado na comparagao de esquemas diferentes propostos para tais conversoes.

Teorias e algoritmos que sao aplicaveis na otimizagdo de um unico objetivo, também
sdo aplicados na otimizagcdo de uma funcdo de um unico objetivo transformado, ou seja,
uma fungao multi-objetivo transformada em uma fung¢do de um unico objetivo.

Mas, existe uma diferenga fundamental entre otimizag&o de um unico objetivo e multi-
objetivos que ndo pode ser ignorada quando se usa o método da transformacao
mencionado acima: para objetivos conflitantes, cada objetivo corresponde a uma solugéo
6tima diferente. No problema de tomada de decisdo da compra do automoével mencionado
acima, as solucdes 1 e 2 sao solugdes otimas. Se um comprador esta disposto a ter um
gasto maior, o comprador tem a sua disponibilidade, um outro veiculo com o conforto melhor
que a solugdo 1. Dessa forma, o sacrificio no custo € em fungcdo de um melhor conforto.
Assim, pode visualizar um conjunto de solugdes 6timas (por exemplo, 1, 2, A, B e C), onde o
ganho em um objetivo significa o sacrificio do outro.

Com todas estas solugdes em vista, pode-se dizer que uma solucdo é a melhor em
relacdo a ambos os objetivos? E irénico dizer que nenhuma destas solucdes é a melhor em
relacdo a ambos os objetivos. A razdo encontra-se no fato de que nenhuma solugéo para
este conjunto satisfaz ambos os objetivos (custo e conforto) e portanto ndo pode ser
considerada melhor que alguma outra solugdo do conjunto.

O termo “otimizar” significa encontrar uma solucdo que ira fornecer valores aceitaveis
para todas as fungdes objetivo. Assim, necessita-se equacionar uma forma para comparar
as aproximagdes obtidas. Com este objetivo é definido, o conceito do étimo de Pareto
(Osyczka, 1981). Este 6timo da um conjunto de solugdes nao inferiores, isto &, solugbes
para as quais nao existem maneiras de melhorar algum critério sem piorar pelo menos um
outro critério. E claro que a solugdo sera escolhida dentro deste conjunto mas, ainda assim,
existem varias opcdes para esta escolha. O conceito deste 6timo foi formulado por V. Pareto
em 1896, sendo ainda muito importante para a analise multi-critério.

Assim, em problemas com mais de um objetivo conflitantes entre si, ndo existe

solugao 6tima simples (de um Unico objetivo). Existe sim, um numero de solugdes, sendo
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que todas sdo 6timas. Sem alguma informag¢do a mais, nenhuma solugao pertencente ao
conjunto de solugdes 6timas pode ser melhor que qualquer outra solugéo. Dai, todas estas
solucdes sdo otimas, cabendo ao pesquisador escolher a solugdo mais interessante para o
problema em estudo. Esta é a diferenga fundamental entre otimizagdo de um Unico objetivo
e multi-objetivo. Em otimizagdo multi-objetivo, o numero de solugdes otimas aumenta por
causa da negociacao entre os objetivos conflitantes que s&o importantes em determinado
momento. Os métodos de otimizagdo multi-objetivo vém sendo amplamente estudados nos
ultimos anos, podendo-se encontrar varios algoritmos e aplicagbes envolvendo objetivos
multiplos.

Yoshimura et al (2005) utilizaram a formulagdo de problemas multi-objetivo,
particularmente a otimizacao hierarquica, para reformular problemas baseados na evolugéo
de numeros caracteristicos. O problema de otimizagdo estudado considera as seguintes
caracteristicas de performance (que denotam o seu desempenho): precisdo, eficiéncia,
custo de manufatura e o consumo de energia. Knowles (2005) utilizou a otimizagdo multi-
objetivo na resolugdo de problemas onde cada avaliagdo das fungbes tem um alto custo
financeiro e de tempo computacional. Nesse artigo, alguns algoritmos evolutivos sao
comparados, sendo proposto um algoritmo hibrido de otimizagdo. Parsons e Scott (2004)
utilizaram a otimizagao multi-critérios considerando o problema de projetos maritimos.
Propuseram neste artigo uma metodologia que visa auxiliar a equipe de projeto na selegéo
da melhor solugdo entre um conjunto de solugbes 6timas de Pareto, com um pequeno
acréscimo do custo computacional. Um algoritmo genético multi-objetivo € aplicado na
solugdo de problemas de projeto de engenharia por Andersson (2003), que aborda um
projeto detalhado de uma bomba hidraulica. O problema é formulado usando modelos de
simulagdo dinamica, superficies de resposta, bem com equacdes estaticas. Ticona (2003)
apresenta um trabalho que formula o problema de alinhamento de sequéncias biol6gicas
como um problema de otimizagado multi-objetivo, visando encontrar um conjunto de solugdes
que representem um compromisso entre a extensao e a qualidade das solugdes. Neste
trabalho, foram aplicados varios modelos de algoritmos evolutivos para otimizagcdo multi-
objetivo. O desempenho de cada modelo foi avaliado por métricas de performance
encontradas na literatura. No artigo de Vankan e Maas (2002) é feita a modelagem e a
otimizagcdo de projetos aeronauticos através da utilizagdo de fungdes multi-objetivo.
Ambrésio (2002) utiliza programagé&o multicritério como um instrumento para planejamento
agro-ambiental. Saramago e Steffen (2001) apresentam o problema de otimizagdo multi-
objetivo que visa obter a trajetdria 6tima de um robd manipulador na presenga de obstaculos
moveis, minimizando o tempo total de percurso e a energia mecénica dos atuadores. Assis

(1999) utiliza as técnicas de otimizagdo multi-objetivo para a obtencao de solugbes de
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problemas diretos e inversos em maquinas rotativas, sendo que no primeiro caso, a fungao
multi-objetivo descreve o posicionamento de velocidades criticas e a energia global de
deformacao do sistema rotor mancais. Enquanto que no segundo caso, a fungdo multi-objetivo
¢é escrita de forma a ajustar as curvas tedricas de resposta ao desbalanceamento as obtidas
experimentalmente, dando énfase ao caso de identificagao dos parametros de mancais.

Observa-se que problemas de otimizacdo multi-objetivo surgem em diferentes
aplicagdes cientificas, sendo que varias pesquisas visam desenvolver métodos para
soluciona-los. Existem varios critérios que podem ser considerados para resolver este
complexo problema de otimizagao (Sawaragi et al, 1985). Alguns métodos classicos sao
baseados em escalonar as fungdes, sendo que o vetor fungado objetivo é transformado em
uma funcio escalar (ex.: objetivos ponderados e critério global). Outros tratam as funcgoes
objetivo como novas restrigdes (ex.: hierarquico, negociacdo e o método da meta final).
Alguns métodos sdo desenvolvidos com base na abordagem min-max (ex.: métodos
exploratérios, método da ponderagdo min-max).

Neste caso, pretende-se encontrar uma solugdo 6tima que leva em consideracao
todos os objetivos. O objetivo deste trabalho sera avaliar os seguintes métodos de
otimizagdo multi-critérios: o método da ponderagdo dos objetivos, hieraquico, da
negociacao, do critério global, da programagao de metas e o método do 6timo min-max.

O método da ponderagdao dos objetivos, no qual o problema de otimizagdo multi-
critérios é substituido por um problema de otimizagdo escalar através da criagdo de uma
funcdo com coeficientes de ponderagado (ou pesos) que representam a importancia relativa
de cada critério.

O método do critério global, no qual a solugdo 6tima € um vetor de variaveis de
decisdo que minimiza algum critério global (Boychuk e Ovchimikov, 1973; Salukvadze, 1974;
Koski, 1981). A funcédo escalar que descreve este critério global deve ser definida pelo
pesquisador de forma que obtenha uma solugao mais proxima possivel da solugao ideal.

O método de otimizagdo hierarquico, proposto por Walz (1967), considera a situagéo
na qual o critério pode ser ordenado em termos de importancia. Seja a numeracédo de 1 a k
que reflete esta ordem, no sentido que o primeiro critério € mais importante e o k-ésimo
critério € menos importante. Conservando esta ordem, minimiza-se cada fungdo objetivo
separadamente, adicionando em cada passo uma nova restricdo escrita em funcado de
alguma fungao objetivo que ainda nao foi avaliada.

O método da negociagao, proposto por Haimes e Hall (1974), é baseado no conceito
de trocar o valor de uma fungao objetivo por um outro valor da funcado, para determinar o

préximo passo na busca da solugdo. Em muitos casos, o conceito acima é utilizado através
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da minimizagdo de uma das fung¢des objetivo considerando as outras como restricbes
flexiveis que sao limitadas por valores pré-determinados.

Outra técnica estudada é o método da programacgédo de metas (Charnes et al, 1961;
Ignizio, 1976; Lee, 1972), cuja idéia principal é encontrar uma solu¢ao que atinge metas pré-
definidas para cada umas das solugdes objetivo ou, caso esta solugdo ndo exista, obter
solugdes que minimizem os desvios das fungdes em relagdo a estas metas.

Vale ressaltar que para os trés ultimos métodos, onde as funcbes objetivo sdo
tratadas como restricbes adicionais, pode-se alterar a regido viavel do problema devido a
estas novas restricbes. Observe ainda, que estes métodos podem ser vistos como
“‘iterativos”, sendo sensiveis as prioridades adotadas e aos critérios de parada
estabelecidos.

O conceito do método do étimo min-max foi derivado da teoria de jogos, onde
necessita-se resolver situagées de conflito (Jutler, 1967; Solich, 1969; Osyczka, 1978 e
1981). O 6timo min-max compara os desvios relativos obtidos para cada fungao objetivo em
relacdo a sua solucdo ideal e, a solugdo desejada, é aquela que minimiza os incrementos
relativos de todas as fungdes objetivo. A solugao ideal € obtida resolvendo separadamente o
problema de otimizagéo para cada fung¢ao objetivo.

As analises serao feitas através da otimizagao de trés problemas em engenharia. Na
aplicagao da usinagem de um metal, pretende-se obter uma vida maxima para a ferramenta
juntamente com uma maior taxa de remoc¢ao do material. Na segunda aplicagao, o objetivo é
maximizar a primeira frequéncia natural e distanciar as trés primeiras frequéncias naturais
entre si de um sistema massa-mola. E na terceira aplicagdo, pretende-se selecionar
geradores de uma unidade de producao de energia, de forma a minimizar o custo total do
combustivel e a emissao de poluentes na atmosfera.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira, no capitulo 2, tem-se a
formulacdo de um problema de otimizagdo multi-objetivo, com as respectivas restricdes de
desigualdade e de igualdades, definicdo do conceito de solu¢do ideal e do conceito de étimo
de Pareto. No capitulo 3, tem-se o estudo de alguns métodos de otimizagdo multi-critérios
que podem ser usados para minimizar a fungdo multi-objetivo, obtendo-se solu¢des otimas
de Pareto. A titulo de ilustracdo, para auxiliar a compreensao dos métodos, o exemplo
apresentado no capitulo 2, é solucionado usando todas as técnicas estudadas. No capitulo
4, os métodos estudados sao utilizados na solugdo de trés problemas multi-critérios: a)
problema de usinagem de um metal; b) otimizagdo das freqiiéncias de um sistema massa
mola; c) selegdo 6tima de geradores, em um problema de despacho econdmico e ambiental.
No capitulo 5, sdo apresentadas algumas discussbes sobre os resultados obtidos nas

simulagdes numéricas e propostas de continuidade do trabalho.
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CAPITULO II

FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO MULTI-OBJETIVO.

Como o nome sugere, um problema de otimizacdo multi-objetivo trabalha com mais de
uma fungao obijetivo, sendo constituido de um certo nimero de fungdes objetivo que podem
ser minimizadas ou maximizadas. Por falta de metodologias adequadas, durante muitos
anos o problema de otimizagdo multi-objetivo foi tratado como um problema de otimizagao
de um unico objetivo. Em um problema de otimizagdo de um uUnico objetivo, a finalidade é
encontrar uma solu¢do que otimiza a unica funcao objetivo, exceto em algum problema de
otimizacdo multi-modal, onde solugdes 6timas multiplas sdo procuradas. Estendendo esta
idéia para um problema multi-objetivo, pode-se erroneamente assumir que a finalidade na
otimizagdo multi-objetivo € encontrar uma solugao 6tima correspondente a cada uma das
fungdes objetivo (Deb, 2001).

Define-se programacao matematica como a analise de problemas, onde se procura
encontrar o 6timo da funcdo objetivo, quando as variaveis de decisdo sdo sujeitas a
restricdes de igualdade e ou desigualdade. A programagdo matematica esta se tornando
rapidamente uma ferramenta pratica e fundamental na solugéo de problemas de Engenharia
e de outros campos.

Neste estudo, a programacao matematica para problemas multi-critérios é formulada
procurando encontrar um vetor de variaveis de decisdo o qual satisfaz as restricdes e
otimiza um vetor fungdo objetivo cujos elementos representam as diferentes fungbes
objetivo. Estas fun¢des formam uma descricdo matematica dos critérios representados, as
quais estdo usualmente em conflito uma com a outra. Se a solugdo nao é aceitavel, o que
acontece freqlientemente, o pesquisador se encontra diante de um problema onde deve
tomar decisoes.

As variaveis de decisdo ou variaveis de projeto sao as quantidades que modificam o
valor da fungao objetivo. Na programagao matematica estas quantidades sao representadas
como x;, i =1, 2, ..., n, sendo x; a variavel que representa cada quantidade. Seja o projeto de
uma viga escalonada onde se deseja determinar suas dimensdes, conforme mostra Fig. 2.1.

Neste caso, as variaveis de projeto x; e x, séo:
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X4 = comprimento da sec¢ao 1 da viga.

X, = didmetro interior da viga.

-

Figura 2.1 - Desenho de uma viga escalonada.

Em varios modelos de otimizacdo a escolha do numero e do tipo da variavel de
decisao é simples, mas, algumas vezes, esta situagao nao é clara.

Considere o exemplo dado no qual o didmetro externo da viga escalonada é definido
com os valores 100 mm e 80 mm. Se estes didmetros ndo sao pré-determinados, isto é,
podem ser escolhidos durante o processo de otimizacdo, serdo tratados como novas
variaveis de decisao (x3 e x;). Caso se deseje também escolher o material da viga, tem-se
uma nova variavel de projeto (xs).

Na fase da construgcdo do modelo matematico deve-se escolher quais quantidades
serdo tratadas como variaveis de deciséo e quais serdo consideradas como constantes. As
quantidades cujos valores sdo constantes serdao denominadas de parédmetros. As relagdes
matematicas entre as variaveis de decisdo e os parametros constituem um modelo de
otimizagao.

Quando tem-se n variaveis escreve-se o vetor x como:

X1
Xy
xX=1.
x}’l
ou de uma maneira mais conveniente: x = [X; Xz .... Xn ] T onde T denota a

transposicao do vetor.
Em cada problema de otimizagao, tem-se varias restricdes impostas pelo ambiente,
processo ou recursos, que devem ser satisfeitas de forma a obter uma solugéo viavel. Assim

como nos problemas de otimizagdo de um unico objetivo, o problema de otimizagdo multi-
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objetivo € usualmente sujeito as restricbes que devem ser satisfeitas pela solugéo viavel
(incluindo a solugéo étima).

Estas restricbes descrevem a dependéncia entre as variaveis de decisdo e os
parametros. Estas dependéncias sao escritas em forma de desigualdades matematicas e
algumas vezes de igualdades.

A forma geral de escrever as restricdes de desigualdade é:
gr(x)s0 parat=1,2,...m (2.1)

Em um certo modelo, pode-se também ter as restricbes de igualdade que séo escritas

na seguinte forma:
ha(x)=0 paran=1,2,..,p (2.2)

Considere o exemplo dado, segundo Osyczka (1984) assumindo que a viga

representada na Fig. 2.1 pode resistir a uma forga maxima F.x = 12 000 N e que a tensao

de flambagem admissivel para o material da viga é de o, = 180 N / mm ; neste caso, tem-se:

6
gl(x): 9,78 X].O X4

- —180 <0
4,09 x107 — x,

g,(x)=x,-75,2<0
2.3
g.(x)=40 - x,<0 23)

g4(x)=—x130

hi(x)=x,-5x,=0

Note que o numero das restricbes de igualdade (p) deve ser menor que o niumero das
variaveis de decisdo (n). Se p > n, o problema é denominado super restrito (over-
constrained), uma vez que nao existem graus de liberdade negativos na otimizacdo. O
numero de graus de liberdade € dado por n —p.

No exemplo considerado, todas as restrigdes sdo escritas na forma explicita. Existem,
entretanto, modelos mais complicados para os quais n&o é possivel escrever as restricdes

na forma explicita em relagdo as componentes do vetor x.
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Ainda assim, para muitos métodos numéricos de otimizacao, as formas implicitas das
restricdes sao satisfatérias. Obviamente, estas formas devem permitir o calculo da restricao
para um dado vetor x e isto €, usualmente, obtido por meio de um algoritmo.

No processo de selecdo de uma “boa solugao”, entre todas as solugbes que
satisfazem as restricdes, existem varios critérios que permitem comparar estas solugdes.
Estes critérios consideram qualidades inerentes de cada solugdo e, no modelo de
otimizagdo, devem ser expressos como fungcbes computaveis das variaveis de decisao.
Estas fungdes sao denominadas de fungbes objetivo e usualmente algumas delas podem
estar em conflito umas com as outras.

Sejam as funcgbes objetivo representadas como f;, f, ...., fx ou para enfatizar suas
dependéncias com as variaveis de decisao, representadas como f(x),f(x),....,fi(x).

Uma forma de representar as fungcbes objetivo é usando um vetor coluna f(x) que
contém todas as funcdes consideradas no modelo. Geralmente, para as k-ésimas fungdes

objetivo, tem-se:

f1(x)
f>(x)

fi(x)

ou, escrevendo-se de uma maneira mais conveniente: f(x) = [f;(x) f2(x) ... fu(x)] "

f(x)=

Seja o conjunto de todas as n-uplas dos numeros reais representados pelo n espaco
Euclidiano E". Uma vez que sdo considerados, o vetor das varidveis de decisdo e o vetor

das fungdes objetivo, serdo considerados dois espacos euclidianos:

(1) O espago n-dimensional das varidveis de decisdo (E") em que cada coordenada
corresponde a uma componente do vetor x.
(2) O espaco k-dimensional das funcdes objetivo (E) em que cada coordenada

corresponde a uma componente do vetor f(x).

Todo ponto no primeiro espago representa uma solugao e fornece um certo ponto no
segundo espago, o0 qual determina a qualidade da solugdo em termos dos valores das
funcdes objetivo. No exemplo do projeto da viga, dado na Fig. 2.1, considere que o projetista

deseje que a viga satisfaca dois objetivos:

¢ A minimizagao do volume da viga f;(x) e,
¢ A minimizagdo do mddulo de rigidez estética (static compliance) relacionado com as

mudangas geométricas da viga f(x).
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(2.4)

(2.5)

Figura 2.2 - llustracao grafica do projeto de uma viga, sem considerar a restricdo de

igualdade: a) Representacdo da regido viavel; b) Representagdo do espaco das funcoes

objetivo.
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Neste exemplo, ambos os espagos sao bidimensionais, sendo facil obter as
ilustracdes graficas deste problema. Estas ilustragbes sdo mostradas nas Fig. 2.2 e 2.3. Na
Fig. 2.2 considera-se as restricbes de desigualdade presentes em (2.3) e as fungoes
objetivo dadas pelas Egs. (2.4) e (2.5). Na Fig. 2.3, adiciona-se as restrices ja existentes a
restricdo de igualdade. Neste caso, 0 conjunto das solug¢des viaveis x é limitada para os
pontos sobre a linha escura da Fig. 2.3(a). No espaco das fungdes objetivo, Fig. 2.3(b),
somente uma curva representa o conjunto dos valores viaveis. Pode-se ver, facilmente, que
a restricdo de igualdade limita o conjunto das solugdes viaveis.

g X2 (mm £,(x) (MM/N)

70 b
60 |

50F

40

30F

00 200 X0 40 500 600 700 8OC = e e (%)

X1 (Mm) (mm3)

(a) (b)
Figura 2.3 - llustracdo grafica do projeto de uma viga com a restricao de igualdade: a)

Regiao viavel; b) Espaco das fungdes obijetivo.

Na otimizagdo multi-objetivo de casos simples, espacgos bi ou tridimensionais, é
possivel obter a ilustracdo grafica da formulacdo do problema. Esta ilustracdo ajuda a
entender os métodos de resolugao dos problemas de otimizagdo multi-critérios, que serao

discutidos nos capitulos seguintes.

2.1 Formulagéo Geral do Problema

Um problema de otimizagado multi-objetivo para programagao matematica pode ser

formulado como a seguir:
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Minimizar ou Maximizar f(x), i=1,2, ...,k
Sujeito a X" < x < X, j=1,2,...n (2.6)

9: (x) <0, =1,2,..,m

hn(x) =0, n=1,2,..,p

Uma solugédo x € um vetor de n variaveis de decisdo: x = [X4, X2, X3, ..., Xn] T sujeito as
restricdes laterais que delimitam cada variavel de decisdo x;, dentro do intervalo x e x*.

Associado com o problema existem m restricbes de desigualdade e p restrigdes de
igualdade. Os termos g.«{x) e hp(x) sdo chamadas de funcbes de restricbes. Estas restricoes
limitam as variaveis de decisdo dentro de um espaco S, denominado espaco de decisdo ou
regiao viavel.

Na formulagéo acima, existem k fungdes objetivo f(x) = [ fi(X), f(X), ...., f(x)] . Cada
funcdo objetivo pode ser minimizada ou maximizada, procurando uma solugdo de
compromisso que respeite todas as fungdes consideradas. Nos problemas de otimizacao

multi-critérios pode-se procurar:

(1) Minimizar todas as fungbes objetivo,
(2) Maximizar todas as funcbes objetivo e,

(3) Minimizar algumas e maximizar outras.

Por conveniéncia, todas as funcbes onde se pretende a maximizacdo serao
convertidas em minimizacdo, trabalhando com a funcido simétrica, obtida multiplicando a
funcao objetivo por (— 1).

Uma diferenga entre otimizagdo de um unico objetivo e multi-objetivo € que, nesta
dltima, as funcdes objetivo constituem um espaco multi-dimensional (E¥), em adicdo ao
usual espago das variaveis de decisdo (E"). Esse espago adicional € chamado de espago
objetivo F. Para cada solugdo x no espacgo das variaveis de decisao, existe um ponto no
espaco objetivo, representado por f(x) = F = [f;, fo, ..., f]".

Um problema de otimizagdo multi-critérios pode ser escrito na forma reduzida como a
seqguir:

f(x') = opt f(x), x € X, X" < x; < x> (2.7)
onde

f:X—>E"
Xz{er” |g(x)<0, h(x)=0,x"" <x, <x¥*

J J J

(2.8)
}
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2.2 Solucéo Ideal

Seja uma solugcdo chamada de “solucao ideal”. Para determinar esta solugéo, deve-se
encontrar, separadamente, o minimo atingivel para todas as fung¢des objetivo. Assumindo
que este minimo pode ser encontrado, seja x°? = [x,°?, x,°? ..., x,°)]" o vetor de variaveis
que minimiza cada i-ésima funcdo objetivo f(x). Em outra formulagado, o vetor x°” € X é tal

que
= £0C9) = min £, i=1,2, ..., k (29)

Usa-se £ para representar o valor minimo de cada i-ésima fungéo.
O vetor f°=[£", 1, v f."]" € ideal para um problema de otimizagdo multi-critério e

o ponto no F" o qual determina este vetor é a solugdo ideal.
Considerando o exemplo dado pelas Egs. (2.3) e (2.5), a solugao ideal esta

representada na Fig. 2.4.
fa(x) (mm/N)

06407 }

3
0.5+10

0310 °

0.2-10

o140 > F 4 fo — []plo’ 2o]T

= e BB =
1-10% 2410 340° 410° 5.10° 5-10°

TR e N -

fi(x) (mm?)

Figura 2.4 - Vetor ideal f° para o problema da viga.

Uma vez que a solucdo ideal ndo é viavel, ela ndo nos interessa. Mas algumas vezes
sera bastante Util aplicar o conceito do vetor ideal £°.

Em geral, o vetor objetivo ideal corresponde a uma solugdo nao-existente, porque as
solugbes otimas da Eq. (2.9) para cada funcio objetivo sdo diferentes entre si. A Unica
maneira de um vetor objetivo ideal corresponder a solugao viavel é se as fungdes objetivo
fossem linearmente dependentes. Neste caso, os objetivos ndo sdo conflitantes uns com os
outros e a solugdo 6tima para qualquer uma das fungdes objetivo sera a solugdo 6tima para

o problema de otimizag&o multi-objetivo.
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2.3 Otimo de Pareto

O termo “otimizar” significa encontrar uma solugao que ira fornecer valores aceitaveis
para todas as fungdes objetivo. Assim, necessita-se equacionar uma forma para comparar
as aproximacgodes obtidas. Com esta finalidade define-se o conceito do étimo de Pareto. Este
6timo da um conjunto de solugdes nao inferiores, isto €, solugbes para as quais ndo existem
maneiras de melhorar algum critério sem piorar pelo menos um outro critério. E claro que a
solucao sera escolhida dentro deste conjunto, mas, ainda assim, existem varias opg¢oes para
esta escolha. O conceito deste 6timo foi formulado por V. Pareto em 1896, sendo ainda
muito importante para a analise multi-critério.

A maneira mais comum de definir este 6timo é dada por:

Um ponto x e X é 6timo de Pareto se para todo x € X

f.(x) > f(x)paratodoie I=[1,2, .... K] (2.10)

ou, existe pelo menos um i € / tal que

f.(x) > f(x) para no minimoum i< | (2.11)

Esta definicdo é baseada no conceito intuitivo de que o ponto x & escolhido como o
6timo se nenhum critério pode ser melhorado sem prejudicar pelo menos um outro critério.

Infelizmente, o 6timo de Pareto quase sempre nao fornece uma unica solugao, mas,
um conjunto de solu¢des chamadas de solugbes nao-inferiores ou solugdes nao-dominadas.

Usa-se X ” para denotar este conjunto de solugdes e F” para representar o mapa de
XP no espaco das fungdes objetivo. E claro que, o conjunto X ” é obtido do conjunto F” que
satisfaz as Egs. (2.11) e (2.12).

Para ilustrar o conceito de solugdes étimas de Pareto, considere o problema de uma
viga em balango com duas variaveis de decisdo: o diametro (d) e o comprimento (¢) (Deb,
2001).
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Figura 2.5 - Quatro solu¢des 6timas de Pareto e uma solugao nao-étima.

Seja a viga submetida a uma carga Q em sua extremidade. Considere, também, dois
objetivos conflitantes para o problema: minimizar o peso (f;) e minimizar a deflexao final (f,).
O primeiro objetivo implica em uma solugao étima que tenha uma redugéo da dimensao (d e
¢ pequenos), entdo o peso total da viga € minimo. Mas, se as dimensdes sao pequenas, a
viga ndo sera adequadamente rigida e a deflexao final da viga sera grande.

Por outro lado, se a viga estd minimizada em relacdo a deflexao final, a solugao
acarreta em dimensbes grandes, fazendo com que o peso da viga seja elevado. Para a
discussao, considere duas restricdes: a tensdo maxima on.x deve ser menor que a tensao
admissivel S, e a deflexdo 6 menor que o limite especificado Smax.

Com todas as consideragdes acima e o vetor x da forma x = [d /]" o problema de

otimizacdo com dois objetivo é formulado a seguir:

wZ
Minimizar f; (d, ¢) = pr (2.12)

640/°

Minimizar f, (d, /)= 0 =
inimizar f, (d, /) 3l

(2.13)

Sujeito a: omax < Sy

0 < Bmax

Aqui, a tensdo maxima é calculada como:
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O' =
max 3
7wd

Os valores dos parametros sao:

p = 7800 kg/m®
Q=1KN

E =207 GPa
S, = 300 MPa

Omax = 5 mm

39

(2.14)

Na Fig. 2.5 estao representadas algumas solugdes e cinco destas solugdes (marcadas

A até E) sao tabuladas na Tab. (2.1).

Tabela 2.1 - Cinco solugbes para o problema da viga em balanco.

14 Peso Deflexao
Solugao

(mm) (mm) (Kg) (mm)
A 18,94 200,00 0,44 2,04
B 21,24 200,00 0,58 1,18
C 34,19 200,00 1,43 0,19
D 50,00 200,00 3,06 0,04
E 33,02 362,49 2,42 1,31

Observe que a solugdo A privilegia o peso minimo sendo obtido (Deb, 2001) o

diametro de 18,94mm, por outro lado, a solucdo D que prioriza a deflexdo minima obtém

diametro 50mm. Obviamente, a solugado A cuja viga tem um peso menor, implica na deflexao

final maior que a obtida na solugdo D. Dai, nenhuma destas solu¢cdes podem ser

considerada uma melhor que a outra em relagdo a ambos os objetivos. Quando isto

acontece em relagao a duas solugdes, elas sdo chamadas de solugdes ndo-dominadas.

Se ambos os objetivos s&do igualmente importantes, ndo se pode dizer que as duas

solugbes analisadas A e D, sdo étimas em relagdo a ambos os objetivos. Destas quatro

solugdes (A até D), alguns pares de solu¢des podem ser comparadas entre si considerando

ambos os objetivos. A superioridade de uma ou outra ndo pode ser estabelecida com ambos

os objetivos em mente.
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Existem muitas solugbes que estdo unidas pela curva da figura. Encontrando todas as
solugbes distintas sobre a curva, no contexto de otimizagdo multi-objetivo, elas sao
chamadas solucdes Otimas de Pareto. A curva formada, unindo estas solucdes, é conhecida
como Frente Otima de Pareto.

E importante notar que o espaco objetivo viavel ndo sé contém solucdes 6timas de
Pareto, mas também solu¢des que nédo sdo otimas. Pode-se entdo considerar que todo o
espaco de busca viavel pode ser dividido em dois conjuntos de solugdes: um conjunto 6timo
de Pareto e um nao-6timo de Pareto.

Considere a solugao E na Fig. 2.5 e também na Tab. (2.1). Comparando esta com a
solugdo C, observa-se que esta ultima é melhor que a solugdo E em ambos os objetivos,
pois a solugdo E tem peso maior e deflexao final maior que a solugao C. Assim, a solugdo E
€ uma solucao sub-6tima, e ndo deve ser usada. Quando isto acontece na comparacéo de
duas solugoes, é dito que a solugdo C domina a solugao E ou que a solucdo E é dominada
pela solucdo C. Existem muitas solugbes no espaco de busca, que podem ser dominadas ao
menos por uma solugdo no conjunto Otimo de Pareto, que serdo melhores que alguma
solugcdo nado-6tima de Pareto. Assim, através da discussdao acima, na otimizacdo multi-
objetivo a questao importante € encontrar as solugdes 6timas de Pareto.

Observando que outros pares podem ser escolhidos, como foi feito acima para C e E,
um conjunto finito de solugdes do espago de busca pode ser dividido em um conjunto de
solugdes ndo-dominadas P4 e outro de solugdes dominadas P-.

Existe uma observagao importante sobre conjuntos dominados e ndo-dominados, que
vale a pena ser mencionada. Compare as solugdes D e E. A solugao D é melhor em relagao
ao segundo objetivo, mas é pior em relagdo ao primeiro objetivo quando comparada com a
solugdo E. Assim, na auséncia das solugdes A, B e C, e alguma outra solugdo nao-
dominada, pode-se pensar em colocar a solugdo E no mesmo grupo da solugdo D. Mas, a
presenca da solugdo C estabelece o fato que as solugbes C e D sdo nao-dominadas uma
em relacéo a outra, enquanto que a solugéo E é uma solugcdo dominada.

Assim, o conjunto ndo-dominado deve ser coletivamente comparado com alguma
solucdo x para estabelecer se a ultima solugao pertence ou nao ao conjunto ndo-dominado.
Especificamente, as duas condigbes seguintes devem ser verdadeiras para um conjunto

ndo-dominado Pq:

1. Quaisquer duas solucdes de P4 devem ser ndo dominadas uma em relagao a
outra.
2. Qualquer solucdo nao pertencente a P, € dominada por pelo menos um

membro de P;.
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CAPITULO 111

REVISAO: ALGUNS METODOS DE OTIMIZACAO MULTI-CRITERIOS

Neste capitulo descreve-se alguns métodos basicos que podem ser usados para
minimizar a fungdo multi-objetivo, obtendo-se a solugio 6tima de Pareto ou um conjunto de
tais solucoes.

Os métodos descritos necessitam de varias informagdes sobre a importancia de cada
critério. Considerando que o pesquisador pode encontrar diferentes formas para tomar
decisdes, e que diferentes informacdes sobre a importancia do critério podem ser avaliaveis,
torna-se dificil indicar qual método pode ser recomendado para resolver um dado problema.

O pesquisador escolhe a melhor solugdo baseado nas informagbes que dispoe.
Recentemente, muitos métodos foram desenvolvidos para serem usados de forma
interativa, para fornecer o maior nimero de informagdes possiveis. Durante o procedimento
interativo é apresentado ao pesquisador o conjunto de solugbes 6timas de Pareto que
representa todas as solug¢des disponiveis.

Este procedimento consiste da seqliéncia: fase de decisao e fase computacional. Na
fase de decisdo, o usuario define se é ou ndo a solugdo 6tima, respeitando a importancia
implicita de cada critério. Caso nao seja a solugéo 6tima, o pesquisador deve fornecer varias
informacdes sobre a diregdo na qual espera obter a melhor solugdo. Na fase computacional,
uma nova solugéo é desenvolvida para a préxima fase de decisdo. O procedimento termina

quando a solugao 6tima é encontrada (de forma subjetiva).
3.1 Método da Ponderacdo dos Objetivos (Weighting Objectives Method)

O meétodo da ponderacdo dos objetivos tem recebido, ao longo dos anos, maior
atengcdo dos pesquisadores e varios modelos particulares com este método tem sido
bastante aplicados.

Neste método, os problemas de otimizagao multi-critérios sao substituidos por um

problema de otimizacéo escalar através da criagao de uma fungao da forma:
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ﬂw=Zmﬁm (3.1)

onde w; > o0 sdo os coeficientes de ponderagao (ou pesos). Note que os coeficientes
de ponderagao nao refletem proporcionalmente a importancia relativa dos objetivos, mas
sdo0 somente fatores que, quando variados, localizam pontos em X P. Normalmente assume-

se que:

3w, =1 (3.2)

Considerando que os resultados da resolu¢gao de um modelo de otimizagdo usando a
Eq. (3.1) podem variar significativamente com a mudanca dos coeficientes de ponderacéo, e
que sabe-se pouco sobre como escolher estes coeficientes, torna-se necessario obter
diferentes aproximagoes para resolver o mesmo problema usando valores diferentes de w..
Assim, comparando estas solugdes, o pesquisador escolhe a melhor entre elas, baseando-
se em sua experiéncia e conhecimento do problema real.

Para os métodos numéricos de procura do minimo dado pela Eq. (3.1), a localizagao
depende nao somente dos valores w;, mas também das unidades nas quais as fungdes séo
expressas.

Para que w; possa dar uma idéia da importancia dos objetivos, todas as fungdes
devem ser expressas de forma adimensional. Com este objetivo a Eq. (3.1) pode ser escrita

na seguinte forma:
k
f)=> wfi(x)e, (3.3)
i=1

onde ¢; sdo constantes multiplicadoras.

1
Usualmente, os melhores resultados s&o obtidos se ¢; = —, sendo a solug&o ideal

fl.o dada em (2.9). Outra forma para a obtencao das constantes c; é utilizar os valores

1
iniciais de cada fungao: ¢; = ————_

(%)

Neste caso o vetor fungao é normalizado para a seguinte forma



43

/,(x)

f(x) = [f1(x), fa(X), ..., f(x)]" onde f, = I

i=1,2, ..k (3.4)

. 0 e . . ~ . . .
A condicdo f, # 0 é assumida e, se isto ndo é satisfeita, o que raramente ocorre,

outro valor de c; deve ser escolhido pelo pesquisador.
Considere o exemplo dado na Fig. 2.1, do projeto de uma viga, cujos critérios s&o
dados pelas Egs. (2.3) a (2.5).

Os valores ideais sdo dados por:

f° = 3,17 x 10° mm?®, sendo as variaveis de decisdo x = [343,57 68,71]" (mm) e a

outra fungado £, = 0,48 x 10 mm/N.

f,° = 0,34 x 10° mm/N, vetor de decisdo x = [200,00 40,00]" (mm), neste caso a

funcdo f; = 6,03 x 10° mm?.

Observe que a ordem de grandeza de f;(x) € muito superior aos valores de f;(x),
assim, ainda que se faca uma grande melhoria em f,(x) este procedimento teria uma
influéncia muito pequena sobre f(x). Dessa forma, caso seja usada a Eq. (3.1) diferentes
valores de w; e w, sempre dardo solugdes muito préximas do minimo da primeira fungao.

Diferentes valores de w; e w, fornecerdao um subconjunto mais representativo de

solugdes nao inferiores se f(x) € normalizado convertendo a Eq. (3.1) para a seguinte forma:

AOINAC)

f(x)=w Iz 1%

(3.5)

onde £,°=3,17x 10° mm® e f,’= 0,34 x 10® mm/N s&o os valores ideais de cada

critério para o problema em estudo.
Minimizando esta funcao para diferentes valores de w;, obtém-se solugbes nao-

inferiores apresentadas na Tab. 3.1 e ilustradas graficamente na Fig. (3.1).
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Tabela 3.1 - Resultados calculados para o método de ponderagao para o problema da viga.

w W X = [X1, X2 ! f(x) = [f1(x), f2(x)] ! )
1 2 (mm) (mm?®, mm/N)
0,95 0,05 [343,57; 68,71] [3,17x10°% 0,48x107] T 1,02
0,80 0,20 [343,57; 68,71] [3,17x10°; 0,48x107] " 1,08
0,60 0,40 [343,57;68,71] T [3,17x10°; 0,48x107] " 1,16
0,50 0,50 [340,54; 68,11] T [3,25x10°; 0,47x107] 7 1,20
0,40 0,60 [319,98; 63,99] 1 [3,73x10°% 0,43x107] 1,22
0,20 0,80 [245,84; 49,17] " [5,26x10°; 0,36x107] " 1,17
0,05 0,95 [200,00; 40,00] 1 [6,03x10°; 0,34x107] " 1,04
[ fo(x) (MM/N)
06-1073 |
- Wy Tw; |
052107 | 0.8 |0.2
' 0.6 0.4
0.4 (0.6
04 - 103 L 0.2/0.8
0.3-103 }
0.2 « 107 i-
|
015103 +

1106 24106 32105  4x105 5105 <106 74108 f1(x) (mm®)

Figura 3.1 - Representacao das solugbes otimas para o Método da Ponderagao para o

problema da viga representado na Fig. 2.1.

3.1.1 Interpretacao Geométrica.

Varios métodos de solugdo requerem que o problema seja convexo. Usando estes

métodos para problemas nao-convexos, a solugao pode nao ser obtida. O dilema é a

dificuldade para classificar o problema como convexo ou ndo-convexo. A seguir sera

definido o termo convexidade: F é convexa se para todos u', u* € F e todos 6 € [0,1]
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fl0ut +(1-0)u?)< 6 £ (') + (1-0) f (u?) (3.6)

Em outras palavras, o conjunto F é convexo se para todos os pontos u', v do
conjunto, o segmento linear obtido pela unido destes pontos for também do conjunto.
O método de ponderagao dos objetivos pode ser interpretado geometricamente.

Considere o problema de otimizagdo com dois critérios apresentado na Fig. (3.2). No espago

das funcgbes objetivo pode-se tragar uma reta L com inclinagéo —ﬁ. O conjunto L no qual

W,
se representa essa reta é tal que:
wy fi(x) + wa fa(x) = C (3.7)
onde ¢ é uma constante.
fa(x)
A
L
L Slope= _ "1
W,
- f1(X)

Figura 3.2 - Interpretacao geométrica do método de ponderagdo dos objetivos — Caso

Convexo.

A minimizagao da Eq. (3.1) pode se interpretada como 0 movimento da reta L com os
valores de w; e w fixos (constantes) na direcdo positiva tdo longe quanto possivel da
origem, mas conservando a interse¢do dos conjuntos L e F. O ponto A para o qual L é

tangente a F sera o minimo da Eq. (3.1).
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Note que para um problema n&o-convexo uma grande parte do conjunto de solugdes
nao-inferiores nao pode ser avaliado, isto €, ndo existem valores de w; que possam localizar
os pontos em uma certa regido do conjunto FP.

Considere o problema da Fig. (3.3), o método de ponderacdo dos objetivos pode
encontrar os pontos B e C, mas ndo o ponto A. E facil ver que os pontos compreendidos

entre D e E ndo serdo avaliados por este método.

fa(x)

f1(x)

Figura 3.3 - Interpretacdo geométrica do Método de Ponderagao dos Objetivos — Caso Nao -

Convexo.
3.1.2. Métodos Similares

Métodos mais sofisticados desta classe consideram w; ndo como coeficientes, mas
como fungdes, as quais refletem as preferéncias do pesquisador.
Pode-se destacar o método da funcao de utilidade (utility function) para a qual a Eq.

(3.1) assume a forma:

flx)= ZU (f;(x)) (3.8)

O método da funcado de utilidade requer que Ui(f(x)) seja conhecida a priori para
resolver o problema. Uma vez que a avaliagdo de U(fi(x)) é dificil, mesmo para um simples
problema de programacao linear, a aplicagdo deste método é bastante limitada.

A concepgdo da funcédo de utilidade é, entretanto, muito usada em métodos de

otimizagao multi-critérios.
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A forma geral desta fungéo é dada a seguir:
max U(fi(x) f(x) ... f(x)), xe XP (3.9)

onde X é o conjunto de solugdes ndo-inferiores e U é a fungdo de utilidade global definida
pelo pesquisador. Desde que a forma explicita da Eq. (3.9), na maioria dos casos, nao é
disponivel, em alguns métodos interativos assume-se que U existe mas somente é
conhecida implicitamente pelo usuario. Isto significa que U nido pode ser especificada, mas
que o usuario pode escolher entre as solugdes através da comparagdo das mesmas.

Os métodos nos quais usa-se o conceito da funcédo de utilidade podem garantir a
solucdo mais satisfatoria para o pesquisador, desde que U tenha sido corretamente
assumida e usada.

O método de ponderagao é adequado para ser usado interativamente quando em
cada fase da decisdo os valores de w; sdo gerados com base em um procedimento formal

ou informal.
3.2 Método de Otimizacado Hierarquico (Hierarchical Optimization Method)

O método de otimizacdo hierarquico foi proposto por Walz (1967) e considera a
situagcao na qual o critério pode ser ordenado em termos de importancia. Seja a numeracgao
de 1 a k que reflete esta ordem, no sentido que o primeiro critério € o mais importante e o k-
ésimo critério € o menos importante.

Conservando esta ordem, minimiza-se cada funcdo objetivo separadamente,

adicionando em cada passo uma nova restrigdo, escrita como a fungao obijetivo limitada por
um acréscimo ou decréscimo (&, ) previamente adotado.
Este método pode ser descrito como:

(1) Encontra - se 0 minimo para o primeiro critério, ou seja, encontra-se

XM =M M L X, tal que
f,(xX") = min f,(x), x € X (3.10)
Facaopasso2parai=2,...., k

(2) Encontra-se o minimo da i-ésima fung¢ao objetivo, isto é, encontra-se

X =[x %9, ..., x,"]" tal que
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f(x") = min f(x), x € X (3.11)

com as restrigdes adicionais:

S

fjl(x)s(lJr ”]fjl(xf‘l) paraj= 2,3,..., i (3.12)

100

onde &, , sdo os coeficientes assumidos para os acréscimos ou decréscimos das funcdes
.

dadas em porcentagem.

O sinal ‘+ refere-se as fungdes que estdo sendo minimizadas, ao passo que o sinal
‘~’ refere-se as fungdes que estdo sendo maximizadas. O ponto obtido na ultima iteragao
x® =[x, %", .., x,¥" é o 6timo determinado com este método.

Interativamente, o método de otimizagao hierarquico pode ser executado solicitando
ao usuario que fornecga, no i-ésimo passo, o valor de th, com base no minimo obtido no
(i— 1) -ésimo passo.

Se depois de todos os passos, o resultado nao for satisfatério, o pesquisador pode
repetir os calculos assumindo, em cada passo, outro valor para §h[ .

Um método de otimizacao lexicografico proposto por Ben-Tal (1980) pode ser visto
como similar ao método de otimizacao hierarquico. A diferenga é que assume para cada
passo o valor de &, igual a zero.

Como exemplo ilustrativo do método de otimizacdo hierarquico, considere o
problema da viga em estudo dado pelas Egs. (2.3) a (2.5).

Seja f4(x), o volume da viga, considerado mais importante que fx(x), o médulo da

rigidez estatica. Entao o primeiro passo é encontrar x" = [x,"), x,("]" tal que
f,(xX") = min f,(x), x € X
Neste exemplo tem-se x") = [343,57 68,71]" (mm)e f,(x") =3,17x 10° mm?®.
O segundo passo é encontrar xX? = [x,?, x,|" tal que
f,(x?) = min fx(x), x € X

e a restricao adicional é escrita da forma:
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Six) < [1+ i—hbjﬂ(xm)

finalmente, os resultados sao mostrados na Tab. 3.2.

Tabela 3.2 - Resultados obtidos quando f;(x) € mais importante que fx(x), no problema da

viga definido pelas Egs. (2.3) a (2.5).

g, X =[x, Xz]T f(x)= [f1(x), fz(X)]T
' (mm) (mm?®, mm/N)

0,10 [343,44 68,69] [3,18 x 10° 0,48 x 107"
0,50 [343,57 38,71] [3,17 x 10° 0,48 x 107"
1,00 [342,26 68,45] [3,20 x 10° 0,47 x 10°°"
5,00 [343,57 68,71]" [3,17 x 10° 0,48 x 10°%]"
10,00 [341,28 68,26]" [3,23 x 10° 0,47 x 107"
30,00 [307,03 61,40]" [4,02 x 10° 0,41 x 107"
50,00 [272,78 54,55] [4,74 x 10° 0,37 x 107"
100,00 [200,00 40,00]" [6,03 x 10° 0,34 x 10°°]"

A solucdo depende do valor de §h1, quanto menor o valor adotado para este

coeficiente, maior sera a aproximagao da solugéo ideal de f;. Por outro lado, quanto maior o

valor de thl , maior sera a contribuigdo de f, e o resultado caminha no sentido de £,°.

Seja agora fx(x), 0 médulo da rigidez estatica, mais importante que f4(x), o volume da

viga. O primeiro passo é encontrar xX? =[x, x,?]", tal que
f,(x?) = min fx(x), x € X

Tem-se como resultado: x? = [200,00 40,00]" (mm) e f(x?) =0,34 x 10 mm/N.

No segundo passo deve-se obter x{" = [x,", x,'"", tal que
f1(xV) = min fi(x), x € X

e a restricao adicional é escrita da forma:



50

f(x) < (1+ fga]fz (x@)

e tem-se os resultados mostrados na Tab. 3.3:

Tabela 3.3 - Resultados obtidos quando f,(x) € mais importante que f;(x), no problema da

viga definido pelas Egs. (2.3) a (2.5).

£ X =[x, Xo]' f(x)=[f(x), H()1"
? (mm) (mm?, mm/N)
0,10 [201,26 40,25] [6,01 x 10° 0,34 x 107"
0,50 [206,46 41,29]" [5,93 x 10° 0,34 x 103"
1,00 [212,43 42,49] [5,83 x 10° 0,35 x 107"
5,00 [247,26 49,45] [5,23 x 10° 0,36 x 107"
10,00 [274,78 54,95] [4,70 x 10° 0,38 x 10°%]"
30,00 [329,54 65,91]" [3,51 x 10° 0,44 x 10°%]"
50,00 [343,57 68,71]" [3,17 x 10° 0,32 x 10°%]"

A solugao depende de §h2 , tendo um comportamento semelhante ao anterior. Neste

caso, quanto menor &, , mais proximo o resultado estara de f,°.

Como discutido anteriormente, nota-se que a influéncia de f)(x) é extremamente
pequena sobre fi(x). Observa-se, ainda, que a escolha da hierarquia dos critérios é

fundamental em relacéo a qualidade da solugao desejada.
3.3 Método da Negociacédo (Trade-Off Method)

Nos métodos de otimizagdo multi-critérios os termos de negociagado sao bastante
usados em diferentes contextos. Existem varias versdes do método de negociagdo com o
objetivo de buscar solugbes mais eficientes. Algumas variagdes do método de negociagao
foram propostas por Haimes e Hall (1974), Oppenheimer (1978), Sakawa (1981) e
Musselman e Tavalage (1980). Normalmente, classifica-se um método na categoria da
negociacao se o conceito de trocar o valor de uma fungao objetivo por outro valor da fungao

€ usado para determinar o préoximo passo na busca da solucio.
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Em muitos casos o conceito acima é utilizado através da minimizagdo de uma das
funcdes objetivo, considerando as outras como restricdes flexiveis. Desse modo, este
método é também chamado método restrito ou método &-restrito.

Uma simples descricdo do método é dada a seguir:

(1) Encontre o minimo da r-ésima funcdo objetivo, isto &, encontre x tal que
f(x) =min f(x), x e X (3.13)
sujeita a restrigdes adicionais da forma:

e Para fungdes de minimizacao f(x) < fn,- ,parai=1,2, ..., kei=r (3.14)

e Para fungdes de maximizagao f(x) > §n[ ,parai=1,2,....,kei#r

onde £ sdo os valores adotados, os quais ndo podem ser ultrapassados pelas

fungdes obijetivo.

(2) Repita o processo (1) para diferentes valores de &, . Uma boa escolha do

conjunto 5,1[ pode ser util durante a decisdo. A busca é interrompida quando o

pesquisador encontrar uma solucéo satisfatoéria.

Pode ser necessario repetir o procedimento acima para diferentes indices r.

De forma a ajudar na escolha razoavel de ¢& , freqlientemente torna-se util

minimizar cada fungdo objetivo separadamente, isto &, encontrar f° parai=1, ..., k.
Conhecendo estes valores, uma forma mais adequada é escrever a Eq. (3.14) como

segue:
fix) < f°+Af,parai=1,2,..,kei#r (3.15)

onde Af; sdo os valores assumidos da fungao incremento.

Pode ser também conveniente construir uma “Tabela de Pagamento” (pay-off table)
conforme apresentado na Tab. 3.4. Nesta tabela, a linha i corresponde a solugdo 6tima x°" a
qual minimiza a i-ésima fung&o objetivo, f; sdo os valores obtidos da j-ésima fungéo f(x)

quando a i-ésima fungéo f(x) alcanga 0 minimo fi0 .
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Tabela 3.4 - Tabela de Pagamento para o Método da Negociagao.

f0 BX) .. fX) ... f(X)
X0(1) f10 f21 f,‘1 fk1
x°? f12 f,° . fiz fro
XO{D f1,' f2,‘ . f,‘o . fk,'
Xo(k) f1k f2k . f,'k . fko

A tabela de pagamento dada em Tab. 3.5, refere-se a funcgédo incremento (Afj), onde
Af; é definido com segue:

Af.ii =

[,650) =17

(3.16)

Tabela 3.5 - Tabela de Pagamento usando a fungdo incremento Afj.

M) AB(X) oo AF(X) . Af(X)
x°(" 0 Afoq Afy Afyq
x°@ Afyo 0 Afp Afyo
XO(D Afy; Afy;i 0 Afyi
Xo(k) Afix Afo Afy 0

Similarmente, pode-se construir a tabela de pagamento utilizando incrementos
relativos das funcgdes.

f,' (xO(i)) _ f*jO

Af/‘: = f_,- (xoo))

(3.17)

A tabela de pagamento também pode ser util na tomada de decisdo quando aplicada
a outros métodos de otimizagao multi-critérios.
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Como exemplo deste método, considere o problema da viga em estudo definido
pelas Egs. (2.3) a (2.5).

A tabela de pagamento para os valores das fungodes é:

f1(x) f(x)
x°(V =1343,57 68,71]" 3,17 x 10° 0,48 x 107
x°@ =[200,00 40,00]" 6,03 x 10° 0,34 x 10°°

Em funcao dos incrementos, dados pela Eq. (3.16), tem-se:

Afi(x) Afy(x)
x°" =[343,57 68,71] 0 0,14 x 10°®
x°@ =1200,00 40,00]" 2,86 x 10° 0

E em funcao dos incrementos relativos, Eq. (3.17), obtém-se:

Af'(x)  AR(x)
x°" =[343,57 68,71]" 0 0,28
x°@ =[200,00 40,00]" 0,47 0

Para aplicar o método, seja o problema de otimizacao definido pelas Egs. (2.3) a
(2.5), considerando a minimizagao do volume da viga, sujeita a uma restrigao adicional.
Entao deve-se encontrar x' =[x, X,]" tal que

f1(x) = min 0,785[x:(6400 — x,2) + (1000 — x;)(10000 — x,2)] mm, x € X

Sujeito a restricdo adicional, dado por (3.15) e (3.17), escrita como:

fz(x)_fzo(x)< g
folx)y 7"

Na tabela anterior, verifica-se que o valor limite para f,(x) é §n2 =0,28.
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Tabela 3.6 - Resultados dos calculos para o Método de Negociacdo minimizando f;(x), no

problema da viga definido pelas Egs. (2.3) a (2.5).

S, X = [x1, X2]" (mm) fi(x) (mm?) f2(x) (mm/N)
0,05 [249,03 ; 49,81]" 5,20 x 10° 0,36 x 1072
0,10 [279,59 ; 55,92]" 4,60 x 10° 0,38 x 1073
0,28 [343,56 ; 68,71]" 3,17 x 10° 0,48 x 1073
0,50 [343,57 ; 68,71]" 3,17 x 10° 0,48 x 1073

Observe que para valores maiores ou iguais que f,,z

tem-se a solugao ideal f;,°. Para

valores menores que cfnz , negocia-se a solugdo dando maior importancia a minimizagao de

£(x).

Para este mesmo problema, minimizando agora a fungao f;(x), e tratando f;(x) como

uma restricdo adicional, considerando o valor limite para fi(x), §nl

resultados apresentados na Tab. 3.7.

= 0,47, tem-se os

Tabela 3.7 - Resultados dos calculos para o Método da Negociagdo minimizando f;(x), no

problema da viga definido pelas Egs. (2.3) a (2.5).

§n1 X = [X1, X2]" (mm) fo(x) (mm/N) fi(x) (mm?)
0,10 [328,84 ; 65,77] 0,44 x 107 3,52 x 10°
0,20 [309,57 ; 61,91]" 0,41 x 1073 3,97 x 10°
0,47 [205,87 ; 41,17]" 0,34 x 1073 5,94 x 10°
0,50 [200,00 ; 40,00]" 0,34 x 107 6,03 x 10°

Observe que o comportamento é semelhante, para fnl > 0,47 tem-se solucgao ideal

f°. Para valores fnl < 0,47 pode-se escolher valores que permitam também a minimizagéo

de ().
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3.4 Método do Critério Global (Global Criterion Method)

Neste método, a solugdo 6tima € um vetor de variaveis de decisdao que minimiza
algum critério global. A fungdo que descreve este critério global deve ser definida pelo
pesquisador de forma que obtenha uma solugdo mais préxima possivel da solugio ideal. A

forma mais comum desta fungao é:

f () :Z(f}—f(x)J (3.18)

Para esta equacado Boychuk e Ovchimikov (1973) propuseram s = 1 e Salukvadze
(1974) propbs s = 2, mas outros valores para s também podem ser usados.

Naturalmente, a solugcdo obtida apés a minimizagdo da Eq. (3.18) diferira
grandemente de acordo com os valores escolhidos para s. Desse modo, o problema é
determinar qual s resultaria em uma solugdo que seja a mais satisfatéria para o
pesquisador.

Também pode acontecer que, qualquer que seja a escolha de s, a Eq. (3.18) fornega

uma solugao inaceitavel.
3.4.1. Outras formas da fungao global.

Outra possivel medida da “proximidade para a solugédo ideal” € uma familia de

Métrica-L, definida como:

1

i 7
Lp(f):{Z‘f,."—fi(x)r} l<s<o (3.19)

Por exemplo,

L(N=2|f 1) (3.20)
K %

L= S0 10 (321)

L,(f)=max|f - f,(x),iel (3.22)

Note que a minimizacdo de Lx(f) equivale a minimizacdo da distancia Euclidiana

entre o valor da fungéo e a solugao ideal.
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Ao invés de se trabalhar com a distancia no sentido absoluto, € recomendado o uso

de distancias relativas, assim a Eq. (3.19) pode ser reescrita como:

arA
] 1<s <o (3.23)

Koski (1981) propds uma Métrica-L, com um vetor normalizado da fung&o objetivo na

forma:

fiy=—Lmmingt) Ly (3.24)

max /,(x)—min £ (x)

Neste caso, os valores de todas as fungdes normalizadas sao limitadas pelo intervalo
de [0, 1].
O método do critério global com Métrica-L.(f) relativa € também chamado o método
min-max, dai para esta métrica o 6timo x” é definido como segue:
0

1

f(x*) =minmax (3.25)

Posteriormente, podera ser verificado que a equacao acima € igual ao primeiro
passo que define o 6timo no sentido min-max (Eq. 3.38).

Usando o método do critério global uma solugao nao-inferior € obtida. Se certos
parametros w; sdo usados como pesos para os critérios, um determinado conjunto de
solugdes nao-inferiores pode ser obtido. Assim, existem varias possibilidades resultantes da
aplicacdo de métodos baseados na abordagem min-max.

Um método ligeiramente deferente foi proposto por Wierzbicki (1978, 1980). Neste
método a fungao global tem uma forma tal que penaliza os desvios em relagdo a uma
funcao objetivo definida como referéncia. Seja um ponto interessante do espaco de trabalho,
escolhido pelo pesquisador para o calculo da fungdo objetivo de referéncia. Seja
fr=1f, £, ..., £]" um vetor definido por este ponto. Entdo, a fungdo a ser minimizada tem a

forma:

2

Flx,f") = —Zk: (-1 + ei(maX(O,f,-(X) 1) (3.26)

i=1

onde e > 0 é um coeficiente de penalidade, que pode ser escolhido como constante.
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Minimizando a Eq. (3.26) para o ponto assumido f" obtém-se a solugdo nao-inferior a
qual é préxima deste ponto. Se pontos diferentes f" sdo escolhidos, o procedimento resulta
em diferentes solugdes.

Note que, se métodos numeéricos de otimizagdo sdo usados, as unidades nas quais
as funcgbes objetivo sdo expressas influenciardo sobre os resultados obtidos. Assim, um
procedimento usual é trabalhar com as fun¢des objetivo normalizadas.

Para o exemplo em estudo, representado na Fig. 2.1 e definido pelas Egs. (2.3) a

(2.5), obteve-se os resultados apresentados na Tab. 3.8.

Tabela 3.8 — Resultado 6timo aplicando o Método do Critério Global, para o problema da

viga definido pelas Egs. (2.3) a (2.5).

Técnica X (mm) f1(x) (mm?)  f5(x) (Mm/N)

Métrica-L:

. 343,57 68,711 3,17 x10° 0,48 x 10
min L4(f) = ‘fl‘] —fl(x)‘+ [ ]

13 = 1,)
Métrica-L, relativa:

f;‘—fl(x)]z (f;_fz(x)jz [320,71 64,14]"  3,71x10° 0,43 x10°
=+
1 17

Métrica-L,:
min Lo(f) = [(/*~ 40 +(7 () T?

Métrica-Ls:

minfz[

[343,57 68,71]" 3,17 x10° 0,48 x 107

. _ 1 [343,57 68,71]" 3,17 x10° 0,48 x 107
min Lo() = (|7 - o +[f7 - A6 )
Métrica-L; relativa:

3 3\ 4 T 6 3
— [.fl” L) . 1 = )] ]/ [317,81 63,56] 3,78 x 10 0,42 x 10
O A

Utilizando a Meétrica-L, relativa e a Meétrica-L; relativa, os resultados foram
semelhantes, pois a idéia € minimizar o erro relativo das funcbes em relacdo aos valores
ideais. As solugdes obtidas representam um compromisso entre as duas fungdes objetivo.
Nas outras métricas apresentadas, o “principio” € minimizar o erro absoluto da fungdo em
relagdo aos valores ideais. Por esse motivo os resultados obtidos nestes casos foram
semelhantes entre si e aproximaram-se da solucgéo ideal f;°, uma vez que o valor absoluto

de f1(x) € muito superior a f(x), tornando-a predominante na solugao.
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3.5 Método da Programacao de Metas (Goal Programming Method)

Programacgao de metas foi inicialmente utilizado em um problema de programacgao
linear com uma unica fungéo objetivo por Charnes et al (1961). Além disso, a programacéao
de metas ganhou popularidade depois do trabalho de Ignizio (1976), Lee (1972) e varios
outros. Romero (1991) fez um levantamento do “estado da arte” desta técnica e listou varias
aplicagdes em engenharia onde a programacao de metas foi utilizada (Clayton et al, 1982,
Sayyouth, 1981).

Este método requer que o pesquisador especifique metas para cada objetivo que
deseja atingir. A idéia principal da programacdo de metas € encontrar uma solugao que
atinja metas pré-definidas para cada uma das fungdes objetivo. Se nao existir a solugdo que
atinja as metas pré-especificadas para todas as fungbes objetivo, a tarefa é encontrar
solugbes que minimizam desvios em relagdo as metas. Por outro lado, se esta solugao
existir, a tarefa do método ¢é identificar esta solucéo particular. Em certo sentido, esta tarefa
€ semelhante a tomada de decisao e a solucéo obtida € uma solugao satisfatéria, que pode
ser diferente da solucéo 6tima.

As metas, isto é, seus valores quantitativos, sdo considerados como restricbes
adicionais. Assim, novas variaveis sao acrescentadas para representar os desvios em
relagdo as metas pré-determinadas.

A funcao objetivo especifica os desvios em relagdo a estas metas e prioriza a
realizacao (sucesso) de cada meta, em termos quantitativos.

Seja uma fungao objetivo f(x) com um vetor solucdo x. Sem perder a generalidade,
considere que esta funcao objetivo estd sendo minimizada. Na programacao de metas, um
valor alvo t é escolhido para cada uma das funcdes objetivo pelo usuario, e a tarefa é entéo
encontrar uma solugdo que tem um valor objetivo igual a , sujeito a condi¢do que a solugao
encontrada seja viavel (x € S).

Formulacao do problema de otimizagao:

Meta (f(x) = t), i=1, k (3.27)

xeS

onde S é a regido viavel. Se a meta t é menor que o valor 6timo, f(x'), naturalmente, nao
existe uma solugao viavel que atingira exatamente a meta acima.

O objetivo da programacao de metas é encontrar a solugdo que minimiza o desvio d
entre a meta encontrada e a meta desejada t. A solugdo para este problema é ainda x’, e o

desvio é d = f(x') — t. Similarmente, se o valor da funcdo objetivo na meta t & maior que o
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valor maximo viavel, f.x , @ solugcado do problema da programacao de meta € x, o qual faz
f(x) = fmax . Por outro lado, se o valor da fungéo objetivo na meta ¢ esta dentro da faixa [f(x),
fmax], @ solugdo para o problema, usando este método é a solugcao viavel x que faz o valor
objetivo exatamente igual a t. Embora esta solugao possa nao ser a solugao 6tima da fungao
restrita f(x), esta sera o resultado 6timo obtido através do método de programacgao de metas.

A programacgao de metas é preferencialmente aplicada em problemas de otimizagao
multi-objetivo. Na realidade, a programacdo de metas mostra-se bastante interessante
quando multiplos critérios sdo considerados. Na Eq. (3.27) as fungdes foram escritas iguais
a t; (f(x) = t). Mas, as fungdes podem ser de quatro tipos diferentes, como mostrado abaixo
(Steuer, 1986):

1. Menorouigual at(fix)<t)

2. Maior ouigual a t (f(x) 2 t)

3. lgual at(f(x) =1t)

4. Dentro da faixa (f(x) e [t", £])

De forma a permitir a obtengdo das metas acima, duas variaveis nao-negativas
denominadas desvios (n e p) sdo usualmente introduzidas. Para a fungdo menor ou igual a ¢
(f(x) < t), o desvio negativo n é adicionada na fungdo objetivo, entdo f(x) + n 2 t. O desvio n
representa uma quantidade a ser adicionada a fungdo objetivo quando esta nao atinge a

meta t. Aqui, o objetivo da programagao € minimizar o desvio n.

: : fixy+nzt p=0.

O objetivo da programacdo de metas € minimizar o desvio n para encontrar a

solucao, de forma que o desvio seja minimo.

{f(x) <t,n>0
Observe que (3.28)
f(x)>t,n=0

Para a fungao maior ou igual a t (f(x) = t), um desvio positivo p € subtraido da fungéo
objetivo, entdo, f(x) — p < t. Aqui, o desvio p representa uma quantidade a ser subtraida do

valor objetivo quando esta ultrapassa a meta t.

t -p  fix) fixXy—-p< tn=0.

t, 0
Observe que {f(x)> P> (3.29)

f(x)<t, p=0
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Para a meta igual a t (f(x) = t) a fungio objetivo precisa ter o valor t, e assim sao
usados ambos os desvios positivos e negativos, entdo f(x) — p + n = . Aqui, o objetivo do
método € minimizar a soma (p + n), entao a solugdo obtida é a distancia minima em relagao
a meta nas duas diregdes.

Se f(x) > t, o desvio p deve ser um valor positivo diferente de zero e se f(x) < ¢, o
desvio n deve ser um valor positivo diferente de zero. Para f(x) = t, ambos os desvios p e n

devem ser zeros. O quarto tipo da meta é tratado usando duas restri¢des:

{f(x) —p<t™ 3:30)

f(x)+n=>t>"

O objetivo aqui € minimizar a soma (p + n). Todas as restricdbes acima podem ser

substituidas por uma restricdo de igualdade
fixy—p+n=t (3.31)

Assim, para resolver o problema de programacao de metas, cada meta é convertida
em ao menos uma restricao de igualdade, e o objetivo € minimizar todos os desvios p e n.
Existem varios tipos de métodos de programacao de metas dependendo da forma que os
desvios sdo minimizados. Neste estudo, discute-se brevemente trés métodos populares. Em
todos esses métodos assume-se que sado k objetivos fi(x), cada uma contendo os quatro

tipos de metas.
3.5.1 Programacgéo de metas ponderada

Considere uma fungao multi-objetivo, onde para cada funcéo objetivo estabelece-se

uma meta:

Minimizek) (w,p, + Bn,)

J=1

sujeito a f,(x)—p,+n;=t; j=12,..k (3.32)
xes§
n,p,; >0 j=12,...k

Aqui, os parametros w; e B; séo fatores de ponderagéo para minimizar os desvios do

j-ésimo objetivo em relagao a j-ésima meta.
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Para a fungdo menor ou igual a t (f(x) < t), o parametro w; &€ zero (p; = 0).
Analogamente, para a fungdo maior ou igual a t (f(x) = ), o pardmetro B; € zero (n; = 0). Para
o intervalo de t (f(x) e [t" , £7]), existe um par de restricdes para cada fungdo objetivo.

Usualmente, os fatores de ponderagéo w; e B sdo valores fixados pelo pesquisador.

Objetivos : f, =10x, <2
_ 10+ (x, —5)? <9
10x,
sujeito a:S=(01<x <1 0<x, <10)

Exemplo: /s (3.33)

O intervalo de decisdo que contém a solugio viavel (x € S) esta mostrado na Fig. 3.4.
As metas (f; < 2 e f, < 2) estdo mostradas na Fig. 3.5.

E claro que ndo existe a solugdo viavel que atinja ambas as metas. Entdo a solucéo
resultante para este problema violara uma das duas ou ambas as metas acima, mas em um
sentido minimo.

Resolvendo este problema usando a programacédo de meta ponderada, o problema

(3.33) pode ser escrito como:

Minimizar wyp, +w, p,, (B, =p,=0)
sujeito a:10x, — p, <2, (n, =0)
10 -5)°
W46 =9 ) <2 (n,=0) (3.34)
10x,

01<x,<1 0<x,<10
0<p <10, 0<p,<10

10
Bl Regiao B
Viavel
6 L
X2
4 .
2 [ -"""h_..‘_:
D L
] 0.z D.Ifi [ER] 0.8 1
X1

Figura 3.4 - llustragdo grafica da regido viavel do problema de programacdo de metas
definido na Eq. (3.33).
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10

Espacgo Obijetivo
f, (5] —
4
_ ¥\ Contornos de
th=2 —[__ Arquimedes .
0 t1=2 4 6 8 10

f

Figura 3.5 - llustracdo grafica do espago objetivo do problema de programacdo de metas
definido na Eq. (3.33).

Note que no problema de programagio nao-linear acima, os desvios ny e n, das
restricbes sao eliminados usando uma relagdo “< ”. As Fig. 3.4 e Fig. 3.5 deixa claro o
conceito de objetivo a ser alcangado. Uma vez que, como citado anteriormente, ndo existe
solugao viavel que atinja ambas as metas, o objetivo da programacao é encontrar a solugao
na regiao viavel que minimiza os desvios em relagdo as metas de ambos os objetivos.

Agora surge a dependéncia da solugdo com os fatores de ponderagdo w; e w..
Escolhendo um valor para estes pesos, constréi-se uma funcdo de penalidade artificial
(também conhecida como fungédo de utilidade) fora do espago objetivo. Assim, o objetivo
w1p1 + Wop, produz contornos (conhecidos como contornos de Arquimedes), como mostrado
na Fig. 3.5.

A minimizagao do problema dado pela Eq. (3.34) para um conjunto de valores de w; e
W,, permite encontrar uma solugdo que pertence a qualquer um dos contornos de
Arquimedes, o qual é tangente ao espago objetivo viavel da nova fungao objetivo definida
pela Eq. (3.34). Considerando valores iguais para os pesos (w; = w, = 0,50) tem-se um
contorno minimo, marcado pela linha continua, mostrado na Fig. 3.5, e a solugao resultante,

marcado por A, é dada a seguir:
x1=0,32; x, =5,00; p1 = p,=1,16

Nesta solugcado, os valores das fung¢des objetivo sédo f; = 3,16 e f, = 3,16, com isso
violando as metas fi,<2e f, < 2.
Um resultado interessante surge quando sdo escolhidos fatores de ponderagao

diferentes. Por exemplo, se sao escolhidos w; = 1,00 e w, = 0,00, o contorno resultante é
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mostrado por uma linha pontilhada e a solugdo correspondente, marcada por B, é a

seguinte:
x4 =0,20; x, =5,00; p =0,00; p,=1,16
os valores das fungdes objetivo sao f; = 2,00 e £, = 5,00.

Por outro lado, se sao escolhidos w4 = 0,00 e w,= 1,00, a solugéo resultante, marcada

por C, é:
x;=0,50; x, =4,45; p1 =7,82; p, = 0,00

os valores das fungdes objetivo sdo f; = 5,00 e f, = 2,00.

Solugdes A, B e C sdo mostradas na Fig. 3.5. A Fig. 3.4 mostra que existe muito mais
solugdes dentro do intervalo 0,20 < x; < 0,50 e x, = 5,00, cada uma da qual € a solugao do
problema de programacgao acima para diferentes conjuntos de fatores de ponderagdo w; e
Ws.

Assim, observa-se que a solugcédo do problema de programagédo de metas ponderada
depende largamente da escolha dos fatores de ponderacdo e que possui dificuldades

analogas aquelas encontradas no método de ponderagao estudado anteriormente.

No problema da viga em estudo, definido pelas Eqgs. (2.3) a (2.5), tem-se a seguinte

formulacgao:
Minimizar f= wqpq + wop,

Sujeito as restrigdes originais do problema dadas pela Eq. (2.3) além de duas
restricoes adicionais (adimensionalizadas), que sdo obtidas estabelecendo que as metas a

serem atingidas para cada fungao seja igual aos valores ideais das mesmas:

gs(x) = flf(f)—pl <1 (3.35)
gr(x) = fjff)—pz <1. (3.36)

sendo as restricdes laterais: 0 < x4 < 1000; 40 < x, < 75,20; - 0,5<p4<0,5; -0,5<p,<0,5.
Os resultados obtidos sao mostrados na Tab. 3.9 e como pode ser observado, para o

problema da viga, o método obteve resultados satisfatérios quando comparado aos
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resultados obtidos através dos métodos anteriores. Considerando a prioridade para w; os
valores obtidos é o valor ideal f,°, quando a prioridade é para w,, os valores tendem para a

solucgéo ideal ,°.

Tabela 3.9 - Resultados obtidos do Método da Programacgédo de Metas para o problema da

viga definido pelas Egs. (2.3) a (2.5).

Wi W X =[Xq, Xa] (mm) fi(x) (mm°) f2(x) (mm/N)
0,90 0,10 [343,57 68,71] 3,17 x 10° 0,48 x 10 3
0,70 0,30 [343,57 68,71] 3,17 x 10° 0,48 x 103
0,50 0,50 [340,54 68,11] 3,25 x 10° 0,47 x 10 3
0,30 0,70  [290,41 58,08]" 4,38 x 10° 0,39 x 103
0,10 0,90 [271,96 54,39] 4,76 x 10° 0,37 x10°®
0,01 0,99 [271,96 54,39]" 4,76 x 10° 0,37 x10 "3

3.5.2 Programacao de metas lexicograficas.

Nesta abordagem, diferentes metas sao classificadas em varios niveis de prioridades.
A meta com o primeiro nivel de prioridade é muito mais importante que alguma meta com o
nivel superior. Assim, € importante cumprir as metas do primeiro nivel antes de considerar
as metas do segundo nivel de prioridade. Alguns pesquisadores argumentam que tal
consideracdo das metas € mais pratica (Ignizio, 1976), embora existem algumas criticas
dessa metodologia (Zeleny, 1982).

Esta abordagem formula e resolve um numero de problemas de programacdo de
metas sequlencial. Primeiro, somente as metas e restricbes correspondentes ao primeiro
nivel de prioridade sdo consideradas na formulagao do problema de programacao de metas,
sendo obtido sua solucdo. Se existir multiplas solugbes para este problema, outro problema
de programacgdo de metas é formulado considerando as metas do segundo nivel de
prioridade. Neste caso, o objetivo € sé minimizar alguns desvios nas metas do segundo
nivel de prioridade. Mas, as metas do primeiro nivel sdo usadas como fortes restricdes tal
que a solucdo obtida n&o viole as metas do primeiro nivel. Esse processo continua com
metas de nivel superior na sequéncia. O processo & encerrado assim que um dos
problemas de programacéao resulte em uma unica solugdo. Quando isto acontece, todas as

metas subsequentes de nivel superior de prioridades sédo consideradas pouco importantes e
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sdo conhecidas como metas resultantes (Romero, 1991). Usualmente, uma Unica solugao
6tima de Pareto é encontrada por este método.

Considere um caso qualquer, onde o espaco das fungoes f; e f, sdo representados na
Fig. 3.6.

fr 4

min -

Figura 3.6 - A programagao de metas lexicografica.

Se o objetivo f; € mais importante que f;, minimiza-se o problema com f; primeiro,
ignorando f,. Neste caso, encontra-se solu¢gées multiplas em AB e CD no primeiro nivel da
programacao de meta. Dai, como existe mais de uma solugao para este problema, procede-
se para o segundo nivel da otimizagao, onde f, € minimizada. A procura é limitada entre
solugbdes encontradas no primeiro nivel da programacao. A solugdo do segundo nivel da
programacgao é D, que é a solugdo minima de f, entre todas as solugbes em AB e CD.
Portanto, a solugdo D é a solucdo principal do problema. E interessante notar que se f, é
considerada mais importante que f;, entdo a solugcido E podera ser a Unica solugao 6tima do
primeiro nivel de otimizacdo e o0 processo podera parar aqui. A solugdo E sera declarada

como solugéo principal do problema.

3.5.3 Programacgéo de Metas usando desvio Maximo

Esta metodologia € analoga a programagado de meta ponderada, mas em vez de
minimizar a soma ponderada dos desvios em relagdo as metas, esta soma deve obedecer a
um valor maximo de desvio d, escrito na forma de restricdo e este desvio maximo é

minimizado. Resultando em um problema de programacgao n&o-linear, dado por:



66

Minimizar d

sujeito a:w,p, +ﬂjn/ <d, j=12,..,k
fi(x)=p,+n,=t, j=12,..k (3.37)
xeS
n,,p; 20, j=12,...k

Aqui, o parametro d é o desvio maximo. Este método requer a escolha dos fatores de

ponderagdo w; e B;, que dependem da analise do usuario.

3.6 Otimo Min-Max

A idéia do étimo min-max para aplicagbes nos problemas de otimizagdo multi-
critérios, foi tomada da teoria dos jogos, onde necessita-se resolver situagdes de conflitos.

A aproximagado min-max para um modelo linear foi proposta por Jutler (1967) e Solich
(1969). E foi posteriormente desenvolvida por Osyczka (1978 e 1981).

O 6timo min-max compara os desvios relativos obtidos de cada funcao objetivo f(x)

com o vetor dado pela solugéo ideal f°. O desvio relativo pode ser calculado por:

S TACORNA
Zi(X)=—U, iel, xeX (3.38)
/i
ou
o )=
Zi(X)z‘—, iel, xeX (3.39)
1/, (x)
Agora define-se o 6timo min-max como a seguir:
- Um ponto x e X é 6timo min-max, se para todo x € X a seguinte férmula recursiva
é satisfeita:

Passo 1: vq(x)=min max{z(x)}, iel, xeX (3.40)

E entéo /, = {i;}, onde i; € o indice para o qual o valor de z(x) € maximo.

Se existir um conjunto de solugdes x; — X no qual satisfaz o passo (1), entéo:

Passo 2: vo(x') = min max{z(x)}, iel, xe X,,i¢l (3.41)
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E entdo I, = {i;, i}, onde i» € o indice para o qual o valor de z(x) nesse passo &
maximo.

Se existir um conjunto de solugdes x.; < X nos quais satisfazem o passo (r -1),

entao:
Passo r: v{x)=min max{z{x)}, iel, xeX,,,i¢l,, (3.42)
E entado /, = {i.4, i}, onde i, € o indice para o qual o valor de z{x) no r-ésimo passo &
maximo.

Se existir um conjunto de solugdes xx.; = X no qual satisfaz o passo (k -1), entao:

Passo k: vk(x*) =minz(x), iel, xeX, ,,i¢l,, (3.43)

Onde vy(x), ...., vi(x') é o conjunto dos valores 6timos dos desvios fracionarios
ordenados ndo-decrescentes.

Esse 6timo pode ser escrito como: conhecendo a solugédo ideal de cada fungao
objetivo, as quais podem ser obtidas resolvendo separadamente o problema de otimizagéo
para cada critério, a solucdo desejada € aquela que fornece o menor valor dos incrementos
relativos de todas as fungdes objetivo.

O ponto x e X o qual satisfaz o passo (1) pode ser chamado a melhor solugdo
considerando todos os critérios simultaneamente e os termos de mesma importancia.

Com Vanderplaats (1999) é apresentado um método similar denominado otimizagéo

de compromisso. Como exemplo ilustrativo tem-se o0 seguinte problema de otimizagao:

= X, + X,X5 = min
Otimizar 172 T _ (3.44)
fo(x) =x{x, + x, > min
x)=12—-x,—x,2>0
Sujeita a 15 T (3.45)
g,(x)=—x +10x;, —x; +16x,-80>0

Em todos os casos que serdo estudados nesta dissertacdo sera considerado um
conjunto finito das solugdes de Pareto obtido através do Método da Ponderacdo dos

Objetivos. Para este exemplo, o conjunto adotado é apresentado na 12 coluna da Tab. 3.10.



68
Seja o ponto x = [2,08 7,30]", das Egs. (3.44), resulta:

f1(x)=2,08+2,08.(7,3)* =11312 .
= f(x)=[113,12, 38,96]
1, (x)=(2,08)>.7,30 + 7,30 = 38,96

De forma analoga, para todas as solugdes consideradas, obtém-se os vetores com

os valores das fungdes objetivo fi(x) e f(x), dados na 22 coluna da Tab. (3.10). Seja
fP=minf,(x) e 2 =minf,(x), cujos valores sdo calculados como: f,” = 102,26 e

£, =38,77.

Calcula-se, agora, os desvios relativos da cada fungao objetivo, dados pelas Egs.
(3.38) e (3.39), resultando para a primeira solucao:

, x)-f’| [11312-102,26
Z1(x) = A=, :| |:0,11
£ 102,26
,, x)-f’| [11312-102,26
Z1(x) = A :| |:O,10
/() 11312
, x)-f7| [3896-38,77
200 = f2(x)= 1 :| |=o,oo
1y 38,77
,, x)-f7| |38,96-38,77
w):\fz() 7| | 0.0
£, ()| 38,96

Repetindo este procedimento para todas as solugcbes constroe-se as colunas dos
vetores z1 (x), z1 (x), Z2(X) e z2 (x).

A 72 coluna é dada por z(x) = [z4(X), z2(x)]" de modo que z4(x) = max [z (X), z1 (x)] e
zx(x) = max [22(x) e zz (x)].

Dai, escolhe-se o max {zj(x)} e origina-se o vetor que ocupa a 82 coluna. As
respectivas posi¢des dos valores maximos resultam no vetor i; da 92 coluna.

O vetor da ultima coluna é obtido quando se retira do vetor z(x) o valor max {zi(x)}.
Caso o numero de variaveis de projeto seja n > 2, entdo a ultima coluna seria composta por

um vetor com n-1 variaveis e em seguida repetiria o processo utilizado para a obtencéo da
82 92 ¢ 102 coluna.
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O ponto 6timo é dado pelo valor minimo entre os valores maximos da 82 coluna da
Tab. 3.10.

. 12,24
No exemplo dado, tem uma Unica solucgéo, a qual é dada por: X = {6 83}

representado pelo valor min max {z(x)} = 0,058. Para o ponto x os valores das funcdes
objetivo sdo: f,(x) = 108,27 e f>(x) = 40,14.

Considere o exemplo do projeto da viga, assumindo que o pesquisador ndo tem idéia
sobre a importancia de cada critério. Assim, tenta resolver esta situacdo comparando a
solucao ideal de cada critério através da técnica do 6timo min-max.

A solugao ideal de cada critério, ja utilizados nas se¢des anteriores, sdo:

(1) Volume da viga

—ott) 343,57 mm
X =
68,71 mm

6 3
f(x”(l)) _ 317 x10° mm
0,48x107 mm/ N

(2) Funcéo relacionada com o médulo de rigidez estatica.

o(2) 200,00 mm
X =
40,00 mm

f(xO(Z)) _ 6,03x10° mm?®
0,34x10°% mm/I N

Aplicando o critério do 6timo min-max, conforme descrito nas Egs. (3.38) a (3.43),
constroe-se a Tab. 3.11.
Observando a Tab. 3.11, na 82 linha, verifica-se que o menor valor do max{zi(x)}, &

dado por: min {max{z;(x)}} = 0,25, assim obtém-se a solugao:



Tabela 3.10 - Resultados do 6timo Min-Max para o exemplo ilustrativo definido pelas Egs. (3.44) e (3.45).

X = [x1, 2] ' fx) = [A(X), )Tz () (X)) z(X)  Z(X) Z(x) = [z4(x), za(x)] T max{zi(x)} i zi(x), i #iy
[2,08 7,30]7 [113,12 38,96]" 0,11 0,0 0,00 0,00 [0,11; 0,00] " 0,11 1 0,00
[2,10 7,21]7 [111,64 39,17]7 0,09 0,08 0,01 0,01 [0,09; 0,01]" 0,09 1 0,01
[2,13 7,13]7 [110,36 39,44]" 0,08 0,07 0,02 0,02 [0,08; 0,02] " 0,08 1 0,02
[2,18 6,97]" [108,27 40,14]7 0,06 005 0,03 0,03 [0,06; 0,03] " 0,06 1 0,03
[2,24 6,83]7 [106,62 41,02]T 0,04 004 0,06 0,05 [0,04; 0,06] T 0,06 2 0,04
[2,27 6,76]7 [105,93 41,53]7 0,04 0,03 0,07 0,07 [0,04; 0,07]" 0,07 2 0,04
[2,30 6,69]" [105,31 42,09]7 0,03 0,03 0,09 0,08 [0,03; 0,09] " 0,09 2 0,03
[2,37 6,56]" [104,26 43,37]" 0,02 0,02 012 0,11 [0,02; 0,12] 7 0,12 2 0,02
[2,45 6,42]7 [103,43 44,91]7 0,01 001 0,16 0,14 [0,01; 0,16] " 0,16 2 0,01
[2,54 6,28]7 [102,81 46,78]7 0,00 0,00 021 0,17 [0,00; 0,21] " 0,21 2 0,00
[2,59 6,21]7 [102,58 47,87]" 0,00 0,00 0,23 0,19 [0,00; 0,23]7 0,23 2 0,00
[2,64 6,14]7 [102,41 49,08]" 0,00 0,00 0,27 0,21 [0,00; 0,27]7 0,27 2 0,00

70
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B 319,98 mm
163,99 mm
. |3,73x10° mm®
f(x)= R
0,43x10™° mm/ N

Esta solugdo é bastante similar aquelas encontradas quando foram utilizadas as

Métricas-L, relativa ou L3 relativa, como observado na apresentacao destes métodos.



Tabela 3.11 - Resultados do 6timo Min-Max para o projeto da viga definido pelas Egs. (2.3) a (2.5).

— T — T
X_([:r;)xﬂ ”‘X(’n;,ﬂi‘fjr:,ﬁj] 20 ) 2K 2K 2=z, 20T maxzed} iz, i =i
[200,00 40,00]" [6,03x10° 0,34x10°°*]" 090 047 0,00 0,00 [0,90; 0,00] 0,90 1 0,00
[214,77 42,95]7 [5,79x10° 0,35x10°°]T 0,83 0,45 0,01 0,01 [0,83; 0,01]" 0,83 1 0,01
[245,84 49,17]7 [5,26x10° 0,36x10°°]T 0,66 0,40 0,05 0,05 [0,66; 0,05]" 0,66 1 0,05
[290,40 58,08]" [4,38x10° 0,39x10°°]T 0,38 0,28 0,14 0,12 [0,38; 0,14]7 0,38 1 0,14
[319,98 63,99] T [3,73x10° 0,43x10°*]"T 0,18 0,15 0,25 0,20 [0,18; 0,25] 0,25 2 0,18
[340,54 68,11]7 [3,25x10° 0,47x10°°]"T 0,02 0,02 0,37 0,27 [0,02; 0,37]" 0,37 2 0,02
[343,57 68,71]" [3,17x10° 0,48x10°°]" 0,00 0,00 0,40 0,28 [0,00; 0,40]" 0,40 2 0,00
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CAPITULO IV

SIMULACOES NUMERICAS

Nas aplicagbes que seguintes foi utilizado um micro computador Pentium 4 que
permitiu uma execugao dos programas com um tempo aproximado de 5 segundos. Nas
aplicagdes 1 e 3 foi utilizado o Método Seqtiencial com uma subrotina constr do Matlab, ja
na aplicacao 2 foi usado o Método do Multiplicador do Lagrange Aumentado em um codigo
computacional DOT (FORTRAN).

4.1 Aplicacéo 1: Problema da Usinagem de um metal.

Considere o problema da usinagem de um metal (Osyczka, 1981), onde pretende-se

alcancar dois objetivos:

(1) Maximizar a taxa de remocgao do material;

(2) Maximizar a vida da ferramenta de corte.

Apesar de que ambas procuram pontos de maximos, seus objetivos sdo opostos entre
Si.

Seja o problema de otimizagao definido empiricamente por:

max f;(x)=100d x, x, max f;(x) =6000x, x, mm® / min
. A = , 1,28 %10’
max fo(x) =" max f,(X) =555 7 min
X1 Xp Xy Xy

min f;(x) = -6000x, x, mm® / min

. 1,28x107 ) . (4.1)
min f,(x) = —(—xm X Jmm

1 2
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g,(x)=x,-2639<0
g,(x)=211-x, <0
2,(¥) = x, ~1<0
g,(x)=0,05-x,<0

jeito a: 4.2
suetoa gs(x) =x, x> -957<0 *.2)
2,(x)=1600-x7 x, <0
211< x; <2639
0,05<x, <1
onde:

- X4 ( m j € a velocidade do corte
min

mm ) . ~ ~
- X2 (—j € a taxa de alimentacgao/ revolugao
rev

- g1(x) e g»(x) sdo as velocidades de corte maximas e minimas.

- g3(X) e ga(x) s&o os valores maximos e minimos da taxa de alimentagé&o.

- gs(x) é devido a poténcia maxima na maquina.

- gs(X) € a qualidade da usinagem.

De acordo com a Eq. (2.9) a solugéao ideal resulta em:

f,° = 5,74 x 10° mm®min; f, = 3,24 min e x =[95,70 1,00]" (m/min, mm/min).  (4.3)

f, = 5,37 x 10*mm®min; £,° =312,19 min e x =[178,88 0,05]" (m/min, mm/min).

A representacao grafica das restricdes e das funcgdes objetivos podem ser vistas na

Fig. 4.1, (a) e (b), respectivamente:
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Xz (mm/rev)

10 F
08 f
06 }
> 263.9- %0
oL f
|
| .
[
02
LO..U5 - %)0
- - i 2N X1 (M/min)
(a)
fa(x) (min)
00 |
50 I‘-
!
200
f1(x)=6000x, x,
- 1,28 x10’
- ! f2(x)= 3B 2
o |
=}
&0 f1§X)
(mm*/min)

(b)
Figura 4.1 — llustragdo grafica do problema da usinagem de um metal: a) Regido viavel; b)

Espaco das fungbes objetivo.

4.1.1 Método da Ponderacédo dos Objetivos

Seja a formulagao proposta na Eq. (3.3):
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min £ (x) = —(wl f}?) +w, f;?)] (4.4)

sujeito as restricoes dadas pro (4.2) e a solugdo ideal é dada por (4.3).

Tabela 4.1 - Resultados obtidos com o método da Ponderagdo dos Objetivos para o

problema da usinagem de um metal.

w s X =[xy, xg]' f(x)=[f1(x), H()]"
(m/min, mm/min) (mm?*/min, min)
0,90 0,10 [96,89 0,98]" [5,72 x 10° ; 3,23]"
0,70 0,30 [96,91 0,98]" [5,72 x 10°; 3,23]"
0,50 0,50 [95,70 1,00] [5,74 x 10°; 3,24]"
0,40 0,60 [91,59 1,00] [5,50 x 10° ; 3,75]"
0,30 0,70 [84,60 1,00]" [5,08 x 10° ; 4,89]"
0,20 0,80 [100,0 0,56]" [3,36 x 10°; 10,12]"
0,10 0,90 [100,0 0,48]" [2,62 x 10°; 17,55]"
0,05 0,95 [100,0 0,38]" [2,26 x 10° ; 24,57]"

Os valores 6timos obtidos sdo mostrados na Tab. 4.1 e representados na Fig. 4.2.
Observa-se que existe dificuldades para obter a curva de Pareto, uma vez que a solucéo é

pouco sensivel a variagao dos fatores de ponderacgao.

f2(x) émin)
5
ol /
+

15 -

o} * ]

5 * + B

* =1 i
o3 25 3 35 s 15 z o g fi(x)

< 10° (Mm®/min)

Figura 4.2 - Conjunto Otimo de Pareto para o problema da usinagem de um metal.
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4.1.2 Método de Otimizacao Hierarquico

Seja o problema de otimizacdo, definido em (4.1) e (4.2), considerando fi(x) como
critério mais importante. Este problema sera reescrito, conforme proposto em (3.10) a (3.12),

como:

Passo 1: f(x") = min f;(x)  (4.5)
sujeitoag, (x),/=1,...,6

Cuja solugdo é f(x™") = £,° = 5,74 x 10° mm*/min, a seguir deve-se:

Passo 2: fo(x'")) = min £,(x),

sujeitoag, (x),/=1,...,6 (4.6)

fi(x) < (1+ fg;)}f;’

Tabela 4.2 — Resultados do método de otimizagdo Hierarquico para o problema da

usinagem de um metal considerando f;(x) o critério mais importante.

£, X = [x1, Xo]' f(x)= [f1(x), f2(x)]"
' (m/min, mm/min) (mm®/min, min)
0,10 [95,70 1,00] [5,74 x 10° 3,24]"
0,50 [95,70 1,00] [5,76 x 10° 3,22]"
1,00 [95,70 1,00] [5,77 x 10° 3,21]"
5,00 [95,69 1,02] [5,88 x 10° 3,07]"
10,00 [95,68 1,05]" [6,03 x 10° 2,91]"

Nota-se na Tab. 4.2, que os valores de fi(x) e f2(x) sofreram uma pouca influéncia com

a variagao dos valores de cfhl , este comportamento ¢é justificado pelo fato de que f;(x) possui

valor absoluto muito superior a f,(x), as solu¢des sdo apresentadas na Tab. 4.2.

Agora, considere o mesmo problema de otimizagao priorizando f;(x).
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Passo 1: f2(x?) = min fy(x) 4.7)

sujeitoag, (x),/=1,...,6

De forma analoga, f(x?) = f,° = 312,19 min, assim, o proximo passo consiste em:

Passo 2: f;(x®) = min f;(x),

sujeitoag, (x),/=1,...,6 (4.8)

ghz o
fr(x) < (1"‘ 100Jf2

Tabela 4.3 — Resultados do método de otimizagdo Hierarquico para o problema da

usinagem de um metal considerando f,(x) o critério mais importante.

£ X =[x, Xo]' f(x)=[f1(x), H()1"
"2 (m/min, mm/min) (mm?*/min, min)
0,10 [178,88 0,05]" [5,36 x 10* 312,35]"
0,50 [178,88 0,05] [5,36 x 10* 312,97]"
1,00 [178,88 0,05] [5,35 x 10* 313,75]"
5,00 [178,88 0,05] [5,31 x 10* 319,93]"
10,00 [178,88 0,05]" [5,25 x 10* 327,53]"

Se aumentar fhz , 0 problema ndo consegue obter outra solucéo, pois as restricdes

nao sao obedecidas. Observa—se que neste caso as solugbes para f(x) sdo melhores,
quando comparadas com a tabela anterior. Pode-se constatar, que o método hierarquico é
sensivel a escolha dos primeiros f(x) a serem minimizados.

4.1.3 Método da Negociacao

Para o exemplo da usinagem, a tabela de pagamento para os valores das funcdes é:

fi(x) fa(x)
X" =95,70 1,00]" T_574x10° = -324

x°? =1178,88 0,05]" ~537x 10 -312,19
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Em fungao dos incrementos, dados pela Eq. (3.16), tem-se:

Afi(x) Afy(x)
x*™ =195,70 1,00]" 0 308,95
x°?® =1178,88 0,05] 5,20 x 10° 0

E em funcao dos incrementos relativos, Eq.(3.17), obtém-se:

Af'(x)  AR(X)
x°" =195,70 1,00]" 0 95,30
x°? =1178,88 0,05] 9,70 0

Para aplicar o método da negociacédo serd obedecido o procedimento proposto nas
Egs. (3.13) a (3.17).

Caso 1: Otimizagao de fi(x), tratando f,(x) como restricao flexivel.

min f1(X) = - 6000 X1X2 (49)
. g/,‘(x)’ l = 1,...,6
sujeita a: fz(x)2§n2 = —fz(x)+§n2 <0

De acordo com a “tabela de pagamento”, verifica-se que o valor limite para f(x) é

5,,2 = 95,30 e os resultados sdo mostrados na Tab. 4.4.

Tabela 4.4 — Resultados do método da Negociagdo para o problema da usinagem de um

metal, obtidos minimizando f(x).

£ X = [x1, x2]" fi(x) fa(x)
" (m/min, mm/min) (mm?*/min) (min)
10,00 [68,23 1,00] 4,09 x 10° 10,00
50,00 [42,00 1,00] 2,52 x 10° 50,00
95,30 (61,42 0.42]" 1,56 x 10° 95,30
120,00 [75,59 0,28]" 1,26 x 10° 120,00

200,00 [119,77 0,11] 8,01 x 10* 200,00
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Observe que para valores menores ou iguais que fnz a solucéao tende para o valor
ideal f;°. Para valores maiores que fnz, negocia-se a solugdo dando maior importancia a

minimizacao de f(x). Para o valor limite f,,z = 95,30 tem-se uma solucdo de compromisso.

Caso 2: Otimizagao de f»(x), tratando f;(x) como restricao flexivel.

1,28x107

T 333 2.2
X X

min f(x) = (4.10)

.. . gg(x),g :1,...,6
sujeita a: fix)z= €&, = —fi(x)+&, <0

De acordo com a “tabela de pagamento”, verifica-se que o valor limite para fi(x) é

6,,1 = 9,70 e os resultados sdo mostrados na Tab. 4.5.

Tabela 4.5 — Resultados do método da Negociagdo para o problema da usinagem de um

metal, obtidos minimizando f,(x).

P X =[x1, X' f1(x) f2(x)
" (m/min, mm/min) (mm®/min) (min)
0,50 [178,88 0,05] 5,37 x 10* 312,19
3,00 [178,88 0,05] 5,37 x 10* 312,19
6,00 [178,88 0,05] 5,37 x 10* 312,19
9,70 [178,88 0,05] 5,37 x 10* 312,19
12,00 [178,88 0,05]" 5,37 x 10* 312,19
15,00 [178,88 0,05]" 5,37 x 10* 312,19

Observe que, neste caso, para quaisquer valor de f,,l tem-se a solugéo ideal £,°,
como o valor fi(x) € muito superior a fy(x), ndo é possivel obter outras solu¢gdes com a

variagéo de &, .
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Tabela 4.6 — Resultados 6timos do método do Critério Global, aplicando diversas métricas

para o problema da usinagem de um metal definido pelas Egs. (4.1) e (4.2).

" f1(x) fa(x)
Técnica . . 3 .
(m/min, mm/min) (mm°’/min) (min)
Métrica-L [95,70 1,00] 5,74 x 10° 3,24
Métrica-L, relativa [263,90 0,08]" 1,32 x 10° 27,34
Métrica-L, [95,70 1,00]" 574 x 10° 3,24
Métrica-L; [95,70 1,00]" 5,74 x 10° 3,24
Métrica-L; relativa [263,90 0,09] 1,43 x 10° 23,02

Observando os resultados apresentados na Tab. 4.6, verifica-se que ao ser utilizada a

Métrica-L, relativa ou a Métrica-L; relativa, os resultados foram semelhantes, representando

um compromisso entre as duas funcdes objetivo. Ja nas outras métricas apresentadas, os

valores também foram semelhantes entre si e aproximaram-se da solugdo ideal f;°, uma vez

que o valor absoluto de fi(x) é predominante sobre f,(x).

4.1.5 Método da Programacéo de Metas

Seja o problema da usinagem de um metal, definido pelas Egs. (4.1) e (4.2), onde

estabelece-se como metas para as fung¢des objetivo seus valores ideais. Utilizando a

formulacdo dada em (3.22), este problema sera reescrito como:

Minimizar f = wqip1 + Wopo

sujeito a:

g,(x)<0, /=1,...,6

X
g;(x) = fl(o)_p1 <1
A
X
gs(x)=f2—(n)_p2 <1
/>
211 < x; <2639
0,05<x, <1

-15<p, <15

(4.11)
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Tabela 4.7 - Resultados obtidos com o Método da Programagao de Metas para o problema

da usinagem de um metal.

X =[x, Xz]T f1(x) fa(x)
(m/min, mm/min) (mm®/min) (min)
0,99 0,01 [100,01 0,16]" 9,60 x 10* 163,72
0,90 0,10 [245,79 0,05] 7,37 x10* 108,36
0,70 0,30 [263,90 0,06]" 9,65 x 10* 55,13
0,50 0,50 [147,69 0,17] 1,53 x 10° 37,55
0,30 0,70 [99,99 0,44] 2,62 x 10° 17,66
0,10 0,90 [263,90 0,16]" 2,48 x 10° 6,76
0,01 0,99 [100,00 0,94]" 5,66 x 10° 3,19

W1 Wo

Os valores 6timos sdo mostrados na Tab. 4.7, onde nota-se que o método obteve
resultados satisfatérios em relacdo aos resultados obtidos pelos métodos anteriores. Como
se trata de um problema de maximizagcdo, quando se prioriza w; 0s valores obtidos
caminham em dire¢&o ao valor ideal £,°, quando a prioridade é para w,, os valores tendem

para a solucgao ideal f;°.

4.2 Aplicacao 2: Otimizacao das Fregiiéncias de um Sistema Massa-mola.

Nesta aplicagdo, as simulagdes foram realizadas utilizando o Método dos
Multiplicadores de Lagrange Aumentado (MMLA). O cédigo computacional desenvolvido em
Fortran foi aplicado ao programa DOT (Design Optimization Tools Program) desenvolvido

por Vanderplaats (1995).

T
,_}
-

|

o
o

%’K

Mms

Figura 4.3 - Otimizacao de Frequiiéncias de um Sistema Massa-mola.
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Seja o problema de otimizagao em dindmica, proposto por Faria (1991) e estudado por
Oliveira e Saramago (2004), que considera uma viga engastada-livre, com um sistema
massa-mola suspenso em sua extremidade livre, discretizada em trés elementos de mesmo
comprimento, conforme Fig. 4.3. Acoplou-se ao programa de otimizagcao subrotinas capazes
de obter as trés primeiras frequéncias naturais (o4, m2 € ®3), pelo Método dos Elementos
Finitos. O objetivo € maximizar a primeira frequéncia natural e distanciar as trés primeiras

freqléncias naturais entre si:

f) =[A() f(x) S0
f1(x) = max e,

f2(x) = max(w, — @,)

S3(x) = max(w, —,)

(4.12)

g,(x)=0,02-h <0; g,(x)=h —0,03<0(m)

g,(x)=0,02—-h, <0, g,(x)=h,—-0,03<0(m)

gs(x)=0,02—-h, <0; gs(x)=h,—0,03<0(m)

sujeito a 11 &7 (x) =0,02-b, <0;  g4(x) =5, -0,03<0(m) (4.13)
g4(x)=0,02-5,<0; g,,(x)=b,—-0,03<0(m)

g,(x)=0,02-5,<0; g,,(x)=b,-0,03<0(m)

2,(x)=190x10° - K <0; g,,(x)=K -760x10° <0(N/m)

sendo dados:
L=0,1m
p=7,8x10° Kgim®
E=2,1x10" N/m?
ms = 0,1

Mviga = 0,14625Kg

Seja inicialmente a obtencdo da solugéo ideal, conforme a Eq. (2.9), sendo que os
resultados encontrados sao mostrados na Tab. 4.8.

Considere: Caso 1: f,° = max f,(x);
Caso 2: f,° = max f(x);

Caso 3: f;° = max f3(x).
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Tabela 4.8 - Resultados obtidos para a solugao ideal do problema das frequéncias de um

sistema massa-mola.

Pontos Iniciais Caso 1 Caso 2 Caso 3
bs (mm) 25,00 30,00 20,00 30,00
b, (mm) 25,00 30,00 20,00 30,00
bs (mm) 25,00 20,00 20,00 20,00
hy (mm) 25,00 30,00 20,00 30,00
hy (mm) 25,00 30,00 20,00 30,00
hs (mm) 25,00 20,00 20,00 30,00
K (N/m) 380,00 759,55 759,55 189,89
o1 (Hz) 5,55 8,11 4,46 5,32
w, (Hz) 10,69 16,28 14,58 11,13
o3 (Hz) 46,59 54,01 38,31 57,71
f° (Hz) - 8,11 10,12 46,58

4.2.1 Método da Ponderacédo dos Objetivos

A solugdo do problema proposto em (4.12) e (4.13), sera formulada, usando a Eq.

(3.3), como:

ACTACH

f3(x)

f(X)=£W

170
VA

LR A

W3

|

sendo que a solucédo ideal é dada na Tab. 4.8.

(4.14)

O resultado 6timo é fortemente dependente dos valores adotados para estes

coeficientes, quando w; = 0,8 (prioridade maior para f;) obtém-se um valor proximo a

solugdo ideal (f;° = 8,11). O mesmo ocorre quando prioriza-se f, ou fs.

Neste exemplo, o sucesso pode ser justificado considerando uma distribuicao convexa

no espago das fungdes objetivo (Deb, 2001).
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Tabela 4.9 - Resultados obtidos com o Método da Ponderagcdo para o problema das

freqliéncias de um sistema massa-mola.

Pontos w,=0,80 w;=0,33 w,=0,10  w;=0,10
i w,=0,10  w,=0,33 w,=0,80  w,=0,10
ws=0,10  w3=0,33 w3=0,10  w3=0,80
by (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 30,00
b, (mm) 2500 20,00 29,70 25,20 20,00
bs (mm) 25,00 20,00 20,00 20,00 20,00
hi (mm) 2500 30,00 30,00 30,00 30,00
ho(mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 20,00
hs(mm) 25,00 20,00 20,00 30,00 20,00
K(N/m) 380,00 759,54 759,55 378,39 759,55
o1 (Hz) 8,11 7,98 6,72 6,75
w2 (Hz) 16,29 16,89 16,62 12,38
w3 (Hz) 54,03 54,97 48,16 57,82
f1(x) 8,11 7,98 6,72 6,75
fo(x) 8,19 8,92 9,90 5,63
fa() 37,74 38,08 31,54 45,44

4.2.2 Método de Otimizagédo Hierarquico

O problema de otimizagdo das frequéncias, definido em (4.12) e (4.13), sera
solucionado usando o método de otimizagao hierarquico, Egs. (3.10) a (3.12), considerando

trés situagdes distintas:

Caso 1: Considere o problema de otimizag&o priorizando f;(x):

Passo 1: max f;(x) = f°=8,11Hz (4.15)
sujeitoag, (x), /=1, ..., 14

Passo 2: max fo(x)

sujeitoag, (x), /=1, ..., 14 (4.16)



filx) < [1— fg;) ]f;’ =1,

Passo 3: max f3(x)

sujeitoag, (x), /=1, ..., 14

fi(x) < (1— Sy ]f;’

100

S | o+
fo(x) < (1_ﬁjf2

Caso 2: Considere o problema de otimizacao priorizando f(x):

Passo 1: max f(x) = f°=10,12 Hz

sujeitoa g, (x), £ =1, ..., 14

Passo 2: max fi(x)

sujeitoag, (x), /=1, ..., 14

fo(x) < [1— 5“]

Ve =fi

100

Passo 3: max f3(x)

sujeitoag, (x), /=1, ..., 14

S, L,
fo(x) < [1_100Jf2

filx) < (1— L Jf:

Caso 3: Considere o problema de otimizag&o priorizando f3(x):

Passo 1: max f3(x) = f,° = 46,58 Hz

sujeitoag, (x), /=1, ..., 14

Passo 2: max fo(x)

sujeitoag, (x), /=1, ..., 14
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4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)



Shy |,
f3(x) S(l_lOOJfg

Passo 3: max fi(x)

sujeitoag, (x), /=1, ..., 14

S
f3(x) S(l_ : jfs’a

100

f(x) < (1— L jf;

100

Tabela 4.10 - Resultados obtidos com

freqiiéncias de um sistema massa-mola.

= f2
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(4.23)

o0 Método Hierarquico para o problema das

Caso 1 Caso 2 Caso 3

oS e & . & _ &._ & . & & _ & _ & _
0,10 10,00 50,00 0,10 10,00 50,00 0,70 10,00 50,00

bs (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 20,00 20,00 30,00 30,00 27,28 27,28
b, (mm) 2500 30,00 29,95 2947 20,00 20,00 20,00 20,00 27,28 27,28
bs (mm) 25,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 22,71 22,71
h, (mm) 2500 30,00 30,00 30,00 20,04 20,170 30,00 30,00 27,28 27,28
h,(mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 20,00 30,00 20,00 3000 27,28 27,28
hs(mm) 25,00 20,00 20,00 20,00 20,00 30,00 20,00 30,00 27,28 27,28
K(N/m) 380,00 7595 760,0 760,0 759,55 759,99 760,0 190,0 293,16 293,17
o1 (Hz) 8,10 8,11 8,10 4,47 4,48 6,72 5,27 5,83 5,83

o, (Hz) 16,27 16,28 16,31 14,57 1458 16,61 11,23 10,52 10,52

o3 (Hz) 54,01 54,01 54,05 38,34 38,38 48,16 57,69 51,58 51,58
f1(x) 8,10 8,11 8,10 4,47 4,48 6,72 5,27 5,83 5,83

fa(x) 8,17 8,18 8,21 10,10 10,10 9,89 5,96 4,69 4,69

f3(x) 37,74 37,73 37,74 23,77 23,80 31,54 46,46 41,06 41,06

Nos trés casos estudados, cujos resultados sdo apresentados na Tab. 4.10, nota—se

que a funcdo priorizada tem seus valores maximizados e que os resultados obtidos

aproximam-se dos valores ideais. Além disso, novamente, os fatores &, nao influenciaram

os resultados.



4.2.3 Método da Negociacao

A tabela de pagamento para os valores das fungbes do sistema massa-mola é dada por:

f1(x) fa(x) f3(x)
x°™" = [30,00 30,00 20,00 30,00 30,00 20,00 759,55]" | -8,11 -8,17 -37,73
x°® =[20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 759,55]" | —4,46 -10,12 -23,73
x°® =[30,00 30,00 20,00 30,00 30,00 30,00 189,89]" | —-5,32 -581 —46,58

Em fungao dos incrementos, dados pela Eq.(3.16), tem-se:

Af(x)  DR(X)  Afy(x)
x°" = 130,00 30,00 20,00 30,00 30,00 20,00 759,55]" 0 1,95 8,85
x° = [20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 759,55]" | 3,65 0 22,85
x°® =[30,00 30,00 20,00 30,00 30,00 30,00 189,89]" | 2,79 4,31 0

E em funcao dos incrementos relativos, Eq.(3.17), obtém-se:

Aff(x)  AR(x)  Af(x)
x°" = 30,00 30,00 20,00 30,00 30,00 20,00 759,55]" 0 0,24 0,23
x° = [20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 20,00 759,55]" | 0,82 0 0,96
x°® =[30,00 30,00 20,00 30,00 30,00 30,00 189,89]" | 0,52 0,74 0

A otimizagdo usando o método da Negociacao

, Egs. (3.13) a (3.17), também
considera trés situacoes de interesse:

Caso 1: Maximizar a primeira frequéncia natural, tratando fy(x) e f3(x) como restricdes
flexiveis.
g,(x),0=1..,14
sujeita a: fr(x)2¢, = -f,(x)+¢,, <0
Sa(x) 2 §n3 = _f3(x)+§n3 <0

(4.24)

88
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Neste caso, como pretende-se maximizar fi(x), de acordo com a “tabela de

pagamento” os valores para fnze f,,s,que sao os valores limites 0,24 e 0,23,

respectivamente.

Tabela 4.11 - Resultados do método da Negociacgao para o problema das freqliéncias de um

sistema massa-mola, obtidos maximizando fi(x).

Pontos 28 = 0,00 28 =0,24 Sni = 1,00 Sna = 10,00
niciais S, = 0,00 S, =0,23 S 1,50 S 15,00
b; (mm) 2500 30,00 30,00 30,00 20,00
b, (mm) 2500 30,00 30,00 30,00 20,00
bs (mm) 2500 20,00 20,00 20,00 20,00
hi (mm) 2500 30,00 30,00 30,00 21,16
he(mm) 2500 30,00 30,00 30,00 20,00
hs(mm) 2500 20,00 20,00 20,00 20,00
K(N/m) 380,00 759,55 759,55 759,55 159,55
o1 (Hz) 8,10 8,10 8,10 4,73
o2 (Hz) 16,27 16,27 16,27 14,72
o3 (Hz) 54,01 54,01 54,01 39,13
1(x) 8,10 8,10 8,10 4,73
£2(X) 8,17 8,17 8,17 9,99
£3(X) 37,74 37,74 37,74 24,41

Os resultados sdo mostrados na Tab. 4.11. Observe que para valores menores ou

iguais aos limites f,,z e 5,13obtém-se uma aproximagdo para a solugdo ideal f;°. Para

valores suficientemente maiores que f,,z e fnj, os resultados afastam-se de f,°,

aumentando a prioridade das fungdes f,(x) e f3(x).
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Caso 2: Maximizar a distancia entre as duas primeiras frequéncias naturais, tratando f;(x) e

f3(x) como restri¢cdes flexiveis.

g, (x),0=1..14
sujeita a: 1/1(1) 28, = ~/i(1)+£, < 0 (4.25)
f3(x) = §n3 = —f3(x)+§n3 <0

Neste caso, como pretende-se maximizar f,(xX) e de acordo com a “tabela de

pagamento” os valores para ff,,l e 5,,3 , sao os valores limites 0,82 e 0,96, respectivamente.

Os resultados sdo mostrados na Tab. 4.12.

Tabela 4.12 — Resultados do método da Negociacédo para o problema das freqiéncias de

um sistema massa-mola, obtidos maximizando f,(x).

5”1 =0,70 gﬂl =0,82 g"l =1,00 é‘nl =10,00

Pontos
Iniciais §, =060 &, =096 &, =150 &, =1500
by (mm) 2500 20,00 20,00 20,00 30,00
b, (mm) 2500 20,00 20,00 20,00 30,00
bs (mm) 2500 20,00 20,00 20,00 20,00
hy (mm) 2500 20,00 20,00 20,00 30,00
ho(mm) 2500 20,00 20,00 20,00 30,00
hs(mm) 2500 20,00 20,00 20,00 20,00
K (N/m) 380,00 759,55 759,55 759,55 760,00
oy (Hz) 4,46 4,46 4,46 8,10
o (Hz) 14,57 14,57 14,57 16,27
w3 (Hz) 38,31 38,31 38,31 54,01
f1(x) 4,46 4,46 4,46 8,10
fo(x) 10,11 10,11 10,11 8,17
f3(x) 23,74 23,74 23,74 37,74

Os valores obtidos sdo préximos aos da solugéo ideal ,° quando adota-se coeficientes

menores ou iguais aos limites fnle §n3. Na medida em que esses valores aumentam, os

resultados afastam-se de £,°, priorizando as funcdes fi(x) e f(x).
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Caso 3: Maximizar a distancia entre a segunda e terceira freqiéncia natural, tratando f(x) e

fo(x) como restri¢cdes flexiveis.

g,(x),0=1..14
sujeitaa: ¢ f1(x)>2¢, = -fi(x)+S&, <0 (4.26)
L) =&, = -f,(x)+¢, <0

De acordo com a “tabela de pagamento”, verifica-se que o valor limite para fi(x) é

ggnl = 0,52 e o limite para fx(x) é §n2 = 0,74 e os resultados sdo mostrados na Tab. 4.13.

Tabela 4.13 — Resultados do método da Negociacédo para o problema das freqiéncias de

um sistema massa-mola, obtidos maximizando f;(x).

£, =000 & =052 & =100 &, =10,00

Pontos
Iniciais $,, =000 ¢ =074 & =150 &, =15,00
by (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 30,00
b, (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 20,00
bs (mm) 25,00 20,00 20,00 20,00 20,00
hy (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 30,00
h,(mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 20,44
hs(mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 20,00
K (\/m) 380,00 190,00 190,00 190,00 759,69
o1 (Hz) 5,32 5,32 5,32 6,81
w2 (Hz) 11,13 11,13 11,13 16,64
w3 (Hz) 57,71 57,71 57,71 48,46
f1(x) 5,32 5,32 5,32 6,81
fo(x) 5,81 5,81 5,81 9,83
f3(x) 46,58 46,58 46,58 31,82

De forma analoga aos casos anteriores, para valores menores ou iguais que os limites

§n1e fnz, os resultados sdo préximos da solugdo ideal f:°. Uma vez que estes limites

aumentam, os resultados afastam de f5°, priorizando as fungoes fi(x) e f(x).
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4.2.4 Método do Critério Global

Serdo considerados as seguintes técnicas, para a solugdo do problema dado pelas
Egs. (4.12) e (4.13):

Métrica-L;: min Ly(f) = | (" = 0| +| U5 = f,0)[+| (07 - £,9)] (4.27)

sujeita as restricoes dadas por (4.13).

Métrica-L, relativa: min f(x (fl fl(X)J (fzo _f?.(x)jz J{f; —fa(x)]z (4.28)
A 1 A

sujeita as restricbes dadas por (4.13).

Métrica-L,: min f(x) = [(1} = £,(x))* +(fs —f,(0))* +(f5 — 1 (x))]yz (4.29)

sujeita as restricoes dadas por (4.13).

Métrica-Ly: min Ls(f) = [(f = £,)) + (2 = £, (X)) +(f7 —fg(X))?’]% (4.30)

sujeita as restricoes dadas por (4.13).

Meétrica-L; relativa: min f(x) = %fl f{l(x)§ % ffz( )§ % /5 ff3(x)§ (4.31)
1 2 3

sujeita as restricbes dadas por (4.13).

Utilizando a Métrica-L, relativa, a Métrica-L, e a Métrica-L;, os resultados s&o bons e
representam um compromisso entre as trés fungdes objetivo. Ja nas Métrica-L; e Métrica-L;

relativa, os resultados permaneceram no valor inicial.
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Tabela 4.14 - Resultados obtidos com o Método Critério Global para o problema das

freqliéncias de um sistema massa-mola.

Métrica-L, Métrica-L;
Pontos Iniciais Métrica-L 1 Métrica-L, Métrica-Ls

relativa relativa

by (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 25,00 25,00
b, (mm) 25,00 30,00 20,00 20,00 25,00 25,00
bs; (mm) 25,00 20,00 20,00 20,00 25,00 25,00
hi (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 25,00 25,00
h, (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 25,00 25,00
hs (mm) 25,00 30,00 21,00 27,21 25,00 25,00
K (N/m) 380,00 394,80 759,55 354,10 380,00 380,00

w1 (Hz) 6,87 7,96 6,59 5,55 5,55

o, (Hz) 12,38 16,67 12,71 10,69 10,69

w3 (Hz) 57,86 55,63 57,45 46,59 46,59

f1(x) 6,87 7,96 6,59 5,55 5,55

fa(x) 5,51 8,71 6,12 514 514

f3(x) 45,58 38,96 4475 35,90 35,90

4.2.5 Método da Programacéo de Metas

Seja a solugdo do problema dado por (4.12) e (4.13), considerando as metas
estabelecidas como os seus valores ideais, ou seja, a meta a ser alcangada por f;(x)= 8,11,
fo(x) = 10,12 e f3(x) = 46,58, conforme dados na Tab. 4.8.

Seja o problema de otimizagao formulado como:

min f(x) = wyp; +w,p, + W3y (4.32)

g,(x),7=1..14
-100< p, <100
sujeito a:< f;(x)— p, —811<0
fo(x)—p,-1012<0
fo(x)—p,—46,58<0
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Tabela 4.15 - Resultados obtidos com o Método da Programacgao de Metas para o problema

das freqiéncias de um sistema massa-mola.

Pontos w;=0,80 w;=0,33 w;=0,10 w;=0,10
i w,=0,10 w,=0,33 w,=080 w,=0,10
w;=0,10  w;=0,33  ws=0,10 w;=0,80
by (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 30,00
b, (mm) 25,00 30,00 20,00 20,00 30,00
bs (mm) 25,00 20,00 20,00 20,00 20,00
hy (mm) 25,00 30,00 30,00 30,00 30,00
ho(mm) 2500 30,00 30,00 30,00 30,00
hs(mm) 2500 27,96 30,00 20,00 30,00
K(N/m) 380,00 190,00 478,13 759,55 190,00
o1 (Hz) 5,31 7,09 7,98 5,31
w2 (Hz) 11,13 13,19 16,89 11,13
w3 (Hz) 57,71 57,88 54,97 57,71
fi(x) 5,31 7,09 7,96 5,31
fo(x) 5,82 6,09 8,91 5,81
fa(x) 46,58 44,69 38,08 46,58

O resultado obtido por este método é semelhante ao resultado obtido pelo primeiro

meétodo (Método da Ponderagdo dos Objetivos) onde, ao se priorizar wy = 0,8 (prioridade

maior para f;) obtém-se um valor proximo a solugédo ideal (f;° = 8,11). O mesmo ocorre

quando prioriza f; e f;.

Neste método, o pesquisador deve ser sensivel tanto as metas a serem alcangadas

quanto aos intervalos dos p. Uma vez que, intervalos n&o apropriados, ndo permitem a

obtencédo de solugdes otimas.

Observando as restrigdes impostas ao problema e os resultados obtidos para b;, h, e K

nas Tab. 4.8 a 4.15, verifica-se que todos os pontos 6timos encontrados obedecem as

restricdes impostas.
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4.2.6 Método Min-Max

O método min-max, apresentado em (3.38) a (3.43) sera aplicado para otimizar as
freqléncias naturais conforme o problema dado por (4.12) e (4.13). Com esta finalidade,
constroe-se a Tab. 4.16, considerando algumas solu¢des de Pareto obtidas com o método
da ponderagcdo dos objetivos. Analisando esta tabela, observa-se que o

min{max{z;(x)}} = 0,08 (32 linha), que corresponde a solucao:
x* =[30,00 30,00 20,00 30,00 30,00 30,00 759,55]"
Para o ponto x™ os valores das fungdes objetivo s&o:

f,(x') = 7,86 Hz
fo(x') = 7,08 Hz
fs(x') = 43,17 Hz

Observe que a solugao obtida por este método, nédo prioriza nenhum dos critérios,

mas representa uma solugao de compromisso entre todas as fung¢des objetivo consideradas.

4.3 Aplicagado 3: Problema de despacho econ6mico e ambiental.

Considere agora o problema de despacho econémico e ambiental, proposto por Abido
(2003), que consiste na selegdo de geradores, de uma unidade de producéo de energia de
forma a minimizar o custo do combustivel e emissdo dos poluentes na atmosfera,
satisfazendo um conjunto de restricdes. Dessa forma, o problema do despacho econdmico e
ambiental é transformado em um problema de otimizacdo multi-objetivo restrito e ndo-linear.
Geralmente, o problema é formulado da seguinte forma:

As curvas dos custos de consumo de combustivel pelos geradores sao representadas
por fungdes quadraticas acrescidas de uma componente que representa os efeitos do
carregamento da valvula. O custo do combustivel total Fc(P) é dado em $/h e a fungdo é

expressa por:



Tabela 4.16 - Resultados obtidos com o Método do Min-Max para o Problema das freqiiéncias de um sistema massa-mola.

— T — T

C mmm e mmom i (e i by AW 200 200z 200 20
1 [30 30 20 30 30 24,2 759,55]" [8,03 7,59 41,05]" 0,01 0,01 025 033 0,12 0,13
2 [30 30 20 30 30 27,4 759,55]" [7,94 7,28 42,48]" 0,02 0,02 028 039 009 0,10
3 [30 30 20 30 30 30 759,54]" [7,86 7,08 43,17]" 0,03 0,03 0,30 043 0,07 0,08
4 [30 30 20 30 30 27,7 759,55] [7,78 7,77 42,28]" 0,04 0,04 023 030 009 0,10
5 [30 30 20 30 30 30 369,04] [6,74 5,46 45,63] 017 0,20 046 085 0,02 0,02
6 [30 20 20 30 30 30 399,14] [6,78 5,83 42,22]" 0,16 0,20 0,42 074 0,03 0,03
7 [30 29 20 30 30 30 393,80] [6,86 5,54 45,45] 015 0,18 045 083 0,02 0,02
8 [30 20 20 30 30 25,2 759,55] [7,86 8,06 41,43]" 0,03 0,03 020 026 0,11 0,12
9 [30 20 20 30 30 30 759,55] [7,70 7,55 42,82]" 0,06 0,05 0,25 034 0,08 0,09
10 [30 30 20 30 30 30 190,00] [5,32 5,81 46,58]" 0,34 0,52 043 074 0,00 0,00
11 [30 20 20 30 30 20 759,54] [7,97 8,91 38,09]" 0,02 0,02 0,12 0,14 0,18 0,22
12 [30 20 20 30 20 20 759,55] [6,71 9,89 31,55]" 0,17 0,21 0,02 002 032 048
N° 2(x) = [24(x), Z5(x), Z3(X)]" max {z(x)} i z(x), i # iy max {z/(x)} i Z/(x), i #p

1 [0,01 0,33 0,13]" 0,33 2 [0,01 0,13]" 0,13 2 0,01

2 [0,02 0,39 0,10]" 0,39 2 [0,02 0,10]" 0,10 2 0,02

3 [0,03 0,43 0,08]" 0,43 2 [0,03 0,08]" 0,08 2 0,03
4 [0,04 0,30 0,10]" 0,30 2 [0,04 0,10]" 0,10 2 0,04

5 [0,20 0,85 0,02]" 0,85 2 [0,20 0,02]" 0,20 1 0,02

6 [0,20 0,74 0,03]" 0,74 2 [0,20 0,03]" 0,20 1 0,03

7 [0,18 0,83 0,02]" 0,83 2 [0,18 0,02]" 0,18 1 0,02

8 [0,03 0,26 0,12]" 0,26 2 [0,03 0,12]" 0,12 2 0,03

9 [0,05 0,34 0,09]" 0,34 2 [0,05 0,09]" 0,09 2 0,05
10 [0,52 0,74 0,00]" 0,74 2 [0,52 0,00]" 0,52 1 0,00
11 [0,02 0,14 0,22]" 0,22 3 [0,02 0,14]" 0,14 2 0,02
12 [0,21 0,02 0,48]" 0,48 3 [0,21 0,02]" 0,21 1 0,02
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FC(P) = iai +biPi + CiBZ + ch com ch = ‘dz Sen[ei (Pimin _Pt)” (4.33)
i=1

onde F., é a fungdo do carregamento da valvula, n é o numero de geradores, a;, b; e
Ci, sao os coeficientes de custo para cada gerador, d, e e; sdo os coeficientes de custo para
as valvulas e P, € a poténcia real para cada gerador. P € o vetor das poténcias reais dos
geradores e definido como P = [Py, P, ..., P.]".

A emissao total dos poluentes atmosféricos F.(P) tais como o 6xido de enxofre SOy, e
0 Oxido de nitrogénio NO, causados por unidades térmicas que consomem combustiveis

fosseis pode ser expresso em ton/h, como:
Fe(P)="107(a,+$P +7,P7 )+ &e™™ (4.34)
=1

onde ai, i, Vi, &i € A; S@0 0s coeficientes caracteristicos de emissao para cada gerador.

Para uma operacao estavel, a poténcia real de cada gerador esta restrita entre limites

inferiores e superiores como segue:
PM<P, <P i=1,2,..,n. (4.35)

E a poténcia total gerada deve cobrir a demanda total Ppe € a poténcia dissipada na

linha de emisséao Pp,. Dai,

Y P =P, +P, (4.36)

i=1

Logo, tem-se a seguinte formulagao:

Fe(P)=Ya,+bP+cP’+F,
i=1

Minimizar ., (4.37)
Fe(P) = 210—2 (ai +¢ZB +7/if;2)+§ie(/1i}7)
i=1
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hl(P):ZI)i — Py — P, =0
=1

sujeito a: | & (P)=F-P"<0 i=1..6 (4.38)
inf .
g,(P)=P" -P. <0  j=7,.12

Na Eq. (4.33) serdo considerados, despreziveis os efeitos do carregamento da
valvula, ou seja, F., = 0.

Além disso, para as restricoes (4.35) e (4.36) serao adotados:

Poe + Pp = 283 MW (4.39)
P/" =10 MW e PS* = 120 MW.

Os valores dos coeficientes caracteristicos do custo de combustivel e emissao de

poluentes sdo dados na Tab. 4.17.

Tabela 4.17 - Coeficientes caracteristicos do custo e da emissédo de poluentes para alguns

geradores.
G Gy Gs G4 Gs Ge
Custo a 10 10 20 10 20 10
200 150 180 100 180 150
c 100 120 40 60 40 100
Emisséo 4,091 2,543 4,258 5,426 4,258 6,131

o

¢ —-5554 —6047 —-5094 -3550 5094 —5555
y 6,490 5,638 4,586 3,380 4,586 5,151
£ 2x10* 5x10* 1x10°% 2x10° 1x10°® 1x10°
A 2,857 3,333 8,000 2,000 8,000 6,667

A seguir, foram obtidas as solugdes ideais, conforme a Eq. (2.9), sendo que os

resultados encontrados sdo mostrados na Tab. 4.18.

Considere: Caso 1: Fc® = min Fc¢(P);

Caso 2: Fe® = min Fe(P).
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Tabela 4.18 - Resultados obtidos para solugdes ideais do problema de despacho econémico

e ambiental.

Pontos Iniciais Caso 1 Caso 2
P+ (MW) 50,00 11,00 40,00
P, (MW) 50,00 30,00 46,00
P; (MW) 50,00 52,00 54,00
P, (MW) 50,00 101,00 38,00
Ps (MW) 50,00 52,00 54,00
Ps (MW) 50,00 36,00 51,00
Fc ($/h) 655,00 599,22 637,38

Fe (ton/h) 0,20 0,22 0,19
f° - 599,22 0,19

4.3.1 Método da Ponderacado dos Objetivos

Para a solugdo do problema de otimizacdo definido em (4.37) e (4.38), o método da

ponderacao dos objetivos proposto em (3.3) é formulado como:

Fx)= w4y L
1Fc” 2Fe0'

(4.40)

conforme a Tab. 4.18, Fc® = 599,22 $/h e Fe® = 0,19 ton/h.

Para este problema em estudo, os valores 6timos obtidos foram bem sensiveis a
variacao dos coeficientes de ponderacdo w;, conforme mostrado na Fig. 4.5, que representa

a curva do conjunto 6timo de Pareto.



Tabela 4.19 - Resultados obtidos com o Método da Ponderagao

problema do despacho econdmico e ambiental.

100

dos Objetivos para o

P =[P4, Py, P3, Py, Ps, Pe]' Fc(P)  Fe(P)
W1 Wo
(MW) ($/h)  (ton/h)
1,00 0,00 [11,00 30,00 52,00 101,00 52,00 36,00] 599,22 0,22
0,90 0,10 [17,00 33,00 53,00 88,00 53,00 39,00] 600,85 0,21
0,80 0,20 [21,00 35,00 54,00 78,00 54,00 41,00]" 604,26 0,21
0,70 0,30 [25,00 37,00 54,00 70,00 54,00 43,00]" 608,44 0,20
0,60 0,40 [29,00 39,00 54,00 63,00 54,00 44,00]" 612,82 0,20
0,50 0,50 [31,00 40,00 54,00 58,00 54,00 46,00]" 617,27 0,20
0,40 0,60 [34,00 42,00 54,00 53,00 54,00 47,00]" 621,62 0,20
0,30 0,70 [36,00 43,00 54,00 48,00 54,00 48,00]" 625,82 0,20
0,20 0,80 [37,00 44,00 54,00 45,00 54,00 49,00]" 629,86 0,19
0,10 0,90 [39,00 45,00 54,00 41,00 54,00 50,00]" 633,72 0,19
0,00 1,00 [41,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]" 637,39 0,19
DQQE T T T T T T T T
.*.
E
nz2f * .
ha
.*.
I *
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Figura 4.4 - Conjunto 6timo de Pareto para o problema do despacho econdmico e ambiental,

usando o método da Ponderacgao dos Objetivos.
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4.3.2 Método Hierarquico

O problema do despacho econdbmico e ambiental sera solucionado pelo método

Hierarquico, Egs. (3.10) a (3.12), considerando duas prioridades distintas:
Caso 1: Minimizar o custo do combustivel é prioritario.

Passo 1: min Fc(P) = Fc°(P) = 599,22 $/h (4.41)
sujeito a: h4(P) =0
g P)<0,7=1,...,12

Passo 2: min Fe(P) (4.42)
sujeito a: hy(P)=0
9,(P)=<0,0=1,...,12

Sh,

Fe(P) - {1+ 100

ch” <0

Os resultados variam de acordo com os valores de &, e s&o apresentados na Tab.

4.20.

Tabela 4.20 - Resultados obtidos para o problema do despacho econémico e ambiental,

usando o método Hierarquico e considerando Fc(P) prioritaria.

P =[P4, P2, Ps, Pa, Ps, Pel" Fc(P) Fe(P)
2 (MW) ($/h) (ton/h)
0,10 [14,00 32,00 53,00 93,00 53,00 37,00]" 599,82 0,22
0,50 [19,00 34,00 53,00 83,00 54,00 40,00]" 602,22 0,21
2,00 [27,00 38,00 54,00 66,00 54,00 44,00]" 611,20 0,20
5,00 [37,00 44,00 54,00 45,00 54,00 49,00]" 629,18 0,19
8,00 [40,00 45,00 54,00 39,00 54,00 51,00]" 636,40 0,19
10,00 [40,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]" 637,38 0,19
20,00 [40,00 45,00 54,00 40,00 54,00 51,00]" 635,38 0,19

50,00 [40,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]" 637,36 0,19
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Nota-se que o problema de otimizagcdo é sensivel a variagdo de é‘hl, ou seja, na

medida que o thl aumenta, a solugcdo o6tima tende para a solucao ideal da fungdo de

emissao.

Caso 2: Minimizar a emissdo de poluentes & prioritario.

Passo 1: min Fe(P)

sujeito a: h4(P) =0

g, (P)<0,7=1,...,12

Passo 2: min Fc(P)

sujeito a: h4(P) =0

g, (P)=0,¢=1,...,12

Fe(P) —(1+ 1

Sh,

Fe
OOJ

<0

= Fe’(P) = 0,19 ton/h

(4.43)

(4.44)

Os resultados variam de acordo com os valores de éh , © séo apresentados na Tab.

4.21.

Tabela 4.21 - Resultados obtidos para o problema do despacho econbémico e ambiental,

usando o método Hierarquico e considerando Fe(P) prioritaria.

P =[P4, P2, P3, P4, Ps, PG]T Fc(P) Fe(P)
Sh (MW) ($/h) (ton/h)
0,10  [41,00 46,00 53,00 38,00 54,00 51,00]" 637,53 0,19
0,50  [40,00 48,00 53,00 37,00 53,00 52,00]" 639,40 0,19
2,00  [41,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]" 637,35 0,19
500 [29,00 39,00 54,00 63,00 54,00 44,00]" 612,85 0,20
8,00  [22,00 35,00 54,00 76,00 54,00 41,00]" 605,05 0,20
10,00  [19,00 34,00 54,00 83,00 54,00 40,00]" 602,37 0,21
15,00  [13,00 31,00 53,00 96,00 53,00 37,00]" 599,48 0,22
20,00 [11,00 30,00 52,00 101,00 52,00 36,00]" 599,22 0,22
50,00 [11,00 30,00 52,00 101,00 52,00 36,00]" 599,22 0,22
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Também neste caso, a solugao € modificada com a variagao de E a medida que
2

este cresce, tende para a solugao ideal da funcéo custo de combustivel.

4.3.3 Método da Negociacdao

Para este problema, a tabela de pagamento para os valores das fungdes é:

‘ Fc(P) Fe(P)
P =111,00 30,00 52,00 101,00 52,00 36,00]" | 599,22 0,22
P°? =140,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]" 637,38 0,19

Em funcao dos incrementos, dados pela Eq.(3.16), tem-se:

‘ AFc(P)  AFe(P)
P’ =111,00 30,00 52,00 101,00 52,00 36,00]" 0 0,03
P°? =140,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]' | 38,16 0

E em funcao dos incrementos relativos, Eq.(3.17), obtém-se:

‘AFcf(P) AFe'(P)
P =111,00 30,00 52,00 101,00 52,00 36,00]" 0 0,14
P°? =140,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]" | 0,06 0

O problema de otimizagao sera solucionado pelo método da Negociagao, Egs. (3.13) a

(3.17), considerando dois casos:
Caso 1: Minimizar o custo do combustivel, tratando Fe(P) como restricao.
min Fc(P) (4.45)

sujeito a: h4(P)=0
g, (P)<0,7=1,...,12

Fe— Fe’
T <
( = j :
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De acordo com a “tabela de pagamento”, verifica-se que o valor limite para Fe(P) é

95,,2 = 0,14 e os resultados sdo mostrados na Tab. 4.22.

Tabela 4.22 — Resultados do método da Negociacdo para o problema do despacho

econémico e ambiental, obtidos minimizando Fc(P).

P =[P4, P2, Ps, P4, Ps, Pe]" Fc(P)  Fe(P)
Sns (MW) ($/n)  (ton/h)
0,05 [28,00 38,00 54,00 65,00 54,00 44,00]" 611,85 0,20
0,10 [18,00 33,00 53,00 86,00 53,00 39,00]" 601,36 0,21
0,14  [11,00 30,00 52,00 101,00 52,00 36,00]" 599,22 0,22
0,20  [11,00 30,00 52,00 101,00 52,00 36,00]" 599,22 0,22
0,30  [11,00 30,00 52,00 101,00 52,00 36,00]" 599,22 0,22

Observe que para valores maiores que 5,,2 tem-se a solucéo ideal Fc°. Para valores

menores ou iguais que éfnz , hegocia-se a solugdo dando maior importancia a minimizagao

de Fe(P).
Caso 2: Minimizar a emissao de poluentes, tratando Fc(P) como restrigcéo.
min Fe(P) (4.46)

sujeito a: h4y(P)=0
g (P)=<0,¢=1,...,12

Fc— Fc¢’
T <
( | j :

De acordo com a “tabela de pagamento”, verifica-se que o valor limite para Fe(P) é

§n1 = 0,06 e os resultados s&do mostrados na Tab. 4.23.
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Tabela 4.23 - Resultados do método da Negociacdo para o problema do despacho

econdmico e ambiental, obtidos minimizando Fe(P)

£ P =[Py, P2, P3, Py, Ps, Pe]' Fc(P)  Fe(P)
" (MW) ($/h) (ton/h)
0,01 [23,00 36,00 54,00 76,00 54,00 41,00]" 605,27 0,20

0,04 [35,00 42,00 54,00 50,00 54,00 48,00]" 624,19 0,20
0,06 [40,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]" 637,33 0,19
0,10 [40,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]" 637,33 0,19
0,20 [40,00 46,00 54,00 38,00 54,00 51,00]" 637,34 0,19

De forma analoga, observe que para valores maiores ou iguais que §n1 temos a

solucao ideal Fe(P). Para valores menores que (fnl, negocia-se a solugédo dando maior

importancia a minimizagao de Fc(P).

4.3.4 Método do Critério Global

Métrica-L - min Ly(f) = |[Fc* — Fe| +|Fe° — Fel (4.47)

sujeito a: hy(P)=0
9,(P)=0,0=1,..,12

2 2
Métrica-L, relativa: min f(x) = Fe—Fe) ||fe —Fe (4.48)
Fc° Fe’
sujeito a: h4(P)=0
g,(P)<0,7=1, ..., 12
Ly . ° 2 0 2 12
Métrica-L,: min Ly(f) = [(Fc — Fe)f +(Fe’ - Fe) ]y (4.49)

sujeito a: hy(P)=0
9,(P)=0,0=1,..,12



" . 3 3\
Meétrica-Ls: min Lj(f) = (‘Fc” —Fc‘ +‘Fe” —Fe‘ )

sujeito a: h4y(P)=0
g (P)<0,¢=1,...,12

|Fc”—Fc|3+|Fe”—Fe|3 #
| Fe’ | | Fe’ |

Métrica-L3 relativa: min f(x) = {

sujeito a: hy(P)=0
9,(P)=0,0=1,..,12
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(4.50)

(4.51)

Tabela 4.24 — Resultados do método do Critério Global, aplicando diversas métricas para o

problema do despacho econdmico e ambiental.

. P =[P4, P, P3, P4, Ps, Pe]’ Fc(P) Fe(P)
Técnica
(MW) ($/h) (ton/h)
Métrica-L 1 [11 30 52 101 52 36]" 599,22 0,22
Métrica-L, relativa [32 41 54 56 54 46]" 618,98 0,20
Métrica-L, [11 30 52 101 52 36]" 599,22 0,22
Métrica-La: [11 30 52 101 52 36]" 599,23 0,22
Métrica-L; relativa: [33 41 54 55 54 46]" 619,52 0,20

Utilizando a Métrica-L, relativa e a Meétrica-L; relativa, os resultados foram

semelhantes e representam um compromisso entre as duas fung¢des objetivo, apresentados

na Fig. 4.6. Ja nas outras métricas apresentadas, os valores também foram semelhantes e

aproximaram-se da solugcdo ideal Fc°, uma vez que o valor absoluto de Fc(P) é

predominante sobre Fe(P).
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Figura 4.5 - Resultados obtidos pelo Método Critério Global, aplicando diversas métricas,

para o problema de despacho econémico e ambiental.

4.3.5 Método da Programacédo de Metas

Seja a solugao do problema (4.37) e (4.38) considerando as metas estabelecidas para

cada funcao objetivo como o seu valor ideal, dados na Tab. 4.18. Assim o problema de

otimizagao sera escrito como:

Minimizar f(P) = wip; + wzp2

sujeito a:

h(P)=0

g,(P)<0 7=1,..12
Fec

gi:(P) = ol -p <1
Fe

g14(P):ﬁ—p2 <1

~05<p, <05

(4.52)
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Tabela 4.25 - Resultados obtidos com o Método da Programacao de Metas, para o problema

do despacho econémico e ambiental.

P = [Ps, P2, P, Pa, Ps, Pol" Fc(P) Fe(P)
" W (MW) ($/h) (ton/h)
0,99 001  [10,00 26,00 42,00 94,00 42,00 32,00]' 519,37 0,22
0,90 010  [10,00 26,00 42,00 94,00 42,00 32,007 519,37 0,22
0,80 020  [10,00 26,00 42,00 94,00 42,00 32,00 519,37 0,22
0,70 0,30  [20,00 34,00 52,00 78,00 52,00 40,00] 587,67 0,21
0,60 040  [26,00 37,00 53,00 6500 53,00 43,00 598,49 0,20
0,50 0,50  [31,00 40,00 53,00 57,00 53,00 45,00 605,67 0,20
0,40 0,60  [33,00 41,00 53,00 50,00 53,00 47,00]" 610,80 0,20
0,30 070  [36,00 43,00 53,00 46,00 53,00 48,00 614,72 0,20
0,20 080  [37,00 44,00 53,00 42,00 53,00 49,007 617,76 0,19
0,10 0,90  [38,00 44,00 52,00 39,00 52,00 49,007 620,20 0,19
0,01 099  [40,00 45,00 52,00 37,00 52,00 50,001 626,59 0,19

Os resultados obtidos sdo apresentados na Tab. 4.25, onde pode-se notar que este
método obteve resultados satisfatérios em relacdo aos resultados obtidos através dos
métodos anteriores. Quando se tem a prioridade para w; os valores obtidos caminha em
diregdo ao valor ideal Fc°, quando a prioridade € para w,, os valores tendem para a solugéo

ideal Fe®°.
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CAPITULO V

CONCLUSOES

Neste trabalho foi realizado o estudo de alguns métodos de otimizagao multi-critérios
visando a compreensado e comparagcdo das técnicas consideradas. Para isto, os métodos
estudados foram aplicados a trés problemas de otimizagao em engenharia.

Entre os métodos baseados em escalonamento de fungbes foram considerados,
neste estudo, o método da Ponderagcdo dos Objetivos e o Critério Global. No primeiro, a
solucao 6tima depende da escolha dos coeficientes de ponderacao, permitindo que, com a
variagcao dos coeficientes, obtenha-se um conjunto de solu¢des 6timas. No segundo método,
sdo propostas algumas métricas responsaveis em minimizar o erro relativo ou absoluto das
funcdes objetivo do problema em relagdo a solugao ideal de cada uma destas fungdes. Este
método é indicado para os casos onde deseja-se obter uma solu¢do que atenda a todas as
fungdes objetivo, considerando-as com o mesmo nivel de prioridade. Dependendo da
métrica escolhida as solugdes podem ser diferentes entre si. De uma forma geral, foi
possivel observar que as métricas que minimizam o erro relativo produzem melhores
resultados. No sentido de que estas métricas sdo capazes de calcular uma solugao que
represente um compromisso entre diversas fungbes objetivo que compde o problema, ou
seja, o ganho em um objetivo representa o menor sacrificio possivel nos outros.

Uma outra classe de técnicas utiliza as fungdes objetivo para adicionar restricbes ao
problema, sendo considerados: o método Hierarquico, da Negociagdo e o da Programacgéao
de Metas. O método Hierarquico e o da Negociacdo tém como principal caracteristica
priorizar um unico critério tratando os outros objetivos como restricdes adicionais. A
convergéncia da solugdo depende fortemente dos valores absolutos das fung¢des objetivo.
Nos casos onde se tém uma fungdo objetivo com valor absoluto muito superior as outras,
estes métodos apresentam dificuldades em determinar uma solugdo de compromisso para o
problema. Este comportamento foi observado, por exemplo, no problema da usinagem de
um metal. Uma caracteristica importante destes métodos, conforme indicado no préprio
nome, € obter solugdes que ajudem a tomada de decisdo quando algum critério deva ser
altamente priorizado.

Durante a aplicagdo do método da Programacido de Metas foram observadas

dificuldades na escolha das metas, na priorizagao dos objetivos e, ainda, durante a escolha
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do intervalo das variaveis de folga (p;), uma vez que, intervalos nao apropriados, nao
permitem a obtencdo de solugbes o6timas. Para a aplicagao desta metodologia, torna-se
necessario um amplo conhecimento do problema em estudo.

Um ultimo método estudado, que pode ser aplicado quando ndo se conhece a
importancia de cada fungao objetivo dificultando a determinacgéo das prioridades, é o método
baseado na abordagem min-max. Para isto, sdo considerados os desvios relativos de cada
funcdo em relacido aos seus valores ideais. Apesar de ser uma técnica trabalhosa, é capaz
de obter uma solugcdo que represente um compromisso entre os diversos critérios que
compde o problema.

O método do critério global e 0 método min-max fornecem uma solugao 6tima para o
problema, representando melhor compromisso entre as fungdes objetivo. Os outros métodos
estudados fornecem alguns pontos do Conjunto Otimo de Pareto, obtidos com a variagéo
dos parametros de controle de cada método.

As metodologias propostas foram analisadas através de trés problemas. Na primeira
aplicagdo, o objetivo era maximizar a taxa de remoc¢do de material em um processo
convencional de usinagem, juntamente com a maximizacéo da vida da ferramenta de corte,
sendo, portanto, dois objetivos opostos entre si. Neste problema, as variaveis de projeto
foram a velocidade de corte e a taxa de alimentagdo. Os seguintes pardmetros de usinagem
foram considerados como restrigdes: os limitantes para a velocidade de corte e para a taxa
de alimentagdo, a poténcia maxima da maquina e a qualidade superficial. Observou-se,
neste caso, que o método da Ponderacao dos Objetivos apresentou dificuldades para a
obtencdo da curva de Pareto, uma vez que a solugdo foi pouco sensivel a variagao dos
coeficientes de ponderagdo. Como citado anteriormente, nesta aplicagdo, os métodos
Hierarquico e da Negociacao foram pouco eficazes, devido ao fato de que o valor absoluto
de uma fungdo é muito superior ao da outra. No método do Critério Global os resultados
obtidos com as métricas L,, L3 e L1 (consideram o erro absoluto) convergiram para a solugao
ideal da taxa de remocéo ideal, uma vez que o valor absoluto desta funcdo é muito superior
ao da outra. As métricas que usam o erro relativo foram capazes de obter solugdes que
consideram a influéncia dos dois critérios. Durante a aplicagcdo do método da Programacao
de Metas, considerando a solucao ideal como a meta a ser atingida para cada critério, foram
obtidos resultados satisfatérios. Quando os pesos de uma determinada meta sao
priorizados, os valores calculados tendem para este valor.

A segunda aplicacao foi na area de dindmica de estruturas. Neste caso, o modelo é
constituido por uma viga em balango que sustenta na extremidade um sistema mola-peso. A
analise dindmica foi feita através do método de elementos finitos. O objetivo era maximizar a

primeira freqiéncia natural e distanciar as trés primeiras frequéncias naturais entre si, as
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quais sao influenciadas pelas dimensdes da viga engastada-livre e a constante de rigidez da
mola, considerando constante a carga suspensa pelo sistema. No método da Ponderagao
dos Objetivos a solugdo é sensivel a variagcdo dos coeficientes de ponderagdo, sendo
possivel obter solugdes que correspondam a prioridade definida durante a escolha destes
coeficientes. A aplicagdo do método Hierarquico se mostrou eficiente, pode-se observar que
quando qualquer um dos critérios foi priorizado seu valor foi maximizado. No método da
Negociagao, os resultados convergem para a solucdo ideal de cada funcdo quando as
restricbes flexiveis do problema sao limitadas por valores menores ou iguais que &, Caso
contrario, os valores das fung¢des objetivo afastam da solugdo ideal, aumentando a
prioridade das outras fungdes. No método do Critério Global, os resultados apresentam uma
solugdo de compromisso entre as trés fungbes objetivo. Observou-se que a solugéo obtida
para o 6timo min-max nao priorizou nenhum critério, mas assim como no método anterior,
apresenta uma solugdo que considera a influéncia de todas as fungdes objetivo do
problema. O comportamento da Programag¢do de Metas é semelhante ao método da
Ponderacdo dos Objetivos, ou seja, quando foi priorizada alguma fungdo obteve-se uma
solugdo préxima a solucao ideal, uma vez que a mesma foi adotada como meta a ser
atingida.

A terceira aplicagdo analisou a selecdo de geradores de uma unidade de produgao
de energia, de forma a minimizar o consumo de combustivel e a emissao dos poluentes na
atmosfera. Nesta analise, considerou-se com restricbes do problema a poténcia real minima
e maxima de cada gerador e a poténcia total que deve cobrir a demanda e a perda por
poténcia dissipada. O método da Ponderagdo dos Objetivos demonstrou uma excelente
performance, os valores 6timos foram bem sensiveis a variagdo dos coeficientes de
ponderacdo, sendo possivel determinar com eficacia a Curva Otima de Pareto. Os
resultados para o método Hierarquico foram coerentes, pois quando qualquer um dos
critérios foi priorizado seu valor foi minimizado. Além disso, foram sensiveis a variagao dos
coeficientes adotados para o acréscimo (&) das fungdes objetivo nas restrigdes flexiveis. No
método da Negociagdo os pontos 6timos foram obtidos de acordo com os valores de &,
dados pala Tabela de Pagamento. Para valores maiores que &, os resultados tendem para
os valores ideais, ja quando os valores adotados s&o menores negocia-se a solucédo do
problema. Os valores 6timos calculados pelas métricas L, e L; relativas foram semelhantes
entre si e representam um compromisso entre os dois critérios. O método da Programacao
de Metas apresentou 0 mesmo comportamento das aplicagdes anteriores, obedecendo as
metas estabelecidas.

As técnicas estudadas permitem trabalhar com fungdes multi-objetivo possibilitando a

obtencao de solugdes 6timas. Quando as fungdes possuem valores absolutos que diferem
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muito entre si é essencial adimensionalizar as fungcbes antes da aplicacdo dos métodos.
Pode-se usar os valores da solucao ideal para esta finalidade, o que permitira uma melhor
analise dos resultados.

Uma contribuicao desta pesquisa foi a produgdo de um texto basico que visa auxiliar

0 usuario na solugao de problemas de otimizagao que envolvam varios objetivos conflitantes
entre si. As metodologias apresentadas podem ser aplicadas por pesquisadores de varias
areas, tornando-se ferramentas a serem usadas para ajudar a tomada de decisdo.

Analisando os resultados obtidos durante a solugdo de alguns problemas de

otimizacdo multi-objetivo, devido a prépria natureza deste tipo de problema, comprova-se
que é dificil recomendar um determinado método como sendo o mais eficaz. Os resultados
obtidos sao influenciados pelo método escolhido, e podem ser modificados até mesmo pela
diferentes abordagens adotadas dentro de um mesmo método. Sendo, portanto, altamente
recomendavel que para o0 mesmo problema, diversas técnicas sejam testadas.

A importancia dessa area de pesquisa permite deixar algumas sugestdes para

trabalhos futuros:

e Aprofundar o estudo de cada método, inclusive abordando os métodos similares
propostos na bibliografia, por exemplo, os métodos que utilizam o conceito de
funcao de utilidade, o método de otimizagao lexicografico, entre outros.

e Aplicar os métodos estudados na solugdo de problemas complexos de
otimizagdo multi-critérios, por exemplo, no projeto 6timo de sistemas robéticos.

e Escrever um codigo computacional, amigavel e interativo, com varias técnicas de
otimizagcdo multi-critérios, de forma que seja acessivel para profissionais de
outras areas.

¢ Anadlise da sensibilidade dos métodos em relacédo aos parametros do problema.

e Fazer um estudo fixando a técnica estudada e modificando o método de

otimizacao (classicos e naturais).
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