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MOREIRA, F. R., Otimizacao Robusta Multiobjetivo para o Pro-
jeto de Sistemas em Engenharia. 2015. Tese de Doutorado, Universi-
dade Federal de Uberlandia.

Resumo

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento de um algoritmo de otimizacao multi-
objetivo robusto usando como base o Algoritmo de Colonia de Vagalumes associado ao
conceito de Média Efetiva. Os principais operadores para extensao do algoritmo para o
caso multiobjetivo foram o ordenamento das curvas de Pareto por meio de rank e o trun-
camento de solugoes por meio do operador distancia de multidao. Para inserir a robustez
ao processo de otimizagao foi usado a definicao de média efetiva em detrimento ao uso
comum na literatura das medidas de expectancia. A metodologia proposta foi testada
em problemas matemaéticos cujas curvas de Pareto nominais e robustas eram conhecidas
de modo a avaliar a qualidade do algoritmo proposto via métricas de convergéncia e de
diversidade. O Algoritmo proposto mostrou-se bastante eficiente em suas tarefas de con-
vergéncia e garantia de diversidade das solugoes. A metodologia também foi aplicada para
o projetos de sistemas mecanicos classicos, bem como para o projeto de um rotor flexivel
com respeito ao posicionamento de suas velocidades criticas. As principais contribuicgoes
desta tese foram o desenvolvimento de uma ferramenta computacional para tratamento
de problemas de otimizacao multiobjetivo robusta, a andlise e interpretagao da influéncia
do parametro de robustez sobre as curvas de Pareto robustas em comparagao com as cur-
vas nominais e a formacao de um banco de dados para futuras comparacoes com outras
estratégias de otimizacao multiobjetivo robusta. Os resultados indicam que a abordagem
proposta surge como uma estratégia interessante para o projeto robusto de sistemas de
engenharia.

Palavras Chave: Otimizacao Robusta Multiobjetivo, Curva de Pareto, Algoritmo de Colonia
de Vagalumes, Média Efetiva.



MOREIRA, F. R., Robust Optimization Multiobjective for Engi-
neering System Design, 2015. Ph.D. Thesis, Universidade Federal de
Uberlandia.

Abstract

The aim of this work was the development of a robust multiobjective optimization algo-
rithm by using as a reference the Fireflies Colony Algorithm associated with the concept
of Effective Mean. The main operators for the extension of the algorithm for multiob-
jective case were the ordering of Pareto curves by means of ranking procedures and the
truncation of solutions through the crowding distance operator. To insert robustness to
the optimization process, the mean effective definition was used instead the commonly
used expectancy measures, as suggested by the literature. The proposed methodology was
tested in mathematical problems whose nominal and robust Pareto curves were known.
In addition, so as to evaluate the quality of the algorithm proposed metrics of conver-
gence and diversity were taken into account. The proposed algorithm proved to be very
efficient with respect to convergence and diversity of solutions. The methodology was
also applied to design classical mechanical systems, including the design a flexible rotor
with respect to the position of the critical speeds. The main contributions of this thesis
was the development of a computational tool for the treatment of robust multi-objective
optimization problems, the analysis and interpretation of the influence of robustness pa-
rameter on robust Pareto curves compared with the nominal curves and the formation of
a bank data for future comparisons with other robust multi-objective optimization stra-
tegies. The results indicate that the approach proposed arises as an interesting strategy
for the robust design of engineering systems.

Keywords: Robust Optimization Multiobjective, Pareto curve, Firefly Colony Algorithm,
Mean Effective.



Lista de Figuras

2.1 Formuladores do conceito de étimo multiobjetivo . . . . . . . ... .. .. 14
2.2 Opcoes de escolha de solugoes em uma situacao hipotética. . . . . . . . .. 14
2.3 Curvas de Pareto para problemas com dois objetivos . . . . . . .. .. .. 19
2.4 Geometria do espaco de objetivos com curva de Pareto local . . . . .. .. 19
2.5 Metas em otimizacao multiobjetivo: convergéncia e diversidade . . . . . . . 20

3.1 Fluxograma de passos para resolugao de POMO sem o uso do critério de

dominancia de Pareto . . . . . . . .. ..o Lo 29
3.2 Método da soma ponderada: casos convexo e nao convexo . . . . . . . . . 33
3.3 Método &-restrito para um problema com dois objetivos . . . . . ... ... 36
3.4 Diferengas entre métricas no método do critério global . . . . . . .. ... 41
4.1 Aplicacao de uma iteracao do método da Bisseccao . . . . . . ... . ... 56
4.2 Escolha de um ponto z no intervalo [a,b]. . . . . . ... ..o 57
4.3 Aplicacao de uma iteracao no método da Secao Aurea . . . ... ... ... 58
4.4 Conjunto de Descida Dy(z) . . . . . ... .. .. 62
4.5 Geometria do método do Gradiente com passo obtido pela minimizacao exata 64
4.6 Geometria de aplicagao do método de Newton . . . . . . . . ... ... .. 71
5.1 Fluxograma esquematico do processo de otimizagao de um AG . . . . . . . 82
5.2 Representacao de um operador de cruzamento pontual . . . . . . . .. .. 84
5.3 Representacao de um operador de mutacao em dois pontos . . . . . . . .. 85
5.4 Geracao de um vetor doador no algoritmo ED . . . . .. ... 0000 89
5.5 Cruzamento binomial no algoritmo ED . . . . . ... .. ... ... ... 90
5.6 Movimento de uma particula no algoritmo EP . . . . . .. ..o 97
5.7 Ranking de solucoes obtido pelo critério de dominancia . . . . . . . .. .. 103
5.8 Solugoes agrupadas em nichos . . . . . . ... ... L. 104
5.9 Representacao do operador distancia de multidao do NSGAII . . . . . .. 107
5.10 Representacao do mecanismo de corte do NSGAII . ... ... ... ... 107
5.11 Situagao de erro no mecanismo de corte por distancia de multidao . . . . . 108
6.1 Otimo global versus 6timo robusto . . . . . .. ..o 112

6.2 Principais fontes de incertezas em projetos . . . . . . . . .. .. ... .. 117



6.3
6.4

7.1
7.2

7.3

8.1
8.2
8.3
8.4

8.5
8.6

8.7
8.8

8.9
8.10

8.11
8.12
8.13
8.14

8.15

8.17

8.18

9.1
9.2
9.3

Amostragem pelos métodos de Monte Carlo e Hipercubo Latino. . . . . . . 126

Sensibilidade de solugdes em um espaco com dois objetivos . . . . . . . .. 128
Ordenamento por rank realizado pelo algoritmo NSGA IT . . . . . . .. .. 136
Anélise da violacao de restri¢oes para o caso robusto devido a perturbacao
de uma solugao vidvel. . . . . . . ..o 142
Arquivos componentes do algoritmo MOFA. . . . . . ... ... ... ... 147
Curva de Pareto nominal e obtida pelo MOFA para o problema teste 1. . . 153
Curvas de Pareto robustas para o problema teste 1. . . . . . . .. ... .. 154
Curvas de Pareto robustas para o problema Teste 2. . . . . . . .. . .. .. 156
Curva de Pareto nominais (global e local) e obtida pelo MOFA para o
problema teste 3. . . . . . ... 158
Curvas de Pareto robustas para o problema teste 3. . . . . . . ... .. .. 160
Curva de Pareto nominal e obtida pelo algoritmo MOFA para o problema
teste 4. . . . oL e e e 162
Curvas de Pareto robustas para o problema teste 4. . . . . . . . ... ... 163
Curva de Pareto nominal e obtida pelo algoritmo MOFA para o problema
teste D. . . . L e 165
Curvas de Pareto robustas para o problema teste 5. . . . . . . .. ... .. 167
Curva de Pareto nominal e obtida pelo algoritmo MOFA para o problema
teste 6. . . . . L e e e 168
Curvas de Pareto robustas para o problema teste 6. . . . . . . . .. .. .. 170
Curvas de Pareto robustas para o problema teste 7. . . . . . . .. . .. .. 171
Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de convergéncia versus variagao
de 60. ...................................... 173
Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de convergéncia versus variagao
de v. . 174
Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de convergéncia versus variagao
Namt- - - o o oo e 175
Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de diversidade versus variagao
de 60. ...................................... 176
Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de diversidade versus variagao
de v. o o 176
Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de diversidade versus variagao
de N N0 0 L T PSP 177
Geometria do problema das duas barras . . . . . ... ... 183
Curvas de Pareto robustas e nominal para o problema de duas barras. . . . 184
Valores das variaveis para os casos nominal e robusto para os parametros

de robustez 6 = 0,00075 e 6 =0,00125. . . . . . .. ... ... ..., 186

i



9.4
9.5

9.6
9.7

9.8

9.9

9.10
9.11
9.12
9.13
9.14
9.15
9.16
9.17
9.18
9.19
9.20
9.21
9.22

9.23
9.24
9.25
9.26
9.27
9.28
9.29

9.30

Valores das variaveis para os casos nominal e robusto para os parametros

de robustez 6 = 0,00075 e 6 =0,00125. . . . . . . ... ... 186
Valores das variaveis para os casos nominal e robusto para os parametros

de robustez 6 = 0,00075e 6 =0,00125. . . . . . . .. ... 187
Geometria do problema da viga em balangco . . . . . ... ... ... ... 187
Curvas de Pareto robustas e nominal para o problema da viga em balanco

obtidas pelo MOFA. . . . . . . . . . . . .. 189
Valores das variaveis para os casos nominal e robusto para os parametros

de robustez 6 = 0,0009 e 6 =0,0013. . . . . ... ... 190
Geometria do problema da viga soldada. . . . . . ... ... ... ... .. 191
Curvas de Pareto nominal e robustas para o problema da viga soldada. . . 193
Varidveis h e | para os casos nominal e robusto (6 =0,10,6 =0,15). . . . . 195
Varidveis h e t para os casos nominal e robusto (6 = 0,10, =0,15). . . . . 195
Varidveis h e b para os casos nominal e robusto (6 = 0,10,5 =0,15).. . . . 196
Varidveis [ e ¢ para os casos nominal e robusto (6 = 0,10,d =0,15). . . . . 196
Varidveis [ e b para os casos nominal e robusto (§ =0,10,6 =0,15). . . . . 197
Varidveis ¢ e b para os casos nominal e robusto (6 =0,10,6 =0,15). . . . . 197
Etapas da resolucao de problemas reais utilizando metamodelos . . . . . . 200
Robo industrial com um mecanismo de mola hidraulica . . . . . . . .. .. 202
Curva de Pareto nominal para o projeto 6timo de um robo6 industrial. . . . 206
Curva de Pareto robusta (6 = 0, 1) para o projeto étimo de um rob6 industrial.206

Curva de Pareto robusta (6 = 0, 2) para o projeto étimo de um rob6 industrial.207

Yt x yi*¢t para o problema do projeto 6timo robusto (§ = 0,1) de um

robo industrial. . . . . . L. 207

Yt x yi*** para o problema do projeto 6timo robusto (§ = 0,1) de um

robo industrial. . . . ... L 208
Yot x yit para o problema do projeto 6timo robusto (§ = 0,1) de um
robo industrial. . . . ... 208
Yt x yi*¢t para o problema do projeto 6timo robusto (§ = 0,2) de um
robo industrial. . . . ... 209
Yt x yi"t para o problema do projeto 6timo robusto (§ = 0,2) de um
robo industrial. . . . ... Lo 209
Yot x it para o problema do projeto 6timo robusto (§ = 0,2) de um
robo industrial. . . . ... 210
Relacao z1 x x9 para o problema do projeto étimo robusto de um robo
industrial. . . . . . .. 212
Relacao z; x x3 para o problema do projeto étimo robusto de um robo
industrial. . . . . . .. 212
Relacao z; x x4 para o problema do projeto étimo robusto de um robo

industrial. . . . .. 213

11



9.31

9.32

9.33

9.34
9.35
9.36

9.37
9.38
9.39
9.40

Relacao z9 X x3 para o problema do projeto étimo robusto de um robo

industrial. . . . . . ..
Relacao z9 x x4 para o problema do projeto étimo robusto de um robo

industrial. . . . . . ..
Relacao z3 x x4 para o problema do projeto étimo robusto de um robo

industrial. . . . . . ...
Diagrama de Campbell genérico. . . . . . . . .. .. ... ...
Modelo de elementos finitos para o rotor estudado . . . . . . .. ... ...
Curvas de Pareto nominal e robustas obtidas pelo algoritmo MOFA para

o problema de uma maquina rotativa. . . . . . . . . ... ... ... ...
Diagrama de Campbell para o valor médio . . . . . . ... ... ... ...
Diagrama de Campbell para o caso nominal . . . . . .. .. ... ... ..
Diagrama de Campbell para o caso robusto . . . . . . .. .. .. ... ...
Diagrama de Campbell para os trés casos estudados. . . . . .. ... ...

v

213

214

214



Lista de Tabelas

5.1
5.2

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7
8.8
8.9
8.10

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6
9.7

9.8
9.9

9.10

9.11

Principais estratégias para mutacao e cruzamento no algoritmo DE . . . . 92
Alguns dos Principais MOEA . . . . .. .. ... o oL 110
Parametros do algoritmo MOFA utilizados nas simulagoes. . . . . . . . .. 149
Resultados das métricas CM e DM na simulacao do problema teste 1 nominal.153

Resultados das métricas CM e DM na simulacao do problema teste 1 robusto.155
Resultados das métricas CM e DM na simulagao do problema teste 2 robusto.156
Resultados das métricas CM e DM na simulacao do problema teste 3 nominal.159
Resultados das métricas CM e DM na simulagao do problema teste 3 robusto.160
Resultados das métricas CM e DM na simulacao do problema teste 4 nominal. 162
Resultados das métricas CM e DM na simulagao do problema teste 4 robusto.164
Resultados das métricas CM e DM na simulagao do problema teste 5 nominal.166

Resultados das métricas CM e DM na simulacao do problema teste 6 nominal. 168
Parametros do algoritmo MOFA utilizados nas simulagoes. . . . . . . . .. 182
Pontos da curva de Pareto nominal para o projeto 6étimo de duas barras. . 185
Pontos da curva de Pareto robustas para o projeto 6timo de duas barras
para 0 = 0,00075. . . . . .. L 185
Pontos da curva de Pareto robustas para o projeto 6timo de duas barras
para 0 = 0,00125. . . . . . .. 185
Pontos da curva de Pareto nominal para o projeto étimo de uma viga em
balanco. . . . . .. L 189
Pontos da curva de Pareto robusta com § = 0,0009 para o projeto 6timo
de uma viga em balango. . . . . . ... oL Lo 190
Pontos da curva de Pareto robusta com 6 = 0,0013 para o projeto 6timo
de uma viga em balango. . . . . .. ... Lo Lo 190
Pontos da curva de Pareto nominal para o projeto 6timo de uma viga soldada.194

Pontos da curva de Pareto robusta com 6 = 0,1 para o projeto 6timo de

uma viga soldada. . . . . . ... 194
Pontos da curva de Pareto robusta com § = 0,15 para o projeto 6timo de

uma viga soldada. . . . . . ... 194
Parametros do robo industrial usados nas simulagoes . . . . . . ... . .. 203



9.12 Planejamento de experimentos e respostas obtidas nas simulac¢oes para o
projeto 6timo robusto de um robo industrial . . . . . ... ... ...
9.13 Coeficientes da aproximacao polinomial e parametros estatisticos para o
projeto 6timo de um rob6 industrial . . . . . .. ...
9.14 Pontos da curva de Pareto nominal para o projeto 6timo de um robo in-
dustrial. . . . . . . .
9.15 Pontos da curva de Pareto robusta com § = 0,1 para o projeto 6timo de
um robo industrial. . . . . ... L
9.16 Pontos da curva de Pareto robusta com 6 = 0,2 para o projeto 6timo de
um robo industrial. . . . . . ...
9.17 Caracteristicas geométricas dos discos da méaquina rotativa. . . . . . . . . .
9.18 Maxima distancia entre as velocidades criticas para os casos robustos e
nominal. . . . ...

vi



Lista de Simbolos

Glossario
ACV
AG
BFGS
DFP

ED

EP
FEMEC
FLOPS
KKT
MODE
MOEA
MOFA
MOGA
MSD
NPGA
NSGA
PMOGA
POMO
POMOR
RS
SPEA
UFU
VEGA
ZDT

Algoritmo de Colonia de Vagalumes.
Algoritmos Genéticos.
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno.
Davidon-Fletcher-Powell.

Evoluciao Diferencial.

Enxame de Particulas.

Faculdade de Engenharia Mecanica.

Floating Point Operations Per Second.
Karush-Kuhn-Tucker.

Multiobjective Diferential Evolution.
Multiobjective Evolutionary Algorithm.
Multiobjective Optimization Firefly Algorithm.
Multiobjective Genetic Algorithm.

Desvio Médio Quadratico.

Niched Pareto Genetic Algorithm.
Nondominated Sorting in Genetic Algorithms.
Pareto Multiobjective Optimization Genetic Algorithm.
Problema de Otimizagao Multiobjetivo.
Problema de Otimiza¢dao Multiobjetivo Robusto.
Recozimento Simulado.

Strength Pareto Evolutionary Algorithm.
Universidade Federal de Uberlandia.

Vector Evaluated Genetic Algorithms.
Zitzler-Deb-Thiele.

Vil



Capitulo 2

R'ﬂ

F(z)

f1(l‘), e ’fn<x)

Espaco vetorial real de dimensao n.

Vetor de objetivos.
Funcdes objetivo.

hi(z), g;(x) Restri¢des de igualdade e desigualdade respectivamente.
T, 5Ty varidveis de projeto.

g e valores minimo e méximo para a varidvel de projeto x;.

=< Relagdo de ordem genérica.

r <y A solucdo z domina a solucao y segundo Pareto.

F Espaco de objetivos.

H Espaco de projetos.

Pstimo Conjunto 6timo de Pareto.

Prront Curva de Pareto.

I(F) Fronteira do espago de objetivos.

R Conjunto de solucdes encontradas por um algoritmo genérico.
Terro Métrica de convergéncia denominada Taxa de Erro.

CM Métrica de convergéncia denominada Convergéncia Métrica.
r Métrica de convergéncia denominada Distancia Geracional.
Spc Métrica de diversidade denominada Espacamento.

NC Métrica de diversidade denominada Numero de Nichos.

EM Métrica de diversidade denominada Espalhamento Maximo.
DM Métrica de diversidade denominada Diversidade Métrica.
d¢,d; - Distlncia euclideana entre as solugdes extremas dos conjuntos Pr,.on: € R.
Capitulo 3

wW; - Pesos utilizados em ponderacdes.

C; - Constante normalizadora do objetivo f;.

fr - Valor 6timo da ¢-ésima fungdo objetivo.

Dy - Dominio de defini¢do da fungao f.

x} - Ponto 6timo do objetivo f;.

& - Valor da restricao para o método £-restrito.

Capitulo 4

S - Subconjunto do espaco R™.

{2k tren - Sequéncia de nimeros reais.

Tk, - Iteracdo de um método sequéncial.

% - Operador definido no espaco R".

To - Semente inicial de um método.

x - Solugdo de um problema de otimizagao.

viil



€ - Erro admissivel.

Vf - Vetor gradiente da fungao f.

N - Numero de pontos.

dy, - Direcao de descida na k-ésima iteragao.
Qg - Tamanho do passo na k-ésima iteracao.
Dy¢(x) - Conjunto das dire¢cdes de descida da funciao f no ponto x.
(,) - Produto interno no espaco R".

L¢(f(xo)) - Conjunto de nivel.

T - Operador definido num espago de Banach.
B - Espacgo de Banach.

f(x) - Derivada ordinaria de f no ponto z.

J - Matriz jacobiana.

Hy - Matriz hessiana de f.

Qr - Matriz simétrica positiva definida.

T'p - Fator de penalidade.

P(z) - Funcgéo de penalidade.

o(x,ry) - Fungao pseudo-objetivo.

Capitulo 5

p - Numero aleatério gerado no intervalo [0, 1].
N, - Tamanho da populagao.

P, - Probabilidade de mutacao.

F, - Fator de perturbacdo.

P, - Probabilidade de cruzamento.

Ta,

xg, Ty - Vetores no espaco de projetos.

Nyar - Numero de variaveis.
P. - Probabilidade de cruzamento.
Told - Melhor vetor da geracao anterior.
Thest - Melhor vetor da geracao corrente.
Bo - Fator de atratividade méxima.
B - Fator de atratividade.
v - Coeficiente de absorc¢do da luz.

best - Melhor posicao da particula .
v; - Velocidade atual da particula :.

swarm

Dbest - Melhor posicao do enxame.

X



AFE - Variagdo de energia.

T - Temperatura.

kp - Constante de Boltzman.

Sh - Func¢do de compartilhamento.

Oshare - Raio de nicho.

ne - Contador de nicho.

wu(xz;) - Numero de solugdes de mesmo ranking da solucéo ;.
P - Populacdo.

d; - Distancia de multidao da solucdo z;.

E; - Pseudo-curva de Pareto.

Capitulo 6

13 - Fator de ruido.

Q - Subconjunto do espaco R".

« - Vetor de parametros.

4] - Fator de perturbago.

f (x,€) - Regularizagio robusta.

B(z,§) - Circulo de centro em x e raio &.

feap - Medida de expectancia.

(9, Aa) - Funcdo de densidade conjunta dos parametros de incerteza ¢ e Ac.
Joar - Medida de variancia.

fefs - Média Efetiva.

Capitulo 7

Nobj - Numero de objetivos.

Nger - Numero de geracdes.

Namt - Tamanho da amostra.

Nyag - Numero de vagalumes da populagao.
Fpert - Fator de perturbacao.

0; - Coeficiente de robustez.

Nyiol - Numero de violag¢des do espago vidvel.
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Capitulo 1

Introducao

A origem de problemas de otimizagao é muito remota e anterior ao desenvolvimento de fer-
ramentas computacionais e matematicas para a sua resolucao. Pode-se citar, como exem-
plo, o problema de se encontrar qual a maior area que pode ser cercada por uma conhecida
quantidade de corda (Problema da Princesa Dido). Na obra “Eneida de Vigilio” encontra-
se uma referéncia a este problema: “No século IX antes de Cristo, a princesa fenicia Dido
chegando as terras do norte da Africa junto com seu irmao Pigmaliao, fizeram um acordo
com os habitantes locais. Ao querer a princesa Dido comprar terra para se estabelecer
com seu povo, o rei daquele lugar somente lhe permitiu comprar a parcela de terra que
poderia ser cercada pela pele de um touro. Neste caso, a princesa Dido cortou a pele
em pequenas tiras formando uma larga corda (entre 1000 a 2000 metros) e a dispds de
maneira que cobrisse a maior parte de terreno possivel...” (BOYER;MERZBACH, 2011).
A area que a princesa cercou tinha o formato de um circulo. Em 1870, o matematico
K. Weirstrass apresentou uma solugao para o problema baseando-se no Célculo Variaci-
onal (MOREIRA; SALDANHA, 1993; FIGUEIREDO, 1989). Outro problema bastante

interessante que também envolve otimizagao é o Problema da Braquistécrona, do grego



brakhisto (o mais curto) e chronos (tempo). O problema consiste em encontrar qual a
trajetoria que uma particula deve percorrer com o menor tempo possivel sendo conheci-
dos os pontos de saida e chegada, com velocidade inicial nula, sem atrito e sujeita apenas
a acao da gravidade (BENNATON, 2001). Este problema foi proposto em 1696 pelo
matematico sui¢o Johann Bernoulli, que deu um prazo de seis meses (estendido posterior-
mente para um ano) para que algum mateméatico apresentasse uma solu¢ao. Apenas cinco
matematicos apresentaram solugoes, a saber: a do préprio Johann, uma de seu irmao Ja-
kob, uma de Leibniz, outra de L’Hopital e uma sem autor. Porém, Johann atribuiu a
solugao anonima a Isaac Newton, pois, segundo ele, “um leao ¢é reconhecido pelas suas
garras” (BOYER;MERZBACH, 2011).

A medida que foram sendo desenvolvidas as ferramentas matematicas e com o aumento
da popularidade das técnicas computacionais, aumentou também a complexidade dos
problemas de otimizacao possiveis de serem considerados. Ao estudar um problema real
em engenharia, é natural o engenheiro se deparar com muitas variaveis de projeto, vérias
restrigoes tecnoldgicas e/ou econoémicas e, na maioria das vezes, com multiplos objetivos.
Deve ser salientado que a extensao do conceito de 6timo para o caso multiobjetivo nao
¢é trivial e, ao contrario do caso mono-objetivo, onde hé apenas um 6timo global, em
problemas multiobjetivo ha uma curva solucao, denominada Curva de Pareto, formada
pelas solugbes nao dominadas ou nao inferiores do problema. Além da convergéncia de
um algoritmo, meta comum nos casos mono e multiobjetivo, uma meta especifica para
o caso multiobjetivo é a diversidade das solugoes. Os pontos da Curva de Pareto devem
estar bem espacgados, pois a diversidade garante uma gama de solucoes distintas e que
podem ser escolhidas, a depender do critério de pds-processamento utilizado.

O pioneiro na implementacao de um algoritmo evolutivo multiobjetivo foi Schaf-

fer (SCHAFFER, 1984). Apdés o trabalho de Schaffer, vérios trabalhos de pesquisa tém



sido publicados com o intuito de fornecer novas técnicas de resolucao de Problemas de
Otimizagao Multiobjetivo (POMO) e também na aplicagdo das técnicas emergentes a
problemas nas mais diversas dreas do conhecimento. Além disso, meios cientificos tem
difundido as novas metodologias e conceitos, bem como aplicagbes em diversas areas
de ciéncia. Varios pesquisadores tem se empenhado na publicacao de trabalhos sobre
otimizagdo multicritério. Osyczka (1984) é uma referéncia cldssica quando se trata de
otimizacao multicritério. Em sua obra sao tratados problemas multiobjetivo aplicados a
engenharia, incluindo programas computacionais escritos na linguagem Fortran.

Sem divida a maioria dos algoritmos de otimizac¢ao multiobjetivo, descritos e/ou utili-
zados na literatura corrente, sao baseados nos algoritmos evolutivos. Porém, nos tltimos
anos, percebe-se o surgimento e difusao de meta-heuristicas que simulam o comporta-
mento coletivo de algumas espécies, a saber, na genética de populagoes, nos processos
fisicos, quimicos ou podem ser puramente estruturais (DEB, 2001; DOERNER et al.,
2001; COELHO, 2004; BRANKE et al., 2008; LOBATO, 2008; LOBATO et al., 2011a).

Do ponto de vista pratico, existem alguns problemas que dificultam a identificacao de
um 6timo para o problema de otimizagao, como por exemplo a multimodalidade. Uma
questao interessante surge quando se deseja encontrar um ponto no espaco de projeto
com uma alta precisdo. Neste caso alguns aspectos podem ser ressaltados (LEIDEMER,

2009):

e mesmo que o 6timo verdadeiro seja localizado, talvez nunca possa ser possivel imple-
menté-lo na pratica, pois existem incertezas associadas ao processo de construcao.
Além disso, até por se exigir um alto grau de precisao na fabricagao, esta pode ser

demasiadamente cara, portanto economicamente inviavel;

e a formulacdao do problema de otimizacao é inerentemente estatica. A realidade é



essencialmente dinamica. Neste contexto, o problema pode estar associado a flu-
tuacao de parametros ambientais como temperatura, velocidade do vento, umidade

ou mesmo pode haver desgaste de alguns componentes.

Diante do exposto, os sistemas a serem otimizados podem ser bastante sensiveis a
pequenas alteracoes das variaveis de projeto, e assim, pequenas variacoes nas variaveis
de projeto podem causar enormes variagoes dos objetivos (LEIDEMER, 2009), conforme
argumentado anteriormente. Portanto, faz-se necessario encontrar uma metodologia que
produza solucoes que sejam pouco sensiveis a pequenas variagoes no projeto. Solugoes
com esta caracteristica sao chamadas de robustas e o procedimento para encontrar tais
solucoes é denominado Otimizacao Robusta. O apelo para a otimizacao robusta é que suas
solugdes e o desempenho dos resultados (fungdes objetivos) permanegam relativamente
sem mudancas quando expostas a certas condicoes de incerteza. A Otimizacao Robusta
tem suas raizes na engenharia, sendo diretamente relacionado ao nome G. Taguchi, que
é considerado o precursor desta drea (TAGUCHI, 1984). Com o advento de computa-
dores de alta velocidade e devido ao crescimento exponencial da taxa FLOPS (Floating
Point Operations Per Second), a otimizacao de projetos robustos tem atraido crescente in-
teresse nos ultimos anos. Reflexo disto é uma edicao da ASME Journal of Mechanical
Design, inteiramente devotada a projetos robustos e também os trabalhos de Du, Wang e
Chen (2000), Branke (2002), Park et al. (2006) e Beyer e Sendhoff (2007).

Segundo Paenk et. al (2006), de longe a maioria das atividades de pesquisa em oti-
mizacao robusta se trata de problemas mono-objetivo. Também corroboram com esta
afirmagao alguns pesquisadores com atividade reconhecida na drea de otimizacao evolu-
cionaria multiobjetivo. Deb e Gupta (2006) afirmam que, considerando o que conhecem
sobre o tema, nao hd um estudo sisteméatico introduzindo robustez na otimizacao mul-

tiobjetivo. Sendo assim, é de fundamental importancia o desenvolvimento e testes de



metodologias consistentes para o tratamento de problemas de otimizacao multiobjetivo
robusta. Portanto, a presente tese, cujo principal objetivo ¢ desenvolver uma metodolo-
gia consistente para resolver problemas de otimizagao multiobjetivo robusta, se apresenta
como uma contribui¢ao para esta area que ainda carece de estudos sisteméaticos. Para a
finalidade descrita, serd empregado o Algoritmo de Colonia de Vagalumes (YANG, 2008)
como ferramenta de otimizagao, associado ao conceito de Média Efetiva (DEB;GUPTA,
2006).

Os objetivos secundarios do presente trabalho sao:
e definir solugao multiobjetivo robusta para diferentes tipos de problemas;

e entender a influéncia dos parametros de incerteza sobre o perfil da Curva de Pareto

Robusta quando comparada a Curva de Pareto Nominal;
e testar a metodologia proposta em problemas matematicos com solucao conhecida;
e testar a metodologia proposta em problemas reais de engenharia.

Este trabalho surge naturalmente como consequéncia das atividades de pesquisa na
area de Otimizacao de Projetos Mecanicos desenvolvidas na Faculdade de Engenharia
Mecanica (FEMEC) da UFU. Os trabalhos que possuem maior afinidade com a atual
proposta sao apresentados a seguir em ordem cronolégica. Saramago (1998) foi a pioneira
entre os alunos da FEMEC da area de otimizagao e estudou a otimizacao de trajetdrias
de rob6s manipuladores. Assis (1999) estudou técnicas mono e multiobjetivo aplicadas ao
projeto e identificagdo de parametros de méaquinas rotativas. Butkewitsch (1998) apre-
sentou um estudo, por métodos classicos, da otimizagao de componentes automotivos.
Braga (1998), em sua dissertagao, utilizou a heuristica Algoritmos Genéticos para re-

solucdo de problemas mono-objetivo em engenharia. Oliveira (2005) realizou um estudo



tedrico de técnicas, nao baseadas no conceito de dominancia, de resolucao de problemas
de otimizagdo multiobjetivo. Santos (2007) estudou sobre o planejamento da trajetéria
de robos através de elementos de dinamica, controle e otimizagao. Lima (2007) usou o
algoritmo NSGA II (Nondominated Sorting in Genetic Algorithms (SRINIVAS;DEB, 1994))
para a otimizacao multiobjetivo robusta de sistemas mecanicos na presenca de amorteci-
mento viscoeldtico. Lobato (2008) apresentou na sua tese o desenvolvimento de um algo-
ritmo multiobjetivo baseado na heuristica Evolucao Diferencial e realizou um estudo em
aplicagoes matemadticas e nas engenharias mecanica e quimica. Viana (2008) desenvolveu,
em ambiente Matlab®, o pacote Simple Optimization Toobox com técnicas de metamode-
lagem aplicadas a problemas de otimizagao. Borges (2008) usou técnicas de otimizagao
robusta no estudo sobre absorvedores dinamicos de vibragoes. Barros (2009) estudou um
projeto de otimizagao de absorvedor dinamico de vibragoes multimodal. Oliveira (2012),
utilizando técnicas deterministicas e heuristicas de otimizagao multiobjetivo, realizou um
estudo sobre o projeto 6timo de robds manipuladores 3r considerando a topologia do
espago de trabalho. Vicente (2014) estudou sobre um projeto robusto de circuitos Shunt
para o controle passivo de vibragoes de estruturas compostas.

A presente tese possui a seguinte estrutura:

e O Capitulo 2 apresenta os principais conceitos e defini¢oes relativas a otimizacao
multiobjetivo, a saber, a definicao de um POMO, o conceito de otimalidade de

Pareto e as principais métricas de convergéncia e de diversidade;

e O Capitulo 3 apresenta as principais técnicas de tratamento de POMO que existem
na literatura. As técnicas de tratamento de POMO apresentadas transformam o

POMO em um problema mono-objetivo;

e O Capitulo 4 é dedicado a apresentacao dos métodos cléssicos (deterministicos) de



otimizacao. Sao apresentadas também as principais nogoes de convergeéncia e taxas,

assim como os critérios de parada. Os métodos descritos sao uni e multidimensionais;

No Capitulo 5 sao descritas, de forma sucinta, as principais heuristicas usadas para
resolver problemas de otimizagdo. Associado ao conceito de ndo dominancia, estas
heuristicas sao usadas para obter a curva de Pareto em uma unica execucao do

algoritmo;

O Capitulo 6 apresenta os principais conceitos e defini¢oes relativas a otimizagao
robusta. Neste capitulo é definido o conceito de solu¢ao multiobjetivo robusta e sao
apresentadas as principais fontes de incertezas bem como as principais metodologias

de incorporacao da busca da robustez ao problema de otimizacao;

O capitulo 7 apresenta o algoritmo Multiobjective Optimization Firefly Algorithm (MOFA).
Sao descritas a atuacao dos principais operadores do algoritmo bem como sua es-

trutura;

No capitulo 8 a metodologia proposta é testada em problemas de otimizacao com
solugao analitica conhecida. Para cada problema ¢é avaliada a convergéncia do algo-
titmo, a diversidade das solugoes e o efeito do parametro de robustez no perfil da

Curva de Pareto Robusta;
No capitulo 9 o algoritmo MOFA é usado para resolver problemas de engenharia.

Finalmente, no Capitulo 10, sao apresentadas as conclusoes e sugestoes para traba-

lhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentos de Otimizacao Multiobjetivo

Este capitulo é motivado pela descricao da teoria da otimizagao multiobjetivo. Nao ha
a pretensao de esgotar o assunto e sim de explanar sobre as principais caracteristicas
e defini¢oes sobre a otimizacao multiobjetivo. Objetiva-se formular o problema de oti-
mizacao multiobjetivo, definir solugoes nao dominadas, o operador de dominancia de
Pareto, bem como fazer uma descricao matematica das principais métricas de avaliacao
da qualidade (convergéncia e diversidade). Devido a crescente necessidade cientifica e
tecnoldgica na busca de solugoes que envolvem problemas de otimizag¢ao com mais de um
objetivo, o desenvolvimento e validacao de metodologias para resolver problemas multi-
objetivos, multicritérios ou de otimizacao vetorial tem atraido grande atencao do meio
académico(SCHAFFER, 1984; DEB, 2001; BABU et al., 2005; LOBATO, 2008).
Problemas de Otimizacao em Engenharia possuem dificuldades inerentes a area, pois
vivenciam situacgoes reais e cada vez mais complexas. Sao constituidos principalmente por
sistemas de equagoes algébricas e diferenciais (parciais e ordindrias) que surgem a partir
da caracterizacao fisica do problema. Em geral sao problemas restritos, pois possuem

restricoes econdomicas, ambientais, limitacoes fisicas, etc. Outro ponto importante no
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tratamento de Problemas de Otimizagao Multiobjetivo (POMO) é que, em quase sua
totalidade, é impossivel a obtencao de solucao analitica de problemas reais.
Existem diferencas significativas entre problemas de otimizacao mono-objetivo e mul-

tiobjetivo. Segundo Deb (2001), as principais sao:

e 1o problema mono-objetivo o 6timo é um ponto do espaco de projetos que minimiza
(maximiza) a func¢ao objetivo. Em POMO o 6timo é uma curva formada, a priori,
por infinitos pontos. E importante ressaltar que geralmente os objetivos do POMO

sao conflitantes, isto é, a melhora de um pode acarretar a piora de outros;

e na otimizacao mono-objetivo trabalha-se apenas com o espago de projetos. No caso
multiobjetivo trabalha-se simultaneamente com dois espacgos; o de projetos e o de
objetivos. Manter a diversidade de solucoes no espago de objetivos é fundamental
para a qualidade de solugoes, pois ajuda na tomada de decisoes para a escolha do
ponto a ser implementado na pratica (pés-processamento). Outro detalhe impor-
tante é que nem sempre é possivel garantir que a proximidade de solugoes no espaco

de projetos implique na proximidade de solugoes no espaco de objetivos.

Os principais algoritmos para a obtencao da solu¢ao de um POMO utilizam recursos
deterministicos e heuristicos. O tratamento deterministico é baseado no célculo diferen-
cial e algumas das principais técnicas serao descritas no capitulo 4 deste trabalho. Os
heuristicos sao métodos que simulam o comportamento coletivo de algumas espécies, a
saber, na genética de populagoes, nos processos fisicos, quimicos ou podem ser puramente
estruturais (BRANKE et al., 2008). Algumas estratégias heuristicas serdo descritas no
capitulo 5. Os métodos deterministicos sao métodos de busca ponto-a-ponto e por isto
nao é possivel obter a solucao de um POMO em apenas uma tnica execucao. Além disso,

aplicagoes sucessivas de métodos deterministicos nao garantem uma boa aproximacao da
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solucdo e nem tampouco a diversidade das solugoes (LOBATO, 2008). Assim os métodos
heuristicos que trabalham com uma populacao de pontos consistem em metodologias mais
apropriadas na resolucao de problemas e otimizacao multiobjetivo, pois podem alcancar
a solugao do POMO em uma unica execucao (DEB, 2001).

O pioneiro na implementacao de um algoritmo evolutivo multiobjetivo foi Schaffer que
em 1984, em sua tese de doutorado, utilizou a heuristica Algoritmos Genéticos em POMO
(SCHAFFER, 1984). Gandibleux et al. (1997) utilizam a heuristica Busca Tabu para
resolver problemas multiobjetivo combinatoriais. Fang et al. (2005) realizam um estudo
comparativo de métodos de metamodelagem para problemas multiobjetivo de resisténcia
a colisao. Doerner et al. (2001) utilizam a metaheuristica Otimiza¢ao por Colonia de
Formigas para um problema multiobjetivo de selegdo de portfélio. Coelho (2004) utiliza
a otimizac¢ao multiobjetivo na otimizacao de projetos mecanicos. Deb (2001) realiza, em
seu livro, um estudo sobre otimizacao multiobjetivo utilizando conceitos de otimizacao
evolutiva. Lobato (2008) utilizou um algoritmo multiobjetivo envolvendo a heuristica

Evolugao Diferencial para a solugao de problemas de projeto de sistemas em engenharia.

2.1 A Formulacao do Problema de Otimizacao Multiobjetivo

De acordo com Vanderplaats (1999) um problema de otimizagao é constituido pelos se-

guintes elementos:

e Funcio Objetivo - define a caracteristica do sistema a ser otimizado. Esta é a funcao
que relaciona a varidvel dependende com as varidveis independentes (varidveis de

projeto);

e Variaveis de Projeto - sao as variaveis independentes que influenciam a fungao ob-

jetivo e as restricoes. Variagoes dos valores destas variaveis provocam o aumento ou
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diminui¢ao nos valores da funcao objetivo. Também sao chamadas de variaveis de

busca ou de decisao;

e Restricoes - sao as limitagoes do projeto a ser otimizado. Estas podem ocorrer
devido a limitagoes fisicas, de construgao (economicas), ambientais, entre outras.
As restricoes determinam uma regiao chamada de Espaco de Projetos, que é um
subespaco do espaco n-dimensional R", onde n é o nimero de variaveis de pro-
jeto. As restricoes podem ser de trés tipos: restricoes de igualdade, restrigoes de

desigualdade e restricoes laterais.

Matematicamente o POMO pode ser definido como (DEB, 2001):

minimizar  F(2) = (fi(2), fo(@), - , f(z)), z€R @.1)
hi(x) =0, l=1,---,L
sujeito a g;(z) <0, j=1,---,J (2.2)
xﬁ"fga:ing“p, i=1,---.,n
onde:
i) as fungoes f1,- -, fm sdo as m fungoes objetivo do problema;
1) hi(x) é o vetor das restri¢oes de igualdade;

i11) gj(x) é o vetor das restri¢oes de desigualdade;

iv)

2™ e 257 6 o vetor das restri¢oes lateriais que determinam os limites inferior e supe-
rior, respectivamente, de variacao da coordenada x; do vetor z, parai=1,--- ,n.
Em um problema real de engenharia, cada uma das fungoes f;(z) (i = 1,---,m) po-

deriam ser minimizadas ou maximizadas. Porém nao h& diferenca, do ponto de vista
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matematico, em um problema de minimizacao ou de maximizagao. Um pode ser transfor-
mado no outro de forma simples. Assim, ao longo desta tese um problema de otimizacao
serd tratado, como ¢ feito na literatura corrente, apenas como um problema de mini-

mizagao.

2.2 Otimalidade segundo Edgeworth-Pareto

O conceito de 6timo para problemas com mais de um objetivo foi inicialmente concebido
pelo economista inglés Francis Ysidro Edgeworth (EDGEWORTH, 1881, Fig. 2.1 - a) e
posteriormente aperfeicoado pelo também economista, mas agora italiano, Vilfredo Pareto
(PARETO, 1896, Fig. 2.1 - b). Para entender o conceito tem-se que definir previamente
o conceito de dominancia de uma solucao sobre outra solucao. A maior parte dos al-
goritmos de otimizagao multiobjetivo utilizados pelos pesquisadores utilizam o conceito
de dominancia na busca pelas solugoes 6timas (OSYCZKA, 1984). Por isto o entendi-
mento do conceito de 6timo de Pareto e da definicao de dominancia é fundamental para
compreender os algoritmos de otimizagao multiobjetivo.

Ao contrario do que é feito para o caso mono-objetivo, onde é possivel definir ma-
tematicamente a solucao 6tima, no caso multiobjetivo nao h&a uma definicao de solugao
6tima e sim um conceito (entendimento) de solugdo 6tima. Este conceito é conhecido
por Postulado de Edgeworth-Pareto ou mais popularmente, na literatura, por Postulado
de Pareto. A nocao intuitiva do postulado de Pareto é que um ponto para ser solucao
de um problema de otimizagao multiobjetivo deve satisfazer a condi¢ao de que “ nenhum
objetivo adotado melhora a solu¢ao sem piorar pelo menos um outro objetivo” (LOBATO,
2008). Para encontrar pontos pertencentes a curva solugao multiobjetivo é necessério en-

tender quando um ponto, com mais de uma coordenada, é melhor que outro ponto. Este
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(a) Francis Ysidro Edgeworth. (b) Vilfredo Pareto.

Figura 2.1: Formuladores do conceito de 6timo multiobjetivo. Reproduzido de htip
/Jwww.business.baylor.edu/SteveGardner /Neoclassicals.htm (acesso em 22 de janeiro
de 2015).

entendimento é obtido através do conceito de dominancia. Para entender quando é que
uma solucao domina outra solucao considere um problema hipotético de minimizacao de
dois objetivos fi e fo. A Figura 2.2 abaixo ilustra as possiveis escolhas entre seis solucoes

no espaco de objetivos.

Deflexao

>
>

Peso

Figura 2.2: Opc¢oes de escolha de solu¢des em uma situagdo hipotética.

A situacao hipotética considerada é de um problema de minimizacao dos objetivos f;

e fa, sendo assim pode-se descartar o ponto Fg, pois claramente percebe-se, por exemplo,
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que P, P3, Py e Ps sao melhores. Na linguagem corrente da literatura de otimizacao diz-se
que Py é dominado por P, P35, Py e P5. Apesar de Ps ser melhor do que Fg, os pontos Ps e
Ps sao preferiveis em relagao a Ps, isto é, Ps é dominado por P, e P3. Por outro lado, P
¢ melhor que P5 em ambos objetivos e P, apesar do objetivo f; ser igual ao do ponto Ps,
o objetivo f; é menor. Pode-se observar que entre os pontos P;, P>, P3 e Py nao é possivel
afirmar, caso nao haja nenhuma prioridade entre o antendimento de algum dos objetivos,
qual solucao é melhor do que a outra. O que é observado é que um ponto supera o outro
em algum objetivo, porém perde em qualidade no outro objetivo. Como nao ha solugoes
melhores que P, P, P3 e P,, diz-se entao que estes sao nao dominados, nao inferiores,
eficientes ou soluces Otimas de Pareto (BRANKE et al., 2008).

Segundo Deb (2001), o espago de objetivos, em um problema de otimizacao, é decom-
posto em dois subconjuntos disjuntos: o conjunto de pontos dominados e o conjunto dos

nao dominados. Estes conjuntos sao caracterizados pelas propriedades:

i) qualquer elemento do conjunto de pontos dominados deve ser dominado por pelo

menos um elemento do conjunto de pontos nao dominados;

i1) nenhum elemento do conjunto de pontos ndo dominados é dominado por outro

elemento do conjunto de pontos nao dominados.

2.2.1 Operador de Dominancia de Pareto

Esta secao destina-se a definicao de um operador de comparacao entre dois pontos no
espago de objetivos. Esta comparacao é usada para determinar quando um ponto deve
ser preferido em relacao a outro ponto. Muitos algoritmos computacionais de otimizacao
multiobjetivo (evolutivos, estruturais e baseados em colonias) utilizam o conceito de do-

minancia de Pareto na busca da solucao para o POMO.
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Para haver convergéncia, um algoritmo multiobjetivo deve escolher os melhores pontos
do espaco de objetivos. Assim, faz-se necessario estabelecer uma relagao de ordem neste
espaco, que necessariamente possui dimensao maior que um. Seguem abaixo as definicoes

necessarias para o entendimento do critério de preferéncia de um ponto sobre outro.

Definicao 2.1. Uma rela¢do bindria = sobre um conjunto M é dita relagdo de ordem parcial

se forem verdadeiras as seguintes propriedades:
a) v =< x para todo x € M Propriedade Reflexiva
b) sex 2 yey = xentdoxr =1y, onde x,y € M Propriedade Anti-Simétrica
c) sex yey = zentdoxr = z onde x,y,z € M Propriedade Transitiva

Definicao 2.2. Quando hd uma relacdo de ordem parcial < sobre um conjunto M o conjunto
em questdo é dito parcialmente ordenado. Dois elementos x,y € M sdo ditos compardveis
sempre que v = y ou y = x. Se todos pontos do conjunto M forem compardveis segundo a

relacdo =, entdo a relagdo é dita total.

Em um problema multiobjetivo onde deseja-se minimizar os objetivos é importante
que esteja bem claro quando um vetor de objetivos, aplicado em um ponto, é menor ou
igual que o mesmo vetor de objetivos aplicado em outro ponto. Assim é necessario definir
uma relacao de ordem nos conjuntos R”, para n > 2, isto é, estender o conceito de menor
ou igual para espacos R"™ com n > 2. Define-se uma relacao de ordem no espaco R" da

seguinte forma:

Teorema 2.3. Sejam x = (x1, 22, ,x,),y = (Y1,Y2, "+ ,Yn) € R™. A relacdo bindria < em

R™ definida por
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onde o simbolo < representa a relagdo menor ou igual usual dos niimeros reais é uma rela¢do

de ordem parcial em R".
Demonstracdo. Ver em Domingues e Iezzi (2003). [

A relagdo < é uma relagao de ordem parcial em R”. Silva (2003) demonstrou em seu
artigo que nao é possivel definir uma relacao de ordem total sobre conjuntos R?, porém nao
é uma tarefa dificil estender este resultado para espagos R™ com n > 2. Assim qualquer
relacao de ordem definida sobre R™ com n > 2 serd apenas parcial. A seguir sera definido
o operador de dominancia de Pareto que é bastante utilizado em algoritmos de otimizagao

multiobjetivo como critério de preferéncia de uma solugao sobre outra (DEB, 2001).

Definicao 2.4. Sejam v,y € R". Diz-se que a solu¢cdo x domina a solugcdo vy, no espago de

projetos, e escreve-se x <y, se as condicoes forem satisfeitas (no espago de objetivos):
i) ?(m) = ?(y), isto é, se fi(r) < fi(y) parai=1,2,--- m;
i7) ?(x) + ?(y) isto é, existe pelo menos um i tal que f;(x) < fi(y).

A condigao i) diz que, para nenhum dos objetivos, a solugdo x é maior (no sentido
ordindrio) do que a solugdo y. A condigao ii) diz que pelo menos em um dos objetivos da
solucao x é estritamente menor do que o da solucao y. Assim, se as duas condi¢Oes acima
forem satisfeitas, diz-se que a solucao y é dominada pela solu¢ao x, ou que a solugao x é
nao dominada pela solucao y. Em um problema de otimizag¢ao multiobjetivo as solugoes
nao dominadas sao preferiveis em relacao as dominadas. A seguir é apresentada a definicao

de dominancia forte de uma solugao sobre outra.

Definicao 2.5. Uma solucdo x domina fortemente outra solucdo vy, no espaco de projetos, se

?(x) < ?(y) isto é, se fi(r) < fi(y) paratodoi=1,2,--- ,m.
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A seguir serao apresentadas as definicbes de conjunto 6timo de Pareto e também
de Fronteira de Pareto. Considere os seguintes conjuntos: o espago de projetos H de um
problema de otimizacao multiobjetivo e o espago de objetivos F = ?(’H) que ¢ a imagem,

pelo vetor de objetivos ?, do espaco de projetos H.

Definiciio 2.6. O Conjunto Otimo de Pareto, denominado por Py € o subconjunto de 'H

timo’
formado por todas solucoes ndo dominadas do espaco de projetos, quando comparadas a todas
as solugoes de H, isto é,

Pstimo = 1 € Hyx <y, Yy € H}

Definicao 2.7. O Conjunto Curva de Pareto, denominado por Pfront’ € o subconjunto de F
formado por todas solucoes ndo dominadas do espaco de objetivos, quando comparadas a

todas as solugéoes de F, isto é, Pfront = ?(Pétim 0)

Pode ser provado que a Curva de Pareto Py, estd, no sentido matematico de topo-
logia, na fronteira do conjunto F, ou seja, realmente pode-se afirmar que Pppop C O(F),
onde o conjunto O(F) é a fronteira do espago de objetivos F. A Figura 2.3 a seguir ilustra

casos de Curvas de Pareto para problemas bi-dimensionais.

Definicao 2.8. Seja P, C O(F) um conjunto com a seguinte propriedade: Existe P, C F tal
que P, C Ps e qualquer solucdo de P, domina todas solucées de P,. Um conjunto Py com esta

propriedade é chamado de Curva de Pareto Local.

A Figura 2.4, traz a interpretagao geométrica para um caso onde o espago de objetivos

possui Curva de Pareto Local.
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Figura 2.4: Geometria do espaco de objetivos com curva de Pareto local. Adaptado de (DEB,
2001).
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2.3 Metas para Otimizacao Multiobjetivo

Segundo Deb (2001) a qualidade de um algoritmo para resolu¢ao de um POMO é me-
dida basicamente através do alcance da qualidade das seguintes metas: convergéncia e
diversidade. Segundo Lobato (2008) assegurar uma maior cobertura sobre a fronteira
de Pareto indica que o conjunto das solugoes esta comprometido com os objetivos. Pon-
tos bem proximos, no espaco de objetivos, a principio podem ser considerados iguais do
ponto de vista de escolha para a execucao de um projeto real de engenharia. Assim,
faz-se necessario o controle da diversidade de solugoes em um algoritmo de otimizacao
multiobjetivo. Outro fator, que é logicamente importante, é a convergéncia do algoritmo.

A Figura 2.5, ilustra a atuacdo das metas mencionadas anteriormente.

f2

Figura 2.5: Metas em otimizacdo multiobjetivo: convergéncia e diversidade. Adaptada de
(DEB, 2001).

2.3.1 Meétricas de Convergéncia e de Diversidade

Como mencionado na se¢ao anterior, a qualidade da solucao obtida por um algoritmo
multiobjetivo é medida tanto pela sua convergéncia, em relagao a solugao analitica, quanto

pela distribuicao das solugoes sobre a Curva de Pareto. As principais métricas usadas
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dividem-se em: Métricas de Convergéncia e Métricas de Diversidade.

Métricas de Convergéncia

As métricas de convergéncia caracterizam-se por fornecerem uma medida para a distancia

entre o conjunto de solugoes R, obtidas por um algoritmo, e o conjunto de solugoes

analiticas Ppyone (Curva de Pareto) de um problema de otimizacao multiobjetivo. A

seguir serao apresentadas algumas métricas definidas por Deb (2001):

)

Taxa de Erro (Terro) - Esta métrica conta quantas solugoes do conjunto de solugoes
obtidas R pertencem a Fronteira de Pareto Py,on:. Sua descricao matematica pode

ser dada por:

‘17:2‘1 7 17 S€ I; Q/ Pfront

Terro = W onde €, = (24)
0, sex; € Pfromt

O simbolo |R| significa a quantidade de elementos no conjunto R. Tem-se que
0 < Terro < 1. Quanto menor for o valor desta métrica, melhor serd a convergéncia
do algoritmo e quando Terro = 0 tem-se que R C F. A principal desvantagem
desta métrica é que ela nao fornece informacgoes sobre a localizacao das solucgoes de
R que estao fora da Curva de Pareto, ou seja, algumas solugoes podem estar bem

distantes.

Convergéncia Métrica (CM) - Esta métrica calcula a média aritmética entre as
distancias das solugoes R, nao dominadas, obtidas pelo algoritmo e o conjunto

analitico Pfront. Sua expressao matemédtica é dada por:

SR d;
OM = & (2.5)
'R
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Onde d; é a distancia euclideana (no espago de objetivos) entre a solugao x; € R e

a solugao mais proxima em Pfpope, isto €,

=iy 3" (o) — ulr))? 2o

TR EF m=1

onde n é o numero de objetivos do problema.

Um ponto interessante desta métrica é o fato dela considerar todas solu¢oes R, obti-
das pelo algoritmo, no calculo da média, ao contrario da métrica anterior. Observa-
se que quanto menor for o valor da métrica C'M, melhor é a convergéncia do algo-

ritmo.

c¢) Distancia Geracional (I') - Esta métrica, como a anterior, também calcula uma
média aritmética das distancias entre as solugoes obtidas R e a solucao analitica

Pfront. Sua expressao matematica ¢ dada por:

R 1/p
(X )

F =
R

(2.7)

onde p é um numero natural nao nulo. Quando p = 1 tem-se que I' = CM. Outro

ponto interessante a se observar é quando p = 2, tem-se que

2
(SE @) -y _ VEB+ B+ .+ [Ty

=CM
IR IR| IR|

I'=

Métricas de Diversidade

Quando nao é estabelecida uma prioridade de atendimento entre os objetivos, todos pon-

tos da Curva de Pareto sao igualmente 6timos. Assim, para que o projetista possa fazer
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uma escolha posterior de uma solucao particular, é de fundamental importancia que as

solugoes possam estar bem distribuidas sobre a Curva de Pareto, isto é, que haja diver-

sidade no conjunto solucao. A diversidade no conjunto solucao é uma meta especifica de

problemas de otimizagao multiobjetivo (Deb, 2001). A seguir serdo apresentadas algumas

das principais métricas de diversidade encontradas na literatura.

a)

Espagamento (Spc) - Proposta por Zitzler et al. (2000), esta métrica mede o quanto

as solugoes do conjunto R estao espalhadas. Sua expressao matematica é dada por

-

(X —ap)”
R

Spc = (2.8)

onde d é a média aritmética entre as distancias d;, sendo que d; é uma distancia,
no espago de objetivos, entre a solugao x; € R e a solucao em R que esteja mais
préoxima de z;, dada por:

di= win > [fu(ar) = ful)] (2.9)

-~
TRER xpF#x; M=1

sendo n o nimero de objetivos do problema.

Observa-se que esta métrica calcula o desvio padrao entre as distancias de duas
solugoes consecutivas. Assim, quanto menor for o valor deste desvio, melhor dis-

tribuidas estarao as solugoes do conjunto R.

Nimero de Nichos (NC) - Esta métrica calcula o nimero de nichos existentes no

conjunto de solugoes R obtidas pelo algoritmo. Sua expressao matemética é dada
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por (Zitzler et al., 2000):

IR|

1
> lay € Ryd(xi,x;) > o (2.10)
i=1

NC =
R| -1

onde d(z;, x;) é a distancia entre as solugdes z; e z; que pode ser calculada no espago
de objetivos ou no de projetos. Quando d(z;,z;) < o tem-se que as solucoes z; e x;
estao no mesmo nicho. Quanto maior o nimero de nichos formados melhor sera a
diversidade entre as solugoes. Um ponto negativo desta métrica esta na definicao do
parametro o. Valores muito altos do parametro ¢ implicam em um nimero reduzido
da quantidade de nichos, enquanto a situagao inversa é observada para valores muito

pequenos de o.

Espalhamento Maximo (EM) - Esta é mais uma métrica proposta por Zitzler et al.
(2000). Esta métrica retorna a distribui¢ao das solug¢oes no conjunto de solugoes R

obtidas pelo algoritmo. Sua expressao é:

n

EM = |> max fi(z;) — win, fr(z;) |- (2.11)
k=1 \z;eR z;j€ER

Quanto maior for o valor de EM significa que hd uma melhor distribuicao das

solugoes sobre o conjunto R.

Diversidade Métrica (DM) - Proposta por Deb (2001), esta métrica também é
utilizada para medir o espalhamento das solugoes do conjunto R. Sua expressao é

dada por:

Cdp+d+ R - 4]

1=1

di+di+ (|R| — 1)d

(2.12)
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onde df e d; representam a distancia euclideana entre as solugoes extremas do
conjunto 6timo de Pareto Pf.on: € do conjunto de solucoes nao dominadas R. O
parametro d; ¢ a distancia euclideana, no espago de objetivos, entre a solucao x; € R
e o ponto mais préoximo da fronteira Pfon: € d é a média aritmética das distancias

d;. Quanto menor for o valor da métrica DM ha uma maior cobertura do conjunto

R.

2.4 Metodologias para a Resolu¢cao de POMO

Segundo Horn (1997), as principais metodologias para resolugao de POMO dependem do
tipo de algoritmo utilizado para encontrar a curva solucao e também da forma adotada
para o tratamento das solucoes. Nas préximas secoes deste capitulo serao apresentados

os principios que regem cada uma destas abordagens.

2.4.1 Quanto ao tipo de Algoritmo Utilizado

Segundo Saramago (1999), quanto ao tipo de algoritmo utilizado para a resolu¢ao de um

POMO, as metodologias classificam-se em:

e Classica ou Deterministica - as técnicas pertencentes a esta classe sao baseadas no
calculo diferencial. Com o desenvolvimento de técnicas do Calculo Variacional e com
o aumento da popularidade dos recursos computacionais, os métodos deterministicos
passaram a ser bastante utilizados na literatura, inclusive em softwares comerciais.
Seus pontos positivos estao na rapida convergéncia e garantia matemaética de con-
vergéncia para o 6timo quando a semente inicial encontra-se em uma regiao étima.

Seus pontos negativos estao na incapacidade de lidar com descontinuidades, com a
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multimodalidade dos objetivos, com problemas discretos e com fungoes nao conve-

xas;

e Aleatoria ou nao Deterministica - as técnicas pertencentes a esta classe sao base-
adas no comportamento coletivo de algumas espécies, na genética de populacoes,
em analogias a processos fisicos e quimicos ou sao algoritmos puramente estrutu-
rais. Na literatura as técnicas aleatorias mais famosas sao os chamados Algoritmos
Genéticos (GOLDBERG, 1989). Segundo Branke et al. (2008) as técnicas evolutivas
de otimizacao tem se tornado, nos iltimos anos, populares e de grande utilidade nas
pesquisas e aplicagoes. Sao métodos baseados em populagao e que nao utilizam ne-
nhuma informacao sobre derivadas do vetor de objetivos na sua implementacao. Sao
capazes de lidar com multimodalidade, problemas com variaveis continuas, discretas
e mistas, fungoes nao convexas e descontinuidade dos objetivos. Na sua grande mai-
oria trabalham com populagoes, sendo assim exploram melhor o espaco de projetos

na busca por solucoes 6timas, quando comparados com métodos ponto-a-ponto.

2.4.2 Quanto a forma de Tratamento

Segundo Coelho (2004) e Zitzler (1999) os métodos para tratamento de POMO classificam-

se em trés categorias:

e métodos A Priori - sao métodos em que o projetista, antes do inicio processo de oti-
mizacgao, atribui elementos de preferéncia aos objetivos ou os classificar ordinalmente
(hierarquiza-los). No primeiro passo o problema multiobjetivo é transformado em
um problema mono-objetivo via agregacao dos objetivos. No segundo passo resolve-
se o problema considerando apenas o primeiro objetivo na ordem de hierarquia. A

seguir, o problema é resolvido para o segundo objetivo, porém com uma restricao
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associada a solucao encontrada para o primeiro objetivo. Repete-se este processo
até que se esgotem todos os objetivos. Sao as abordagens mais simples e obvias

entre as abordagens para tratamento de POMO (LOBATO, 2008).

métodos Progressivos - sao métodos utilizados durante o processo de busca de
solugoes 6timas. Nestas abordagens a interferéncia ocorre para subordinar as pre-
feréncias para que as solugoes visitem regides mais promissoras do espago de busca
(solugoes viaveis). Nao necessariamente utilizam a agregacao dos objetivos em um
unico objetivo. Os métodos progressivos podem utilizar o conceito de dominancia
de Pareto na busca por solugbes étimas. Segundo Branke et al. (2008) e Coelho
(2004) sao abordagens de facil implementagao computacional e hd muitos cédigos
disponiveis para download nas paginas de varios institutos de pesquisa e pessoais

de alguns pesquisadores.

métodos A Posteriori - segundo Miettinen (1999) sdo métodos que podem também
ser chamados de métodos para geracao das solugoes 6timas de Pareto. A tomada
de decisao é feita apods a realizacao da busca das solucoes Pareto-6timas. A busca é
feita sem considerar preferéncias de um objetivo sobre outro, isto é, todos objetivos
do POMO possuem a mesma relevancia. Segundo Lobato (2008) esta categoria
de métodos foi proposta por Goldberg (1989) através do conceito de dominancia

de Pareto e também de um mecanismo de diversidade por nichos para superar as

limitagoes do VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithms) (SCHAFFER, 1984).



Capitulo 3

Tratamento de POMO - Métodos A Priori

As primeiras aplicagoes envolvendo problemas de otimizagao multiobjetivo fizeram uso de
formas de tratamento para a transformacao do problema multiobjetivo em um problema
com objetivo tnico. Outro fato que deve ser salientado é que, para encontrar a solucao do
problema multiobjetivo, eram utilizados métodos classicos de otimizacao para encontrar
solucoes dos problemas mono-objetivos. Os métodos heuristicos de otimizacao comecaram
a ser usados apenas com o advento de computadores com capacidade de processamento
capaz de realizar diversos cédlculos e armazenar um grande niimero de informacoes. Cabe
ressaltar que os métodos classicos, aliados a uma forma de tratamento do POMO, devem
realizar varias simulacoes consecutivas para obter a Curva de Pareto, porém, os métodos
heuristicos, usando o conceito de dominancia, sao capazes de construir a Curva de Pareto
em uma unica execucao. O fluxograma da Figura 3.1 a seguir, ilustra os passos para
resolucao de POMO sem a utilizacao do critério de dominancia.

Este capitulo é dedicado a descri¢ao dos principais métodos para tratamento de POMO
existentes na literatura. Sera considerado o problema de otimizagao multiobjetivo defi-

nido pelas Eq.2.1 e 2.2. Para a definicao dos métodos neste capitulo, o POMO serda
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Tratamento do POMO:

Problema Mono-objetivo _
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Resolugdo do Problema n vezes

Fronteira de Pareto

Figura 3.1: Fluxograma de passos para resolu¢cao de POMO sem o uso do critério de dominancia
de Pareto. Adaptado de (LOBATO, 2008).

considerado irrestrito. Metodologias para tratamento de restricoes e Métodos Cléssicos e
Heuristicos de otimizagao serao descritos com detalhes nos capitulos posteriores desta tese.

A demonstragao dos teoremas deste capitulo podem ser encontradas em Miettinen (1999).

3.1 Meétodo da Soma Ponderada

O Método da Soma Ponderada, do inglés Weighted Sum Method, é sem duvida o mais
popular entre os métodos a Priori e tem recebido grande atencao dos pesquisadores devido
a sua simplicidade conceitual. Baseia-se na transformacao do problema multiobjetivo
original em um problema mono-objetivo. Cada objetivo é multiplicado por um peso e
entao minimiza-se a soma ponderada dos objetivos. Assume-se que 0s pesos w;, ¢ =
1,---,m, sdo nlimeros reais positivos satisfazendo ) ", w; = 1. Mais precisamente, o

problema mono-objetivo obtido pela soma ponderada dos objetivos, possui a seguinte
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formulacao:
minimizar f(z) = szfl(x) (3.1)
i=1

Oliveira (2005) em sua dissertacao de mestrado utilizou o método da soma ponderada
para a realizagao de simulacoes envolvendo problemas de usinagem de metais, otimizagao
de frequéncias em sistemas massa-mola e em um problema de despacho economico e
ambiental. Sampaio (2011) realizou um estudo teérico e de simulagoes computacionais
envolvendo o método da soma ponderada. Sadek et al. (1989) utilizou o método da soma
ponderada para gerar solugoes Pareto étimas para um problema de controle 6timo de uma
viga com amortecimento.

Um ponto negativo desta metodologia é que a solucao obtida depende fortemente das
ponderagoes (pesos) utilizados. Outros valores adotados para os pesos conduzem a uma
solucao diferente. Sendo assim um projetista deve realizar diversas simulacoes, para dife-
rentes pesos, e escolher uma melhor solucao com base em sua experiéncia e conhecimento
da realidade do problema, porém a variacao continuada dos pesos nao garante solugoes
bem distribuidas sobra a curva solu¢ao de Pareto (STADLER, 1995; MESSAC, 1996;
DAS;DENNIS, 1997). Um algoritmo para gerar automaticamente diferentes valores para
o0s pesos em problemas convexos (nao lineares) foi proposto por Cabalero et al. (1997).
Segundo Osyczka (1984) caso deseje que os pesos possam refletir mais fielmente a im-
portancia dos objetivos, cada objetivo deve ser expresso na mesma unidade de medida
dos outros. Para adimensionalizar os objetivos, reescreve-se o problema 3.1, da seguinte

forma:
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minimizar f(z) = szf,(x)cz (3.2)
i=1

onde os ¢; sdo constantes normalizadoras de cada fungao e que, segundo Osyczka (1984),
obtem-se os melhores resultados quando ¢; = 1/f, onde fF é o valor 6timo da i-ésima
funcao objetivo.

A seguir serdao apresentados os principais resultados que relacionam as solugoes dos

problemas 3.1 e 2.1.
Teorema 3.1. Toda solucdo do problema 3.1 é Pareto otima para o problema 2.1.

Demonstracdo. Ver em Miettinen (1999). ]

Quando se assume a hipdtese do problema ser convexo, isto é, quando o espaco de

objetivos for um conjunto convexo, vale o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Considere o problema multiobjetivo de otimizagcdo dado pela Eq. 2.1 e suponha
que o mesmo seja convexo. Se r* é uma solug¢do Pareto otima entdo existe um vetor de pesos w

com

tal que x* é solucdo do problema de otimizagdo 3.1.

De acordo com o teorema anterior, toda solucao étima de Pareto pode ser encontrada
pelo método da soma ponderada, caso o problema seja convexo. Uma formulagao equi-
valente, porém com pesos definidos por fungoes trigonométricas, para o método da soma
ponderada é apresentada pelos autores Das e Dennis (1997). Esta formulacao pode ser
usada para ilustrar geometricamente que nem todas solugoes étimas de Pareto podem ser

encontradas pelo método da soma ponderada caso o problema seja nao convexo.
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3.1.1 Interpretacao Geométrica

De acordo com os autores Osyczka (1984) e Das e Dennis (1997) o método da soma
ponderada é um método de especifico para abordagens em problemas convexos. Caso o
problema seja nao convexo pode-se ter solucoes 6timas de Pareto que nao sejam encontra-
das pelo método da soma ponderada. Serao apresentadas a seguir a definicao de funcao

convexa e uma ilustracao para o caso convexo e nao convexo.

Definicao 3.3. Seja f : Dy — R uma fungdo real onde Dy C R". Diz-se que f é uma fungdo

convexa quando, para todo t € [0, 1], € verdadeira a desigualdade

A=tz +ty) <(1—1t)f(x) +tf(y), Vo,y€ Dy. (3.3)

Um conjunto D C R™ é convexo se dados quaisquer pontos z,y € D o segmento de
reta (1—t)z+ty, t € [0, 1], que liga z e y estd totalmente contido em D. Pode ser provado
que o espaco de objetivos F é convexo se e somente se as fungoes que compoe o POMO
forem convexas.

Observe a Figura 3.2, a seguir. Ela ilustra a aplicacao do método da soma ponderada
para os casos convexo e nao convexo. A Figura 3.2 (a) ilustra o caso convexo onde foi
tomada uma reta r de inclinacdo m, = —w;/ws. A minimizagdo do problema 3.1 pode
ser obtida através do movivento de r (sempre paralelamente) em diregao a origem, porém
mantendo a interseccao entre a reta r e o espago de objetivos F. Sendo assim o ponto P
obtido através do processo descrito acima é a solugao 6tima, para estes valores de wy e ws,
do problema 3.1. Observando a Figura 3.2 (b), e realizando o mesmo processo descrito
anteriormente, pode-se observar que a solugao A (que é Pareto 6tima) nao pode ser obtida
através da minimizacao do problema 3.1, independente dos valores de w; e de wy que se

possa escolher. Observa-se também que nenhuma solucao Pareto 6tima que esteja sobre
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a curva Pfrone, compreendida entre C' e D, pode ser obtida através da minimizacao do
problema 3.1.

f
LA

!
Pfront rlir

;fl \ r ;fl

(a) Espago de Objetivos Convexo. (b) Espago de Objetivos Nao Convexo.

Figura 3.2: Método da soma ponderada: casos convexo € nao convexo.

Apesar de ser um método de tratamento de POMO bastante utilizado, o método da
soma ponderada possui algumas limitacoes. Conforme foi ilustrado e comentado anterior-
mente, pontos 6timos de Pareto em regioes nao convexas nao sao encontrados pelo método
(DAS;DENNIS ,1997; MIETTINEN, 2008; SAMPAIO, 2011). Outro fator negativo do
método da soma ponderada é o fato de que mesmo para o caso convexo e com varias
simulagoes, para diversos valores dos pesos, nao é possivel garantir uma boa distribuicao

das solugoes sobre a Curva de Pareto (Pfront)-

3.2 Meétodo de Otimizacao Hierarquico

O Método de Otimizacao Hierdrquico foi proposto por Walz (1967) e, conforme o préprio
nome diz, consiste na hierarquizacao dos objetivos de acordo com um critério de im-

portancia de cada objetivo. Considere um POMO com os objetivos ja hierarquizados
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dados por fi(z), fa(x), -, fm(x). O método de otimizagao hierarquico consiste em mi-
nimizar, na ordem de prioridades pre-estabelecida, cada fungao objetivo separadamente,
adicionando em cada passo uma nova restricao escrita em funcao de um acréscimo §&;
estabelecido a priori.

Assim, a idéia geral do método de otimizacao hierarquico, pode ser escrita da seguinte

forma:

e Encontra-se o ponto de minimo da primeira fungao objetivo, ou seja, obtem-se x7,
tal que

x] = min fi(z), x € S = Espago de Objetivos

e Repetir o processo anterior para i = 2,--- ,m, isto é, obter z] solu¢ao do problema
x; = min f;(z), = € S = Espago de Objetivos
com as seguintes restrigoes:

fi-1(z) < (1 + %) fiaa(xiy), j=2,-- i
onde os coeficientes percentuais & sao acréscimos, se o problema for de minimizacao, e
decréscimos para problemas de maximizacao.

O método de otimizacao hierarquico exige, em cada passo, que o projetista entre com
os valores dos coeficientes &; com base no minimo obtido no passo anterior. Conforme
os autores Walz (1967) e Osyczka (1978), um ponto negativo deste método é o fato da

qualidade solucao final ser extremamente dependente das escolhas dos coeficientes &;.
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3.3 Método £-Restrito

O método &-restrito foi inicialmente proposto por Haimes et al. (1971). Existem vérias
versoes do método com o objetivo de se encontrar solugoes mais eficientes (HAIMES;HALL,
1974; OPPENHEINER, 1978; NULSSEALM;TAVALAGE, 1980; SAKAWA, 1981). Este
método também é conhecido na literatura como método de negociagao (Trade-off Method).
Geralmente um método é enquadrado como método negociagao se a busca de solugoes for
guiada pela troca do valor da fungdo objetivo por outro valor da funcao(OLIVEIRA,
2005). Neste método uma fungao objetivo é selecionada para ser otimizada e todas outras
funcoes objetivo sao convertidas em restrigoes definindo um limite superior para cada um
dos objetivos. A formulacao matematica do método &-restrito pode ser escrita na seguinte

forma:

minimizar f;(z) ie{l,2,--- ,m} (3.4)
sujeito a  fi(z) <& j=1,---,m j#i (3.5)

T €S

Uma formulacao alternativa para o método &-restrito é proposto por Lin (1976). Nela
o autor propoe restricoes de igualdade no lugar das restricoes de desigualdade acima
propostas.

Segundo Lobato (2008) o procedimento do método {-restrito, descrito acima, deve
ser repetido para diversos valores de §; até que uma solugao satisfatéria seja encontrada.
Osyczka (1984) propoe uma metodologia para auxiliar na escolha dos valores &;. Em
sua metodologia cada funcao objetivo é minimizada individualmente, obtendo os valores

6timos, denominados por, f, ¢ = 1,2,--- ,m. A partir dos valores 6timos calculados,
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reescreve-se as restricoes descritas na formulacao do método &-restrito, adicionando aos

valores 6timos uma pequena perturbagao, isto é, reescreve-se da seguinte forma:

f]<x><fj*+Af]> j:1727 7mej7éz

A Figura 3.3 ilustra, para um caso bi-objetivo, a aplicacao do método &-restrito para
trés valores diferentes de £. Inicialmente pode-se observar que valores distintos de &
podem conduzir a mesma solucao e nao é certo que para qualquer valor de £ que o
método produzird alguma solugao. O ponto A é a solugao obtida do seguinte problema
min f(z) sujeito a fo(z) < &. O ponto B é a solucao obtida pelo problema min f;(z)
sujeito a fo(z) < & e o ponto C' é a solugao obtida do seguinte problema min f;(z) sujeito
a fa(x) < &. Observa-se também que, ao contrério do método da soma ponderada, que o

método &-restrito produz qualquer solucao 6tima de Pareto mesmo o problema nao sendo

convexo.
fz\
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Figura 3.3: Método {-restrito para um problema com dois objetivos.

A seguir serao apresentados os principais resultados que relacionam as solugoes dos

problemas 3.4 e 2.1.
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Teorema 3.4. Toda solugdo x* do problema &-restrito é fracamente Pareto dtima.

O contetdo do teorema anterior é que, independente da escolha dos limites superiores

§;, toda solugao do problema &-restrito ¢ pelo menos fracamente Pareto 6tima.

Teorema 3.5. Um vetor x* do espago de projetos S é uma solugdo Pareto 6tima se e somente se

¢ uma solugdo do problema &-restrito, para todo i = 1,2,--- ,m, onde &; = f(x*) para todo
7=12---,m.
Demonstragcdo. Ver em Miettinen (1999). ]

O teorema anterior diz que toda solucao Pareto 6tima z*, também ¢ solucao do pro-
blema &-restrito com os limites superiores dados por & = f;(z*). Mais ainda, se z* for
solucdo do problema &-restrito, com §; = f;(z*), entdo ela também sera Pareto tima.
Assim sendo, hd uma conexao entre as solucoes Pareto 6timas e as solucées de proble-
mas &-restritos. O proximo teorema afirma que se x* € S é solucdo tinica do problema
&-restrito para todo [ com & = f;(z*), j = 1,2,---,m, | # j, entdo necessariamente

também serd Pareto 6tima.
Teorema 3.6. Um vetor x* € S é Pareto d6timo se é solugdo tinica do problema &-restrito para

algumlcom & = fi(x*), j=1,2,--- ,m,  # j.

3.3.1 Conexao com o0 Método da Soma Ponderada

A seguir serd apresentado um resultado que mostra a ligacao existente entre o método da

soma ponderada e o método &-restrito.

Teorema 3.7. Seja x* € S uma solucdo do problema 3.1 e w € R™ seu correspondente vetor

de pesos. Entdo:
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i) se w; > 0, z* € a solucdo do problema &-restrito para f;(x) como fun¢do objetivo e

éj:fj(x*>7 ]:1727 7m7j7éi;0u

it) se x* for a solugdo tinica do problema 3.1, entdo x* é a solugcdo do problema xi-restrito,
onde §; = f;(x*) para j = 1,2,--- ,m, j # i, para todo f;(x),i =1,2,--- ,m, como

fungdo objetivo.

3.4 Meétodo Hibrido

E um método que combina os métodos da Soma Ponderada e £-Restrito. Este método foi
descrito inicialmente por Corley (1980) e Wendell e Lee (1977) de formas pouco diferentes
uma da outra. O nome Método Hibrido foi introduzido em Chankong e Haimes (1983a,b).

A expressao matematica do Método Hibrido pode ser escrita da seguinte forma:

minimizar szfz(x) (3.6)
i=1

sujeito a  fj(z) <& j=1,2,---.m (3.7)
reS, w;>0, i=1,2,---,m

Note que o problema 3.6 ¢ igual ao problema 3.4 caso se tenha w; =1 e w; = 0,7 =
1,2,---,m, j # i. A seguir é apresentado um resultado que relaciona as solucoes do

problema 3.6 com solucoes Pareto 6timas do POMO original dado pela Eq.2.1.

Teorema 3.8. Toda solucdo do Problema Hibrido, dado pela Eq.3.6, é Pareto étima para qual-
quer vetor de limitantes superiores ¢ € R™. Por outro lado, se x* for uma solugcdo Pareto

dtima, entdo € solugdo do problema hibrido para &; = f;(z*),j =1,2,--- ,m.



39

3.5 Meétodo do Critério Global

O Método do Critério Global também ¢é frequentemente denominado, na literatura cor-
rente, como Compromise Programming (YU, 1973; ZELENY, 1973). Neste método minimi-
za-se a distancia entre o vetor de objetivos, sem sair da regiao viavel, isto é, do espaco
de projetos; e algum ponto de referéncia. O projetista deve determinar qual o ponto
(solugao) de referéncia e qual métrica a ser utilizada no método.

Com o objetivo de descrever o Método do Critério Global, utiliza-se o vetor de re-
feréncia como sendo a solugao ideal f* (vetor dos valores minimos para cada objetivo) e
métricas L, para medir a distancia. Sendo assim, o L,-problema a ser resolvido é dado

por:

=

P

minimizar (Z |fi(z) — fi*|p> (3.8)
i=1

sujeitoa x €S

Pela defini¢ao de solugao ideal, sabe-se que f;(x) > f, assim nao é necessério utilizar o
moédulo na definicao do objetivo do método do critério global descrito acima. Entretanto,
em varios casos, nao se tem conhecimento sobre a solucao ideal e entao o método pode
utilizar outro ponto de referéncia, cuidadosamente selecionado, em seu lugar. Sendo assim
mantem-se o médulo para incluir o caso onde nao se sabe qual é a solugao ideal. Pontos de
referéncias pessimistas, no que diz respeito ao problema de otimizagao, devem ser evitados
uma vez que o método nao procura solugoes melhores do que a solugao de referéncia.

O expoente 1/p pode ser suprimido da defini¢do. Problemas com ou sem o expoente
1/p sdo equivalentes, para 1 < p < oo, uma vez que o problema L,, definido pela Eq.3.8, é

uma funcao descrescente do problema original quando o expoente é eliminado. Sep = oo a
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métrica é também chamada de Métrica de Tchebycheff e o L., ou problema de Tchebycheff

possui a seguinte forma:

minimizar max |fi(z) — f7| (3.9

i=1,2,,m

sujeitoa x €S

Uma variacao para o problema de Tchebycheff, proposta por Osyczka (1989, 1992), é

IR

expressa por:

filz) = f!
I

sujeito a T ES

filx) — f}
fi(z)

Y

minimizar max max
~~

i=1,2,-,m

Note que o problema 3.8 é nao diferencidvel devido ao moédulo que aparece em sua
defini¢do. Porém o mesmo pode ser transformado em um problema diferencidvel (caso os

objetivos sejam diferencidveis) através do seguinte problema equivalente:

minimizar o 3.11)
sujeito a  a = fi(z)— fF, i=1,2,--- ,m
T ES

Boychuk e Ovchinnikov (1973) e Salukevadze (1974) utilizaram, no método do Critério
Global, os valores p = 1 e p = 2. Segundo estes autores e Miettinen (1999) as solugoes
encontradas dependem grandemente do valor de p e em alguns casos pode-se obter solugoes
inaceitaveis para o projeto. Na grande maioria das situacoes sao escolhidos os valores,

= 1,2 ou p = co. A Figura 3.4 a seguir, ilustra diferencas entre as solucoes obtidas pelo
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método do critério global para os valores p =1,2 e p = co.

s

f2 AR

% > Meétrica L,
o
- T T = -
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- N
N T / \ o
N N ) Métrica L,
\ - -
o T \
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Jr/ _,~ — \\ ..
7/ P
- | Métrica L,
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p Solugdo de
<l | .
N Referéncia {
./

Figura 3.4: Diferencas entre métricas no método do critério global.

A seguir serd apresentado um resultado que garante que toda solucao do problema 3.8

é um ponto da Curva de Pareto, solucao do POMO definido pela Eq. 2.1.

Teorema 3.9. Toda solugdo do problema L, (1 < p < 00) € solugdo do problema 2.1, ou seja,

é Pareto otima.

Yu (1973) mostra em seu artigo que se o espago de objetivos F for convexo, entao a

solugao do problema 3.8 é tinica.

3.6 Meétodo da Métrica Ponderada

Este método é um método hibrido envolvendo os métodos apresentados nas secoes 3.1 e
3.5, ou seja, entre os métodos da Soma Ponderada e o Método do Critério Global (Métricas
L,) respectivamente. No método 3.1 variando os pesos obtem-se diferentes solucoes Pareto

otimas, enquanto no método 3.5, para obter diferentes solucoes, deve-se mudar a solugao
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de referéncia e/ou o valor de p. Sendo assim, no método da Métrica Ponderada, é possivel
obter diferentes solugoes Pareto 6timas através da variacao tanto dos pesos quanto da
solucao de referéncia e/ou da métrica L,. O método a ser descrito nesta secao é também
denominado na literatura como Otimiza¢ao de Compromisso (Compromise Optimization)
(ZELENY, 1973). O nome Método da Métrica Ponderada é utilizado por Miettinen (1999)
em seu livro.

Assume-se, por hipdtese, que os pesos satisfazem w; > 0 para todo i =1,2,--- ,m e
que > " w; = 1. A formulagao matemdtica do método da Métrica Ponderada é expressa

pelo seguinte problema:

=

P

minimizar (Z w; | fi(x) — fl.*|p> (3.12)
=1

sujeitoa x €S

onde 1 < p < 0.

O problema 3.12 é naturalmente nao diferenciavel, devido ao médulo, como o Método
do Critério Global. Porém, como no caso do Método do Critério Global e de forma
inteiramente andloga, é possivel transforma-lo em um problema diferencidvel (caso os
objetivos forem diferencidveis). Serd apresentado um resultado sobre quais condigoes

uma solucao do Problema 3.12 deve satisfazer para ser 6étima de Pareto.

Teorema 3.10. Seja x* € S uma solucdo do problema 3.12. Entdo x* é um ponto da Curva de

Pareto caso uma das condicoes sejam verdadeiras:
i) a solugdo x* € inica; ou

i1) todos os pesos sdo constantes positivas.
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A convexidade em um problema de otimizacao multiobjetivo é necessaria para garan-
tir que toda solucao Pareto 6tima pode ser encontrada através do Método da Métrica

Ponderada (SAWARAGI; NAKAYAMA; TANINO, 1985).

3.7 Meétodo do Critério Ponderado Exponencial

Conforme foi mostrado na secao inicial deste capitulo, o método da soma ponderada
possui dificuldades de encontrar solugoes em regioes nao convexas do espago de objetivos
F. Objetivando contornar este problema, Athan e Papalambros (1996) propuseram um
método denominado Método do Critério Ponderado Exponencial (Exponential Weighted

Criterion). O método de tratamento de POMO consiste em:

minimizar » (" —1) e’ (3.13)

=1

sujeitoa x €S
A seguir é apresentado um resultado que relaciona solucées do problema do Critério
Ponderado Exponencial 3.13 com solugoes Pareto 6timas do POMO 2.1.

Teorema 3.11. Seja x* € S uma Pareto otima do POMO 2.1. Entdo x* é solugcdo do problema

3.13.

3.8 Método do Produto Ponderado (Weighted Product Method)

Proposto por Bridgman (1922), o Método do Produto Ponderado, como o método da
soma ponderada, consiste em atribuir pesos para cada objetivo de acordo com sua ordem

de importancia. Porém, no produto ponderado, os pesos aparecem como poténcias e os
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objetivos multiplicados uns pelos outros. A formulagao matematica é expressa através do

problema:

minimizar H | fi] i () (3.14)
i=1

sujeitoa x €S

A utilizacao do mdédulo se dd apenas para garantir que, para qualquer escolha dos
pesos wy, a potenciacao possa fazer sentido.

Marler e Arora (2004), em seu artigo, realizaram uma ampla pesquisa das principais
estratégias para resolugao de POMO. Tanto o artigo dos autores citados quanto suas

referéncias constituem uma execelente fonte de pesquisa de estratégias de resolucao de

POMO.



Capitulo 4

Métodos Classicos de Otimizacao

Neste capitulo serao descritos os principais métodos classicos de otimizacao da litera-
tura bem como métodos de tratamento de restrigoes. Os métodos serao definidos para
problemas mono-objetivos irrestritos, uma vez que, problemas de otimizagao multiobje-
tivo podem ser transformados em problemas mono-objetivos através de técnicas descritas
com detalhes no capitulo anterior e as restrigoes sao incorporadas ao objetivo através de
técnicas definidas no final deste capitulo. Assim, durante este capitulo e na definicao dos

métodos, o problema geral de otimizacao considerado é dado por

minimizar f(x) 4.1)

sujeitoa x €S CR"

4.1 Nocoes de Convergéncia

Qualquer método proposto para resolver o problema de otimizagao 4.1 realiza avaliacao da

fungao objetivo e muitos necessitam de avaliagoes das derivadas desta fungao. Um método
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¢é chamado de método sequencial, quando cada ponto se define a partir de uma recorréncia
(informagdes obtidas) aos pontos anteriores. Segundo Izmailov e Solodov (2007) a maioria
dos métodos classicos de otimizacao sao do tipo sequenciais. Ha também os métodos ditos
métodos passivos onde os pontos sao obtidos através de uma estratégia pré-definida e nao
leva em consideracao informagoes obtidas ao longo do processo iterativo. Os métodos
sequenciais sdo mais eficientes do que os métodos passivos (IZMAILOV;SOLODOV,
2007).
Um método sequencial gera uma sequéncia {xy }reny em S que é chamada de aproximagées

a solucao do problema, ou de iterandos do método. A geragao do ponto xy,; a partir de
x) € chamada de iteracdo do método e os detalhes de como se obtem xp,; a partir de xy
constituem a natureza do método. Frequentemente, métodos sao descritos em forma de

um processo iterativo da seguinte forma:

Lk4+1 = @(‘rk)a k= 07 17 27 Ty (42)

onde ¢ : R" — R"

Naturalmente supoe-se que o operador ¢ é conhecido e normalmente depende de ava-
liagoes da fungdo objetivo e/ou da sua derivada nos pontos da sequéncia gerada. Fixada
uma escolha de um semente inicial zy € S, entao o processo iterativo 4.2 define uma tnica

sequéncia de solugoes {xy }ren dada por

1 = p(x0), T2 = @(x1), 23 = (T2), -, Tp = @(Tp_1), -, (4.3)

O esquema descrito em 4.2 é dito sem meméria. Ha também processos iterativos com

memoria, onde a iteracao z,,1 depende nao somente de x, mas também de outros pontos
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da sequéncia. Um exemplo de processos iterativos com meméria é a famosa sequéncia de
Fibonacci, onde os pontos zy e x1 sao 0 e 1, respectivamente, e cada termo posterior é
dado pela soma dos dois anteriores (SIGLER, 2002).

A ordem de um método é a maxima ordem das derivadas da funcao objetivo do pro-
blema de otimizacao. Por exemplo, um método que se baseia apenas em avaliagoes da
fungao objetivo é chamado de método de ordem zero, pois nao faz uso da derivada. Um
método que utiliza derivada primeira (segunda) do objetivo é dito método de primeira (se-
gunda) ordem.

H&4 métodos de convergéncia finita, isto é, a sequéncia dos iterados z, convergem para
a solucao do problema de otimizacao 4.1 para um valor de k finito. Porém algoritmos
com esta propriedade existem apenas para problemas bastante simples, como problemas
de programacao linear e de programagcao quadratica. Em geral, as aplicagoes em enge-
nharia conduzem a problemas nao lineares bastante complexos e os métodos para estes
problemas sao de convergéncia assintotica, isto é, quanto maior o nimero de iteragoes
mais préxima a sequencia dos iterados estara da solugao do problema de otimizacao. Em

termos matematicos a convergéncia assintotica pode ser escrita da seguinte forma:

Definicao 4.1. Seja x* uma solugcdo do problema de otimizacdo 4.1. Diz-se que a sequéncia

{zk }ren, converge para x*, se para todo € > 0 dado, existe um indice k tal que

||zx — || < €, para todo k > k. (4.4)

A notagao utilizada para denotar que a sequéncia {x}ren converge para a solugao z*

[©N

lim z, = z*, ou simplificadamente, z, — x*. 4.5)
k—o00
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Pode-se ter também convergéncia em relagao a funcao objetivo, isto é, f(zy) — f*
onde f* é o valor 6timo do problema. Porém este tipo de convergéncia nao garante que a
trajetoria {xy} do método convirja para uma solugdo 6tima z*.

A maioria dos método classicos de otimizagao sao métodos de convergéncia local, ou
seja, a convergéncia é garantida (sob hipdteses matematicas) apenas se a escolha de um
ponto inicial zg se der em uma vizinhanga de uma solugao z*. Izmailov e Solodov (2007)
afirmam que todo método de convergéncia local deve ser pensado em combinagao com
algum outro método capaz de fornecer um ponto inicial que seja adequado para uma

aplicacao bem sucedida do método local (globalizacdo da convergéncia).

4.2 Taxas de Convergéncia

Segundo Izmailov e Solodov (2007) para a analise e avaliacdo de métodos com convergéncia
assintotica, a questao sobre a taxa de convergéncia ¢ uma das mais importantes, pois
é um dos principais indicadores de eficiéncia em um método iterativo. Suponha que
um dado método fornece uma sequéncia {x;} convergente para uma solugdo z*, isto é,
xp — x* (kK — o0). Resultados sobre a taxa de convergéncia fornecem garantias na
redugao da distancia entre z,.; e z* em relagao a distancia entre xj e z*, para valores
de k suficientemente grandes. Nas definigdes abaixo serd assumida a hipdtese de {zy}
ser uma sequéncia gerada por algum método e que esta converge para uma solucao x* do

problema de otimizacao 4.1.

Definicio 4.2. Diz-se que a sequéncia {x;} converge linearmente para x* se existe ¢ € (0,1)

tal que

|k — ™[] < effay, — 27| (4.6)
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para todo k > ko, onde ko é um indice suficientemente grande.

Definicao 4.3. Diz-se que a sequéncia {x} converge quadraticamente para x* se existe ¢ €

0,1) tal que

lzrsr — 27| < el — 2| (4.7)

para todo k > ko, onde ko é um indice suficientemente grande.

Definicao 4.4. (Erro Cometido) O erro cometido na k-ésima iteragdo é definido por:

er = |lxg — 2|,k =0,1,2,-- -, (4.8)

Observe que, nas defini¢coes acima, muda-se apenas o expoente do médulo do lado
direito. Uma convergéncia mais lenta que a linear é dita sublinear enquanto que uma
convergéncia maior que a linear é dita superlinear. Pode ser provado que, em um processo
iterativo, se a convergéncia for linear, entao para dobrar o ntimero de casas decimais
exatas é necessario dobrar o nimero de iteragdes. Por outro lado, se a convergeéncia for
quadratica, entao para dobrar o niimero de casas decimais exatas é suficiente apenas mais
uma iteracao (BURDEN;FAIRES, 2005).

Mais informagoes sobre diferentes estimativas e taxas de convergéncia podem ser en-
contradas em Bertsekas (1999) e Ortega e Rheinboldt (1970). Segundo Izmailov e Solodov
(2007) estimativas de taxa de convergéncia fornecem informacao 1til para comparacao
qualitativa entre métodos diferentes. Porém, ainda segundo Izmailov e Solodov (2007), a
taxa de convergéncia nao ¢ a Unica caracteristica relevante para comparagao entre métodos
distintos. E importante considerar o custo computacional envolvido em uma iteracao. Por

exemplo, um método com taxa de convegéncia maior, pode ser mais lento na pratica, isto
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é, levar um tempo maior para resolver um problema, se o custo computacional da iteragao

dele é mais alto.

4.2.1 Critérios de Parada

Mesmo num método de convergéncia assintotica, sabe-se que nenhum processo compu-
tacional pode ser infinito. Assim, qualquer método de convergéncia assintotica, que sera
implementado computacionalmente, necessita de algum critério ou regra de parada. Se-
gundo Varderplaats (1999) e Edgar et al. (2001) a caracteristica iterativa dos métodos
de otimizacao constituem uma vantagem na implementacao computacional, pois podem
passar a ser executadas de forma automaética, até que algum critério de parada seja satis-
feito.

Segundo Izmailov e Solodov (2007) os critérios de parada mais confidveis sdo exata-
mente os que sao baseados em estimativas da taxa de convergéncia e em outras proprieda-
des conhecidas (por exemplo, estimativas da distancia ao conjunto de solugoes). Quando
a taxa de convergéncia é conhecida, entao ela pode ser usada para estimar o nimero
de iteragoes que sao necessarias para se ter uma solucao aproximada com uma precisao
estabelecida a priori. Porém, encontrar esta estimativa ndo é uma tarefa simples (IZMAI-
LOV;SOLODOV, 2007). Na maioria dos casos, as taxas de convegéncia possuem natureza
local, e a quantificagao do niimero de iteracoes para conseguir um ponto da iteracao a par-
tir do qual valha esta taxa nao é possivel. Outro fator que torna dificil a utilizacao da taxa
de convergéncia como estimativa para algum processo de parada é que na definicao de taxa
de convergéncia aparecem constantes que, quase sempre, sao desconhecidas. Sendo assim,
a aplicacao pratica de taxas de convergéncia para definicao de algum critério de parada em
termos do nimero de iteragdes é algo bastante limitado (IZMAILOV;SOLODOV,2007).

Na pratica, se utilizam regras que sao menos confiaveis do ponto de vista tedricos
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e que podem, porém ser mais facilmente implementadas computacionalmente. Essas
regras sao baseadas em informagoes obtidas na sequéncia dos iterados {xy}. Comumente,
nos processos conhecidos na literatura, se examina o comportamento de uma parte mais
recente da sequéncia {xy} e/ou da sequéncia {f(zx)} e/ou de alguma medida de violagao
de condigoes de otimalidade e/ou de um nimero maximo de iteragoes realizadas.
Segundo Burden e Faires (2005), Izmailov e Solodov (2007) e Franco (2007) os princi-

pais critérios de parada para métodos iterativos sao expressos por:

e fixado um nimero pequeno € > 0, o método é parado apds a iteracao de indice k+1

se
[exs1 — ]| < € (4.9)
ou seja, quando o passo do método fica curto, acredita-se sao ser possivel melhorar
a qualidade de aproximagao a uma solucao do problema de otimizacao;
e outro critério, que de certo modo é andlogo ao anterior, é definido através da seguinte
exXpressao:

IV f(zre1) = V(@) <€ (4.10)

o entendimento que se tem da expressao acima é que se o gradiente (o oposto do
gradiente é a diregdo de méaxima descida), nao sofre alteragdes significativas avaliado
nos pontos da sequéncia {z}, gerada por algum método, entdo nao serd possivel

melhorar a solugao obtida até o momento;

e hd também um critério utilizado com frequéncia como regra de parada em métodos
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de otimizacao que ¢é dado por:
IV f(@e)ll < € (4.11)

Este critério deve ser usado com bastante cuidado, pois a menos que se tenha uma
ideia bastante clara do comportamento da func¢ao, pode-se ter dificuldade com a

analise da resposta do teste. Por exemplo, considere a seguinte funcao

-2

fz) = —% 2z +1) (4.12)

onde a unica raiz da derivada (ponto critico, que no caso é de minimo), é a solugao
x* = 1. Observe que, tomando a sequéncia geométrica r; = 2,19 = 4,13 = 8, 15 =
16,76 = 32,--- obtem-se os valores da derivada f'(z) = z73Inz, 0.0866, 0.0217,
0.00406, 0.0006769, 0.0001058, ---, respectivamente. Assim quanto mais longe a

sequéncia estd de z* menor é o valor da derivada f'(z).

e uma regra de parada que é bastante utilizada, principalmente em métodos heuristicos
de otimizacao, ¢ o nimero méaximo de iteragoes. Mesmo que se utilize outra regra,
como as dadas nos itens anteriores, é importante utilizar também esta regra, pois,
em muitos casos, as regras anteriores podem conduzir a um processo que nunca seja

satisfeito.

Segundo Izmailov e Solodov (2007) e Franco (2007) é claro que os critérios apresentados
nos itens acima nao sao completamente confidaveis, pois, em geral, eles nao garantem a
proximidade da sequéncia dos iterados {z;} a uma solu¢do do problema. H4 exemplos de
sequéncias {xy} satisfazendo limy oo ||Tr+1—2k|| = 0 € as mesmas nao serem convergentes.

Por exemplo, basta considerar as sequéncias {x;} C R dadas por z; = VE ou z;, =
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sinvVk,k=0,1,2,---,. Ainda que ndo confidveis, os critérios apresentados sdo comuns em
métodos computacionais de otimizagao, simplesmente porque nao ha nenhuma alternativa
melhor (IZMAILOV;SOLODOV,2007).

Em geral, em métodos computacionais, utiliza-se, de forma combinada, mais de um
critério de parada, sendo que um niimero maximo de iteragoes ou de avaliagoes da funcao
objetivo é um critério implicito para qualquer método de otimizacao. A combinacao
de critérios de parada envolve uma hierarquizacao dos critérios, sendo que, qualquer
hierarquizacao é muito mais uma questao de arte e da experiéncia do projetista do que

uma questao da ciéncia exata.

4.3 Métodos de Otimizacao Unidimendional

Nesta segao serao apresentados alguns dos métodos de otimizacao unidimensional mais
comuns da literatura. Sao métodos que, pela sua simplicidade conceitual, nao sao capazes
de resolver a maioria dos problemas complexos em engenharia, porém, sao bastante tteis
no desenvolvimento de ferramentas tedricas e computacionais mais sofisticadas.

Nas subsecoes que se seguem serao apresentados métodos unidimensionais para resolver

o seguinte problema

minimizar f(x) (4.13)

sujeito a x € [a, b]

onde f : [a,b] — R é uma fungao, que para a finalidade de defini¢do dos métodos, apenas

continua em [a, b].
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4.3.1 Método da Comparacao de Pontos de Rede

Conforme o préprio nome diz, o Método da Comparacao de Pontos de Rede consiste em
dividir o dominio da funcao objetivo f em N pontos, avaliar o valor de f nos pontos
criados e entao escolher aquele que fornece o menor valor entre todos os pontos criados.
Talvez este seja 0 método de otimizagao mais simples (simplicidade conceitual) que existe.
A partir da escolha da quantidade de pontos N, a serem criados, o método é estabelecido

através da seguinte rotina:

b—a
Defina on = i 4.14)
)
Calcule fo:(a—l—z'(SN)—?N,i: 1,2,--- N (4.15)
Escolha ¥ = min f(z) (4.16)
i=1,2,- ,N

Observe que este é um método passivo, isto é, nao fornece uma sequéncia de pontos
{1} que aproxima uma solug¢ao x* e que nao é necessario estabelecer nenhum critério de
parada. Para se ter uma solucao z* que aproxime a solucao exata x* com precisao menor

que € é suficiente tomar N tal que (b —a)/N < e.

4.3.2 Método da Bisseccao

Nesta secao serd definido outro método de otimizagao que nao depende do uso de derivadas
e que gera uma sequéncia {x;} convergente (assintoticamente) para um ponto de minimo

da funcao objetivo. Primeiramente considere a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.5. Diz-se que uma funcdo f : [a,b] — R é unimodal em [a,b], quando ela possui
um vnico minimizador global x* € [a, b], e é estritamente decrescente em [a, x*| e estritamente

crescente em [z*, b).



S5

De posse da definicao anterior, pode-se enunciar um Lema, que é a base do método

da Bisseccao para problemas unidimensionais de otimizacao.

Lema 4.6. Sejam f : [a,b] — R uma fun¢do unimodal e x* o minimizador global de [ em

la, b]. Entdo, para quaisquer pontos y, z € |a, b, com y < z, vale o seguinte:
i) se f(y) < f(z), entdo x* € [a, 2],
it) se f(y) = f(z), entd@o x* € [y, b.
Demonstracdo. Ver em Izmailov e Solodov (2007). ]

Como consequéncia do Lema anterior, comparando os valores da funcao unimodal f em
dois pontos de [a, b], pode-se obter a localiza¢ao do minimo global x* em um intervalo de
menor amplitude. Realizando este procedimento sucessivas vezes, gera-se uma sequéncia
de intervalos, com amplitude sempre menor do que a amplitude anterior. Quando se obter
um intervalo [ay, bg| tal que by — ap < €, onde € é a precisao requerida, é suficiente tomar
o ponto médio do intervalo [ag, bx] como aproximacao da solugao x*.

Seja f : [a,b] — R uma fungao unimodal. Defina a; = a,by = b, ¢; = (a +b)/2 ¢
calcule f(c;y). Tome k := 1. Entao, pode-se estabelecer a seguinte rotina para o método

da bisseccao:

i) Defina yr = (ar + cx)/2 e calcule f(yx). Se f(yr) < f(cx), definir agyq = ag, by =
Ck, Cke1 = Yk € passar ao terceiro item. Se f(yx) > f(cx), definir zx = (cx + br)/2 €

calcular f(z);

i1) Se f(cx) < f(zk), definir agy1 = yr, b1 = 2k, o1 = k. Se f(cx) > f(zx), definir

Qk+1 = Cg, bk+1 = by, Ck+1 = 2k,

i7i) Tomar k := k + 1 e retornar ao primeiro item.
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O Lema 4.6 garante que, apés a iteragao de indice k, tem-se que x* € [agy1,bpi1].

Além disso, tem-se que cx1 = (agy1 + bgr1)/2 €

b, — ax,
bpy1 — g1 = ———=--=—(b—a
+1 k+1
Suponha que o nimero maximo de avaliagoes da funcao objetivo seja N e que N seja
um nimero fmpar (apenas por conveniéncia). Neste caso, pode-se realizar, no méximo,
k= (N —1)/2 itera¢oes do método, o que resulta na seguinte estimativa para o erro de

aproximacao:

1
kaJrl — .%kH < bk+1 — Ag+1 < W(b — CL) ~ 0707N71(b — a) (417)

Resulta que, aumentando N, o erro diminui com taxa geométrica com razao g = 0.707.
A Figura 4.1 a seguir, ilustra a aplicacao do método da bisseccao para minimizacao de
uma fungao real.

YA YA

i i H
A1 = A Cpyr = Vi bty = ¢ by

H H >
— — ~
A Vi Ay1 = Ck Cpr1 = 2 byy1 = by X

=Y

Figura 4.1: Aplicacdo de uma iteragao do método da Bissecc¢ao.

Apesar de serem métodos unidimensionais e que sozinhos nao sao capazes de resolver
problemas complexos em engenharia, os métodos a serem descritos sao bastante tteis no

calculo do tamanto do passo para o Método do Gradiente ou como é mais comum na



57

literatura Método de Méaxima Descida (LOBATO, 2008; BRANDAO, 2010).

4.3.3 Meétodo da Seciio Aurea

O Método da Secao Aurea é um método que consiste em particionar o intervalo [a, b],
dominio de uma funcao unimodal, em duas partes tais que a razao entre o comprimento
do intervalo inicial [a,b] com o comprimento da parte maior é igual a razao entre parte
maior com o comprimento da parte menor. Suponha que seja escolhido um ponto z no
intervalo [a,b] e que z esteja mais préximo de a do que de b, conforme ilustra a Fig. 4.2

que se segue.

a z b

Figura 4.2: Escolha de um ponto z no intervalo [a, b].

Entao, considerando as razoes entre os segmentos descrita no paragrafo anterior,
obtem-se que:
b—a b—z
— (4.18)

b—z z—a

A equagao quadratica que representa a equagao anterior e suas raizes no intervalo [a, b]

sao dadas, respectivamente, por:

224+ (=3b+a)z+ (B*+ab—a®) =0 (4.19)
y(a,b) = (3 _2\/3> b+ (1 +2‘/5> a (4.20)
2(a,b) = (3 +2\/5> b+ (1 _2\/5> a (4.21)
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Note que a raiz y é o menor e que a raiz z é o maior ponto da secao aurea do intervalo
la,b]. A partigdo descrita acima possui uma certa relacdo com a Sequéncia de Fibonacci
e, evidentemente, com o Niimero Aureo (1 ++/5)/2 (1IZMAILOV ; SOLODOV, 2007).

A seguir é apresentado o Método da Secao Aurea. Supde-se que a fungao f seja

unimodal. Defina a; = a,b; = b,y = y(a,b) e z; = z(a,b) e tome k := 1. Entao:

i) Se f(yr) < f(2x), definir entdo apy1 = ap, b1 = 2k, Y1 = Y(Qhg1, bpy1) € 2pg1 =
yr. Se f(yr) > f(z), definir entdo api1 = Yk, bey1 = b Ypp1 = 2k € Zpy1 =

2( kg1, Dit1);

it) Tomar k := k + 1 e retornar ao primeiro item.

A Figura 4.3 a seguir ilustra a aplicagao de uma iteracao do Método da Secao Aurea.

}’4\

=Y

s o +
Aey1 = A Viyr  Ye = Zi1 2z = by by

Figura 4.3: Aplicacdo de uma iteracio no método da Secdo Aurea.

Sera feita uma estimativa sobre a convergéncia do método baseada na diminui¢ao
do intervalo original [a,b]. Primeiramente observe que yry1 = y(ags1,bpi1) € 2pr1 =

z(ags1,bry1). Sendo assim, tem-se que z* € [ag 1, bry1] € vale a seguinte expressao

b _ — I
k+1 — Ak+1 9 9

(V5 — D)ok —ax) _ (\/5—1) (b—a). (4.22)
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Na k-ésima iteragao, caso o tamanho do intervalo [ay41, bx1 1] seja menor que a precisao
requerida, toma-se qualquer ponto a1 € [ag41, bgr1] como aproximagao a solugao x*.

Note que a cada iteragao realiza-se apenas uma avaliacao da fungao objetivo, entao,
N avaliacoes da fungao objetivo permitem realizar k — 1 iteragoes. Assim, é possivel obter

a seguinte estimativa de erro para o Método da Secao Aurea:

||zk41 — "] < b1 — @ (4.23)

(4

N-1
5 ) (b—a)~0.618""1(b—a). (4.24)

Portanto, observa-se que no Método da Segao Aurea o erro tende a zero, quando N
tende ao infinito, mais rapidamente do que no Método da Bissec¢ao. Segundo Brandao (2010),
outro fato importante, que da nome ao método, é que a redugao do tamanho do intervalo,
de uma iteracao para outra, é obtida através de uma fracao do nimero aureo. O nimero
aureo aparece em diversas aplicacoes da matematica em todas as areas. Algumas curio-

sidades sobre o nimero dureo podem ser encontradas em Dunlap (1997) e Livio (2002).

4.3.4 Método de Interpolacao Polinomial

A ideia central dos Métodos de Interpolacao Polinomial é aproximar a funcao objetivo f
por um polindémio, usando valores de f em um certo niimero de pontos. O ponto que mini-
miza o polindmio interpolador serve como aproximacgao seguinte ao minimizador da fungao
objetivo f. A seguir é apresentada a implementagao para a interpolacao quadratica.
Considere f uma fungao a ser minimizada no intervalo [a, b]. Para aproximar, por in-
terpolacao, a funcao f por um polinomio quadratico, é necessario, trés pontos no intervalo

dado. Defina a; = a,b; = b e tome y; no interior do intervalo [a, b], ou seja, a; < y; < by
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e tome k := 1. A seguir é apresentada a rotina que deve ser implementada no método de

interpolagao polinomial quadratica.

i) Calcular

1 f(ar)(cg = ) + f(br) (ak — i) + f () (b — ai) |

T — =

2 f(ar)(ck — br) + f(br)(ar — c) + f(ex)(br — ax)’

(4.25)

i1) Se xp > yr e f(xg) < f(by), definir entdo agy1 = Tk, Yrr1 = Yk, bpr1 = bk
Se xx > yr e f(xr) > f(bg), definir entdo by = Tk, Apr1 = Ak, Yer1 = Yk;
Se xp <y e f(xg) < f(bg), definir entao by = xx, apy1 = ak, Yer1 = Yk;
Se xp <y e f(xg) > f(bg), definir entdo axi1 = Tk, Yk+1 = Yk, ber1 = b;

i7i) Tomar k := k + 1 e retornar ao primeiro item.

4.4 Meétodos de Descida

Para a descricao dos principais aspectos dos métodos de descida serd considerado o se-

guinte problema irrestrito em n variaveis

minimizar f(x) onde f:R" - R (4.26)

z e R"?

Como o proprio nome diz, os métodos de descida consistem em, dada uma aproximagao
xr da solucao do problema 4.26, encontrar uma diregao di tal que f seja descrescente
(pelo menos para pequenos passos) e a partir de 2% caminhar na regiao de descrescimento,

seguindo a direcao d,. Em cada iteracao é necessario calcular uma direcao de descida dy, e
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o tamanho do passo a; > 0. Os valores d;. e oy, devem satisfazer a seguinte desigualdade

g + apdy) < f(xg). (4.27)

Assim, o iterando seguinte é obtido através da seguinte férmula

Tpy1 = T + apdy, (4.28)

Brandao (2010) realiza, em sua dissertagdo de mestrado, um estudo tedrico analitico
e experimental de um método de descida. Lobato (2008) descreve sobre um método
de descida e apresenta uma descricao analitica e grafica das condigoes de otimalidade,
denominada condigbes de Karush-Kuhn-Tucker(KKT), para um problema com restrigoes
de igualdade.

Para descrever sobre métodos de descida é necessario primeiramente saber o que signi-
fica direcao de descida para, depois, saber como calcular o tamanho do passo na dire¢ao des
descida. A seguir é apresentada a defini¢ao de direcao de descida (IZMAILOV;SOLODOV,
2007; LOBATO, 2008; BRANDAO,2010).

Definicao 4.7. Diz-se que d € R" é uma direcao de descida da funcdo f : R" — R no ponto

x € R, se existe um € > 0 tal que

flz+td) < f(z) Vte(0,€ (4.29)

Denota-se por D¢(x) o conjunto de todas as dire¢des de descida da fungdo f no ponto .
Lema 4.8. Seja f : R® — R uma funcdo diferencidvel no ponto x € R". Entdo:

i) Paratodo d € Dy(x), tem-se que (V f(x),d) < 0;
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it) Se d € R" satisfaz (V f(x),d) <0, tem-se que d € Dy(x).
Onde ( , ) denota o produto interno (escalar) em R".

Demonstracdo. Ver em Izmailov e Solodov (2005). ]

Lembrando da definicao de angulo entre vetores da geometria analitica, tem-se que a
desigualdade (V f(x),d) < 0 é equivalente a dizer que a dire¢ao d forma um angulo maior
de 90° com a diregao do gradiente V f(z). A Figura 4.4 que se segue, ilustra o conjunto

de descida em um ponto, a partir das curvas de nivel de uma fungao genérica.

2 A

Regido de Descida

vf

Ny
>
X

1

Figura 4.4: Conjunto de Descida Dy(x).

Observacgao - Segue que d = —V f(x) é uma diregdo de descida de f no ponto x, mais
ainda, é possivel mostrar que d = —V f(x) é a diregdo de maxima descida da fungao f no
ponto z (IZMAILOV;SOLODOV, 2005; BRANDAO, 2010).

Neste momento ja estd bem caracterizada a regiao de busca por direcoes de descida.
Resta agora saber como calcular o tamanho do passo na diregao de descida. Na defini¢ao
de descida é garantido apenas que, para pequenos passos na direcao de descida, a funcao
diminuiria seu valor. O comprimento do passo ¢é calculado a partir da observagao do

comportamento da funcao f ao longo da semi-reta a partir de x na direcao de d. Por
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este motivo, os procedimentos para o calculo do tamanho do passo sao chamados de busca
linear. A seguir estao listadas as principais estratégias descritas na literatura para a busca
linear para o método da méxima descida ou método do gradiente (IZMAILOV;SOLODOV,
2007; BRANDAO, 2010).

e Regra da Minimizagcao Fxata Unidimensional

Como deseja-se diminuir o valor da funcao objetivo caminhando em sentido a uma diregao
de descida, nada é mais natural que definir, na k-ésima iteragao, o tamanho do passo como

sendo o argumento que satisfaz o seguinte problema de minimizacao unidimensional:

ty = argmin{p(t) = f(xx —tV f(x 4.30
k= argmin{p(t) = f(a flzn))} (4.30)
>0
onde ¢ : (0,00) — R ¢ uma fungao real de uma varidvel.
Primeiramente observe que, sendo —V f(zy)) uma diregao de descida, o problema 4.30,
possui solugao. Observe ainda que, caso a funcao f seja diferenciavel, para toda direcao

de descida dg, segue que

0= (tr) = (Vf(xp + trdr), di) = (V f(2r41), di) (4.31)

Se Vf(zry1) # 0, do ponto do vista da geometria do problema, o ponto zy.; é a
inteseccao da semi-reta, que inicia-se em x e com direcao dj com a curva de nivel que
passa pelo ponto xx1. Em particular, o método do gradiente move-se sempre em passos

perpendiculares, isto é, duas direcoes de descida consecutivas sao perpendiculares. De
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fato, tem-se que

(Th1 — T, T2 — Tgr) = (—teVf(@r), =t 1V (Tr1)) (4.32)

= b1t (V [ (@k), V[ (k1))

Note que, pela Equacao 4.31, tem-se que (V f(xy), V f(zry1)) = 0, assim pode-se ver
que dois passos consecutivos no método do gradiente sao perpendiculares. A Figura 4.5
ilustra alguns passos consecutivos para o método do gradiente com a escolha do tamanho

do passo através da minimizacao exata.

X

Figura 4.5: Geometria do método do Gradiente com passo obtido pela minimizacao exata.

Neste momento é conveniente ressaltar que para resolver, de forma aproximada, o
problema 4.30 (minimizagao unidimensional) pode-se utilizar qualquer um dos métodos
descritos na secao anterior deste capitulo.

A seguir é apresentado um teorema que garante a convergéncia do método do Gradi-

ente, com a escolha do tamanho do passo pela minimizacao exata.

Teorema 4.9. Seja f : R" — R wuma funcdo com derivada continua. Suponha que para um
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determinado x( o conjunto de nivel

Ly(f(wo)) = {z € R"; f(z) < f(w0)} (4.33)
seja fechado. Se {x}.} é a sequéncia gerada pelo Método do Gradiente, com ponto inicial x, e
com o tamanho do passo determinado pela minimizacdo exata, entdo tem-se que:
i) a sequéncia {xy} é limitada;
i1) todo ponto de acumulagéo de {x}} é ponto critico da funcdo f.
Demonstragcdo. Ver em Izmailov e Solodov (2007). ]

Para finalizar o assunto da minimizagao exata unidimensional, note que este processo
pode ser demasiadamante caro do ponto de vista computacional. Sendo assim faz-se
necessario utilizar alguma estratégia para encontrar t; que minimize a funcao f na direcao
de descida —V f(zx). Os métodos da bisseccao, segdo durea, interpolagao polinomial sao
bastante utilizados no intuito de encontrar uma solugao aproximada para o problema de

minimizagao unidimensional.
e Regra Regularizagao Proximal

Na Regularizacao Proximal a escolha do tamanho do passo, na k-ésima iteracao, é o

argumento que satisfaz o seguinte problema de minimizacao unidimensional:

ty = argmin{p(t) = f(zr — tVf (1)) + ||V f(z)]|*t*} (4.34)

t>0

onde ¢ : (0,00) — R é uma fungao real de uma varidvel e ay, > 0.

e Regra de Armijo
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Outra estratégia para escolha do passo no método do Gradiente é calcular o compri-
mento deste passo que resulta em um decréscimo suficiente da funcao f em relagao ao
valor f(xy). Esta idéia surge com a intencao do célculo do tamanho do passo ser mais
econdomico do que na minimizagao exata unidimensional.

A Regra para escolha do tamanho do passo no Método do Gradiente denominada
Regra de Armijo pode ser definida pelas condigoes abaixo. Suponha que a funcao f
possua derivada primeira continua e escolha parametros ¢ > 0 e 0,0 € (0,1). Tome

t, = t, entao:

a) Verificar se a desigualdade

é satisfeita ou nao;

b) Se a Equagdo 4.35 ndo se satisfaz, entao tome t, = 6t e retorne ao passo a). Caso

contrério, aceita-se t;, =t como valor do comprimento de passo.

Izmailov e Solodov (2007) mostram que a Regra de Armijo estd bem definida e até
estabelecem uma cota inferior para o valor do comprimento de passo dado pela Regra de

Armijo.
e Regra do Gradiente Lipschitz

A seguir sera apresentado um conceito para auxiliar na definicdo da regra do Gradiente

Lipschitz.

Definicao 4.10. Diz-se que uma funcdo f : R™ — R ¢é Lipschitz continua se existe uma cons-
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tante L satisfazendo

£ (x) = fFWII < Lllx = yll, Yo,y € R™. (4.36)

O infimo das constantes L para os quais a desigualdade acima é vdlida é chamado de Constante

de Lipschitz.

Na Regra do Gradiente Lipschitz, como o préprio nome diz, supoe-se que o gradiente da
funcao f satisfaz a definicao 4.10 com constante de Lispschitz L. A regra do Gradiente
Lipschitz, para a escolha do tamanho do passo no método do Gradiente, é dada pela

determinacao de constantes 01, 09 e t; tais que

1
— 40 <1 e O<51<tk<L (4.37)

20, (1—05)

A seguir é apresentado um teorema sobre a convergéncia do Método do Gradiente,

com o tamanho do passo determinado pela regra do Gradiente Lipshitz.

Teorema 4.11. Suponha que uma funcdo f : R" — R possua derivada continua e que o gradi-
ente seja Lipschitz com constante L. Se {x}} é a sequéncia gerada pelo Método do gradiente,

com a escolha do tamanho do passo determinado pela Regra do Gradiente Lipschitz, entdo

i) existe 3 > 0 tal que f(rpi1) < f(x) = Bl[Trer — zxl]*;
it) {f(xy)} é mondtona ndo crescente e convergente;
o0
iii) Y ||wrer — zil] < oo;
k=0
iv) lim ||zge1 — zkl| = 0;
k—o0

v) se {xy} converge para T, entdo T é ponto critico de f, i.e., V f(z) = 0.
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Demonstragdo. Ver em Izmailov e Solodov (2007). L]

Os autores Izmailov e Solodov (2007) apresentam, sob hipdteses variadas, algumas
demonstragoes de convergéncia do Método do Gradiente com vérios tipos de escolha do
tamanho do passo. Brandao (2010) também realiza um estudo sobre a convergéncia do

método do Gradiente e traz alguns exemplos aplicagoes praticas do método.

4.5 Método de Newton e Métodos Quase-Newton

O método, a ser descrito nesta secao, foi proposto inicialmente por Isaac Newton em 1669
para encontrar raizes de fungoes polinomiais. Pouco tempo depois, em 1690, J. Raphson
extendeu o método para fungoes de uma variavel. Por este motivo é muito comum, na
literatura, o método ser chamado método de Newton-Raphson. A consolidagao do método
estd ligada a nomes famosos da matemaética, tais como J. Fourier, L. A. Cauchy entre ou-
tros. Em 1818, Fourier provou que o método convergia quadraticamente desde que o ponto
inicial fosse tomado em uma vizinhanga da solugao procurada, enquanto Cauchy (1829-
1847) mostrou que o método se extende naturalmente para fungdes de vérias variaveis e
usou o método para provar a existéncia de raizes de algumas equagoes. Em 1916, os ma-
temdticos Fine e Bennet deram mais algumas contribui¢oes para o método. Fine (1916)
provou a convergeéncia para o caso n-dimensional sem a hipétese de existéncia de solugoes.
Bennet (1916) extendeu o resultado para o caso de dimensao infinita. Mais recentemente,
em 1948, Kantorovich (1948) provou a existéncia de solugao e a convergéncia do método
para operadores T : By — B, onde B; e B; sao espacos de Banach e 7 é um operador de-
rivavel qualquer. Os resultados de Bennet e Kantorovich merecem um destaque especial,
pois foram obtidos antes da descoberta dos fundamentos da Anélise Funcional; portanto,

estes autores podem ser considerados como alguns dos precursores dessa area tao impor-
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tante e bela da matemédtica. Mais informagoes sobre o desenvolvimento do método de
Newton podem ser encontradas em Ypma (1995) e suas referéncias.

Sabe-se que tratar questoes sobre a resolucao de equagoes, ou mesmo mostrar que
uma dada equagao possui solu¢ao dentro de um certo espago considerado, é objeto de
interesse em diversas dreas da Ciéncia Pura e Engenharia. O método de Newton é uma
poderosa ferramenta na obtencao de solucoes de equacoes dos mais variados tipos. A
grande importancia desse método reside no fato de que sob algumas hipdteses é garantida
a convergencia, a uma taxa relativamente alta, para uma solucao. O método de Newton
também é usado para mostrar outros teoremas importantes na matematica. Por exemplo:
teoremas de existéncia e unicidade de solucoes para certas equacoes diferenciais veja por
exemplo (KANTOROVICH;AKILOV, 1964; MOSER,1961), o teorema da funcao inversa
e implicita (KRANTZ;PARKS, 2002) e o teorema do mergulho isométrico veja (NASH,
1956).

Como foi descrito, o método de Newton foi concebido inicialmente como uma fer-
ramenta de resolucao de sistemas de equacoes nao lineares e nao como um método de
minimizagao. O método do Gradiente, descrito na secao anterior, ¢ um método de mi-
nimizac¢ao, porém o método de Newton, mesmo aplicado a um problema de otimizacao,
i.e., & equagao f'(x) = 0, tem a mesma “preferéncia”tanto para minimos quanto para
maximos, ou seja para quaisquer pontos estacionarios.

O método de Newton é um método que, sob hipdteses em relagao a segunda derivada
de f, possui convergéncia quadratica. Assim uma iteracao do método de Newton é signifi-
cativamente mais cara do que uma iteracao do método do Gradiente, que usa informagoes
apenas de primeira ordem. Em contrapartida o método de Newton é usado como base de
desenvolvimento dos métodos quase-newton (BRANDAO, 2010; IZMAILOV;SOLODOV,

2007). Os métodos quase-Newton possuem iteragdes bem mais baratas do que as do
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método de Newton e nem tanto mais caras do que as do método do Gradiente. Isto os
tem tornado altamente atrativos para uso computacional e sem duvidas estao entre os
métodos deterministicos mais eficientes entre todos os algoritmos de otimizagao (SOLO-

DOV; IZMAILOV, 2007).

4.5.1 O Método de Newton

O método de Newton foi originalmente concebido para resolver sistemas de equagoes do

tipo

¢(r) =0 (4.38)

onde ¢ : R — R" é uma funcao diferenciavel. Seja x; € R"™ uma aproximagao a uma
solucao z* da Eq.4.38. Em torno de x; podemos aproximar a Eq. 4.38 pela sua expansao

de Taylor de primeira order, ou seja, a Eq. 4.38 pode ser reescrita da seguinte forma

o) + @ (zp) (@ —21) =0 = 1 = 2 — J (a1)0(24) (4.39)

Onde J : R" — R™ é a matriz jacobiana de ¢. A relacao 4.39 é denominada de iteracao
do Método de Newton.

A Figura 4.6 a seguir, ilustra a aplicacao do método de Newton para resolver uma
equacao em um caso unidimensional.

Observe que na iteracao do Método de Newton, dada em 4.39, faz-se necessario que a
matriz J(xy) seja nao singular, para que a iteracao 4.39 esteja bem definida.

O método de Newton pode ser utilizado como método de otimizacao irrestrito, pois

para resolver o problema de otimizacao de uma funcao f : R® — R tem-se que encon-
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Figura 4.6: Geometria de aplicacdo do método de Newton.

trar pontos estacionarios, isto é, encontrar solucoes do sistema de equacoes nao lineares
Vf(x) = 0. Para escrever a iteragdo do método de Newton para encontrar solugoes de
Vf(z) = 0 serd preciso definir a derivada do gradiente da fungao f, isto é, a segunda
derivada da funcao f, que é chamada de Matriz Hessiana de f, no caso desta ser uma

funcao de varias variaveis.

Definicao 4.12. Seja f : R" — R uma funcdo que possui segunda derivada continua. A matriz

hessiana de f, é a matriz simétrica (Teorema de Schwarz (LIMA,2012)) definida por

oy ef . 9
0x1011 0x10z2 0210y
T T S
0x2011 0x201T2 0120y
Hy =
o*f % f . %f
0xn0x1 O0xn0x2 0110y

Para a utilizagao do método de Newton em otimizagao, o objetivo entao passa a ser

encontrar pontos estacionarios de f, isto é, resolver o sistema V f(x) = 0. De forma
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inteiramente analoga a realizada para obter a iteracao do método de Newton, dada pela
Eq.4.39, a iteracao do método de Newton para encontrar solugoes do sistema nao linear

V f(x) = 0 pode ser escrita da seguinte forma:

Ty = xp — [Hy ()] 'V f(21) (4.40)

Note que é necessario garantir que a matriz hessiana da fungao objetivo f seja nao singular
nos pontos da iteracao de Newton. A seguir sera apresentado um teorema que garante a
boa defini¢ao da iteragao do método de Newton bem como a convergeéncia da sequéncia

gerada pelo método.

Teorema 4.13. Sejam f : R® — R wuma funcdo com segunda derivada continua e x* € R"
tal que V f(x*) = 0. Suponha que a matriz hessiana de f seja ndo singular em x* e que seja

Lipschitz continua com constante L. Nestas condi¢coes:

i) para qualquer ponto inicial x, suficientemente proximo de x*, a iteracdo 4.40 gera uma

sequéncia {x;} bem definida e convergente para t*;

i1) a taxa de convergéncia é quadrdtica.
Demonstracdo. Ver em Izmailov e Solodov (2007). ]

Uma desvantagem do método de Newton é o fato da convergéncia ser apenas local, isto
é, se o ponto inicial for tomado numa vizinhanca de uma solucao e sob certas hipdteses a
sequéncia de Newton converge para a solucao em questao. Uma das principais vantagens
do método de Newton é o fato de que, sob certas condigoes, a taxa de convergeéncia
é quadratica. Porém o preco pago para isto é muito caro, pois necessita de hipdteses
sobre a segunda derivada da funcao objetivo f e do ponto de vista computacional os

calculos envolvendo a segunda derivada podem ser demasiadamente demorados, em certas
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aplicagoes da engenharia, tornando o método inviavel. Uma saida bastante utilizada para
contornar este problema ¢ a utilizagao de metodologias que visam obter uma aproximacao
da matriz hessiana ao invés de calcula-la. Estas metodologias serao vistas na proxima

secao deste capitulo.

4.5.2 Meétodos Quase-Newton

Segundo Izmailov e Solodov (2007) os métodos Quase-Newton sao bastante atrativos
para uso pratico computacional e sao, em geral, os mais eficientes e mais utilizados entre
todos os métodos deterministicos de otimizacao irrestrita. Considere o seguinte esquema

iterativo:

Tpt1 = T — kaf(xk)a k=0,1,2,--- (4.41)

onde, para todo k € N, Q) é uma matriz de ordem n simétrica positiva definida. Primei-
ramente note que a iteragao dada pela Eq.4.41 é um método de descida, basta observar

que se x, nao é um ponto estacionario de f, entao

(Vf(rx), =QiV f(z1)) = —(Vf(2x), Qe V f(21)) <O. (4.42)

e portanto, pelo Lema 4.8, —Q;V f(x;) é uma direcao de descida. Observe ainda que se
Qr = I, (matriz identidade de ordem n), entdao o processo iterativo 4.41 é o método do
gradiente com ay = 1 e quando Qy = [H,] ™!, a iteragdo 4.41 é o método de Newton Puro.
Os métodos Quase-Newton possuem a forma 4.41, onde as matrizes (J; sao aproximagoes
(num certo sentido) da matriz [H ]~ (z*), para alguma solugao x*.

H& um teorema denominado de Teorema de Dennis-Moré que afirma que na otimizacao
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de fungoes com segunda derivada continua, um método, para ser eficiente, deve utilizar
alguma aproximacao da segunda derivada da funcao objetivo. Métodos que usam ape-
nas aproximacgoes de primeira ordem possuem convergéncia no maximo linear (IZMAI-
LOV;SOLODOV, 2007).

Segundo Vanderplaats (1999), Izmailov e Solodov (2007) e Brandao (2010) o primeiro
método quase-Newton é o método Davidon — Fletcher — Powell (DFP), que utiliza uma
matriz )y positiva definida arbitraria e para todo k € N define a matriz QQx,, da seguinte

forma:

_ §e(€)'  (QuAf)(QsAS)
Qrr1 = Qr + NG GENNG, (4.43)

Note que todas as matrizes geradas através da Eq. 4.43 anterior sao matrizes simétricas,

positivas definidas e aproximam a matriz hessiana (IZMAILOV;SOLODOV,2007).
Segundo Izmailov e Solodov (2007) entre todos os métodos quase-Newton, o método

Broyden — Fletcher — Goldfarb — Shanno (BFGS) é considerado o mais eficiente. No

método BFGS a matriz Q1 é gerada através da seguinte forma:

B (& — QAL (&) + (& — QAL (& — QuASf, AF)ER (&)
W = et (6 A7) T a4

Como no método DFP, pode-se observar que as matrizes geradas através do processo 4.44

sao simétricas e positivas definidas.

4.6 Tratamento de Restricoes

Nesta secao serao descritos, de forma sucinta, alguns métodos de tratamento de restrigoes.

Para esta finalidade, o problema geral de otimizacao, a ser considerado, é formulado por:
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minimizar f(z), x&R" (4.45)
hi(z) =0, l=1,---,L
gi(z) <0, j=1,---,J (4.46)
x;’ﬂf < T < ?upa L= 17 y 1

onde hy, [ =1,--- ,Leg;, j=1,---,J sao as restri¢oes de igualdade e de desigualdade,
respectivamente. Segundo Lobato (2008) as restricoes em problemas de otimizagao sao
adivindas de limitagoes operacionais, economicas, fisicas, ambientais, entre outras.
Devido tanto a sua simplicidade conceitual quanto a sua ampla utilizagao, serao reali-
zadas apenas as descrigoes dos métodos de tratamento de restricoes baseados em Fungdes
de Penalidade. Nos métodos baseados em penalidade, o problema original, dado pelas das
Eq. 4.45 e 4.46, é aproximado por um problema irrestrito. Esta aproximagao consiste
em uma redefinicao da fungao objetivo, de forma que violagoes de qualquer uma das res-

tricoes sao penalizadas. A redefinicao do problema original é expressa matematicamente

por (VANDERPLAATS, 1999):

o(x,1,) = f(z) +rp,P(x) (4.47)

onde p(z,r,) é a fungdo Pseudo-Objetivo, 7, é chamado de fator de penalidade e P(x) é
chamada de funcao de penalidade.
A classificacao do métodos de penalizacao dependem da Funcao de Penalizacao esco-

lhida e possuem da seguinte forma (VANDERPLAATS, 1999):

e Penalizacao Externa
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Na Penalizacao Externa, a funcao Pseudo-Objetivo é penalizada apenas quando ocorre
a violagao de alguma das restrigoes, isto é, externamente ao conjunto viavel. Neste caso,

a Fungao de Penalizacao é dada por:

(max [g;(x), 0])2 (4.48)

J
=1

Pla) = > (@) + )

=1 7

Pode-se observar que a funcao pseudo-objetivo, na penalizacao externa, coincide com
a func@o objetivo dentro do conjunto vidvel. Segundo Vanderplaats (1999) o método da
Penalidade Externa deve ser iniciado com pequenos valores para o fator de penalidade,
como por exenplo r, = 1, e entao ser corrigido a cada iteracao por um fator multiplicativo,
como por exemplo algum valor entre 2 e 10. Um ponto interessante a se destacar é que
durante o processo iterativo na Penalizacao Externa o algoritmo pode convergir para a

solugao do problema original mesmo por pontos nao viaveis.
e Penalizacao Interna

A Penalizacao Interna, também conhecida como Método das Barreiras, caracteriza-
se por penalizar a funcao objetivo ainda no interior do conjunto viavel. A Funcao de
Penalidade deve ser definida de forma que a funcao objetivo seja penalizada quando
os pontos gerados pelo processo iterativo se aproximam internamente da fronteira do

conjunto viavel. Neste caso a Funcao de Penalidade é definida por:

P(z) =Y (h(x))* + Z fl) (4.49)

ou alternativamente por

P(x) =3 _(lu(@))* + 3 _log (~g;(x)) (4.50)

=1
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Observe que o fator —1/g;(x) > 0 e tendera ao infinito quando os pontos se aproxi-
marem da fronteira do conjunto vidvel, isto é, na ativacao da restricao g;(z). O mesmo
ocorre ao fator log (—g;(z)). Em ambos os casos de definicdo da Funcao de Penalidade,
o método gera uma barreira evitanto a violagao das restri¢oes (IZMAILOV;SOLODOV,
2007).

Vanderplaats (1999) recomenda que o método seja iniciado com um fator de penalidade
de valor elevado, como por exemplo 10° e que o mesmo seja atualizado por um fator
multiplicativo compreendido entre 0 e 1.

No capitulo 7 serda apresentado outro procedimento para tratamento de restrigoes.
Porém, neste novo método, o fator de penalidade é mantido constante durante todo o

processo iterativo.



Capitulo 5

Métodos Heuristicos de Otimizacao

Neste capitulo serao descritas algumas da principais heuristicas utilizadas na otimizacao
de funcoes nao lineares. Sao apresentados os principais mecanismos, denominados de
operadores, contidos em cada heuristica e que atuam “melhorando” as solugoes de uma
geracao para outra com o objetivo de encontrar o conjunto solucao em um espaco de
busca viavel definido pelas restricoes. Métodos heuristicos de otimizacao tém sido uti-
lizados com sucesso por diversos pesquisadores para resolverem problemas importantes
da engenharia tais como: estimacao de parametros cinéticos e dinamicos da fermentacao
de etanol (WANG et al., 2001), identificacdo de forcas externas em sistemas mecanicos
(ROJAS, 2007), estimagao de parametros de secagem em secadores rotativos (LOBATO
et al., 2008), técnicas de modelagem e otimizacao aplicados a problemas de projeto e de
identificagao de parametros (VIANA, 2008), otimiza¢ao multiobjetivo para o projeto de
sistemas (LOBATO, 2008), problemas inversos em transferéncia radiativa (NETO; BEC-
CENERI, 2009), projeto 6timo robusto de absorvedores dinamicos de vibragoes (BOR-

GES, et al., 2010), projeto de sistemas mecanicos nao lineares (BORGES et al., 2013).
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5.1 Algoritmos Genéticos - AG

Os Algoritmos Genéticos tém a sua base cientifica fundamentada na Teoria da Evolucao
de Darwin, onde individuos mais bem adaptados ao meio ambiente possuem maior pro-
babilidade de sobrevivéncia e de deixarem descendentes para as proximas geragoes. Os
AG tém a sua origem principalmente no trabalho de John Henry Holland (1975) na
Universidade de Michigan. Porém, foi um de seus alunos, David Goldberg, quem popu-
larizou o método ao resolver um importante problema sobre transmissao de gas em uma
tubulacdo em sua dissertacao de mestrado (GOLDBERG, 1989). Ainda segundo Gold-
berg, os AG diferenciam-se dos algoritmos classicos de otimizacao em basicamente trés

aspectos (GOLDBERG, 1989):

e cxploram melhor o espaco de projetos por trabalharem com toda a populagao e nao

somente com um individuo;

e utilizam apenas o valor da fungao objetivo e nao utilizam técnicas proprias de oti-

mizagao deterministica tais como as derivadas;

e nao necessitam de nenhum conhecimento detalhado do problema, apenas de uma

forma de avaliar o resultado.

Em analogia ao processo de evolucao das espécies, as solucoes candidatas sao chamadas
de individuos, também referidos na literatura como cromossomos, cadeias de caracteres, ou
cadeias binarias (HAUPT e HAUPT, 1998; DEB, 2001). Nos AG uma populagao é criada
e é entao permitido a ela se adaptar ao espaco de projeto. Os individuos desta populagao
sao submetidos a cruzamentos entre eles, sendo que individuos mais adaptdveis possuem
maior probabilidade de serem utilizados nestes cruzamentos. A medida que indica a

adaptagao de um individuo da populacao corresponde ao valor da funcao objetivo do
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problema de otimizacao. Objetivando aumentar a diversidade da populagao é permitido
aos individuos sofrerem algum processo de mutacao. A medida que as geracoes avangam
melhores individuos sao gerados e entao tem-se que a avaliagao da populacao descendente
¢ sempre melhor que a avaliagdo de alguma populagdo em uma geracao ascendente. O

processo geral dos AG podem ser resumidos através dos passos:

e gera-se, de forma aleatéria, uma populagao inicial de individuos;
e realiza-se a codificacao da populagao;

e efetua-se uma sequéncia repetitiva de procedimentos como: avaliar, selecionar, re-
combinar (cruzamento - crossover), e modificar (mutagao), gerando assim novas

geracoes com melhor avaliacao;

e realizar o procedimento anterior até que algum critério de parada seja satisfeito.

Como os AG sao baseados em um processo elitista de selegao dos individuos para re-
produgao, todos os procedimentos acima sao efetuados com base na aptidao (melhor valor
da fungao objetivo) dos individuos da populagao. Assim os individuos mais aptos terao
uma maior probabilidade de serem selecionados para reprodugao (cruzamento), passando
para seus descendentes parte do seu material genético. A sequéncia de procedimentos é
realizada até que um critério de parada seja satisfeito, sendo que um nimero méaximo de
geracoes deve ser estabelecido a priori.

Quanto a codificacao dos individuos da populacao, ela pode ser expressa na forma
binéria ou continua (ntimeros reais ou pontos flutuantes). Nesta secdo serd descrito um
algoritmo genético binario. Os AG usam um vocabulario emprestado da genética. Abaixo
sao apresentados os termos mais comuns que serao utilizados na descricao do algoritmo

genético:
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e cromossomo - E a estrutura que representa uma variavel de projeto, denominado
como sendo um individuo. Cada cromossomo deve possuir n subestruturas que

correspondem as n coordenadas de cada variavel de projeto no espaco de busca;

e gene - E a unidade bésica de hereditariedade, sendo carregada em um cromossomo na
forma de DNA. Cada cromossomo deve possuir n genes, isto é, cada gene representa
uma variavel de projeto x;. Na codificacao de parametros bindria deve-se estabelecer
qual é o comprimento de cada gene, isto é, qual a quantidade de bits que representara

cada gene;

e alelos - Sao as unidades presentes em cada gene do cromossomo. Cada gene deve
possui m alelos que é a quantidade de bits de cada gene. O comprimento m depende
da precisao requerida para o problema e da amplitude do intervalo definido pelas

restricoes laterais.

A Equagao 5.1 abaixo exemplifica o que foi descrito acima sobre a estrutura de um

cromossomo (individuo). Observe que, neste caso, cada gene foi descrito com cinco alelos.

1 X9 x; Tn
Cromossomo = |11010 00101 ---1010L --- 10011 (5.1)
gene gene gene i gene n

A Figura 5.1 abaixo representa um fluxograma com o esquema de otimizagao por
algoritmos genéticos.

Nas proximas subsecoes serao apresentados os operadores de sele¢ao, cruzamento e
mutacao. Na pratica tem-se verificado que a consisténcia de um AG é garantida por estes

trés operadores (HAUPT;HAUPT, 1998).
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Figura 5.1: Fluxograma esquematico do processo de otimizagdo de um AG.

5.1.1 Operador Selecao

Apés a realizacao do processo de escolha da populacao inicial, que pode ser realizado de
forma aleatéria ou definida pelo usuario, e da codificagao das variaveis, faz-se necessério
a selecao dos individuos que serao usados nos cruzamentos. Dois pais selecionados para
cruzamento geram apenas dois descendentes, porém a dimensao da populagao inicial per-
manece constante durante todo o processo de otimizacao. Variagoes destas idéias sao
encontradas em varios trabalhos. O processo de selecao dos AG ¢ elitista, e portanto ten-
dencioso no sentido de produzir membros mais adaptados e eliminar os menos adaptados.
Desta forma os cruzamentos sao realizados com os melhores individuos e espera-se que a

convergencia do algoritmo seja rapida. Abaixo sao descritos trés tipos de selecao.

e Selecao Aleatoria - como o proprio nome ja indica, a selegao é realizada de forma

totalmente aleatéria para um posterior cruzamento;

e Selecao por Torneio - dois individuos sao escolhidos de forma aleatéria. A seguir

gera-se um numero aleatério p € [0, 1]. Se p for menor que um nimero previamente



83

definido, que determina o quanto o operador de selecao sera elitista, entao o in-
dividuo com maior aptidao é escolhido e o outro eliminado; caso contrario, o menos

apto ¢é escolhido e o mais apto ¢ eliminado.

Selecio pela Roleta - uma forma bastante utilizada para realizar a selegao é o Método
da Roleta (roulette whell), no qual a probabilidade de sele¢ao de um individuo é
diretamente proporcional ao valor correspondente da funcao objetivo, que é uma
medida de sua adaptacao. Se f; indica a medida de adaptacao do i-ésimo individuo
(Ind; = i-ésimo individuo) da populagao, pode-se associar este individuo a uma
probabilidade p; = f;/ Zf\fl fi , onde N, é o tamanho da populagao. Em seguida a
roleta, de area 1, ¢ dividida em N, partes, cada uma com érea p;, ¢ = 1,2,--- | N,

em ordem decrescente dos valores de p;. Criam-se os seguintes /N, niimeros

@1 =Pp1,q2=Dp1+P2,-c ¢ =p1+pP2+ -+ Dt N, =P1 P2+ T DN,

onde p; > pa > -+ > pn, e portanto 1 < g2 < -+- < gy, = 1 isto ¢, as probabi-
lidades foram colocadas em ordem decrescente de tamanho. Geram-se /N, nimeros
aleatérios no intervalo [0,1]. Para cada numero aleatério gerado, seja g; o pri-
meiro valor da seqiiéncia crescente qi, g2, -+ ,qn, = 1 tal que g; seja maior que este
numero aleatério. Entao o individuo Ind; é selecionado. Repete-se este procedi-
mento até que todos os numeros aleatérios sejam testados. Observa-se que este
procedimento privilegia os individuos mais aptos, que podem ser selecionados mais
de uma vez, ao passo que individuos menos aptos podem até nao serem selecionados
para reprodugao. Depois de selecionados, os cromossomos (individuos) passam para

a proxima etapa do Algoritmo Genético, que é denominada Cruzamento.
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5.1.2 Operador Cruzamento

No processo de reprodugao serao usados os individuos (cromossomos) determinados pelo
processo de selecao. O operador de cruzamento é a primeira forma do algoritmo explorar
o espaco das variaveis de projeto (espaco de busca) e evitar uma convergéncia prematura,
isto é, evitar 6timos locais (HAUPT;HAUPT,1998). Existem diversas formas de realizagao
do cruzamento. Sera descrita aqui uma forma de cruzamento que envolve dois pais que irao
produzir dois descendentes. Na literatura pode-se observar outros tipos de cruzamentos
nos trabalhos de Goldberg (1989), Michalewicz (1996) e Reeves (2003).

Uma probabilidade de cruzamento P., definida a priori pelo usudrio, é usada para
determinar se o cruzamento sera realizado. Pode-se utilizar como estratégia de cruzamento
a de se escolher um ou dois pontos de cruzamento na cadeia binaria, e efetuar a troca dos
digitos 0’s e 1’s entre os dois pais para todos os digitos entre os pontos de cruzamento
(para o caso de dois pontos) ou efetuar a troca de 0’s e 1’s entre os pais a partir deste ponto
de cruzamento (para o caso de um ponto). A Figura 5.2 a seguir mostra um cruzamento
a partir de um ponto.

Ponto de Cruzamento
Posigao k

Figura 5.2: Representag¢do de um operador de cruzamento pontual.
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5.1.3 Operador Mutacao

A mutagao protege a busca genética de uma perda prematura de bom material genético.
Uma estratégia simples de mutagao é a mutacao de ponto unico, que muda o bit “0”
para “1”7 e vice versa em algumas posi¢oes do cromossomo. Uma forma de realizar a
mutacao ¢é selecionar aleatoriamente a posicao em um cromossomo, obedecendo a uma
probabilidade de mutacao P,, pré-estabelecida e mudar o valor do bit. Outra estratégia
utilizada com frequéncia é para cada bit gerar um nimero aleatério no intervalo [0,1] e
comparar este ntumero aleatério com a probabilidade de mutacao P,,. Caso o numero
aleatorio gerado seja menor que a probabilidade de mutacao P, ¢é feita a mutagao nos
bits correspondentes. Geralmente usa-se P, igual a 1% (HAUPT;HAUPT, 1998). Depois
de realizadas as mutagoes, os cromossomos resultantes compoem a préxima geracao. A
Figura 5.3 a seguir, representa um processo de mutacao em um cromossomo.

Pontos de Mutagao
Posigoes j e k

BT [ 17 =
B T TT EE
Figura 5.3: Representacdao de um operador de mutagdo em dois pontos.

De acordo com Filho et al. (1994), desde que Holland propos seu modelo bésico para um
AG, tem sido introduzidos varios operadores genéticos na composicao de um AG. Eles
sao, em geral, versoes de cruzamento e alteragao dos processos genéticos adaptados as

necessidades de problemas especificos.
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5.2 Evoluc¢ao Diferencial

Com o objetivo de resolver o problema de ajuste polinomial de Chebychev, Kenneth Price
e Ranier Storn desenvolveram o algoritmo de Evolugao Diferencial (Differential Evolution
- DE) (STORN;PRICE,1995). A principal motivacao para a criacao do método ED foi a
lenta taxa de convergéncia e a dificuldade de determinacao de alguns parametros apresen-
tada pelo algoritmo denominado Recozimento Genético, que fora anteriormente proposto
por Price em 1994. O algoritmo Recozimento Genético é uma técnica de otimizacao
estocastica, baseada em populacao, que alia informacgoes dos algoritmos Recozimento Si-
mulado e Algoritmos Genéticos (NETO;BECCENERI, 2009). Outro aspecto interessante
que motivou o desenvolvimento do algoritmo DE foi sua eficiéncia na resolucao de pro-
blemas complexos utilizando conceitos relativamente simples. Uma grande vantagem do
algoritmo de DE é a capacidade dele em trabalhar com funcgoes nao lineares até mesmo
descontinuas, sem uso de derivadas.

Segundo Lobato (2008) a eficiéncia do algoritmo DE estd associada as seguintes ca-

racteristicas:

e ¢ uma heuristica baseada em populacao;

e nao requer o conhecimento de derivadas da fungao objetivo e funciona bem mesmo

quando é aplicado em fungoes descontinuas e com multi-modalidade;

trabalha com varidveis continuas, discretas, inteiras e/ou bindrias ao mesmo tempo

sem ter que reestruturar o problema original;

funciona bem mesmo quando a populacao inicial é pequena.

Storn e Price (1997) orientam a escolha dos fatores de controle do algoritmo DE.
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Segundo os autores, o fator de perturbacao F),, a probabilidade de cruzamento P, e o

tamanho da populacao N, devem satisfazer as condigoes:

e a populagao inicial deve ser gerada o mais proximo possivel da superficie fronteira

do dominio da funcao objetivo;

a probabilidade de cruzamento P. deve ser escolhida tal que P. € [0,1]. Caso

nao ocorra a convergéncia ao usar valores pequenos para P., deve-se entao utilizar

P. € 10,8;1};

o tamanho da populacao deve ser um nimero de 5 a 10 vezes o nimero de variaveis

de projeto;

o fator de perturbagao Fj, deve ser considerado no intervalo [0, 2; 2];

e quanto maior for o tamanho da populacao, menor deve ser o fator de perturbagao

E

12

A ideia central do algoritmo DE é gerar vetores, chamados de vetores modificados ou
doadores, pela adicao de uma diferenca vetorial ponderada entre dois vetores aleatérios
(ou ndo) da popula¢do a um terceiro vetor. Esta operagdo é chamada de Mutac¢do. As
coordenadas deste novo individuo (vetor) doador sdo misturadas com as coordenadas
de outro vetor escolhido aleatoriamente (ou o melhor individuo da geragao), denotado
por vetor alvo ou vetor a ser substituido, resultando em outro vetor chamado de vetor
experimental. Esta operagao é chamada de Cruzamento. Se o valor da funcao objetivo do
vetor experimental for menor que o valor da fungao objetivo do vetor alvo, entao o vetor
experimental serd o vetor alvo da préxima geracao. Esta operacao é chamada de Selec¢ao.

O algoritmo ¢ executado até algum critério de parada ser satisfeito. Nas préximas secoes
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serao descritos com mais detalhes cada um dos operadores citados acima e também serao

realizados alguns comentarios sobre o algoritmo DE.

5.2.1 Operador de Mutacao

Considere z,, 23 e x, trés vetores distintos, no espaco de projetos, escolhidos de forma
aleatoria a partir de uma populacao dada. Para gerar um vetor doador V', pode-se pro-

ceder da seguinte forma:

V =x4+ F,(xg — ) (5.2)

Existem outras propostas de geracao do vetor doador onde o vetor z, é o melhor
individuo da geracao corrente (xp.5) e/ou a diferenca vetorial, que aparece acima com
dois vetores, é realizada com quatro vetores, isto é, vetores doadores podem ser obtidos

através das férmulas:

V' = Tpest + Fp(‘rﬂ - xW) (5.3)

ou

V=x,+F,(xp —xy+ 2, — ) (5.4)

ou ainda por

V' = Zpest + Fp(xs — 2y + 2, — 7)) (5.5)

onde os indices a, 3, v, it e 1) sdo distintos entre si e pertencem ao conjunto {1,2,---, N,},
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onde N, é o tamanho da populagao. A Figura 5.4 a seguir ilustra a geracao de um vetor

doador a partir de trés vetores z,,xg e x, distintos.

X A E, (x5 — xy)

Minimo

Xp

V=x4+E(pg—x,)

>
>

X1

Figura 5.4: Geracdo de um vetor doador no algoritmo DE. Adaptada de
(PRICE;STORN;LAMPINEN, 2005).

5.2.2 Operador de Cruzamento

Este operador tem como objetivo aumentar a diversidade dos vetores que sofrem a mutacao,
isto é, dos vetores doadores. Sejam z¢ e V' vetores alvo e doador respectivamente. Uti-
lizando as coordenadas dos vetores we = (zg, 27, - ,xév’””‘) eV = (v,v9, 0N, ),
cria-se um novo vetor U = (uy,ug, -+ ,uy,,,), denominado vetor experimental, através
da seguinte regra

v;, serand; < P,

v — (5.6)
xt, serand; > P,

onde rand; é um nimero aleatério no intervalo [0, 1] e a probabilidade de cruzamento P,
é tal que P, € [0,1]. Este tipo de cruzamento é denominado de cruzamento binomial, pois
é obtido por experimentos entre dois vetores, alvo e doador. A Figura 5.5 a seguir ilustra

um cruzamento bimomial em um caso com sete variaveis de projeto.



90

i=1
i=2 rand, < P.
rand, < P,
i=7 rand; < P,
Doador Alvo Cruzamento

Figura 5.5: Cruzamento binomial no algoritmo DE. Adaptada de (PURCINA, 2010).

Outro tipo de cruzamento bastante utilizado na literatura é o cruzamento exponencial
(STORN;PRICE, 1997). No cruzamento exponencial as coordenadas do vetor experimen-
tal sao iguais as do vetor doador enquanto o nimero aleatério for menor que a proba-
bilidade de cruzamento. A partir do momento que o nimero aleatério for maior que a
probabilidade de cruzamento, as coordenadas do vetor experimental passam a ser obtidas
do vetor alvo. Oliveira (2006) descreve com detalhes outros tipos de cruzamentos que

podem ser realizados no algoritmo DE.

5.2.3 Operador de Selecao

O operador de selecao tem a funcao de selecionar os melhores individuos para a préxima
geracao. Assim, se o vetor experimental U possui menor valor quando avaliado na funcao
objetivo do que o valor na fungao objetivo do vetor alvo x¢ entao o vetor experimental
passa para a proxima geragao, caso contrario ele é descartado. O operador de selecao

pode ser descrito pela seguinte regra:



91

o fU) < fze) = x¢ = U; .

fU) > f(ze) = x¢ = 26

5.2.4 Estratégias do Algoritmo DE

As variacoes das formas de realizar as operacoes de mutacao e de cruzamento corres-
pondem a estratégias distintas de execucao do algoritmo DE. A notacao utilizada para

representar a estratégia escolhida é DE /x/y/z, onde:

i) x indica, na operagao de mutagdo, o vetor que serd somado a diferenga ponderada.

Pode ser rand ou best;

i7) y indica o nimero de diferengas ponderadas usadas na soma com o vetor z na operagao

de mutacgao;

i7i) z indica o tipo de cruzamento que serd utilizado na execugao do algoritmo. Pode ser

binomial ou exponencial.

Nao ha como dizer qual é a melhor estratégia a ser escolhida quando se realiza uma
simulagao. Na literatura encontram-se trabalhos onde os autores mencionam que uma es-
tratégia especifica apresentou melhores resultados no problema estudado, porém também
¢é possivel encontrar autores que mencionaram que a escolha da estratégia pouco influen-
ciou nos resultados obtidos. Por exemplo, Angira e Babu (2005) e Babu e Anbarasu (2005)
observaram que a estratégia DE /rand/1/bin apresentou os melhores resultados em suas
simulagoes, enquanto Oliveira (2006), em sua pesquisa de mestrado, realizou diversas si-
mulacoes para diferentes casos e estratégias e concluiu que a escolha da estratégia nao

influenciou de forma significativa nos resultados e na ordem de convergéncia do algoritmo
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ED. A Tabela 5.1 indica algumas das principais estratégias utilizadas no algoritmo de

evolucao diferencial.

Tabela 5.1: Principais estratégias para mutacao e cruzamento no algoritmo DE

Estratégia Operador Mutagao Notagao
1 V =x,+ Fy(xs — ) DE/rand/1/bin ou exp
2 V=x,+ F(xpg—zy+z,— ) DE/rand/2/bin ou exp
3 V = Tpest + Fp(zp — 2) DE/best/1/bin ou exp
Z) V = pest + Fp(zs — 2 + 2, — 7)) DE/best/2/bin ou exp
5 V' = %o1q + Fy(Tpest — Totd + o — x3) | DE/rand-to-best/2/bin ou exp

onde x4 ¢ 0 melhor vetor da geragao anterior e xy.5; ¢ 0 melhor vetor da geragao corrente.

5.3 Colonia de Vagalumes

Os vagalumes sao sem duvida um dos insetos mais fascinantes da natureza. Sao insetos
noturnos da familia Lampyridae (ordem Coleoptera) e sao famosos por sua caracteristica
bioluminescente. Habitam principalmente as regides tropicais e temperadas e sua po-
pulacdo é composta por mais de 1900 espécies (ENCYCLOPEDIA BRITANICA, 2009).

Baseado no comportamento destes insetos, Xin-She Yang propos, na Universidade de
Cambridge, um algoritmo heuristico de otimizacao (YANG, 2008). Segundo Yang a biolo-
gia ainda nao possui um conhecimento completo de todas as utilidades que a luminescéncia

pode trazer aos vagalumes, mas pelo menos trés fungoes ja foram identificadas:

e a luminescéncia é uma ferramenta de comunicacao e de atracao para potenciais

parceiros de reproducao;

e serve como isca para a atragao de alguma eventual presa;
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e também serve como um mecanismo de defesa, pois é um sinal de alerta aos preda-

dores lembrando-os que os vagalumes possuem um “sabor amargo”.

O Algoritmo de Colonia de Vagalumes (ACV) é baseado principalmente na primeira
caracteristica, isto é, na atracao de parceiros para reproducao. Esta caracteristica é vista
em algumas espécies de vagalumes, onde a taxa de intermiténcia e a intensidade de cada
flash é parte essencial do mecanismo de atracao do sexo oposto para acasalamento. Na
maioria dos casos, as fémeas é que sao atraidas pelo brilho emitido pelos machos. Observa-
se também que quando ha uma grande quantidade de vagalumes numa mesma regiao,
entao ha uma sincronizacao na emissao dos flashes, que torna evidente uma caracteristica

de organizagao emergente (YANG, 2008).

5.3.1 O Algoritmo de Colonia de Vagalumes

Para a implementacao do ACV, Yang (2008) definiu trés regras simplificadoras para o

delineamento da execugao do algoritmo:
e qualquer vagalume da colonia podera ser atraido ou atrair;

e a atratividade de um vagalume é diretamente proporcional ao brilho emitido e in-
versamente proporcional a distancia entre os vagalumes (esta regra é baseada no

comportamento real destes insetos);

e 0 brilho emitido é determinado em comparacao com seu valor na funcao objetivo,

isto é, quanto melhor avaliado maior sera o seu brilho.

Para entender o ACV deve-se compreender como se dé a variacao da intensidade do
brilho percebido pelo vagalume e como é formulada a atratividade entre eles. Ainda

segundo Yang (2008), a atratividade de um vagalume é determinada pela intensidade do
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brilho emitido por ele, e esta intensidade é func@o de sua avaliagdo. A atratividade entre
dois vagalumes é inversamente proporcional a distancia entre eles. Sendo assim, deve ser
escolhida uma funcdo decrescente em relagao a distancia r = d(z;, z;) entre os vagalumes.

Tem sido amplamente utilizada a seguinte funcao:

8= foe " (5:8)

onde [y e 7y sao parametros pré-determinados do algoritmo: atratividade méxima (quando
r =0 e geralmente By = 1) e coeficiente de absorgao da luz, respectivamente.
Para explorar eficazmente o espaco de projetos, cada vagalume do enxame move-se

iterativamente de acordo com dois fatores:

e 3 atratividade de outros membros do enxame com maior intensidade de luz emitida

que varia de acordo com a distancia;

e um vetor de passo aleatdrio, para evitar uma convergéncia prematura.

k

Assim, na k-ésima iteragao, a movimentacao do i-ésimo vagalume x; em direcao ao

k

vagalume mais atrativo 27 (pelo menos pelo ponto de vista do vagalume z¥) é definida

pela equagao:

1
ot = ok 4 ﬁ(xf —zM +a (rcmd - 5) (5.9)

em que, o segundo termo da equacao insere o fator de atratividade 5 e o terceiro termo,
regulado pelo parametro «, permite a insercao de certa aleatoriedade no caminho percor-
rido pelo vagalume e rand é um nimero aleatério entre 0 e 1. Todos vagalumes da colonia

se movimentam de acordo com a Eq. 5.9 e a movimentagao dos vagalumes, em diregao a

solugao otima, é realizada até que algum critério de parada seja satisfeito. Observe que
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um vagalume nao necessariamente segue o vagalume mais brilhante (melhor avaliado na
fungao objetivo) da colonia e sim aquele que é mais atrativo a ele. Isto faz com que haja
uma maior diversidade na populagao de vagalumes, pois se todos seguissem o vagalume

mais brilhante a populacao se estagnaria em poucas geragoes.

5.4 Enxame de Particulas - EP

O algoritmo de Otimizagao por Enxame de Particulas (do inglés Particle Swarm Optimi-
zation) é uma heuristica baseada em populagao e que foi proposta por James Kennedy e
Russel Eberhart (KENNEDY;EBERHART,1995). Surgiu a partir de processos que mo-
delam o comportamento social de algumas espécies de péassaros e cardumes de peixes
onde cada ave (peixe) é uma particula e o bando (cardume) é o enxame. Existem véarios
modelos de comportamento social, dentre eles, Kennedy e Eberhart se interessaram por
um modelo particular desenvolvido por um biélogo chamado Frank Heppner.

Considere, por hipdtese, que um grupo de péssaros estd procurando por comida ou
local para descanso, em certa regiao. Suponha que nesta regiao hé apenas um local de
comida ou descanso e que os passaros nao sabem, a priori, onde esta este lugar. Qual é
a melhor estratégia para procurar este lugar? A estratégia escolhida por muitos grupos
de péssaros é a de seguir um péssaro que estd mais proximo da comida ou do descanso.
Através de regras simples que os passaros usam para se movimentarem, um passaro quando
sai do bando para pousar na comida ou no local de descanso acaba atraindo os passaros
mais proximos, isto ¢, os individuos aprendem com o sucesso da "melhor”ave do bando.
Outro fato a ser considerado é que cada individuo do bando faz uso de informacoes
pessoais para encontrar um local para descanso ou uma fonte de alimento. Assim faz-se

necessario um ajuste da capacidade individual de procurar uma boa solugao (exploracao -



96

exploration) e da capacidade de tirar proveito das informagoes do bando para alcangar seu
préprio sucesso (proveito - exploitation). Quando ha pouca exploragao, a resposta pode
convergir para a primeira boa solucao encontrada e quando ha pouco proveito, pode ser
até que a resposta 6tima nunca seja encontrada. Portanto, para aumentar as chances de
alcance da resposta esperada, deve-se balancear estes dois comportamentos observados:

o conhecimento individual e o de socializagao dos individuos do enxame.

5.4.1 O Algoritmo EP

No enxame definido pelo algoritmo EP, as particulas que o compoe comunicam-se para
compartilhar o conhecimento que cada uma adquiriu e, desta forma, aumentam sua ca-
pacidade de tomada de decisao, nao baseada apenas em um conhecimento individual de
cada particula, mas no conhecimento do enxame. Abaixo sdo estabelecidas as notacoes
necessarias para o entendimento do algoritmo. Cada particula z; do enxame, na iteracao

k sera representada pelos seguintes vetores:

k— (gh ok kY

e a posigao atual da particula (n-dimensional): x; TV, Xy e Ty

e a melhor posigao encontrada pela particula até o momento: pj_,;

e a sua velocidade atual: vF = (v¥ vk ... oF).

O enxame de particulas também guarda um vetor p;“’4"™, que representa seu conhe-

cimento social. Este vetor armazena a melhor posicao encontrada, em todas as iteragoes,
quando todas particulas do enxame sao consideradas.
O EP faz uso de um vetor de velocidades e um vetor de posicao para modelar o

comportamento (movimento) das particulas do enxame. O vetor de velocidades e o vetor
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de posigao das particulas sao atualizados pelas seguintes equagoes:

7 k swarm k
k+1 k Ppest — L5 Phest —
Ui = w4 erp e + Gy ——————— (5.10)
’ ! At At
ot = o 4 F AL (5.11)
onde r e ry sao numeros aleatérios uniformemente distribuidos entreOelei =1,2,--- | N,

sendo que N, é o tamanho da populagao. A figura abaixo ilustra, para um caso bidimen-
sional, a atualizacao da velocidade quando consideradas duas particulas.

Existem trés parametros que devem ser controlados pelo usudrio na simulacao do
algoritmo EP, s@o eles: a inércia w da particula, e os dois parametros ¢; e ¢o (cognitivo e
social respectivamente). A inércia controla a capacidade do algoritmo em explorar, isto
é, um valor alto de w facilita um comportamento mais global, enquanto um valor baixo
facilita um comportamento local (VENTER;SOBIESZCZANSKI-SOBIESKI, 2002). Os
parametros de confianga ¢; e ¢y indicam o quanto uma particula confia em si (¢;) e no

enxame (cz). A Figura 5.6 ilustra o movimento de uma particula no algoritmo EP.

X2 A 0] posigdo corrente
(6] proxima posigao
Uk Uy velocidade corrente
Vk+1 Vg velocidade na diregdo de pju ™
v, v, veloc%dade na dire¢@o de ppes;
& V41 velocidade resultante
1% swarm Atq
cwarm P pivs 0t¥mo do enxame
Pbest Dpest  Otimo da particula
Dbest

-
X1

Figura 5.6: Movimento de uma particula no algoritmo EP. Adaptada de (VIANA, 2008).

Apoés a definicao dos parametros do algoritmo EP e da criacdo de uma populacao

inicial, o processo de otimizacao pelo algoritmo de enxame de particulas consiste em uma
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sequéncia repetitiva das operagoes:

atualizar o vetor velocidade;

atualizar o vetor posicao;

avaliar a fungao objetivo em todas particulas do enxame;

verificar se algum critério de parada ¢é satisfeito.

5.5 Recozimento Simulado - RS

O algoritmo de otimizacao denominado Recozimento Simulado (do inglés Simulated An-
nealing) é baseado no processo fisico do resfriamento de um metal em estado de fusao.
Possui suas bases em ideias da mecanica estatistica e no algoritmo de simulagao proposto
por Metropolis et al. (1953). O RS foi apresentado como um método de otimizagdo por
Kirkpatrick et al. (1983).

No processo do recozimento a temperatura de um metal em estado de fusao é reduzida
bem lentamente, para garantir que baixos niveis de energia interna sejam alcancados e
entdo obter uma estrutura cristalina pura do metal. Segundo Neto e Becceneri (2009) se
nao for feito assim os cristais resultantes terao muitos defeitos ou a substancia pode se
transformar em uma estrutura vitrea, que é uma estrutura apenas localmente 6tima.

A funcao objetivo que se deseja minimizar corresponde a energia do sistema. A tem-
peratura sera apenas um parametro de controle. Visando a “fuga” de minimos locais
e consequentemente a convergéncia para um minimo global, o algoritmo proposto por
Metropolis aceita, no processo iterativo, passos que resultam no aumento da fungao obje-
tivo. Em cada passo do algoritmo, a uma mesma temperatura, sao dados deslocamentos

aleatérios em cada atomo do sistema e calcula-se a variagao da energia AE = AE; .1 —AFE;.
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Se AE < 0 o deslocamento é aceito e a nova configuragao do sistema é tomada como o
ponto de partida para a préxima iteragao. Caso AE > 0, a nova configuragao pode até
ser aceita. Gera-se um nimero aleatério p, com distribuicao uniforme (também é comum
a utilizagdo da distribui¢do de Cauchy) no intervalo [0, 1], e este nimero ¢ comparado a

probabilidade

P(AE) = exp (]i—]_;) (5.12)

A nova configuragao serd aceita se p < P(AFE) caso contrario é rejeitada e a con-
figuracao anterior é tomada novamente como ponto de partida para o algoritmo. Este
critério que possibilita a aceitacao de um ponto que piora o valor da funcao objetivo é
chamado de critério de Metropolis e é de fundamental importancia para a fuga de minimos
locais. Na equagao acima T é a temperatura e kg é uma constante chamada constante de
Boltzmann. A constante kp é apenas um fator de escala e normalmente é tomada como
sendo 1. Repetindo-se este procedimento diversas vezes, a uma temperatura 7', simula-se
o movimento dos atomos em um material. Em cada temperatura o algoritmo é executado
um numero de vezes tal que se obtenha o estado de equilibrio do sistema, isto é, até que
nao haja melhora na funcao objetivo. A sequéncia de temperaturas e de configuracoes
{z;} dos dtomos perturbados a cada temperatura representa o esquema geométrico do
RS. Para entender mais sobre o RS veja Kirkpatrick et al. (1983) e suas referéncias, além

de Rayward-Smith et al. (1996).

5.5.1 Descricao do Algoritmo RS

Nesta secao serao apresentados os passos da execucao do algoritmo RS e serd utilizada a

seguinte notagao:
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i) f ¢é a fungao objetivo a ser minimizada;

i1) = é a solucao gerada na iteragao corrente;
i71) x* é a melhor solu¢do encontrada a uma dada temperatura;
iv) Ty é a temperatura inicial e T' é a temperatura corrente;

v) p é um nimero, no intervalo [0, 1], uniformemente distribuido.
Com a notacao adotada acima, os passos do algoritmo SA sao:
e Passo 1 - Atribuir a x uma solugao (configuragao) inicial;

e Passo 2 - Fazer z* = x;

e Passo 3 - Definir uma temperatura inicial Ty. Fazer T = Ty;
e Passo 4 - Verificar se algum critério de parada é satisfeito;
e Passo 5 - Escolher 2/ um ponto vizinho de x;

e Passo 0 - Calcular AE = f(2') — f(x);

e Passo 7 - Verificar se AE < 0;

e Passo 8 - Caso o passo 7 seja satizfeito, faca: z* = 2/,

e Passo 9 - Caso o passo 7 nao seja satizfeito, gerar aleatoriamente p € [0,1] com

distribuigao uniforme. Se p < P(AE), fazer a* = a;
e Passo 10 - Retornar ao passo 5;
e Passo 11 - Atualizar a temperatura T';

e Passo 10 - Retornar ao passo 4.
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5.6 Estudo de POMO via Métodos Heuristicos de Otimizacao

Conforme foi apresentado no capitulo 3, um POMO pode ser transformado em um pro-
blema mono-objetivo e as solu¢oes 6timas do problema mono-objetivo sao solugoes 6timas
de Pareto para o caso multiobjetivo. Porém, como sao métodos ponto a ponto, necessita-
riam de muitas simulagoes do algoritmo para se obter a curva de Pareto. Além disso, neste
contexto, nao ¢ assegurada uma boa distribuicao das solugoes sobre a curva de Pareto. Por
outro lado, por trabalharem com populacoes e por permitirem a inser¢ao de mecanismos
que melhoram a diversidade, os métodos heuristicos constituem-se como estratégias mais
adequadas para a resolu¢do de POMO (LOBATO, 2008; DEB, 2001). Nesta segao serao
apresentados, de forma bem sucinta, os principais mecanismos utilizados nos principais
algoritmos encontrados na literatura para o estudo de POMO via metodos heuristicos. Ao
final do capitulo serd apresentada uma tabela com alguns dos principais algoritmos mul-
tiobjetivo, seus mecanismos para convergéncia e diversidade, bem como suas vantagens e
desvantagens.

Conforme pode ser observado na descrigao das heuristicas deste capitulo, em todos os
casos tratou-se, de forma implicita, o problema de otimizacao como sendo mono-objetivo.
No caso mono-objetivo ha apenas uma meta a ser obtida, ou seja, a convergéncia do algo-
ritmo. Para o caso multiobjetivo, além da convergéncia, ha outra meta a ser alcancada,
a diversidade (distribuigao) das solugdes sobre a curva de Pareto.

A maioria dos principais algoritmos heuristicos de otimizagao multiobjetivo sao base-
ados em AG. Sendo assim, nesta secao, algumas terminologias dos algoritmos genéticos

serao utilizadas na descricao dos mecanismos citados.
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5.6.1 Mecanismo de Avaliacao da Aptidao

Em todos os métodos heuristicos descritos nas se¢oes anteriores deste capitulo a avaliacao
da aptidao das solugoes potenciais eram realizadas em cada geracao e o mecanismo de
selecao escolhia as solugoes mais aptas, em detrimento as solucoes menos aptas, para a
geragao seguinte. Sendo assim, uma nova forma de avaliacao da aptidao deve ser definida
para o caso multiobjetivos.

Os principais mecanismos de aptidao utilizam o critério de dominancia de Pareto,
porém ha algoritmos que para avaliarem a aptidao fazem o uso da média ponderada
dos objetivos normalizados e até mesmo algoritmos que nao possuem tarefa de aptidao.

Abaixo sao descritos os principais mecanismos:

e Ranking de Pareto - Neste caso, para cada solucao potencial x; é associado um
valor de ranking r(x;) igual ao nimero de solugdes que a dominam d,, mais um, isto

¢,

r(z;) =14 dy, (5.13)

Assim as todas as solugoes nao dominadas possuem ranking 1. Sempre ha um in-
dividuo da populagao com ranking 1 e o valor maximo para o ranking é o tamanho da
populacao. A Figura 5.7 abaixo, ilustra um conjunto de solugdes e seus respectivos

rankings.

e Aptidao Compartilhada - Este mecanismo de aptidao compartilhada atua tanto no
sentido de avaliacao da aptidao de solugoes quanto na obtencao da diversidade das

mesmas e utiliza o conceito de nichos para solucoes com o mesmo Ranking de Pareto.

Sejam x; e x; duas solugdes potenciais. Para definir os nichos, Goldberg (1989)
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f2 A f2 A

Figura 5.7: Ranking de solucdes obtido pelo critério de dominancia. Adaptada de (LOBATO,
2008).

utilizou a seguinte funcao:

d : @
1— (—]) s€ dij < O shares

Sh(dl]> — Oshare (5'14)
0 caso contrario.
com
m 2
dy; = Z (fk(:j;l fan?;J)) (5.15)
k=1 ke Jk

onde o parametro « define o comportamento da funcao Sh e ogpere € um valor
definido pelo usuério e chamado de raio de nicho. Se a distancia entre duas solugoes
for maior que o raio de nicho entao elas estao em nichos separados. A Figura 5.8

ilustra um caso de solugoes agrupadas em nichos.



104

f2 h

Figura 5.8: Solugdes agrupadas em nichos. Adaptada de (DEB, 2001).

Considere ainda a seguinte fungao denominada de contador de nicho:

w(wi)

ne(z;) = Sh(dij) (5.16)

j=1
onde p(x;) é o numero de solugoes de mesmo ranking de Pareto da solugao ;.
Observe que quanto maior for o nimero de solugoes de mesmo ranking r(x;) maior

é o valor de nc(z;).

Para definir a aptidao compartilhada de solugoes no mesmo ranking, o valor do
ranking de Pareto de uma solugao z; é dividido pelo valor contador de nicho nc(z;).
Assim o valor de aptidao leva em consideracao tanto o ranking de Pareto (baseado
no critério de dominania) quanto o fato desta solugao estar em um nicho menos

ocupado.

Torneio de Pareto - Durante o torneio, duas solucoes z; e x; sao escolhidas aleatori-
amente na populagao P. Define-se um conjunto T tal que |T'| < |P|. Pode acontecer

as seguintes situacoes:
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i) Se a solucao x; domina o conjunto 7' e a solucao x; é dominada por alguma
solucao de T', entao a solucao x; é a vencedora do torneio. Reciprocamente, se
a solugao x; for dominada por alguma solucao de 7" e a solucao z; dominar o

conjunto 7', entao x; ¢ a solucao vencedora;

i1) Se ambas solugdes dominarem o conjunto 7', ou se alguma solugao de T dominar
x; e x;, calcula-se o contador de nicho para determinar qual a solucao vencedora

do torneio.

e Roleta - De forma similar ao caso mono-objetivo, as solugoes potenciais sao orde-
nadas de acordo com o ranking de Pareto. Duas solugoes x; e x; sao escolhidas de

forma aleatoria na populacao. Pode-se ter as seguintes situagoes:

i) A soluc@o w; estd mehor rankeada do que a solucdo z;, entdo a solugao x; é
a vencedora. Reciprocamente, a solugao z; possui melhor ranking do que a

solucao x;, entao x; é a solugao vencedora;

i1) Caso as solugbes x; e x; possuam o mesmo ranking entdo calcula-se o contador

de nicho para escolher qual a solugao vencedora.

e Torneio de Multidao - H4 um operador, denominado distancia de multidao a ser
descrito na préxima segao, que é utilizado no método de selecao de solucoes deno-
minado Torneio de Multidao. Uma solucao x; é considerada vencedora do torneio

contra uma solugao z;, quando (DEB, 2001):
i) A solugao z; esta melhor rankeada do que a soluc@o x;, entao a solugao z; é a
vencedora;

i1) Caso as solugoes z; e x; possuam o mesmo ranking de Pareto, porém a solugao

x; possui distancia de multidao maior do que a solugao ;.
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5.6.2 Mecanismo de Corte de Solucoes

Os algoritmos heuristicos de otimizacao trabalham com uma populagao de tamanho fixo.
Apébs o processo de geracao de novas solugoes, faz-se necessario selecionar as melhores
solucoes para a geracao seguinte. Assim algumas solugoes devem ser eliminadas com base
em algum critério. O principal critério utilizado para escolha de solugdes que comporao
as geracoes seguintes baseia-se no critério de nao dominancia, isto é, uma solucao com
melhor nivel de nao dominancia deve ser preferida em relagao a uma com um nivel de nao
dominancia pior. Porém o que fazer quando as solugoes em questao possuem o mesmo nivel
de dominancia? A resposta para esta pergunta fundamenta-se em uma meta especifica
para POMO, a diversidade de solugoes sobre a curva de Pareto.

O principal mecanismo de inser¢ao/melhoria da diversidade das solugoes sobre a curva
de Pareto é fundamentado no operador denominado distdncia de multiddo (crowding dis-
tance), introduzido no algoritmo NSGA II (DEB et al., 2000). Dada uma solugao z;,
a distancia de multidao d;, da solugao z;, é uma estimativa do perimetro formado pelo
cubdide cujos vértices sao seus vizinhos mais proximos. Quanto maior for o perimetro,
mais afastada a solugao encontra-se de seus vizinhos e solugoes extremas terao cubdide
infinito. A Figura 5.9 abaixo ilustra a distancia de multidao de uma solugao z;.

A utilizacao do operador de distancia de multidao para o corte de solugdes ocorre da
seguinte forma. Suponha que em uma geracao uma populagao P gerou uma populacao
filha (), ambas de mesmo tamanho e que o conjunto de solugoes PUQ) esteja ordenado pelo
critério de nao dominancia. A fronteira F3 é formada pelas solugoes de ranking 1, isto é,
pelas solucoes nao dominadas. A fronteira F; é formada pelas solugoes que sao dominadas
apenas por alguma solucao da fronteira F. A fronteira Fj é formada pelas solugoes que
sao dominadas apenas por solucoes das fronteiras F} e Fy e assim sucessivamente. Cada

conjunto F; deve ser inserido, na sua totalidade, na composicao da nova populagao P
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Figura 5.9: Representagdo do operador distancia de multidao do NSGA II. Adaptada de (DEB,

2001).

(proxima geragao) enquanto |P| + |F;| < N, onde N é o tamanho da populagao. Ao

inserir F; tal que |P| + |Fj| > N, o algoritmo escolhe as solucées de F; que estejam

melhor espalhadas, isto é, aquelas com maior distancia de multidao. A Figura 5.10 ilustra

o mecanismo de corte de solugoes realizado pelo algoritmo NSGA II.

Ordenagdo por

Distdncia de

Domindncia Multidao
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FZ > S‘
S
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]

—

} Rejeitadas
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Figura 5.10: Representacdo do mecanismo de corte do NSGA II. Adaptada de (DEB, 2001).
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Apesar de, na atualidade, este mecanismo de corte de solugoes ser o mais utilizado
em algoritmos multiobjetivo, um ponto negativo deve ser salientado. Suponha que a
fronteira Fj, formada por solugoes pais P e filhas @), contenha mais elementos que a
populacao inicial do algoritmo. O mecanismo de corte, para esta situacao, com certeza
eliminara solugoes nao dominadas, preservando aquelas com maior distancia de multidao.
Pode acontecer que na fronteira I} existam solugoes 6timas de Pareto muito préximas uma
das outras e que haja também uma solugao nao 6tima de Pareto, porém nao dominada
naquela geracao. Se a distancia de multidao desta solucao em questao, for maior, entao
esta solucao sera copiada para a proxima geragao enquanto que uma solucao 6tima de
Pareto pode ser eliminada. Deb (2001) afirma porém que, apesar desta situagao, o NSGA
IT cai em um ciclo de gerar solugoes étimas de Pareto e nao 6timas de Pareto até convergir
para um conjunto 6timo de Pareto. A Figura 5.11 a seguir ilustra a situagdo de uma
possivel eliminacao de uma solucao 6tima de Pareto e manutencao de uma solucao nao

dominada, porém nao 6tima de Pareto, para uma proxima geracao do algoritmo.

f2 A f2 A

Solugdo Eliminada

Pfront

(@ (®)

Figura 5.11: Situacdo de erro no mecanismo de corte por distancia de multiddo. Adaptada de
(DEB, 2001).
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A Tabela 5.2 lista alguns dos principais algoritmos multiobjetivo evolutivos da litera-
tura, bem como suas tarefas de aptidao, mecanismo de diversidade, vantagens e desvan-

tagens.



Tabela 5.2: Alguns dos Principais MOEA (Multi-Objective Evolutionary Algorithms) (LOBATO, 2008).

Algoritmo Tarefa de | Mecanismo de | Vantagens Desvantagens

Aptiddo Diversidade
MOGA - Multi-objective Ge- | Ranking de | Aptiddo com- | Extensdo Simples de | Baixa taxa de convergéncia e
netic Algorithm (FONSECA | Pareto partilhada por | um AG para um obje- | dependéncia do pardmetro de

;FLEMING, 1993)

nicho

tivo

nicho

NPGA - Niched Pareto Genetic | Torneio de | Contador  de | Selecdo bastante sim- | Dependéncia dos
Algorithm (HORN et al., 1994) | Pareto nicho para | ples através do torneio | parametros:  tamanho do

solucoes  em- torneio e tamanho de nicho

patadas no

torneio
NSGA II - Non-Dominated Sor- | Ordenamento| Distancia  de | Muito eficiente e bas- | A distdncia de multiddo tra-
ting Genetic Algorithm (DEB | das solugcées | Multiddo tante testada balha apenas no espaco de
et al., 2000) por ndo objetivos

domindncia

SPEA II - Strength Pareto Evo- | Baseado na | Densidade Pontos extremos ndo | Computacionalmente caro
lutionary Algorithm (ZITZLER | Forca  dos | baseada sdo perdidos
etal., 2001) dominadores | na k-ésima

vizinhanga

mais proxima
PMOGA - Pareto Multi- | Usa o con- | Operadores Rdpida convergéncia e | Nao trabalha com
objective Optimization Ge- | ceito de do- | de adicdo, | tratamento de proble- | codificagdo real
netic Algorithm (CASTRO, | mindncia exclusdo e | mas discretos
2001) otimizagdo

individual
MODE - Multi-objective Di- | Ordenamento| Distancia  de | Trabalha com varidveis | Requer maior tempo de pro-
ferential Evolution (LOBATO, | das solucées | Multiddo discretas e reais cessamento quando compa-
2008) por ndo rado ao NSGA 11

domindncia

(1181



Capitulo 6

Otimizacao Robusta

Conforme foi descrito anteriormente, existem problemas que dificultam a identificacao de
um 6timo para o problema de otimizacao, como por exemplo, a multimodalidade. Outras
questoes sugem naturalmente quando se deseja encontrar um ponto no espaco de projeto

com uma alta precisdo. Neste contexto, Leidemer (2009) ressalta alguns pontos, a saber:

a) o 6timo verdadeiro talvez nunca possa ser possivel de implementacao pratica, pois
hé incertezas associadas ao processo de construcao. Além disso, a exigéncia de
um alto grau de precisao na fabricagao pode ser demasiadamente cara, portanto

economicamente inviavel;

b) a formulac¢do dos problemas de otimizacao sdo inerentementes estéticas enquanto a
realidade é essencialmente dinamica. Sendo assim, muitos problemas podem estar
associados a flutuacoes de parametros tais como: temperatura, velocidade do vento,

umidade ou mesmo pode haver desgaste de componentes.

Diante do exposto, os sistemas a serem otimizados podem ser bastante sensiveis a

pequenas alteragoes das varidveis de projeto e assim pequenas variagoes nas variaveis
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de projeto podem causar enormes variagoes dos objetivos (LEIDEMER, 2009), conforme
argumentado anteriormente. Portanto, faz-se necessario encontrar uma metodologia que
produza solucoes que sejam pouco sensiveis a pequenas variacoes no projeto. Percebe-se
através da Figura 6.1, que o objetivo f é muito sensivel a pequenas variagoes em torno

do 6timo global, e que o mesmo nao ocorre numa vizinhanca do 6timo local.

JXA

PRI

Otimo
Robusto

Y

Otimo Global —>

et

>
X

Figura 6.1: Otimo global versus 6timo robusto. Adaptada de (DEB;GUPTA, 2006).

No contexto descrito acima, solucoes pouco sensiveis a pequenas variagoes nas variaveis
e/ou parametros sao chamadas de robustas e o procedimento para encontra-las é denomi-
nado Otimizacao Robusta. As origens da otimizagao robusta estao na engenharia e sao
diretamente relacionadas ao nome G. Taguchi, considerado o precursor desta area (TA-

GUCHI, 1984). O advento de computadores com alta velocidade e grande capacidade

de realizacao de calculos permitiu que houvesse um crescente interesse na otimizacao de
projetos robustos nos tultimos anos (DU;WANG;CHEN, 2000; BRANKE, 2002, PARK et
al., 2006; BEYER;SENDHOFF, 2007).

Conforme Bennet (1990) alguns autores propoem a avaliagdo da robustez das solugoes
otimas apenas ao final do processo de otimizacao, isto é, avaliam a sensibilidade dos

objetivos e restri¢coes ao perturbar uma solugao 6tima. Porém o uso desta estratégia requer
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o conhecimento das funcoes envolvidas no processo. Outro ponto negativo desta estratégia
é que apenas encontram-se zonas de robustez e nao solucoes robustas propriamente ditas,
uma vez que solugdes Gtimas globais ndo sdo necessariamente robustas (LIMA, 2007).
Neste capitulo serao descritas as principais fontes de incertezas em projetos de oti-
mizagao bem como sobre os principais mecanismos de incorporagao das incertezas ao
projeto, sendo que o objetivo principal é a definicao do Problema de Otimizacao Multi-
objetivo Robusto que sera utilizada nas aplicagoes em matematica e de engenharia nos

proximos capitulos desta Tese.

6.1 Trabalhos Relacionados

Nesta secao sao apresentadas algumas aplicacoes envolvendo otimizacao robusta. Nao sao
definidos conceitos, apenas algumas das principais metodologias utilizadas no contexto de
otimizagao robusta.

Considerado o precursor da Otimizacao Robusta em engenharia, G. Taguchi estudou
incertezas no ambito da engenharia de qualidade (TAGUCHI, 1984). A metodologia
proposta por Taguchi considerava a inser¢ao, na funcao objetivo f, de fatores denominados
por ele de fatores de ruido £. Mantendo x constante e considerando y; = f(x +¢&;) o valor
do objetivo de uma amostra simples, Taguchi definiu duas func¢oes, denominadas de Desvio

Médio Quadratico, através das expressao:

k
MSD; = > () (6.1)
i=1

| =

k
Z(yl — g>2 (§] MSD2 =
i=1

| =

onde ¢ é um valor alvo desejado e k£ é o tamanho da amostra. A funcao MSDy era

utilizada quando desejava-se que o objetivo f fosse o maior possivel. Usando as funcoes
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MSD, Taguchi definiu a funcao

SNR := —101log,,(MSD) (6.2)

que deveria ser maximizada com respeito a x.

Conforme Beyer e Sendhoff (2007), Taguchi nao utilizou nenhum algoritmo de oti-
mizacao para maximizar a fungao definida na Eq. 6.2. Ao invés de um procedimento
automatizado, Taguchi definiu uma matriz, denominada por ele de matriz de controle,
a partir de valores amostrados para as varidveis de projeto z e de uma amostra para os
fatores de ruido £. Para cada x, calculava-se o conjunto de valores {y1, 4o, - - , Yx} a partir
do vetor de ruidos (&;,&, -+, &), e entdo calculava-se os valores de MSD(z) e SNR(z).
Através de uma analise estatistica dos dados era entao identificado qual valor da variavel
de projeto x era capaz de produzir a melhor performance do objetivo.

Do ponto de vista pratico, além do custo devido a quantidade de experimentos reali-
zados, a metodologia proposta por Taguchi é claramente ineficiente quando o problema
considerado possui um numero elevado de varidveis de projeto (BEYER;SENDHOFF,
2007).

Os trabalhos de Park et al. (2006) e Beyer e Sendhoff (2007) revisam o estado da arte
de projetos de otimizacao robusta mono-objetivo. Nestes trabalhos os autores definem os
principais conceitos, as principais formas de insercao da robustez ao projeto, bem como
as principais formas de tratamento de projetos robustos.

Parmee (1996) propos um método de busca por solugbes robustas que consiste na
preferéncia de solucoes, em regioes de alta performance do objetivo, que sejam do tipo
“Plato” em detrimento as regioes do tipo “Pico”. Através desta preferéncia, o método

proposto se restringe a estas regioes mais promissoras em termos de robustez. Porém,
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como mostram Wiesmann et al. (1998), a solu¢ao étima robusta nao necessariamente estd
em uma regiao de alta performance do objetivo.

A metodologia de incorporacao de incertezas (medidas de robustez) ao problema de
otimizacao que ¢ mais comum na literatura consiste no calculo de integrais sobre os inter-
valos de variacao dos parametros de incerteza e levam em conta a distribuicao estatistica
dos parametros de incerteza. Estas medidas sao denominadas medidas de expectancia e
de variancia (DEB;GUPTA, 2006; JIN;SENDHOFF, 2003; PAENK et al., 2006). Como
afirmam Paenk et al. (2006), estas medidas de robustez nao podem ser calculadas anali-
ticamente e, alternativamente, as medidas podem ser estimadas através da amostragem
de Monte Carlo (METROPOLIS; ULAM, 1949). Porém o Método de Monte Carlo onera
muito o custo computacional quando o problema possui muitas variaveis de projeto, im-
plicando assim na estimativa das integrais tornar-se demasiadamente demorada. Entao se
faz necessaria a utilizacao de uma técnica de amostragem mais eficiente no quesito tempo
e que fornega uma boa estimativa para a integral. Segundo Paenk et al. (2006) um dos
principais esforcos de pesquisas em otimizacao robusta estd em reduzir o esfor¢o compu-
tacional na estimativa das medidas de robustez. Uma técnica que tem sido utilizada como
alternativa ao método de Monte Carlo é o método denominado Hipercubo Latino, uma
variante do método de Monte Carlo (EGLAJS;AUDZE,1977; VIANA et al., 2010). Esta
abordagem de incorporagao das incertezas tem sido utilizada com sucesso por pesquisa-
dores em diversas aplicagoes. Paenk et al. (2006) utilizam a metodologia mencionada
para estudar as solugoes robustas de certos problemas matematicos. Lima (2007) usou a
mesma metodologia associada ao algoritmo NSGA II (Nondominated Sorting Genetic Al-
gorithms (SRINIVAS;DEB, 1994)) para a otimizagao multiobjetivo robusta de sistemas
mecanicos na presenga de amortecimento viscoelatico. Borges (2008) usou a metodologia

acima para estudar sobre a otimizagao robusta de absorvedores dinamicos de vibracoes.
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Jin e Sendhoff (2003) consideram que todo problema de otimizagao robusta deve ser
multiobjetivo mesmo quando o problema for mono-objetivo. Neste caso, tanto o objetivo
original quanto seu equivalente robusto devem ser otimizados simultaneamente, buscando
assim solucoes que visam equilibrar a robustez e a performance do objetivo, que sao
objetivos conflitantes.

Segundo Paenk et. al (2006), de longe a maioria das atividades de pesquisa em oti-
mizagao robusta se trata de problemas mono-objetivo. Também corroboram com esta
afirmacao alguns pesquisadores com atividade reconhecida na area de otimizacgao evolu-
ciondria multiobjetivo. Deb e Gupta (2006) afirmam que, considerando o que conhecem
sobre o tema, nao hd um estudo sisteméatico introduzindo robustez na otimizacao mul-
tiobjetivo. Sendo assim, é de fundamental importancia o desenvolvimento e testes de
metodologias consistentes para tratamento de problemas de otimizacao multiobjetivo ro-
busta. Portanto, a presente tese, cujo principal objetivo é desenvolver uma metodologia
consistente para resolver problemas de otimizacao multiobjetivo robusta, se apresenta

como um estudo fundamental para esta area que ainda carece de estudos sistematicos.

6.2 Representacao dos Parametros de Incerteza

Em situagoes reais de projetos de sistemas em engenharia, muitas vezes nao é suficiente
que uma solucao seja de alta qualidade do ponto de vista deterministico, pois o projeto
pode exigir que a solucao seja robusta. A exigéncia da robustez ao projeto se deve ao
fato de que os objetivos podem ser muito sensiveis a pequenas variagoes das variaveis de
projeto e/ou dos parametros dos objetivos, fazendo com que a solugao étima seja instével.

Pequenas perturbagoes das variaveis de projeto e/ou dos parametros que aparecem

nos objetivos de algum problema de otimizacao podem ser causadas principalmente por:
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e flutuagoes das condigoes no ambiente podem causar pequenas variagoes em algum

parametro dos objetivos;

e dificuldades geradas devido a altos custos para produzir uma solugao com exigéncia
excessiva no projeto ou mesmo pela incapacidade de se construir o projeto nas

devidas especificagoes;
e erros na modelagem dos objetivos através de dados experimentais.

Em projetos elétricos, circuitos sao submetidos a uma ampla gama de condi¢oes am-
bientais como flutuagoes na temperatura (THOMSON, 1996). Em projetos de “pas de
turbinas”, o equipamento deve trabalhar eficientemente sob varias condigoes ambientais,
tais como variacoes de velocidade. Condigoes muito similares sao impostas em projetos
6timos de aerofdlios (RAY;TSAI 2004; YAMAGUCHI;ARIMA, 2002). A Figura 6.2 ilus-
tra sobre as fontes dos principais tipos de incertezas associados ao projeto de otimizagao

de sistemas em engenharia.

\

WS e[OPOIA

| Flutuagdes dos Parimetros Ambientais |

|Variéveis de Projet—o|

Figura 6.2: Principais fontes de incertezas em projetos. Adaptada de (BEYER;SENDHOFF,
2007).

Nesta tese serao estudados apenas problemas de otimizacao robusta com incertezas

associadas as varidveis de projeto e/ou parametros. A quantificagdo destas incertezas
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se da através da inser¢ao, nos objetivos e restrigoes, de novos parametros denominados
pardmetros de incerteza. Considere um objetivo (0 mesmo ocorre com uma restrigao)
genérico f : Q@ C R™ — R representado por f(z,«), onde x é o vetor de varidveis de
projeto e a é o vetor de parametros do objetivo f. A insercao dos parametros de incerteza

num objetivo f ocorre da seguinte forma (BEYER; SENDHOFF, 2007):

o flutuacoes ambientais - Sao associadas ao ambiente no qual o projeto esta inserido.
Pequenas perturbagoes em algum parametro do projeto podem causar grandes al-
teragoes nos valores dos objetivos ou até mesmo fazer com que uma solugao étima
viole alguma restricao. Estas incertezas “entram” no sistema através de um vetor

A« de varidveis associadas aos parametros dos objetivos, da seguinte forma:

[ =f(r,a+ Aa) (6.3)

e producao de tolerancias - Em um projeto de sistemas em engenharia, este pode ser
executado apenas com um certo grau de acuracia. Alta precisao pode ser dema-
siadamente cara e, portanto, um projeto menos sensivel a producao de tolerancias
reduz custos. Este tipo de incertezas entram no sistema através de um vetor de

perturbacao d das variaveis de projeto, da forma:

f=flz+da) (6.4)

Observe que os dois tipos de incertezas apresentados acima podem aparecer simulta-

neamente em um projeto de otimizacao. Neste caso sua representacao ocorre da seguinte
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forma:

f=flx+6a+ Aa) (6.5)

Segundo Beyer e Sendhohh (2007) existem diferentes possibilidades para quantificar
as incertezas representadas acima. Em geral estas incertezas podem ser modeladas deter-

ministicamente, probabilisticamente ou possibilisticamente:

e a modelagem deterministica define dominios (intervalos) em que as incertezas Aq,

0, etc, podem variar;

e a probabilistica define medidas de probabilidade descrevendo a possibilidade de certo

evento ocorrer; e

e 0 tipo possibilistico define medidas Fuzzy descrevendo a possibilidade de um evento

ser plausivel ou acreditavel.

Nesta tese todos os esforgos serao concentrados no estudo de problemas de otimizagao
robusta multiobjetivo onde as incertezas se apresentarao na forma paramétrica, dire-
tamente sobre as variaveis de projeto. Beyer e Sendhoff (2007) apresentam, de forma
sucinta, uma descrigao dos outros dois tipos de modelagem dos parametros de incerteza,
enquanto Agarwal (2004) realiza, em sua tese de doutorado, um estudo detalhado sobre
incertezas do tipo probabilistico e Klir e Filger (1998) descrevem detalhadamente sobre
incertezas modeladas pelo tipo possibilistico.

A modelagem deterministica é a mais utilizada em projetos de otimizacao em enge-
nharia. Muitos autores inserem como hipétese adicional que os parametros de incerteza
possuem distribuicao estatistica conhecida (BRANKE, 2002; JIN;SENDHOFF, 2003; PA-

ENK et al., 2006). Porém esta hipGtese deve ser feita com muito critério, pois a menos que
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se tenha uma idéia clara sobre a distribuicao dos parametros de incerteza, esta hipdtese
pode ser incorreta em varias situagoes enfrentadas por projetos de engenharia. Em um
problema com mais de uma varidvel e/ou parametro, ha ainda a necessidade de reali-
zar hipdteses sobre a correlacao entre os parametros de inceterteza. Outro incoveniente
desta hipdtese é que se deve atribuir valores também para os parametros das distribuigoes
estatisticas dos parametros de incerteza.

Conforme a metodologia apresentada por Deb e Gupta (2006), nesta tese serd suposto
que os parametros de incerteza variam uniformemente em um intervalo fechado e limitado.

Na secao 6.3 serao descritas as principais medidas de incorporacao dos parametros de
robustez ao projeto encontradas na literatura e na secao 6.4 apresenta-se a definicao do
problema de otimizagao robusto multiobjetivo que sera utilizado nos estudos de casos dos

capitulos posteriores.

6.3 Medidas de Robustez

Nesta secao sao apresentadas as principais medidas de incorporacao dos parametros de
incerteza ao projeto de otimizacao. Estas medidas sao denominadas na literatura por
Medidas de Robustez. As incertezas consideradas nesta tese sao do tipo Flutuagoes de
Parametros Ambientais e Producao de Tolerancias. A definicao de medidas de robustez

para estes dois tipos de incertezas é inteiramente analoga para ambas as medidas.
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6.3.1 Regularizacao Robusta

Dado um objetivo f: Q C R"™ — R a ser minimizado, a medida de robustez denominada

Regularizacao Robusta é definida como (LEWIS, 2002):

f(z,§) = sup f() (6.6)

seB(z.8)

onde B(z,§) é o circulo de centro em z e raio ¢, isto é, uma pequena vizinhanga do
ponto x cujo tamanho depende apenas do parametro de regularizagao £. O processo de

otimizagdo continua com a minimizacao da funcao f(z,¢). Tem-se que:

liy fz,) = /(@) ©7)

A Regularizagao Robusta definida acima, para incertezas do tipo Produgao de To-
lerancias, pode ser, de forma inteiramente analoga, definida para incertezas do tipo Flu-
tuacoes Ambientais. Esta forma de incorporacao de incertezas ao processo de otimizacao,
definida pela Eq. 6.6, apresenta o cenario de pior caso em considerar o valor maximo de
f sobre uma vizinhanga da varidvel de projeto x. El Ghaoui e Lebret (1997) utilizam
a técnica da regularizacao robusta para encontrar solugoes robustas para problemas de
minimos quadrados. Beyer e Sendhoff (2007) apresentam, através de um exemplo para
uma funcao unidimensional, um estudo sobre o efeito da regularizacao robusta e do efeito
do “tamanho da vizinhanga” £ sobre a solucao robusta.

Percebe-se claramente que a forma de contabilizacao de incertezas no processo de oti-
mizacao definido através da Eq. 6.6 é bastante ineficiente, pois para a maioria dos projetos
de otimizacao de sistemas em engenharia, os objetivos e restrigoes sao funcoes bastante

complexas, nao permitindo assim exibir a forma analitica para a funcao de robustez de-
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finida pela Eq. 6.6. Além disso, a escolha de um raio £ muito grande pode resultar em

solugdes robustas de baixa qualidade, tornando-as initeis (BEYER;SENDHOFF, 2007).

6.3.2 Medidas de Expectancia e Variancia

Segundo Branke (2002), Paenk et al. (2006) e Deb e Gupta (2006) as principais medidas
de robustez sao baseadas no célculo de uma integral sobre os parametros de incertezas
associados as varidveis de projeto e aos parametros dos objetivos. Sao comumente deno-
minadas de medidas de expectancia, pois em muitos casos considera-se que os parametros

de incerteza seguem alguma distribuicao conhecida.

Definicao 6.1. Seja f : () C R™ — R um objetivo de algum problema de otimizacdo. A medida
de incorporagdo da robustez ao processo de otimizacdo denominada Medida de Expectancia,

e denotada por f.,,, € definida pela seguinte expressdo matemdtica:
feap(x, 0,0, Aa) = E[f] = /f(:c + 9, a + Aa)p(d, Aa)dod A (6.8)

onde p(d, Aa) é a fungao de densidade conjunta dos parametros de incerteza 0, Ac. No
caso de independéncia dos parametros, a funcao de densidade conjunta é substituida pelo
produto das fungoes densidade de probabilidade de cada parametro de incerteza.

E importante observar que o parametro o pode ser considerado como uma variavel
adicional da funcao objetivo e, consequentemente, A« como uma perturbagdo (Incer-
teza) desta varidvel. Sendo assim, nas definigoes seguintes, serao consideradas apenas as
variaveis de projeto x e os parametros de incerteza J, associados as variaveis de projeto.

Segundo Beyer e Sendhoff (2007) a medida de robustez definida pela Eq. 6.8 é uma
medida que tem sido frequentemente utilizada na literatura. A integral definida na Eq. 6.8

pode ser considerada como uma média ponderada, onde os pesos sao as func¢oes densidade
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de probabilidade dos parametros de incerteza. Observe ainda que a funcao de robustez fe,)
possui caracteristicas melhores que as caracteristicas do objetivo original f. Por exemplo,
a funcao fe,;, ¢ derivavel em qualquer ponto onde f seja apenas continua e é continua
em pontos onde f é descontinua (onde a descontinuidade nao atrapalhe a existéncia da
integral). O fato de f.., ser derivavel, nos pontos de continuidade de f, implica uma
maior suavidade do gréfico de f.;,, impedindo a existéncia de picos muito estreitos, isto
¢é, melhora a robustez das solugoes 6timas.

Outras medidas de robustez podem ser adicionalmente utilizadas para definir aspectos
de robustez em uma aplicacao especifica. Por exemplo, a procura de regices do tipo plato

motiva a introducao de medidas de dispersao. Uma medida de dispersao é definida abaixo.

Definicao 6.2. Seja f : Q) C R™ — R um objetivo de algum problema de otimizacdo. A medida
de incorporacdo da robustez ao processo de otimizacdo denominada Medida de Variancia, e

denotada por f,.,, € definida pela seguinte expressdo matemdtica:

Four(,8) = / (f(x+ ) — f(2))? p(8)dda 6.9)

onde, de forma andloga a Eq. 6.8, a funcao p(d) é a fungao de densidade conjunta dos
parametros de incerteza § associados as varidveis de projeto.

Considerando a seguinte equagao

Var(f] = BI(f - BIf])*] = E[f*) = (Blf])* = Blf*] = (feup)* (6.10)

onde

E[f*] = / (f(z+6))*p(6)dd (6.11)
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obtem-se uma alternativa a medida de dispersao definida pela Eq. 6.9.

A busca por solucoes 6timas robustas aparece frequentemente como um problema
de otimizagao multiobjetivo (JIN; SENDHOFF, 2003). A robustez e a qualidade (valor
numérico) de um objetivo, em diversas situagoes, sao conflitantes, isto é, o aumento de
um promove a diminuicao do outro. Sendo assim, alguns autores afirmam que deve-se
buscar um equilibrio entre a robustez e a qualidade dos objetivos. Jin e Sendhoff (2003)
consideram que as medidas de expectancia, medidas de variancia e os objetivos originais,
devem ser combinados para formar um novo problema de otimizacao, que neste caso, sera

multiobjetivo. Diferentes combinacoes sao possiveis, a saber:

e minimizagao do objetivo original e da medida de expectancia associada a ele (DAS,

2000; BORGES, 2008);
e minimizagao do objetivo original e da medida de variancia associada a ele;

e minimizagao da expectancia e da variancia (CHEN et al., 1996).

6.3.3 Meédia Efetiva

Conforme citado na subsecao 6.3.2, as fungoes mais utilizadas para incorporacao de robus-
tez ao processo de otimizacao sao as Medidas de Expectancia. Estas consideram que os
parametros de incerteza, associados a produgao de toleréncias e/ou flutuagdes ambientais,
possuem distribuicao estatistica conhecida. Geralmente a hipdtese levantada é de que os
parametros de incerteza possuem distribuicao normal com média zero e desvio padrao
pequeno arbitrado pelo usudrio (JIN;SENDHOFF, 2003).

Uma alternativa a hipotese sobre o conhecimento da distribuicao dos parametros de
incerteza é supor que eles estao uniformemente distribuidos em um intervalo simétrico.

Deb e Gupta (2006) definem uma medida de incorporagao da robustez ao processo de
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otimizacao denominada por eles de Média Efetiva (Mean Effective) e a utilizam para
realizar estudos em problemas multiobjetivos com solu¢ao analitica conhecida. A defini¢ao

matematica para a fungao Média Efetiva é dada a seguir.

Definicao 6.3. Seja f : 2 C R™ — R um objetivo de algum problema de otimizacdo. A
medida de incorporagdo da robustez ao processo de otimizacdo denominada Média Efetiva, e

denotada por f¢//, é definida pela seguinte expressdo matemdtica:

1
| Bs()] yeBs(z)

[ (@,0) = fly) dy (6.12)

onde Bs(z) ={y = (Y1, " ,Yn) ;¥i € [wi—0i, x;+ 0], i=1,2,--- ,n} é uma d-vizinhanca
de um ponto x e | Bs(z)| é o hipervolume desta vizinhanga. Observe que a integral, definida
pela Eq. 6.12, é uma integral multipla. A forma como se encontra apresentada é apenas
para simplificar a notacao. Por exemplo, considerando um objetivo com duas variaveis

de projeto, a integral, definida pela Eq. 6.12, seria escrita da seguinte forma:

1 x1+01 2402
f (21, 20,61, 62) = m/ / fly,2) dy dz (6.13)

1—01 2—02

As integrais que aparecem nas Eq. 6.8, 6.9 e 6.12 nao podem ser analiticamente
calculadas para a maioria dos casos reais em engenharia, sendo necessaria uma avaliacao
apenas aproximada para estas medidas de robustez. Existem muitas técnicas numéricas
para calcular uma estimativa para as integrais citadas, como por exemplo: férmulas de
quadratura de Gauss, Regra dos Trapézios e Regras de Simpson. Porém, todos métodos
numeéricos necessitam de uma amostragem de pontos sobre o dominio de integragao.

Sendo assim, ¢ inerente ao processo de otimizacao robusta o aumento do nimero

de avaliacoes dos objetivos. Se uma amostra de tamanho H é gerada para estimar a
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integral, entao H avaliacoes adicionais dos objetivos serao necessarios a cada geracao na
otimizagao robusta (DEB;GUPTA, 2006). Portanto, uma boa técnica de amostragem nao
¢é aquela que somente ajuda a estimar a integral, porém é aquela que mesmo uma pequena
amostra pode ser utilizada para realizar uma boa estimativa. Um método de amostragem,
variante do Método de Monte Carlo, que vem sendo amplamente usado como alternativa
¢ o método denominado Hipercubo Latino (VIANA, 2008; VIANA et al., 2010). Este
ultimo nao depende do ntimero de variaveis, mas somente do tamanho da amostra que
deseja-se extrair. Jin e Sendhoff (2003) e Paenk et al. (2006) utilizam o Método de Monte
Carlo para estimar a integral dada na Eq. 6.8 enquanto Deb e Gupta (2006) usam o
método do Hipercuno Latino para estimar a integral dada pela Eq. 6.12. A Figura 6.3
ilustra, para um caso com duas variaveis, uma amostra do Método de Monte Carlo e outra

realizada pelo Método Hipercubo Latino.

X2A XA
d d
L] L] L] L L J L L J
L L] L] L] L L J °
[ ] L] L] ) L] ° [ ]
o [ ° o (] ° L4
® [ ] L L L] L [ ]
. ° ° ° ° ° L4
C 4 c
a b *1 a b *1
(a) Amostragem pelo Método de Monte Carlo. (b) Amostragem pelo Método do Hipercubo Latino.

Figura 6.3: Amostragem pelos métodos de Monte Carlo e Hipercubo Latino.
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6.4 Otimizacao Robusta Multiobjetivo

No contexto de otimizacao multiobjetivo robusta, o estado da arte nos revela que somente
alguns poucos trabalhos podem ser encontrados, dentre os quais Deb e Gupta (2006)
e, mais recentemente, Moreira et al. (2013a, 2013b). Isto significa que sao raros os
trabalhos sistematicos envolvendo a incorporagao de robustez em problemas de otimizagao
multiobjetivo aplicados a ciéncias e engenharia. Sendo assim, o objetivo principal desta
secao é a conceituacao de étimo robusto para um problema de otimizacao multiobjetivo
com restrigoes de desigualdade.

Conforme observa-se na Figura 6.1, apresentada anteriormente, uma pequena per-
turbacao em torno da solucao 6tima produz uma grande perda de qualidade da fungao
objetivo, isto é, a funcao objetivo é muito sensivel a pequenas perturbacoes da solugao
otima. Pode-se perceber que, em torno da solucao robusta, o objetivo possui pequena
sensibilidade e portanto pequenas perturbagoes numa vizinhanca da solugao robusta nao
deteriora a qualidade do objetivo. No que diz respeito ao atendimento das restrigoes de
desigualdade, espera-se que as solucoes robustas possam ser perturbadas sem se torna-
rem invidveis. Observe que nao faz sentido falar em robustez associada a problemas com
restrigoes de igualdade, pois, certamente ao perturbar uma solucao, este tipo de restrigao
seria automaticamente violada.

No contexto multiobjetivo define-se robustez de forma inteiramente andloga, porém
agora a analise deve ser realizada sobre um conjunto de solugoes igualmente 6timas, a
Curva de Pareto. Note que se algum dos objetivos for sensivel a pequenas perturbacgoes
numa vizinhanca de uma solugao, esta nao sera robusta, isto é, no contexto multiobje-
tivo a sensibilidade deve ser analisada considerando todos os objetivos simultaneamente.

Conforme a Figura 6.4 ilustra, pequenas perturbagoes em uma vizinhanga (no espago de
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varidveis) da solugdo B promove, no espaco de objetivos, grandes alteragoes nos valores
dos objetivos. Analisando a solugao A, percebe-se que os objetivos sao pouco sensiveis a
pequenas perturbagoes numa vizinhanca desta solucao. Neste caso, define-se a solucao A

como solu¢ao multiobjetivo robusta enquanto a solucao B nao é robusta.

X3 fZ A ..
Espago de Objetivos
-~ ~ P -y
e . - N
/ i \
l \ \
’ )
| \\ Xp /
‘\ — /
/
\ ! 7’
\ A / Pfront -
\ A
N 7 -
Xy Espaco de Projetos fi

Figura 6.4: Sensibilidade de solu¢des em um espaco com dois objetivos. Adaptada de
(DEB;GUPTA, 2006).

Em relagdo ao atentimento das restrigoes, solugoes muito préximas a fronteira do
espaco de varidaveis de projetos devem ser preteridas em relacao a solugoes um pouco
mais afastadas da fronteira. Isto é necessario, pois a robustez é avaliada sobre uma
vizinhanga de uma solucao étima de Pareto, que caso esteja muito proxima da fronteira,
sua vizinhancga pode conter pontos nao viaveis, isto é, que nao atendem as restrigoes.

O principal objetivo desta segao é a definigao de solu¢ao multiobjetivo robusta bem
como do Problema de Otimizagao Multiobjetivo Robusto (POMOR). Nesta tese utilizou-

se o conceito de média efetiva, definido por Deb e Gupta (2006), para definir o POMOR.
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Considerando o problema de otimizagao dado por:

minimizar ?(x) = (fi(z), fa(z), -+, fm(z)), x€R" (6.14)
() <0, =1,

sujeito a gj( ) J (6.15)
e Ly <, i=1,m

conceitua-se solugao multiobjetivo robusta. A solucao de um Problema Multiobjetivo de

Otimizacao Robusta é definida por:

Definicao 6.4. Uma solugdo x* é denominada solugcdo multiobjetivo robusta se for uma solugcdo
Otima de Pareto para o seguinte problema de otimizacdo multiobjetivo, definido em relacio a

uma 6-vizinhanca da varidvel de projeto x:

minimizar ?(m) = ( ), (55 (@), - - ,fﬁlff(x)> , xeR" (6.16)
g (@) <0, =1

sujeito a ! (6.17)

onde o expoente ef f nos objetivos e restrigoes significa a média efetiva destas funcoes
definida através da Eq. 6.12. O problema definido nas Eq. 7.4 e 7.5, é denominado
Problema de Otimizag¢ao Multiobjetivo Robusto (POMOR).

Definicao 6.5. A Curva de Pareto Robusta é definida como sendo o conjunto de todos pontos

otimos de Pareto para o problema definido pela Eq. 7.4 e 7.5.

Basicamente, no contexto multiobjetivo, pode-se observar trés situagoes distintas para

a Fronteira de Pareto Robusta (DEB;GUPTA, 2006):

e a Curva de Pareto é completamente robusta e, neste caso, a Curva de Pareto Robusta

coincide com a Curva de Pareto Nominal, isto é, sem robustez;
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e somente parte dos pontos sobre a Curva de Pareto sao robustos e o restante dos
pontos nao sao robustos. Neste caso, hd uma parte da Curva de Pareto Robusta
que coincide com a Nominal e outra parte que localiza-se préxima a Curva de Pareto

Nominal;
e a Curva de Pareto Robusta é completamente distinta da Curva de Pareto Nominal.

Nos estudos de caso realizados no Capitulo 8 sao apresentados casos onde as Curvas

de Pareto Robustas ilustram a descricao acima.



Capitulo 7

Otimizacao Multiobjetivo via Colonia de

Vagalumes

7.1 Aspectos Gerais do Algoritmo

Os métodos heuristicos evolutivos estao entre os mais utilizados para resolver problemas
de otimizacao. Isto se deve, dentre outros aspectos, aos recursos computacionais hoje dis-
poniveis, a capacidade de escapar de étimos locais e a sua concepcao conceitual simples.
No entanto, nos ultimos anos, algoritmos puramente estruturais, que simulam o compor-
tamento social de animais ou fenémenos fisicos tém sido amplamente utilizados no meio
académico (OLIVEIRA, 2006; LOBATO, 2008; SERAPIAO, 2009; NETO;:BECCENERI,
2009).

Algoritmos baseados no comportamento social de animais estao relacionados princi-
palmente ao comportamento na busca por alimentos, caracteristicas de aprendizagem, for-
mas de aprendizagem e memorizagao e comportamento para acasalamento (SERAPIAO,

2009). Em se tratanto do comportamento coletivo de insetos, os vagalumes destacam-se
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por sua caracteristica bioluminescente de forma organizada e sincronizada, na busca por
parceiros de acasalamento.

O pioneiro na implementacao de um algoritmo de colonia de vagalumes foi o chinés
Xin-She Yang (YANG, 2008). Na literatura podem-se encontrar algumas aplicagdes do
ACV, mono e multiobjetivo, dentre as quais sao citadas: sincronizacao de sensores em
rede (Werner-Allen et al., 2005), projeto de redes sem fio (Leidenfrost e Elmenreich, 2008),
otimizacao de fungdes matematicas (Yang, 2008), resolugdo de um problema inverso de
conducao de calor Luz et al. (2009), desenvolvimento de uma estratégia auto-adaptativa
usando modelos cadticos para a atualizagao dos parametros do ACV (Lobato e Steffen Jr,
2010), projeto de sistemas de engenharia (Lobato et al, 2011a), otimizacao de hidrociclones
(Lobato et al., 2011b), estimagao de parametros de controladores em processos quimicos
(Souza et al, 2012), controle 6timo (Lobato et al, 2012), dentre outras aplicagdes. Os
trabalhos citados acima mostram que ha um interesse da academia no estudo de algoritmos
baseados nestes insetos.

No cenario da otimizacao robusta, a maioria das atividades de pesquisa em otimizagao
robusta se trata de problemas mono-objetivo (PAENK et al. 2006; DEB;GUPTA, 2006).
Neste contexto, objetivando contribuir com o estudo e pesquisa em otimizagao robusta
multiobjetivo, é proposto o algoritmo MOFA (Multiobjective Optimization Firefly Algo-
rithm), que é um algoritmo baseado no ACV para resolugdo de problemas de otimizagao
multiobjetivo robustos. De maneira geral, na execu¢ao do MOFA, sao empregados os
seguintes operadores: estimativa dos objetivos definidos pela média efetiva (avaliacao
da integral), geragdo da populagao inicial, sele¢do e movimentacao dos vagalumes, per-
turbacao dos vagalumes, ordenamento elitista por rank e truncamento das solugoes. Estes

operadores serao descritos, com detalhes, nas proximas segoes.
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7.2 O Algoritmo MOFA

O usuario deve fornecer os seguintes parametros na execugao do algoritmo MOFA:

e Numero de Objetivos - quantidade de objetivos do problema, definido por Nobj5

Numero de Variaveis - quantidade de variaveis de projeto do problema, definido por

V', bem como seus respectivos dominios;

Numero de Geracoes - usado como critério de parada, o ntimero de geracoes é

representado por Nger;

Tamanho da Amostra - usado na amostragem para obtencao de uma estimativa da

média efetiva e é representada por Nymt;

Tamanho da Populacao - define a quantidade de vagalumes utilizados no processo e

¢ definido por Nvyag;

Coeficiente de Atratividade Maxima - usado no cdlculo da atratividade entre os

vagalumes e é representado por [;

Coeficiente de Absorc¢ao da Luz - também usado no calculo da atratividade entre os

vagalumes e é representado por 7;

Fator de Perturbacao - usado como critério para perturbar os vagalumes da colonia

e representado por Fpept;

Coeficiente de Robustez - representa a amplitude da perturbacao de cada variavel

de projeto x; e é representado por ;.

De forma bastante resumida, o algoritmo MOFA obedece a seguinte sequéncia de

procedimentos:
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i. geracgao aleatéria da populagao inicial;
ii. realizacao da amostragem e calculo de uma estimativa para os objetivos robustos;
iii. classificacao das solugoes baseada no critério de nao dominancia por meio do rank;

iv. para cada vagalume, da populagao P, calcular o vagalume que lhe é mais atrativo

com base no rank e na distancia entre os vagalumes;

v. gerar outros Nyag através da movimentacao dos vagalumes na dire¢ao do que lhe é
mais atrativo e também através de um movimento aleatério. Este novos vagalumes
sao adicionados a populacao P;, gerando uma populacao P,. Se o critério, calculado
com base nos vagalumes de dez geracoes consecutivas, for maior que Fpert entao é

realizada a perturbacao dos vagalumes em Ps;

vi. realizar a eliminagao de Nyag vagalumes da populagao P, gerando uma nova po-
pulagao Py com Nyag vagalumes, de forma que nenhuma solugao nao dominada seja

perdida. Classificar as solugoes por meio do rank.

Estes procedimentos sao repetidos até que o nimero maximo de geragoes Nger seja
alcancado. A saida do algoritmo MOFA ¢é formada pelo conjunto de solugdes nao domina-
das (variaveis do espaco de projetos) e seus respectivos valores dos objetivos. Nas proximas

subsegoes sao discutidos com mais detalhes os procedimentos do algoritmo MOFA.

7.2.1 Geracao da Populacao Inicial

Geralmente métodos heuristicos de otimizacao, baseados em processos evolutivos e em
comportamentos coletivos de espécies, trabalham com uma populacao inicial e nao so-

mente com um ponto inicial. Sendo assim, o processo de inicializacao destes algoritmos
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consiste na geracao de uma populacao inicial, obtida geralmente de forma aleatéria. O
processo de geracao da populagao inicial depende do dominio de definicao das variaveis
de projeto.

Segundo Abbas et al. (2001) é possivel encontrar na literatura outros métodos de
geracao da populacao inicial, que sao baseados em distribuicoes estatisticas onde os
parametros da distribuicao sao atribuidos pelo usuario.

No algoritmo MOFA a geracao da populagao inicial é realizada de forma randomica.

A geragao de um individuo x = (1,2, ,x,) pode ser realizada da seguinte forma:

T; = xﬁ"f + rand (" — a:ﬁ"f), i=1,-,n (7.1)

onde rand é um nimero aleatério entre 0 e 1 e ™ e 27" sdo as restricdes laterais da

variavel de projeto x;.

7.2.2 Operador de Ordenamento

Na otimizacao mono-objetivo a avaliacao da qualidade de um individuo da populacao é
geralmente realizada pelo seu valor na funcao objetivo. Na otimizacao multiobjetivo o
processo de avaliagao de um individuo nao pode ser realizado da mesma forma. No caso
multiobjetivo as solugoes nao dominadas devem ser preferidas em relacao as dominadas.
Fonseca e Fleming (1993) propuseram uma forma de avalia¢ao dos individuos baseada em
um ordenamento por ranking, sendo que o ranking de um individuo é o niimero de solugoes
que a dominam mais um. Sendo assim, as solu¢oes nao dominadas possuem ranking 1.
O algoritmo MOFA realiza o mesmo ordenamento das solu¢oes do algoritmo NSGA
II (DEB et al., 2000). O ordenamento realizado pelo algoritmo NSGA II também é

baseado no critério de nao dominancia onde as solugoes sao ordenadas da seguinte forma:
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e as solucoes nao dominadas sao classificadas como rank 1 e retiradas da populagao;

e a populacao resultante é novamente classificada e os indiviuos nao dominados sao

classificados como rank 2 e depois sao retirados da populagao;

e novamente a populagao resultante é classificada e os individuos nao dominados sao

classificados como rank 3 e retirados da populacao;

e 0 processo ¢ repetido até que toda a populacao seja avaliada.

O processo de ordenamento por rank, descrito acima, ¢ ilustrado na Fig. 7.1 a seguir.

f2 A

-
>
h

Figura 7.1: Ordenamento por rank realizado pelo algoritmo NSGA II. Adaptado de (DEB et al.,
2000).

Segundo Silva (2004) o ordenamento das solugoes realizado pelo NSGA II favorece a
evolucao das curvas e nao de pontos individuais, facilitando a diversidade das solugoes
no espaco de objetivos. Este procedimento de ordenamento de solugoes tem sido usado
por véarios autores na construcao de algoritmos (CASTRO, 2001; SILVA, 2004; LOBATO,
2008; LOBATO et al., 2011a).
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7.2.3 Operador de Truncamento

Cada individuo da colonia de vagalumes movimenta-se de acordo com a Eq. 5.9. Tanto
os vagalumes de uma geragao, quanto os obtidos pelos movimentos dos vagalumes da
colonia, constituem uma nova populacao com o dobro do tamanho da populagao original.
Sendo assim, para nao onerar muito o custo computacional, deve ser incorporado um
mecanismo de corte de solugoes a cada geragao. Inicialmente tal mecanismo objetiva
o corte das solugoes dominadas, mantendo as solugoes nao dominadas na populagao.
A medida que aumenta o numero de geracoes, havendo a convergéncia do algoritmo,
¢é natural de se esperar que o nimero de solugoes nao dominadas seja maior do que o
tamanho da populacao inicial, que deve ser mantido fixo. Neste caso, o mecanismo deve
eliminar também solu¢oes nao dominadas.

Segundo Deb (2001) nao é interessante ter uma grande quantidade de individuos du-
rante o processo e otimizacao, porém que os individuos estejam bem distribuidos ao longo
da curva de Pareto. Sendo assim, visando atender a meta relativa a diversidade, solugoes
nao dominadas melhor espacadas devem ser preferidas em relagao as solugoes que mesmo
nao dominadas, estejam muito proximas de outras. O mecanismo de corte de solu¢oes do
MOFA ¢ o mesmo do algoritmo NSGA II (DEB et al., 2000).

Este mecanismo é denominado na literatura como Distancia de Multidao e foi apre-

sentado na secao 5.6.2 do capitulo 5.

7.2.4 Operador de Selecao

Diferentemente dos algoritmos evolutivos, onde solucoes sao selecionadas para cruza-
mento, o ACV seleciona a melhor solu¢ao para que o individuo (vagalume) possa se

dirigir em sua dire¢ao. A melhor solucao depende do ponto de vista de cada individuo
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e é funcao tanto da aptidao do vagalume observado, quanto da distancia até o vagalume
observador.

Dado um vagalume especifico x; ¢é calculado o coeficiente de atratividade § para medir
o quanto cada vagalume da colonia o atrai. Este coeficiente é fungao da aptidao (brilho
emitido), baseada no rank de cada vagalume observado, e também da distancia até o
vagalume observador, visto que a intensidade do brilho emitido decresce com o aumento
da distancia. O vagalume com o maior coeficiente de atratividade é selecionado para que

o vagalume x; se movimente em sua direcao segundo a Eq. 7.2, reproduzida a seguir

1
it =af 4+ Blak — )+ a (rcmd — 5) (7.2)

em que, o segundo termo da equacao insere o fator de atratividade 3, o terceiro termo,
regulado pelo parametro o, permite a insercao de certa aleatoriedade no caminho percor-
rido pelo vagalume e rand é um ntimero aleatério entre 0 e 1. Observe que um vagalume
nao necessariamente segue o vagalume mais brilhante (melhor aptidao) da colonia e sim
aquele que é mais atrativo a ele. Isto faz com que haja uma maior diversidade na po-
pulagao de vagalumes, pois se todos seguissem ao vagalume mais brilhante a populagao

se estagnaria em poucas geragoes (YANG, 2008).

7.2.5 Operador de Perturbacao

O Operador de Perturbacao, como o préprio nome diz, realiza pequenos deslocamentos nos
vagalumes e tem como objetivo explorar a vizinhanca dos vagalumes da colonia. Possui
um efeito semelhante ao operador de mutagao nos algoritmos evolutivos.

A perturbacgao dos vagalumes é realizada quando, em uma geragao, a soma das médias
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dos valores dos objetivos dos vagalumes da colonia apresenta um valor maior que uma
amplitude pré-fixada quando comparado com o valor médio do mesmo nimero nas ultimas
dez geracoes. O célculo do critério, em cada geragao ¢ a partir da décima geracao, ¢ reali-
zado da seguinte forma: (1) cada vagalume contribui com a média aritmética dos seus ob-
jetivos; (2) é realizada a soma das médias resultando no nimero soma —mediaobjetivos —
vagalumes — i; (3) a partir da décima geragao é calculado, em valor absoluto, a diferenga
entre soma — mediaobjetivos — vagalumes — ¢ e a média dos dez ultimos valores para
soma — mediaobjetivos — vagalumes, isto é, para soma — mediaobjetivos —vagalumes —
(¢ =10 : @); (4) se o numero obtido em (3) for maior que a amplitude Fep(, entao é
realizada a perturbacao dos vagalumes. A perturbacgao é aplicada a todos vagalumes da

populagao conforme a seguinte expressao:

vagalume-novo = 0, 05" (—1 + 2*rand)*vagalume-atual (7.3)

onde rand é um ntmero aleatério entre 0 e 1.
Quando os vagalumes se aproximam da curva de Pareto entao o processo de per-
turbacao nao é realizado, pois, nao havera uma diferenca significativa na média dos obje-

tivos com o passar das geragoes.

7.2.6 Insercao do Parametro de Robustez - Aproximacao da Média Efe-
tiva

A inser¢ao da robustez ao POMO realiza-se através da transformagao do problema origi-

nal, definido pelas Eq. 6.14 e 6.15, no problema robusto, definido pelas Eq. 7.4 e 7.5 que
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sao apresentadas novamente a seguir.

minimizar ?(x) = (ffff(x),fzeff(x), - ,f;ff(x)> , zeR"

gj?ff(x)g(), j=1,---,J
sujeito a

(7.4)

(7.5)

Para problemas complexos de engenharia nao é possivel realizar o calculo analitico

das médias efetivas, utilizadas na definicao do POMOR. Sendo assim, o algoritmo MOFA

realiza um procedimento de aproximagao da integral definida na Eq. 6.12. O usuario

deve informar as fungoes objetivo, as fungoes que definem as restricoes e também a per-

turbagao 9; em cada varidvel de projeto x;. Observe que um parametro o também estd

sendo considerado como uma nova variavel de projeto, porém com valor fixo, isto é, o

MOFA também considera a robustez associada a perturbac¢oes em parametros dos ob-

jetivos e/ou restrigoes. Para exemplificar como é realizada a entrada dos objetivos e

restrigoes, considere o seguinte POMO:

minimizar ?(;1:) = (23, —23 + cos (222)), = €R%

o e” —12 — 3 <0,
sujelto a

(7.6)

(7.7)

As perturbacoes das varidveis de projeto dos objetivos e a da restricao do POMO,



141

acima definido, devem ser inseridos no algoritmo MOFA da seguinte forma:

minimizar ?(x) = ((z1+61)%, —(z2 + 02)° + cos (2(z2 + &))), z €R’ (7.8)

e”“*‘sl —($2 + 52)2 -3 < 0,
sujeito a (7.9)

-3< <3, i=1,2
Para o calculo da aproximacao da média efetiva, o usuario deve fornecer o valor, para
cada varidvel z;, de seu parametro de perturbagao ¢;, e o tamanho da amostra Ny,
que sera calculada pelo método do Hipercubo Latino. Considerando uma funcao objetivo

genérica f;, o MOFA realiza a aproximacao da média efetiva, através da seguinte expressao

matematica:
1 Namt
fz‘eff s fiaprom _ ¥ Z fz(xj + 5]) (7.10)
amt 5

Qualquer outro processo numérico para estimar a integral, definida na Eq. 6.12,

poderia ser utilizado para esta finalidade.

7.2.7 Tratamento das Restricoes

Na secao 4.6 foram apresentados dois métodos para o tratamento de restrigoes: a Pe-
nalizagao Externa e a Penalizacao Interna. Para descrever o tratamento das restrigoes
em um POMO robusto, considera-se que ha apenas restrigoes de desigualdade, pois res-
tricoes de igualdade certamente seriam violadas sob pequenas perturbacoes nas variaveis
de projetos e/ou dos parametros das restrigoes.

Um dos parametros de entrada do usuario na otimizacao robusta é o tamanho da

amostra Nyt usada para estimar a média efetiva. Observe na Figura 7.2 a seguir, que o
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ponto A, apesar de ser vidvel, uma pequena perturbacao em sua vizinhanca pode conter

pontos, obtidos a partir da amostragem realizada, que violam algumas das restricoes.

sz

P N
AT —_ - - )
4 /
i §-perturbagio de 4 A N
\ \
A |
|
\
/
/
7
Pfront -
>
fi

Figura 7.2: Andlise da violacdo de restrigdes para o caso robusto devido a perturbagdo de uma
solugdo viavel.
O método para tratamento das restri¢oes, usado pelo algoritmo MOFA, é definido

através dos seguintes procedimentos:

e realiza-se a amostragem, através do método do Hipercubo Latino, em torno de um

ponto genérico A;

e lista-se, em um vetor, todas as violagoes de qualquer uma das restrigoes de desigual-

dade;

e soma-se a quantidade de violacoes das restrigoes, isto é, o tamanho do vetor de

violagoes, gerando o nimero Ny;.;

e o numero N_:

viol € multiplicado por um fator de penalidade 7, constante e o resultado

¢ adicionado aos objetivos do POMO robusto;
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Castro (2001) recomenda que os parametros de penalizacao sejam os valores limites de
cada objetivo, pois, neste caso, ¢ garantido que qualquer solugao nao dominada domine
qualquer solucao que apresente pelo menos uma violagao de alguma restricao. Neste

método de tratamento de restrigoes, o vetor de objetivos é escrito da seguinte forma:

=7 +mNyi0] (7.11)

Neste contexto o método descrito acima pode ser considerado, na otimizacao robusta
um método de penalizagao interna, pois mesmo no interior da regiao viavel uma solucao
pode ser penalizada, isto é, quando uma amostra em sua vizinhanga contiver pontos nao
viaveis. Observe que a fungao é penalizada se, e somente se, uma d-vizinhanca de um
ponto contiver pontos nao viaveis, e neste caso, o nimero de violagoes Ny € zero.

Para ilustrar uma aplicacao do método de tratamento de restricoes descrito nesta
se¢ao, considere um problema com trés restrigoes de desigualdade. Suponha que um
ponto viavel contenha, em sua vizinhanga de raio J, cinco pontos que violam a primeira
restricao, dez que violam a segunda restri¢ao e doze pontos que violam a terceira restrigao.

Neste caso o nimero de violagoes calculado é N, 27.

iol =

7.2.8 Critério de Parada

Nesta tese o niimero maximo de geragoes, definido antecipadamente pelo usuario, é utili-
zado como critério de parada do algoritmo MOFA. Este é sem duvida o processo de parada
mais utilizado nos algoritmos heuristicos de otimizacao multiobjetivo (DEB, 2001; AB-
BASS et al., 2001, LOBATO, 2008; LOBATO et al., 2011a). H4 outras formas de definir
o critério de parada, a saber, as taxas de convergéncia definidas para cada objetivo. As

taxas sao definidas a partir das melhores solucoes obtidas para cada objetivo. Quando



144

nao ha melhora das solugoes para cada objetivo as taxas tendem a ser muito pequenas e,

entao, menores que um valor fixado a priori.

7.3 Estruturacao do MOFA

A plataforma onde foi elaborado o algoritmo MOFA é o MATLAB®. O objetivo central
desta secao é apresentar, de forma sucinta, as principais rotinas do algoritmo MOFA.

As principais rotinas do algoritmo MOFA sao:

e evaluate objective.m - neste arquivo o usuario deve informar o tamanho da amos-
tra (Namt) € os valores dos parametros de perturbagao d; de cada varidvel de projeto
x;. Este arquivo é responsavel por realizar a estimativa da média efetiva dos obje-

tivos;

e evaluate_sys.m - neste arquivo o usuario deve entrar via teclado com os objetivos

do problema robusto, conforme apresentado na subsecao 7.2.6;

e firefly.m - este arquivo é responsavel pela movimentacao dos vagalumes e o usuario
deve informar os valores dos parametros 3y e 7. Nele também ¢é realizada a atua-

lizacao dos valores dos objetivos dos novos vagalumes da populacao;

e hypercube.m - realiza o cédlculo da amostra para posterior realizacao de uma esti-
mativa para a média efetiva dos objetivos. O cédlculo da amostra é realizado pelo
método do Hipercubo Latino (VIANA et al., 2010) e depende dos limites minimo e
maximo das variaveis de projeto e do tamanho da amostra, que ¢ um dado informado

pelo usuério;

e initialize_variables.m - conforme o préoprio nome indica, este arquivo é responsavel

pela geracao da populacao inicial bem como sua avaliagao nos objetivos do problema.
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A geracao da populacao inicial é realizada de forma aleatoria, conforme a Eq. 7.1,

e depende dos limites minimo e maximo das variaveis de projeto;

metrics.m - caso o problema possua solugao analitica, a mesma ¢é “carregada’na
execugao do arquivo mofa.m e entao o calculo das métricas de convergéncia (CM) e
de diversidade (DM), cujas expressoes sao dadas pelas Eq. 8.1 e 8.2 respectivamente,

¢é realizado através da execucao do operador do arquivo metrics.m;

mofa.m - é o arquivo principal do algoritmo MOFA. Neste arquivo o usuario deve
informar, via teclado, os seguintes parametros: niimero de geracoes (Nger ), tamanho
da populacao (Nvag), Niimero de objetivos (Nobj), os limites minimo e méximo de
cada variavel de projeto e o fator de perturbacao (Fpert>' No arquivo moece.m
sao acionadas as principais rotinas do algoritmo MOFA, é realizado o operador de
perturbacao dos vagalumes e, caso o problema possua solugao analitica, entao o

operador que calcula os valores das métricas de convergéncia e de diversidade pode

ser acionado;

non_domination_sort mod.m - este arquivo é responsavel pela distribuicao das solugoes
em “pseudo-curvas”, baseadas nos ‘ranks”’das solugoes, conforme apresentado na
subsecao 7.2.2. Realiza também o calculo da distancia de multidao de cada vaga-

lume da colonia, conforme apresentado na subsecao 5.6.2 do capitulo 5;

replace fireflym - este arquivo é responsavel pela substituicao da populagao de
vagalumes de uma geracgao pela populagao de vagalumes da geragao seguinte. Apods
o algoritmo MOFA unir a populacao de vagalumes em uma geracao com a populacao
de vagalumes movidos, no arquivo non_domination_sort_mod.m ¢é calculado o rank

bem como a distancia de multidao das solugoes. Apds estes calculos o operador
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do arquivo replace_chromossome.m realiza o truncamento das solugoes conforme

apresentado na subsecao 7.2.3 deste capitulo e na subsecao 5.6.2 do capitulo 5.
Como arquivos de saida, o algoritmo MOFA pode armazenar os seguintes dados:
e populacao inicial de vagalumes;
e valores do rank de cada vagalume da curva solugao;
e distancia de multidao para cada vagalume da curva solucao;
e valores das variaveis de projeto de todos vagalumes pertencentes a curva solugao;
e valores dos objetivos, avaliados sobre a curva solucao;

e quando ha solucao analitica, o algoritmo MOFA, informa também os valores das

métricas de convergéncia (CM) e de diversidade (DM).

A Figura 7.3 que se segue, ilustra a estruturacao do algoritmo MOFA, através dos

arquivos descritos anteriormente.
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Multiobjective Optimization Firefly Algorithm

I replace_firefly.m I

I evaluate objective.m l
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v I initialize variables.m I
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I non_domination_sort mod.m I

Figura 7.3: Arquivos componentes do algoritmo MOFA.

O algoritmo MOFA se constitui um algoritmo de otimizagao multiobjetivo robusta
que pode ser considerado novo, pois ha poucos trabalhos em termos de dissertacoes de

mestrado e teses de doutorado que tém sido propostos com esta finalidade.



Capitulo 8

Aplicacoes Matematicas

Neste capitulo sao realizadas uma série de simulagdes do Algoritmo MOFA (Multiob-
Jective Optimization Firefly Algorithm) em estudos de casos envolvendo problemas ma-
tematicos. Objetivando a verificacao da convergéncia do algoritmo MOFA e a diversi-
dade das solucoes, foram estudados problemas testes com solucoes analiticas nominais e
analiticas robustas conhecidas (problemas testes de 1 a 4). Foram realizadas discussoes
sobre a influéncia dos parametros de incerteza sobre o perfil da Curva de Pareto e da sen-
sibilidade do algoritmo MOFA em relacao a alguns parametros que devem ser informados
pelo usuério.

Em geral, no Algoritmo de Colonia de Vagalumes (ACV), o usudrio deve informar
previamente os seguintes parametros: nimero de vagalumes Nyag, coeficiente de atrati-
vidade entre os vagalumes (3, o coeficiente de absorcao do brilho emitido v e o ntimero
mdaximo de geragoes Nger. Para o caso robusto o usudrio deve informar ainda o nimero
de amostras necessédrias para estimar a integral Nyt e o parametro de perturbacao 6. A
Tabela 8.1 apresenta os valores dos parametros utilizados nas simulacoes realizadas pelo

MOPFA para os problemas teste deste capitulo.
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Tabela 8.1: Parametros do algoritmo MOFA utilizados nas simulacdes.

Parametros
Nvag 55
N, ger 250
Bo 1
ot 1
Namt | 100

No algoritmo MOFA o ntimero de vagalumes é fung¢ao do nimero de objetivos e do
numero de variaveis de projeto. Todos problemas estudados neste capitulo possuem dois
objetivos e cinco variaveis de projeto e entao o niimero de vagalumes é o mesmo nos pro-
blemas estudados. Foi realizada uma analise de sensibilidade dos parametros do algoritmo
MOFA, apresentada em uma secao no final deste capitulo, e nela ficou evidenciado, para o
problema estudado na anélise, que os melhores resultados para a convergéncia foram obti-
dos quando [y = v = 1. Para o cdlculo de uma estimativa para a média efetiva, a andlise
de sensibilidade mostrou que os melhores resultados foram obtidos para um nimero de
amostras a partir de cinquenta pontos. A escolha para o nimero de geracgoes se deu a
partir da observacao da convergéncia, em todos os casos estudados, para as curvas de
Pareto dos problemas estudados.

Para avaliar a qualidade do algoritmo MOFA, as métricas de convergéncia (CM) e de

diversidade (DM) foram utilizadas (DEB, 2001):

> d;
CM = 8.1
Nvag (8.1)

DM — di+di+ > |d; — dy|
dy +d; + (Nvag — 1)dm

(8.2)

onde d; é a distancia euclideana entre o vagalume x; e o ponto da Curva de Pareto mais
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préximo de z;, df e d; representam a distancia euclideana entre as solucoes extremas
da curva de Pareto e do conjunto de solugoes (vagalumes) nado dominadas obtidas pelo
algoritmo e d,, ¢ a média aritmética das distancias d;. Para o calculo das métricas CM
e DM as curvas de Pareto analiticas (nominais e robustas) foram obtidas utilizando 1000
pontos.

Os objetivos principais para a realizacao dos estudos de casos contidos neste capitulo

sao:

i) estudar a convergéncia do algoritmo MOFA e a diversidade das solugoes para os

casos nominal e robusto;

i1) entender a influéncia do parametro de incerteza J na configuragdo das curvas de

Pareto Robustas.

8.1 Problema Teste 1

Considere o problema definido por (DEB;GUPTA 2006):

minimizar ﬁﬁl(m) = (fi(x), fa(x)) = (z1, h(z1) + g(x)s(xy)) (8.3)
h(zy) =1— 22
g(x) = Z 10 4 27 — 10 cos (47x;)
{ =2 (8.4)
- 2
s(z1) 0311, + Oz
nglgL _1<nglz:27 v

Para o estudo do problema teste 1 foram utilizados os valores « =1 e § = 1. A curva

de Pareto nominal para o problema F}, definido pelas equacoes 8.3 e 8.4, corresponde a



151

x1 €[0,1] ex; =0, i =2,--- ,n. Observa-se que, sobre a curva de Pareto, a fungao g(x)
¢é identicamente nula e, portanto, pode-se obter uma relagao entre os objetivos f; e f.

Esta relagao é expressa matematicamente por:

fo=1-f1. (8.5)

Nota-se que a geometria do problema (ndo convexo) no espago de objetivos, entendida
através de uma simples analise da Eq. 8.5, e o fato da funcao g ser multimodal causam
dificuldade de convergéncia para qualquer algoritmo de otimizagao.

Para este estudo de caso a curva de Pareto robusta pode ser obtida analiticamente,
mediante o cdlculo das médias efetivas para os objetivos f; e fo em uma J-vizinhanca do
vetor de projeto x, sendo que esta vizinhanca é obtida perturbando a coordenada z; de
x da forma [z; — d;, x; + 0;]. Os objetivos obtidos pelas médias efetivas, avaliados sobre o

conjunto de Pareto (robusto), sdo expressos por:

I (2,6) =m (8.6)
52 1 0.2+ 2140 52
eff 12 1 17 24 L
5 (x,0) xy 3+[251 n(0.2+x1_51)+x1+31G($) (8.7)
onde
= &2 10
G(z) = Z 10 + é ~ o, sin 47d;. (8.8)
1=2

A curva de Pareto robusta, dada em funcao de ¢, pode ser obtida substituindo fff !



152

no lugar de x; na Eq. 8.7 e fazendo x; variar no intervalo [0, 1]. E interessante notar que,
fazendo o parametro de perturbacao ¢ tender a zero, a curva de Pareto robusta tende a
curva de Pareto nominal, pois,

. RS 57 10
(151_1% G(x) = (151_I>I(1) Lz:; 10 + 3 I sin 47?@] =0, (8.9)

e, portanto

2

. eff _ 1 _ eff
lim 5/ (,6) = 1= (1) (8.10)

Os parametros do algoritmo MOFA, usados nas simulacoes, foram apresentados na
Tab. 8.1. E importante ressaltar que para o caso nominal, isto é, sem robustez, sao
necessarias 55 + 55 x 250 avaliacoes da funcao objetivo em cada execugao. Ja para o
caso robusto, sao necessarias 55 + 55 x 250 x 100 avaliagoes da funcao objetivo, pois, em
cada geracao sao necessarias 100 avaliacoes adicionais do objetivo para estimar a integral.
Neste caso, observa-se que ha um grande acréscimo no nimero de avaliacoes para o caso
robusto, como ja era de se esperar.

Para fins de avaliacao da convergéncia do algoritmo para os casos nominal e robusto,
realizou-se dez simulagoes com o seguinte vetor de sementes iniciais para o gerador de
nimeros aleatérios rand do software Matlab® ([0 1 ... 9]) e estipulou-se o niimero de
varidveis n = 5 (para todos Problemas Testes deste capitulo). Os desvios para cada
uma das 5 varidveis de projeto foram definidos como [§; &2 05 94 5] = [0 20 20 20 20]
(DEB;GUPTA, 2006).

A Figura 8.1 apresenta a curva solucao obtida pelo MOFA juntamente com a curva
de Pareto do problema nominal. Observa-se graficamente a convergéncia do algoritmo

MOFA e uma boa distribui¢ao das solugoes sobre a curva de Pareto.
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Figura 8.1: Curva de Pareto nominal e obtida pelo MOFA para o problema teste 1.

A Tabela 8.2 apresenta os resultados das métricas de convergéncia e de diversidade,
obtidos nas dez simulacoes, para o problema teste 1 nominal. Observa-se pelos resultados
da métrica CM que, em todas dez simulagoes, houve a convergéncia do algoritmo MOFA
para a solucao analitica do problema. Os resultados da métrica DM na Tab. 8.2 mostram

que as solugoes estao bem distribuidas, isto ¢, ha uma boa diversidade das solugoes.

Tabela 8.2: Resultados das métricas CM e DM na simulacdo do problema teste 1 nominal.

Simulagoes
Métricas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
CM 0,003 | 0,003 | 0,003 | 0,002 | 0,004 | 0,002 | 0,002 | 0,003 | 0,002 | 0,003
DM 0,855 | 0,975 | 0,806 | 0,828 | 0,812 | 0,640 | 0,938 | 0,810 | 0,872 | 1,021

Para o estudo da robustez no problema teste 1 foram utilizados quatro valores para o
parametro de incerteza §. Na Figura 8.2(a) estao contidas as curvas de Pareto robustas
analiticas obtidas das equacoes 8.6 e 8.7 para os valores de . No que diz respeito a
sensibilidade dos objetivos, observa-se que para valores pequenos da variavel x; ha uma
maior sensibilidade do objetivo fgef 7. A Figura 8.2(b) apresenta os resultados obtidos
pelo algoritmo MOFA em funcao do parametro de incerteza §. Observa-se, graficamente,

que ha convergéncia do algoritmo MOFA, para cada um dos valores de ¢, para a solucao
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analitica do problema. Observa-se claramente nesta figura o efeito do acréscimo de in-
sercao de incerteza no vetor de variaveis de projeto, ressaltando a importancia deste efeito

durante a otimizacao, através da mudanca do perfil da curva de Pareto.

3,04 3,04
2,7 2,7
2,4 2,4
2,14 2,14
1,81 1,8]
~<'1,5 “<'1,54
1,24 1,2
0,9+ 0,9
0,6 . £
0’ 3] Otimo de Pareto 8’2_ Otimo (Ie Pareto
070_ (Nominal) 0’ 0] (Nominal)
0,0 0,1 0,20,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 0,0 0,1 0,20,3 0,4 0,50,6 0,7 0,8 0,9 1,0
/i A
(a) Média Efetiva Teorica (b) Solucdo Robusta obtida pelo MOFA
(efeito do parametro &) (efeito do parametro &)

Figura 8.2: Curvas de Pareto robustas para o problema teste 1.

Para finalizar o estudo da convergéncia do algoritmo MOFA para o caso robusto, a
Tab. 8.3 apresenta os resultados das métricas de convergéncia CM e de diversidade DM
para os diferentes valores de ¢ utilizados nas simulagoes. Pode-se entao confirmar que o
algoritmo MOFA convergiu satisfatoriamente para a solu¢ao analitica robusta para todos

os valores do parametro de incerteza considerados.
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Tabela 8.3: Resultados das métricas CM e DM na simulacdo do problema teste 1 robusto.

Simulagoes

0 Métricas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.01 CM 0,003 | 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,004 | 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,001 | 0,003
’ DM 0,844 | 0,871 | 0,868 | 0,817 | 0,823 | 0,828 | 0,926 | 0,868 | 0,741 | 0,803
0.009 CM 0,003 | 0,002 | 0,005 | 0,002 | 0,004 | 0,003 | 0,003 | 0,003 | 0,004 | 0,003
’ DM 0,791 | 0,769 | 0,924 | 0,950 | 0,964 | 0,825 | 0,921 | 0,985 | 0,894 | 0,956
0.008 CM 0,002 | 0,002 | 0,003 | 0,003 | 0,003 | 0,001 | 0,002 | 0,004 | 0,003 | 0,003
’ DM 0,832 | 0,879 | 0,838 | 0,945 | 1,067 | 0,989 | 0,856 | 0,972 | 0,940 | 0,859
0.007 CM 0,002 | 0,003 | 0,003 | 0,005 | 0,003 | 0,002 | 0,003 | 0,003 | 0,003 | 0,003
’ DM 0,834 | 0,741 | 1,056 | 0,844 | 0,900 | 0,654 | 0,890 | 0,780 | 0,896 | 1,053

8.2 Problema Teste 2

A formulacao matematica do problema teste 2 é similar a do problema teste 1, porém sao
utilizados os valores @« = 1 e § = 10. A curva de Pareto nominal para o problema teste 2
¢ a mesma para o problema teste 1 e é apresentada na Fig. 8.1.

A Figura 8.3(a) apresenta a curva de Pareto nominal para o problema teste 2 e, para
quatro valores do parametro de incerteza ¢, suas respectivas curvas de Pareto robustas
analiticas, obtidas de maneira inteiramente anédloga as curvas robustas para o problema
teste 1. Nesta figura observa-se que o aumento da incerteza faz com que a amplitude de
solugoes nao dominadas seja bem menor, caracterizando a redugao do nimero de pontos
vidveis na solu¢ao 6tima de Pareto. A Figura 8.3(b) apresenta as curvas obtidas pelo
MOFA para valores distintos do parametro de incerteza e mostra claramente o efeito do
parametro o sobre o perfil das curvas de Pareto. Observa-se graficamente que, para cada
valor de d, houve convergéncia do algoritmo MOFA para a solugao analitica e também
observa-se que as solugoes estao bem distribuidas sobre seu perfil, nao havendo concen-
tracao de solucoes em uma regiao especifica.

A Tabela 8.4 apresenta os resultados das métricas CM e DM para o problema teste
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Figura 8.3: Curvas de Pareto robustas para o problema Teste 2.

2 robusto. A observacao grafica da convergéncia e da diversidade das solugoes pode ser

conferida analiticamente através dos resultados apresentados na Tab. 8.4. Em todos os

casos houve convergéncia para a solucao analitica robusta do problema teste 2.

Tabela 8.4: Resultados das métricas CM e DM na simulag¢do do problema teste 2 robusto.

Simulagoes
1) Métricas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.004 CM 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,002 | 0,002 | 0,002 | 0,003 | 0,002 | 0,002 | 0,002
’ DM 0,849 | 0,816 | 0,808 | 1,038 | 0,847 | 0,889 | 0,814 | 0,823 | 0,863 | 0,982
0.005 CM 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001
’ DM 0,755 | 0,753 | 0,670 | 0,928 | 0,978 | 0,755 | 0,859 | 0,678 | 0,989 | 0,788
0.006 CM 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,002 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001
’ DM 0,718 | 0,827 | 0,745 | 0,733 | 0,656 | 0,989 | 0,744 | 0,833 | 0,767 | 0,677
0.007 CM 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,002 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001 | 0,001
’ DM 0,726 | 0,744 | 0,879 | 0,989 | 0,656 | 0,767 | 0,894 | 0,799 | 0,989 | 0,748
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8.3 Problema Teste 3

A formulagao matematica do problema teste 3 é dada por (DEB;GUPTA, 2006):

minimizar ?3(1') = (x1, h(x2) (g(x) + s(z1))) (8.11)
( 2 2
_ ‘1.2_0735 1:2_0,85
h(zy) =2 — 0.8 exp (— ( 0,35 ) ) exp ( ( 0,03 ) )
5
g(z) = ) 50z (8.12)
i=3
s(xy) =1—/xy
0<I1,$2<1, _1<IE2<12:3,,5

\

Este estudo de caso apresenta uma caracteristica bastante interessante, qual seja a
existéncia de uma curva de Pareto local. As curvas de Pareto global (ou somente a curva
de Pareto) e local correspondem a z; = 0, ¢ = 3,4,--- |5 o que faz com que g(z) = 0.
Entao, sobre as curvas, fo(z1,x2) = h(z2)s(x1) e uma vez que fi(x;) = x;, as Curvas de
Pareto global e a local sdo obtidas respectivamente no minimo global e local de h(xz). O
minimo global de h é obtido para = ~ 0,85 (com h(z}) ~ 1) e o minimo local de h é
obtido em x3* = 0,35 (com h(z*) ~ 1,2). Relagdes aproximadas entre os objetivos f; e

fa, sobre as curvas global e local, sdo expressas por (DEB;GUPTA, 2006):

fo=1—+/fi (Global) (8.13)
fo=1,2(1 = /f1) (Local). (8.14)

Analogamente aos problemas testes 1 e 2, a curva de Pareto robusta, para este estudo
de caso, pode ser obtida analiticamente mediante o calculo das médias efetivas para os

objetivos fi e fo em uma J-vizinhanca do vetor de projeto x. Os objetivos obtidos pelas
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médias efetivas, avaliado sobre o conjunto de Pareto, sao dados pelas seguintes expressoes:

I (2,8) = 2, (8.15)

: °. 50 1
<2, 0) = H(x,8) [Z 353 + (1 - % (21 +6:)"° — (21 — 51.)175))] (8.16)

=3

onde

1 x5+02
Hias6) = 5= [ hlo) dy (8.17)

A Figura 8.4 apresenta as curvas de Pareto global, local e a solugao obtida pelo al-
goritmo MOFA, todas para o caso nominal. A existéncia da curva de Pareto local pode
causar dificuldades de convergéncia para qualquer método de otimizacao, principalmente
nos métodos deterministicos. A Fig. 8.4 mostra a convergéncia do algoritmo MOFA para
a solucao 6tima global do problema teste 3. Observa-se, pelo menos graficamente, que as

solucoes estao bem espalhadas sobre a curva de Pareto.

1,2

1,04

— Qtimo de Pareto (Global)
Otimo de Pareto (Local)
« MOFA

0,84

1 0,61
0,41

0,21

0,04

0.00,10,20.30.40,50.6 0,70,80.9 1,0
1,

Figura 8.4: Curva de Pareto nominais (global e local) e obtida pelo MOFA para o problema
teste 3.

A Tabela 8.5 mostra que, exceto na simulacao com a semente inicial igual a zero,
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ocorreu a convergéncia do algoritmo MOFA para a curva de Pareto global do problema
teste 3. Através da Tabela 8.5 conclui-se também que as solucoes estao bem distribuidas

sobre a curva de Pareto global, isto ¢, ha uma boa diversidade entre as solucoes.

Tabela 8.5: Resultados das métricas CM e DM na simulagao do problema teste 3 nominal.

Simulagoes
Métricas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
CM 0,056 | 0,009 | 0,014 | 0,013 | 0,021 0,007 | 0,020 | 0,009 | 0,015 | 0,012
DM 0,423 | 0,810 1,117 | 0,660 1,201 0,745 1,190 | 0,832 1,160 | 0,970
Otimo Local | Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global

Para estudar o efeito do parametro 0 sobre a solugao (curva de Pareto) foi utilizado o
seguinte vetor de perturbagao [d1, 92, 93, 04, 05] = [0 & 25 20 26], atuando sobre o vetor de
projeto x (DEB;GUPTA, 2006). A Figura 8.5(a) apresenta as curvas de Pareto global e
local robustas, obtidas analiticamente através das equacoes 8.15 e 8.16, para trés valores
do parametro de perturbacao §. A Figura 8.5(b) apresenta as curvas de Pareto robustas
obtidas pelo algoritmo MOFA para o problema teste 3. Observa-se que ha convergéncia
para a curva solugao global para os trés valores de § selecionados. Observa-se também
que as solugoes estao bem distribuidas sobre as respectivas curvas de Pareto robustas.

Através da Tabela 8.6 conclui-se que em todas simulagoes houve convergeéncia do algo-
ritmo para a solucao 6tima global do problema teste 3. Os valores da métrica DM indicam

que as solugoes realmente estao bem distribuidas sobre as curvas de Pareto robustas.
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Figura 8.5: Curvas de Pareto robustas para o problema teste 3.

Tabela 8.6: Resultados das métricas CM e DM na simulagdo do problema teste 3 robusto.

Simulagoes
o Meétricas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.03 CM 0,007 0,006 0,006 0,005 0,006 0,006 0,004 0,007 0,005 0,005
’ DM 0,772 0,819 0,946 0,901 1,062 0,838 1,329 0,703 0,793 0,903
Otimo Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global
0.04 [ CM 0,005 0,004 0,006 0,003 0,005 0,004 0,001 0,002 0,004 0,003
’ [ DM 0,905 0,765 0,888 0,876 0,874 0,915 0,875 0,985 0,577 0,751
Otimo Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global | Global
0.05 CM 0,003 0,005 0,004 0,005 0,005 0,004 0,005 0,004 0,005 0,003
’ DM 0,878 0,951 0,885 0,951 0,889 0,844 0,781 0,998 0,778 0,985
Otimo Global Global Global Global Global Global Global Global Global Global

8.4 Problema Teste 4

A formulacao matematica para o problema teste 4 é dada por:

minimizar 1?4(:10) = (x1, h(z1) + g(z)s(x1)) (8.18)

sujeito a r(x) =0,227 +22—0,1 >0 (8.19)
(

5
h(zy) =1 — 22, g(x) = Z 5022

i=2
b (8.20)
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Isolando a varidvel x5 na inequacao, que define a restrigao, observa-se que a restricao
é sempre atendida para valores de z; > 0,5. A curva de Pareto nominal restrita é
obtida ativando a restrigao, isto é, fazendo x5 = 0,1 — 0,2z e considerando x; € [0,1] e
x; =0, 1=3,---,5. Assim, a relacao entre os objetivos f; e fs, para o problema nominal

restrito, é dada por (DEB;GUPTA, 2006):

1—]“12 se f1 20,5

fo=
1— f2+50(0,1—0,2f)> (

(8.21)

2
_— <0,5

De forma inteiramente analoga aos casos anteriores, onde as médias efetivas sao cal-
culadas analiticamente a partir da definicao, os objetivos obtidos pelas médias efetivas,

avaliados sobre o conjunto de Pareto, sao expressos pelas seguintes fungoes:
i (2,0) = (8.22)

1—22, 2, >0,5
S (2,5) = v (8.23)
HlHQ, T < O, 5.

onde
52 [1 0,2+ z1 + 0y 62\ T <= 100
H=1-2—2t4| - =—F7— R D 8.24
: o 3+[251n<0,2+x1—51 T\ ) L (829
€
Hy = 20 /mal L Ly (0,1—0,2y + 0,25, +d2)* d (8.25)
2—251 b 0’2_’_y Yy 9 , &Y ) 1 2 Yy .

A Figura 8.6 apresenta as curvas de Pareto nominais sem e com a restrigao e também
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apresenta a solucao obtida pelo MOFA para o caso nominal restrito. Pela figura observa-se
que ha convergéncia do algoritmo MOFA para a curva de Pareto restrita e que ha também
uma boa distribui¢ao das solugoes sobre o perfil da curva solucao, indicando assim um
bom desempenho do algoritmo para o caso nominal restrito. Tanto para o caso nominal
quanto para o robusto foi utilizado o fator de penalidade 7,, para tratamento da restricao,

com valor constante e igual a 10°.

4,01
3,54
3,0
2,51

Curva de Pareto sem Restri¢ao
Curva de Pareto com Restrigdo
52,04 o MOFA

1,54
1,01
0,51

004
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

A

Figura 8.6: Curva de Pareto nominal e obtida pelo algoritmo MOFA para o problema teste 4.

A Tabela 8.7 apresenta os resultados das métricas de convergéncia (CM) e de diver-
sidade (DM) para o problema teste 4 nominal. A observagao grafica da convergéncia e
da diversidade das solucoes, apresentada na Fig. 8.6, podem sem comprovadas analitica-

mente pelos resultados das métricas CM e DM apresentados na Tab. 8.7.

Tabela 8.7: Resultados das métricas CM e DM na simulacdo do problema teste 4 nominal.

Simulacoes
Métricas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
CM 0,0255 | 0,0312 | 0,0193 | 0,0215 | 0,0194 | 0,0383 | 0,0222 | 0,0372 | 0,0254 | 0,0166
DM 0,9748 | 1,0634 | 0,6557 | 0,6258 | 0,4846 | 1,2954 | 0,7239 | 1,0779 | 0,9115 | 0,6725

Para estudar o efeito do parametro de incerteza sobre a curva de Pareto, foram uti-

lizados os seguintes valores § = [0,010 0,015 0,020] e o vetor de perturbacao das cinco
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varidveis de projeto foi definido por [0y, 02, d3, 04, d5] = [0 20 20 26 26]. Na Fig. 8.7 foram
apresentados os resultados obtidos pelo algoritmo MOFA juntamente com as curvas de
Pareto analiticas robustas para os trés valores do parametro de incerteza d. Nos trés casos
houve convergéncia das solugdes obtidas pelo MOFA para a curva solugao analitica do
problema. Observa-se também uma boa distribuicao das solugoes sobre as curvas. Con-
forme destacado por Deb e Gupta (2006), a curva de Pareto analitica pode ser descrita
por duas regioes, dentre as quais o efeito da restricao, em relagao ao problema sem res-
tricao, é evidenciado para x; menor que 0,5. Por outro lado, para x; maior que 0,5, a
restricao é sempre atendida, independentemente do valor de § empregado. Este efeito fica
claro com o aumento do parametro de perturbacao ¢ na Fig. 8.7, fazendo com que exista

descontinuidade na curva de Pareto.

Curva de Pareto Nominal

Curva de Pareto Robusta -§=0,010
MOFA -§ =0,010

Curva de Pareto Robusta -§=0,015
MOFA -6 =0,015

Curva de Pareto Robusta -§ = 0,020
MOFA -6 =0,020

T T T T T T T l XYDM
,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,809 1,0

1

0
0

Figura 8.7: Curvas de Pareto robustas para o problema teste 4.

Para finalizar o estudo do problema teste 4, apresenta-se a seguir a Tab. 8.8 com
os resultados das métricas de convergéncia (CM) e de diversidade (DM) obtidos nas
simulagoes do algoritmo MOFA para os trés valores do parametro de incerteza 6. Nesta
tabela observa-se que os valores obtidos para as métricas sao considerados satisfatorios,
ja que os valores da métrica de convergéncia tendem a valores pequenos e os valores da

métrica de diversidade, juntamente com a distribuicao das solugoes mostrada na Fig. 8.7,
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mostram que ha uma boa diversidade das solugoes.

Tabela 8.8: Resultados das métricas CM e DM na simulac@o do problema teste 4 robusto.

Simulagoes
§ Meétricas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.010 CM 0,1611 | 0,1205 | 0,1623 | 0,0673 | 0,0395 | 0,0807 | 0,0924 | 0,0433 | 0,0567 | 0,1670
’ DM 1,3729 | 1,3669 | 1,4519 | 1,0982 | 0,7061 | 1,0574 | 1,1956 | 0,7791 | 1,0347 | 1,4293

0015 CM 0,1451 | 0,1154 | 0,1435 | 0,0445 | 0,0454 | 0,0798 | 0,0788 | 0,0409 | 0,0457 | 0,1799
’ DM 1,3095 | 1,2789 | 1,4098 | 1,0244 | 0,6787 | 1,0877 | 1,0126 | 0,7567 | 1,0336 | 1,4098
0.020 CM 0,1141 | 0,1055 | 0,1243 | 0,0563 | 0,0309 | 0,0909 | 0,0894 | 0,0435 | 0,0709 | 0,1454
’ DM 1,9555 | 1,2329 | 1,5339 | 1,0878 | 0,7121 | 1,0677 | 1,3426 | 0,7666 | 1,0333 | 1,3898

8.5 Problema Teste 5

Dentre todas as fungoes-teste apresentadas na literatura, as fungoes ZDT (Zitzler-Deb-
Thiele) desenvolvidas por Zitzler et al. (2000) sao as mais utilizadas para validagao de
algoritmos multiobjetivos. Isto se deve a dificuldade de convergéncia encontrada pelos al-
goritmos. Estas dificuldades estao associadas a convexidade e nao convexidade, fronteiras
discretas e ou descontinuas e multimodalidade (LOBATO, 2008).

Escolheu-se uma das fungoes ZDT objetivando o estudo da convergéncia do algoritmo
MOFA, da diversidade das solucoes obtidas e também para verificacao do comporta-
mento das solugdes robustas em funcao do parametro de incerteza d. O problema de

otimizacao que é estudado nesta secao é formulado matematicamente através das seguin-

tes expressoes (ZITZLER et al., 2000):

minimizar ﬁ(:p) = (x1,9(za, -+, x5) (1, g(22, -+ ,75))) (8.26)
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9
g(‘r27 7‘7;5) - _ﬁ;xw
L1 L1 . (8.27)
h(zx)=1-— — sin (107zy),
( ) g(an"' ,[E5) g(x%"' ,1‘5) ( 1)
\ O<z;<1, 2=1,---,5.

Comprovando os resultados de Lobato (2008), o problema teste 5 possui curva de Pa-
reto descontinua provocada pela presenca da funcao seno em h. A curva de Pareto ocorre
sobre a curva determinada por z; € (0,1) e x; = 0, i = 2,---,5. Houve apenas uma
mudanga nos parametros do algoritmo MOFA presentes na Tab. 8.1; foram necessarias
500 geragoes.

A Figura 8.8 apresenta a curva fronteira do espaco de objetivos, a curva de Pareto
nominal do problema 8.26 e a curva solu¢ao nominal obtida pelo MOFA. A descontinui-
dade dificulta a convergéncia do algoritmo e também uma boa distribuicao das solugoes,
porém, observa-se a convergéncia do algoritmo para a solu¢ao nominal, em todos os casos,

e que ha também uma boa diversidade das solugoes sobre a curva de Pareto.

o Fronteirado Espaco de Objetivos
127 o Curvade Pareto

107§ MOFA
0,81

06
04-
02-
0,0+
_072_-
_0,4_'
-0,6—.
-0,8—-
8

fo

Figura 8.8: Curva de Pareto nominal e obtida pelo algoritmo MOFA para o problema teste 5.
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A Tabela 8.9 apresenta os resultados das métricas de convergéncia CM e de diversidade
DM para as dez simulacoes, usando o vetor de sementes iniciais citado anteriomente. Em
todas simulagoes do algoritmo MOFA houve convergéncia para a curva de Pareto nominal

e o algoritmo manteve boa diversidade das solugoes sobre a curva de Pareto.

Tabela 8.9: Resultados das métricas CM e DM na simulacdo do problema teste 5 nominal.

Simulagoes
Mérricas | 1 | 2 | 3 [ 4 | 5 | 6 [ 7 [ 8 | 9 | 10
CM | 0,0052 | 0,0085 | 0,0041 [ 0,0084 | 0,0061 | 0,0068 [ 0,0049 | 0,0057 | 0,0094 | 0,0062
DM | 0,8655 [ 0,7688 | 0,8608 | 0,8044 | 0,8648 [ 0,8090 | 0,8649 | 0,8417 | 0,7570 | 0,8507

A Figura 8.9 apresenta a curva solugao analitica nominal, a curva de Pareto nominal
e duas curvas robustas para os valores 6 = 0,01 e = 0,02. Foi utilizado o seguinte vetor
de parametros [01 02 03 04 5] = [0 0 0 § 0]. Observa-se o efeito do parametro 0 nas solugoes
robustas em relagdo a curva nominal, isto é, sem robustez. Observa-se que as solucoes
robustas estao bem distribuidas em cada parte que compoe a curva nominal e portanto,

para o caso robusto, o algoritmo MOFA assegurou a diversidade entre as solugoes.
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Figura 8.9: Curvas de Pareto robustas para o problema teste 5.

8.6 Problema Teste 6

O problema teste 6, estudado nesta secdo, foi proposto por Fonseca e Fleming (1995).

Sua formulagao matematica é dada por:

(8.28)

(8.29)

Este problema é altamente influenciado pela funcao exponencial nos objetivos. A curva

de Pareto ¢ a imagem dos objetivos avaliada sobre o conjunto z; € (—1 / V5,1 / \/3) , 1=

1,---,5. A Figura 8.10 apresenta a curva de Pareto e o conjunto de solugoes obtido

pelo algoritmo MOFA. Os parametros do algoritmo para as simulagdes nesta segao sao
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idénticos aos da Tab. 8.1. Observa-se a convergéncia e uma boa distribuicao das solucoes

obtidas pelo MOFA sobre a curva de Pareto para o caso nominal.

e Curvade Pareto

104 o MOFA

0,8+
0,6—-
04
0,2+

0,0+

00 02 04 06 08 10
fq

Figura 8.10: Curva de Pareto nominal e obtida pelo algoritmo MOFA para o problema teste 6.

A Tabela 8.10 apresenta os resultados das métricas CM e DM obtidos pelo MOFA
para o caso nominal. Observa-se, em todos os casos, convergéncia do algoritmo e uma
boa distribuicao das solugoes sobre a curva de Pareto. A funcao exponencial, descrescente
neste caso, faz com que os objetivos diminuam rapidamente, garantindo, assim, que a
convergeéncia seja rapida. Por outro lado, se nao houvesse um mecanismo de diversidade
eficiente, a tendéncia é que as solugoes se aglomerassem na regiao central da curva de

Pareto. Portanto o mecanismo de diversidade do MOFA se mostrou eficiente neste caso.

Tabela 8.10: Resultados das métricas CM e DM na simulag@o do problema teste 6 nominal.

Simulagoes
Mérricas | 1 | 2 | 3 [ 4 | 5 | 6 [ 7 [ 8 [ 9 | 10
CM | 0,0065 | 0,0059 | 0,0062 [ 0,0070 | 0,0056 | 0,0064 [ 0,0051 [ 0,0067 | 0,0061 | 0,0061
DM [ 0,7559 [ 0,6665 | 0,5961 | 0,6983 | 0,7463 [ 0,6955 | 0,6914 | 0,5915 | 0,6737 | 0,7569
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Das definicoes de média efetiva e do problema teste 6 nao é possivel obter analitica-
mente os objetivos robustos, dados pelas médias efetivas dos objetivos nominais. Assim
nao serd possivel a comparacao entre as solugoes robustas obtidas pelo MOFA e a curva
de Pareto robusta. A andlise da robustez serd apenas para comparar as solugoes robustas,
em funcao do parametro de incerteza ¢, com a solu¢cao nominal.

Devido ao comportamento da funcao exponencial, valores do parametro de incerteza
0 < 0.1 nao sao suficientes para diferenciar entre a curva nominal e a analitica. Para
perturbar a curva solugao, foi necessario utilizar valores considerados grandes para o
parametro de incerteza 0.

A Figura 8.11 apresenta a curva de Pareto nominal e algumas curvas robustas ob-
tidas pelo MOFA considerando 6 = [0,1 0,3 0,5 0,7]. O seguinte vetor de parametros
[01 0g 03 04 05] = [0 & & 6 §] foi utilizado nas simulagbes e os outros parametros do algoritmo
MOFA sao os mesmos que estao contidos na Tab. 8.1. Observa-se o efeito do crescimento
do parametro d no perfil das curvas robustas, mostrando que o aumento da robustez gera

mudancas significativas sobre as solugoes robustas.

8.7 Problema Teste 7

O problema teste 7, estudado nesta se¢ao, é uma pequena modificagao do problema estu-

dado na secao anterior. Sua formulacao matematica é dada por:

minimizar 1?7(:15) = (fi(xy, - ,25), fo(xy, -+, x5)) (8.30)
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Curvade Pareto Nominal

)

o MOFA (5=0,1)

1 v MOFA (3=0,3)

1,01 %% * MOFA (5=0,5)

1 Hok ° MOFA (5=07

0,81 v i * Ny ( )
0,6-
q(’_\l ]
0,4-
0.2
0,0-

0,0 0,2 04 0,6 0,8 10

5 2
fo(zy, -+ ,x5) =1 —exp <Z (%‘F%) ), (8.31)

\—0,1<x¢<0,1 t=1,---,5.

As tnicas alteragoes com relagdo ao problema anterior, definido pelas equagoes 8.28
e 8.29, estdo nas restricoes laterais (das varidveis de projeto) e no sinal no interior das
funcoes exponenciais nos objetivos, negativos no caso anterior e positivos no caso atual.
A curva de Pareto analitica nominal nao é conhecida. Sendo assim, nao sera possivel
realizar um estudo da convergéncia e da diversidade das soluc¢oes neste estudo de caso. O
estudo realizado é dedicado a comparacao entre a curva nominal, obtida pelo MOFA sem
robustez, com as soluc¢oes robustas, também obtidas pelo MOFA, para alguns valores do
parametro de incerteza d.

A Figura 8.12 apresenta a curva solugao obtida pelo MOFA sem robustez e trés curvas

robustas obtidas pelo algoritmo para 6 = [0,05 0,07 0,09]. Os parametros do algoritmo e
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do vetor de perturbacao, usados nesta secao, sao os mesmos que foram utilizados na secao
anterior. Observa-se que, com o aumento do parametro ¢, parece haver uma pequena
rotacao no sentido horario das curvas robustas em relacao a nominal. Neste caso fica

evidenciado o efeito do parametro de robustez § no perfil das solugoes robustas.

e MOFA (&= 0) (sem robustez)
_ e MOFA (5=0,05)
1] wee e MOFA (5=0,07)
_ SNeae e o MOFA (5=0,00)
-2_ '.o
-3
o ]
-4
. kY
ol 3
] * ]

Figura 8.12: Curvas de Pareto robustas para o problema teste 7.

8.8 Analise de Sensibilidade dos Parametros do MOFA

Nesta se¢ao serd realizada a analise da sensibilidade dos seguintes parametros do algoritmo
MOFA: coeficiente de atratividade maxima [y, coeficiente de absorcao da luz v e do
nimero de pontos amostrados para estimar a integral Nypt. O problema estudado é
o problema teste 1, da secao 8.1 deste capitulo e foi usado o valor 6 = 0,007 para
o parametro de perturbacao. Foram analisadas as respostas referentes as métricas de
convergéncia (CM) e de diversidade (DM). Para cada um dos casos estudados, foram

realizadas 10 simulagoes.
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Yang (2008), proponente do algoritmo ACV, propbe que os parametros [ e -y variem
nos intervalos [0, 1] e [0, 10] respectivamente. Sabe-se que o parametro Nypt, usado para
estimar a integral da definigao de média efetiva, deve ser tomado de forma que a estimativa
forneca uma boa aproximacao da integral, porém deve ser tomado de tal forma que nao
aumente muito a quantidade de calculos realizados pelo algoritmo MOFA.

Para analisar a sensibilidade dos parametros do algoritmo MOFA, foram escolhidos os

seguintes valores para a variacao dos parametros de estudo:

Bo=1[0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0]; (8.32)
v=[0 1 2 3 45 6 7 8 9 10]; (8.33)
Nymt =[2 5 20 50 100]. (8.34)

Convergéncia Métrica

Inicialmente serao analisadas as respostas do algoritmo MOFA referente a métrica de
convergéncia, sujeitas a variacao dos parametros considerados.
A Figura 8.13 mostra os resultados obtidos considerando os seguintes parametros fixos

v =1,6 =0,007, Nyag = 55, Nger = 250 e variando o parametro [3.
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Figura 8.13: Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de convergéncia versus variacao de
Bo.

Para cada valor do parametro [y, a caixa retangular, apresentada na figura anterior,
representa os valores entre o primeiro e o terceiro quartil, a linha mais espessa, interior
a cada caixa retangular, representa a mediana dos dados, o ponto retangular, também
interior a caixa, representa a média aritmética dos dados e os pequenos simbolos x re-
presentam o maior e o menor valor obtidos nas simulacoes. Observa-se que em todos os
casos houve a convergéncia do algoritmo MOFA. Observou-se pequena sensibilidade do
algoritmo em relacao ao coeficiente 3y e que o melhor valor para a métrica CM foi obtido
quando foi utilizado By = 1 e que, para este valor do parametro 3y, a variagao dos valores
da métrica de convergéncia CM foi menor do que para outros parametros.

A Figura 8.14 apresenta os resultados da métrica CM sujeitos a variagao do coeficiente

de absorcao da luz v, considerando o parametro Sy = 1 e os outros dados da simulacao
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sao idénticos aos da andlise anterior.
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Figura 8.14: Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de convergéncia versus variagao de v.

A Figura 8.14 mostra que os resultados da métrica CM foram melhores quando v = 1.
Observa-se que a variacao dos dados, quando v = 1, apesar de nao ser a menor, foi
pequena. Assim o melhor valor, para este estudo de caso, para o coeficiente de absorcao
daluz é v = 1.

Por dltimo, a Figura 8.15 apresenta os resultados da métrica CM variando os valores
para o tamanho da amostra escolhida para estimar a integral da definicao de média efetiva.

O valor minimo para o tamanho da amostra é N, = 2. Observa-se que para Nyt =
20, houve simulacoes para as quais o valor da métrica CM foi bastante pequeno, porém
o valor médio é tao proximo de zero e a variacao também nao foi pequena. Observou-se
que a partir de Nyt = 50 os valores da métrica CM, obtidos nas simulagoes, é bastante

pequeno, além da variacao dos valores de CM serem bastante pequenos também. Sendo
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Figura 8.15: Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de convergéncia versus variagdao
Namt-

assim, observou-se, para este estudo de caso, que a partir de Nyt = 50 a estimativa da
integral foi eficiente na tarefa de aproximar o valor exato da média efetiva.

Diversidade Métrica

Neste momento serao analisadas as respostas do algoritmo MOFA referente a métrica de
diversidade, sujeitas a variacao dos parametros considerados.
A Figura 8.16 mostra os resultados obtidos considerando os seguintes parametros fixos

v =1,6 = 0,007, Nyag = 55, Nger = 250 e variando o parametro [3.
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Figura 8.16: Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de diversidade versus variagao de 3.

A Figura 8.17 mostra os resultados obtidos considerando os seguintes parametros fixos

Bo =1,0 = 0,007, Nyag = 55, Nger = 250 e variando o parametro 7.
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Figura 8.17: Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de diversidade versus variacao de -.

A Figura 8.18 mostra os resultados obtidos considerando os seguintes parametros fixos

Bo =7 =1,0=0,007, Nyag = 55, Nger = 250 e variando o parametro Ny .
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Figura 8.18: Sensibilidade do algoritmo MOFA. Métrica de diversidade versus variacdo de
Namt-

As Figuras 8.16, 8.17 e 8.18 apresentam os resultados da métrica de diversidade,
obtidos pelo algoritmo MOFA a partir da variagdo dos pardametros considerados. Pode-
se perceber que, no geral, o algoritmo cumpriu eficazmente a tarefa de diversidade das

solugoes, ou seja, garantiu um bom espagamento das solugoes obtidas sobre a curva de

Pareto.

8.9 Conclusoes Preliminares

Nos problemas testes 1, 2, 3 e 4 tanto a Curva de Pareto nominal quanto a robusta ja
eram conhecidas. Sendo assim houve a possibilidade de avaliacao da convergéncia do
algoritmo MOFA para os casos nominal e robusto. Observou-se que nestes quatro estudos
de caso o algoritmo MOFA convergiu para as solugbes analiticas nominais e robustas.
A avaliagao da convergéncia foi obtida através dos valores da métrica de convergencia

CM, definida anteriormente neste capitulo pela Eq. 8.1. Além da convergéncia, uma das
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metas especificas para problemas multiobjetivo é a diversidade entre as solugoes, isto é,
a distribuicao das solugoes. Observou-se também que o algoritmo MOFA foi eficiente ao
distribuir as solugoes e esta eficiencia pode ser comprovada tanto geometricamente, isto
é, nas figuras deste capitulo, quanto analiticamente, através dos valores da métrica de
diversidade DM, definida previamente pela Eq. 8.2.

Os problemas teste 1 e 2 apresentam multimodalidade devido a funcao cosseno em
sua formulacao. A multimodalidade pode dificultar a convergéncia do algoritmo, porém,
como os valores da métrica de convergéncia comprovam, em todos os casos o algoritmo
convergiu para as curvas de Pareto nominais e robustas. Observa-se também, em todas
as simulacoes, uma boa distribuicao das solucoes sobre a Fronteira de Pareto.

No Problema Teste 3 aparece a figura da Fronteira de Pareto Local, para os casos nomi-
nal e robusto. Um algoritmo que utiliza alguma técnica deterministica para convergéncia
certamente enfrentaria dificuldades de convergéncia neste caso. Porém, em todas as si-
mulagoes, apenas em um tnico caso o algoritmo MOFA convergiu para a Fronteira local.

O Problema Teste 4 é um problema com restricao. A técnica utilizada para tratar
as restrigoes foi a de penalizar quando as solugoes perturbadas violassem alguma das
restrigoes. O numero de solugoes vizinhas que violam alguma das restrigdes é contado e
o numero é multiplicado por um fator de penalidade constante e, depois, o resultado é
adicionado aos objetivos. Sendo assim, as solugoes que estao na fronteira do espaco de
projetos, mesmo que 6timas, sao preteridas em relagao aquelas solugoes, mesmo que sub-
otimas, que possuem alguma distancia da fronteira do espaco de projetos. O algoritmo
MOFA convergiu, em todos os casos, para a Curva de Pareto Nominal e Robusta para o
problema restrito.

O Problema Teste 5 possui Curva de Pareto descontinua. Neste caso, a Curva de Pa-

reto robusta analitica nao é conhecida. Além da convergéncia, a descontinuidade da Curva
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de Pareto dificulta muito uma boa distribui¢ao das solugoes. Observou-se a convergéncia
do algoritmo MOFA para a Fronteira de Pareto Nominal e também uma boa distribuicao
das solugoes sobre a Curva de Pareto. Para o caso robusto, foram apresentadas duas
curvas robustas mostrando o efeito do parametro de incerteza 6 no perfil das solugoes.
Sendo assim, o algoritmo MOFA mostrou-se eficiente durante a tarefa de distribuigao das
solugoes, mantendo boa diversidade entre as mesmas.

O Problema Teste 6 também apresenta muitas dificuldades para que um algoritmo
possa distribuir as solucoes sobre a Curva de Pareto. Esta dificuldade é devido ao compor-
tamento da funcao exponencial e das funcoes quadraticas que aparecem como argumento
da funcao exponencial. Os objetivos decrescem muito rapidamente, fazendo com que as
solucoes se concentrem na regiao central da Curva de Pareto. O mecanismo de diversidade
do algoritmo MOFA funcionou de forma satisfatéria na tarefa de distribuir as solugoes
sobre a Fronteira de Pareto. Ainda devido ao comportamento da funcao exponencial,
presente nos objetivos, pequenos valores do parametro de incerteza 6 nao diferenciam as
solucoes robustas das nominais. Foi necessério utilizar valores considerados grandes para
o parametro 0 para perceber sua influéncia no perfil das solucoes robustas.

O Problema Teste 7 é similar ao problema teste 6. A Curva de Pareto Nominal nao é
conhecida. A Figura 8.12 apresentou as curvas sem robustez e robustas, para trés valores
de 9, obtidas pelo MOFA. Nela é possivel observar o efeito do parametro § na insercao da
robustez ao problema.

De forma geral pode-se concluir que o algoritmo MOFA mostrou-se eficiente, tanto na
convergéncia quanto na distribuigao das solugoes sobre a Curva de Pareto, pois os proble-
mas estudados apresentam sérias dificuldades para a realizacao das tarefas de convergeéncia
e de diversidade e, no entanto, o algoritmo MOFA obteve éxito, para os problemas estu-

dados, nas tarefas de convergéncia e diversidade das solugoes.
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A analise de sensibilidade mostrou, para o caso estudado, que os melhores valores
para os parametros coeficiente de atratividade maxima, coeficiente de absorcao da luz
e do tamanho da amostra para estimar a integral sao Sy = 1, v = 1 ¢ Nyt = 50

respectivamente.



Capitulo 9

Aplicacoes em Engenharia

Objetivando avaliar o desempenho do algoritmo MOFA em problemas de engenharia
e estudar a influéncia do parametro de robustez sobre as solucoes, neste capitulo sao
estudados problemas de projetos 6timos robustos realisticos com aplicagoes em projetos
de estruturas, de construgao de um robo6 industrial e de dinamica de méquinas rotativas.

Em todos os problemas estudados nao foram realizadas analises especificas sobre os
parametros de incerteza de cada variavel de projeto. Mais especificamente, nao foram
realizados experimentos para a verificagao da amplitude do intervalo de variacao dos
parametros de incerteza, que regulam a insercao de robustez ao problema. Para a avaliagao
da influéncia do parametro de perturbacao d sobre as curvas de Pareto, foram usados
valores considerando a amplitude de variacao das varidveis de projeto, de forma haver
uma ponderacao das amplitudes das variaveis. Por exemplo, considere um problema com
trés variaveis de projeto definidas nos intervalos: —1 <2y <1, -2 <2y < 2e0 < 23 < 8.
Observe que a amplitude de variacao das variaveis x1, x5 € x3 sao 2,4 e 8, respectivamente.
Neste caso, o vetor de perturbagao sera definido da seguinte forma: [d; do 03] = [0 20 46],

pois a amplitude do segundo intervalo é o dobro do primeiro intervalo e a amplitude do
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terceiro intervalo é quatro vezes maior do que a do primeiro intervalo. Os valores do
parametro ¢ foram arbitrados como porcentagens da amplitude de variacao da variavel
de projeto. Na situacao hipotética considerada, os valores de d podem ser arbitrados
como 5%, 10% ou 15% da amplitude de variacao do intervalo da varidvel zq, ou seja,
0=0,1;6=0,20ud=0,3.

A Tabela 9.1 apresenta os parametros do algoritmo MOFA usados nas simulagoes de
todos os problemas estudados, exceto no problema de dinamica de rotores, neste capitulo.

O tamanho da populacao depende da quantidade de variaveis de cada problema.

Tabela 9.1: Parametros do algoritmo MOFA utilizados nas simulacdes.

Parametros
N, ger 250
e I
ot 1

T 103

9.1 Problema de duas Barras

A estrutura geométrica do projeto de duas barras sujeito ao carregamento de uma forca
concentrada é apresentada na Fig. 9.1.

O problema de duas barras foi estudado originalmente por Palli et al. (1999). As
variaveis de projeto sdo: y que representa a distancia (em m) vertical entre B e C e x1 e x9
que representam as areas da secao transversal das barras AC e BC em m?, respectivamente.
O problema de otimizacao, com dois objetivos, consiste na minimizacao da tensao nas

barras AC e BC e da minimizagao do volume das mesmas.
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Figura 9.1: Geometria do problema das duas barras. Adaptado de (Deb,2001).

A formulacao matematica para o problema de otimizacao é dada por:

minimizar fi(z1,x2,y) = 1/ 16 + y% + 221/ 1 + 2 9.1)

minimizar fo(z1,Z2,y) = max(cac,0pc) (9.2)
sujeito a  max(o4c,0c) < 10° Pa (9.3)
( 104/16 + 3?2
oA = ———————
Yxy
804/1 + 12
Opo = ————
Yxa
0m2<x1,x2<0,01m2 e Im<y<3m.
\

Para avaliagao da robustez foi utilizado o vetor de desvios [; d2 d3] = [§ § 206], para
as variaveis xy, ro € y respectivamente, e os seguintes valores para o fator de perturbacao
0 = 0,00075; 6 = 0,001 e 6 = 0,0015. O tamanho da populacao usada no processo de
otimizagao ¢ Nyag = 35 vagalumes.

A Figura 9.2 abaixo, apresenta as curvas de Pareto nominal e robustas obtidas pelo
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algoritmo MOFA para o problema de otimizacao de duas barras. Observa-se que a medida
em que se aumenta o valor do parametro de perturbacao §, o objetivo fs, ou seja, o maior
valor entre a tensao das barras AC' e BC', diminui, apesar da variacao da soma dos volumes
das barras f7, sofrer apenas um pequeno acréscimo. Isto mostra uma maior sensibilidade
do objetivo fo em relagao a perturbacao das varidveis de projeto para pequenos valores
do volume das barras. Observa-se também que para valores do objetivo f; maiores ou
iguais a 0,04m? nao ha uma diminuicao significativa dos valores da tensdao nas barras,

mostrando uma insensibilidade do objetivo f, para valores do objetivo f; na faixa citada.

*  Curvade Pareto Nominal
100+ * @ CurvadePareto Robusta- & = 0,00075
. A Curvade Pareto Robusta- & =0,001
804 ; Curvade Pareto Robusta- 6 = 0,00125
*
£ 60- *2
=3 o
= L
40 *ﬁ
N
20 *\
o 2 .-
1 M Mxaciat o ad o
0 T T T T T T T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08

f, (m°)
Figura 9.2: Curvas de Pareto robustas e nominal para o problema de duas barras.

As Tabelas 9.2, 9.3 e 9.4 apresentam valores das varidveis de projeto e dos objetivos

para quatro pontos pertencentes a solucao do problema, isto é, a curva de Pareto.
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Tabela 9.2: Pontos da curva de Pareto nominal para o projeto 6timo de duas barras.

Pardmetro  Unidade SOLUCAO
x1 m? 0,0006 0,0079 0,0044 0,0067
9 m? 0,0011 0,0079 0,0099 0,0099
Y m 1,690 1,590 2,787 2,974
fi m?3 0,005 0,033 0,051 0,065
fo MPa 84,874 13,066 8,506 8,503

Tabela 9.3: Pontos da curva de Pareto robustas para o projeto 6timo de duas barras para 6 =
0,00075.

Pardmetro  Unidade SOLUCAO
1 m? 0,0005 0,0008 0,0023 0,0044
9 m? 0,0009 0,0023 0,0036 0,0098
Y m 1,981 1,845 1,814 2,033
fi m? 0,009 0,013 0,022 0,047
fo MPa 61,763 36,857 21,395 8,848

Tabela 9.4: Pontos da curva de Pareto robustas para o projeto 6timo de duas barras para 6 =
0,00125.

Pardmetro  Unidade SOLUCAO
1 m? 0,0005 0,0015 0,0027 0,0045
2 m? 0,0009 0,0025 0,0059 0,0099
Y m 1,799 1,904 2,067 2,949
fi m? 0,012 0,020 0,034 0,064
fo MPa 53,460 25,942 12,990 7,544

As Figuras 9.3, 9.4 e 9.5 abaixo ilustram a distribuicao das variaveis de projeto para
o problema de otimizacao robusta de duas barras para os seguintes valores do parametro

de perturbacao: 6 = 0,00075 e 6 = 0,00125.
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Figura 9.3: Valores das varidveis para os casos nominal e robusto para os parametros de robustez
0 =10,00075e 6 = 0,00125.
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Figura 9.4: Valores das varidveis para os casos nominal e robusto para os parametros de robustez
0 =0,00075e 6 = 0,00125.
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Figura 9.5: Valores das varidveis para os casos nominal e robusto para os parametros de robustez

= 0,00075e 6 = 0,00125.

9.2 Problema de uma Viga em Balanco

As vigas s@ao elementos muitos comuns em engenharia estrutural e podem possuir varios

formatos. Este estudo de caso refere-se ao projeto étimo robusto de uma viga em balanco.

A estrutura geométrica do projeto de uma viga em balanco sujeita a aplicacao de uma

forca estatica concentrada em sua extremidade livre é apresentada na Fig. 9.6.

/

Figura 9.6: Geometria do problema da viga em balango. Adaptada de (DEB, 2001).
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As varidveis de projeto consideradas sao o diametro d e o comprimento [ da barra.
O problema de otimizacao, com dois objetivos, consiste na minimizagao da deflexao da
extremidade livre da viga e da minimizacao do peso da viga.

A formulacao matematica para o problema de otimizacao é dada por:

d2
minimizar f1(d,l) = p%l (9.4)
L 64Q13
minimizar f,(d,[) = Frdi 9.5)
- 32Q1
sujeito a 5 <S5y (9.6)
0 < dmax 9.7)

onde, O = bmm, S, = 300MPa,Q = 1kN, p = 7800kg/m?, E = 207GPa e 10 mm <
d < 50mm, 200 mm < [ < 1000 mm. Convém observar que as equagoes apresentadas na
formulacao do problema de otimizacao sao validas somente para este formato de viga, ou
seja, de se¢ao circular.

A primeira restricao refere-se a tensao maxima admissivel e a segunda restrigao refere-
se a deflexao maxima permitida no projeto. Observa-se teoricamente que, se houver a
diminui¢ao das dimensoes da viga, o peso da mesma sera reduzido, porém o decréscimo das
dimensoes acarreta no aumento da deflexao final. Assim, este problema possui objetivos
conflitantes.

Para avaliagdo da robustez foi utilizado o vetor de desvios [§; d3] = [0 204], para
as variaveis d e [ respectivamente, e os seguintes valores para o fator de perturbacao
6 = 10,0009, 6 =0,0011 e 6 = 0,0013. O tamanho da populacao é Nyag = 25 vagalumes.

A Figura 9.7, apresenta a curva de Pareto nominal e mostra também o efeito do
parametro ¢ sobre as curvas de Pareto robustas obtidas pelo algoritmo MOFA. Observa-

se que, para vigas com peso inferior a 2 kg, o aumento do parametro de robustez o
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promove o distanciamento entre as curvas robustas e este comportamento caracteriza
uma maior sensibilidade do objetivo f, (deflexdo) para vigas com peso inferior a 2 kg
quando comparado com vigas com peso entre 2 kg e 4 kg. Observa-se também que nao ha
uma diferenca significativa entre os valores da deflexao final para vigas com peso superior

a 2 kg, ou seja o objetivo fy é pouco sensivel nesta regiao.

*  Curvade Pareto Nominal
204 * @ Curvade Pareto Robusta- & = 0,0009
,@ A Curvade Pareto Robusta- & =0,0011
* Curvade Pareto Robusta- 6 =0,0013
154 *
*4
. )
IS
£ 10+ x*
- *%‘A
*O
05- Eh
*9 A f
%
-
004 Wy AAyvo 4 dos

: : —————— .
05 10 15 20 25 30 35 40
f, (ko)

Figura 9.7: Curvas de Pareto robustas e nominal para o problema da viga em balango obtidas
pelo MOFA.

As Tabelas 9.5, 9.6 e 9.7 apresentam valores das variaveis de projeto e dos objetivos

para quatro pontos pertencentes a solucao do problema.

Tabela 9.5: Pontos da curva de Pareto nominal para o projeto 6timo de uma viga em balanco.

Pardmetro  Unidade SOLUCAO
d mm 49,797 33,364 24,354 19,349
l mm 200 200 200 200
fi kg 3,170 1,431 0,770 0,488

fa mm 0,046 0,224 0,787 1,943
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Tabela 9.6: Pontos da curva de Pareto robusta com o = 0, 0009 para o projeto 6timo de uma
viga em balanco.

Parametro Unidade SOLUCAO
d mm 49,884 34,383 24,666 19,924
l mm 200 200 200 200
fi kg 3451 1,668 0,875 0,579
fa mm 0,051 0,223 0,811 1,840

Tabela 9.7: Pontos da curva de Pareto robusta com § = 0,0013 para o projeto 6timo de uma
viga em balanco.

Pardmetro Unidade SOLUCAO
d mm 49,994 32,857 23,558 20,169
l mm 200 200 200 201
fi kg 3647 1,619 0,857 0,643
fo mm 0,056 0,285 1,013 1,863

A Figura 9.8 abaixo apresenta, no espaco de projetos, valores das variaveis para o

caso nominal e robusto, para os seguintes valores do parametro de robustez 6 = 0,0009 e

0 =0,0013.
207 5 T . .« . ) . .o .
07 *  Varidveis de Projeto Nominais *  Variaveis de Projeto Nominais
206 @ Variaveis de Projeto Robustas - §=0,0013 208 + @ Variaveis de Projeto Robustas - § = 0,0009
6
~ 2054 ~
g2 £ 206
g 1 g
= 2044 =~
°
4 * Q
g s ° 5 2 204
S 203 - °
g * = *
= 4 S
=% * =%
g 202 N L] g " o N
Q 1 Y L) (O3 ° ] *
* ° o %
201 * ° xox 2 * I Wx ° * i’ % %
* * x
K@ X, 9 ° 0? 2004 0" 0% * 4 °
2004 o *o
T T T T T T T T T T T T T T
15 20 25 30 35 40 45 50 15 20 25 30 35 40 45 50
Diametro (d - mm) Didmetro (d - mm)

Figura 9.8: Valores das varidveis para os casos nominal e robusto para os parametros de robustez
0 =10,0009ed =0,0013.
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9.3 Problema da Viga Soldada

O proximo estudo de caso consiste no projeto de uma viga engastada de secgao retangular
submetida a uma forga F' em sua extremidade livre. A viga precisa ser soldada em uma
estrutura e o problema consiste na minimizacao do custo e da deflexao final. A estrutura

geométrica do problema é apresentada na Fig. 9.9.

Ah

— [

T T~

Figura 9.9: Geometria do problema da viga soldada. Adaptada de (Castro, 2001).

As quatro varidveis de projeto consideradas sao a espessura e o comprimento do cordao
de solda, representadas respectivamente por h e o comprimento [, largura e altura da
seccao retangular da viga, representadas respectivamente por b e t. A formulacao ma-

tematica para o problema de otimizacao, valida apenas para a geometria considerada na
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Fig. 9.9, é dada por:

minimizar fi(h,[,t,b) = 1,1047h%l 4 0,04811tb(14 + 1)
2.1952
t3b

minimizar fo(h,l,t,b) =
sujeito a 7 — 13600 < 0
o — 30000 <0
6000 — P. <0

h—0<0
2.1952

_ 10 <
o~ 0,010<0

onde

= )2+ (02 + () /0,25 + ( + 102,

, 6000, 6000(14 +0,50)\/B + (h+ )2

DT B T T 200, 707hI(12/12 + 0,25(h + £)2)]
503000,
2

P, = 64746,022(1 — 0, 0282346)tb”

0,126 m < h,b<5m e 0,1m</[t<10m.
\

(9.8)

(9.9

Os valores 1,1047 e 0,04811 na Eq. 9.8 estao relacionados ao custo do material por

unidade de volume. Os outros coeficientes que aparecem nas equagoes sao combinagoes

dos valores do médulo de elasticidade do material, da carga aplicada e do comprimento

da viga. As duas primeiras restrigoes garantem que a tensao de cisalhamento e a tensao

normal desenvolvidas ao longo do apoio da viga sejam menores que suas respectivas tensoes

admissiveis, inerentes ao material. A terceira restrigao garante que o esforgo resistente (ao

longo da diregao da altura da viga) seja maior que a carga F' aplicada na extremidade. A

quarta restricao serve para garantir que a deflexao final nao seja maior que um valor pre-
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estabalecido, ou seja, é um limite maximo de deslocamento da viga. A ultima restrigao é

apenas para garantir que a espessura da solda nao seja maior que a largura da viga.
Para avaliacao da robustez foi utilizado o vetor de desvios [01 9y 93 d4] = [0 26 20 0], para

as variaveis h,[,t e b respectivamente, e os seguintes valores para o fator de perturbacao

0 =0,05,0=0,1e06=0,15. O tamanho da populagao considerada ¢ de Nyag = 45

vagalumes e o fator de penalidade r, igual a 10°.

A Figura 9.10 abaixo, ilustra o comportamento de duas curvas robustas (§ = 0,05,6 =
0,10 e = 0, 15) em relagao a curva nominal (sem robustez) obtidas pelo algoritmo MOFA.

0,010 *  Curvade Pareto Nominal

: @ Curvade Pareto Robusta- & =0,05

0,008 2 A CurvadePareto Robusta- 6 =0,10
A Curvade Pareto Robusta- 6 =0,15
29
0,006 - 4
= b
£ T »*
S 2
=.0,004 gi?
0,002 ox
! Q,
%\ @ kg
ACMER WA
0,000 -
T T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Figura 9.10: Curvas de Pareto nominal e robustas para o problema da viga soldada.

Observe que para valores maiores das varidveis de projeto (maior custo) ha pouca ou
quase nenhuma sensibilidade dos objetivos, porém para pequenos valores das varidveis (me-
nor custo) hd uma maior sensibilidade do objetivo fy (Deflexdo). Esta sensibilidade é

caracterizada pelo distanciamento entre as curvas de Pareto nominal e robustas, para

pequenos valores das variaveis de projeto.
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As Tabelas 9.8, 9.9 e 9.10 apresentam alguns pontos da curva solu¢ao nominal e

robustas, com 6 = 0,10 e § = 0, 15, obtidas pelo algoritmos MOFA.

Tabela 9.8: Pontos da curva de Pareto nominal para o projeto 6timo de uma viga soldada.

Parametro Unidade SOLUCAO
h m 0,258 0,329 0,845 1,646
l m 4,849 4,058 1,288 0,582
t m 9,555 9,994 9944 9,997
b m 0,262 0,718 2,102 2,446
fi $ 2,626 6,724 16,395 18,898
fa mm 9,613 3.060 1,061 0,898

Tabela 9.9: Pontos da curva de Pareto robusta com 6 = 0, 1 para o projeto 6timo de uma viga
soldada.

Parametro Unidade SOLUCAO
h m 0,295 0,405 0,679 0,737

l m 4,399 2810 1974 1,357
t m 8,698 9,783 9,864 9,880
b m 0,445 0,590 2,049 2,399
fi $ 5,149 6,498 18,297 20,065
fo mm 5,783 3,221 1,003 0,859

Tabela 9.10: Pontos da curva de Pareto robusta com o = 0, 15 para o projeto 6timo de uma viga
soldada.

Parametro Unidade SOLUCAO
h m 0,332 0,382 1,019 1,163
l m 4,679 3,143 0,844 0,736
t m 7,646 8,402 9,993 9,950
b m 0,569 0,697 1,854 2,085
fi $ 6,537 7,291 16,767 18,551
fa mm 6,185 3,981 1,008 0,914

As Figuras 9.11, 9.12, 9.13, 9.14, 9.15 e 9.16 abaixo, apresentam as relagoes existentes
entre as variaveis de projeto para os casos nominal e robustos com 6 = 0,10 e 6 = 0, 15,

ou seja, apresentam as seguintes relagoes h X [,h x t,h x bl x t, Il xbet xb.
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Figura 9.11: Variaveis h e [ para os casos nominal e robusto (6 = 0,10, = 0, 15).

h(m)

10,0 #}W‘ QP X .
9,5 :d) A% L x
1 )
9,04
) o
£ 8,5 AdA
8,04
| A
7,54 L .
] *  VariaveisNominais
704 a4 o VariaveisRobustas- 6=0,10
' A S
- A VariaveisRobustas- 6=0,15
615 T T T T T T T T T
0,0 05 1,0 15 2,0 25 30

Figura 9.12: Varidveis h e t para os casos nominal e robusto (6 = 0,10, = 0, 15).
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Figura 9.13: Variaveis h e b para os casos nominal e robusto (6 = 0,10,6 = 0, 15).
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Figura 9.14: Variaveis [ e t para os casos nominal e robusto (6 = 0,10,6 = 0, 15).
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Figura 9.15: Variaveis [ e b para os casos nominal e robusto (6 = 0,10, = 0, 15).
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Figura 9.16: Variaveis t e b para os casos nominal e robusto (0 = 0, 10,6 = 0, 15).
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9.4 Projeto Otimo Robusto de um Robé Industrial utilizando

Metamodelos

9.4.1 Metamodelagem

As caracteristicas dos problemas reais em engenharia, tais como geometrias complexas,
nao linearidades e presenca do regimes de turbuléncia, contribuem para um alto custo
computacional relacionado a simulacao, devido ao refinamento e/ou atualizagao da malha
utilizada, o que é mais evidente em projetos de otimizacao (MALISKA, 2004).

Segundo Santos (2002) a modelagem de processos reais é de grande importancia, pois
podem haver varias limitagoes proibitivas de experimentacao do sistema real.

Apesar do modelo de simulacao ser bem mais simples do que o sistema real, este pode
ser bastante complicado em termos de custo computacional, pois o modelo de simulacao
requer a realizagao de inumeras execugoes do programa de simulagao para um grande
nimero de combinagdes das varidveis de entrada (LOBATO, 2008). Sendo assim, como
alternativa a este inconveniente, pode-se construir uma relacdo matematica simplificada
do modelo de simulacao que relaciona as variaveis de entrada com as saidas do modelo
através de um ndmero relativamente baixo de experimentos (MYERS, 1971; BOX et
al., 1978). Esta relagdo matematica que simplifica o modelo de simulagdo é denominada
de metamodelo (BARTON, 1992). Segundo Frisso, Scarpel e Ferrari (2011) diversas
aplicagoes de otimizacao baseada em metamodelos podem ser encontradas na industria
aeronautica, aeroespacial, automotiva, entre outras.

Devido a sua simplicidade conceitual, os metamodelos mais empregados na literatura
sao baseados em aproximagoes polinomiais e sao denominados de superficies de respostas,

sendo que as aproximacgoes mais empregadas sao aquelas que possuem termos lineares,
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quadréticos e cibicos (MYERS, 1971; BOX et al., 1978):

n n—1 n n n
Y =B+ Z Bir; + Z Z Bitjr10:T; + Z ﬁ2n+ix? + Z ﬁ3n+ix? (9.10)
i=1 i=1 jij>i i=1 i=1

Para construir metamodelos existem alternativas paramétricas, tais como regressao
polinomial e Kriging, e nao paramétricas tais como regressao projection-pursuit e funcoes
de base radial. Na forma paramétrica, assume-se que a forma funcional da relacao entre a
resposta e as variaveis é conhecida, enquanto a forma nao paramétrica usa diferentes tipos
de modelos locais simples para construir o modelo geral. Fang et al. (2005) e Viana (2008)
realizam um estudo abrangente sobre técnicas de metamodelagem e aplicagoes.

Um ponto importante quando se trata de meta-modelos tem a ver com os critérios
que garantem a confiabilidade do metamodelo utilizado. A garantia de uma boa apro-
ximacao depende de uma andlise de parametros estatisticos obtidos através dos dados
experimentais e do metamodelo considerado. Neste contexto, sao descritas os principais
operadores estatisticos utilizados para descrever o quanto o meta-modelo empregado é
confidvel em comparagao com a situacao real (MYERS, 1971; BOX et al., 1978; VIANA,
2008; LOBATO, 2008):

o F.. — F estatistico:

(SST — SSE)/p

F =
T SSE/(n—p—1)

(9.11)

n n

onde SSE = 2:(]”Z — f))?, 88T = Z<f’ — ) n é o nimero de experimentos, p
i=1 i=1

é o numero de termos nao constantes do metamodelo, f; é o valor da resposta dos

experimentos, fi' é o valor de resposta medido a partir do metamodelo e f é a média

das respostas f.
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e R? - coeficiente de correlacio dos dados:

SSE
2 _ 1— 12
h SST ©.12)
° dej - coeficiente de correlagao ajustado:
R, —1-(1-R)— 1 (9.13)
“ n—p-—1
e RMSE - erro quadratico médio:
E
RMSE = _ S5 (9.14)
n—p—1

No contexto da metamodelagem, a metodologia empregada para resolucao de proble-

mas de otimizacao é apresentada na Fig. 9.17 a seguir:

Planejamento de Realizagdo dos Experimentos
Experimentos Experimentos Sintéticos

Andalise Estatistica
Metamodelagem ——E
l Validacdo

Figura 9.17: Etapas da resolu¢do de problemas reais utilizando metamodelos. Adaptado de
(LOBATO, 2008).

Segundo Viana (2008), as etapas da metodologia de resolugao de problemas de oti-

mizac¢ao multiobjetivo utilizando metamodelos é descrita por:
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ii.

iii.

1v.

vi

. escolha das varidveis independentes e a elaboracao do planejamento dos experimen-

tos;

escolha do metamodelo a ser empregado para cada uma das saidas observadas (varidveis

dependentes);

realizacdo dos experimentos (em laboratério ou a partir de um modelo de simulagao);
calculo dos coeficientes de cada metamodelo empregado;

analise estatistica para validagao dos resultados obtidos;

. formulagao do problema de otimizacao multiobjetivo.

Objetivando a aplicagao da metodologia descrita nesta secao, sera estudado um pro-

blema de otimizacao, com trés objetivos, de um robo industrial com um mecanismo de

balanceamento usando uma mola.

94.

2 Projeto Otimo Robusto de um Robé Industrial

A Figura abaixo ilustra um modelo de um rob6 no qual um mecanismo de mola hidraulica

é utilizado para balanceamento do brago AB (ESCHENAUER et al., 1990).
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Acumulador
Hidraulico

Figura 9.18: Rob0 industrial com um mecanismo de mola hidriulica. Reproduzida de (ESCHE-
NAUER, 1990).

As varidveis de projeto que influenciam o balanceamento do brago do robd sao: loca-
lizagao do mecanismo de mola em relacao a base do rob6 (X; e X5 em metros), a pressao
do acumulador hidraulico (X3 em MPa) e o diametro do cilindro (X4 em metros). O
desempenho do robo é fungao dos seguintes critérios: torque estatico na haste do motor
de diregao, o trabalho executado pelo motor e a forca estatica na junta A, representados
respectivamente por yi, Y2 € Ys.

Sera utilizado um metamodelo com termos quadraticos para a obtencao dos critérios

ymet (i = 1,2, 3) dado, de forma genérica, por:

Y =80+ Bix1 + -+ Baxs + 55115% +- 58%21 + Box172 + Prorixs+ (9.15)

+ Bz + Brawaxs + Bi3Toxs + [r4T3T4

onde os f3; sdo os coeficientes da aproximagcao polinomial (i = 1,--- ,14), z;,i =1,--- ,4
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sdo as varidveis de projetos (independentes) codificadas e Y = [y yi'®* yI'] é o vetor
de respostas do metamodelo.

Planejamento de Experimentos

Neste estudo de caso nao foram realizadas simulagoes, e sim usados os dados apresenta-
dos na tese de Lobato (2008) que por sua vez os coletou do trabalho de Eschenauer et
al. (1990). Para que as varidveis estejam na mesma ordem de grandeza, foram considera-

das as seguintes codificagoes:

X, C X5-0,30 X3—-3,3  X,—0,037

0,00 27 0,00 BT 0.3 0 ™ 70,003

(9.16)

Os parametros do robo industrial usados nas simulacoes estao presentes na Tab. 9.11 e
os valores do planejamento de experimentos (varidveis de projeto) e as respectivas saidas

encontram-se na Tab. 9.12.

Tabela 9.11: Parametros do robo industrial usados nas simulagdes (ESCHENAUER et al.,
1990).

Descri¢ao dos simbolos Valor Unidade
my massa do brago 2544 kg
mo massa do antebraco 105,3 kg

I comprimento do braco 1,0 m
lo comprimento do antebraco 1,35 m
el distancia do centro de gravidade até o braco 0,52 m
ez distancia do centro de gravidade até o antebraco 0,53 m
U3 carregamento maximo de carga 80 kg
nimero de molas 2 -

Para o ajuste de cada metamodelo, Lobato (2008) utilizou o método de otimizagao
Programacao Quadratica Sequencial com 10000 configuragoes iniciais de projeto, geradas
de forma aleatéria no seguinte espago de projetos —10000 < 5; < 10000 (i = 1,--- ,14).

Os coeficientes e os valores das estatisticas, obtidas pelo autor citado acima, usadas para
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Tabela 9.12: Planejamento de experimentos e respostas obtidas nas simulacdes para o projeto
6timo robusto de um robd industrial (ESCHENAUER et al., 1990).

Experimento 1 T2 T3 T4 X3 Xo X3 Xy Y1 Y2 Y3
1 1 1 1 1 0,01 034 3,6 0,040 3546,7 16652,3 44054
2 -11 1 1 -0,01 034 3,6 0,040 3684,1 174434 45524
3 1 -1 1 1 001 026 3,6 0,040 1960,5 13648,9 3042,8
4 -1 1 1 -001 026 3,6 0,040 1727,8 14200,7 2736,7
5 1 1 -1 1 001 034 30 0,040 2606,3 13788,4 3510,8
6 -1 1 -1 1 -0,01 034 3,0 0,040 27209 14447,8 3611,5
7 1 -1 -1 1 001 026 30 0,040 1828,5 11856,7 3433,9
8 -1 -1 -1 1 -0,01 026 3,0 0,040 1746,0 11884,0 3168,5
9 1 1 1 -1 001 034 3,6 0,034 2053,8 10851,3 3034,0
10 -101 1 -1 -0,01 0,34 3,6 0,034 1886,5 10851,3 2824,2
11 1 -1 1 -1 001 026 3,6 0,034 2452,1 10581,8 3895,2
12 -1 -1 1 -1 -0,01 026 3,6 0,034 2438,7 10851,8 37523
13 1 1 -1 -1 001 034 3,0 0034 19775 9761,6 3456,0
14 -1 1 -1 -1 -0,01 034 30 0,034 19546 9761,6 3205,6
15 1 -1 -1 -1 001 026 3,0 0,034 2827,7 9762,0 4270,2
16 -1 -1 -1 -1 -0,01 026 3,0 0,034 2816,5 9762,0 4169,2
17 1 O O O 001 030 33 0,037 18804 11411,5 3178,2
18 -1 0 0 0 -001 030 33 0,037 16940 11411,5 28572
19 0 1 0 O 000 034 33 0,037 21547 11658,6 3053.,5
20 0o -1 0 O 000 026 33 0,037 2084,2 11409,8 3528,7
21 0 0 1 0 0,00 030 3,6 0,037 19356 12054,9 2813,7
22 0o O -1 0 000 030 3,0 0,037 17857 10764,7 3248,1
23 0o 0 O 1 0,00 030 3,3 0,040 2087,1 13966,0 3066,5
24 0 o0 0 -1 000 030 33 0,034 21895 103057 35269

validar o metamodelo sao apresentados na Tab. 9.13.

Observa-se, pelos parametros estatisticos da Tab. 9.13, que os metamodelos represen-

tam satisfatoriamente os critérios a serem otimizados no espaco de projetos considerado.

Projeto étimo robusto de um robo6 industrial

A formula¢do matemadtica para o problema de otimizagao multiobjetivo é dada por (ES-
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CHENAUER et al., 1990):

minimizar fi(z1, vo, T3, 14) = y7'* (9.17)

minimizar fo(z1, r9, T3, 74) = Yy (9.18)

minimizar f3(z, 2, x3,14) = y3' (9.19)
onde -1 <x; <1, 1=1,--- 4.

Tabela 9.13: Coeficientes da aproximacao polinomial e parametros estatisticos para o projeto
6timo de um robo6 industrial (LOBATO, 2008).

Coeficiente yet yet yet
6o 1838,779  11416,08  3023,202
61 25,80000 -127,7555  74,93887
Bs 150,1722  626,9777  -19,11667
B3 79,00558  852,6444  -56,50556
B4 72,83334  1966,616  -33,61668
Bs -51,57915  -4,583422  -5,502169
B 280,6708  131,6167  267,8979
Br 21,87080  -6,283291  7,697942
Bs 299,5208  719,7667  273,4979
Bo -25,10001 -37,58753  -37,68124
B1o 17,12497  -57,88750 -0,268739
Bu -9,474989  -109,9749  -23,76873
B2 159,4625  126,2749 1654312
Bis 497,3625  654,5875  454,0812
B4 172,6625  367,4625  162,9937
R? 0,973316  0,990621  0,873555

0,931808  0,976032  0,696863
Fotar 23,448848 67,902679  4,441239
RMSE 141,62452  328,28349 295,00784

Para avaliagao da robustez foi utilizado o vetor de desvios [d1 dg 03 d4] = [d § I 0] e os
seguintes valores para o fator de perturbacao d = 0,1 e = 0,2. O tamanho da populacao
considerada ¢ de Nyag = 45 vagalumes. As Figuras 9.19, 9.20 e 9.21 apresentam as

solugoes nominal e robustas, obtidas pelo algoritmo MOFA.
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@ Curva de Pareto Nominal

Figura 9.19: Curva de Pareto nominal para o projeto 6timo de um rob6 industrial.

25
“

@ Curva de Pareto Robusta - = 0,1

Figura 9.20: Curva de Pareto robusta (6 = 0, 1) para o projeto 6timo de um robd industrial.
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Figura 9.21: Curva de Pareto robusta (6 = 0, 2) para o projeto 6timo de um robd industrial.

As Figuras que se seguem, ilustram as relagoes f1 X fa, f1 X f3 e fo X f3 para o valor

do parametro de perturbacao 6 = 0, 1.

13000 4 *  Objetivos Nominais
19500 ] ; @ o Objetivos Robustos- 6=0,1
* ]
] olling
12000 a5
1 0* * Q@
115004 * & ¥ %°x o
J * 9 g, X
N x ©° * 9
11000 *x 9 o L °
] Y *" 00
*
10500 Joa, w0,
)
g * Y
* 4
10000 *x *j' 0 %o,
1 i§llkiﬂ§:!i' ® %o
9500

— T T T T T . T T T T T T T 1
1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000 2050
f

Figura 9.22: y*“* x y5*** para o problema do projeto 6timo robusto (0 = 0,1) de um robd
industrial.
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Figura 9.23: y** x y&*** para o problema do projeto 6timo robusto (& = 0,1) de um robd

industrial.
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Figura 9.24: y5'! x yi*** para o problema do projeto 6timo robusto (& = 0,1) de um robd

industrial.

As Figuras a seguir ilustram as relagoes fi1 X fo, fi X f3 e fo X f3 para o valor do

parametro de perturbacao

5=0,2.
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Figura 9.25: y"* x yi*** para o problema do projeto 6timo robusto (& = 0,2) de um robd
industrial.
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Figura 9.26: y*“* x yi*** para o problema do projeto 6timo robusto (& = 0,2) de um robd
industrial.
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Figura 9.27: y5*! x yf*** para o problema do projeto 6timo robusto (& = 0,2) de um robd
industrial.

As Tabelas 9.14, 9.15 e 9.16 apresentam pontos da curva solu¢gao nominal e robustas
com 0 = 0,1 e § = 0,2 respectivamente. Sao apresentados os valores do objetivo y5*
extremos, em todos os trés casos, ou seja, sao apresentados os valores maximo e minimo
obtidos pelo algoritmo MOFA. A solucao intermediaria é a que apresenta o valor do
objetivo y5*** mais préximo possivel & média aritmética dos valores extremos. Observa-se

que com o aumento do valor do parametro de robustez J, hd uma aumento também dos

valores dos trés objetivos considerados.

Tabela 9.14: Pontos da curva de Pareto nominal para o projeto 6timo de um robo industrial.

Pardmetro SOLUCAO
T1 -0,687 -0,863 -0,974
T2 0,604 0,346 -0,172
x3 -0,988 -0,935 0,998
T4 -0,964 -0,349 -0,201

Yot x 103 1,936 1,783 1,777
yet x 103 9,649 10,280 11,866
yet x 103 3,197 3,033 2,869
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Tabela 9.15: Pontos da curva de Pareto robusta com 6 = 0, 1 para o projeto 6timo de um robo

industrial.
Parametro SOLUCAO
1 0,866 -0,889 -0,976
T2 0,503 0,339 -0,584
3 0,503 -0,932 0,995
T4 -0,993 -0,702 -0,019
Yyt x 103 1,893 1,834 1,776
yé”et x 10 9,763 10,068 12,330
ygnd x 10 3,278 3,080 2,868

Tabela 9.16: Pontos da curva de Pareto robusta com ¢ = 0, 2 para o projeto 6timo de um robo

industrial.
Parametro SOLUCAO
1 0,925 0,313 -0,977
T2 0,003 0,125 -0,735
3 -0,998 -0,859 0,999
T4 -0,959 -0,447 -0,054
yet x 10 1,908 1,826 1,801
yaet x 10 9,885 10,588 12,522
yet x 10° 3361 3,105 2,873

As Figuras 9.28, 9.29, 9.30, 9.31, 9.32 e 9.33 que se seguem, apresentam as relagoes

existentes entre as varidveis de projeto para os casos nominal e robustos com § = 0,1 e

0 = 0,2 para o projeto 6timo de um robo6 industrial. As variaveis de projeto apresentam-se

codificadas.
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Figura 9.28: Relagdo x; X 5 para o problema do projeto 6timo robusto de um rob6 industrial.
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Figura 9.29: Relagdo x; X 3 para o problema do projeto 6timo robusto de um rob6 industrial.
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Figura 9.30: Relagdo x; X z4 para o problema do projeto 6timo robusto de um rob6 industrial.
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Figura 9.31: Relagdo x5 X 3 para o problema do projeto 6timo robusto de um rob6 industrial.



214

0.8 *  VaridveisNominais
0,6 S o VaiaveisRobustas- 6=0,1
04_' A VaiaveisRobustas- 6=0,2
T 2 % *
o
0,2 1 AL x *
] Rk x .
0,01 A, P *
< 02 1 a , 4 ) *
< e A * 3
-0,4 4 N * a7 *
] Ah %
-0,6 1 Ay Ak Y) *
] A o*x & % *
0,8 AL o T &
1 o &
1,04 4 oa’;* *
-112 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
-10 -08 -06 -04 -02 00 02 04 06 08 10
X2

Figura 9.32: Relagdo x5 X 4 para o problema do projeto 6timo robusto de um rob6 industrial.

0,8 *  VariaveisNominais
0,6- °,° e VariéveisRobustas- 6=0,1
T * Ao VaiaveisRobustas- 3=0,2
0,4
] a &
0,2 1 e
1 it**l A o™ * ¥
0,0 1 o A ° * A %a0 , 09, ox
J * Y A AA
< -0,2-_ o2 . % * * A * *
*
-0,4 Ak * ° L Qo
-0,6 — #‘ A*‘Q ) A
y | & A A A
08 Mg o
4 “ *
-1,0
'112 T T T T T T T
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0
X3

Figura 9.33: Relagdo x3 X x4 para o problema do projeto 6timo robusto de um rob6 industrial.
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9.5 Problema em Dinamica de Rotores

Na literatura especializada observa-se uma vasta gama de aplicacoes envolvendo maquinas
rotativas, também denominadas rotores, em varios ramos da engenharia, tais como: au-
tomotiva, aeroespacial e na geracao de energia. Pode-se citar como exemplo de rotores
0s compressores, maquinas centrifugas, turbinas de aviao, turbinas para a producao de
energia elétrica, entre outras (TSUZUKI, 2012; CAVALINI, 2013).

Segundo Tsuzuki (2012) o estudo de mAaquinas rotativas aparece no contexto de
maquinas e estruturas devido ao grande ntimero de fenomenos tipicos importantes para
sua operacao e que afetam seu comportamento dinamico e estrutural. Neste contexto, é
de fundamental importancia o estudo de maquinas rotativas e a identificacao de condigoes
otimas de operacao e de projeto, pois um problema inesperado em uma maquina rotativa
pode conduzir a considerdveis riscos e perdas financeiras. Por exemplo, Quitzrau (2002)
afirma que é muito comum a adocao de configuragoes com mais mancais que 0 necessario
ou, eixos mais rigidos, para aumentar os valores das frequéncias criticas, elevando os cus-
tos com mao de obra e de fabricacao, além de elevar perdas por atrito no sistema quando
o numero de mancais é maior que o necessario.

Devido a grande utilizacao de maquinas rotativas como componentes em diversas
estruturas, faz-se necessario determinar condigoes 6timas de operacao bem como de pro-
jeto dos rotores. Sendo assim, o uso de técnicas de otimizacao para o projeto étimo de
maquinas rotativas representa uma importante abordagem alternativa.

Na literatura corrente varios trabalhos tém sido apresentados para o projeto e identi-
ficagao de parametros em maquinas rotativas. Assis (1999) utiliza técnicas de otimizagao
para o projeto e identificagao de parametros em maquinas rotativas. Steffen Jr., Assis e

Lepore Neto (1999) utilizaram técnicas multiobjetivo para a otimizacao de rotores. He,
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Guo e Chu (2001) utilizam a heuristica Algoritmos Genéticos, associado ao método de
elementos finitos, para detectar trincas em eixos de rotores. Assis e Steffen Jr. (2003) uti-
lizam técnicas de otimizacao, usando problemas inversos, para identificagao de parametros
em maquinas rotativas. Saldarriaga et al. (2011) utilizaram a abordagem de problemas
inversos para estudar o balanceamento de maquinas rotativas flexiveis. Bueno (2007) uti-
lizou técnicas de otimizacao para obtencao de localizagoes 6timas de sensores e atuadores
piezelétricos para o controle ativo de vibragoes. Tsuzuki (2012) apresenta, em um capitulo
do livro editado por ele, a otimizagao do eixo de uma maquina rotativa usando o método
recozimento simulado. Cavalini Jr. (2013), em sua tese de doutorado, utiliza a heuristica
Evolugao Diferencial para identificar e caracterizar trincas transversais incipientes em

eixos de rotores.

9.5.1 Otimizacao do Eixo de um Rotor

A velocidade critica é o ponto onde a velocidade de rotagao se iguala a frequéncia natural
do rotor. Sabe-se que nas velocidades criticas as amplitudes de vibracao de um sistema
rotativo sao maximas e se uma maquina rotativa operar em velocidade préxima a uma
velocidade critica o sistema pode entrar em ressonancia, podendo ocasionar danos irre-
versiveis aos componentes do sistema rotativo. Sendo assim, é importante que um rotor
opere em uma velocidade de rotacao distante das velocidades criticas. No contexto de
robustez é importante conhecer as regides de projeto onde ha pouca sensibilidade das ve-
locidades criticas devido a pequenas perturbacgoes das variaveis de projeto. Um diagrama
de Campbell, apresentado na Fig. 9.34 a seguir, mostra duas velocidades criticas de um
sistema rotativo e ilustra a amplitude de vibracao do mesmo. Ao diagrama de Campbell
foi sobreposta uma curva de resposta em frequéncia, para fins de ilustracao.

Neste contexto, a presente aplicacao objetiva a maximizagao da distancia entre a
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Figura 9.34: Diagrama de Campbell genérico.

terceira e a segunda velocidades criticas (em forward) para um sistema rotativo, modelado
pelo método de elementos finitos, composto pelo eixo do rotor, por trés discos rigidos,
dois mancais flexiveis e isotrépicos, ou seja, com amortecimento e rigidez e os termos de
acoplamento nulos, respectivamente, conforme mostra a Fig. 9.35. Assis (1999) apresenta

em detalhes a formulacao do modelo de elementos finitos utilizada neste estudo de caso.
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Figura 9.35: Modelo de elementos finitos para o rotor estudado (ASSIS, 1999).

O material utilizado no eixo e nos discos é o ago-1020 (densidade - 7800 kg/m3,

médulo de elasticidade - 2.1E11 N/m? e coeficiente de Poisson - 0.3). As caracteristicas
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geométricas dos discos sao apresentadas na Tab. 9.17 a seguir:

Tabela 9.17: Caracteristicas geométricas dos discos da miquina rotativa.

Disco Massa (Kg) Momento de Inércia (Kg m?) Raio (mm) Espessura (mm)

1 0,794 0,005 45 16
2 1,544 0,005 75 11,2
3 0,935 0,005 60 10,6

Os mancais de rolamentos sao idénticos com massa de 10 Kg, rigidezes Kxx =
Kzz = 1E6N/m, Kxz = Kzx = 0 com coeficientes de amortecimentos Cxx = Czz =
83, 2615NS/H1 [§ CXZ = CZX =0.

Para a maximizacao da distancia entre a terceira e a segunda velocidades criticas,
onde as variaveis de projeto consideradas sao os raios dos dezessete elementos em que o
eixo do rotor foi discretizado pelo método de elementos finitos, é formulado o seguinte

problema de otimizagao multiobjetivo:

minimizar fi(z1,x9,- -, 217) = Vo(2) (9.20)

maximizar fo(zq, T2, - ,217) = Vo(3) (9.21)

onde V, é o vetor de velocidades criticas, x; = raio do i-ésimo elemento de barra,? =
1,---,17com4dmm < z; <8mm, 1 =1,---,17.

Para a avaliacao da influéncia do parametro de robustez no processo de otimizacao,
foi utilizado o seguinte vetor de desvios [d -+ d17] =[d --- d], para os seguintes valores
do parametro de perturbagao d = 0,0002, = 0,0004 e 6 = 0,0006, que representam uma
perturbacao de 5%, 10% e 15% respectivamente, da amplitude de variacao das varidveis
de projeto.

Os parametros utilizados no algoritmo MOFA durante as simulagoes foram:



219

tamanho da populacao - N,,y = 35 vagalumes;

nimero de geragoes -

N,

g

er = 250 (utilizado como critério de parada);

nimero de amostras para calcular a média efetiva - Ng,,,; = 50;

coeficientes de absorcao da luz e de atratividade entre os vagalumes - v = 5y = 1.

A Figura 9.36, apresenta as curvas de Pareto nominal e robustas obtidas pelo algoritmo

MOFA para os valores do parametro de perturbacao acima citados.

*  Curvade Pareto Nominal
0 Curvade Pareto Robusta- & = 0,0002
i Curvade Pareto Robusta- & = 0,0004
68'_ Curvade Pareto Robusta- & = 0,0006
66 - AL
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] *x 400
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Figura 9.36: Curvas de Pareto nominal e robustas obtidas pelo algoritmo MOFA para o pro-
blema de uma méquina rotativa.

Observa-se nesta figura que, para valores das varidveis de projeto que fazem com que

a segunda velocidade critica seja maior que 48,9 Hz, ha uma grande sensibilidade do

segundo objetivo, ou seja, da terceira velocidade critica para pequenas perturbagoes nas

variaveis de projeto.

Neste caso, ¢ importante que a escolha das variaveis de projeto

satisfacam a condicao de que a segunda velocidade critica esteja entre 48,6 Hz e 48,9 Hz,
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pois nesta faixa o segundo objetivo, ou seja, a terceira velocidade critica é pouco sensivel
a pequenas perturbacoes no projeto. Entao pode-se considerar a faixa citada como uma

regiao de robustez para o projeto 6timo do eixo da maquina rotativa estudada.

Tabela 9.18: Maxima distancia entre as velocidades criticas para os casos robustos € nominal.

Varidvel Valor Médio Nominal Robusta (d,) Robusta(d;) Robusta (d.)

1 6,00 6.10 578 547 5,96
o 6,00 5.11 6.15 6.16 6.13
T3 6,00 7.80 6,01 727 6.34
4 6,00 7,88 725 7,27 7,64
5 6,00 7,88 6.21 6.27 6.10
6 6,00 7,94 7.97 7,98 7,99
7 6,00 7,99 7,51 7,54 7,49
s 6,00 7.90 7,63 7,84 7,65
o 6,00 7,74 7.86 7,78 7.95
10 6,00 7,95 7,96 7,99 7.97
11 6,00 6,70 7,98 7.83 7,99
T12 6,00 7,74 7,53 7,54 7,62
T13 6,00 7,85 7.92 7,92 7,90
T14 6,00 7,24 757 7,65 7.96
T1s 6,00 745 6.77 7,02 6.73
T1g 6,00 6.51 7.39 7,39 7,57
T17 6,00 571 7,15 7,15 7.15
V.(2) 49,064 49,066 49,059 49,042 49,020
V.(3) 52,573 61,573 63,755 66,238 68,335
Vo(3) — Vi(2) 3,509 12,506 14,695 17,196 19,315

onde 9, = 0,0002, 0, = 0,0004 e 6. = 0,0006, as variaveis de projeto sdo expressas em
milimetros e as velocidades criticas em Hertz.

E importante ressaltar que a implementacao de um eixo com os valores das variaveis,
para o casos robustos, nao implica que a diferenca entre as velocidades criticas seja 14, 695,
17,196 e 19, 315. O que ocorre é, se for permitida uma tolerancia de projeto com os valores
de perturbacao d,,d;, € ., entao os valores maximos das distancias entre as velocidades
criticas, nos intervalos de definicao das variaveis perturbadas x; £ 0,,x; + 0, e ; £ 0., i =
1,---,17, sa0 14,695,17,196 e 19, 315 respectivamente.

As Figuras 9.37, 9.38 e 9.39 ilustram os diagramas de Campbell considerando as
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variaveis de projeto apresentadas na segunda, terceira e sexta coluna da Tab. 9.18.
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Figura 9.37: Diagrama de Campbell para o valor médio apresentado na Tab. 9.18.
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Figura 9.38: Diagrama de Campbell para o caso nominal apresentado na Tab. 9.18.
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Figura 9.39: Diagrama de Campbell para o caso robusto com ¢ = 0, 0006.

A Figura 9.40 ilustra os trés casos anteriores, agora apresentados em um tnico dia-

grama de Campbell (apenas em forward).
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Figura 9.40: Diagrama de Campbell para os trés casos estudados.
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9.6 Conclusoes Preliminares

Este capitulo foi dedicado a resolucao de alguns problemas em engenharia. Os problemas
abrangeram o estudo de projetos estruturais, uso de metamodelagem no estudo de um
robo industrial e uma aplicagao em dinamica de maquinas rotativas. Visto que nao ha um
estudo sistemaético introduzindo robustez em problemas multiobjetivo de otimizacao, os
problemas estudados servirao como objeto de comparacao para a avaliacao de outras me-
todologias de otimizacao multiobjetivo robustas a serem desenvolvidas. Como avaliacao
dos resultados obtidos nos problemas abordados, pode-se concluir que a metodologia pro-
posta para o tratamento de problemas de otimizacao multiobjetivo robustos, com base no
emergente heuristica de Colonia de Vagalumes e associada ao conceito de média efetiva
para insercao de robustez ao problema, trata-se de uma metodologia vidvel para resolugao

de problemas reais em engenharia.



Capitulo 10

Consideracoes Finais e Sugestoes

Neste capitulo sao apresentadas as principais conclusoes e contribuicoes acerca do algo-

ritmo desenvolvido, bem como as sugestoes de trabalhos futuros.

10.1 Conclusoes

Os algoritmos baseados em processos evolutivos tém sido largamente utilizados pela co-
munidade académica em geral para resolver os mais diversos problemas de otimizacao.
Porém, nos ultimos anos, o nimero de trabalhos e algoritmos baseados no comporta-
mento social de passaros, abelhas, formigas, aves, peixes, vagalumes, entre outros, tem
aumentado consideravelmente. A vantagem da utilizacao das heuristicas se devem a ca-
pacidade que estas possuem em tratar problemas reais e a habilidade destas de escapar
de solugoes 6timas locais. Porém, talvez o fator mais importante da ampla utilizacao
destas heuristicas se deve ao crescente aprimoramento das ferramentas computacionais e
da disponibilizagao destes recursos no meio académico. Neste contexto, foi desenvolvido

neste trabalho o algoritmo MOFA (Multiobjective Optimization Firefly Algorithm), funda-
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mentado na extensao do algoritmo Colonia de Vagalumes, proposto por Yang (2008) para
resolucao de problemas mono-objetivo, para o tratamento de problemas multiobjetivo e
associado ao conceito de média efetiva, proposto por Deb e Gupta (2006) para incorporar
incertezas associadas a producao de tolerancias as variaveis de projeto e parametros dos
objetivos. Os principais mecanismos de extensao do algoritmo para o caso multiobjetivo
sao: ordenamento das curvas de Pareto por meio de rank e o truncamento de solugoes por
meio do conceito de distancia de multidao (DEB, 2001).

Para avaliar a eficiéncia do algoritmo MOFA foram consideradas duas métricas, a
saber: convergéncia métrica e a diversidade de solugoes. Estas métricas sao conheci-
das como: Diversidade Métrica e Convergéncia Métrica (DEB, 2001). Para avaliar as
métricas é necessario conhecer a curva de Pareto real do problema. No contexto robusto,
para avaliar a convergéncia do algoritmo faz-se necessario também conhecer as curvas de
Pareto robustas reais do problema. Foram estudados os problemas propostos por Deb
e Gupta (2006), onde as médias efetivas foram obtidas analiticamente através de sua
definicao para problemas com e sem restricoes. Em se tratando de convergéncia e diver-
sidade, verificou-se a eficiéncia do algoritmo MOFA, pois houve a convegéncia para as
curvas de Pareto nominais e robustas para varios valores do parametro de perturbagao o
e também houve uma boa distribuicao das solugoes sobre as curvas de Pareto nominais
e robustas. Foram estudados alguns outros problemas matematicos, porém sem curvas
de Pareto robustas conhecidas, objetivando avaliar o efeito do parametro de perturbacao
sobre as curvas robustas em relacao a curva de Pareto nominal, ou seja, para localizar
as zonas de robustez dos problemas estudados. O algoritmo MOFA mostrou-se capaz de
convergir para a curva de Pareto nominal e de assegurar uma boa diversidade das solugoes.

Na literatura ha uma proposta de que os parametros 5y e v do algoritmo ACV va-

riem nos intervalos [0, 1] e [0, 10], respectivamente (YANG, 2008). No contexto robusto o
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parametro tamanho da amostra Nyt foi considerado para estimar a média efetiva. Es-
tudando a sensibilidade destes parametros em relagao a convergéncia e a diversidade das
solugoes, concluiu-se que os melhores valores, pelo menos para o estudo de caso analisado,
foram By = v = 1 e que o tamanho da amostra deve ser de no minimo 50 vagalumes para
se obter uma boa qualidade na solucao. Outras estratégias para estimar a integral devem
ser avaliadas para tentar obter um nimero menor no tamanho da amostra para estimar
a média efetiva, visto que este niimero onera muito todo processo computacional.

Objetivando aplicar a metodologia proposta em problemas de engenharia foram es-
tudados cinco situagoes envolvendo estruturas, robo industrial cujo comportamento é
definido a partir de técnicas de metamodelagem, e dinamica de maquinas rotativas. Em
todas as situagoes realisticas abordadas o algoritmo MOFA mostrou-se bastante eficiente
na convergéncia (os quatro primeiros problemas sao encontrados na literatura corrente),
diversidade de solugbes (observadas graficamente) e também na verificagdo da influéncia
do parametro de robustez sobre as curvas de Pareto e sobre as variaveis de projeto.

E importante ressaltar que os operadores utilizados no algoritmo MOFA nao foram
desenvolvidos neste trabalho. Sao operadores que foram exaustivamente testados e apro-
vados na literatura corrente. O conceito de Média Efetiva também nao foi proposto
originalmente nesta tese. Contudo, o acoplamento dos operadores e do conceito de Média
Efetiva associado ao Algoritmo de Colonia de Vagalumes configura uma nova abordagem
metodologica, pelo menos no que diz respeito aquelas que foram investigadas na litera-
tura. Além disso, ndo hd um numero significativo de trabalhos considerando o uso do
Algoritmo Colonia de Vagalumes em problemas multiobjetivo e menos ainda algoritmos
multiobjetivo considerando a insercao de robustez ao processo de otimizacao. Sendo as-
sim, o desenvolvimento de um algoritmo multiobjetivo para otimizacao robusta usando

uma heuristica emergente, nao baseada em processos evolutivos, se evidencia como a
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principal contribuicao deste trabalho.

10.1.1 Contribuicoes

As principais contribuicoes desta tese foram:

e Organizacao e disponibilizacao de material na literatura de tratamento de problemas
de otimizacao multiobjetivo robustos, exibindo as principais estratégias de incor-
poragao de incertezas ao problema e enfatizando a metodologia baseada no conceito

de média efetiva;

e Desenvolvimento de um cédigo computacional, em ambiente Matlab®, com base
no Algoritmo Colonia de Vagalumes associado ao conceito de média efetiva para a

insercao de robustez ao problema;

e Resolugao de diversos problemas matematicos cléssicos com solucao conhecida e de
problemas realisticos em engenharia, objetivando tanto a comprovagao da eficicia
do algoritmo proposto quanto a formagao de banco dados para futuras comparacoes

com outras estratégias de otimizagao multiobjetivo robusta.

10.1.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Como sugestao para estudos futuros relacionados ao presente trabalho, pode-se citar:

e Desenvolver o algoritmo MOFA em ambiente de programagao C, permitindo as-
sim um ganho no tempo de processamento, visto que o numero de avaliagoes dos

objetivos para o caso robusto é consideravelmente maior do que no caso nominal;

e Aplicar a metodologia proposta em varias outros problemas reais em engenharia;
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e Comparar estratégias de aproximacao da integral da definicao de média efetiva,
tanto em relagao ao custo computacional quanto a qualidade da curva de Pareto

obtida;
e Estudar incertezas associadas a metamodelagem;

e Utilizar dados experimentais reais para a geracao dos metamodelos, verificando em

seguida a eficiéncia da metodologia proposta na resolucao dos problemas inversos.
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