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Figura 4.48: Esquema ilustrativo do topo e fundo do cilindro interno.
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Figura 4.49: Comparação da distribuição de temperatura local na superf́ıcie do cilindro

interno para Ra = 5, 0× 104 utilizando o Modelo 1.
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Assim, observa-se pela distribuição de temperatura no cilindro interno – Fig. 4.49 –

que o presente modelo não alcança o resultado esperado, quando compara-se com a literatura.

Com base neste resultado, optou-se por analisar o fluxo tangente, na busca por encontrar a

causa do problema.

A fim de verificar a influência da parcela do fluxo de energia térmica tangente na mo-

delagem matemática para a condição de contorno de Neumann com o Modelo1, os dados de

Padilla (2013) foram utilizados. Para isso, foi necessário utilizar a distribuição de tempera-

tura convergida que Padilla (2013) obteve, com o método de volumes finitos em coordenadas

ciĺındricas, e implementar na presente modelagem, como sendo o fluxo de energia térmica

tangente conhecido.

Comparou-se a distribuição de temperatura local para o cilindro interno com o traba-

lho de Yoo (2003) como mostra a Fig. 4.50 para Ra = 5× 104, na região de maior interesse,

compreendida entre 90 e 270 graus. Observa-se boa concordância com a literatura. Isto acon-

tece uma vez que valores conhecidos no fluxo de energia térmica tangente foram utilizados

para alimentar o modelo de segunda espécie proposto.

Figura 4.50: Comparação do perfil de temperatura local na superf́ıcie do cilindro interno com

o trabalho de Yoo (2003), utilizando os resultados de Padilla (2013) para o fluxo tangente

com o Modelo 1.



115

Portanto, é posśıvel notar que o valor “correto” a ser utilizado para o fluxo de energia

térmica tangente na modelagem proposta para a condição de contorno de Neumann é de

fundamental importância, assim como observado na validação da cavidade quadrada para

pontos coincidentes.

Devido às discrepâncias entre os resultados do presente trabalho com a literatura,

observando que o maior problema está em ter que explicitar o fluxo tangente, já que quando

se coloca valores “corretos” e “conhecidos” para a função tangente, os resultados concordam

bem com a literatura, foi necessário rever a modelagem matemática para a condição de

contorno de Neumann, utilizando oModelo1, levando à outras duas modelagens apresentadas

na sequência.

4.4.2.2 Modelo 2

Outra alternativa para modelar a condição de contorno de Neumann foi utilizar a

proposta apresentada por Kim e Choi (2004), Pacheco et al. (2005) e Zhang, Zheng e Eckels

(2008), denominada de Modelo 2, apresentada na seção 3.5.2. Este modelo consiste em

utilizar o fluxo constante na direção normal à fronteira imersa e, por meio de interpolações,

obter a temperatura que será utilizada para impor o termo fonte que satisfaz a condição de

iso-fluxo de energia térmica na fronteira imersa.

Para este Modelo 2 optou-se por utilizar dois tipos de extrapolação, a linear e a qua-

drática. O esquema de ambas as extrapolações são apresentadas na Fig. 4.51. Observa-se

que, para a extrapolação linear utiliza-se apenas um ponto externo à fronteira e para a extra-

polação quadrática utiliza-se dois pontos externos à fronteira. Vale ressaltar que o primeiro

ponto próximo à fronteira não será utilizado, a fim de evitar a influência do processo de

distribuição da fronteira imersa.

O esquema para o cálculo da temperatura na superf́ıcie do cilindro interno utilizando

o fluxo imposto será apresentado abaixo para ambos os esquemas de extrapolação.

�Extrapolação linear

Sabe-se que:

q��n = −kf
∂T

∂n
. (4.31)
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Figura 4.51: Esquemas de extrapolação utilizado para o Modelo 2, (a) extrapolação linear e

(b) extrapolação quadrática.

Então, se:

T1 = ax1 + b, (4.32)

∂T1

∂x1

= a (4.33)

e

a = − q��n
kf

. (4.34)

Assim como,

T2 = ax2 + b. (4.35)

Como a é conhecida, pode-se substitúı-la na Eq. 4.35 e encontrar b:

b = T2 +
q��n
kf

x2. (4.36)
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Substituindo a e b na Eq. 4.32 tem-se:

T1 = − q��n
kf

x1 +

�
T2 +

q��n
kf

x2

�
. (4.37)

Rearranjando a Eq. 4.37 obtém-se:

T1 = T2 +
q��n
kf

(x2 − x1) = T2 +
q��n
kf

2Δx (4.38)

E, então, calcula-se a força:

FT ( �X, t) = ρCp
T1( �X, t)− T ∗( �X, t+Δt)

Δt
(4.39)

onde T1( �X, t) = T2( �X, t) + q��n
kf
2Δx. Além disso, T2( �X, t) é obtido por meio de interpolação

dos pontos vizinhos e T ∗( �X, t + Δt) é a temperatura estimada no contorno e interpolada.

Obtendo-se, assim, o campo de forçagem da temperatura com fronteira imersa impondo o

fluxo constante por meio de extrapolação linear.

�Extrapolação quadrática

Processo semelhante foi realizado para o processo de extrapolação quadrática como

apresentado nas Eqs. 4.40 a 4.44:

T1 = ax2
1 + bx1 + c, (4.40)

∂T1

∂x1

(x1 = 0) = b, (4.41)

b = − q��n
kf

. (4.42)

Se:

T2 = 4aΔx2 − q��n
kf

2Δx+ c (4.43)
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e

T3 = 9aΔx2 − q��n
kf

3Δx+ c. (4.44)

Assim, resolve-se os sistemas lineares e encontra-se as constantes a fim de obter a

temperatura na superf́ıcie do cilindro interno dada pela Eq. 4.45:

T1 =
9

5
T2 −

4

5
T3 +

6

5

q��n
kf

Δx. (4.45)

Desta maneira, calcula-se a força dada pela Eq. 4.39 utilizando a Eq. 4.45. Os

resultados utilizando os dois modelos de extrapolação são apresentados na Fig. 4.52. Pode-

se observar que quando utilizou-se a extrapolação quadrática os resultados aproximaram-se

mais da literatura.
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Ren et al., 2013

Modelo 2, linear

Modelo 2, quadrática

Figura 4.52: Comparação do perfil de temperatura na superf́ıcie do cilindro interno utilizando

o Modelo 2.

Entretanto, estudos mais aprofundados de extrapolação se fazem necessários a fim de

melhorar os resultados para o Modelo 2. Por isso, o terceiro modelo foi proposto.
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4.4.2.3 Modelo 3

A terceira alternativa para a condição de contorno de Neumann foi proposta, tendo

como base o modelo apresentado por Ren, Shu e Yang (2013), denominada de Modelo 3, a

qual consiste em obter um campo de força lagrangiano em função do fluxo de energia imposto,

cuja força possa ser distribúıda para os pontos eulerianos e assim atualizar a temperatura.

A modelagem matemática foi apresentada na seção 3.5.2.

As linhas isotérmicas e linhas de correntes são mostradas na Fig. 4.53, para dois

números de Rayleigh, Ra = 5700 e Ra = 1 × 105. Observa-se nas Figs. 4.53 (a) e (c) que,

para Ra = 5700, a temperatura na pluma é maior quando comparado com Ra = 1 × 105.

Porém, pelas isotérmicas e linhas de correntes pode ser visto que, quando aumenta-se o

número de Rayleigh aumenta-se o fluxo, com isso o processo convectivo aumenta, tornando

a pluma mais fina na superf́ıcie superior do cilindro quando o fluxo é maior, conforme já

mencionado.

O número de Nusselt local foi calculado ao longo da superf́ıcie do cilindro, utilizando

a Eq. 4.46 apresentada por Padilla (2004):

Nulocal =
hD

kf
=

1

T
, (4.46)

onde, T =
(T̄−T∞)kf

q“D
, é a temperatura adimensionalizada em função do fluxo, calculada no

pós-processamento após alcançar o regime permanente.

Além disso, pode-se calcular o número de Nusselt médio, a partir dos valores de Nusselt

local, como apresentado nas Eqs. 4.26 e 4.27.

Os resultados para o número de Nusselt local no cilindro interno, são mostrados na

Fig. 4.54, para três valores do número de Rayleigh. Observa-se boa concordância, para todos

os casos testados, quando comparado com Padilla (2013), o qual trabalha com coordenadas

ciĺındricas e com o método de volumes finitos, como mencionado na seção 2.

Uma análise dos nós de colocação foi realizada e os resultados foram comparados com

Padilla (2013) para Ra = 5×104. Para isto, a t́ıtulo de comparação como pós-processamento,

foi necessário transformar os pontos em coordenadas cartesianas, no presente trabalho, para
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Figura 4.53: (a) Isotérmicas para Ra = 5700 , (b) Linhas de corrente para Ra = 5700, (c)

Isotérmicas para Ra = 1× 105 e (d) Linhas de corrente para Ra = 1× 105.

coordenadas ciĺındricas. Desta forma, para uma malha cartesiana de Nx × Ny = 128 × 128

nós de colocação no domı́nio completo, transformando em coordenadas ciĺındricas tem-se

pontos nas direções, r × θ = 16 × 101, onde para a direção θ foi considerada somente o

cilindro interno, devido a comparação com Padilla (2013) em relação ao número de Nusselt

local no cilindro interno. Do mesmo modo, para malha cartesiana de Nx ×Ny = 256× 256

no domı́nio completo utilizou-se r × θ = 32 × 202 pontos em coordenadas ciĺındricas. A

Fig. 4.55 mostra que, na presente tese, o refinamento dos nós de colocação a partir de uma

certa malha não modifica mais os resultados. Observa-se, ainda, que o refinamento dos nós

de colocação no presente trabalho foram próximos da malha utilizada por Padilla (2013) e
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Figura 4.54: Comparação do número de Nusselt local na superf́ıcie do cilindro interno para

três valores do número de Rayleigh.

os resultados mostram boa concordância a partir da malha de Nx ×Ny = 128× 128 nós de

colocação, ou seja, r × θ = 16× 101.

Figura 4.55: Comparação do número de Nusselt local interno para Ra = 5 × 104 variando

os nós de colocação.

A fim de validar com outros autores, o perfil de temperatura no cilindro interno é

apresentado na Fig. 4.56, para Ra = 5700 e Ra = 5 × 104. Observa-se boa concordância

para ambos os casos testados.

Além disso, o perfil de temperatura entre os cilindros foi analisado para três ângulos:
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Figura 4.56: Comparação do perfil de temperatura no cilindro interno (a) Ra = 5700 e

(b)Ra = 5× 104.

0◦ , 90◦ e 270◦, como mostra a Fig. 4.57. Observa-se uma boa concordância com a literatura

para todas as posições testadas entre os cilindros.
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Figura 4.57: Comparação do perfil de temperatura em diversos ângulos entre os cilindros

com Ra = 5× 104 e Nx ×Ny = 128× 128.

Por fim, o número de Nusselt médio na superf́ıcie do cilindro interno foi analisado para

vários números de Rayleigh, como mostra a Fig. 4.58. Comparou-se quantitativamente a
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presente metodologia com os resultados obtido por Padilla (2013), como apresentado na Tab.

4.10.
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Figura 4.58: Número de Nusselt médio da parede interna em função do número de Rayleigh.

Os resultados da Tab. 4.10, mostram boa concordância do número de Nusselt médio

com Padilla (2013) para todos os números de Rayleigh apresentados, com uma diferença em

torno de 0,5%. Apenas para Rayleigh 1, 0 × 105, a diferença foi de 1,2% quando compa-

rado com Padilla (2013), devido ao processo de advecção que começa a aumentar a partir

deste número de Rayleigh, o qual necessita de um refinamento maior dos nós de colocação,

lembrando que para todos os casos apresentados foi utilizado Nx×Ny = 128× 128 nós de

colocação em todo o domı́nio.

Tabela 4.10: Comparação do número de Nusselt médio da parede interna em função do

número de Rayleigh.

Ra Presente Trabalho Padilla (2013) Diferença relativa
1, 0× 103 1,55269 1,54498 4, 98× 10−3

5, 7× 103 2,14677 2,16028 6, 25× 10−3

1, 0× 104 2,45677 2,46927 5, 06× 10−3

5, 0× 104 3,50960 3,48923 5, 83× 10−3

1, 0× 105 4,03177 3,98372 1, 20× 10−2

Portanto, para todos os casos apresentados, a metodologia proposta utilizando o Mo-

delo 3 para a condição de contorno de Neumann forneceu resultados que apresentaram boa
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concordância com a literatura. Vale notar que não houve a necessidade da utilização de cicla-

gens pois, para todos os casos apresentados, os resultados mostraram-se em boa concordância

com apenas 1 ciclo.

Como conclusão, pode-se dizer que os resultados para a condição de contorno de pri-

meira espécie (Dirichlet) e segunda espécie (Neumann) estão bem validados, já que os resul-

tados obtidos mostraram que estão em boa concordância com a literatura.

Devido aos bons resultados obtidos com a validação de problemas para fronteira imersa

não coincidentes e com a nova metodologia proposta para a condição de contorno de Neumann

utilizando o Modelo 3, começou-se um estudo de uma nova proposta de modelagem para a

condição de contorno de terceira espécie. A seguir será apresentada a validação da condição

de contorno de terceira espécie ou condição de contorno de Robin.

4.5 Validação para a condição de contorno de Robin

A validação da condição de contorno de Robin foi aplicada em um problema de difusão

no interior de um cilindro, a fim de avaliar a metodologia proposta em um problema com

solução anaĺıtica, pois quase não encontra-se experimentos na literatura com a condição de

contorno de terceira espécie.

O esquema do problema é apresentado na Fig. 4.59. O domı́nio a ser avaliado com

a solução anaĺıtica será somente no interior do cilindro na direção radial e as condições de

contorno são impostas em sua superf́ıcie, como ilustra a Fig. 4.59. Será considerado um

cilindro sólido imerso em um meio fluido. A energia transferida no interior do cilindro por

efeito Joule deve ser entregue para o fluido por convecção.

A modelagem matemática para a solução anaĺıtica será apresentada em regime per-

manente e os resultados implementados com a modelagem proposta para a condição de

contorno de Robin será comparada somente quando entrar em regime permanente. Para

isto, utilizou-se o seguinte modelo diferencial:

ks∇2T + q��� = 0 (4.47)
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Figura 4.59: Esquema do problema para validação da condição de contorno de Robin.

onde, q��� é a transferência de energia por efeito Joule imposta no interior do sólido e ks é a

condutividade térmica do sólido. Logo,

∇2T = −q���

ks
= −λ. (4.48)

A equação diferencial simplificada, escrita em coordenadas ciĺındricas é a Eq. 4.49:

1

r

d

dr

�
r
dT

dr

�
= −λ. (4.49)

E as condições de contorno são dadas pelas Eqs. 4.50 e 4.51:

dT

dr
|r=0 = 0 (4.50)

e

ks
dT

dr
|r=R + hcT |r=R = hcT∞. (4.51)

Utilizando o método de separação de variáveis, integrando a Eq. 4.49 e assumindo que
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a geração de energia é uniforme tem-se que:

r
dT

dr
= −λr2

2
+ a. (4.52)

Repetindo o mesmo procedimento, a solução geral para a distribuição de temperatura

torna-se:

T (r) = −λr2

4
+ aln(r) + b. (4.53)

Para obter as constantes de integração a e b, aplica-se as condições de contorno, dadas

pelas Eqs. 4.50 e 4.51.

Aplicando a Eq. 4.50 em Eq. 4.52 tem-se a = 0 e a distribuição de temperatura fica:

T (r) = −λr2

4
+ b. (4.54)

Da mesma maneira, aplica-se a condição de contorno dada pela Eq. 4.51 em Eq. 4.54

e obtém-se:

ks

�−2λR

4

�
+ hc

�
−λR2

4
+ b

�
= hcT∞. (4.55)

Consequentemente:

b = T∞ +
λR

2

�
ks
hc

�
+

λR2

4
. (4.56)

Substituindo a Eq. 4.56 em Eq. 4.54, tem-se a temperatura anaĺıtica em coordenadas

ciĺındricas, a qual será utilizada para comparar os resultados com a metodologia proposta:

T (r) = T∞ +
λR2

4

�
1−

� r

R

�2
�
+

λR

2

�
ks
hc

�
. (4.57)

Para a implementação da modelagem matemática com a condição de contorno de

Robin, foi utilizada a equação da difusão:
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∂T

∂t
= α∇2T +

q���

ρCp
+

fT3

ρCp
, (4.58)

onde fT3 é obtido pela distribuição da força imposta pela condição de contorno, FT3 =

T∞hc −
�
T ∗hc + ks

∂T ∗
∂n

�
, apresentada com detalhes na seção 3.5.2. Além disso, q���, como já

mencionado, é a geração de energia, imposta no interior do cilindro [W/m3]. Cabe ressal-

tar que com este modelo proposto para a condição de contorno de Robin é posśıvel obter,

simultaneamente, as condições de contorno de Dirichlet e Neumann.

Os parâmetros utilizados para a implementação da metodologia e validação com a

solução anaĺıtica foram: T∞ = 300[K] e hc = 2, 0[W/m2K] que são, respectivamente, a

temperatura ambiente e o coeficiente de transferência de energia térmica impostos. A con-

dutividade térmica do sólido foi considerada como sendo ks = 1 [W/mK]. A geração de

energia, imposta no interior do cilindro, é dada por q��� = 0, 5[W/m3]. As propriedades da

massa espećıfica do fluido [kg/m3] e calor espećıfico do fluido [J/kgK] foram consideradas

como sendo, respectivamente, ρ = Cp = 1.

A condição de contorno de Robin foi implementada na equação da difusão e o processo

transiente é mostrado na Fig. 4.60. A respeito da geração de energia imposta no interior do

cilindro e com a modelagem proposta para a condição de contorno na superf́ıcie do ciĺındro,

o processo alcança o regime permanente, onde os resultados são analisados.

A fim de garantir o regime permanente, uma sonda foi introduzida no interior do

cilindro e o comportamento da temperatura foi avaliada ao longo do tempo. Observa-se,

pela Fig. 4.61, que o processo entra em regime permanente após 100 segundos f́ısicos de

simulação.

Com o regime permanente estabelecido, a comparação com a solução anaĺıtica foi rea-

lizada, fazendo uma análise de refinamento da malha. A t́ıtulo de comparação os resultados

apresentados foram todos admensionalizados.

A Fig. 4.62 (a) mostra a comparação da metodologia proposta com a condição de

contorno de Robin e a solução anaĺıtica refinando os nós de colocação. Além disso, analisa-

se a taxa de convergência da metodologia de acordo com a Fig. 4.62 (b), onde obtém-se
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Figura 4.60: Comportamento transiente das isotérmas com a condição de contorno de Robin.
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Figura 4.61: Análise transiente da temperatura com condição de contorno de Robin.
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Figura 4.62: Comparação da temperatura com a solução anaĺıtica no interior cilindro utili-

zando a condição de contorno de Robin com (a) refinamento dos nós de colocação e (b) taxa

de convergência.

aproximadamente ordem dois de decaimento do erro com o refinamento da malha. Pacheco-

Vega, Pacheco e Rodić (2007) em seu trabalho apresenta aproximadamente segunda ordem

de convergência para a condição de contorno de Robin, em um problema de difusão como o

aqui apresentado.

Como apresentado na seção 3.5.2, com a modelagem proposta para a condição de
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contorno de Robin, é posśıvel alterar o modelo para as condições de contorno de Dirichlet

ou Neumann, conforme a necessidade.

Desta maneira, trabalhando com o mesmo problema de difusão e reescrevendo a solução

anaĺıtica com as condições de contorno desejadas, efetuou-se a validação e implementação da

metodologia modificando apenas as condições de contorno do problema, mantendo os outros

parâmetros com os mesmos valores.

A Figura 4.63 apresenta o comportamento transiente para todas as condições de con-

torno. Observa-se que as condições de contorno de Dirichlet, Neumann e Robin alcançam o

regime permanente com a modelagem proposta.

t

T

0 25 50 75 100 125
300

300

301

301

302

Dirichlet

Neumann

Robin

Figura 4.63: Análise transiente da temperatura com as condições de contorno de Dirichlet,

Neumann e Robin.

Uma análise do perfil de temperatura com a solução anaĺıtica é apresentada na Fig.

4.64 para todas as condições de contorno. Observa-se que para todas as condições de contorno

os resultados apresentam boa concordância com a solução anaĺıtica.

Portanto, pode-se concluir que todas as condições de contorno foram validadas com a

metodologia proposta e os resultados apresentaram boa concordância com a literatura. A

modelagem proposta para a condição de contorno de Robin mostrou boa concordância com

a solução anaĺıtica. Assim como a metodologia proposta para a adaptatividade do modelo

com as condições de contorno de Dirichlet e Neumann.
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Figura 4.64: Comparação da temperatura com a solução anaĺıtica no interior cilindro (a)

Dirichlet, (b) Neumann e (c) Robin.



CAṔITULO V

CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

5.1 Conclusões

O presente trabalho teve por objetivo desenvolver uma metodologia para incorporar a

equação da energia utilizando o IMERSPEC. Além disso, impor três tipos de condições de

contorno térmicas. A modelagem matemática para os três tipos de condições de contorno

foram apresentadas, incluindo três modelos propostos para a condição de contorno de Neu-

mann. A fim de verificar esta nova metodologia, a implementação numérica foi aplicada para

as condições de contorno de Dirichlet, Neumann e Robin. A verificação da metodologia foi

feita comparando os resultados com soluções manufaturadas e para todas as condições de

contorno testadas. Os resultados apresentaram erro de arredondamento de máquina, como

esperado, para pontos coincidentes. Para a verificação da metodologia com pontos não coin-

cidentes, na solução sintetizada, os resultados apresentaram erro de ordem quatro, devido

ao fato de ter interpolação e distribuição dessa ordem. Após a verificação da metodologia,

passou-se para a fase de validação, com o objetivo de comparar os resultados da metodologia

aplicada à solução de problemas f́ısicos. O primeiro problema foi uma cavidade adiabática

onde as condições de contorno e Dirichlet e os três modelos propostos para a condição de

contorno de Neumann foram avaliados. Houve boa concordância quando comparado com os

resultados da literatura. Em seguida, a fim de validar pontos não coincidentes, a metodo-

logia foi aplicada para o problema de uma cavidade anular para a condição de contorno de
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Dirichlet e Neumann com todos os modelos propostos. Os resultados apresentados para as

condições de contorno de Dirichlet e Neumann utilizando o Modelo 3 mostraram boa con-

cordância com a literatura. Por fim, para validar a metodologia proposta com a condição de

contorno de Robin, foi proposto um problema de difusão com solução anaĺıtica conhecida,

onde os resultados mostraram concordância com a solução anaĺıtica. Além disso, o custo

computacional mostrou-se de acordo com o esperado apresentando ordem Nlog2N . A taxa

de convergência da metodologia aplicada a problemas f́ısicos foi de aproximadamente dois.

5.2 Trabalhos futuros

Devido aos resultados obtidos no presente trabalho, muitos esforços ainda são neces-

sários a fim de melhorar a metodologia proposta, como a taxa de convergência. Para isto,

lista-se os seguintes itens:

• Melhorar a metodologia da fronteira imersa, utilizando funções de interpolação e

distribuição de alta ordem;

• Trabalhar com malhas não uniformes;

• Utilizar a metodologia pseudoespectral em apenas uma das direções;

• Implementar as condições de contorno para o código tridimensional paralelo;

• Aplicar as condições de contornos em outros problemas além das cavidades retangular

e ciĺındrica.
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//www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0045793012002150.

BOYD, J. P. Chebyshev and Fourier spectral methods. 2. ed. New York: Dover Publications,
Inc., 2000. 594 p. ISBN 978-0486411835.

BRIGGS, W. L.; HENSON, V. E. The DFT: an owner’s manual for the discrete Fourier
transform. Philadelphia: Society for Industrial and Applied Mathematics, 1995. 450 p. ISBN
0-89871-342-0.

CANUTO, C.; HUSSAINI, M. Y.; QUARTERONI, A.; ZANG Jr., T. A. Spectral methods
in fluid dynamics. 1. ed. Berlin: Springer, 1987. 568 p. (Scientific Computation). ISBN 978-
3-540-52205-8.

CANUTO, C.; HUSSAINI, M. Y.; QUARTERONI, A.; ZANG JR., T. A. Spectral methods:
fundamentals in single domains. New York: Springer, 2006. 563 p. (Scientific Computation).
ISBN 978-3-540-30725-9.

CANUTO, C.; HUSSAINI, M. Y.; QUARTERONI, A.; ZANG JR., T. A. Spectral methods:
evolution to complex geometries and applications to fluid dynamics. New York: Springer,
2007. 596 p. (Scientifc Computation). ISBN 978-3-540-30727-3.

CASTREJON, A.; SPALDING, D. B. An experimental and theoretical study of transi-
ent free-convection flow between horizontal concentric cylinders. International Journal of
Heat and Mass Transfer, v. 31, n. 2, p. 273–284, 1988. Dispońıvel em: http://www.
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p. 297–301, 1965. Dispońıvel em: http://www.jstor.org/stable/2003354.



135

COURANT, R.; FRIEDRICHS, K.; LEWY, H. On the partial difference equations of mathe-
matical physics. IBM Journal of Research and Development, v. 11, p. 215–234, 1967.

ENRIQUES-REMIGIO, S.; SILVEIRA NETO, A. A new modeling of fluid-structure inte-
raction problems through immersed boundary method/virtual physical model (IBM/VPM).
Congresso Brasileiro de Engenharia Mecânica, v. 19 Cd-Rom, 2007.

FAROUK, B. B.; GUCERI, S. I. Laminar and turbulent natural convection in the an-
nulus between horizontal concentric cylinders. Journal of Heat Transfer, v. 104, n. 4,
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science/article/pii/S0017931009002403.

WIRASAET, D.; PAOLUCCI, S. Numerical simulations of two- and three-dimensional
natural-convection flow in a differentially heated cavity using an adaptive wavelet method.
In: STOFFELS, G. G. M.; MEER, V. H. van der; STEENHOVEN, A. A. van (Ed.). Proce-
edings... Enschede, NL: Universiteit Twente, 2008.

YOO, J.-S. Dual free-convective flows in a horizontal annulus with a constant heat flux
wall. International Journal of Heat and Mass Transfer, v. 46, n. 13, p. 2499–2503, 2003.
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APÊNDICE

• Taxa de Convergência

O termo “Taxa de Convergência ”da metodologia é muito utilizado no decorrer do

presente trabalho. Segundo Ferziger e Perić (2002), a taxa de convergência informa qual é a

ordem de convergência com que a solução numérica se aproxima da solução exata, em função

do espaçamento da malha, ou seja, o quanto a diferença entre a solução exata e a solução

numérica diminui com o aumento do número de nós de colocação. A taxa de convergência

da metodologia, q, pode ser definida de acordo com a Eq. 5.1 (VILLAR, 2007), Eq. 5.2

(FERZIGER; PERIĆ, 2002) ou Eqs. 5.3 e 5.4 (ROMA, 1996):

q =
log

�
�φ2h−φe�
�φh−φe�

�

log(2)
(5.1)

q =
log

�
�φ4h−φ2h�
�φ2h−φh�

�

log(2)
(5.2)

� φ16h − φh �
� φ8h − φh � ≈

�
24q − 1

23q − 1

�
(5.3)

� φ8h − φh �
� φ4h − φh � ≈

�
23q − 1

22q − 1

�
(5.4)

onde φ é a solução de interesse (pressão, componentes de velocidade, temperatura) com

o ńıvel de refinamento h, 2h, ..., 16h, onde h é o espaçamento da malha, φe é a solução

exata. O fator log(2) aparece, nas Eqs. 5.1 e 5.2 porque dobra-se o refinamento da malha.

O operador �� representa a norma L2, ou a norma máxima do erro entre alguma variável

de interesse, como pressão, componentes de velocidade, temperatura. Segundo Kirby e

Karniadakis (2003), são considerados métodos de alta ordem aqueles que apresentam q > 2.
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A Eq. 5.3 mostra que o cálculo da taxa de convergência pode ser obtido com uma

solução de referência. Do mesmo modo, a estimativa é feita similarmente para as outras

malhas como mostra a Eq. 5.4, lembrando que a referência (h) é fixa, e maiores detalhes

desta metodologia pode ser obtido em Roma (1996).


