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A transi¢do entre um manipulador do tipo 5 e um manipulador do tipo 6 efetua-se
transpondo a superficie Cs, dada na Eq.(5.1), no espagco dos parametros de DH, conforme
Fig. 5.9. Esta transi¢do é caracterizada pelo manipulador correspondendo a Fig. 5.18 (para
d;=1,0,d,=1,02; r,=0,2e r;=0,9 [u.c.]).

Sobre esta transi¢do, percebe-se uma coincidéncia entre 2 pontos de cuspides. De fato,
um ponto cuspide da envoltdria interna coincide com outro ponto de cuispide da envoltéria
externa. Isto resulta na passagem de um manipulador com 8 pontos de cuispides (do tipo 5)

para um manipulador com 4 pontos de cuspides (do tipo 6).

.
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Figura 5.18 - Transi¢ao entre os dominios 5 e 6

5.2.7. Manipulador Ortogonal do Tipo 7, para r; #0

O sétimo tipo de manipulador € caracterizado pela Fig. 5.19, sendo quaterndrio e
cuspidal (sendo obtida para d; = 0,493; ds= 0,53; r,=0,2 e r;= 0,9 [u.c.]). Em seu espaco de
trabalho, possui um vazio, 2 regides com 2 solugdes e 3 regides com 4 solu¢des no MGI. Dois
dos 6 pontos de cuspides encontram-se sobre a meia lua, enquanto que os 4 restantes

encontram-se sobre a envoltoria interna.
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Figura 5.19 - Secdo do espacgo de trabalho de um manipulador do tipo 7

A transi¢c@o entre os manipuladores do tipo 2 e do tipo 7 faz-se transpondo a parte Cg’
que corresponde a criagdo de um par de pontos quadruplos em z = 0 sobre a meia lua. Assim,
o manipulador que tinha 4 pontos de cuspides passa a ter 6.

Outra transicdo ocorre ao transpor a superficie C;, para passar de um manipulador do
tipo 4 (com 2 pontos de cuspides) a um do tipo 7 (6 pontos de cuspides). Tem-se a criagdo de
dois pares de pontos de ciispides em z # 0 sobre a envoltdria interna a partir de 2 pontos
quéadruplos simétricos com relagdo a z = 0.

Além disso, um manipulador pode passar do tipo 7 a um do tipo 5 ao transpor Cs’ .
Neste caso, tem-se a criagdo de um par de pontos de cispides em z = 0 exatamente como no

caso da parte Cs’.

5.2.8. Manipulador Ortogonal do Tipo 8, para r; #0

A Figura 5.20 representa um manipulador do tipo 8, sendo quaterndrio e cuspidal. Os
dois pontos de cuspides sdo formados sobre a meia lua. Este manipulador tem um vazio, 2
regides com 2 solu¢des e uma regido com 4 solucdes no MGI, a ilustracdo foi obtida

considerando: d3=0,5; d;=1,0; r,=0,2e r;=0,9 [u.c.].
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Figura 5.20 - Secdo do espaco de trabalho de um manipulador do tipo 8

Observando a se¢@o do espaco dos parametros representados na Fig. 5.9, a partir de um
manipulador do tipo 8, trés transi¢des sdo possiveis. A primeira permite ter um manipulador
do tipo 7, isso quer dizer transpor a superficie Cs. No espaco de trabalho, os 2 pontos de
cuspides contidos na meia lua do manipulador do tipo 7 coincide com 2 dos 4 pontos de
cuspides contidos na envoltéria interna em z # 0. A meia lua recupera, em seguida, os 2
pontos de cuspides restantes.

A segunda transi¢do permite encontrar um manipulador do tipo 6 ao transpor a parte
Cs”’. Consequentemente, tem-se a criagdo de um par de pontos de cispides em z = 0 sobre a
envoltéria externa. A terceira transi¢do entre um manipulador do tipo 8 e 9 serd vista na

proxima se¢ao.

5.2.9. Manipulador Ortogonal do Tipo 9, para r; #0

O manipulador do tipo 9 corresponde a Fig. 5.21 (com parametros d;=0,3; ds= 2,0;
r;=0,2 e r;=0,9 [u.c.]), sendo quaternério e ndo cuspidal. Possui uma regido com 4 solucdes,
em cujo interior encontra-se 2 regides com 2 solucdes delimitadas pelas superficies de
singularidades D; e D,. A regido resultante da sobreposicdo de D; e D, é um vazio.

A transicdo entre um manipulador do tipo 9 e outro do tipo 8 efetua-se ao transpor a
parte Cs’’. Consequentemente, tem-se a criagdo de 2 pontos de cuispides em z = O sobre a

envoltdria interna e a superficie de singularidade D;.
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Figura 5.21 - Secdo do espago de trabalho de um manipulador do tipo 9

Em sintese, os manipuladores pertencendo aos dominios 1 e 9 sdo ndo cuspidais, sendo
bindrios e quaterndrios, respectivamente. Todos os outros manipuladores, ou seja, aqueles
que pertencem aos dominios 2 a 8 sdo quaterndrios e cuspidais. A Figura 5.7 apresenta uma
secdo no espaco dos parametros, com r; = 0,2 e r3 = 0,9 [u.c.], subdividida em 9 dominios.

O espaco dos parametros (d3, d4, 12, r3) da familia de manipuladores estudada foi
dividido em 9 dominios onde o nimero de pontos de cuspides era constante. As equagdes das
superficies separando estes 9 dominios sdo determinadas analisando as diferentes transicoes
entre dois manipuladores pertencentes a dois dominios vizinhos. As superficies C;, C;, € Cs
sdo definidas respectivamente pelas Eqs.(3.41), (3.39) e (5.1), enquanto a superficie Cs é
apresentada no Anexo IL.

Para a familia de manipuladores com r; # 0, € impossivel estabelecer uma condi¢io
necessdaria e suficiente de forma explicita em funcdo dos parametros de DH para que um
manipulador seja cuspidal, tal como feito no estudo anterior. Isto se deve ao fato de que a
equacdo da superficie Cs ndo pode ser fatorada. De fato, a transi¢do entre um manipulador
cuspidal e um manipulador nao cuspidal situa-se sobre Cj;, sobre a parte Cs’ e a parte Cg’.

999

No entanto, se a expressao de Cj;, € conhecida, as outras partes (Cs’ € Cs’’’) ndo o sdo.

5.3. Classificacao da topologia segundo o Nimero de Nés, para r; # 0

Nesta secdo, sdo determinadas todas as topologias do espacgo de trabalho que podem ser
encontradas na familia de manipuladores estudada. Para isto, cada dominio com nimero de

pontos de cuspides constante € dividido em varios subdominios, considerando o nimero de
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nds. Sdo apresentadas as equacdes das duas superficies responsdveis pela separacdo das
topologias do espago de trabalho no interior de um mesmo dominio.

Em um mesmo dominio, escolhe-se um manipulador pertencente a uma transi¢ao entre
duas topologias do espaco de trabalho, observa-se que o aparecimento ou o desaparecimento
de n6s se faz sobre o eixo z = 0. Procurando a relagdo que permite descrever a existéncia de
tal ponto sobre o eixo z = 0, Baili (2004) obteve o produto dos fatores dado na Eq.(5.2), cujas
expressoes sao dadas pelas Eqgs.(5.3) e (5.4):

E,, E,,.C,=0, (5.2)

onde A e B sdo dados na Eq.(3.40),

2 2 2
E,:d, = Y salio| 5] |+l 2] =B 5| <1 (5.3)
2 r r r
1 2 2 2
E,:d = |1+ +d|1-| 2| |+| 5| -2+ aB| 2| -1 (5.4)
2 7 r r

As superficies Ej, € E3, sao definidas pelas Eqgs.(5.3) e (5.4), respectivamente. Elas
dividem o espaco dos parametros de DH e os 9 dominios em subdominios onde cada um
corresponde a uma tunica topologia do espago de trabalho. Quando o parametro r; € nulo, as
equacdes das superficies E; e E; sdo bem determinadas. No caso em que r3 # 0, Ej, € E3, sd0
as generalizacdes de E; e E», respectivamente. Neste caso, ndo existe superficie equivalente a
E,, visto que esta superficie é proveniente do aparecimento de dois ramos de singularidades
suplementares associadas ao fato que o efetuador pode encontrar o eixo 2, € isso nao € mais
possivel com r; # 0.

Dois casos sdo apresentados, a saber: r; < r; € r,> r;. Em ambos os casos, a superficie
E;, estd abaixo de Ej3,, como pode ser observado na Fig. 5.22. Estudando estes dois casos,
chega-se a uma classificacdo de todas as topologias do espaco de trabalho que podem ser

encontradas na familia de manipuladores considerada.
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Figura 5.22 - Os dois casos possiveis para E;, € E3,

Quando r; =13, as duas superficies E;, e E3, coincidem e tem-se neste caso, ds = 1. Isto
nao acrescenta outras topologias ao espago de trabalho.

A superficie Cg representa a equacao que define o aparecimento e o desaparecimento de
um par de pontos de cuspides em z = 0. O fato de encontrar esta equacio € totalmente normal,
J4 que o aparecimento de um par de pontos de cuspides em z = 0 resulta no aparecimento de
um né. Em compensacdo, ndo foram encontradas as equagdes das superficies C;, Cjp e Cs, ja

que o aparecimento das raizes triplas ndo estd em z = 0.

5.3.1.Topologia do espaco de trabalho no caso r; < r3

Nesta secdo, sao estudadas todas as topologias do espaco de trabalho que podem ser
encontradas para o caso r; < r3. Serd mostrado que, neste caso, os manipuladores podem ter 0,
2 ou 4 no6s e que existem 18 topologias do espacgo de trabalho diferentes.

A Figura 5.23 representa as 6 superficies de separagdo (C;, Cip, Cs, Cg, Ejg € E3,) € as 18

topologias do espago de trabalho em uma secao (d3, ds) para r; =0,3 e r; = 0,8 [u.c.].
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Figura 5.23 - As seis superficies de separacdo e os dezoito tipos de topologia em uma se¢ao
(d3, d4) para um manipulador ortogonal, para r; < r;

a) Manipuladores pertencentes ao Dominio 1, para r; # 0

Todos os manipuladores pertencentes ao dominio 1 s@o bindrios, portanto, nao
cuspidais, consequentemente, a superficie E;, ndo pode dividir este dominio. Além disso, o0s
manipuladores tém um vazio em seu espaco de trabalho. Esta topologia é similar a topologia
do espacgo de trabalho WT; do estudo anterior. A Fig. 5.10 representa o espaco de trabalho de
um manipulador cuja topologia do espaco de trabalho é WT;( 0, 0).

b) Manipuladores pertencentes ao Dominio 2, para r; # 0

A superficie E3, divide o dominio 2 em dois subdominios, existem portanto, duas
topologias do espacgo de trabalho. Os manipuladores correspondendo as Figs. 5.11, 5.12 ¢ 5.24
pertencem a este dominio. O manipulador da Fig. 5.11 possui 4 pontos de cuspides, 2 nés e
um vazio; o manipulador da Fig. 5.12 possui 4 pontos de cuspides, uma regido vazia e
nenhum no, enquanto que o manipulador da Fig. 5.24 possui 4 pontos de cispides e nao
contétm nem vazio e nem nd. O primeiro manipulador representa a topologia do espago de
trabalho WT5,(4, 2), enquanto que o segundo e o terceiro representam a topologia WT53(4, 0).

Para obter a Fig. 5.24, considerou-se os parametros: d;=1,7; dy=1,4; r,=0,2e r3=0,9 [u.c.].
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Figura 5.24 - Secao do espaco de trabalho de um manipulador na topologia WT;

A transi¢cdo entre estas duas topologias do espaco de trabalho WT, e WT3; € tal que os
dois segmentos laterais da envoltdria interior ao espaco de trabalho sdo tangentes. A
passagem de WT; a WT, corresponde ao aparecimento de um par de nds sobre o eixo z = 0.

Esta transicdo € possivel transpondo-se a superficie de separacio E3,.

c) Manipuladores pertencentes ao Dominio 3, para r; + 0

Observando a Fig. 5.9 e a Fig. 5.23, verifica-se que nenhuma das duas superficies E;, e
Ej3, passa pelo dominio 3. Consequentemente, todos os manipuladores deste dominio t€ém a
mesma topologia WT4(4, 2) que é caracterizada por 4 pontos de cuspides e 2 nds sobre a
envoltdria externa. A superficie interna delimita um vazio. Tal topologia € representada pelo

manipulador da Fig. 5.13.

d) Manipuladores pertencentes ao Dominio 4, para r; # 0

A superficie E;, divide o dominio 4 em dois subdominios, consequentemente, duas
topologias do espago de trabalho sdo possiveis. O manipulador correspondendo a Fig. 5.14
tem 2 pontos de cuspides sobre a envoltdria sob forma de meia lua. Além disso, tem um vazio
e nenhum nd, este manipulador define a topologia WTs(2, 0). Outra categoria de
manipuladores pertence ao dominio 4, trata-se de um manipulador que possui um vazio, 2
pontos de cuspides e 2 nés (a meia lua intercepta a envoltoria externa fazendo aparecer os 2
noés). Esta topologia denotada WTg(2, 2) é caracterizada pelo manipulador correspondente a
Fig. 5.25 (para d; = 0,44; dy = 0,41; r=0,2 e r; = 0,9 [u.c.]). A transi¢do entre estas duas
topologias € realizada transpondo a superficie de separagdo E;,. Esta transi¢cdo € definida para

um manipulador cuja meia lua € tangente a envoltéria externa.
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Figura 5.25 - Secao do espaco de trabalho de um manipulador na topologia WTs

e) Manipuladores pertencentes ao Dominio 5, para r; + 0

A superficie de separagdo E3, divide o dominio 5 em dois subdominios onde cada um
representa uma topologia do espago de trabalho, conforme a Fig. 5.23. A primeira topologia,
apresentada na Fig. 5.16, denominada WT#(8, 4) é formada por 8 pontos de cuispides, 4 nds e
um vazio. Transpondo a superficie E3,, encontra-se a segunda topologia denominada
WTs(8, 2), que possui 8 pontos de cuispides e 2 nds. A envoltdria interna contém 4 pontos de
cuspides enquanto que envoltéria externa contém os 4 pontos de cuspides restantes € 2 nos.
Durante a transicdo entre W77 e WTs, os 2 nds situados sobre a envoltdria interna
desaparecem com a cavidade toroidal. Um manipulador, com esta topologia do espaco de
trabalho, é apresentado na Fig. 5.26, onde foram adotados: d;=1,32; dy,=1,33; =03 e
r3=0,8 [u.c.].

N
z[u.c.]

2
rfu.c]

Figura 5.26 - Secdo do espaco de trabalho de um manipulador na topologia WT
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f) Manipuladores pertencentes ao Dominio 6, para r; # 0

De forma similar, a superficie de separagdo E3, divide o dominio 6 em dois
subdominios, onde cada um representa uma topologia do espago de trabalho. A topologia
WTy(4, 4) € representada pelo manipulador correspondendo a Fig. 5.27, ilustrada para
d;=09;d,=14;r,=0,3¢er;=0,8 [u.c.]. E um manipulador que possui 2 pontos de cispides
sobre a envoltdria interna, 2 pontos de cuspides sobre a envoltéria externa, 4 nés devido a
intersecdo destas duas envoltdrias e um vazio. A outra categoria de manipulador pertencendo
ao dominio 6 difere por seu nimero de nds que € de 2 e pela auséncia de vazio. Esta categoria
¢ denotada WTy(4, 2), apresentado na Fig. 5.17. A transicdo € definida por uma tangente

vertical entre as envoltdrias interna e externa.

z[u.c.]

I I
1.5r [ucl 2 25 3 3.5

Figura 5.27 - Secao do espaco de trabalho de um manipulador na topologia WTy

g) Manipuladores pertencentes ao Dominio 7, para r; # 0

O dominio 7 € dividido em duas topologias do espago de trabalho pela superficie Ej,.
Cada topologia tem 6 pontos de cuspides. A primeira € denotada WT;;(6, 2), sendo
caracterizada pelo manipulador correspondendo a Fig. 5.28, onde se considerou: d;= 0,2;
ds=0,26; r = 0,2 e r3 = 0,9 [u.c.]. Este manipulador contém um vazio e 2 nds. A outra
categoria € denotada WT,,(6, 4), que difere de WT;; pelo fato de que a meia lua corta a
envoltdria externa e acrescenta 2 nés (ver Fig. 5.19). A transi¢@o entre essas duas topologias é
caracterizada por um manipulador cuja meia lua € tangente a envoltéria externa. Os

parametros de DH de tal manipulador devem verificar a equacdo da superficie Ey,.
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Figura 5.28 - Secao do espaco de trabalho de um manipulador na topologia WT;

h) Manipuladores pertencentes ao Dominio 8, para r; # 0

Como pode ser observado na Fig. 5.23, este dominio € atravessado pelas superficies de
separacdo E;, e E3,, ao mesmo tempo. Como estas duas superficies ndo se cruzam, 3
topologias do espaco de trabalho sdo possiveis. A primeira € denotada WT;3(2, 2), sendo
representada pelo manipulador correspondendo a Fig. 5.29, obtida para d;= 0,4; ds= 0,6;
r;=0,2 e r; = 0,3 [u.c.]. Um manipulador nesta topologia, possui um vazio, 2 pontos de
cuspides e 2 nés resultante da intersecdo entre a envoltdria interna e a meia lua.

A Figura 5.23 mostra que transpondo a superficie de separagdo Ej;, encontra-se a
topologia do espaco de trabalho WT4(2, 4) que ¢é representada pelo manipulador
correspondendo a Fig. 5.20. Esta topologia € caracterizada por um vazio, 2 pontos de
cuspides, 2 nds devido a intersecdo entre a envoltéria interna e a meia lua e 2 nds
suplementares devido a interse¢do entre a envoltoria externa e a meia lua. Um manipulador

devido a transicao entre WT;;3 e WT 4 € tal que seus parametros de DH verificam a equagdo da

superficie E;,. Em seu espago de trabalho, a meia lua € tangente a envoltdria externa.
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Figura 5.29 - Secdo do espaco de trabalho de um manipulador na topologia WT;;

O manipulador ilustrado pela Fig. 5.30, para d;=0,9; dy=1,2; ,=0,2 e r3= 0,3 [u.c.],
representa a terceira topologia, denotada WT;s(2, 2), do dominio 8. Tal topologia ¢é
caracterizada por 2 pontos de cuspides, 2 nds devido a intersecdo entre a meia lua e a
envoltdria externa e nenhum vazio. Observando a Fig. 5.23, percebe-se que a transicdo entre
WT;4 e WT ;s € descrita por um manipulador cujos parametros de DH verificam a equagao da
superficie E3,. Em seu espaco de trabalho, a envoltdria interna € totalmente contida na meia

lua, e tangente a mesma.
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Figura 5.30 - Secdo do espaco de trabalho de um manipulador na topologia WTs
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i) Manipuladores pertencentes ao Dominio 9, para r; # 0

O dltimo dominio estudado contém somente manipuladores quaterndrios e nao
cuspidais. Este dominio também € atravessado pelas duas superficies de separagdo E;, € E3,,
a0 mesmo tempo, que ndao se interceptam, consequentemente, tem-se trés topologias
possiveis.

A Figura 5.31, obtida considerando d; = 0,05; ds = 0,55; r, = 0,3 e r; = 0,8 [u.c.],
representa um manipulador que possui 2 nds e um vazio, correspondente a topologia do
espaco de trabalho WT4(0, 2). Os dois nds sao devidos a intersec¢do entre as duas superficies
de singularidade D; e D,. A regido de sobreposicao entre as duas regides delimitadas por estas
duas superficies de singularidade conduz a um vazio.

A segunda topologia, denotada WT,,(0, 4) é representada pelo manipulador mostrado na
Fig. 5.32 (para d;=0,2; d,= 1,5; r,= 0,3 e r; = 0,8 [u.c.]). Este manipulador é quaterndrio e
ndo cuspidal. Por outro lado, tem um vazio e 4 nds: os dois primeiros sao devido a intersecao
entre a envoltéria D; e a superficie D,, enquanto que os dois dltimos sdo devido a intersecdo
entre a envoltdria interna e externa. A transicdo entre as topologias do espago de trabalho
WT;6 e WT;7 é definida por um manipulador cujas envoltdrias interna e externa sao tangentes.

Os parametros de DH de tal manipulador devem verificar a equagdo da superficie Ej,.
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Figura 5.31 - Secdo do espaco de trabalho de um manipulador na topologia W7
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Figura 5.32 - Secdo do espaco de trabalho de um manipulador na topologia W7
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Uma terceira categoria do espaco de trabalho denotada WT'5(0, 2) € representada pelo
manipulador correspondendo a Fig. 5.33, onde se adotou d; = 0,2; ds = 2; r,=0,5 ¢
r; = 0,8 [u.c.]. Trata-se de um manipulador com 2 nés devido a intersecdo das envoltérias
interna e externa. Os nds devido a intersecdo entre as superficies D; e D, desaparecem com 0

vazio.

ol

n
n
n
oo
z[uc]

Lz fuc]

o

L L
25 3 3.5

L
0 0.5

15 2
rfuc.]

Figura 5.33 - Secdo do espaco de trabalho de um manipulador na topologia W7

A transi¢do entre as topologias do espaco de trabalho WT;7 e WT,s € definida por um
manipulador cujas superficies D; e D; sdo tangentes. Sobre o plano do espago dos parametros
de DH, esta transi¢do corresponde a uma transposi¢do da superficie de separagdo Ej3, (ver
Fig. 5.23).

Resumindo, no caso r; < r3, os 9 dominios iniciais podem ser divididos em 18

topologias do espaco de trabalho diferentes.

5.3.2. Topologia do espaco de trabalho no caso r; > r;

Nesta secdo, sdo estudadas as topologias do espago de trabalho suplementares que nao
sdo encontradas no caso anterior. E mostrado que os manipuladores representando estas novas
topologias do espaco de trabalho podem ter 0, 2 ou 4 ndés. Todavia, estas topologias
suplementares nao aparecem em todos os dominios com ndmero de pontos de cuspides
constantes.

Em uma secdo (d3, dy) parar,=0,2 e r3= 0,15 [u.c.], a Fig. 5.34 mostra as 6 superficies
de separagdo (C;, Cyp , Cs, Cg, Ej, € E3,), as 18 topologias do espaco de trabalho ja obtidas e
as 4 topologias suplementares encontradas no caso r, > r;. Observe que as topologias

suplementares estdo escritas em negrito e sublinhadas.
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Figura 5.34 - As seis superficies de separacdo e os vinte e dois tipos de topologia em uma
se¢do (d3, d4) para um manipulador ortogonal, para r,> r;3

No caso onde r; > r3, a superficie E3, ndo divide o dominio 2. De fato, a partir da
Fig. 5.22(b), escolhendo dois manipuladores que pertencem ao dominio 2, situados de um
lado e de outro da superficie Ej3,, constata-se que o nlimero de nés permanece constante. No
entanto, a superficie E;, divide o dominio 2 nas topologias WT>(4, 2) e WT3(4, 0), como visto
no caso anterior.

Observa-se ainda que, no caso onde r, > r3, 0 dominio 7 acrescenta duas topologias do
espaco de trabalho suplementares: W79 € WT5.

A Figura 5.35, obtida com parametros d; = 1; dy = 1; r, = 0,2 e r; = 0,15 [u.c.],
corresponde a um manipulador de topologia WT;¢(6, 0). Este manipulador contém 6 pontos de
cuspides (dos quais 4 sobre a envoltdria interna e 2 sobre a meia lua) e nenhum né. Em seu
espaco de trabalho, este manipulador contém uma regido com 4 solu¢des no MGIL.

A segunda categoria de topologia do espago de trabalho pertencendo ao dominio 7 € a
WT5y(6, 2). Um manipulador pertencente a esta topologia é caracterizado pela Fig. 5.36 (para
d;=1,1;dys=1,1; r,=0,2 e r;= 0,15 [u.c.]). Este manipulador tem 6 pontos de cuispides e 2
nds em seu espaco de trabalho. Os dois nés sdo dados pela intersecdo da envoltdria externa
com a meia lua. Este manipulador contém 2 regides com 4 solugdes e 2 regides com 2

solucdes no MGI.
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Figura 5.36 - Secdo do espaco de trabalho de um manipulador na topologia W15
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A transi¢d@o entre as duas topologias do espago de trabalho W19 € W15, € definida por
um manipulador cuja meia lua é tangente a envoltdria externa. No espaco dos parametros
de DH, esta transi¢do corresponde a uma transposi¢do da superficie de separagcdo Ej, (ver
Fig. 5.34).

A terceira topologia no caso onde r; > r; e que pertence ao dominio 7 € a topologia
WT;,, ja encontrada anteriormente. Observe que a regido contendo os manipuladores cuja
topologia € a WT/; € situada abaixo das duas curvas E;, e E3,. Consequentemente, a mudanga
de posi¢des destas duas primeiras nao influenciard a forma do espacgo de trabalho.

Observando a Fig. 5.34, percebe-se que a transi¢do entre WT;9 e WT;; corresponde a
uma transposi¢cdo da superficie de separagdo Ej,. Isto corresponde ao desaparecimento do
vazio formado pela envoltdria interna.

A mudanca de posicdo relativa as duas superficies E;, € E3, d4 lugar a outra subdivisido
do dominio 8, aumentando uma topologia do espaco de trabalho suplementar, a saber, W15,
além de WT3 e WT;s. A topologia WT5,(2, 0) é representada pelo manipulador correspondente
a Fig. 5.37 (obtida para d; = 0,6; ds= 0,95; r,=0,2 e r3;= 0,15 [u.c.]). Este manipulador tem 2
pontos de cuspides e nenhum né. Além disso, tem-se uma regiao com 4 solucdes e 2 regides

com 2 solu¢des no MGI.

cesseceesseeeteos ey,
e
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Figura 5.37 - Secdo do espaco de trabalho de um manipulador na topologia WT»;
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Considerando que o dominio 8 € subdividido em 3 topologias do espaco de trabalho
diferentes, duas transi¢des sdo possiveis. A primeira transicdo corresponde a transposicao da
superficie de separagdo E;, e permite a passagem de WT;3 a WT;. Isto da lugar a criagdo de 2
nds devido a intersecdo da meia lua e da envoltdria interna. O caso limite se apresenta quando
a envoltdria interna estd totalmente contida na meia lua e tangente a esta. A segunda transicao
corresponde a transposi¢do da superficie E3, e permite a passagem de W7, a WTs. Isto
corresponde a criacdo de 2 nds devido a interse¢do entre a meia lua e a envoltdria externa.

O dltimo dominio, introduzindo uma nova topologia do espaco de trabalho para o caso
onde r; > r3, é o dominio 9. Esta topologia é WT>,(0, 0), representada pelo manipulador
correspondendo a Fig. 5.1. Este manipulador é quaterndrio, nao cuspidal e ndo tem né. Possui
uma regido com 4 solugdes e 3 regides com 2 solucdes no MGI. No interior deste dominio,
duas transi¢des sao possiveis. A Fig. 5.34 mostra que a primeira transi¢do permite passar de
WT;s a WT»; transpondo a superficie E;,. Isto permite o desaparecimento de 2 nds devido a
intersecdo das duas superficies D; e D,. O caso limite se apresenta quando essas duas
superficies sdo tangentes.

A segunda transicdo entre W15, e WT s é definida pela criacdo de dois nds devido a
intersecdo entre as envoltdrias de singularidade interna e externa. Observando a Fig. 5.34,
pode-se definir esta transi¢do por um manipulador cujos pardmetros de DH verificam a
equacdo da superficie E3,. No espaco de trabalho de tal manipulador, as envoltérias interna e
externa sao tangentes.

Resumindo, os 9 dominios com nimero de pontos de cuspides constante foram
subdivididos em vdrias topologias do espago de trabalho. De fato, duas novas superficies E;, e
E3, subdividiram o espaco dos parametros (ds, ds4, 12, r3) da familia de manipuladores estudada
em vdrias topologias do espaco de trabalho, com isto, dois casos se apresentam: r, <r; €
r; > r3. Foram encontradas 22 topologias do espaco de trabalho, sendo que todos os

manipuladores pertencendo a estas topologias podem ter apenas 0, 2 ou 4 nds.

5.4. Observacoes importantes

A familia de manipuladores 3R ortogonais com r; # 0 foi classificada segundo a

topologia do espago de trabalho, considerando o niimero de pontos de cuspides e de nds e se o

manipulador era bindrio ou quaternario. Foram apresentados 9 dominios nos quais o nimero
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de pontos de cuspides € constante. Estes 9 dominios foram subdivididos em 22 topologias em
funcdo do nimero de nés. As propriedades de cada topologia foram citadas considerando: o
numero de regides com 2 ou 4 solu¢des no MGI, o fato dos manipuladores pertencentes a esta
topologia terem ou ndo um vazio, se os manipuladores sdo bindrios ou quaterndrios. As
equagdes das 6 superficies (C;, Cpp, Cs, Cs, Ej, € E34) separando os diversos dominios e as
topologias do espaco de trabalho foram dadas em fungdo dos parametros de DH. Estas
equagdes foram determinadas utilizando um método de interpretacdo geométrica das
transi¢des entre os dominios e as topologias do espaco de trabalho.

O estudo conduzido neste capitulo foi mais qualitativo, cujo principal objetivo foi
visualizar a forma do espaco de trabalho. De fato, dois manipuladores tendo a mesma
topologia do espaco de trabalho podem ser diferentes, por exemplo, em relacdo ao volume da
regido com 4 solu¢des do MGI no espaco de trabalho ou em relagdo ao condicionamento da
matriz Jacobiana do mecanismo.

A fim de ajudar o projetista a escolher entre varios manipuladores pertencendo a uma
mesma topologia do espaco de trabalho de acordo com propriedades conhecidas, nesta
pesquisa, sao aplicadas algumas técnicas de otimizacdo para encontrar o projeto 6timo de
manipuladores em determinadas topologias pré-estabelecidas.

No préximo capitulo € apresentada a formulacdo do problema de otimizacdo,
descrevendo as funcdes objetivos adotadas e as restricoes impostas para os varios tipos de

topologias.



CAPITULO VI

FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Neste capitulo, é definido o problema geral de otimizacdo e apresentadas algumas
funcdes objetivos que podem ser consideradas na otimizacgao de sistemas robdticos.

O trabalho proposto consiste na sintese dimensional de um manipulador 3R, onde o
projeto 6timo corresponde aquele que otimiza algumas caracteristicas desejdveis para a
melhor performance do rob6 a executar tarefas.

Sao apresentadas situacdes onde se deseja otimizar problemas com vdrios objetivos,
com e sem restri¢des impostas para que topologias pré-estabelecidas sejam obedecidas.

O problema geral de otimizacdo € formulado com o objetivo de obter os parametros
geométricos 6timos de manipuladores 3R de forma a maximizar o volume do espago de
trabalho, maximizar a rigidez do sistema de juntas e otimizar a destreza de tais

manipuladores. Além de que, este projeto deve obedecer as restri¢des impostas.

6.1. Otimizacao Multi-Objetivo

O problema geral de otimizacdo consiste em minimizar (ou maximizar) uma fungdo

objetivo, sujeita ou ndo a restricdes de igualdade, desigualdade e restri¢cdes laterais.

A funcdo objetivo e as fungdes de restricdes podem ser funcdes lineares ou nao-lineares
em relacdo as varidveis de projeto, implicitas ou explicitas, descontinuas, ndo-diferencidveis e

nao convexas. Podem ser calculadas por meio de técnicas analiticas ou numéricas.
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Um problema de otimizacdo pode ser formulado como o de encontrar um vetor
x = (xg, x2,..., x,,)T de n variaveis de projeto (ou de decisdo) com valores no dominio real, que
otimize uma funcdo objetivo f{x) de tal modo que as restricdes sejam obedecidas, este vetor €

dito solugdo otima e denotado x*. O problema pode ser escrito como:

Maximizar ou Minimizar f(x) 6.1)

gj(x) <0, j=1..k
Sujeito a { i (x)=0, I=1,..,m (6.2)
xl.i"f <x,<x™, i=l..n
sendo que as varidveis x possuem limites minimo x™ e maximo x™”. h; (x) sdo as m restricdes
de igualdade e gj(x) sdo as k restricdes de desigualdade que os pardmetros de projeto devem
satisfazer.

Em muitas situacOes, vérias funcOes objetivo precisam ser minimizadas e/ou
maximizadas simultaneamente, e neste caso, o problema € denominado problema de
otimizacdo multi-objetivo (ou multicritério). Isto ocorre devido a complexidade dos
problemas reais que, na maioria das vezes, apresentam objetivos conflitantes entre si, ou seja,
a melhoria de um objetivo provoca a piora de outro (ESCHENAUER et al., 1990). Para este
problema, as solucdes s@o denominadas solucées otimas de Pareto (HAJELA; LIN, 1992).

A funcdo objetivo do problema (6.1) pode ser reescrita conforme a Eq.(6.3), sendo que
f(x) € dada como um vetor cujas componentes sdo k funcdes objetivos que se deseja

maximizar e/ou minimizar. Esta fun¢do vetorial pode ser escrita como:

Maximizar ou Minimizar f(x) = [f1(x), f2(x), ..., fk(x)]T (6.3)

Existem véirios métodos para resolver este tipo de problema (OLIVEIRA;
SARAMAGO, 2010). Neste trabalho sdo utilizados o Método dos Objetivos Ponderados
(MOP) e o Método do Critério Global (MCG), que sdo apresentados a seguir.
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6.1.1 Método dos Objetivos Ponderados (MOP)

Este método é uma das técnicas mais usuais para o problema de otimizacdo vetorial.
Consiste em transformar o vetor de fungdes objetivo em uma fungdo escalar. Esta funcao
escalar é determinada através da combinacao linear dos objetivos f, ..., fx, juntamente com o0s
coeficientes de ponderacdo wj, ..., wx. Assim, o problema de otimizagdo multi-objetivo €
transformado em um problema de otimizagdo escalar (OSYCZKA, 1990), criando uma fung¢ao

da forma:

K K
f=>w f}(ox),com Zwk =1 (6.4)
k k=1

k=1

A prioridade para cada funcdo objetivo, dada pelos coeficientes de ponderacdo wy, é
definida de acordo com o interesse do projetista. E desejdvel que estes coeficientes
representam a importancia relativa de cada objetivo, mas para isto acontecer, todas as funcdes
devem ser expressas em unidades que aproximem os mesmos valores numéricos (DEB,
2001). Assim, na Eq.(6.4), a fun¢do vetorial foi normalizada pelo uso do conceito de solugdo
ideal f;. Esta solucdo é determinada obtendo-se separadamente o 6timo vidvel, para todas as

funcdes objetivo. Em outras palavras:

{fk =min f,(x), k=1,...K ©5)

Sujeito as restrigoes (6.2)

6.1.2 Método Critério Global (MCG)

Neste método, a solugdo 6tima € um vetor de varidveis de projeto que minimiza algum
critério global. A fun¢do que descreve este critério deve ser definida pelo projetista de modo
que se obtenha uma solu¢@o mais préxima possivel da solugdo ideal. Tal funcdo global pode

ser escrita como uma familia de Métricas-L, (OLIVEIRA, 2005), definida como:

i Rl
Lp(f)={z fl."—fl.(x)‘ } 1< s<oo (6.6)

Por exemplo:
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L(f)=2 | =0 6.7)
. %

L(f)= {Z(fi" - f,(x))z} 6.8)

L.(f)=max|f’ ~ f(x)|, i€l (6.9)

Observe que a minimizagao da Eq.(6.8) equivale a minimizagdo da distancia Euclidiana
entre o valor da funcdo ideal e a funcdo que expressa cada objetivo. Observe ainda que as
Eqgs.(6.7) e (6.9) utilizam a fun¢do moddulo na definicdo das métricas e portanto podem
apresentar dificuldades para aplicar a Programacdo Sequencial Quadratica, uma vez que este
método requer a continuidade e diferenciabilidade da funcao objetivo.

Em vez de trabalhar com a distancia no sentido absoluto, é recomendado o uso de

distancias relativas, assim a Eq.(6.6) pode ser reescrita como:

k

L(f)= !Z

i=1

[ = i)

) %
,1<s< o (6.10)
f ] '

Considerando que no problema estudado as funcdes ideais ndo tendem a zero, as
métricas sdo dadas por fungdes continuas. Assim, utilizando as métricas-L, e L; relativas,

tém-se as fungdes escalares dadas, respectivamente, por:

2 2 %
RIENCGERAC) [ ()= f (%)
LZR(f)_[[—fIO(X) j +...+[—fk0(x) j ] (6.11)

0 3 0 Y
A0-ff R0 fw) J 6.12)

Ly (f) :{| f10 (x) | | fko (x) |

6.2. Otimizacao Restrita usando Funcoes de Penalidade

Para realizar as simulacdes numéricas, sdo utilizadas duas técnicas baseadas em
principios evolutivos, a saber: Algoritmos Genéticos e Evolucdo Diferencial. Estas técnicas
foram desenvolvidas para problemas irrestritos, no entanto, em capitulos posteriores serao

apresentados problemas restritos.
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Sendo assim, torna-se necessdrio adaptar estes algoritmos para trabalhar na presenca de
restri¢des. Para isto, € utilizado o conceito de func¢des de penalidade (NOCEDAL; WRIGHT,
2000), onde os problemas com restricoes sdo tratados como problemas irrestritos
adicionando-se uma fun¢do de penalidade P(x) a funcdo objetivo original para limitar as
violagdes das restrigoes.

A nova fung¢ao objetivo, conhecida como pseudo-objetivo, é penalizada de acordo com
um fator de penalidade r, toda vez que encontrar restrigoes ativas (restricdes de desigualdade
que sdo satisfeitas por x na igualdade, ou seja, x pertence ao espaco vidvel tal que gj(x*) =0,
j=1,..,J (MARTINEZ; SANTOS,1995), caso contrdrio, a restricdo € dita inativa). Assim, o

problema de otimizagao irrestrito pode ser escrito:
P(x) = f(x)+r, P(x) (6.13)

P(x)= Zj_l{max[o,gj(x)J}z + i[h,(x)]z (6.14)

1 1

sendo que f(x) € a funcdo objetivo e neste trabalho sdo escritas de acordo com as Eqs.(6.4),
(6.11) ou (6.12), P(x) € a fun¢do de penalidade imposta, gj(x) € hy(x) sdo fungdes de restri¢oes
de desigualdade e igualdade, respectivamente, conforme a Eq.(6.2). O escalar r, € um
multiplicador que quantifica a magnitude da penalidade. Para a eficiéncia do método
evolutivo, deve ser usado um valor grande do fator r, para garantir que todas as restricdes
sejam satisfeitas. Neste trabalho, r, foi adotado com ordem 10°.

A seguir sdo apresentadas as formulacdes de algumas funcdes objetivo a serem otimizadas

no decorrer desta pesquisa.

6.3. Volume do Espaco de Trabalho de Manipuladores 3R

O volume do espago de trabalho, V, € o volume do sélido de revolugdo obtido pela
rotacao da se¢do radial em torno do eixo z, como pode ser observado na Fig. 2.2.

Assim, usando o Teorema de Pappus-Guldin, o volume é dado através da equagao:

V=2rrgA, (6.15)
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sendo A a drea da se¢do radial plana que € coberta pela familia de curvas e r, a abscissa do
baricentro desta se¢do radial.

Esta pesquisa propde uma formulagdo numérica para aproximar o calculo da area da
secdo radial através de sua discretizacdo em uma malha retangular (OLIVEIRA et al., 2006).

Inicialmente, devem-se obter os valores extremos dos vetores r € z, ou seja,

r.=min {r} e r.=max {r}

min max

Zmin = min {Z} € Zmax = max {Z} (616)

Adotando-se o nimero de subintervalos desejados para a discretiza¢do ao longo de r e z
(n, e ny), pode-se calcular as dimensdes das dreas elementares da malha através das seguintes

expressoes:

Ar — max min e AZ — max min (6' 17)

As Equacgdes (2.11) a (2.13), obtidas no capitulo 2, permitem calcular todos os pontos da
familia de curvas que compdem a se¢do radial do espaco de trabalho. Dado um determinado
ponto (r, z), determina-se sua posicdo dentro da malha de discretizacdo, através do seguinte

controle de indices:

i=int | Twin | 4y e j=ing | X Smin | g (6.18)
Ar Az

Conforme mostrado no esquema da Fig. 6.1, o ponto da malha que pertence ao espaco

de trabalho € identificado como P;;= 1, caso contrdrio terd valor nulo, ou seja:

(6.19)

i

0, se P, ¢ W(H)
| Lse Pe W(H)

Desta forma, a drea total € obtida aproximadamente pela soma de todas as dreas
elementares da malha que estdo contidas, totalmente ou parcialmente, na secdo radial,
conforme Eq.(6.20). Observa-se que apenas os pontos pertencentes ao espago de trabalho

contribuem para o célculo da érea:
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A:Zﬂ; 1 (P, Ar A7) (6.20)
i=1 j=
Z A
Pj=1
Zmax /
\
/(
j+1 _wPis j1=0
Az ; \ \ o
o [ o
J- \\ \
i
\
Zmin i
> r
Fmin - -1 1 i+1 F'max
Ar

Figura 6.1 - Discretizacdo da secdo radial usando malha retangular (OLIVEIRA et al., 20006)

A coordenada do baricentro € calculada considerando a soma dos baricentros de cada

area elementar, dividida pela drea total, dada por:

l

JZ (P, Ar Az)( ~1) Ar+A2r + rmj
i=l j=1

r, = y (6.21)

Finalmente, conhecendo-se os valores da drea e do baricentro da secdo radial, dados
pelas Egs.(6.20) e (6.11), pode-se calcular o volume do espaco de trabalho do manipulador
usando a Eq.(6.15). Desta forma, a Eq.(6.15) representa a funcio objetivo a ser maximizada

para obter o maior volume do espacgo de trabalho possivel.
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6.4. Rigidez do Mecanismo Serial

Cada vez mais, a importancia da alta precisdo e desempenho dindmico para sistemas
mecanicos, principalmente robos, sistemas automdticos de manipulacdo e montagem, tem
resultado no uso de materiais de baixo peso e alta resisténcia, projetados com a finalidade de
reduzir dimensdes do projeto e peso.

A rigidez € um importante pardmetro de projeto para a escolha correta de materiais,
considerando a geometria dos componentes, formato e tamanho, bem como a interacdo de
cada componente com os outros. Desta forma, deve ser um parametro a ser considerado no
projeto 6timo de um sistema mecanico.

Pode-se definir rigidez como sendo a capacidade de um sistema mecénico de suportar
cargas sem grandes mudancas em sua geometria (RIVIN, 1999). Assim, a rigidez é uma
caracteristica mecanica que descreve o comportamento de uma estrutura sujeita as forcas
estdticas em termos da deflexdo eldstica. Desta forma, o estudo da rigidez de um sistema
equivale a obter a matriz de rigidez, K, da estrutura analisada, que representa a medida da
capacidade da estrutura de resistir as deformacdes devido a acdo de esforcos externos.

Existem basicamente trés métodos principais que podem ser usados para obter o modelo
de rigidez de estruturas robdticas: métodos que utilizam a matriz Jacobiana, estudados por
diversos autores, tais como: Gosselin, 1990; El-Khasawneh; Ferreira, 1999; Zhang et al.,
2004; Majou et al., 2004; Company et al., 2005; métodos derivados da técnica de elementos
finitos (RADE, 2001; BOUZGARROU et al., 2004; DONG et al., 2005; ZHOU et al., 2006)
e os que utilizam a técnica de andlise matricial de estruturas, sendo que a estrutura ¢ modelada
como uma combinacdo de elementos e nds (DEBLAISE et al., 2006; GONCALVES;
CARVALHO, 2007, GONCALVES, 2009).

Neste trabalho, o modelo de rigidez da estrutura € obtido a partir da matriz Jacobiana do
mecanismo serial, considerando os elementos como sendo molas.

A matriz de rigidez do sistema de juntas do mecanismo no espago cartesiano € dada por:
K=[JTK,[J], (6.22)

onde K; é a matriz diagonal n X n, para o caso estudado, mecanismo serial com 3 juntas

rotacionais, tem-se K= diag [k;, k2, k3] e J a matriz Jacobiana, dada na Eq.(2.15).
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Assumindo que cada um dos atuadores do mecanismo € modelado como uma
componente eldstica, k; € um escalar que representa a rigidez da junta de cada atuador.
Particularmente, no caso em que todos os atuadores possuem a mesma rigidez, ou seja,

k=k;=ky=k;3, tem-se:

K=k[J][J] (6.23)

Além disso, os elementos da diagonal da matriz de rigidez sdao utilizados como os
valores da rigidez do sistema. Estes elementos representam a rigidez pura em cada direcao, e
refletem a rigidez de forma mais clara e direta.

Assim, a fungdo objetivo para otimizar a rigidez do sistema pode ser escrita conforme a

Eq.(6.24). Neste caso, a rigidez R deve ser maximizada:

R=nK, +nK, +nK,,, (6.24)

onde Kj;, i = 1, 2, 3, representa os elementos da diagonal da matriz de rigidez do mecanismo,
n; € o fator de peso para cada rigidez direcional que caracteriza a prioridade da rigidez nesta

direcdo.

6.5. Destreza

O indice de desempenho de um sistema mecanico robédtico € uma quantidade escalar que
mede o qudo satisfatério o sistema se comporta com relacdo a transmissdo de movimento e
forca. Este indice pode ser definido para todos os tipos de sistemas mecanicos roboéticos,
particularmente, os manipuladores seriais (ANGELES, 2003).

Existem varios indices de desempenho definidos na literatura, como por exemplo: o
conceito de angulo de servigo, introduzido por Vinogradov et al. (1971); o condicionamento
de manipuladores robéticos, proposto por Yang e Lai (1985); o conceito de manipulabilidade,
introduzido por Yoshikawa (1985); o indice de desempenho de Paul e Stevenson (1983), que
usa o valor absoluto do determinante da Jacobiana; o conceito de espaco de trabalho hébil,

introduzido por Kumar e Waldron (1981) e usado para otimiza¢do geométrica por Vijaykumar
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et al. (1986).

Salisbury e Craig (1982) foram os primeiros a usarem o indice de desempenho baseado
no fator-condigdo (conhecido na literatura como condition number) da Jacobiana para projetar
dedos mecanicos. Angeles (2003) considerou trés conceitos para medir a destreza: a
manipulabilidade (que avalia a facilidade de mudanga da posi¢do e orientacdo do efetuador,
de maneira arbitrdria); o valor singular minimo (que € mais vidvel e recomendado quando o
efetuador se desenvolve préximo de uma singularidade, ou seja, ele avalia a aptidao do
deslocamento do efetuador na direcdo mais desfavoravel) e o fator-condi¢do (que relaciona o
maior e o menor valor singular da matriz Jacobiana). Baili (2004) se refere a este fator como
indice de isotropia, o qual é adotado neste trabalho.

O indice de isotropia, k(J), é definido como o indice de condicionamento da matriz
Jacobiana J. Tal indice pode ser escrito como a relacio entre o maior € o menor valor singular

de J (ANGELES, 2003):

1A (D)

4

)]

(6.25)

sendo Ay € Amin 0 valores singulares maximo e minimo de J, respectivamente.

Esta definicao para medir a destreza € valida somente quando os elementos da Jacobiana
possuem a mesma dimensao. Isto restringe o uso deste indice a manipuladores que tém graus
de liberdade apenas em direcdes rotacionais ou Cartesianas, mas ndo na combinacdo de
ambos (TSAIL 1999; ANGELES, 2003). Os mecanismos que pertencem a esta categoria sao
os manipuladores com 3 gdl ou menos, ou seja, apenas um tipo de atuador: juntas de rotacdo
ou prismaticas. Considerando que o manipulador em estudo pertence a esta categoria, a
destreza de um manipulador 3R pode ser definida pelo indice de isotropia k(J) como sendo a
relacdo entre os valores singulares da matriz Jacobiana do modelo geométrico direto do
manipulador, conforme Eq.(6.25).

Na robdtica, o indice de isotropia reflete a precisdo proveniente das velocidades
operacionais a partir das velocidades dos atuadores calculadas usando a inversa de J. Este
indice pode alcancar valores de 1 a infinito.

O valor 1 significa uma isotropia: o elipsdide das velocidades toma a forma de uma
esfera. Fisicamente, quando o manipulador estd em uma posicao isotrépica, o efetuador terd a

mesma facilidade para se deslocar em todas as dire¢des. Assim, manipuladores isotropicos
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sdo aqueles cuja Jacobiana pode alcancar valores isotrépicos, neste caso, k(J) = 1. Quanto
mais proximo de 1, maior a agilidade para executar tarefas no espago de trabalho.

Por outro lado, matrizes singulares podem apresentar valores singulares muito pequenos
que tendem a zero, conseqiientemente, o indice de isotropia tenderd a infinito. Isto significa
um mal condicionamento, neste caso, as velocidades operacionais do efetuador sdo muito
sensiveis aos erros nas velocidades dos atuadores, em outras palavras: quando k(J) tende a
infinito, isto implica em singularidades do manipulador, ou seja, uma velocidade de entrada
do atuador instantaneamente infinita ndo resulta em mudancgas na posi¢ao do efetuador ou a
posicdo do efetuador pode ser alterada sem ter modificado a velocidade de entrada do atuador.
Neste sentido, k (J) pode ser entendido como um indicador da distor¢cdo da esfera unitdria no
espaco das varidveis de juntas; quanto maior este indice, maior esta distorcio (ANGELES,
2003).

Assim, para otimizar a destreza do manipulador, define-se uma nova funcao objetivo:

Minimizar D = k (J) (6.26)

6.6. Formulaciao do Problema de Otimizacao

Seja a sintese dimensional de um manipulador 3R formulada pelo seguinte problema de

otimizacao:

Maximizar F(X)=[V -D R] (6.27)
sendo X = (do, d3, d4, 12, r3, 0, 03)" 0 vetor da varidveis de projeto, que V é o volume do
espaco de trabalho, dado na Eq.(6.15), R € a rigidez da estrutura do mecanismo serial, dado na
Eq.(6.24) e D é o indice de isotropia que representa a destreza do manipulador, dado em
(6.26).

Sujeito as restrigdes laterais, adotadas como:

0,1 < dz, d3, d4, ry, r3 < 3,0 e -90°< O, O3 <90° (628)
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e sujeito as restricoes de topologia. Para o caso onde r; = 0, tem-se as seguintes superficies de

separacao:
1 d>+r2) —d? +r?
clzd4:\/§[d§+r;—( 3 Z)AB 2 (6.29)
C,:d,= 9; A (6.30)
2T 144, '
d3
C,:d, = B,comd;>1 (6.31)
-
d3
C,:d, = B,comds< 1 (6.32)
1-d,
1
E :d, ZE(A_B) (6.33)
E,:d, =d, (6.34)
1
E,:d, =§(A+B) (6.35)

onde A e B sdo dados na Eq.(3.40).

Para o outro caso, onde considera-se o manipulador ortogonal com r; # 0, as
superficies de separacdo, conforme apresentado no capitulo 5, sdo dadas por: C; dada na
Eq.(3.41), Cj, dada na Eq.(3.39), Cs dada na Eq.(5.1), Cs dada no Anexo 1I, E;, pela Eq.(5.3)
e E3, pela Eq.(5.4).

Uma revisdo das técnicas de otimizagdo utilizadas nesta pesquisa sdo apresentadas no

capitulo seguinte.



CAPITULO VII

REVISAO DAS TECNICAS DE OTIMIZACAO

Para o desenvolvimento da metodologia proposta neste trabalho, é apresentada uma
breve revisdo das técnicas de otimizagdo a serem utilizadas nas simulacdes numéricas, onde
pretende-se obter o projeto 6timo de manipuladores 3R ortogonais com, e sem restri¢cdes de

topologias do espago de trabalho de tais manipuladores.

7.1. Algoritmos Genéticos (AG)

Sao métodos de busca semi-aleatéria baseada na teoria de evolugao de Charles Darwin.
Esses métodos operam com conjuntos de candidatos, chamados de populacdo, que sdo
constantemente modificados utilizando dois principios bdsicos da evolugdo natural das
espécies: selecdo e variacdo. Estes principios tentam representar a competicdo onde os
individuos mais aptos reproduzem e repassam seu material genético as geracoes futuras, e os
individuos menos aptos tendem a desaparecer da populagao (DEB, 2001).

O método foi desenvolvido por John Holland (1975) na Universidade de Michigan e
popularizado por um de seus alunos, David Goldberg (1989), que apresentou a solugdo de
problemas complexos de engenharia usando os algoritmos genéticos.

Fazendo uma analogia com o processo da evolucdo natural, as solucdes candidatas sdo
denominadas individuos, também referidos na literatura como cromossomos, cadeia de
valores de parametros ou cadeias bindrias (HAUPT; HAUPT, 1998; DEB, 2001).

Resumidamente, o procedimento € o seguinte: define-se os parametros de otimizacgado e a

funcdo objetivo, em seguida faz-se uma codificacio dos parametros, procede-se uma
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sequencia repetitiva de procedimentos que consistem em avaliar, selecionar, recombinar e
modificar os individuos, gerando, assim, novas populagdes. Esses procedimentos sdo
efetuados com base na aptiddo de cada solu¢do, em que individuos com melhores aptidoes
terdo uma maior probabilidade de serem selecionados para o processo de cruzamento,
passando assim parte dos seus genes a seus descendentes. Cada iteragdo desse processo recebe
o nome de geracdo. A finalizagao € realizada através de testes de convergéncia, sendo que um
nimero maximo de geracdes deve sempre ser estabelecido. O melhor individuo é adotado
como solucao do problema.

Tanto a evolugcdo bioldgica quanto os algoritmos genéticos comecam com uma
populacdo inicial constituida por Np individuos gerados aleatoriamente. Com a populagdo
inicial definida, calcula-se a funcdo objetivo, que € geralmente referida na literatura, como
funcdo de avaliacdo (fitness) ou funcdo custo. Esta funcdo associa um valor numérico,
conhecido como grau de adaptacdo, a cada individuo da populagdo. Quando possivel esta
funcdo deve ser de célculo rdpido, uma vez que ela deve ser avaliada para todos os individuos
da populagao, o que tende a elevar o esforco computacional.

Os procedimentos bdsicos que transformam a populagdo ao longo das geracdes em
busca da solu¢do do problema de otimizacdo caracterizam os operadores genéticos: selecdo,
cruzamento € mutagdo. Na pratica, tem-se verificado que a consisténcia de um AG € garantida
por estes trés operadores (HAUPT; HAUPT, 1998). Uma descri¢do destes operadores € dada a

seguir.

7.1.1 Selecdo (Reprodugdo)

Este operador determina quais individuos serao escolhidos para o cruzamento. O grau de
adaptacdo de cada cromossomo € caracterizado de acordo com o valor da funcdo custo. Em
um problema de maximizacdo, por exemplo, quanto maior este valor, maior a probabilidade
de contribuir a geracdo seguinte. Existem varios mecanismos para executar o operador selecdo
(DEJONG, 1975; GOLDBERG, 1989).

Na selecao elitista os melhores individuos de uma populacdo intermedidria sdo
escolhidos. Para obter a populacdo intermedidria escolhe-se a metade da populacdo de uma
geracdo que corresponde aos individuos mais aptos, sendo a outra metade eliminada. Desse
modo o cruzamento € realizado com os melhores individuos e espera-se que a convergéncia

do algoritmo se torne mais rapida.
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Na selecdo aleatéria, como indica o préprio nome, os individuos de uma populacio
intermedidria sdo selecionados aleatoriamente para o posterior cruzamento.

Na selecao por torneio dois individuos sdo escolhidos aleatoriamente, a seguir gera-se
um numero aleatério rand € [0, 1]. Se rand for menor que um parametro previamente
definido, que determina o quanto este operador € elitista, o melhor individuo € escolhido,
sendo o outro sobrevivera.

Outra forma de fazer a sele¢do € através do método da Roleta, no qual a probabilidade
de selecao de um individuo € diretamente proporcional ao valor da fungdo custo. Quanto
maior a participacdo do cromossomo na drea da roleta, maior a probabilidade dele continuar
na populacgdo.

Em seguida, devem-se selecionar as cadeias que irdo contribuir para a geracao seguinte.
Gera-se um conjunto de nimeros aleatérios rand € [0, 1] em quantidade igual ao nimero de
individuos da populacdo. Por exemplo, se rand < Pa;, seleciona-se o primeiro cromossomo,
sendo, passa-se para o individuo subseqiiente e faz-se a anélise novamente.

No processo de selecdo, observa-se que alguns cromossomos podem ser selecionados
mais de uma vez, ou seja, os melhores serdo copiados mais vezes, enquanto que os piores nao

sobreviverao.

7.1.2 Cruzamento

Nos sistemas bioldgicos o cruzamento pode ocorrer durante a reprodugdo sexuada
permitindo a troca de material genético entre dois individuos. O algoritmo genético utiliza os
cromossomos determinados no processo de selecdo para gerarem novos descendentes. Este
operador € a primeira forma do algoritmo explorar o espago de busca e evitar uma
convergéncia prematura, ou seja, evitar 6timos locais (HAUPT; HAUPT, 1998; BRAGA,
1998).

A forma mais simples de cruzamento envolve dois pais que irdo produzir dois
descendentes. A quantidade de cromossomos da populacdo a ser submetida ao cruzamento €
definida através da probabilidade de cruzamento Pc, fornecida pelo usudrio. E bastante usual
adotar para esta probabilidade Pc=60%.

O processo de escolha dos individuos que serdo cruzados deve ser feito em pares,
gerando nimeros aleatérios rand,; € [0, 1], d = 1,..., Np. Por exemplo, se rand; for menor que

a probabilidade Pc, entdo o primeiro cromossomo da populacdo serd selecionado. Desta

forma, um cromossomo d é selecionado para o cruzamento se rand; < Pc. A posicao de
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cruzamento € selecionada entre o primeiro e o dltimo bit dos cromossomos paternos. Uma
maneira de selecionar esta posicao é descrita a seguir:

Seja p. a posi¢do de cruzamento na cadeia bindria de cada cromossomo, dada por:
pe=1+rand [(Em;—1)—1] (7.1)

onde rand é um ndmero aleatério no intervalo [0, 1] e £m;, i = 1,..., n, é a quantidade de bits
do cromossomo, que também representa a posi¢cao do tltimo bit no cromossomo.

Cada cadeia é quebrada na posi¢do p. e todas as informag¢des de um cromossomo,
compreendidas entre as posicoes p.+1 e Xm;, sdo copiadas para o outro cromossomo € vice-

versa, como ilustrado na Fig. 7.1.

Figura 7.1 - Representagdo do operador cruzamento simples entre dois individuos

No caso continuo, 0 modo mais simples € escolher um ou mais pontos no cromossomo e
indicd-los como posi¢des de cruzamento. As posi¢des onde deve ocorrer o cruzamento sao
selecionadas aleatoriamente e conforme a Fig. 7.2, percebe-se nos descendentes uma

combinacdo dos pardmetros de ambos os pais.
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I N N Y I I B T PO B [ ]

Figura 7.2 - Representagdo do operador cruzamento uniforme com parametros continuos

Existem outros tipos de cruzamento que podem ser vistos na literatura (HAUPT;

HAUPT, 1998; MICHALEWICZ, 1996; ESHELMAN; SHAFFER, 1993).

7.1.3 Mutacdo
E uma modificacio aleatéria do material genético dos individuos, ou seja, é a alteracio
de pequenas percentagens nos bits dos cromossomos. A mutacio € outra forma do algoritmo

genético explorar a regido de busca. Este operador pode introduzir caracteristicas que nao
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dependem da populagdo original aumentando a diversidade da populacdo, podendo evitar que
o algoritmo convirja prematuramente.

Uma estratégia usual é a mutagdo de ponto iinico, que modifica o bit “1” para “0” e vice
versa em determinadas posi¢des do cromossomo, conforme Fig. 7.3. Os pontos de mutagdo
sdo selecionados aleatoriamente em uma matriz NpxXm;, i = 1,..., n, que representa o nimero
total de bits da populagdo. Aumentar o nimero de mutagdes aumenta a liberdade do algoritmo
em buscar solucdes fora do espaco de busca, para evitar isso, usualmente faz-se mutagao de
1% a 5% do total de bits por iteragdo. Esta mutacdo ndo se aplica aos melhores individuos,

pois sdo considerados de elite.

IIIIIIIIIIIIIEDIZ-IIII-I-

Figura 7.3 - Representacdo do operador mutacao

Uma forma de realizar a mutacdo € gerar pares aleatdrios (A, B), onde A representa o
cromossomo a sofrer a mutacio e B representa a posicao do bit a ser mudado. Outra forma é
selecionar aleatoriamente a posi¢do em um cromossomo, obedecendo a uma probabilidade de
mutag¢do P,, (também conhecida como taxa de mutagdo), e mudar o valor do bit. Neste caso, é
necessario gerar numeros aleatérios rand no intervalo [0, 1] em mesma quantidade de bits
total da populagdo, representando a posi¢do seqiiencial de cada bit na matriz populacional.
Para os casos onde rand for menor que a probabilidade P,, serdo feitas as mutacdes nos bits
correspondentes. Geralmente, recomenda-se usar P,, igual a 1%. (HAUPT; HAUPT, 1998).

Na representacdo real, a probabilidade de mutacdo adequada estd entre 1% e 20%. O
parametro que sofre mutagao € substituido por um novo parametro gerado aleatoriamente.

Depois de realizadas as mutagdes, os custos associados aos descendentes e aos

cromossomos que sofreram mutacdes sdo calculados, compondo a proxima geracao.

7.1.4 Consideracoes finais

Como o algoritmo € iterativo, o procedimento acima € repetido até obter uma solucio
desejavel. Usualmente € usado como critério de parada o nimero maximo de geracdes, porém
existem outros critérios tais como: estagnacdo da populacdo (0s cromossomos € seus
respectivos custos se repetem); existéncia de um individuo com qualidades satisfatdrias, entre

outros. A Fig. 7.4 mostra um fluxograma bésico de um algoritmo genético bindrio.
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Figura 7.4 - Fluxograma bdsico de um algoritmo genético bindrio

O melhor individuo, ou seja, aquele que possuir a melhor aptiddo é adotado como
solucdo do problema de otimizacgdo.

Os algoritmos genéticos apresentam algumas vantagens quando comparados aos
métodos de otimizacdo deterministicos, podendo citar: facilidade em sua implementacdo;
eficiéncia ao evitarem 6timos locais; ndo requerem o cdlculo de derivadas, o que favorece a
otimizagdo de funcdes ndo continuas, ndo diferencidveis e multimodais; sd@o robustos e
apresentam desempenho satisfatério na resolucio de vérios tipos de problemas, entre outras.
Como desvantagem do método, tem-se o elevado custo computacional, e, além disto, nem

sempre a solucdo 6tima global é obtida (HAUPT; HAUPT, 1998).
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7.2. Evolucao Diferencial (ED)

Dentre os algoritmos evolutivos, destaca-se o algoritmo de Evolug¢do Diferencial,
desenvolvido por Storn e Price em 1995, visando a busca por melhores resultados com uma
abordagem um pouco diferente da utilizada nos algoritmos genéticos e nas estratégias de
evolucdo. Trata-se de um método de busca direta estocdstica que surgiu de tentativas de
resolver o problema de ajuste polinomial de Chebychev. Kenneth Price introduziu a idéia de
usar diferencas de vetores para perturbar a populacdo de individuos (vetores) resultando em
um método que requer poucas varidveis de controle, de rdpida convergéncia, facil de usar e
robusto (STORN; PRICE, 1997).

A escolha do algoritmo de Evolucdo Diferencial para otimizacdo numérica, conforme
Cheng e Hwang (2001) esta baseada nas seguintes caracteristicas:

»  E um algoritmo de busca estocdstica, originado dos mecanismos de selecio natural;

= Dificilmente torna-se preso em O6timos locais, pois busca a solugdo 6tima global
manipulando uma populacdo de solugdes, ou seja, buscando simultaneamente a
solucdo em diferentes regides do espaco de busca;

- E muito eficaz para resolver problemas de otimizacio com funcdo objetivo
descontinua, pois ndo requer informacao sobre suas derivadas;

= Permite que os parametros de entrada e saida sejam manipulados como nidmeros
ordindrios reais (pontos flutuantes) sem processamento extra, e, portanto, utiliza
eficientemente os recursos do computador;

« Trabalha bem como otimizador local porque os diferenciais gerados por uma
populacdo convergente eventualmente tornam-se infinitesimais;

. E eficaz trabalhando com uma populago pequena.

Seja uma populagdo inicial escolhida aleatoriamente composta por Np individuos,
chamados vetores, cobrindo todo o espaco de busca. Para um problema com n varidveis de
projeto, cada vetor possui n componentes. Geralmente, esta populacdo € criada por uma
distribuicdo de probabilidade uniforme, quando ndo hd nenhum conhecimento sobre o
problema. Assim, a populacdo segue uma evolucdo natural, porém o nimero de individuos

permanece fixo durante o processo de minimizacao.
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A 1deia principal da evolugdo diferencial é gerar novos individuos, denotados vetores
modificados ou doadores, pela adicdo da diferenga vetorial ponderada entre dois individuos
aleatdrios da populag@o a um terceiro individuo. Esta operacao é denominada mutacdo.

As componentes deste novo individuo doador sdo misturadas com as componentes de
um individuo escolhido aleatoriamente (denotado vetor alvo ou vetor a ser substituido), para
resultar o chamado vetor tentativa, ou vetor experimental. O processo de misturar os
parametros € referido freqlientemente como cruzamento na comunidade dos algoritmos
evolutivos.

Se o custo do vetor experimental for menor que o custo do vetor alvo, entdo o vetor

experimental serd o vetor alvo da geracdo seguinte. Esta dltima operacdo € denominada

selecdo. O procedimento € finalizado através de algum critério de parada.

7.2.1. Operadores da Evolugdo Diferencial
Os operadores da evolugido diferencial se baseiam no principio da evolugdo natural cujos
objetivos s@o manter a diversidade da populacdo, evitar convergéncias prematuras e obter a

melhor solucao.

a) Mutagdo

Para a obten¢do do vetor doador yla+) , considere os vetores X, Xz € X, distintos entre si
e escolhidos aleatoriamente em uma populacdo com Np individuos. Np deve ser maior ou
igual a 4 para garantir uma quantidade suficiente de individuos para a execucdo do método.
Os indices aleatérios a, f, y € {1,..., Np} sdo inteiros distintos entre si. Utilizando o par de
vetores (Xp, X,) da g-ésima geracdo define-se o vetor diferenca (Xp — X,). Esta diferenca €
multiplicada por F,, sendo denotada diferenca vetorial ponderada ou apenas diferenca
ponderada e serd usada para perturbar o terceiro vetor X,. O fator de perturbacdo F, é um
nimero real, positivo pertencente ao intervalo [0, 2] e controla a amplitude do vetor diferenca.

O processo de mutacdo pode ser escrito conforme a Eq.(7.2), no entanto, existem outras

estratégias (OLIVEIRA, 2006).

y b — Xéq) +Fp(X,(3q) _X}(/q)) (7.2)

A Figura 7.5 mostra um exemplo bidimensional que ilustra os diferentes vetores que

geram o vetor doador V/7*",
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X Np individuos da geragéo ¢

O Individuo recém gerado V(9+1)

Fp (X/(;I) _X}(,q))

(g+) _ y (@) (q) (q)
VO =X+ F (X5 -X7)

> X;

Figura 7.5 - Processo para gerar o vetor doador V/?*") de uma funcdo bidimensional

b) Cruzamento

Considere que para cada vetor alvo Xs(q), s € {l1,..., Np}, e diferente dos indices a, f e 7,
foi gerado um vetor doador. O cruzamento € introduzido para aumentar a diversidade dos
individuos que sofreram a mutag¢do. Assim, utilizando o vetor doador e o vetor alvo, as

componentes do vetor experimental U“*") sdo escolhidas pela seguinte comparagio:

) v(i)' ", se rand, < Pc.
u(@)h = (7.3)
X, ',  se rand;, > Pc, i=1,..,n.

sendo rand; um nimero gerado aleatoriamente no intervalo [0, 1], Pce [0,1] € a probabilidade
do cruzamento e representa a probabilidade do vetor experimental herdar os valores das
variaveis do vetor doador, devendo ser fornecida pelo usudrio. Quando Pc = 1, por exemplo,
todas as componentes do vetor experimental virdo do vetor doador V*. Por outro lado, se

Pc =0, todas as componentes do vetor experimental virdo do vetor alvo X,

Este tipo de cruzamento, apresentado por Storn e Price (1995) é denominado operador
cruzamento binomial (devido aos experimentos binomiais independentes), sendo executado
em cada varidvel sempre que um nimero aleatério rande [0, 1] for menor que a probabilidade
de cruzamento Pc. A Fig. 7.6 mostra o processo de cruzamento binomial para uma fun¢ao de

7 variaveis.
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Figura 7.6 - Ilustragcdo do processo de cruzamento binomial paraa =2, f=4ey=Np

Alguns anos mais tarde, Storn e Price (1997) desenvolveram o operador cruzamento
exponencial, em que o cruzamento é executado nas varidveis enquanto o nimero aleatério
rande [0,1] for menor que a probabilidade de cruzamento Pc. A primeira vez que este nimero
aleatdrio ultrapassar o valor de Pc, nenhum cruzamento € executado e as varidveis restantes

sao deixadas intactas, ou seja:

Enquanto rand, < Pc, u(i)“*" =v(@)"“*",

Se rand, > Pc, u(j)"™" =x ()", j=(@G+1),.,n (7.4)

A Figura 7.7 mostra o processo de cruzamento exponencial para uma func¢do de 7
varidveis. Se apds o cruzamento uma ou mais componentes do vetor experimental estiver fora
da regido de busca, definida pelas restri¢cdes laterais das varidveis de projeto, as seguintes
correcOes devem ser feitas:

Se u(i) < x()™ entdo u(i)=x(i)™
i=1,..,n (7.5)

Se u(i) > x(0)™ entdo u(i) = x(i)™
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(q) (q) (q) (q) @ (q)
X_Iq x4 x84 xif X Xy,

x(4)
Xy

se fU)<F(X,")

X&Q)

rand, < Pc
rand, < Pc
rand, < Pc
—3=

rand, > Ec

X (q) V(q+l) U(q+l)
(alvo) (mutacdo) (cruzamento)

Figura 7.7 - Ilustrac@o do processo de cruzamento exponencial parao=2,f=4¢ey=Np

c) Selecdo

A selecio é o processo de produzir filhos melhores. Diferentemente de outros
algoritmos evolutivos, a evolucdo diferencial ndo usa hierarquia (elitismo) nem selecdo
proporcional. Em vez disso, o custo do vetor experimental U“*" é calculado e comparado

com o custo do vetor alvo X, ¥

. Se o custo do vetor experimental for menor que o custo do
vetor alvo, o vetor alvo da préxima geragdo serd o vetor experimental. Caso contrdrio, o vetor

alvo da préxima geracao serd o vetor alvo da geragao atual.

Em outras palavras, este processo pode ser escrito como:

Se fWU')< f(X?) entdo X =0T
(7.6)
Se fWUYYy> f(X?) entdo X =X

O procedimento acima € finalizado através de algum critério de parada, sendo que o
nimero méaximo de geragdes deve ser estabelecido.

Usualmente, o desempenho do algoritmo de ED depende principalmente do tamanho da
populacdo Np, da regido de busca, da taxa de cruzamento e também do fator de perturbacdo

F,.
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7.3. Programacao Sequencial Quadratica (PSQ)

O conceito basico de PSQ (Sequential quadratic programming-SQP) é modelar um
problema de programacio ndo-linear usando um algoritmo iterativo em que, a cada iteracao
atual x;, o passo para a proxima iteracao € obtido através de informagdes geradas resolvendo
um subproblema quadratico. Para isto, assume-se que este subproblema reflete de alguma
forma, as propriedades locais do problema original. A ideia principal é a formulacdo de um
subproblema baseado em uma aproximac¢do quadratica da funcdo Lagrangeana (NOCEDAL;
WRIGHT, 2000).

O problema de programag¢ao nao-linear a ser resolvido €, entdo:

Minimizar F.(x) , F:R" — R (7.7)
. h(x)=0, [=1,..,m

Sujeito a ) (7.8)
gj(x)SO, j=L..,p

em que F(x) é a funcdo objetivo; m é o nimero de restricdes de igualdade A(x), p é o nimero
de restricdes de desigualdade g(x) e x € o vetor contendo os paradmetros de projeto (no caso
desta pesquisa, os parametros dimensionais do robd).

O método PSQ adota como funcdo objetivo um modelo quadriatico da funcdo

Lagrangeana A. Seja a funcdo Lagrangiana dada por:

m P
A M) =F(x)+ Y M h(x)+ Y L gi(x,) (7.9)
i=1 i=1
entao,

m )4
VA A) =VE(x)+ D AV (x)+ D A Vg (x,). (7.10)
i=1 i=1

Nas equagdes acima, 4; representam os multiplicadores de Lagrange, VF, é o gradiente
da fun¢do objetivo F, em xi; Vh; e Vg; sdo as matrizes Jacobianas das restricdes. De acordo
com Nocedal e Wright (2000), a estrutura PSQ pode ser facilmente estendida para o problema
nao-linear (7.7) e (7.8), neste caso, para modelar o problema, € necessdrio linearizar as

restri¢des de igualdade e de desigualdade para obter:
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1
Minimizar {E_(xk)+VE,(xk)Tsx + Esj He, s, } (7.11)
Vh(x)'s, +h(x)=0, i=1,..,
Sujeito a ()8, +h () : " (7.12)
Ve, (x)"s, +g,(x)<0, i=l..p

onde x; € o vetor contendo os parametros de projeto na iteracdo k, T denota a operacao de
transposicdo; s, = x — x; € a direc@o de busca; Hey € tida como a matriz Hessiana da fun¢do
Lagrangeana em x;.

O procedimento numérico se inicia com uma estimativa inicial da solucao e, em cada
iteracdo k, o problema de programacio quadratica é resolvido para fornecer uma dire¢ao de
busca s,. A solugdo s, pode ser usada para gerar um novo xi.; iterativo, para alguma selecao

do parametro tamanho do passo ¥, conforme:

Xy =X tW, s, (7.13)

Para continuar a préxima iteragdo, uma nova estimativa para os multiplicadores de
Lagrange ¢ necessdria (BOGGS; TOLLE, 1995). Uma abordagem usual é a utilizacdo de
multiplicadores 6timos do subproblema quadratico, denotado por A,. Assim, o0s
multiplicadores atualizados 4;.; sdo obtidos como segue:

)\‘k+l = 7\‘k +l//k Sx 5 Sx = )\‘qp _}\‘k (714)

Resumindo, a técnica PSQ resolve o problema de otimizacdo definido pelas Eqs.(7.7) e
(7.8), calculando a dire¢ao de busca por meio das Egs.(7.9) a (7.14).

A seguir, sdo apresentadas as simulagdes numéricas utilizando o problema de

otimizacdo definido no capitulo 6 e as técnicas apresentadas neste capitulo.






CAPITULO VIII

SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo, sd@o apresentadas algumas simulacdes numéricas para os problemas
definidos no capitulo 6 como uma contribui¢do deste trabalho. Para estas simulacdes sdo
utilizados os métodos de otimizagcdo multi-objetivo: Método dos Objetivos Ponderados e o
Método do Critério Global. Os resultados da otimizacdo sdo obtidos através das técnicas
evolutivas Algoritmos Genéticos e Evolucao Diferencial e a Programacdo Sequencial
Quadrética, revisadas no capitulo 7.

O problema de otimizagdo irrestrito, desenvolvido na secdo 8.1, visa a obtencdo do
projeto 6timo de manipuladores 3R considerando o caso geral, ou seja, deseja-se otimizar os
parametros dimensionais d», dsz, dy, 12, 13 € 0s angulos a, e oz de tais manipuladores, sem a
presenca de restri¢des de topologia.

Na secdo 8.2 sdo descritas as simulagdes considerando a otimizacdo irrestrita de
manipuladores 3R ortogonais, ou seja, adota-se os angulos a, = -90° e o3 = 90°. Nas se¢des
8.3 e 8.4 sdo realizadas as otimizacdes restritas de manipuladores 3R ortogonais considerando
o parametro r; = 0 e r; # 0, respectivamente. Para estes dois casos, as restricdes sao
relacionadas com a escolha da topologia do espaco de trabalho.

O algoritmo da Evolucdo Diferencial foi executado utilizando o cédigo computacional
desenvolvido pelo grupo de pesquisa do instituto, sendo implementado em Matlab®7.4, em
um microcomputador Intel(R), Core(TM)i7, CPU 9200, 2.67 GHz; 3,23 GB (RAM). Os
Algoritmos Genéticos foram aplicados utilizando o c6digo computacional GAOT (HOUCK et
al., 1995), adotando-se uma populacdo com 80 individuos. A técnica sequencial foi executada

fazendo uso da funcdo finincon do Matlab®.
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Em todas as simulacdes apresentadas a seguir, os parametros utilizados na ED foram:
fator da diferenca ponderada: F = 0,8; probabilidade de cruzamento: CR = 0,6; Numero de
individuos da populacdo: N, = 15 e estratégia: ED/best/1/bin.

Para o célculo do volume adotou-se n, = n, = 50 subintervalos e a discretizagdao dos

angulos das juntas Aé; = 0,6 radianos e A& = A@;=0,05 radianos.

8.1. Otimizacao irrestrita de Manipuladores 3R

O problema de otimizagdo é formulado com o objetivo de obter os parametros 6timos de
um manipulador 3R que maximizam o volume do espaco de trabalho, maximizam a rigidez do
sistema de juntas e otimizam a destreza do manipulador. Neste caso, tem-se um problema

multi-objetivo irrestrito com funcdes objetivo conflitantes entre si.

8.1.1 Método dos Objetivos Ponderados (MOP)
Utilizando este método, como visto na se¢do 6.5, o problema € escrito como uma funcao

escalar:

.. %4 D R
Maximizar F(x)=w, — —w, — + w , w, =1, 8.1
( ) 1 V() 2 DO 3 RO z 1 ( )

sendo x = (d>, ds, dy4, 12, 3, 0, oc3)T; 0,1<dy, d3,ds, 17, 73<3,0 € -90°< alp, 03 <90% VEoO
volume do espago de trabalho, dado na Eq.(6.15), R € a rigidez da estrutura do mecanismo
serial, dado na Eq.(6.24) e D ¢ o indice de isotropia que representa a destreza do manipulador,
conforme Eq.(6.26).

Os coeficientes w;, w, € w; indicam, respectivamente, os fatores de pondera¢do para o
volume, a destreza e a rigidez. E desejdvel que estes coeficientes representem a importincia
relativa de cada objetivo, mas para isto acontecer, todas as fungdes objetivo devem possuir a
mesma ordem de grandeza. Assim, na Eq.(8.1), a fun¢do vetorial foi normalizada utilizando-
se o conceito de solucdo ideal.

O 6timo vidvel de cada solugdo ideal foi obtido separadamente utilizando a Evolugao

Diferencial. O volume ideal V’ foi igual a 3689,507 [u.v.], a destreza ideal D’ foi 1,003 e a
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rigidez ideal R’ foi 293,270 [u.r.]. Para o calculo destes valores, adotou-se o nimero maximo
de geracdes igual a 100 e a estagnacdo da populagdo na ordem de seis casas decimais.

A Tabela 8.1 apresenta os resultados da otimizagdo utilizando o Método dos Objetivos
Ponderados. Como critério de parada da ED, foi adotado o nimero maximo de 50 geracdes e
a verificagdo de sua estagnacdo (apds realizacdo de 15 iteragdes sucessivas sem melhoria
significativa no valor da fun¢do otimizada) na ordem de quatro casas decimais, isto justifica a
varia¢do do nimero de avaliagdes da funcdo (Ny) apresentado nesta tabela. Devido ao critério
de estagnacdo, pode-se observar na Tab. 8.1 uma redugdo bastante significativa de Ny ao
utilizar ED, e, consequentemente, de seu custo computacional em relacdo aos AG.

Observa-se que a matriz Jacobiana geral, dada na Eq.(2.15), depende do angulo da junta
0;, deste modo, para obter a otimizacdo do volume do espago de trabalho, da rigidez e da
destreza dos manipuladores 3R foi necessdrio uma discretizagdo deste angulo, gerando um
alto custo computacional.

Como este problema é multi-objetivo, ndo existe uma solu¢do 6tima, e sim um conjunto
de solugdes de Pareto. Assim, a melhor solu¢do depende do interesse do projetista, por
exemplo, se houver interesse num maior volume do espaco de trabalho, pode-se adotar o
coeficiente de ponderacdo w; acima de 80%, tendo, porém, uma piora nos resultados da
rigidez e da destreza. Por outro lado, se o projetista desejar obter um manipulador com maior
agilidade para executar tarefas no espagco de trabalho, poderd atribuir prioridade para a
destreza, ou seja, adotar w, acima de 80%, porém, terd uma redugdo no volume do espaco de
trabalho e na rigidez do mecanismo serial, pois esta func¢do é conflitante com as outras duas.

Na Tabela 8.1 ndo sdo apresentados todos os resultados das simulagdes numéricas
realizadas nesta pesquisa, visto que alguns valores foram muito préximos. Por exemplo, ao
considerar w; = 90% (wy = wz = 5%) e w; = 80% (wy = w; = 10%), os resultados foram
semelhantes.

Para este problema, a destreza ndao apresentou grandes variagdes, no entanto, apresenta
melhores resultados se o coeficiente de ponderagdo adotado for acima de 80%.

Os valores da rigidez que mais se aproximam do ideal sdo obtidos quando adotado
prioridade maior que 80%, mas o volume reduz consideravelmente.

Comparando as técnicas evolutivas, observa-se que, algumas vezes, AG obteve
resultados melhores que ED, mas cabe ao projetista avaliar se vale a pena o elevado custo

computacional.
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Tabela 8.1 - Resultados 6timos para o Volume, a Destreza e a Rigidez, para manipuladores
3R, aplicando o Método dos Objetivos Ponderados (MOP)

Wi dz, d3, d4 .. ~
W) Método Fy 75 [0.C.] Volume Desir. Rigidez N, Tempo Secdo
[u.v.] [u.r.] [h] Transversal
W3 0Olp, Ol3[graus]
3,00 3,00 3,00
ED 3,00 3,00 3691,677 | 1,150 | 254,053 435 17,48
w;=0,80 90,00 -75,43
W2=0,10
w3=0,10 3,00 3,00 3,00
AG 3,99 3,00 3653,666 | 1,075 | 254,707 | 1976 80,41
86,19 85,32
3,00 3,00 3,00
ED 3,00 3,00 3608,818 | 1,013 | 249,443 540 17,46
w1=0,10 89,48 -90,00
w,=0,80
w5=0,10 2,32 2,75 2,52
AG 2,31 2,83 2052,164 | 1,013 196,587 | 2327 88,34
-59,56 -67,58
3,00 3,00 3,00
ED 3,00 3,00 2905,837 | 1,177 | 283,513 465 16,51
w;=0,10 45,36 -73,29
W2=0,10
w3=0,80 3,00 3,00 3,00
AG 3,00 3,00 2878,013 | 1,172 | 283,709 | 2002 | 73,18
44,32 -73,36
3,00 3,00 3,00
ED 3,00 3,00 3609,135 | 1,015 | 249,932 300 10,09
w;=0,50 90,00 -90,00
w,=0,25
w5=0,25 3,00 3,00 3,00
AG 3,00 3,00 3618,717 | 1,014 | 252,441 | 1986 80,93

83,85 89,31
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Tabela 8.1 - Resultados 6timos para o Volume, a Destreza e a Rigidez, para manipuladores
3R, aplicando o Método dos Objetivos Ponderados (MOP) (continuacao)

Wi dz, d3, d4 .. ~
W) Método Fy 75 [0.C.] Volume Desir. Rigidez N, Tempo Secdo
[u.v.] [u.r.] [h] Transversal
w3 Ol, O[graus]
3,00 3,00 3,00
ED 3,00 3,00 2846,612 | 1,025 | 214,983 | 240 7,77
w;=0,25 81,55 -90,00
w,=0,50
W=0,25 3,00 2,99 3,00
AG 3,00 2,92 3568,585 | 1,012 | 249,289 | 2214 | 77,13
84,62 -88,49
3,00 3,00 3,00
ED 3,00 3,00 3432,884 | 1,015 | 261,993 | 450 | 16,01
w1=0,25 68,78 90,00
w,=0,25
w3=0,50 3,00 3,00 3,00
AG 3,00 3,00 3515394 | 1,040 | 263,398 | 1925 | 67.43
271,37 -64,70
3,00 3,00 3,00
ED 3,00 3,00 3601,962 | 1,011 | 249,976 | 345 11,78
w;=0,33 89,55 90,00
w,=0,33
ws=0,33 3,00 3,00 3,00
AG 2,99 3,00 3612,397 | 1,013 | 249,690 | 2008 | 68,57

89,76 -90,00
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8.1.2 Método do Critério Global (MCG)
Utilizando como fung¢do global a familia de Métricas-L,, conforme visto no capitulo 6,

considerando p = 1, 2 e 3, pode-se escrever:

Minimizar L, (f)=|V° —VMD” —D\+ Jid —R\ (8.2)
Minimizar L,(f)=[V’-V]’+[D’ - D] +[R’ —RT (8.3)
Minimizar L,(f)=([v* -V| +|D" - D[ +|r* - K[ )% 8.4)
E as métricas relativas:

Minimizar L, (f) = V(;/ZVT +[D;_0Dj2 +[ROR_ORJ2 ) (8.5)

o 3 o ERVA
Minimizar Ly, (f) = (V _Vj + + [RR_ORJ J (8.6)

Os resultados da otimizacao sdao apresentados na Tab. 8.2. As métricas que fornecem as
melhores solugdes, tanto em ED como em AG, sdo as relativas, pois 0os objetivos sao
normalizados pelas solugdes ideais. Este comportamento era esperado, visto que no método
do critério global, deseja-se obter uma solu¢do mais préxima possivel da solucao ideal.

Ao comparar os resultados obtidos pelas técnicas evolutivas, na maioria das vezes, a ED
encontrou melhores resultados, com a vantagem de grande redu¢do do custo computacional.

E importante observar que os valores dos dngulos negativos, apresentados nas Tab. 8.1 e
Tab. 8.2 significam que o movimento do efetuador do manipulador pode ocorrer no sentido

horério, isto ocorre devido as restricdes do espaco de busca impostas aos angulos o, e a3, que

devem estar no intervalo de -90° a 90°.
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Tabela 8.2 - Valores 6timos para o Volume, a Destreza e a Rigidez, para manipuladores 3R,
aplicando o Método do Critério Global (MCQG)

Métrica

Método

dy, ds d,
15, r3[u.c.]
0, O3[graus]

Volume
[u.v.]

Destr.

Rigidez
[u.r.]

]\ff

Tempo[h]

Secdo
Transversal

ED

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
90,00 72,15

3689,507

1,210

262,608

750

29,09

AG

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
89,75 -74,92

3689,507

1,197

261,107

1989

68,10

L,

ED

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
90,00 69,97

3681,316

1,218

263,174

750

25,84

AG

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
89,89 72,37

3689.,456

1,208

262,498

1939

67,38

L2R

ED

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
68,58 89,22

3436,389

1,013

262,680

450

14,82

AG

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
-71,22 -64,69

3510,616

1,040

263,466

2091

70,41

Ls

ED

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
-89,26 67,62

3679,752

1,155

257,886

750

26,27

AG

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
89,95 70,07

3680,845

1,218

263,692

2087

82,63

ED

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
69,55 87,59

3466,227

1,048

262,922

495

16,54

AG

3,00 3,00 3,00
3,00 3,00
-87,64 48,05

3476,492

1,077

263,466

2146

77,15
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8.2. Otimizacao irrestrita de Manipuladores 3R Ortogonais

Nesta secdo deseja-se obter os parametros 6timos de um manipulador 3R ortogonal
(02 =-90° e 03 =90°).

Para simplificar a obtencdo dos parametros dimensionais adotou-se d> = 1,0 [u.c.]. Esta
escolha permite que os resultados possam ser comparados com o problema sujeito a restri¢des
de topologia que serd apresentado na préxima secao. Assim, o problema de otimizagao fica

definido como:
Maximizar F(x)=[V -D R], (8.7)
x=(ds, dyg, 12, 13)" (8.8)
Sujeito as restri¢des laterais:
0,1 <ds, ds, 12, r3 < 3,0 [u.c.] 8.9

Os parametros utilizados por ED e AG foram os mesmos utilizados anteriormente,
exceto o nimero maximo de geracdes que foi igual a 100. As solugdes ideais, obtidas por
ED (com nimero méximo de geracdes igual a 200) foram: V0 =2382,741 [u.v.]; D’ = 1,026 ¢
R”=125,077 [u.r.].

8.2.1 Método dos Objetivos Ponderados (MOP)

O problema multi-objetivo é dado na Eq.(8.1), sendo o vetor de parametros de projeto
apresentado em (8.8). A Tab. 8.3 apresenta os resultados da otimizacao.

Comparando as técnicas evolutivas, pode-se observar na Tab. 8.3 que, tanto ED quanto
AG apresentam resultados semelhantes, exceto ao adotar w; = 0,8 (com w;=w;=10,10) e
wy;=0,80e w;=w;3=0,10.

A melhor solu¢do dependera do interesse do projetista, por exemplo, se desejar maior
volume do espaco de trabalho, poderd adotar o coeficiente de ponderacao w; acima de 80%,
tendo, porém, uma piora no resultado da destreza. Se desejar uma solugdo razoavel, poderd

atribuir igual importancia para todos os objetivos.
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Tabela 8.3 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, para manipuladores 3R
ortogonais, aplicando o MOP e considerando d,= 1,0

Wi .. ~
W) Método ds, dy Volume Destreza Rigidez N, Terppo Secdo
w ry, r3[u.c.] [u.v.] [u.r.] [min] Transversal
3
3,00 3,00
wi=080 | ED | 300 11 | 1898199 | 1042 | 105669 | 225 | 834
W2=0,10
w3=0,10 3,00 3,00
AG | 300 200 | 2383379 | 1895 | 125004 | 1785 | 59.75
3,00 3,00
w010 | ED | 300 o.10 | 1896:662 | 1041 | 105667 | 255 | 8.8
N 2,65 2,61
W3:O,10 ) )
AG | Yy oo | 1301697 | 1040 | 82283 | 2291 | 82.86
3,00 3,00
wi=0,10 | ED | 300 300 | 2382741 | 1898 | 125077 | 1500 | 4983
N 3,00 3,00
W3=0,80 s s
AG | 300 300 | 2382741 | 1898 | 125077 | 1531 | 5321
3,00 3,00
wi=050 | ED | 300 o.10 | 1896:662 | 1041 | 105667 | 1500 | 5508
w,=0.25
wi=025 | A g’gg 8’(1)? 1899.490 | 1,042 | 105,669 | 1759 | 128,91
3,00 3,00
wi=025 | ED | 300 o.10 | 1896:662 | 1041 | 105667 | 180 | 601
w,=0,50
w;=0.25 3,00 3,00
AG | Yo7 oilo | 1890:962 | 1038 | 105478 | 1929 | 14363
3,00 3,00
wi=025 | ED | 300 o1 | 1896:662 | 1041 | 105667 | 1500 | 58.30
w,=0.25
wi=050 | oG g’gg 8’(1)8 1898209 | 1,041 | 105,668 | 1920 | 14331
3,00 3,00
wi=033 | ED | 300 o1 | 1896662 | 1041 | 105667 | 1500 | 51.88
w,=0,33
wi=0.33 | AG 2’88 g’?g 1898199 | 1,041 | 105.668 | 1665 | 56,15

Ao considerar w; = 0,8 (com w, = w3z = 0,1) e w3 = 0,8 (com w; = wy, = 0,1), tem-se,
respectivamente, que volume e a rigidez tendem aos valores ideais, isto porque ambos estao
sendo maximizados, ao passo que a destreza ¢ bem penalizada, pois é conflitante com os

demais objetivos.
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8.2.2 Método do Critério Global
O problema de otimizacdo € definido pelas métricas Lor e Lsg, conforme Eqs.(8.5) e
(8.6), onde o vetor de parametros dimensionais ¢ dado na Eq.(8.8). Os parametros 6timos

obtidos nas simulagdes sdo apresentados na Tab. 8.4.

Tabela 8.4 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais, aplicando o MCG e considerando d>= 1,0

Métrica | Método s, dy Volume | p . | Rigidez Ny Tempo Segdo
ra, 13 [u.c.] [u.v.] [ur] [min] Transversal
Ep | 290300 1 eo6662 | 1,041 | 105667 | 180 | 6,17
3,00 0,10
. 3,00 3,00
AG | 300 016 | 1903329 | 1057 | 105689 | 1744 | 127,75
3,00 3,00
ED | 3’00 010 | 1896662 | 1,041 | 105667 | 210 | 7.4
L3R
3,00 3,00
AG | J00 021 | 1903895 | 1077 | 105749 | 1743 | 136,30

Para a obtencdo dos dados apresentados nas Tabs. 8.3 e 8.4, o custo computacional foi
bem menor quando comparado aos resultados das Tabs. 8.1 e 8.2, isto se deve ao fato de que
nos manipuladores 3R ortogonais, a matriz Jacobiana, dada na Eq.(2.15), ndo depende do
angulo de junta 6;, consequentemente, nao utiliza a discretiza¢do deste angulo, apenas de & e
6;.

E desejdvel que um manipulador tenha a maior agilidade possivel para executar tarefas
no espaco de trabalho. No entanto, isto ocorre quando o indice de isotropia (adotado neste
trabalho para definir a destreza) tende a um.

Neste estudo de caso, a destreza ideal foi de 1,026; e, observando a Tab. 8.3, verifica-se
que a destreza se aproxima do valor ideal quando € adotado fator de ponderagdo igual a
w2 = 0,50 e utilizando o AG. Neste caso, houve uma grande redu¢do do volume e da rigidez (o
que pode ndo ser interessante para a industria). No entanto, uma solu¢do que apresenta uma
destreza sem piorar muito o volume e a rigidez pode ser obtida pelas métricas L, e Lj
relativas, como mostra a Tab. 8.4. Outra forma de obter uma solu¢do de compromisso é
atribuir igual prioridade para todos os objetivos. Entretanto, cabe ao projetista decidir qual

serd a melhor solugdo.
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E vélido mencionar que em todas as simulacdes deste capitulo as varidveis otimizadas
permaneceram na faixa exigida, ou seja, o espaco de busca vidvel sempre foi obedecido.

De modo geral, conclui-se que o problema é mais sensivel ao otimizar o volume e a
rigidez, que possuem 0 mesmo comportamento, a0 passo que ao otimizar a destreza, piora o
volume e a rigidez, pois sdo objetivos conflitantes.

Em todas as tabelas, observa-se que o maior volume e rigidez sdo atingidos quando os
parametros dimensionais do manipulador tendem ao limite méximo do espaco de busca, que é
um dos objetivos deste trabalho.

Outra importante contribuicao nesta etapa do trabalho foi verificar que a destreza tem
grande influéncia na obtencdo do projeto 6timo de manipuladores 3R. Além disso, as
simulacdes iniciais permitiram verificar a validade da metodologia proposta, visando a

otimizacdo do problema na presenca de restri¢des.

8.3. Otimizacao restrita de Manipuladores 3R Ortogonais, considerando r; = 0

Estas simulagdes visam a obtencdo do projeto 6timo de manipuladores 3R ortogonais
considerando a escolha de algumas topologias pré-determinadas. Para a solu¢dao do problema
6timo sao aplicadas as técnicas de otimizacdo apresentadas no capitulo 7.

Conforme visto no capitulo 4, quando o parametro dimensional r; é considerado nulo, é
possivel escolher nove tipos de topologias do espacgo de trabalho, cujas curvas sdo dadas pelas
Egs.(3.41), (4.13), (4.16), (4.18) e (4.28) a (4.30) e representadas na Fig. 4.31, para o caso
particular em que o parametro dimensional r, = 1,0 [u.c.].

Uma tela com um menu de entrada de dados e outra tela com os resultados 6timos foram
criadas para facilitar o uso do c6digo computacional, como mostrado na Fig. 8.1(a) e 8.1(b),
respectivamente.

Na tela de entrada o projetista pode escolher o método de otimizacdo multi-objetivo, o
tipo de topologia e definir as restri¢des laterais, ou seja, a dimensao méaxima do tamanho dos
segmentos do manipulador. Na tela de saida, podem ser vistos os valores 6timos para o
volume, a rigidez e a destreza, bem como seus valores ideais. Além disso, apresenta as

dimensdes 6timas e a sec¢ao radial do espaco de trabalho que representa a topologia escolhida.
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Figura 8.1 - (a) Tela com o menu de entrada de dados; (b) Tela de saida dos resultados 6timos

Para estas simulagdes, além das técnicas aleatérias ED e AG, foi utilizado o método
sequencial Programagdo Sequencial Quadrdtica (PSQ). Como este € um modelo multimodal,
a solu¢do 6tima depende do ponto inicial fornecido pelo usudrio, sendo assim, em cada caso

estudado, foram testados vdrios pontos iniciais: os limites inferior e superior do espago de
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busca, o ponto médio deste espago e o ponto 6timo obtido pela ED. Para os resultados que sdao
apresentados nas tabelas, adotou-se como ponto inicial o ponto 6timo obtido pela ED.

Em todos os casos apresentados a seguir, os parametros utilizados por ED e AG foram
os mesmos utilizados na se¢do 8.2. As solucdes ideais foram obtidas por ED em cada caso
estudado (com nimero miximo de geragdes igual a 200) e a PSQ foi aplicada utilizando a
sub-rotina fmincon do Matlab®. Como se trata de problemas restritos utilizou-se funcoes de

penalidade conforme Eq.(6.14) e adotou-se o fator de penalidade r, = 1000.

8.3.1 Caso 1 — Manipuladores pertencentes a Topologia WT;(0, 0)

Deseja-se que o manipulador pertenca a topologia WT;(0, 0). No capitulo 4, foi visto
que a sec¢ao radial do espago de trabalho dos manipuladores pertencentes a esta topologia
possui um vazio em seu interior, ndo possuem pontos de cispides e nem pontos de nds. A
Fig. 8.2(a) mostra um ponto qualquer representando um manipulador pertencente a topologia
WT; e na Fig. 8.2(b) tem-se a secdo radial do espacgo de trabalho de tal manipulador, onde
V=31,951 [u.v.]; D=2,743 e R = 8,081 [u.r.]. Para este exemplo, adotou-se d;= 1,1; ds= 0,3

er;=0,5[u.c.].

2 7] 2
7
250 _?'
7

\)-/ // 051

d, luc]
—
\
R
N\
z[uc]
o

05F 7

| .
| L . L

0 05 1 15 2 25 3 0 0.5 1 1.5 2 25

dyfuc] pluc]

(a) Espacgo dos parametros (b) Secdo radial do espaco de trabalho

Figura 8.2 - Projeto dimensional de um manipulador 3R que pertence a topologia WT;(0, 0)

Observando a Fig. 8.2(a), verifica-se que a unica restricdo a ser obedecida é: o ponto
otimo deverd estar abaixo da curva de separacdo C;. Assim, o problema de otimiza¢gdo multi-
objetivo restrito, considerando o Método dos Objetivos Ponderados, é escrito conforme a

Eq.(6.13), e reescrito a seguir:
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.. D
Maximizar F(x)=w, 1 -

R T
Ve W, F + w, F_ er(x) , x=1(d3, dy4, 1)

Sujeito a:

Restrigdes Laterais: 0,1 < d3, dy, r2 < 3,0 [u.c.]e

(d32 +r22 )2 —d32 +r22

) 1
Pontos abaixo da curva C;: d, = 5 a,'32 + rf - =

AB

2
1 (df+r22) —d32+r22

X)=d,— |=| d?+r} - <0,
g (x)=d, 5| B TR AB

(8.10)

(8.11)

sendo A e B dados pela Eq.(3.40), P(x) dada conforme Eq.(6.14) e as solugdes ideais:

V?=315,298 [u.v.]; D’ =1,182 ¢ R’= 35,552 [u.r.].

Os resultados da otimizagdo sdo apresentados na Tab. 8.5. A melhor solucgao, utilizando

o MOP, depende do interesse do projetista, pois as funcdes sdo conflitantes.

Observa-se que todas as técnicas obtiveram resultados que se distanciam bastante dos

valores ideais, mesmo quando se atribui alta prioridade, por exemplo, para o volume e a

rigidez, isto mostra a dificuldade imposta pela restri¢ao, que for¢a a obtencao de uma solugao

6tima na topologia WT),. Para este caso, apenas a destreza com prioridade de 80% nao sofre

alteracoes (até a segunda casa decimal) e tende ao valor ideal, no entanto, piora

significativamente os valores do volume e da rigidez.

Ao considerar o Método do Critério Global, o problema de otimizacdo multi-objetivo,

dado pelas Egs.(8.5) e (8.6), é reescrito como:

vo_vY (p°-pY (R -rY)
Minimizar L,,(f) = 70 ] J{ 00 j +( 7T j +1,P(x)
3 3 ERVA
Ve-v D’-D R’ -R
Minimizar L,z (f) = ( v j +[ D j +[ RO J J +1,P(x)

Sujeito as restri¢des laterais: 0,1 < d3, dy, 1< 3,0 [u.c.] e a Eq.(8.11).

(8.12)

(8.13)

Os resultados da otimizacdo sao apresentados na Tab. 8.6. As solugdes obtidas

representam um compromisso entre as trés fungdes objetivo em estudo.
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Tabela 8.5 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MOP, considerando r;= 0 e a topologia WT;

W) Método ds, dy, 1y Volume Desireza Rigidez N, Terppo Secdo
W [u.c.] [u.v.] [u.r.] [min] Transversal
3
ED (0,96 0,75 0,10| 59,587 | 1,909 | 10,851 | 915 | 49,22
w;,=0,80

w,=0,10 AG 1,01 044 0,62 42,885 | 1,544 | 8,723 | 2397 | 87,54

W3=0, 10

PSQ 0,97 0,73 0,10| 58,640 | 1,866 | 10,722 | 44 1,65

ED (0,60 0,43 048] 22,679 | 1,184 | 5,633 | 1050 | 60,88

w;=0,10

w>=0,80 AG |0,60 0,43 0,49 22,639 | 1,184 | 5,628 |2301 | 89,12

W3=0, 10

PSQ |0,60 0,43 0,48| 22,659 | 1,185 | 5,623 | 49 1,78

ED (097 0,74 0,10| 59,144 | 1,887 | 10,794 | 1125 | 56,39

w;=0,10

w,=0,10 AG |1,00 0,44 0,61 | 42,567 | 1,513 8,653 | 2342 | 121,90

w3=0,80

PSQ 0,97 0,74 0,10]59,0072| 1,882 | 10,781 | 78 1,01

w,=0,33 ED (097 0,73 0,10| 58,635 | 1,866 | 10,721 | 1275 | 67,34

w,=0,33

AG (0,65 044 0,52| 25456 | 1,187 | 6,045 | 2316 | 117,73

w;=0,33
PSQ |0,71 0,44 0,55] 28,979 | 1,226 | 6,564 | 189 | 7,06
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Tabela 8.6 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MCG, considerando r;=0 e a topologia WT;

Método ds, dy, s Volume Destreza Rigidez N, Tempo Secdo
[u.c.] [u.v.] [u.r.] [min] Transversal
ED 0,95 0,45 0,59 40,867 1,417 8,346 1260 | 65,17
AG 0,97 0,45 0,59 41,728 1,448 8,464 2200 | 87,39
Lo
PSQ-ED | 0,95 0,45 0,59 40,856 1,419 8,344 37 1,45
PSQ-inf | 0,82 0,51 0,47 37,688 1,477 7,729 132 1,90
PSQ-sup | 0,91 0,46 0,59 39,437 1,377 8,119 62 0,90
PSQ-pm | 0,93 0,46 0,59 40,243 1,396 8,232 59 0,86
ED 0,97 0,73 0,10 58,637 1,866 10,721 930 36,30
AG 0,92 0,54 0,41 44,334 1,667 8,662 2188 | 75,20
Lsr
PSQ-ED | 0,94 0,71 ,16 55,949 1,781 10,309 51 1,75
PSQ-inf | 1,02 0,45 0,58 43,933 1,570 8,828 95 1,41
PSQ-sup | 1,02 0,45 0,58 43911 1,570 8,825 69 1,01
PSQ-pm | 1,02 0,45 0,58 43,717 1,559 8,795 103 1,46

Para este estudo de caso, a Tab. 8.6 mostra os resultados obtidos pela PSQ adotando-se
varios pontos iniciais, a saber: limite inferior, ponto médio e limite superior do espaco de
busca e a solug¢do 6tima obtida por ED. Verifica-se que para cada ponto inicial fornecido, a
técnica sequencial obteve uma solucdo diferente. Este comportamento indica que trata-se de
um problema com a presenga de varios minimos locais. Sendo assim, para os demais casos
estudados nesta pesquisa, adotou-se como ponto inicial a solu¢do 6tima obtida por ED. Desta

forma, trabalhando com a otimizacdo hibrida (aplicando ED para obter o ponto inicial e a
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seguir a PSQ), torna-se possivel aliar as melhores caracteristicas de cada um dos métodos: a
capacidade de escapar dos minimos locais (ED) e a alta taxa de convergéncia (PSQ).

Observando as Tabs. 8.5 e 8.6 verifica-se que, na maioria das vezes, os resultados
obtidos por ED e PSQ s@o préximos, ao passo que os obtidos por AG diferenciam um pouco,
tanto usando o MOP quanto o MCG, diferindo apenas no custo computacional. No entanto, as
técnicas obtiveram resultados coerentes.

Neste exemplo, os baixos valores apresentados nas Tabs. 8.5 e 8.6, em relagdo aos
valores ideais, s@o devidos as dificuldades impostas pela restricdo g;, que é dificil de ser
obedecida ja que a curva C; s6 pode admitir raiz real. Apesar disto, pode-se dizer que o ponto
6timo obedeceu a restricdo imposta, pois seu maior valor (g; = 0,0004) foi pequeno, apesar de
configurar uma restri¢do ativa.

Para ilustrar este caso, a Fig. 8.3 mostra o projeto 6timo do manipulador 3R
considerando a métrica L,gr, dada na Eq.(8.12), obtido utilizando a técnica ED. O ponto 6timo
estd marcado no espago dos parametros (ds, dy4), conforme Fig. 8.3(a). A drea da secdo radial
6tima do espago de trabalho é apresentada na Fig. 8.3(b). O esquema do manipulador 6timo

pertencendo a topologia WT; é representado na Fig. 8.3(c).

(a) Pont;) 6timo (b) Secao radial (c) Esquema do robd
Figura 8.3 - Projeto 6timo do manipulador 3R obtido utilizando ED, considerando a métrica
L,r e a topologia WT;

Comparando a secao radial da Fig. 8.3(b) com a Fig. 8.2(b), observa-se que o projeto
6timo resulta em um manipulador com maior volume (o vazio do espaco de trabalho foi
reduzido), menor indice de isotropia e maior rigidez, portanto, a otimizacdao foi eficiente
para os trés objetivos em questdo, pois a secdo apresentada na Fig. 8.3(b) corresponde a

V=40,867 [u.v.]; D=1,417e R =8,346 [u.r.].

8.3.2 Caso 2 — Manipuladores pertencentes a Topologia WT3(4, 0)
Neste caso, deseja-se que o manipulador pertenca a topologia WT3(4, 0). A secdo radial

do espaco de trabalho dos manipuladores que pertencem a esta topologia possui 4 pontos de
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cuspides e nenhum ponto de nd. A Fig. 8.4(a) mostra um ponto qualquer que representa um
manipulador pertencente a esta topologia e na Fig. 8.4(b) tem-se a se¢do radial do espaco de
trabalho de tal manipulador (para d; = 2,0; d4= 1,0 e r,= 1,0 [u.c.]) e para este exemplo, tem-

se V=251,511 [u.v.]; D=1,015e R =27,164 [u.r.].

, .
2 25 3 45

. .
0 05 1 15 B .
dyluc] r[uc.]

(a) Espacgo dos parametros (b) Secao radial do éépago de trabalho

Figura 8.4 - Projeto dimensional de um manipulador 3R que pertence a topologia WT3(4, 0)

Observando a Fig. 8.4(a), verifica-se que para as restricdes serem obedecidas, o ponto
otimo deverd estar acima da curva de separagdo E; e abaixo de E,. Assim, o problema
considerando o Método dos Objetivos Ponderados, é dado por:

Maximizar F(x), dada na Eq.(8.10), sujeito as restri¢oes:

Laterais: 0,1 < dj3, d4, < 3,0 [u.c.];

Pontos acimadacurvaE;: d,=)%(A-B) = g/(x)=—d,+);(A-B)<0 e
(8.14)
Abaixode E>: d,=d, = g,(x)=d,—-d,=0,

sendo A e B dados pela Eq.(3.40), P(x) dada conforme Eq.(6.14) e as solucdes ideais:
V' =1896,784 [u.v.]; D’=1,018 ¢ R’ = 105,657 [u.r.].

Os resultados da otimizagdo sdo apresentados na Tab. 8.7.



Tabela 8.7 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MOP, considerando r;= 0 e a topologia WT3
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L I e o LS e R i el

w1=0.80 ED |3,00 3,00 3,00|1896,784| 1,018 |105,657| 1500 | 73,89
w,=0,10 | AG |3,00 3,00 3,00|1896,784 | 1,018 |105,657| 1564 | 114,02
w010 1 b5 13,00 3.00 3,00(1896,784| 1,018 |105.657| 8 | 039
w1=0.10 ED |3,00 3,00 2,99 |1892,498| 1,017 |105,590| 300 | 9,80
w,=0,80 | AG |3,00 2,97 2,94|1850,929| 1,010 |104,119| 2342 | 114,56
W=010 1 bo 13,00 2,97 2.94|1850.966| 1,010 |104,136| 95 | 3.55
w1=0.10 ED |3,00 3,00 3,00|1896,784| 1,018 |105,657| 1500 | 55,21
w,=0,10 | AG |3,00 3,00 3,00|1896,784 | 1,018 |105,657| 1539 | 119,84
Ws=080 1 bo 13,00 3.00 3.00|1896.784| 1,018 |105657| 8 | 034
w,=0.33 ED |3,00 3,00 3,00|1896,784| 1,018 |105,657| 165 | 12,87
w,=0,33 AG |[3,00 3,00 3,00|1896,784| 1,018 |105,657| 1482 | 55,03
w033 | psa 13,00 3,00 3.00(1896784| 1,018 |105.657| 8 | 035
Considerando o Método do Critério Global, o problema de otimiza¢do multi-objetivo
torna-se:

Minimizar F(x), dada nas Eqs.(8.12) e (8.13),

Sujeito as restri¢des laterais: 0,1 < d3, ds4, 1< 3,0 [u.c.] e a Eq.(8.14).

A Tabela 8.8 apresenta os resultados da otimizagdo. As solugdes obtidas representam

um compromisso entre os objetivos.

Observando as Tabs. 8.7 e 8.8 verifica-se que mesmo com a imposi¢cao das restri¢des, 0s

resultados ndo sofreram grandes alteragdes em relacdo aos valores ideais, pois neste caso, as

restricdes sao mais simples. Observa-se ainda que as trés técnicas obtiveram valores muito

préximos, diferindo apenas no custo computacional.
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Tabela 8.8 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MCG, considerando r;= 0 e a topologia WT3

ds, dy, ry Volume Destreza Rigidez
[u.c.] [u.v.] [u.r.]

Tempo Secdo

Método [min] Transversal

ED 3,00 3,00 3,00 | 1896,784 1,018 105,657 190 | 13,35

Lo AG 3,00 3,00 3,00 | 1896,775 1,018 105,657 | 1681 | 59,78

PSQ 3,00 3,00 3,00 | 1896,780 1,018 105,657 27 1,04

ED 3,00 3,00 3,00 | 1896,784 1,018 105,657 165 | 11,93

Lsg AG 3,00 3,00 3,00 | 1896,771 1,018 105,657 | 1696 | 66,28

PSQ 3,00 3,00 3,00 | 1896,777 1,018 105,657 25 1,01

Para ilustrar este caso, a Fig. 8.5 mostra o projeto 6timo do manipulador para a
topologia WT3, considerando a métrica L,g e a ED. Na Fig. 8.5(a) € representado o ponto
6timo marcado no espaco dos parametros (ds, ds). A area da secdo radial 6tima do espaco de

trabalho € apresentada na Fig. 8.5(b).

Comparando a secdo radial da Fig. 8.5(b) com a Fig. 8.4(b), observa-se que o
manipulador apresenta volume do espaco de trabalho e rigidez significativamente
maiores, contudo, o indice de isotropia se mantém. O manipulador da Fig. 8.5(b) possui
V = 1896,784 [u.v.]; D = 1,018 e R = 105,657 [u.r.]. O esquema do manipulador 6timo
pertencendo a topologia WT3; é representado na Fig. 8.5(c). Vale ressaltar que o ponto 6timo

obedeceu as restricdes: g; =-1,9098 e g, =-0,3929.

45

35

25

d, luc]
z[uc]

1.5

0.5

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
dy [uc]

(a) Ponto 6timo (b) Secdo radia (c) Esquema do robd

Figura 8.5 - Projeto 6timo do manipulador 3R obtido utilizando ED, considerando a métrica
L,r e a topologia WT3
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8.3.3 Caso 3 — Manipuladores pertencentes a Topologia WTs(2, 1)

Deseja-se que o manipulador pertenca a topologia WT'5(2, 1). A secdo radial do espaco
de trabalho dos manipuladores que pertencem a esta topologia possui uma regido com 2
solucdes no MGI e outra com 4 solucdes (a envoltdria interna tem forma de peixe), 2 pontos
de cuspides e um ponto de né. A Fig. 8.6(a) mostra um ponto que representa um manipulador
qualquer nesta topologia e na Fig. 8.6(b) tem-se a secdo radial do espago de trabalho de tal
manipulador com V = 1181,834 [u.v.]; D =1,410 e R = 78,557 [u.r.]. Neste exemplo, d; = 2,0;
d;=30er,=25u.c.].
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45 » ) /Z/'Ez ] 4
A
4 P - P /’ 3
35 // / 2
I, B /_//’/ + /,/ g 1
Sl ] e g
< / N
2 pd 1
y
15 ) // 2
1 /’/ 77/£; s
g S .
05 e - e
/’i//f// , - - - - : : G 5
00 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 ruc]
dyluc] -C.
(a) Espaco dos parametros (b) Secao radial do espago de trabalho

Figura 8.6 - Projeto dimensional de um manipulador 3R que pertence a topologia WT's5(2, 1)

N

Observando a Fig. 8.6(a), verifica-se que o projeto 6timo deve pertencer a regido
formada pelas curvas C,, Cs e E3, ou seja, para que as restricdes sejam obedecidas, a solugdo
otima deve estar acima da curva C,, a direita de C4 e abaixo de E3. Assim, considerando o

Método dos Objetivos Ponderados, o problema de otimizacao é escrito como:

Maximizar F(x), dada na Eq.(8.10), sujeito as restri¢des:

Laterais: 0,1 < dj3, d4, < 3,0 [u.c.];

Abaixo de Ex: d, = V)(A+B) = g(x)=d,~ V) (A+B) <0

A direita de C: d4=1il3d B = gz(x)=d4—1il3d B<0,sed;<1 (8.15)

3 3

E acima de C»: d4=1f3d A = g3(x)=—d4+1d3d A<0,

3 3
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sendo A e B dados pela Eq.(3.40), P(x) dada conforme Eq.(6.14) e as solucdes ideais:
V’=1597,697 [u.v.]; D’= 1,028 e R’ = 94,099 [u.r.].

Os resultados da otimizacdo sdo apresentados na Tab. 8.9, observa-se que as técnicas

obtém resultados proximos, exceto ao atribuir maior prioridade para a destreza (w, = 0,80).

Tabela 8.9 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MOP, considerando r;= 0 e a topologia WT’s

W) Método dsz, dy, 1) Volume Destreza Rigidez N, Terppo Sec¢do
w [u.c.] [u.v.] [u.r.] [min] Transversal
3
Wi=0.80 ED 2,18 3,00 3,00 | 1412,614 1,191 86,249 | 675 | 25,27
1=Y,
w,=0,10 AG 2,21 3,00 2,95 1412,391 1,188 86,408 | 2029 | 68,73
w3=0,10 PSQ 2,19 3,00 2,98 | 1414,456 1,187 86,328 188 8,82 | | ~
ED 2,18 3,00 3,00 | 1413,013 1,191 86,265 810 | 30,80 | 17 —
W1=0,10 2 =

w,=0,80 AG 1,91 2,53 2,52 904,968 1,167 64,138 | 2283 | 79,24 ‘ =

w010 00 | 220 3,00 207 | 1412642 | 1,186 | 86356 | 31 | 121 :
wiz0.10 | D | 238 300259 | 1404409 | 1273 | 87672 | 1050 | 38,13
w,=0,10 | AG | 2,18 3,00 3,00 | 1412,962 | 1,191 | 86,265 | 2079 | 72,09
w080 o0 | 238 3.00 258 | 1404451 | 1273 | 87.681 | 144 | 599
wiz033 | ED | 220 3002097 | 1412775 | 1,186 | 86356 | 750 | 2446

w,=0,33 AG 2,20 3,00 2,97 | 1412,766 1,186 86,370 | 2104 | 77,77
PSQ | 2,21 3,00 2,95 | 1412,059 1,189 86,419 16 0,66

Ao considerar o Método do Critério Global, tem-se o seguinte problema de otimizacao

multi-objetivo:

Minimizar F(x), dada nas Eqs.(8.12) e (8.13),

Sujeito as restri¢des dadas na Eq.(8.15).

Os resultados da otimizagdo sdo apresentados na Tab. 8.10. Observando as Tabs. 8.9 e

8.10 verifica-se que as trés técnicas obtiveram valores proximos, mas, diferentemente do caso

anterior, este valores se distanciam dos ideais, uma consequéncia da imposicao das restri¢des.
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Tabela 8.10 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MCG, considerando r;= 0 e a topologia WT's

Método ds, dy, s Volume Destreza Rigidez N, Tempo Secdo
[u.c.] [u.v.] [u.r.] [min] Transversal

ED 2,18 3,00 3,00 | 1413,061 1,191 86,267 540 | 16,34
Lor AG 2,20 3,00 2,97 | 1412,757 1,186 86,355 | 2183 | 85,81
PSQ 2,20 3,00 2,97 | 1412,645 1,186 86,357 30 1,10
ED 2,18 3,00 3,00 | 1413,019 1,191 86,265 525 | 19,55
Lar AG 2,20 3,00 2,97 | 1412,648 1,186 86,348 | 2236 | 82,71
PSQ 2,20 3,00 2,97 | 1412,643 1,186 86,356 38 1,47

A Figura 8.7 mostra o projeto 6timo do manipulador pertencendo a topologia WTs,

considerando a métrica Log € a ED. Na Fig. 8.7(a), o ponto 6timo estd marcado no espacgo dos

parametros (d3, ds). A drea da secdo radial 6tima do espago de trabalho € apresentada na

Fig. 8.7(b).

5

2

25

3

(a) Ponto 6timo

a5 4 45

(b) Segz”irc;clradial

(c) Esquema do robd

Figura 8.7 - Projeto 6timo do manipulador 3R obtido utilizando ED, considerando a métrica
L,r e a topologia WT's

Ao se comparar a secdo radial da Fig. 8.7(b) com a Fig. 8.6(b) nota-se que o projeto

6timo resulta em um manipulador com maior volume e rigidez e menor indice de isotropia,

pois V=1413,061 [u.v.]; D=1,191 ¢ R = 86,267 [u.r.].

O esquema do manipulador 6timo pertencendo a topologia WTs € representado na

Fig. 8.7(c). O ponto 6timo obedeceu a tolerancia imposta para as restricdoes: g; = -0,7997;

g2=0e g3 =0,0003 (restri¢do ativa, apesar de ter um valor muito pequeno).



162

8.3.4 Caso 4 — Manipuladores pertencentes a Topologia WTg(2, 3)

Neste caso, deseja-se que o manipulador pertenca a topologia WT(2, 3). A secdo radial
do espaco de trabalho dos manipuladores que pertencem a esta topologia possui 2 pontos de
cuspides e 3 pontos de nds, sendo que 2 destes nds sao formados pela intersecdo da envoltdria
interna com a externa. A Fig. 8.8(a) mostra um ponto qualquer que representa um
manipulador pertencente a esta topologia e na Fig. 8.8(b) tem-se a se¢do radial do espaco de
trabalho de tal manipulador (para d; = 1,5; ds= 2,5 e r,= 1,0 [u.c.]), com V = 494,584 [u.v.];
D =2,036 e R =48,633 [u.r.].

CE,
g
7
2 /// ~
rya
— //// : ///
_15E/—//’/ ,//
A //
. // B
A
7
05 //////
/»?/ q
00 0‘5 : 1'5 5 2'5 3 6
dyfuc]
(a) Espaco dos parametros (b) Secdo radial do espago de trabalho

Figura 8.8 - Projeto dimensional de um manipulador 3R que pertence a topologia WTs(2, 3)

Observando a Fig. 8.8(a), verifica-se que para as restri¢des serem obedecidas, o projeto
otimo deverd estar abaixo da curva Cj;, a direita de C; e acima de E3. Assim, o problema
considerando o Método dos Objetivos Ponderados, é dado por:

Maximizar F(x), dada na Eq.(8.10), sujeito as restri¢des:

Laterais: 0,1 < dj3, d4, 1> < 3,0 [u.c.]

d
Pontos abaixo da curva C; (d;>1): d, = dd3 1B = gx)=d, - y 3 1B <0

3 3

R d d
A direita de Cy (d;< 1): d,=—>B = g,(x)=d,———B <0 ¢ (8.16)
1-d, 1-d,

Acimade Ey: d,= V)(A+B) = g(x)=—d,+ ) (A+B)<0,
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sendo A e B dados pela Eq.(3.40), P(x) dada conforme Eq.(6.14) e as solucdes ideais:
V’=1371,606 [u.v.]; D’= 1,400 e R’ = 94,014 [u.r.].

Os resultados da otimizacao sao apresentados na Tab. 8.11. Para este caso, as restricdes

afetam os resultados, como pode ser observado, por exemplo, na primeira linha da referida

tabela, pois ao atribuir fator de ponderacdo igual a 80% para o volume, verifica-se que seu

valor se distancia do ideal. Além disso, vale ressaltar que a forma da secao transversal, assim

como as regides com 2 e com 4 solugdes do MGI, sdo bastante diversas nos resultados

apresentados (ver ultima coluna da Tab. 8.11).

Tabela 8.11 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R

ortogonais restritos, aplicando o MOP, considerando r; = 0 e a topologia WTj

Wi

womeodo| G| peswena | SERE N Transvera
w,=0.80 ED 2,84 3,00 0,91 | 1219,281 1,743 90,982 975 | 33,97
w,=0,10 AG 2,84 3,00 0,92 | 1220,756 1,742 90,904 | 2142 | 73,49
w5=0.10 PSQ | 2,84 3,00 091 | 1218,696 1,743 91,001 296 9,96
w=0.10 ED 0,75 3,00 2,74 | 749,297 1,454 57,077 870 | 33,37
w,=0,80 AG 1,86 2,99 2,74 | 1040,058 1,582 73,551 | 2301 | 87,29
w5=0.10 PSQ | 0,75 3,00 2,74 | 749,307 1,454 57,078 97 3,78
w=0.10 ED 2,97 3,00 0,40 | 1181,443 1,866 93,438 855 | 31,66
w,=0,10 AG 2,75 3,00 1,14 | 1210,333 1,692 89,256 | 2226 | 76,91
W5=0.80 PSQ | 2,97 3,00 0,38 | 1178,322 1,870 93,491 53 2,05
w,=0.33 ED 2,79 3,00 1,17 | 1212,900 1,683 88,941 1185 | 40,85
w,=0,33 AG 2,71 3,00 1,21 | 1211,277 1,682 88,621 | 2041 | 71,90
ws=0.33 PSQ | 2,74 3,00 1,15 | 1210,367 1,685 89,117 54 1,90

Agora, considerando o Método do Critério Global, tem-se o problema de otimizacao

multi-objetivo:

Minimizar F(x), dada nas Eqs.(8.12) e (8.13),

Sujeito as restri¢des laterais: 0,1 < d3, ds, 1< 3,0 [u.c.] e a Eq.(8.16).

A Tabela 8.12 apresenta os resultados da otimizacdo. As solu¢des obtidas representam

um compromisso entre os objetivos.




164

Tabela 8.12 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MCG, considerando r;= 0 e a topologia WTj

ds, dy, s Volume Destreza Rigidez
[u.c.] [u.v.] [u.r.]

Tempo Secdo

Método [min] Transversal

ED 2,59 3,00 1,42 1200,696 1,641 86,419 1005 | 33,36

Lo AG 2,59 3,00 1,43 1200,408 1,641 86,331 2060 | 76,73

PSQ 2,59 3,00 1,42 1199,946 1,641 86,447 41 1,60

ED 2,44 3,00 1,65 1177,988 1,613 83,650 990 | 34,79

Lsr AG 2,42 3,00 1,67 1173,648 1,614 83,413 2128 | 80,65

PSQ 2,44 3,00 1,65 1177,727 1,613 83,638 89 3,41

Para ilustrar este caso, a Fig. 8.9 mostra o projeto 6timo do manipulador para a
topologia WTp, considerando a métrica Lor e a ED. A Fig. 8.9(a) mostra o ponto 6timo
marcado no espaco dos parametros (d;, ds). A area da secdo radial 6tima do espaco de

trabalho € apresentada na Fig. 8.9(b).

z{uc]

05 1 15 2 25 3 35 4 45

rlucl

(a) Ponto 6timo (b) Secao radial (c) Esquema do robd

Figura 8.9 - Projeto 6timo do manipulador 3R obtido utilizando ED, considerando a métrica
L,r e a topologia WT5

Observando as Figs. 8.8(a) e 8.9(a) verifica-se que o projeto 6timo foi para a fronteira
com a topologia WTs(2, 1). Comparando a se¢do radial da Fig. 8.8(b) com a Fig. 8.9(b),
observa-se que a otimizacdo reduziu o nimero de nds de 3 para 1. A envoltéria em forma de
peixe ficou totalmente dentro da envoltdria externa, eliminando os 2 nds de intersecdo das
envoltdrias interna e externa, conforme mostrado na Fig. 8.10. Neste caso, tem-se um
manipulador com volume do espaco de trabalho e rigidez significativamente maior € menor

indice de isotropia, mais uma vez a otimizagao foi eficiente para os trés objetivos em questao:

V'=1200,696 [u.v.]; D = 1,641 e R = 86,419 [u.r]).
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(@) (b)
Figura 8.10 - Grafico das envoltérias no plano rz, comparando as secdes radiais do espago de
trabalho

O esquema do manipulador 6timo pertencendo a topologia WTs € representado na
Fig. 8.9(c). Vale ressaltar que o ponto 6timo obedeceu a tolerdncia imposta para as restri¢des:

g1 =-0,4782; g, =0 e g3=0,0004.

8.3.5 Caso 5 — Manipuladores pertencentes a Topologia WTy(0, 2)

Neste dltimo caso, o0 manipulador deve pertencer a topologia WTo(0, 2). A se¢do radial
do espacgo de trabalho dos manipuladores pertencentes a esta topologia ndo possui vazio em
seu interior, mas uma regiao com 4 solucdes no MGI. Nao possui pontos de cuispides, mas
possui 2 pontos de nés formados pela intersecdo das envoltérias interna e externa. A
Fig. 8.11(a) mostra um ponto qualquer representando um manipulador pertencente a topologia
WTy e na Fig. 8.11(b) tem-se a se¢do radial do espaco de trabalho de tal manipulador, onde
V =151,676 [u.v.]; D =2,096 ¢ R = 21,727 [u.r.]. Para este exemplo, os parametros adotados
foram: d3=0,3; d;=2,0e r,=1,0 [u.c.].

G G //1{':
o
25 s
P
2 * //‘ /
/’/// //
_ _— o’ -
5 s o — S ¢
= E, ,/’ ~
1 //
/g _ E|
2
05 //////
/
g G
D(] D‘S ; 15 é 2‘5 3 4
dyluc]
(a) Espaco dos parametros (b) Secao radial do espago de trabalho

Figura 8.11 - Projeto dimensional de um manipulador 3R que pertence a topologia WT(0, 2)



166

Observando a Fig. 8.11(a) verifica-se que para as restricdes serem obedecidas, a solu¢dao
O6tima deve estar a esquerda de C; e acima de E; Assim, considerando o Método dos

Objetivos Ponderados, o problema de otimizacao € escrito como:

Maximizar F(x), dada na Eq.(8.10), sujeito as restri¢oes:

Laterais: 0,1 <d;< 1,00 [u.c.] e 0,1 <dy, r2<3,0 [u.c.];

d3
B x)=-—d,+
g = sy

A esquerdade Cy (d3< 1): d, = B<0; (8.17)

E acima de Es: d, =%(A+B) - g2(x)=—d4+%(A+B) <0,

sendo A e B dados pela Eq.(3.40), P(x) dada conforme Eq.(6.14) e as solucdes ideais:
V’=710,773 [u.v.]; D’ = 1,330 e R”= 54,018 [u.r.].

Os resultados da otimizagdo sdo apresentados na Tab. 8.13.

Tabela 8.13 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MOP, considerando r; = 0 e a topologia WTy

W Método ds, dy, s Volume Desireza Rigidez N, Tempo Secdo
w [u.c.] [u.v.] [u.r.] [min] Transversal
3
0.80 ED 0,51 3,00 2,79 |688,735| 1,501 | 53,984 | 795 27,07
wi=U,
w,=0,10 AG 0,51 3,00 2,79 |688,766| 1,501 | 53,986 | 1996 | 75,09
=0,1
w3=0,10 PSQ 0,51 3,00 2,79 |688,740| 1,501 | 53,985 16 0,66
ED 0,51 3,00 2,79 |688,710| 1,501 | 53,983 | 1035 | 33,95
W1=0,10

w>=0,80 AG 0,52 2,71 2,48 |524,516| 1,476 | 45,256 | 2217 | 76,36

PSQ 0,51 3,00 2,79 |688,740| 1,501 | 53,985 16 0,65

ED 0,51 3,00 2,79 |688,765| 1,501 | 53,986 | 960 | 35,76
w-=0,10 AG 0,51 3,00 2,79 |688,759| 1,501 | 53,986 | 2075 | 80,52

PSQ 0,51 3,00 2,79 |688,740| 1,501 | 53,985 16 0,64

ED 0,51 3,00 2,79 |688,546| 1,501 | 53,976 | 855 | 28,60
w,=0,33 AG 0,51 3,00 2,79 |688,546| 1,501 | 53,976 | 2108 | 77,52

PSQ 0,51 3,00 2,79 |688,740| 1,501 | 53,985 16 0,65
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Ao considerar o Método do Critério Global, tem-se o seguinte problema de otimizacao

multi-objetivo:

Minimizar F(x), dada nas Eqs.(8.12) e (8.13),

Sujeito as restri¢des dadas na Eq.(8.17).

Os resultados da otimizagdo sdo apresentados na Tab. 8.14. Observando as Tabs. 8.13 e
8.14 verifica-se que os métodos de otimizacdo multi-objetivo aplicados através das trés
técnicas estudadas obtiveram valores relativamente proximos, exceto AG, quando adotou-se
wy = 0,80, que melhorou a destreza mas piorou o volume e a rigidez.

Com a imposi¢ao das restrigdes, verifica-se que nao houve grande afastamento dos
valores obtidos pela otimiza¢do em relagcdo aos ideais, isto implica que, para este exemplo, as

restri¢des afetam pouco o problema.

Tabela 8.14 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MCG, considerando r;= 0 e a topologia WTy

ds, dy, ry Volume Destreza Rigidez
[u.c.] [u.v.] [u.r.]

Tempo Secdo

Método [min] Transversal

Ny

ED 0,51 3,00 2,79 688,821 1,501 53,989 | 840 27,45

Lor AG 0,51 2,98 2,77 679,284 1,500 53,502 | 2233 81,48

PSQ 0,51 3,00 2,79 688,740 1,501 53,985 16 0,65

ED 0,51 3,00 2,79 688,732 1,501 53,985 | 1500 | 49,01

Lsr AG 0,51 2,98 2,77 679,001 1,500 53,487 | 2219 76,02

PSQ 0,51 3,00 2,79 688,740 1,501 53,985 16 0,67

A Figura 8.12 mostra o projeto 6timo do manipulador pertencendo a topologia WTy,
considerando a métrica L,gr e a ED. A Fig. 8.12(a) mostra o ponto 6timo marcado no espaco
dos parametros (d3, d4). A drea da secdo radial 6tima do espaco de trabalho € apresentada na

Fig. 8.12(b).
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I . . . :
0 05 1 1.5 2 25 3 35
d, [uc]

ruc.

(a) Ponto 6timo (b) Secdo radial () EsqllljeAma do
robd

Figura 8.12 - Projeto 6timo do manipulador 3R obtido utilizando ED, considerando a métrica
L,r e a topologia WTy

Ao se comparar com a Fig. 8.11, observa-se que o projeto 6timo resulta em um
manipulador com maior volume e rigidez ¢ menor indice de isotropia: V = 688,821 [u.v.];
D =1,501e R=53989 [u.r.].

O esquema do manipulador 6timo pertencendo a topologia WTy € representado na
Fig. 8.12(c). Além disso, a solu¢do Otima satisfaz as equacdes C; e Ej3, obedecendo a
tolerancia imposta para as restricdes: restri¢des ativas g; = 0,0001 e g, = 0,0004.

Observa-se que, com a otimizagdo, este tipo de manipulador foi para a fronteira do

espaco de trabalho da topologia WTs. Os 2 nés formados pela interse¢cdo das envoltorias

interna e externa foram eliminados, conforme Fig. 8.13.

(@) (b)

Figura 8.13 - Grafico das envoltérias no plano rz, comparando as secdes radiais do espago de

trabalho

Para concluir esta secdo, vale ressaltar que em todos os estudos de casos vistos

anteriormente, as trés técnicas foram eficientes em otimizar os pardmetros dimensionais
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obedecendo as restricdes de topologia e do espago de definicdo dos parametros dimensionais

do manipulador.

8.4. Otimizacao restrita de Manipuladores 3R Ortogonais, considerando r; #0

As simulacdes aqui apresentadas visam a obten¢do do projeto 6timo de manipuladores
3R ortogonais mais gerais, ou seja, acrescenta-se o parametro dimensional r;. Do mesmo
modo que na se¢do anterior, algumas topologias sdo escolhidas e sdo aplicadas as técnicas de
otimizagdo para obter o projeto 6timo.

Conforme visto no capitulo 5, ao considerar o parametro dimensional r; ndo nulo, é
possivel escolher diversas topologias do espacgo de trabalho, cujas curvas sdo apresentadas na
Fig. 5.22, adotando dois valores particulares para os parametros dimensionais r, e r; (dois

casos possiveis: ry<rz e ry>r3).

8.4.1 Caso 1 — Manipuladores pertencentes a Topologia WT5(4, 0)

Deseja-se que o manipulador pertenca a topologia WT3(4, 0), considerado inicialmente
os parametros r; < r3, conforme Fig. 5.23. Para isto, os parametros dimensionais otimizados
devem obedecer as restri¢des: pontos acima de E3, € abaixo de Cyp.

A sec¢do do espaco de trabalho dos manipuladores nesta topologia ndo possui vazio em
seu interior, mas uma regido com 4 solugdes e outra com 2 solu¢des no MGI; 4 pontos de
cuspides e nenhum né. A Fig. 8.14(a) mostra um ponto qualquer representando um
manipulador pertencente a topologia WT; e na Fig. 8.14(b) tem-se a secdo radial do espaco
de trabalho de tal manipulador (com d;=2,0; ds=1,5; r»=0,3 e r;=0,8 [u.c.]), onde
V=343,697 [u.v.]; D=1,790 e R = 36,311 [u.r.].

z[uc]

rfu.c.]

(a) Espacgo dos parametros (b) Secdo radial do espago de trabalho

Figura 8.14 - Projeto dimensional de um manipulador 3R que pertence a topologia WT3(4, 0)
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Considerando o Método dos Objetivos Ponderados, o problema de otimizagdo € escrito

Ccomo:

Maximizar F(x), dada na Eq.(8.10), sujeito as restri¢oes:

Laterais: 0,1 < dj3, d4, 12, r3 < 3,0 [u.c.];

Pontos acima da curva E3,:

2 2
g1(X):_d4+ l 1+l”22+a'32 1—- ﬁ + E _,.32 + AB
2 P "

E abaixo de Cy;:

(8.18)

2
d>+r) —d:+r
C,:d,= %d32+r22+( ’ 21)43 SR BN

(0132 +r22)2 —d;+r

AB

<0

2

1
g,(x)=d, - 5 d; +r, +

sendo A e B dados pela Eq.(3.40), P(x) dada conforme Eq.(6.14) e as solucdes ideais:
V’=2382,741 [u.v.]; D°= 1,170 e R”= 125,077 [u.r.].

Os resultados da otimizagdo sdo apresentados na Tab. 8.15. Observa-se que, ao
considerar mais um braco no manipulador, tem-se maior volume do espaco de trabalho e
rigidez, o que era esperado, principalmente quando se atribui maior prioridade para o volume

e para a rigidez.
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Tabela 8.15 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MOP, considerando r; # 0 e a topologia WT3

W1 .. ~
WH Método ds, dy, Volume Desireza Rigidez N, Tempo Secdo
w ry, r3[u.C.] [u.v.] [u.r.] [min] Transversal
3
ED 3,00 3,00 2382,741| 1,898 |125,077| 1515 47,65
3,00 3,00
w1=0,80 3,00 3,00
w,=0,10 AG ’ ’ 2382,665| 1,893 |124,967| 2180 85,81
3,00 2,99
w3=0,10 3,00 3,00
PSQ 3.00 3.00 2382,741| 1,898 |125,077 5 0,09
gp | 200 LO2 1 eca63 | 1.170 | 56424 | 960 | 31.89
0,59 0,53
w1=0,10 300 1,67
w,=0,80 AG ’ ’ 735,149 1,204 58,851 2264 84,72
0,84 0,75
w3=0,10 300 1,61
PSQ 059 0.53 686,7736| 1,170 56,389 56 2,60
ED 3,00 3,00 2382,741| 1,898 |125,077| 1515 57,55
3,00 3,00
wi=0,10 300 3,00
w,=0,10 AG 3’00 3’00 2382,741| 1,898 |125,077| 2177 81,33
w3=0,80 3,00 3.00
PSQ 3.00 3,00 2382,741| 1,898 |125,077 5 0,08
ED 3,00 3,00 2210,297| 1,581 |117,883 405 12,71
3,00 2,38
w1=0,33 300 3,00
w,=0,33 AG ’ ’ 2210418 | 1,581 |117,874| 1728 70,47
3,00 2,38
w3=0,33 3,00 3,00
PSQ 3.00 238 2210,450| 1,581 |117,888 20 0,24
Considerando o Método do Critério Global, o problema de otimizacdo multi-objetivo
torna-se:

Minimizar F(x), dada nas Eqs.(8.12) e (8.13),

Sujeito as restri¢des laterais: 0,1 < d3, d4, 12, 73 < 3,0 [u.c.] e a Eq.(8.18).

A Tabela 8.16 apresenta os resultados da otimizagdo. As solucdes obtidas representam
um compromisso entre os objetivos e percebe-se uma coeréncia com os resultados obtidos
pelo MOP.

Comparando os resultados obtidos sem a imposicao de restricdes (Tab. 8.3 e Tab. 8.4)
com os resultados apresentados nas Tab. 8.15 e Tab. 8.16, observa-se que a otimizagao restrita
obtém melhores resultados para o volume e a rigidez, mas, nao se pode dizer o mesmo para a

destreza.
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Tabela 8.16 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MCG, considerando r;# 0 e a topologia WT3

Meétodo rz,d;; [‘ll:.,(:.] V[?ll.lir.r]le Destreza R[iﬁ.if]ez Ny T[i?ilf]o Trasnes(i/i(;sal
ED 3:88 3:(3)(8) 2210400 | 15581 | 117,874 | 540 | 17,89
Le | AG 3:88 3:(3)(8) 2205757 | 1,579 | 117,692 | 2129 | 96.44
PSQ ;:88 3:(3)2 2206423 | 1579 | 117,716 | 96 | 101
ED ;Zgg g:gg 2136708 | 1,574 | 116021 | 705 | 2337
L | AG g:gg 3:(3)(2) 2178575 | 1,581 | 116,769 | 2144 | 96,09
PSQ g:gz ggg 2124623 | 1573 | 115540 | 94 | 098

Para ilustrar este caso, a Fig. 8.15 mostra o projeto 6timo do manipulador para a
topologia WT3, considerando a métrica Lor e a ED. A Fig. 8.15(a) mostra o ponto 6timo
marcado no espaco dos parametros (ds;, ds). A area da secdo radial 6tima do espaco de

trabalho € apresentada na Fig. 8.15(b).

o 1 2 3 5
dyluc]

(a) Ponto 6timo: (b) Secao radial (c) Esquema do robd

Figura 8.15 - Projeto 6timo do manipulador 3R obtido utilizando ED, considerando a métrica
L,r e a topologia WT3(4, 0)

O manipulador apresenta volume do espaco de trabalho e rigidez significativamente
maiores, contudo, o indice de isotropia nao altera muito. Pode-se dizer que a
otimizacdo foi eficiente para os trés objetivos em questdo: V = 2210,400 [u.v.]; D =1,581 ¢
R=117,874 [u.r.]).

O esquema do manipulador 6timo pertencendo a topologia WT; € representado na

Fig. 8.15(c). O ponto 6timo obedeceu as restricdes (g; = -0,2579 e g, = -1,2410).
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A Figura 8.16 mostra como ficam as curvas que formam a envoltéria do espago de
trabalho dos manipuladores correspondente as Figs 8.14(b) e 8.15(b). Observa-se que a
otimizacdo conduz a um manipulador com maiores dimensdes e, consequentemente, maior

secdo do espaco de trabalho. Observa-se ainda que a otimizacdo obteve r, maior que rs3.

(a) (b)

Figura 8.16 - Gréfico das envoltérias no plano rz comparando as se¢des radiais do espago de
trabalho

8.4.2 Caso 2 — Manipuladores pertencentes a Topologia WT,(4, 2)

Neste caso, deseja-se que o manipulador pertenga a topologia WT5(4, 2), considerado
inicialmente os parametros r; < r;. A se¢do do espaco de trabalho dos manipuladores nesta
topologia possui um vazio em seu interior, duas regides com 4 solu¢des, uma com 2 solucdes
no MGI, 4 pontos de cuspides e 2 nés. A Fig. 8.17(a) mostra um ponto qualquer
representando um manipulador pertencente a esta topologia e na Fig. 8.17(b) tem-se a se¢do
radial do espaco de trabalho de tal manipulador. Neste exemplo, d; = 2,0; d,=0,5; r,=0,3 e
r3= 0,8 [u.c.], correspondendo a V = 128,80 [u.v.]; D = 3,841 ¢ R = 20,377 [u.r.].

' ' ' T
0 .05 1 15 2 25 3

C, dyfuc]

(a) Espacgo dos parametros (b) Secdo radial do espago de trabalho

Figura 8.17 - Projeto dimensional de um manipulador 3R que pertence a topologia WT,(4, 2)
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Observando a Fig. 8.17(a) verifica-se que para as restricdes serem obedecidas, a solu¢dao
6tima devera estar acima da curva Cj, a direita de Cy;, e abaixo de E3,. Assim, considerando o
Método dos Objetivos Ponderados, o problema de otimizacao € escrito como:

Maximizar F(x), dada na Eq.(8.10), sujeito as restri¢des:

Laterais: 0,1 < dj3, d4, 12, r3 < 3,0 [u.c.];

Pontos acima da curva C;:

Cﬁd4_Jl[ﬁqﬂf—w§+éy_d§+§}
2

AB

1 d;+r | —d;+r
gl(X)——d4+\/§(d32+r22—(3 ZEB : ZJso

(8.19)
A direita de C b

1 2, 2% 2, 2
Clb:d4:\/5(d32+r22+(d3 +r2) 4; +er:>

AB

1 (al2+r2)z—dz+r2
X)=d,— |—|d}+r}+2—2 32 1<0
8,(X) 4 J2(3 2 AB

E abaixo de E3,:
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sendo A e B dados pela Eq.(3.40), P(x) dada conforme Eq.(6.14) e as solucdes ideais:
V’=2180,949 [u.v.]; D’=1,037 ¢ R’ = 116,258 [u.r.].

Os resultados da otimizagdo sdo apresentados na Tab. 8.17.

Tabela 8.17 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MOP, considerando r; # 0 e a topologia WT5

Wi .. ~
W) Método ds, dy, Volume Destreza Rigidez N, Terppo Secdo
w ry, r3[u.c.] [u.v.] [u.r.] [min] Transversal
3
3,00 3,00
- ED 3.00 010 | 1898195 | 1,042 | 105668 | 255 | 249
w=U,
w=0,10| AG 3,00 3,00 2164,679 | 1,625 | 116,237 | 1891 | 19,31
ws=0.10 00 300
PSQ 300 0.10 1896,662 | 1,041 | 105,668 | 5 0,08
gp | 200 390 4 ieo6662 | 1041 | 105.668 | 210 | 2.09
w.=0.10 3,00 0,10
1—Y,
w,=0,80| AG 3’82 8’(1’8 1885,934 | 1,037 | 105,405 | 1973 | 19,79
w3=0,10 3.00 3.00
PSQ 297 010 1883,987 | 1,037 | 105362 | 40 | 044
ED 3,00 3,00 2164492 | 1,626 | 116,230 | 540 | 547
w.=0.10 3,00 2721
1—Y,
w,=0,10| AG g’gg g’g? 2164678 | 1,625 | 116,237 | 1938 | 19,27
M0 PSQ 3:00 3:00 2164669 | 1,625 | 116236 | 10 | 3,13
3,00 221 ’ ’ ’ ’
ED 3,00 3,00 1896,662 | 1,041 | 105,668 | 1515 | 15,02
033 3,00 0,10
1—Y,
w,=033| AG g’gg 8’(1)8 1898,196 | 1,042 | 105,668 | 1872 | 18,63
M PSQ 3:00 3:00 1896,662 | 1,041 | 105,668 | 5 0,09
3,00 0,10 ’ ’ ’ ’

Considerando o Método do Critério Global, o problema de otimizacdo torna-se:

Minimizar F(x), dada nas Eqs.(8.12) e (8.13),

Sujeito as restricdes dadas pelas Eqgs.(8.19).

A Tabela 8.18 apresenta os resultados da otimizagdo. As solucdes obtidas representam
um compromisso entre os objetivos.

Observando as Tabs. 8.17 e 8.18 verifica-se que com a imposicdo das restricdes, 0s
resultados ndo sofrem grandes alteragdes em relacdo aos valores ideais, pois neste caso, as

restri¢des sao mais simples, apesar de g; poder resultar em nimero complexo. Comparando os
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resultados apresentados nas Tabs. 8.3 e 8.4 com os resultados das Tabs. 8.17 e 8.18, observa-
se que a otimizagdo restrita obtém melhores resultados que a otimizacdo irrestrita,
principalmente no que diz respeito ao tempo computacional, uma vez que o espaco de busca

para a procura do projeto 6timo torna-se menor com a imposi¢ado das restricdes de topologias.

Tabela 8.18 - Valores 6timos para o Volume, a Rigidez e a Destreza, manipuladores 3R
ortogonais restritos, aplicando o MCG, considerando r;# 0 e a topologia WT,

Metodo | iy | T | Do | SRS LM | | T
ED g:gg 8:(1’2 1901,630 | 1,056 | 105,686 | 210 | 2,22
Lk | AG g:gg 8:(1’2 1902,617 | 1,052 | 105,676 | 1760 | 17,75
PSQ | 300 14 | 1902618 | 1052 | 105676 | 39 | 043
ED g:gg 3;3? 1903,878 | 1,077 | 105749 | 240 | 2,54
Lw | AG g:gg 8:(1’2 1902,563 | 1,053 | 105,679 | 1798 | 17,91
PSQ g:gg 812(1) 1903879 | 1,077 | 105749 | 5 0,08

A Figura 8.18 mostra o projeto 6timo do manipulador para a topologia WT5,
considerando a métrica L,g e a ED. Na Fig. 8.18(a) o ponto 6timo estd marcado no espago dos

parametros. A drea da secao radial 6tima do espaco de trabalho € apresentada na Fig. 8.18(b).

d, [uc]

d,luc]

(a) Ponto 6timo

(c) Esquema do robd

(b) Secao radial

Figura 8.18 - Projeto 6timo do manipulador 3R obtido utilizando ED, considerando a métrica
L,r e a topologia WT>(4, 2)

Comparando as secdes radiais das Fig. 8.18(b) e Fig. 8.17(b), verifica-se que o vazio

formado pela envoltdria interna e os dois pontos de nds desaparecem, consequentemente, em
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vez de duas regides com 4 solugdes do MGI, tem-se apenas uma regido. Observa-se um
considerdvel acréscimo nas dimensdes do manipulador, portanto, maior volume do espago de
trabalho e rigidez. Novamente, a otimizacao foi eficiente para os trés objetivos em questao:
V=1901,630 [u.v.]; D = 1,056 e R = 105,686 [u.r.]).

O esquema do manipulador 6timo pertencendo a topologia WT, € representado na
Fig. 8.18(c). Ressalta-se que o ponto 6timo obedeceu as restricoes (g; = -2,8823; g» = -1,2410
e g3=-1,2977).

A Figura 8.19 mostra como ficam os graficos das envoltérias no plano rz dos
manipuladores apresentados nas Figs 8.17(b) e 8.18(b). Observa-se que a otimizacao resultou

em r, maior que r;.

z[uc]
o r IS ®
O

(b)

Figura 8.19 - Grafico das envoltdrias no plano rz, comparando as secdes radiais do espago de
trabalho

8.5. Observacoes importantes

Com as simulagdes apresentadas neste capitulo, verifica-se que o volume e a rigidez
estdo correlacionados, enquanto que a destreza ndo. A destreza é um objetivo conflitante em
relacdo ao volume e a rigidez.

A utilizacdo da sub-rotina fmincon do Matlab® para executar a PSQ foi eficiente para
encontrar a solu¢do com tempo computacional pequeno, mas para cada ponto inicial adotado
obteve-se uma solug¢do 6tima diferente, devido a presenca de varios minimos locais. Desta
forma, nio se investigou outros softwares, pois ficou claro que as técnicas sequenciais sao

pouco adequadas para este tipo de problema. Ressalta-se que os resultados apresentados nas
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tabelas foram obtidos com o método hibrido, adotando-se como ponto inicial o valor 6timo
encontrado por ED e a seguir aplicando a PSQ.

Observando as tabelas apresentadas com os resultados da otimizagdo irrestrita e restrita,
nota-se que a otimizagdo irrestrita obteve manipuladores cujas sec¢des radiais do espago de
trabalho pertencem a topologia WT3.

Os manipuladores da topologia WT; apresentam os menores valores de volume e rigidez
e altos indices de isotropia, além de apresentar um vazio na secdo do espago de trabalho.
Segundo estes critérios, pode-se dizer que sdo manipuladores de baixa performance.

Dos casos estudados, os manipuladores da topologia WTs sdao os que apresentam oS
maiores indices de isotropia, ou seja, sdao os manipuladores com pior destreza. J4 os
manipuladores da topologia WTy, apesar de ndo apresentarem vazios em seu espaco de
trabalho, possuem valores intermedidrios para o indice de isotropia.

A partir dos resultados das simula¢des numéricas para os estudos de casos restritos
considerando r; = 0, pode-se dizer que, em relacdo aos critérios considerados nesta tese, 0s
melhores manipuladores se encontram na topologia WT3, pois apresentam maior volume,
maior rigidez, melhores indices de isotropia e nenhum vazio no espago de trabalho.

Para os estudos de casos considerando os manipuladores com r; # 0, a otimizacao
apresentou maiores dificuldades devido a solu¢des dadas por nimeros complexos. Mesmo
para este caso, a topologia WT3; continua apresentando melhores resultados em relacdo aos

critérios estabelecidos.



CAPITULO IX

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nesta pesquisa, utilizando as expressdes que definem o modelo cinemadtico de
manipuladores com trés juntas rotacionais e a ferramenta algébrica Base de Groebner, foram
obtidas as equacodes de separacdo (superficies de singularidades) das regides que possuem
diferentes tipos de manipuladores 3R ortogonais. Foi apresentada uma classificacdo da
topologia do espaco de trabalho de manipuladores 3R ortogonais considerando o nimero de
solu¢des no Modelo Geométrico Inverso, o nimero de pontos de cispide e o nimero de nos.
As relacdes geométricas entre os parametros de Denavit-Hartenberg (DH), que obedecem a
uma determinada topologia, foram consideradas como restricdes na formulacdo do projeto
6timo destes manipuladores. Assim, tornou-se possivel a obten¢do de solu¢des que obedecam
a topologia pré-estabelecida e atendam possiveis necessidades industriais.

Alguns problemas de otimiza¢do multi-objetivo foram propostos, visando a obten¢do do
projeto 6timo de manipuladores 3R. Primeiramente, considerou-se o caso geral, para o qual
deseja-se maximizar o volume do espaco de trabalho, maximizar a rigidez do sistema de
juntas e otimizar a destreza do manipulador sem a imposi¢do de restricdes. Para este caso
irrestrito, também foram obtidas as solu¢des considerando apenas manipuladores ortogonais.

A seguir foi estudado o problema de otimiza¢cdo multi-objetivo restrita visando obter o
projeto 6timo de manipuladores 3R ortogonais considerando algumas topologias pré-
estabelecidas. Apresentou-se as solucdes para o caso r; nulo e para r; nao nulo.

Vale ressaltar que, por tratar-se de um problema multi-objetivo, as solugdes
apresentadas fazem parte do conjunto 6timo de Pareto. Observa-se que as fungdes objetivo
sdo fortemente conflitantes entre si. Foram aplicados o Método dos Objetivos Ponderados e o

Método do Critério Global para escrever o vetor de fungdes objetivo na forma de uma fungao
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escalar. Cabe ao projetista escolher uma solu¢do de compromisso que melhor atenda as suas
especifidades.

Foram utilizados dois algoritmos evolutivos (Algoritmos Genéticos e Evolucao
Diferencial) e uma técnica deterministica (Programacdo Sequencial Quadratica). Todas as
técnicas apresentaram bom desempenho na obtencdo da solucdo do problema. As técnicas
evolutivas exigem maior esforco computacional quando comparadas ao método sequencial,
porém sao muito adequadas para os problemas estudados devido a presenca de vdrios
minimos locais.

Quando comparada aos Algoritmos Genéticos, a Evolucdo Diferencial apresentou
melhor desempenho, jd4 que esta técnica permite trabalhar com um pequeno nimero de
individuos da populacdo, resultando em uma redugdo significativa do custo computacional.
As solucdes obtidas usando Programacgdo Sequencial Quadrética sao fortemente dependentes
do ponto inicial, como esperado para problemas multimodais. Os valores obtidos nesta
pesquisa foram calculados adotando-se como ponto de partida a solucdo Otima encontrada
pela Evolucao Diferencial.

De acordo com a pesquisa bibliografica realizada, ndo se encontrou trabalhos publicados
até o momento, que otimizem simultaneamente o volume, a rigidez e a destreza de
manipuladores seriais 3R, considerando a topologia do espaco de trabalho. Assim, a principal
contribuicao deste trabalho é possibilitar ao projetista de sistemas robdticos a escolha da
topologia do espago de trabalho desejada e ajustar os parametros de Denavit-Hartenberg que
satisfazem aos critérios propostos.

Com o desenvolvimento deste projeto de pesquisa, foram publicados alguns trabalhos

cientificos, conforme citados abaixo:

1 - OLIVEIRA, G.T.S; NOGUEIRA, A. C.; SARAMAGQO, S. F. P. Use of the Grobner
Basis in the Study of Singularity Surface of Orthogonal Manipulators. Submitted to:
Computational & Applied Mathematics, 2012.

2 - OLIVEIRA, G.T.S; NOGUEIRA, A. C.; SARAMAGQO, S. F. P. Optimum Design of
3R Orthogonal Manipulators Considering its Topology. In: 21th Brazilian Congress of
Mechanical Engineering, 2011, Natal. COBEM 2011, 2011. v. 1. p. 1-11.

3 - OLIVEIRA, G.T.S.; NOGUEIRA, A. C.; SARAMAGQO, S. F. P. Use of the Grobner
Basis in the Study of Manipulators Topology. In: Victor Juliano De Negri; Eduardo André
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Perondi; Mauro André Barbosa Cunha; Oswaldo Orikawa. (Org.). ABCM Symposium
Series in Mechatronics. Rio de Janeiro: ABCM, 2010, v. 4, p. 618-627.

4 - OLIVEIRA, G. T. S.; NOGUEIRA, A. C.; SARAMAGO, S. F. P. Estudo das
Singularidades de Robds Manipuladores usando Base de Groebner. In: Congresso Nacional
de Matematica Aplicada e Computacional, 2010, Aguas de Lindéia. CNMAC2010. v. 1.
p. 1-8.

5 - OLIVEIRA, G. T. S.; SARAMAGO, S. F. P.; NOGUEIRA, A. C. Use of the
Grobner Basis in the Study of Manipulators Topology. In: 20th International Congress of
Mechanical Engineering, 2009, Gramado. 20 th COBEM, 2009, v.1.

6 - OLIVEIRA, G. T. S.; CARRIJO NETO, A. D.; MENDONCA, S. A.; SARAMAGO,
S. F. P. Projeto Otimo de Manipuladores 3R Ortogonais Considerando a sua Topologia. In: V
Congresso Nacional de Engenharia Mecanica - CONEM, Salvador, ABCM, 2008, v. 1,
p.-1-11.

7 - OLIVEIRA, G. T. S., BERGAMASCHI, P. R., SARAMAGOQO, S. F. P. Optimization
of the Workspace Volume of 3R Manipulators using a Hybrid Methodology. In: 19th
International Congress of Mechanical Engineering, Proceeding of COBEM2007 (CD-
ROM), 2007, Brasilia, ABCM.

Além disso, as seguintes contribuicdes podem ser consideradas:

e Desenvolvimento de cédigos computacionais para o calculo das equagdes de
separacdo (superficies de singularidades) das diversas topologias de
manipuladores 3R;

e Desenvolvimento de c6digos computacionais para o cdlculo do projeto 6timo
destes manipuladores. Estes programas sao bastante uteis, tanto para os cursos de
pos-graduagdo, como para o desenvolvimento de novas pesquisas com
manipuladores;

¢ (Concep¢ao de uma metodologia para a obtencao de projetos 6timos de sistemas
robotizados, usando diferentes configuracdes, com possibilidade de aplicacdo

industrial.

Como sugestdes de estudos futuros, podem ser citados:
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e Utilizacao de outros métodos para otimizar o volume, a destreza e a rigidez;

e Utilizacao de outros algoritmos hibridos;

e Desenvolvimento e utilizacdo de outros indices de desempenho, como por
exemplo, performance dinamica;

e Estudo da robustez dos manipuladores 3R com eixos ortogonais;

e Extensdo deste estudo aos manipuladores paralelos.
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ANEXO I

ESTUDO SOBRE BASE DE GROEBNER

Para estudar as topologias do espaco de trabalho dos manipuladores 3R € necessario
conhecer as equacdes que as separam. O Capitulo foi dedicado a obtengcao de uma destas
equagdes através da solugdao do polindmio do MGI utilizando a ferramenta algébrica Base de
Groebner. Por esta razdo, apresenta-se a seguir um breve estudo sobre esta importante

ferramenta algébrica.

1. Ordenacdo de Monomios em k|[x,,...,x, ]

Definicao 1: Uma ordenacdo monomial em k[x,,...,x, ] é alguma relacdo >em Z.,, ou

equivalentemente, alguma relagdo no conjunto de mondmios x“, ae Z.,, satisfazendo:

n
20"

(i) > é uma ordenacdo total (ou linear) em Z
(ii))Se a>pf e ye Z.,,entdo a+y>f+y.
(iii) > é uma bem ordenada em Z.,. Isto significa que todo subconjunto nio vazio de

7%, tem um elemento menor que >.

Definicdo 2: Ordem Lexicografica (ordem lex) Seja a=(«,...a,) e
B=(B.,...0,)e Z.,. Diz-se que o>, [ se, no vetor diferenca o¢—fe Z", o termo nao

nulo mais i esquerda é positivo. Escreve-se: x* >, x* se a>

lex lex

Exemplos:

a) (1,2,0) >, (0,3,4),pois a—f=(1,-1,—-4).

b) (3,2,4) >, (3,2, 1), pois &— 5 =(0,0,3).

¢ ({1,0,..,0)>, ©0,1,..,0) >, ... >, 0,0,..,1) = x>, %>, ...>,X,.
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n

Defini¢io 3: Ordem Lex Graded (ordem grlex) Seja @ e fe Z.,. Diz-se a >, [

n

se: lal=Y"a,>1B1=) B oulal=lfle a>, B.
i=1

i=1

Exemplos:

a)(1,2,3) >, 3,2,0),pois I(1,2,3)I=6>1(3, 2,0)l = 5.

b) (1,2, 4) >, (1, 1,5),pois I(1, 2, Hl = I(1, 1, 5) =T e (1, 2, 4) >, (1, 1, 5), pois
a—-pF=(0,1,-1).

¢) As varidveis sdo ordenadas de acordo com a ordem lex, i.e., x; >, - >0 X,

Outra ordem monomial é a ordem lexicografica reversa Graded (ou ordem grevlex).

Para algumas operacdes, esta ordenacao € a mais eficiente para computadores.

Definicao 4: Ordem Lex Reversa Graded (ordem grevlex) Seja o e fe Z.,. Diz-se

n n
aA> e B ose: Ia'I:Zal. > I,b’lzzlﬁi ou lal =l e o elemento ndo nulo mais a direita
i=1 i=1

de a—fe Z°, é negativo.

Exemplos:
a) (4,7, 1) >, (4,2,3), pois 14,7, DI=12>1(4,2,3)I =9.
b) (1,5,2) >, e (4, 1,3),poisI(1,5,2)I =14, 1,3)l e a— B =(-3,4,-1).

Relacao entre as ordens griex e grevlex:

Observe que ambas utilizam o grau total da mesma forma.

Exemplo: x’yz>_, x'yz’, pois ambos os mondmios tem grau total 7 e

x’yz >, x'yz*. Neste caso, tem-se também x’yz > ... x'yz’ por uma diferente razio: x’yz

¢ maior porque a menor varidvel z aparece com menor grau. Ou seja:
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Xyz> . Xyt = (5,1, 1) >, (4, 1,2),pois 71 =17le (5,1, 1) >, (4,1,2), pois
a-pf=(71,0-1);
x’yz >, x*yz*, pois @— B =(1,0,-1);

X YZ> e X ¥2, pois [T =171 e a— B =(1,0,-1)

Portanto, este ¢ um exemplo de ordem lex, grlex e grevlex a0 mesmo tempo.

Como a ordenaciao monomial pode ser aplicada aos monomios?

Se f =zaaax“ ¢ um polindmio em k =[x,...,x,] e seleciona-se a ordenacdo

polinomial >, entdo pode-se ordenar os mondmios de f de modo sem ambigiiidade com

respeito a >.
Exemplo: f =4xy’z+47"-5x° +7x’z2’ ek[x,y,z].

Com relacdo a ordem lex, podemos ordenar os termos de f em ordem decrescente como

mostrado abaixo:
f=-5x+7x"7" +4xy’z+4z7°
Com relagio 4 ordem grlex, tem-se: f =7x°z> +4xy’z—5x" +47°

E com relagio a ordem grevlex, tem-se: f =4xy’z+7x°7> —5x" +47°

Definicao 5: Sejam f = zaaax“ um polindmio nio nulo em k =[x,,...,x,] € > uma
ordem monomial.

(i) O multigrau de f é: multideg(f ) = max(ae Z%,:a, #0) (0 maximo é tomado com
relacdo a >).

(i) O coeficiente dominante de fé: LC(f) = @400 1) € K -
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(iii) O mondmio dominante de fé: LM(f) = x™*¢/) (coeficiente igual a 1).

(iv) O termo dominante de fé: LT(f) = LC(f). LM(f).

Exemplo: f =4xy’z+4z> -5x +7x*z° €k[x,y,z] e arelacdo > é a ordem lex.

(i) multideg(f ) = (3, 0, 0)
(i) LCIF) = @yppaeg ) = =3

(i) LM(f) = x™"*e) = i

(iv) LT(f) = LC(f). LM(f) = =5.x°

2. Um Algoritmo de Divisao em k[x,,...,x, ]

Dividir fe k[x,,...,x,] por f,,...f € klx,...x, ], ou seja: f=aqaf +.+taf +r,
sendo a_ os quocientes, f, os divisores e r o resto.

(usa a mesma ideia do algoritmo de uma varidvel: f(x)= g(x).h(x)+r)

Exemplo: Considerando a ordem lex: x >y, dividir f=xy’+1 por f,=xy’+1 e

f, =y+1,ouseja, escrever f naforma f =aqa,f,+a,f, +r.

Tem-se que LT(f) = xy*, LT(f;)) = xy e LT(f;) = y. Os termos dominantes de f; e f>

dividem LT(f'), como f; € listado primeiro, este serd utilizado nesta ordem. Assim, dividindo f
por f;, tem-se o primeiro quociente a; =y e resto r = - y + 1. Repete-se 0 mesmo processo em
r. Desta vez, vamos usar f>, ja que LT(f; ) = xy ndo divide LT(r) = - y. O quociente a; = -1 ¢

resto r = 2. Como LT(f;) e LT(f>) ndo dividem 2, o resto final é r = 2.

Assim, f pode ser reescrito como xy’ +1= y(xy+1)+(=1)(y+1)+2.

Exemplo: Adotando a ordem x > y, dividir f=x’y+xy’+y* por f=xy—1 e

fzzyz_l-
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Tem-se que LT(f) = x>y, LT(f;)) = xy e LT(f;) = y*. Tanto LT(f;) como LT(f>) dividem
LT(f), f; € usado primeiro. Assim, dividindo f por f;, tem-se o primeiro quociente a; =x +y e

resto r = x+y° +y. Note que nem LT(f;) nem LT(f;) dividem LT(r). No entanto, x+ y*>+y

nio & resto, j4 que LT(f;) divide o mondmio y* de r. Assim, se for retirado x, pode-se

continuar a divisdo (isto nunca acontece no caso de uma varidvel, uma vez que o termo
dominante do divisor ndo mais divide o termo principal do que estd a esquerda do radical, o
algoritmo finaliza).

Para implementar esta ideia, cria-se uma coluna resto r, para a direita do radical, onde
coloca-se os termos pertencendo ao resto. Também denomina-se o polindmio abaixo do
radical de dividendo intermedidrio. Entao continua-se a divisdo até que o dividendo
intermedidrio seja zero.

O préximo passo consiste em mover x para a coluna do resto e dividir o que sobrou do
resto, ou seja, r = y2 + y por f>, resultando no quociente a; = 1 e resto r =y + 1. Observa-se
que LT(r) = y ndo pode ser dividido por LT(f;) nem LT(f;), entdo move-se o termo dominante
(v) do dividendo intermedidrio para a coluna resto. Mas (1) também nao pode ser dividido por
LT(f;) e LT(f>), portanto, a coluna resto € (x+y+1). Assim, o polindmio f pode ser escrito

como:

f=xy+x’ +y = (x+ )y -D+D(* D+ (x+y+1)

Este exemplo é uma ilustracdo completa de como o algoritmo da divisdo funciona.
Também mostra qual propriedade desejada para o resto:

“Nenhum dos termos do resto deve ser divisivel pelos termos dominantes dos
polinémios pelos quais estamos dividindo”.

Pode-se agora, estabelecer a forma geral do algoritmo da divisao:

Teorema 1: Algoritmo da Divisdo em k[x,,...,x, ]: Fixe uma ordem monomial > em
Z,e faga F = (fy, ..., f;) ser uma s-upla ordenada de polindbmios em k[x,,...,x,]. Entdo, todo
fe€klx,,....x, ] pode ser escrito como: f =aq,f, +a,f,+..+a f, +r,onde q,, re k[x,...,x,],

e se r = 0 ou r € uma combinagdo linear, com coeficientes em k, de mondmios, nenhum dos
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quais € divisivel por algum dos LT(f)), ... , LT(f;). Denomina-se r de um resto de f na divisdao

por F. Além disso, se a,f, # 0, entdo tem-se que multideg (f ) = multideg(a, f,).
Uma propriedade importante do algoritmo da divisdo em k[x] é que o resto é

unicamente determinado, o que ndo ocorre em k[x,,...,x, ].

Exemplo: Sejam f =xy+1 e f,=y’—1ek[x,y], com a ordem lex x > y. Dividir
f=xy>—x por F=(f, f,)edepois por F =(f,,f,).O que ocorre?

Dividindo f por f;, tem-se a; =y e o resto r = - x - y, e como LT(f;) e LT(f;) ndo

dividem (- x - y), o resto final é r = - x — y. Assim, f pode ser reescrito como

xy? —x=y(xy+1)+0)(y* =D+ (—x—y)|

Agora, dividindo f por f>, tem-se a; = x e o resto r = 0. Assim, f pode ser reescrito

como [xy> —x=x(y* =1+ (0)(xy +1)+0|.

O segundo célculo mostra que fe < fis f2>. Entdo, o primeiro cédlculo mostra que

mesmo que f € < fis f2> , ainda € possivel obter um resto ndo nulo na divisdo por F =(f,, f,).

Assim, conclui-se que o algoritmo da divisdo dado no Teorema 1 é uma generalizacio
imperfeita de seu equivalente em uma varidvel. Para remediar esta situacio, quando deseja-se

resolver algum problema com uma colecio de polindmios f,...,f € k[x,...x,], €
frequentemente desejdvel passar para o ideal que eles geram. Isto permite fazer de f,,..., f,

um conjunto gerador diferente para /. Pode-se ainda perguntar se existe um conjunto gerador
“bom” para I. Para tal conjunto, deseja-se que o resto r na divisdo pelos geradores “bons” seja
unicamente determinado e a condi¢do r = 0 deve ser equivalente ao membro do ideal. Na

secdo 5 serd visto que as Bases de Groebner t€m estas propriedades “boas”.

3. Ideais Monomiais e Lema de Dickson

Seja o problema de descrigdo de Ideal: Todo ideal I c k[x,,...,x,] possui um conjunto
de geradores finito? Em outras palavras, podemos escrever [ =< Sisees fx> para algum

fieklx,...x,1?
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Este problema serd considerado para o caso de ideais monomiais. Isto exigird um
estudo cuidadoso das propriedades destes ideais. Os resultados terdo também uma aplicacao

inesperada para ordenagdes monomiais.

Para comecar, sdo definidos ideais monomiais em k[x,,...,x,].

Defini¢ao 6: Um ideal / c k[x,,...,x,] € um ideal monomial se existe um subconjunto
Ac Z, (possivelmente finito) tal que / consiste de todos os polindmios que sdo somas
finitas da forma Z%A h,x“ ,onde h, € k[x,,...,x,]. Neste caso, escrevemos: [ = <x“ :oe A> .
Um exemplo de ideal monomial € dado por: [ = <x4y2,x3y4, x2y5>ck[x, y]. Exemplos

mais interessantes serdo dados posteriormente.

Teorema 2: (Lema de Dickson) Um ideal monomial [ :<x"’ o€ A>Ck[xl,...,xn]

pode ser escrito na forma: [ =<x““),...,x“(‘)>, onde a(l),...,a(s)e A. Em particular, I tem

uma base finita.

4. O Teorema da Base de Hilbert e as Bases de Groebner

Nesta secdo € dada uma solugcdo completa do problema de descricdo ideal. Este
tratamento também conduz as bases ideais com “boas” propriedades relativas ao algoritmo da
divisdo introduzido anteriormente. A ideia chave a ser usada € escolher uma ordenagdo

monomial, cada f € k[x,,....,x,] tem um unico termo dominante LT(f ). Entdo, para algum

n

ideal I, pode-se definir seus ideais de termos dominantes como segue:

Definicao 7: Seja I c k[x,,...,x,] um ideal monomial exceto {0}.
(i) Denota-se por LT(/) o conjunto dos termos dominantes dos elementos de /. Assim,

LT(I) ={cx“ . existe felcomLT(f)= cx“} )

(i1) Denota-se por <LT(I )> o ideal gerado pelos elementos de LT(/ ).
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Tem-se visto que os termos dominantes t€ém uma importante regra no algoritmo da

divisdo. Isto traz um sutil, porém importante ponto relativo a <LT(I )>. A saber, se dado um
conjunto gerador finito para I, por exemplo, I=<f1,...,fs>, entio <LT(fl),...,LT(fX)> e
<LT(I )> deve ter ideais diferentes. E verdade que LT(f)eLT( )C<LT([ )> por definicdo,

que implica <LT(f1),...,LT(fS)>C<LT(I)>. No entanto, <LT(1)> pode ser estritamente

grande.

Para ver isto, considere o seguinte exemplo.

Exemplo: Seja [ = <f1,f2>, onde f,=x’-2xy, f,=x"y—2y"+x e ordem grlex para
os mondmios em k[x,y]. Entdo x.(x’y—2y>+x)— y(x’ —2xy) =x>, tal que x° € I. Assim,
x*=LT(x*)e (LT(I)), mas x* ndo & divisivel por LT(f,)=x" ou LT(f,)=x"y, tal que

X <LT(fl),LT(f2)> pelo Teorema 2 da sec¢do 3.

Agora € mostrado que <LT(I )>é um ideal monomial, isto permitird a aplicacdo dos

resultados da secdo 3. Em particular, seguird que <LT(I )>é gerado por muitos termos

dominantes.

Proposicao 1: Seja [ c k[x,,...,x,] um ideal.
(i) (LT (1)) é um ideal monomial.

(i) Existem g,,...,g,€ I tal que (LT(I))=(LT(g)),....LT(g,)).

A Proposicdo 1 e o Algoritmo da Divisdo sdo utilizados para provar a existéncia de um
conjunto finito de geradores de todo ideal polinomial, e assim, dar uma resposta afirmativa

para o problema de descricdo ideal.
Seja, I ck[x,,...,x,] um ideal e considere o ideal associado (LT(I)> como na

definicdo 7. Como sempre, deve-se selecionar uma ordem monomial para usar no algoritmo

da divisdo e no calculo dos termos dominantes.



203

Teorema 3: (Teorema da Base de Hilbert) Todo ideal I ck[x,,....x,] tem um

conjunto gerador finito que é [ = <g1,..., g,> para algum g ,....,.g,€ 1.

Além disto, para responder o problema de descri¢do de ideal, a base {g,,...,g,} usada
na  demonstracio do  Teorema 3 tem a  propriedade especial que
(LT(1))=(LT(g,),...LT(g,)) -

Como visto no exemplo anterior, nem todas as bases de um ideal se comportam deste

jeito. A seguir, sdo definidas tais bases especiais.

Defini¢do 8: Fixe uma ordem monomial. Um subconjunto finito G ={g,,...,g,} de um
ideal I é dito Base de Groebner (ou base padrdo) se <LT(g1), s LT(gt)> = <LT(I)> .

Equivalentemente, porém mais informalmente, um conjunto G ={g,,....g,}< 1 ¢é uma

base de Groebner se, e somente se, o termo dominante de qualquer elemento de I € divisivel
por um dos LT(g;), pelo Teorema 2, secao 3.

A prova do Teorema 3 também estabelece o seguinte resultado:

Corolario 1: Fixe uma ordem monomial. Entéo todo ideal / c k[x,,...,x,], exceto {0},

tem uma base de Groebner. Além disso, qualquer base de Groebner para um ideal / é uma
base de 1.

Na préxima se¢do, sao estudadas as propriedades das bases de Groebner com mais
detalhes, e, em particular, é visto como elas dio uma solu¢do para o problema do membro
ideal. As bases de Groebner s@o “bons” conjuntos geradores.

Para alguns exemplos de base de Groebner, considere o ideal / do exemplo anterior que
tinha base {f,, f,} = {x3 —2xy, X’y =2y" + x} .

Entdo {f,, f,} ndo é uma base de Groebner para I com relagdo a ordem griex ja que foi
visto no exemplo que x° e <LT(I)>, mas x° ¢ <LT(fl),LT(f2)>. Na se¢do 6 serd visto como
encontrar uma base de Groebner.

A seguir, considere o ideal J =<g1,g2>=<x+z, y—z>. Pode-se afirmar que g; e g»

formam uma base de Groebner usando a ordem lex em R[x,y, z]. Assim, deve-se mostrar que
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a forma inicial de cada elemento niao nulo de J estd no ideal (LT( 8),LT( g2)> = <x, y>. Pelo

7z

Teorema 2 da secdo 3, isto € equivalente a mostrar que o termo dominante de qualquer
elemento nao nulo de J € divisivel por x ou y.

Para provar isto, considere algum f = Ag, + Bg, € J . Supondo o contrdrio, ou seja, que

f € ndo nulo e LT(f) ndo € divisivel por x e nem y. Entdo, pela definicdo de ordem lex, f deve

ser um polindbmio em z (apenas). No entanto, f desaparece no subespago linear
L=V(x+z, y-z)cR’, ja que feJ.E fcil verificar que (x,y,z)=(-t,t,f)€ L, para
qualquer € R . O tnico polindmio em z que desaparece em todos estes pontos € o polindmio
zero, que € uma contradi¢do. Segue que < 8 g2> ¢ uma base de Groebner para J.

Na secdo 5 serd visto um jeito mais sistemdtico para detectar quando uma base € base

de Groebner.

5. Propriedades das Bases de Groebner

Como mostrado na se¢do anterior, todo ideal ndo nulo / C k[x,,...,x,] possui uma base
de Groebner. Nesta se¢do, sdo estudadas as propriedades das bases de Groebner e apresentado
como detectar quando uma base dada € base de Groebner. Inicia-se mostrando que o
comportamento indesejavel do algoritmo da divisdo em k[x,,...,x, ], visto anteriormente, nao
ocorre quando divide-se por elementos de uma base de Groebner.

Prova-se, primeiramente, que o resto ¢ unicamente determinado quando divide-se por

uma base de Groebner:

Proposicio 2: Seja G={g,...g,} uma base de Groebner para um ideal

I cklx,...,x,] e seja fekl[x,..,x ]. Entdo existe um unico re k[x,...x,] com as

seguintes propriedades:

(1) Nenhum termo de r € divisivel por qualquer um dos termos LT(g,),...,LT(g,) .

(i1) Existe ge I talque f=g+r.

Em particular, r é o resto da divisao de f por G, nao importando como os elementos de

G estdo listados quando usado o algoritmo da divisdo.
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O resto r € algumas vezes, chamado de forma normal de f. Na verdade, as bases de
Groebner podem ser caracterizadas pela unicidade do resto (ver Teorema 5.35 de BECKER
and WEISPFENNING, 1993) para estas e outras condicdes equivalentes para ser uma base de
Groebner.

Embora o resto seja tnico, mesmo para uma base de Groebner, os quocientes a;

produzidos pelo algoritmo de divisdo, f =a,f, +...+a f, +r, podem mudar se listamos os

geradores em uma ordem diferente.

A seguir, é dado um critério para saber quando um polindmio estd em um ideal.

Corolario 2: Seja G={g,,....g,} uma base de Groebner para um ideal 7 c k[x,,...,x,]

eseja fekl[x,...,x,]. Entdo f e I se, e somente se, o resto da divisdo de f por G for zero.

A propriedade dada no coroldrio 2 € algumas vezes tida como a defini¢do da base de

Groebner, j4 que pode mostrar que ¢é verdade se, e somente  se,

<LT(g1),...,LT(gt)> = <LT(I )> . Para esta e condi¢des similares equivalentes serem uma base

de Groebner, ver proposicao 5.38 de BECKER e WEISPFENNING, 1993.
Usando o corolédrio 2, obtém-se um algoritmo para decidir se um dado polindémio f
pertence ou ndo ao ideal /, desde que seja conhecida uma base de Groebner G para o ideal em

questdo — basta calcular o resto com respeito a G para determinar se f e [.

Definicao 9: Escreve-se ?F para o resto da divisdo de f pela s-upla ordenada
F= (f1 ,...,fs). Se F é uma base de Groebner para (fl ,...,fs>, entdo pode-se considerar F

como um conjunto (sem qualquer ordem particular) pela proposicao 2.

Por exemplo, com F = (x*y—y?, x*y* — y*)ck[x, y], usando a ordem lex, tem-se:

—F
x’y =xy’ (resto dadivisio de f =x’y pela base F).
Ja com o algoritmo da divisdo, tem-se:

f=xy=(+x)(xy—y)+0.(x*y* = y*) + xy°
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A seguir, serd discutido como determinar se um dado conjunto de gerador de um ideal é

uma base de Groebner. Como tem-se indicado, para { Siseeos fx} ser uma base de Groebner é

possivel ocorrer que combinagdes polinomiais de f; cujos termos dominantes ndo estio no

ideal gerado pelos LT(f; ). Uma forma disto ocorrer é se os termos dominantes em uma
combinagio adequada ax®f,—bx’f ; se cancelam, deixando apenas os menores termos. Por
outro lado, ax”f, —bx* f ; € I, entdo seu termo dominante estd em <LT(I )>. Para estudar este

fendmeno de cancelamento, sdo introduzidas as seguintes combinagdes especiais.

Definicao 10: Sejam f, g e k|[x,,...,x,] polindmios ndo nulos.

(i) Se multideg(f ) =a e multideg(g) =4, entdo seja y=(},....7,), onde
7, =max(«;, §;) para cada i. Chama-se x” de minimo miltiplo comum de LM(f) e LM(g ),
e escreve-se x” = LCM((f), LM(g)).

(i1) O polindmio de fe g é a combinagao

/4

X X
=iy T ®

v

Para exemplificar, considere f=x’y*—x*y’+x e g=3x*y+y*> em R[x,y], com a
ordem grlex.
Entdo, y=max(3,4;2,1) = y=(4,2) = x"=x*y* e
4.2 x4y2

X
S(f,8) == () =Py +x)—
X'y 3

x4y(3x4y+y2)-

1
Simplificando, tem-se: [S(f,g)=—-x"y’ +x° -3 ¥

Um S-polindmio S(f,g)é ‘“designado” para produzir cancelamento de termos

dominantes. Na verdade, o seguinte lema mostra que todo cancelamento de termos

dominantes entre polindmios de mesmo multigrau resulta deste tipo de cancelamento.
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Lema 1: Suponha que temos a soma Zci f;,onde ¢, € k e multideg(f; ) =d€Z’,, para
i=1

todo i. Se multideg(ch. f;) < &, entdo ZQ f; € uma combinac¢do linear, com coeficientes
i=1 i=1

em k, dos S-polindmios S(f,g),para 1< j, k<s. Além disso, cada S(f;, f,) tem multigrau

<0.

Quando f,..., f, satisfaz as hipéteses do lema 5, chega-se a uma equagdo da forma:

ici-ﬁ' :icﬂiks(fj’fk)

Considere onde o cancelamento ocorre. Na soma da esquerda, cada parcela c,f, tem

multigrau J, entdo o cancelamento ocorre apenas depois de somd-los. No entanto, na soma

da direita, cada parcela ¢, S(f;, f,) tem multigrau < &, e af o cancelamento tem jd ocorrido.

Intuitivamente, isto significa que todo cancelamento pode ser representado pelos S-
polindmios.
Usando S-polindmios e o lema 5, pode-se provar o seguinte critério de Buchberger para

verificar quando uma base de um ideal é base de Groebner.

Teorema 4: Seja [ um ideal polinomial. Entdo a base G ={g,,...,g,} paralé uma base
de Groebner para /, se, e somente se, para todos os pares i # j, o resto da divisdo de S(g;,g;)

por G (listada nesta ordem) for zero.

Este Teorema é algumas vezes chamado de “critério S-par de Buchberger” e ¢ um dos
resultados chave sobre as bases de Groebner. Tem-se visto que as bases de Groebner tém
muitas propriedades boas, porém, até agora, tem sido dificil determinar se uma base de um
ideal é base de Groebner (os exemplos anteriores foram triviais). Usando o critério S-par, no
entanto, € agora facil mostrar se uma dada base é base de Groebner. Além disso, na proxima
secdo serd visto que o critério S-par também conduz naturalmente a um algoritmo para

calcular as bases de Groebner.

Para exemplificar como usar o Teorema 4, considere o ideal I = < y— X z— x3> .
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Afirma-se que G = { y—x>,z7— x3} € uma base de Groebner para a ordem lex com y > 7

> x. Para provar isto, considere o S-polindmio:

S(y-xz-x) =L (y-)-L(z-x) = |SG-rz-x)=—2 + ¥’
y V4

Usando o algoritmo da divisao:
.. 2 3 _ 2 _ .3 _ 2 5
Dividindo S(y—x",z—x") por f=y—x", tem-se a,=x" e oresto r=—zx"+x, €
como LT(resto) divide g = z—x’, tem-se a,= —x* e o resto é zero.

Assim, S(f,g)=—zx"+ yx’ pode ser reescrito como:

—zx? +yx3 =x3(y—x2)+(—x2)(z—x3)+0.

Logo, S(y—x>,z— %) =0. Assim, pelo Teorema 4, G é uma base de Groebner para /.

Observe que para a ordem lex com x >y > z, G ndo é base de Groebner.

6. Algoritmo de Buchberger

No corolario 1 da se¢do 4, foi visto que todo ideal em k[x,,...,x, ], exceto {0}, tem

uma base de Groebner. Infelizmente, a demonstragdo dada foi ndo construtiva no sentido que
nao foi falado como produzir a base de Groebner. Entdo, agora retorna-se a questao.

Dado um ideal I c k[x,,...,x,], como construir uma base de Groebner para /?

Para ver as idéias principais que estdo “por trds” do método que serd usado, retorna-se

ao ideal do exemplo da se¢do 4 e procede-se como segue:

Exemplo: Considere o anel k[x,y] com ordem grlex e seja
I1=(f.1,) :<x3 —2xy,x°y—2y* +x>. Recordar que {f,, f,} ndo é uma base de Groebner
paraljé que LT (S(f,, f,))=—x"& (LT(f,),LT(f,)).

Para produzir uma base de Groebner, uma ideia natural € tentar primeiro estender o

conjunto de geradores original para uma base de Groebner adicionando mais polindmios em /.
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Isto ndo acrescenta nada de novo, até mesmo introduz um elemento de redundancia. No
entanto, a informacao extra que obtém-se de uma base de Groebner pode compensar isto.
Quais geradores novos devem ser adicionados? Pelo que tem sido dito sobre os S-

polindmios, a ideia que € apresentada aparece naturalmente.
Tem-se S(f,,f,)=—x>e 1, e seu resto na divisdo por F =(f,,f,) é —x*, que ndo é

. ) . . 2
nulo. Dai deve-se incluir o resto no conjunto de geradores, como um novo gerador f, =—x".

Se for adotado F = ( fi. 6 fs ), pode-se usar o Teorema 4 para testar se este novo conjunto €

uma base de Groebner para /.

Calcula-se S(f,, f,)=f;, e entdo S(fl,fz)F =0.

S(ﬁ,f3):%-(x3 —ny)—%(—xz)z—ny, mas S(fl,f3)F =-2xy#0.

Seja f, =—2xy, devemos adicionar f, ao conjunto de geradores.

Fazendo F =(f,. f,.fs f,). tem=se: S(f,.f,) =S(f,.f,) =0.

3

x X ,
S(fl,f4)=x—3y-(x3—2xy)— 2;y(—2xy)=—2xy2 = S(f.f)=-2x"=)f, e ai,

—F

S(fh. 1) =0,

2 2

S(fz,m:%-(xzy—zyz+x>—(_x2j2)<—2x2) = [S(f,£)==2y"+x| mas

S f) ==2y+x#0.

Assim, deve-se também adicionar f,=-2y’+x ao conjunto gerador. Fazendo

F=(f, fo fss fas f5)» € possivel calcular S(f,.,fj)F =0,V 1<i<j<5.
Pelo Teorema 6, segue que uma base de Groebner grlex para o ideal / ¢ dada por:

{f‘l’fz’f‘g?f;’fs} :{x3_2)Cy?x2y_2y2+x’_x2’_2)cy’_2y2+x}'

O exemplo acima sugere que, em geral, ¢ desejdvel tentar estender uma base F para
. . . - —F
uma base de Groebner, adicionando sucessivamente, restos nao nulos S(f;, f j) a F. Esta

ideia € uma consequéncia natural do critério S-par e conduz ao seguinte algoritmo devido a

Buchberger, para calcular uma Base de Groebner.
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Teorema 5: Seja I =(f,,..., f,) #{0} um ideal polinomial. Entdo a Base de Groebner

para I pode ser construida em um nimero finito de passos pelo seguinte algoritmo:

Entrada: F =(f,,.... f,)

Saida: uma base de Groebner G =(g,,....g,) paral,com F cG.

G=F
Repetir
G'=F

para cada par {p,q},p#q em G', S:=S(p,q)G'
se S #0 entdo G :=GuU{S}
até G=G'



ANEXO II

APRESENTACAO DA SUPERFICIE Cj

C, =—12rd)’d; +180r,d,’r; +90r dy’r} =187 dy*d} +60rdSd,’ —60r d,'d]
=30rd)’d; +155/djr} —20rd?d) —90d;d{ —20d,*d? + 60r, " d r!
=247 d)’r? +96r7did; v} +18r d) —60d,°r] +36d.°d," —90r, d\°r]
—60d."d;rf =361, d,’r; +30rd}d;r° +120d,°d; +15d}d}r} —90r;d)’d;r]
43067, rdid! —20dd] +60did r; —300dy*d) —36dyd,r, —102r)d;d]r!
+120r7ddy +24r)d2d;r) +60r,' s dsd; +90did; ! +240rdid, ]
—18rd;" —6d."d,” —24r d;d}r] —36r'd)d} —12didr) +102r°d}d; r}
+48r7d )} —138rrdid; +180r vl d)’d; +24r, did v} +15r 1) d;

—60rd) d}r} +12r0dy —138r' vl did; — 647 d] —60r,'d)’r} +102r'rdld;

—-90d,°d,” +120d,°d? +12r,d)° — 6d.’r] +15d;d} + 241 d)’d) +12r.d) d,r}
+1021, 1 d2d; —18rdd; v} —36r'rdy)d] —12r dy* — 247 d)'r}
—1548r'r}did} +60d) ! =121} did} —24r)r)d}d; +18r, d}d;r} +36d.°d;
—12r,d}d) —18r)d?d; 1} +15d}d; +60dy°r] —6d)'d) + 725 rd) d;
+120d5d? —60d,°r! —90dy*d} —6r,d,’r] +204r d d;r} — 121 d}'d,
—900d."r,'r; d; +306r, r}did} —6d. d; +400d,’d; —18r,°d,’d;r; —90d,’d
+61,°dY —120r ' d) d; +102r v d}d; +24rd) d; + 24K} d d]r}

—12r,d{d,’ —102r)d2d ;] —90dy d;} +12r7d)"r! —198r)d d !
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+24r°d;d}r} —978r 0 d)’d; —90d, d; +36r;d)'r] +306rr did; —20d}d,’
+121,°d2d 1} +61,°d d;r° =125 dir? +90r did;rd +6d;°r)

=504r rPdid;} —60dy°r) +36dyd; +36d,°d; —24r)rd}d; —6d)"d; —6d,’r)°
=282r'd)’d}r} —12r°rldid; +dVr +dV '+ n +dyd) +120d5d,]
-300d,°d; +225dy°d; +225d3d; +15d}d; +15d;°r] +15d,°r +15d;°r;
+15d7 1 +90d3°r +15d)7 1 —6d3°r) +15d.°r8 +15d°d]} +225d)°d; —90d,"d;
+15d5d;? +15d,°d} +15d)r +15d)°r +225d)d; —90d,°d; —6d;d) +6d)'r)"
+30d'r] +6r7d7 +20d ! =121 d® +12r)d)* —300d)*d} +20d3°r? —30dy* !
—18r7dy* —30r7d° —60dy'r) +6r;d)” —20d)7 10 +12r)d)° +6d)*r,° +20d)’r!
—300d,°d} +dy* +15d;° +15d,° —6d)* —6d7* —20d,* —12d5d ;) +30r,d}’r]
+60d5d ] —12d7dr; —12d3d,r} —6did}r; —60d;r;d? +90d, 1, d}
—-60d.rd? —90d;r; d? +30d;r;d;} +60did;r; —180d."d;r; —60d.'d;r;
+60d:°d;r} —120d°d0r) +60didr; +61,d)"r; —60d, 1, d)’ +18d.°d;r}
+180d5dr —120d.°dr] +90d;r;d) —30d; 1) d)’ +48did ) r; —90d d;r}
+18didSr] +90r°dlr) +180r dsry +60r,d)’r} —30r'd) d; +18r d;r)°
=36r0dyd; +90rd,’d; —6r}d) d; +30rd,’d; —60r}did,” +120r]d}*d,
—180r7d)’d; +120r7dyd! —30r;d.’d,’ +90r;dy*d} +121,dyd] + 617 d) d,’
—18r7dd; +1217dd;} +60r,d e +90r dy ' r} +15r dSd; +300rd)’r!
+90rder® +60rdid? +12r0d) d} +36r0d) d; +36r0d,’d} +12rd)°d;
+20r°dyd) —36r0dyd] —60r’dyd] +18ridyd; —36r'd)d; —30r d,’d;
+18r°d)’d; +15rdid} —6r,°d)d; +6r)°dYd; —72rd)’d} — 72 d) d;
+24r'd)d; —60r did] +48r'd\’d; +48r}dYd] —12r}dy'd} —12rd}*d;
—60r'd)"d} —180r7d}’d; +60r;d)’d; — 60r;d\°d;} +36r,dy ) + 481, dy'r!
+6r7d)’r? =181 d)’r)’ +121, dy’r + 9017 d) ! 41201, d,°r? — 1807, dy'r!
+72r7dy ) +367d2 ) —60r;dy°d; —120rdyd] +18r,d}’d,’ +90r, dd;

—60r,d)°d? +30r7d)d} —6r)dYd)’ —30r)d’d; +60r; d\*d; +180r)d)*d
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+361,°d 1’ —61,"d)’d; +6r,°d;r)> =36rdy'd; +300r, d)'r} —120r'd}*r
+48r'd)’d; +48r)d) d] —60r d)'d] — 361 d)'r] —60r, d)’d; —180r;,d,°r;
=901 d)’r} —180r,d)°d} —90r; dd} +36r,d) v, —6r7d, d; +18r;d) d;
=3067ryd,d? —102dSr r; d} —138dSr)r; d} +24dir ) d; +978r 1, d}d}°
702171 dlds +181 ) didS +990r rid;}dy} +306d5r rid; —198d d; rlr)
+108dd;rir) —168r 1y d,dy +102d,d)rr; +144dirrd; —306dd,r’T;
+495d}d,rr) +102d}d; rl 1l +198d0ri i d] +240dir dir) —504d, ) dir}
+96d. 1) dir] —648d, 1) rld? +102d; 1) r}d? +204d0r) rld} — 432d} 1 dY ]
+126d,°r 1) d; +18r 1, dSdS + 541 1, d,d} +828dd r, r; —396d,d r'ry
—528d3r’r d; +198d2d; i r) +828d d ) ) —138dsd v vy —102r0r0d]}d;
=702d}d}r’r} —126r,d,°d; v} +12rdid]ry —396r d d;r} +60r ridid;
+54r0did;r} —90r rid ) d; + 6171 dy)d)’ — 4325 v dyYd) + 725 1 dYd;
+3007; 7 dy ) + 24 did) +300r i d) d; —102r; r}dld)

+978r, 1 d)dS +102r7 1 d, d} —138r; r}did} —24r 1} d) d;
—1086r, 17 dyYd; —36r 1 d) d; + 487 1} dyd] +126r, 1} d)"d} + 30, rd)d;
=361, rdyd) —60r; 1) di°d; —282r 1 d)’d} — 3067, 1) did} +1020r v d) d;
—24r} 1l dd} —504r rdidl —300n 1 dy d] +96r)didlr! +204r did )
1361 1 dydS + 2761 1 d) d] + 607 i dy d; — 3061 e did] —138r rid;d)
+900r 1’ d)’d; + 487 1 dy d) —108r 0 d)’dy —432r, rldy d; +144r v dSd]
+102r7 ' d}d) +1085 ' d)’d? + 241} 1°did; +30r, 1r,°d)’d; + 240 rid}d;
+96r i did; —126r 1 d)’d; + 607 rid) d} +90r ' dy d; —102r i d d,
+60r 10 d)’d] +276mdyd; ] +282r' dyd] ! —168r ridid; —648r'd d T
+648r'd d] ) —198r'dld; vy +198r did;r} —168r; did r} +120r r’dy d;
+60r; 1 dyd! +990r rid d) +102r, rididS +102r 1, dld; —396r, did}r]
+36r; 7 dyd) —180r, ) d,’d; +72r,' v} d) d; —300r, r}dy'd; —900r,' r’d,’d]

+240r; rldid} +1020r 17 d) dy — 185 d)’d; +282r' ) d)’d; +102r) v d}d;
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—1086rn' ' d)Yd; —138r'r}did) +d) +d7* —120r'd)’rl =121 d5r,°
+90r,d)"r,° — 601, d)’r} + 905, d\*r} +361,°d)’r] +301,°d,’r] +1201,"dyr!
+907,°d,’r} +90r,°d} 1} + 484y d vy —61,°r,°d; +61,°r,°d} —6d;d;r,
+15d;d}r]} +15d7dr) +90r dy'ry =181 d)’r +30n,°d}rd + 60, d}r;
—6n,°d)’d; +12r0d)r° + 61 °d)’r] + 61,1, d; + 201 dSr — 601 d,’d;
=20r)dyd] +48r)dY ] +60r d, ) +20r r dy — 361 dy d; — 201 r’d]
+721dyr + 1210 d)r) + 48K dS Y + 601 d)’ ) —12r)did] +60r d, d}
=36r)dyd; +36r,d) d} +20rdr? +120rd)°r) +400rd)’r +120r d;r°
+300rd)°r +300r°d) r) +12010dy r) + 60 dSr +15d5 s +225d3r
+225dr ) +15d3r 7 +225d i) +90d,°d, ) —6d.°d, v, +15d,°d, ¥}
+15ddSr) +15dYd) ) +15r ' d]} +15d ' ry +90d3rry —6dir'r)
=36dyr'r +60r°dSr) +36r dd) —20rdid) —12rd)"d] +120rd)"r}
+15d ' n” +15d5rr” +225d,°r'r) +180d, d; v} +48d)’d v, —12d.°d;r!
=36d.’r’r; —72d) d}r; +180didr; —90dyd;r} —12d,°d; v +120d3’d;r;
+24d°d}r} —120dYd])r} +48d3d)r) +18rd)’d, —528r d d ) ]
—432r)dd ] —978r dy d ) =102 d) d )y —1548r d) d, !

=702 r’did; —198r’dyd ), —828r d d, r? —396r d d;r —108rd ) d; ]
+102r0d}d0r} +648rdid] r) —828r dld; 1y —504r ki did; +198rSd dlr]
—138r0did,}r} +102r r}d}d} +204rSd]d} v} —168r0did])r! +15d3dr)r}
—180r 1 d) d; +12r 17 d)’d] +48r rldy d) — 24r r d) d; —120rrd} d;
—12r0rddd} +900rd ) d}r] +180r Kl did; +60r ridid] + 201 ridid]
+A8r rdid) +120r rd)’d; +102r rld d) — 1021 rd2d? +60r s, d d;
+102r°d]d;r)° =102 d}d; ¥} +495r ) d}d} —36d, r'r)d] +90d;rr) d]
+2331r)did] ) +495d,d;rir) +495d d}r}r} —6dir i d} +24r)d d; T’

+15rrd}d}
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