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RESUMO

Os Elementos Finitos no Estudo de Eletromagnetismo
Utilizando osSoftwareGmsh/GetDP

Esta dissertacdo tem como objetivo estudar e deblemvmodelos
matematicos bidimensionais e tridimensionais, ldeagm conta as equacdes de
Maxwell as leis de comportamento dos materiais e as @@eglide contorno.
Além disso, apresenta a discretizacdo dos camplosnpé&todo de elementos
finitos utilizando o método d&alerkin destinados a analise de problemas de
eletromagnetismo, e em particular os problemadeteostatica, magnetostatica
e eletrocinética.

Para o desenvolvimento deste estudo optou-se pilizaut duas
ferramentas computacionais de uso publico o Gnashrifree-Dimensional
Finite Element Mesh Generator With Built in Pre ambst Processing
Facilities) gerador de malhas de elementos finitos em 3D gages as
facilidades de pré e pos-processamentoGetbP A General Environment for
the Treatment of Discrete Problemgara tratamento de problemas discretos
modelados através de equacdes diferenciais.

Foi aplicado o método de elementos finitos na fdagao eletrostatica,
magnetostatica e eletrocinética para alguns cda3oprimeiro caso simula o
potencial escalar elétrico bidimensional e tridisienal de um capacitor com
dielétricos, o segundo caso simula o vetor poténtagnético tridimensional de

um toroide e o terceiro caso simula um circuitériel@ com resistores.

Palavras chave: Elementos Finitos, Eletromagnetism&oftware Gmsh e

GetDP, Métodos Numeéricos, Equactesviixwell
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ABSTRACT

The Finite Element Method in Electromagnetics Stuging
The Software Gmsh/GetDP

The aim of this master thesis is to study and agvelo-dimensional and
three-dimensional mathematical models, taking irdocount Maxwell's
equations, the laws of material behavior and bondanditions. Moreover,
have discretization fields by finite element meth®ing the Galerkin approach
for electromagnetic analysis, and particularly peois of electrostatics,
magnetostatic and electrokinetic.

For the development of such a study two freewamapdational tools
were chosen to use the Gmsh (A Three-DimensionaiteFElement Mesh
Generator With Built in Pre and Post Processingliies) mesh generator of
3D finite element added to facilities for pre arakpprocessing and the GetDP
(General Environment For The Treatment Of Discr@mblems) for the
treatment of discrete problems modeled using ditsakequations.

It was applied the finite element method electitostanagnetostatic and
electrokinetic formulation for some cases. Thet fagse simulates the electric
scalar potential in a two-dimensional and threeetigional capacitor with a
dielectric, the second case simulates the threewBronal magnetic vector

potential of a toroid and the third case simulategcuit of resistors.

Keywords: Finite Elements, Electromagnetics, Software GmeH &etDP,

Numerical Methods, Maxwell's Equations.
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Capitulo 1 — Introducao

1 Introducao

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Muitos problemas fisicos sdo desenvolvidos mateeaiente na forma
de equacOes diferenciais parciais e ordinariasa Bae a solucdo seja exata
utiliza-se o método de solucdo analitica encontrattavés de métodos
algébricos e diferenciais aplicados a geometriasntorno particulares. Torna-
se quase impossivel a obtencdo de solucbes exatasnetodos analiticos de
diferentes geometrias e condi¢cbes de contorno.

Desenvolveu-se o primeiro método numérico, o métdas diferencas
finitas, com o objetivo de resolver equacdes difeias parciais (EDP). O
dominio da solucdo neste método é dividido em uifiarde pontos. A EDP é
aplicada a cada né e as derivadas sdo substitpatadiferencas finitas. Em
especial, torna-se dificil a aplicacdo em sistermas geometria irregular,
condi¢cOes de contorno nao usuais.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) consiste enod@s numeéricos
diferentes que aproximam a solucdo de problemaslvidss por equacoes
diferenciais parciais ou ordinarias (EDO) atravesdbdivisdo da geometria em
elementos menores, definidos como elementos finios quais a aproximacao
da solucao exata resolve por interpolacédo de utng&maproximada.

O uso de elementos aproxima 0s sistemas com geamétegulares,
além de valores desconhecidos serem gerados camtémie por meio do
dominio de toda solucéo, em vez de pontos isolados.

A seguir sdo denifidas as etapas para aplicacidede
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Etapas para aplicacdo do Método dos ElementooFEinit
* Pré-Processamento:
o Definicdo do problema e do dominio;
o Discretizacdo ou divisdo do dominio em elementos;
* Processamento:
o Obter as equacotes dos elementos;
o Escolha da funcédo de aproximacao;
= Método dos Residuos Ponderados;
» Método deGalerkin
» Meétodo da Colocacao;
* Método do Subdominio;
* Método dos Minimos Quadrados;
0 Montagem ou colocacgao das equacdes dos elementas;ju
o Acréscimo das condicdes iniciais e de contorno;
0 Solucéao do sistema linear (ou nao linear);
» Pd4s-Processamento:
o Apresentacdo dos resultados ou visualizacdo grafica

o Determinacao de variaveis secundarias.

Mesmo que o método tenha sido originalmente de$eédwvopara a
analise de sistemas estruturais, tem sido utilizemestudo de engenharia, nos
dominios da mecanica dos solidos, dos fluidosrat@gnetismo, transmissao
de calor, de massa e na eletrostatica, dentresouém de sua adequacao a
programacdo em computadores digitais, a sua efiai@nflexibilidade, o MEF
tem hoje uma grande difusdo tanto no meio acadéeswcoo no industrial,
estando disponivel em grande namercaowareexistentes no mercado: livre
(FEMM e GMSH/GETDP) e comercial (ANSYS, COMSOL, FXUBD, etc.).
Alguns exemplos de aplicacdes praticas do MEF Is&trados nas Figuras 1.1,
1.2e1.3.
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Figura 1.1 - Andlise por MEF do resfriamento de untaarra metélica.
[Fonte: http://www.comsol.con(Comsol)]

Figura 1.2 — Simulacao de impacto em palhetas deauturbina pelo MEF.
[Fonte: http://www.ansys.confAnsys)]

——

Tmp
15.9 253 491
[ B— ]

Figura 1.3 — Simulacéo de transferéncia de calomiiativa entre dois discos coaxiais e
paralelos em 2D axissimétrica pelo MEF.

[Fonte: http://www.geuz.org/getd{GetDP)]

Contudo, deve ser lembrado que a utilizacdo degtegramas e a
visualizacdo dos resultados requerem os conheaeatds fundamentos do

MEF, por parte do Engenheiro.
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1.2 MOTIVACAO

A cada dia torna-se necessario o0 uso de dispcosithagnéticos, seja em
geracdo de energia, em eletrodomésticos ou emsotiras de equipamentos.
Mesmo em segmentos como o automobilismo, no quapise os motores a
combustdo reinaram, as maquinas elétricas se toumaan alternativa muito
promissora para reduzir a emissao de gases paduente

Vém sendo desenvolvidos diferentes tipos de maguende dispositivos
magnéticos com o intuito de suprir esta demandaef£sequipamentos
proporcionam a minimizacao das dimensodes, a mémércia, 0 menor custo
e, muitas vezes, uma alternativa ecologicamenteergup aos métodos
frequentemente utilizados.

Sao as equacOes dMaxwell que descrevem o comportamento
eletromagnético desses equipamentos. Normalmenteoraplexidade dos
célculos faz com que seja quase impossivel reaizatculo analitico relativo a
esse dispositivo pelas interacbes entre diferentederiais, geometrias
irregulares e demais aspectos construtivos [1].

Com o avanco dos computadores, as técnicas delacataumérico
puderam ser usadas para resolver problemas denstginetismo, utilizam-se os
métodos de elementos finitos, dos momentos, dasedifas finitas e outros [1].

Especialmente para o calculo eletromagnético emabafrequéncias,
utiliza-se geralmente o método de elementos finiRera diversos tipos de
dispositivos, 0s que apresentam uma geometriaufesit ou de fluxo
magnético) predominante em duas dimensdes [2].

A representacdo bidimensional simplifica bastangerablema tanto do
ponto de vista de formulacdes como da ferramentapatacional, mas é em
alguns casos restritiva. A representacdo em tn@erdides por outro lado é
menos restritiva, mas apresenta ainda hoje gratifiesldades tanto ao nivel de

formulacdo matematica como na execucdo computdci@ndesenvolvimento

4
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de modelos matematicos de eletromagnetismo em éués dimensdes e

simulacdes ermoftwaregratuito sdo 0s assuntos desta dissertacao.

1.3 OBJETIVOS DA DISSERTACAO

Este trabalho consiste no estudo e desenvolvimal@o modelos
matematicos e numéricos, levando em conta as egsiaglaxwell as leis de
comportamento dos materiais e as condicdes de romnto Além disso,
apresenta a discretizacdo dos campos pelo métodelatmentos finitos
utiizando o método deGalerkin destinados a analise de problemas de
eletromagnetismo, e em particular os problemadeteostatica, magnetostatica
e eletrocinética. Na realizacdo dos estudos proppseve-se como objetivo
estudar unsoftwaregerador de malhas de elementos finitos com facikg de
pré e pos-processamento (Gmsh) e aoftwarepara tratamento de problemas
discretos (GetDP).

1.4 ESTADO DA ARTE

Ha uma grande caréncia de publicacbes sobre oslosoamtematicos
de eletromagnetismo. Reconhecendo esta escassez,invastigacoes
bibliograficas conduzidas e reportadas nesta d&s procuraram obter,
dentro do cenario nacional e internacional, um meswas publicacdes mais
relevantes sobre o tema.

Os modelos mateméaticos relacionados a eletromagmetbem como
sobre os comportamentos dos materiais e as cosdageontorno, podem ser
realizadas de diferentes maneiras, empregandoradgrdo: métodos analiticos,

numeéricos e métodos que empregam técnicas no dodortempo.
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Para uma melhor compreenséo, as referéncias fagaopadas com a
seguinte estruturacdo: Manuais doftware Livros e Apostilas; Teses;
Dissertacdes e Artigos Tecnicos.

Reconhecendo a abrangéncia de trabalhos cientffidufcados sobre os
temas em questdo, esta dissertacdo, toma por paddicacdes de difusao
mundial, tal como os perioddicos do IEEE e outrasngas internacionais. Assim,
acredita-se, que estas contribuam para uma medimsotidacao e colaboracao
do trabalho. E conveniente ressaltar também queocepso da divulgacido e
acesso ao conhecimento constitui-se huma acaoaoargidinamica, o que pode
resultar na omissao de um ou outro documento daeraielevante no corpo da
presente pesquisa.

Destaca-se que a investigacao bibliografica reddiza que expressa o
estado da arte do assunto em pauta, se baseougnmtseconjunto de
publicagdes anteriores:

* 02 manuais dosoftware

e 02 livros;

* 01 apostila;

* 01 dissertacdo de mestrado;
* 03 teses de doutorado;

e 09 artigos técnicos.

1.4.1SINTESE DAS PUBLICACOES

Na sequéncia s&o sumarizados e apresentados osmeltos,

publicacdes cientificas e livros considerados eéas para fins do trabalho.
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a) Manuais dosSoftware

Dentre os manuais citados neste trabalho, a refiar§8] foi bastante
importante para o subsidio das ferramentasaftwareGmsh. Esta referéncia
tem por objetivo gerar automaticamente malhas el@exhtos finitos. O objetivo
do softwareé fornecer uma simples ferramenta para proble ca$éanicos com
entrada de parametros e capacidades avancadasuddizacdo. O Gmsh é
constituido de quatro moédulos: a geometria, a mathaolucdo e o pos-
processamento. Todos os moédulos sdo prescritosra® finterativa usando a
interface grafica do usuario ou em arquivos de texto usaswlipt proprio da
linguagem no Gmsh. Uma breve descricdo dos quatidulbs € dada no
capitulo 3 desta dissertacao.

A referéncia [4], foi bastante importante para bssdio das ferramentas
do software GetDP. O GetDP (ambiente para o tratamento de ¢mudd
discretos) é umsoftware para a solugcdo numérica de equacbes integro-
diferenciais, aberto ao acoplamento de problemsisofi (eletromagnéticos,
térmicos, eletrodindAmicos, magnetodinamicos, e&twos, magnetostaticos,
mecanicos, estruturais, etc.), bem como dos métada®ricos (método dos
elementos finitos, métodos integrais, etc.) qua éidm tais problemas de varias
dimensdes (1D, 2D ou 3D).

A principal caracteristica do GetDP é a proximidad&e a sua estrutura
interna, a organizacao de dados que definem praisleinscretos e as expressdes
matematicas simbdlicas desses problemas. O Getbsist® em um ambiente
de trabalho para a definicdo de qualquer problenf@zeuso de um nuamero
limitado de objetos, o que torna o ambiente estdiue conciso. Qoftwareda
aos pesquisadores em desenvolvimento mais ferrameaancadas e uma
grande liberdade na adicdo de novas funcionalid§tlesAs ferramentas de

modelagem fornecida pel@etDP podem ser abordadas em véarios niveis de
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complexidade: isso abre softwarepara uma ampla gama de atividades, tais

COmo a pesquisa, a colaboracao, a educacéao, aciorneans estudos industriais.

b) Livros e Apostilas

A obra da referéncia [5] representou um dos pilapsa o
desenvolvimento deste trabalho. Este livro aboetaas como método dos
elementos finitos em eletromagnetismo que é uma @assica da fisica e da
engenharia que ainda desempenha um papel muito rtanp® no
desenvolvimento de novas tecnologias. Eletromagmetimuitas vezes serve
como um elo entre engenheiros eletricistas, ctastisle materiais e fisicos
aplicados. Esta referéncia apresenta volumes sa@stes aspectos do
eletromagnetismo tedricos que estdo se tornandm @& mais importante em
tecnologia moderna e em rapido desenvolvimento.

A referéncia [6] € uma obra que trata do uso dmeftos de borda em
célculos de campo. Estes elementos, que sdo hgiamente aceitos pelos
engenheiros, tornaram-se ferramentas indispensdeianalise numérica de
campos eletromagnéticos. O trabalho sobre o usaimetria em calculos
numeéricos, a ferramenta computacional, de avaliagdo de forcas
eletromagnéticas também foram extremamente imgedanpara o
desenvolvimento do campo. Este livro reflete um@aaie vasta experiéncia do
autorBossavit Foi escrito com uma forte énfase na abrangeagtéiea analise
dos fundamentos de técnicas numéricas utilizadas&oulos de campo. Como
resultado, o livro traz muitas informacdes valiosambre a natureza destas
técnicas. Por esta razdo, é uma valiosa referpacaespecialistas e iniciantes
na area.

A apostila de referéncia [7] aborda temas reftesen ao
eletromagnetismo. E iniciada com os fundamentosmiticos necessarios para

estudar a disciplina de eletromagnetismo no cuesergjenharia elétrica. Além

8
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disso, foi apresentada a teoria basica dos canigoies, a Lei dgGauss da
densidade de fluxo elétrico, as correntes elétrzaipotenciais, a eletrostatica, a
eletrodinamica, as equacOes Beissone Laplace Dentro do magnetismo
considera-se a teoria dos campos magnéticos, alslorgaincipios como a Lei
de Biot-Savarte a Lei deAmpeére Além das equacbes dédaxwell as quais

justificam as aproximacdes que conduzem a teorardeitos elétricos.

C) Teses e Dissertacoes

A tese de doutorado [8] representou um papeldmatal no trabalho
desenvolvido. Pois as melhorias desenvolvidas fobmseadas nos estudos
realizados por esta referéncia. Esta tese tem fpetid descrever o
comportamento eletromagnético delaxwell para sistema de equacles
diferenciais parciais. Quando aplicado a estrutwcamplexas, a solucao
analitica é, atualmente, inconcebivel. E entdo sst® recorrer a métodos
numéricos, que usam técnicas de discretizacdos Est¢odos transformam as
EDP’'s em sistemas de equacdes algébricas cuja asolfigrnece uma
aproximacao do campo eletromagnético.

O trabalho [9] fornece subsidios aos estudos dé&oalagnetismo
computacional com modelagem matematica de sisterliomagnéticos. O
propésito € usar teorias para traduzir as questobse uma situacao fisica
dentro de problemas matematicos com um conjuntcegigacées que sao
resolvidas através de simulacdo em computador.

A tese de doutorado [1] aborda o desenvolvimergoegecucédo de um
método de analise de dispositivos eletromagnétionsiderando o circuito de
alimentacdo. A modelagem do dispositivo eletromtgné realizada usando o
método de elementos finitos tridimensional e o efueamento do circuito foi
feito em variaveis de espaco de estados. Além disgalidacdo das ferramentas

desenvolvidas foi obtida utilizando-se sidtwareGmsh/GetDP.
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A dissertacdo de mestrado da referéncia [2] fdizatla para auxiliar a
compreensdo da modelagem matematica em elemenitus.fiTal publicacédo
apresenta consideracdes gerais sobre o desenvoteireeo modelo em baixas
frequéncias de sistemas de aterramento compostomp@arinica haste vertical.
Além disso, é apresentado a validacédo das ferrasenimeéricas desenvolvidas
utilizando-se equacdes analiticas para o calculesiaténcia de aterramento e a

modelagem foi realizada usandosa$twareLabview, Gmsh e Matlab.

d) Artigos Técnicos

Os artigos técnicos associados a esta secdo resonmmhecimento
referente as modelagens matematicas das equactesxdell compreendendo
os diversos fendmenos eletromagnéticos, técniaasgyaliacdo e apresentacao
de informacdes do método dos elementos finitos [1Q] [12] [13]. As
equacdes deMaxwell regem o conjunto dos fenbmenos classicos de
eletromagnetismo. As hipoteses de trabalho emostética permitem extrair
um modelo dinAmico que constitui o problema der@lhamica. Ja no regime
estatico, temos o problema da magnetostatica.

Existem diversas formulacbes de problemas da setética e
magnetostatica, equivalentes a utilizacdo de digerotenciais, escalares e
vetoriais [14]. Esses potenciais sdo as ferramemtegematicas e 0s
intermediarios para a determinacdo dos camposomlagnéticos. A definicdo
geral dos potenciais escalares necessita da igiodda nocdo de corte, a fim
de tratar os potenciais multivalores, assim como pogenciais vetoriais
necessitam a introducdo do calibre, a fim de asaegu unicidade destes
potenciais [15] [16] [17] [18].

1C
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1.5 ETAPAS DESTA DISSERTACAO

Este trabalho contribui para a modelagem bidimewdie tridimensional
dos métodos de elementos finitos. As etapas sao:

a) Definicdo dos conceitos basicos: condicbes de ocoot leis de
comportamento dos materiais levando em conta ascégqa deMaxwell
utilizados nossoftware(Capitulo 2).

b) Um tutorial passo a passo de utilizacdo stafswvarelivre (Capitulo 3).

c) Discretizacdo dos campos pelo método dos eleménitms utilizando
o0 método dé&alerkin destinados a analise de problemas de eletromsigaete
em particular os problemas de eletrostatica, magté@ica e eletrocinética
(Capitulo 4).

1.6 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

A fim de alcancar os objetivos aqui propostos, editsertacdo é

construida com a seguinte estrutura:

Capitulo 1 INTRODUCAO

Este capitulo tem por objetivo apresentar inicialtae as
motivacdes e 0s objetivos da dissertacdo. Alémsodis
apresentam-se o estado da arte e as sinteseshiiaagiies.

Por fim, apresenta as contribuicdes deste trabalho.

11
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Capitulo 2

Capitulo 3

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS E EQUACOES

DE MAXWELL

Este capitulo tem por objetivo apresentar inicialtae as
equacOes deMaxwell as leis de comportamento dos
materiais e as condigdes de contorno. Além d&s@sent:

a discretizacdo dos campos pelo método de elementos
finitos utilizando o método deGalerkin Por fim,
apresentam-se a partir dessas equacbes as foremlaco
matematicas para problemas eletrostaticos, magagtos

e eletrocinéticos.

ABORDAGEM DOS ASPECTOSCOMPUTACIONAIS

Este capitulo apresenta de forma sucinta algunectsp
relevantes da aplicacdo das ferramentas compugasi
Utilizaram-se doissoftware de dominio publico GmshA(
Three-Dimensional Finite Element Mesh GeneratorhWit
Built in Pre and Post Processing Facilitee GetDP A
General Environment For The Treatment Of Discrete
Problem$ desenvolvidos poPatrick Dular e Christophe
Geuzaine Os dois foram concebidos com um objetivo
global de generalidade, para fornecer ferramentesateis
para a solucdo de problemas discretos acoplados
provenientes de simulagdbes em multi-fisicasem

comprometer o desempenho ou preciséo.

12
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Capitulo 4

Capitulo 5

RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta os resultados referentgdiGacao
do método de elementos finitos na formulacdo elitiza,
magnetostatica e eletrocinética para alguns casbs.
primeiro caso simula o potencial elétrico de duasgs de
capacitor com dielétricos em 2D e 3D. O segundm cas
representa o potencial vetorial de um toréide eme3D
terceiro caso representa um circuito elétrico destares. O
método iterativo e grafico dos resultados é usadmibiente
dos software GmshGetDP. Além disso, as simulacgt
foram realizadas em um computadotel Core 2.33GHz,
2GBde memérieRAM (Random Access Mem@ryVindows
7 de 64bits disponibilizado pela POGraduacdo d
Faculdade de Engenharia Elétrica da Universidadierat
de Uberlandia no Ndcleo de Pesquisa e Extensac
Energias Alternativas (NUPEA).

CONCLUSOES GERAIS

Por fim, este capitulo destirs@ em apresentar as princip
investigacdes realizadas ao longo déoto trabalho. Alén

disso, citam-se algumas sugestdes para futurcel iz
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2 Método dos Elementos Finitos e

Equacoes deMaxwell
2.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo sdo estabelecidas as equacoddadevell as leis de
comportamento dos materiais e as condi¢cdes de roonto Apresenta-se a
discretizacdo dos campos pelo método de elemeinitssfutilizando o método
de Galerkin Por fim, apresentam-se a partir dessas equag@ésrraulacoes
matematicas para problemas eletrostaticos, madastos e eletrocinéticos

como mostra o fluxograma da Figura 2.1.

Equacdes deMaxwell

v y v
Eletrostatico Magnético Eletrocinético
Magnetostaticc

Figura 2.1 — Fluxograma dos modelos das Equacdedviiexwell.

2.2 EQUACOES DE MAXWELL

Todos os fendmenos eletromagnéticos sdo descritws eguacdes
classicas devlaxwell Estas constituem um sistema de equacgfes difarenci
parciais que ligam os fenbmenos magnéticos pafar@snenos elétricos e que

unificam todos os principios do eletromagnetisnssas equacdes sao [8]:
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oD
rotH=] + FT (2.1)
div B = 0, (2.2)
0B
rot E = — Ers (2.3)
div D = py, (2.4)

ondeH é o campo magnétidel/m]; J é a densidade de corrente de conducao
[A/m?]; D é a densidade de fluxo elétrico ou inducéo elfdy m?]; E é o
campo elétrico[V/m]; B € a inducdo magnética ou densidade de fluxo
magnéticdT]; py € a densidade volumétrica de carga eléfdgan3].

As equacobes (2.1), (2.2), (2.3) e (2,4) sao resf@euente generalizacao
daLei de AmpeéereLei de Gauss Magnétichei de Faradaye alLei de Gauss
Elétrica. Formam juntas as representacfes matematicas dmanfenémeno
fisico: 0 campo eletromagnético.

Em eletrotécnica, nas baixas frequéncias, a daiwsidia correntg é
: : . : aD
considerada muito maior que a densidade de corcmnmslocamentg;e se

utiliza, entdo, as equacdesiMaxwellna forma quase estética [1] [2]:
rotH =], (2.5)

E as equacbes ja mencionadas (2.2), (2.3) e (Aglicando-se o
operadordiv (divergente) em ambos os lados da equacédo (2df@mese a
equacao da continuidade de corrente:

div J = 0, (2.6)

Torna-se util, escrever as equacoes Maxwell em outras formas
matematicas. Estas representacdes matematicas,qindsejam diferentes uma
das outras, descrevem basicamente os mesmos feo®fisicos e ainda sdo
chamadas de equacboesMaxwell Por exemplo, uma formulagcdo na mecanica
guantica é baseada em potencial elétrico e magnétic

Um segundo conjunto de relacbes é necesséario pampletar a

informacado contida no sistema das equacdes M#xwell as relagcdes

1t
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constitutivas também chamadas de leis de compontamzomo descreve a

secao 2.3.

2.3 LEIS DE COMPORTAMENTO DOS MATERIAIS

A modelagem completa de fenGmenos relacionadoseammagnetismo
exige, além das quatro equacOeshiaxwell as leis de comportamento dos
materiais (ou relagdes constitutivas), que estabgalea relagcdo entre campos
elétricos e magnéticos e o meio em que estao duserAs relacdes constitutivas

sao dadas pelas seguintes equacoes [1] [2] [8]:

B = uH, (2.7)
D = ¢E, (2.8)
J = oE, (2.9)

ondeu € a permeabilidade magnética do matgiiglm], tal queu = u,-uo ,
em que u,.€ a permeabilidade relativa do materigt u/uy] € ppé a
permeabilidade magnética do vacuo (de valor nuimdricx 10~7 H/m); € é a
permissividade elétrica do materigf/m], tal quee = ¢,¢,, em ques, €é a
permissividade relativa do materfat €/e,] ee, é a permissividade elétrica do
vacuo (de valor numérico aproxima@@54 = 10~ F/m); ¢ é uma constante
que representa a condutividade elétrica do rf#im].

Em geral, o comportamento dos materiais em mod=lastitutivos que
incluem um ou mais comportamentos agrupa-se comoredsridos em
elasticidade, viscoelasticidade e outros. O moda palacionar entre si estas
grandezas depende do material ou classe do material

Na secdo 2.4 sdo apresentadas as condicbes derncontocais

(homogéneas e transmissédo de campos) e globaidl(tyw e circulacao).
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2.4 CONDICOES DE CONTORNO

As condicdes de contorno sao de dois tipos: lcegkbais. As locais sé&o
divididas em homogéneas e de transmissdo de cambpas.condicdes globais
sobre os campos podem ser impostas através dasrfaiscdos tipos fluxo e

circulacéo.

2.4.1CONDICOES DE CONTORNO HOMOGENEAS

As condicOes de contorno devem ser aplicadas sabfonteira do
dominio Q para assegurar a unicidade da solucdo. Confornmmoblema
considerado, elas podem ser relativas as compantmtgenciais d€ e H, e as
componentes normais dk J e B.

Na fronteiral’ do dominio globalQ (Figura 2.2), considera-se algumas

condi¢cOes de contorno ditas condicbes homogéneas.

Iy (1) I, ouT; I, (2) I

Figura 2.2 — Dominio estudado: (1) grandezas eléas e (2) grandezas magnéticas.

Nas superficies; e (I, oul;) derl’, as grandezas elétricas definem-se as

seguintes condicoes:
nxE |rE =0, (2.10)
n-pl. =0 (2.11)

n-J |p] =0, (2.12)
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Nas superficied; e I deT, as grandezas magnéticas definem-se as

seguintes condigoes:
nxH| ry =0, (2.13)

n-B |rB =0, (2.14)
Essas condi¢cbes de contorno homogéneas sobranpeEacorrem por
duas razbes [1]:
Fisicas: sdo condicOes associadas aos materiais idealizadas infinito. Por
exemplo, as equacdes (2.10) e (2.13), respectivi@msao para oS materiais
condutores perfeitos e magnéticos perfeitos, owa, sé¢ condutividade e
permeabilidade infinitas;
Simetria:sao fixas as dire¢cdes dos campos.
Além das condicdes de contornos homogéneas, aécées de contorno
de transmissdo de campos podem ser impostas attas@dicacdo ddeorema

da Divergénciaou doTeorema de Stokesomo demonstra a subsecéo 2.4.2.

2.4.2CONDICOES DE TRANSMISSAO DOS CAMPOS

Os campos eletromagnéticos sofrem descontinuidadesjterface entre
materiais com diferentes propriedades constitutivas
Considere uma superficle entre os dois meios continuos, representados

pelos subdominio§; eQ, (Figura 2.3).

Q-5

Figura 2.3 — Superfici€; entre dois meios continua@; e 2,. [8]

! O Teoremada Divergénciaoude Gaussestabelece a igualdade entre o fluxo de um \eetouma superficie
fechada e a integral de sua divergéncia no volumel® pela superficie.

20 Teorema de Stokeslaciona com o rotacional de campos vetoriaiseja, uma integral de caminho fechado
com a integral da area delimitada por este caminho.
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As equacdes (2.1), (2.2), (2.3) e (2.4) podem st¥gradas sobre o0s
volumes ou as superficies incluindo as partes gdarfigie), . A aplicacdo do
Teorema da Divergénciaou do Teorema de Stokesonduz as seguintes

condi¢cdes de transmissao [1] [2] [8]:

nxH,—H)ly =Js (2.15)
nx(E,—E)ly =0, (2.16)
n-(B,—Bply =0, (2.17)
n-(D,- D) ly =ps (2.18)

ondejs e ps representam, respectivamente, as densidades rémteoe de carga
concentradas sobre a superfigje e onden é a normal &, , orientada de),
paral),.

As relacbes (2.16) e (2.17) acarretam que a conmp@nangencial d€ e
a componente normal d& sdo continuas através HeSejs e ps sao diferentes
de zero, as relacdes (2.15) e (2.18) acarretans@udenuidade da componente
tangencial deéd e da componente normal @e[1]. Em geral, considera-gg e
ps hulos e entdo, a componente tangenciaHde a componente normal de
passam a ser continuas na interface. A partir dagé® (2.6), pode-se exprimir

a continuidade da componente normal da densidaderdente:

n-(J,—J) |Z =0, (2.19)

Além das condicbes de contorno locais descritasutsecdo 2.4.2, sao
apresentadas na subsecédo 2.4.3 as condi¢cOes ghkii@mis os campos que

podem ser impostas através dos funcionais dosflipas e circulacao.
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2.4.3GRANDEZAS GLOBAIS DO TIpO FLuxo E DO TIPO
CIRCULACAO

As condi¢cdes globais do tipo fluxo estéo relaci@sacbm a carga elétrica
Q;, a intensidade de correnfee o fluxo magnéticod;. Ja na circulacédo,
relacionam-se com a forca eletromotfize a forca magnetomotriZmm,;. Os
fluxos ao longo das superfici€se as circulacbes ao longo das curyasgjue

pertencem ao dominio de estudo sao definidos p¢2][13]:

jn D ds = Q;, (2.20)
I
jn -Jds =1, (2.21)
I’y
jn "B ds = @y, (2.22)
I
jE -dl =V, (2.23)
Yi
jH -dl = Fmm,, (2.24)
Yi

onden representa 0 campo de vetores unitarios nornigkaorientados para o
exterior deq).

Na secdo 2.5 sao estabelecidas as expressOesaisiteyr notacoes.
Apresentam-se 0s espacos funcionaisFé@snulas de Greeh a estrutura de

base dos espacos funcionais e os operadores difggeen

3 As Férmulas de Greenem matemética é um tipo de funcéo usada paraveesequacdes diferenciais ndo
homogéneas sujeitas a determinadas condi¢gdesismiciazondi¢des de contorno.
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2.5 EXPRESSOES INTEGRAIS, FORMULAS DE GREEN E ESPACOS

FUNCIONAIS

Considere um dominio limitadd) no espacoEuclidiand de trés

dimensdes que esta representado na Figura 2.8][[H]{

i

Q=T

Figura 2.4 — Dominio Estudado. [8]

A fronteira Q0 é denotada pof’. As equacdes diferenciais parciais
envolvem os operadores diferenciais particulareadignte, rotacional e
divergente. Tais equacdes regem as distribuicdescess de campos vetoriais
(campo magnético, campo elétrico, vetor potendiahtre outros) ou escalares
(potencial escalar e outros).

Com o intuito de simplificar as expressdes desxotedefinem-se as

seguintes notacoes, relativas as integrais sobreolumeQ e uma superfici€

[1] [8] [9]:

(u,v)y = juvd.(), (2.25)
0
(w,v), = ju.vd.(), (2.26)
0
<u,v>p=juvd1", (2.27)
r
<uv>pr= ju.vd]", (2.28)
r

* Espaco Euclidian@ um espaco vetorial real de dimensé&o finita nudi&lum produto interno.
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ondeu, v,u e v sdo definidos sobr@ emT tais que essas integrais tenham um
sentido, em geral, podem ser definidas Bspacos deSobolev de campos
escalares e vetoriais, como [&] [9]:

H'() = {v € L?(Q2); 9,v, d,v, 0,v € L*(2)}, (2.29)
H'(2) = {v € L*(2); 0,v,0,v,0,v € L*(2)}, (2.30)

O estabelecimento d&vrmulacdes Fracdsassociadas aos problemas de
derivadas parciais consideradas, e sobre o0s geaibaseia 0 método de
elementos finitos conduz as dué&rmulas de Greewdlo tipograd-div e rot-rot
respectivamente, dadas por [1] [2] [8] [9]:

(u,grad v) + (divu,v) =<v,n-u>pvVu € H(2),vv € H'(Q), (2.31)
(u,rotv) — (rotu,v) =< nxu,v>p, YuveH(N), (2.32)

Estas equacdes sdo estabelecidas a partir dastesgailacdes da analise
vetorial [1] [2] [8] [9]:
u.grad v+v.divu =div (vu), (2.33)
u.rotv—rotu.v=div[wxu), (2.34)
integradas sobre o dominiy com a aplicacdo dbeorema da Divergénciau
Teorema de Gaugsara a obtencao dos termos em integral de sujeerfic

A estrutura de baseformada de quatro espacos funcionais e de trés
operadores, € representada a seguir. A estrutcoasdituida de duas cépias de
L?>(), de duas copias d& (2) e dos trés operadores que sdo gradiemse),
rotacional (ot) e divergentediv):

L*(Q) p—y L*() — L*() p~ L?(Q), (2.35)

Os trés operadores diferenciais sdo os operadajes dominios séo

definidos de maneira restritiva [8]:

EY = {v € L2(Q); grad v € L?(2),v |pu = 0}, (2.36)

®> Os Espacos de Soboleséio definidos sobre o dominio arbitrafice sdo subespacos vetoriais dos espagos
funcionaisL? (Q2).
® A Formulagdo Fracadiminui o grau de derivacéo das equagoes.
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El = {v € L?>(); rotv € L*(N),nxv |pu = 0}, (2.37)

E? = {v € L’(Q); divv € *’(Q),n-v |pu = 0}, (2.38)

E necessario expressar de forma adequada o doarid®o problema é
resolvido para tratar computacionalmente de um leroh diferencial.
Normalmente ndo é possivel obter solu¢cdes numésichse 0 dominio, uma
regido continua, devido a infinidade de pontos &fos, inicialmente o
dominio é discretizado, ou seja, é substituidovaoios pontos representativos.
Somente nesses pontos € que as solucdes sdo obtidas

Nota-se que guanto maior o numero de pontos deetizacdo, mais fiel é
o resultado numérico. A necessidade de se resaiv@mblemas com alta
precisdo, em menor tempo, tem levado a uma coedbaista tanto por técnicas
de solucado mais eficientes, como por computadaras roaior desempenho. A
utilizacdo de técnicas de programacao paralela éexmelente meio para o
célculo de problemas complexos.

Na secao 2.6 € apresentado a discretizacdo do andg¢oelementos finitos

utilizando o método d&arlekinadotado na linguagem goftwareGetDP.

2.6 DISCRETIZACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS -

METODO DE GALERKIN

A divisdo do dominio solucdo em elementos finitohama-se
discretizacéo, e pode ser feita em uma, em dua€sdimensdes. Os pontos de
intersecdo das linhas que descrevem os elememosfeéenciados como nés.

Os elementos séo descritos por equacdes difereneiaesolvidos por
modelos matematicos, para que sejam obtidos odtad#ss desejados. A
resolucdo das equacdes nem sempre é obtida araltite e a utilizacdo de

métodos numéricos torna-se necessaria para sevaesoima solucéo
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aproximada do problema. O papel dos métodos nuaskcde substituir a
formulacdo continua por uma formulacdo discreta é@edivisdo do dominio
em elementos.

Para discretizar as formulacdes eletrostaticaggnetostaticas e
eletrocinéticas, conduzem-se as equacoes esceitasd forma diferencial para
uma forma integral, a qual se adapta melhor a atigzacdo pelo método de
elementos finitos. Este método consiste em realimaa malha na estrutura
estudada e interpolar as incégnitas sob os elesméetssa malha.

A resolucdo direta dos problemas € normalmenteildifiisto a ordem
elevada das derivacdes e o carater descontinuvadiaseis consideradas, é o
gue se chama deormulacdo Forte A vantagem dd&ormulacdo Fraca em
relacdo dormulacédo Forte é a diminuicdo do grau de derivacdo das equacdes
e a consideracéao direta de certas condi¢cdes dernoritl] [8] [9].

O dominio de estud@ é dado por um conjunto de elementos geométricos
de forma simples e o processo de discretizacaspukce € chamado malha. Um
elemento finito é definido por sua forma geométdcas funcdes de base ou de
aproximacdo que lhe sdo associadas. As incognitas pibblema sao
discretizadas por uma combinacdo de funcbOes dexia@modo de cada
elemento. O uso dessas funcdes permite interpalafon da incognita em todo

ponto do dominio estudado.

2.6.1FUNCOES DE BASE OU APROXIMACAO NODAIS

As Funcdes de Baseu Aproximacao Nodaissdo representadas pela
variavel escalar é dado por uma combinacdo dos valaredos nds sobre cada
elemento, tal que [1]:

V= z VpSn) (2.39)

nenN
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ondeN é o conjunto dos nés dk v, é o valor da variavel escalar nom& N

es, € a funcéo de base associada an BGV como mostra a Figura 2.5.

on
(@) (b)

Figura 2.5 — Entidades geométricas: (a) n6 e (Iogsta fn,n € N).

A funcado de base, tem como propriedade ser igual a 1 (um) para @ né
e 0 (zero) para os outros nés. As funcdes de basaisn asseguram a

continuidade, através das faces, das variaveizadads [1].

2.6.2FUNCOES DE BASE OU APROXIMACAO DE ARESTA

As Funcoes de Baseu Aproximacdo de Arestpode ser consideradas
como uma aproximacdo sobre as arestas do elemeatwdg a incognita é
vetorial. A variavel vetoriadt pode ser expressa por [1] [8] [9]:

a= Z AnSn, (2.40)

neAa
ondeA é o conjunto das arestas €, é a circulacdo da ao longo da aresta

n € A es, € a funcédo de base associada a arestd.

A funcéo de base, tem como propriedade ser igual a 1 (um) ao lorego d
arestan e 0 (zero) ao longo das outras arestas [1] [8] [9]

A discretizagcdo da forma fraca implica em resoluen sistema de
equacdes cujos graus de liberdade estdo ligadosimero de nés e de arestas
da malha. Para obter um sistema qualquer, deveemsher tanto as funcoes
testes quanto as incognitas geradas pela malhalhEsdo as funcbes teste

como sendo as funcbes de base ou de aproximacdaigrau de aresta) tem-se

28



Capitulo 2 — Método dos Elementos Finitos e EquacdeeMaxwell

o chamadoMétodo de Galerkino qual é utilizado nesta dissertacdo. Sua
aplicacdo a formulacdo fraca gera um sistema degégs algébricas cuja

resolucdo da uma solugcdo aproximada do problero@lini

2.7 FORMULACOES ESTUDADAS

Aplicou-se o Método dos Elementos Finitos utilizand Método de
Garlekin para resolver os problemas: eletrostatico, magt@&too e

eletrocinético.

2.7.1JMODELO ELETROSTATICO

O modelo eletrostatico consiste no estudo daillistdo espacial da
densidade de fluxo elétridd nos materiais condutores. E aplicado ao dominio
de estudaf, de fronteira I', é caracterizado pelas leis de comportamento e

condi¢cdes de contorno, dado pelas seguintes equdfée=nciais [1] [8] [9]:

rot E =0, (2.41)
div D = 0, (2.42)
D = ¢E, (2.43)
axEl <0 (2.44)
n-D |[‘D =0, (2.45)
I'=1I;Ulp, (2.46)

As restricdes globais definidas sdo relativas gacatétricaQ; (equacao
2.47) e a diferenca de potencidl (equacdo 2.48), cuja relacdo define a

capacitancia (equacéao 2.49).

jn -Dds =0, (2.47)

Iy

2€



Capitulo 2 — Método dos Elementos Finitos e EquacdeeMaxwell

jE-dl ~v, (2.48)
Vi
Q;
== 2.49
C v (2.49)

Essa forma inicial do problema constitui sieamulacédo forte Neste
trabalho sdo apresentadas as utilizacfgmtkncial escalar elétrico.
A Formulacéo Eletrostaticem potencial escalar elétriauicia-se a partir

da equacao (2.41), pode-se introduzir um potemsiehlar elétrica tal que [1]

[2] [7] [8] [9]:
E= —gradv ou v= —jE.dl, (2.50)

Reagrupando as equacdes (2.42) e (2.43), obtérecpaagao:
div (e grad v) = 0, (2.51)
gue deve ser resolvida em todo o dominio levandacenta as condicdes de
contorno. A condicdo (2.44), para o campo elétrise, escreve para a

formulacéo em potencial escalar:

v |lp, = vy = constante, (2.52)
essa condicdo é conhecida cornadicdo de contorno de Dirichlet

Esta condicdo pode ser diretamente relacionaddagare (2.48), a qual
imp&e a circulacdo do campo elétrico sobre um coato

Para a densidade de fluxo elétrico, cane —¢ grad v, a relacao (2.45)

possui a seguinte forma:

n-egradvip, =0, (2.53)
Examinando a equacéao (2.53), conclui-se que o caidaco é tangente
na fronteira I, e, entdo, as linhas equipotenciais sdo perpeadesilemr;.

Esta condicdo é conhecida cooundicdo de contorno de Neumé&nn

" Especifica o valor da fungéo no contorno.
8 Especifica a derivada normal & funcéo no domfso.exemplo, um fluxo.
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Como visto anteriormente, uma maneira de resolveconjunto de
equacOes déaxwell da eletrostatica € usando a definicAo de um piatenc
escalar elétricw. Assim, a equacédo resultante é a relacédo (2.51).

Esta forma inicial do problema é o que tem sidosmmrado até agora e
constitui suaformulacao forte A forma fracada equacdo (2.51) é obtida da
seguinte maneira.

Suponha que a funcaoseja umduncao aproximadade maneira que a
equacao (2.51) se torne:

R = div (¢ grad v), (2.54)
ondeR é umresidug visto que a funcdo ndo € exata.

O objetivo é fazer com queresiduotenha a tendéncia de se anular ou
ainda que na média ponderadaesiduoseja zero. Matematicamente isso se

escreve da seguinte forma [5],

jR Wd2=0 ou (RW),=0, (2.55)
0

onde W é afuncdo de ponderacad&sse método de resolver a equacao (2.55) é
conhecido com®étodo dos Residuos Ponderados
Substituindo a equacéo (2.54) em (2.55), tem-se:
(div (e grad v),W), = 0, (2.56)
FazendoW = v'e aplicando aférmula de Greendo tipo div-grad
apresentada no item 2.5, tem-se:

(e grad v,grad v), +<n-e grad v,v' > =0, Vv' €E? (2.57)
ondeE? = {v € L2(Q); grad v € L?(2),v |[‘u = O}.

O segundo termo a esquerda de (2.57) pode serddivadmo sendo:

<n-egradv,v' >r=<n-egradv,v' >p+<n-egradv,v’ >, (2.58)

O primeiro termo de (2.58) do lado direito se anptasn X E |pE =0.0

segundo termo do lado direito € uma condicdo deoom natural, pode ser nula
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devidon-D |FD = (0 ou pode associar as quantidades globais do tipa,fi
como por exemplo, a carga elétrica (equacdo 21263se modo, a equacao
(2.57) se tornaie grad v, grad v')p +<n-D,v' >, =0, Vv' € F) (2.59)

Outra forma de escrever a equacéao (2.59) é dada por

jva-Vv’d.(Z+jn-D v'dlr=0, Vv' € E? (2.60)
0 r
As equacdes (2.59) e (2.60) representdormulacdo eletrostatica fraca

em potencial escalar elétrico
Na subsecao 2.7.2 € apresentado o modelo magniemstae estuda os

fenbmenos magnéticos em regime estacionario.

2.7.2M ODELO M AGNETOSTATICO

O modelo estuda os fendmenos magnéticos em regitaei@arié. As

equacOes dBlaxwelle a lei de comportamento a considerar sao [1P[8]

rotH =], (2.61)
div B = 0, (2.62)
B= uH, (2.63)
As condi¢cdes de contorno sobre a frontditrdo dominio 2 sdo as

seguintes:

nxH| r, =0, (2.64)
n-Bl, =0 (2.65)
r=1IyV Iy, (2.66)

As restricbes globais que podem ser definidas sfativas ao fluxo
magnéticod; e a forca magnetomotrizmm;, cuja relacdo define o inverso de

uma relutanci.

® Em engenharia, chamado também regime permanemenamerosas propriedades que s&o inalteraveis no
tempo. Isto implica que para qualquer propriedadsistema, a derivada parcial em relagdo ao terapooé
2¢
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jn ‘B ds = @, (2.67)
I

jH -dl = Fmm,, (2.68)
Yi

1 d;

— = 2.69
R Fmm;’ (2.69)

Essa forma inicial do problema constitui sieamulacédo forte Neste

trabalho sdo apresentadas as utilizacbesetly potencial magnético

Na Formulacdo do Vetor Potencial Magnétioodivergente da inducédo
magneética € nulo como observado na equacao (2682).decorre diretamente
do fato de ndo existirem cargas magnéticas isolddamesma maneira que as
cargas elétricas positivas ou negativas. Uma segfmuna de enunciar essa
propriedade fundamental da conservacdo de fluxindiacdo magnética é de
dizer que a inducéo é solenoidal. A condigéio, B = 0, permite entdo definir
uma funcao vetor potencial magnétita, tal que:
B=rota, comaxn=0 emlp (2.70)

Substituindo-se esta expressao em (2.61) e (2b&m-se:

rot (% rot a) =], (2.71)

Na pratica, a unicidade da solucédo é obtida condaalas condicbes de
contorno. Como visto anteriormente, uma maneiraedelver o conjunto de
equacdes d&axwell do modelo magnetostéatico € usando a definicaoets v
potencial magnéticat. Assim, a equacao resultante é a equacdo (2.313. E
forma inicial do problema é o que tem sido consideraté agora e constitui sua
formulacgao forte

A forma fracada equacéo (2.71) € obtida da seguinte maneira.

190 vetor potencial magnétic@ é um campo vetorial tal quer = fT"RfIdl, ondeldl é um elemento de
corrente continua em um ponto qualquer [20].
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Suponha que a funcéo seja umduncao aproximadade maneira que a

equacao (2.71) se torne:
1
R =rot (; rot a) -7, (2.72)

ondeR é umresidug visto que a funcéa ndo é exata.

O objetivo é fazer com queresiduotenha a tendéncia de se anular ou
ainda que na média ponderadaresiduo seja zero, como demonstrado na
equacao (2.55). Esse método de resolver a equadgd®) € conhecido como
Método dos Residuos Ponderados

Substituindo a equacéo (2.72) em (2.55), tem-se:

rot lrota - W) =0, (2.73)
(roe (g ror ) =1w)

0

FazendoW = a’'e aplicando aférmula de Greendo tipo rot-rot,
apresentada no item 2.5, onde- H = %rot aev = a,tem-se:

1
(!—1 rota,rota ), — (J,a)o+<nxH,a >=0, Va € E}, (2.74)
ondeE! = {a € L2(); rota € L*’(N),n X a |pu = 0}.

O terceiro termo a esquerda de (2.74) pode satidovicomo sendo:
<nxHa >=<nXxHa >, +<nxHa >, (2.75)
poisI" = Iy U Iz como observado na Figura 2.2.

O primeiro termo de (2.75) do lado direito € umadigdo de contorno

natural, pode ser nula devidox H |FH = 0 ou pode associar as quantidades

globais do tipo circulacdo, como por exemplo, acdomagnetomotriz. O

segundo termo do lado direito é nulo, poisB |pB = 0.

Desse modo, tomando a integral de superficie sfpnaula, a equacao
(2.74) se torna,

1
(;rot a,rota)g =(J,a)q, Va € E} (2.76)

Outra forma de escrever a equacéao (2.76) € dada por
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1
j; rota.rot a' d.(z—j].a’ d2 =0, Va' € E} (2.77)
Q 2

As equacdes (2.76) e (2.77) representaforenulacdo magnetostatica
fraca em vetor potencial magnétiao
Na subsecdo 2.7.3 é apresentado o modelo eletticoirgue estuda a

distribuicdo da densidade de corrente elétricanmaieriais condutores.

2.7.3MODELO ELETROCINETICO

O modelo estuda a distribuicdo espacial da densidadcorrente elétrica
J nos materiais condutores. E aplicado ao dominiestieda, de fronteiral, é
caracterizado pelas leis de comportamento e coesligé contorno, dado pelas

seguintes equacodes diferenciais [1] [8] [9]:

rot E =0, (2.78)
div ] = 0, (2.79)
J = oE, (2.80)
nxE|, =0, (2.81)
n-J IF] —0, (2.82)
r=r,ur, (2.83)

As restricdes globais definidas séo relativas seotel; (equacao 2.84) e
a diferenca de potenci#] (equacédo 2.85), cuja relacao define o inverso da& um

resisténcia elétricR (equacéao 2.86).

j n-Jds=1I, (2.84)
r
jE-dl =V, (2.85)

Yi
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, (2.86)

x| -
| =

Essa forma inicial do problema constitui $aemulacao forte conhecida
comoLei de Ohm Neste trabalho s&o apresentadas as utilizacOpstdacial
escalar elétrico.

A Formulacdo Eletrocinética em Potencial Escalar Et& a partir da
equacao (2.78), pode-se introduzir um potenciahlascelétricov (equacao
2.50) [1] [2] [7] [8] [9]-

Reagrupando as equacdes (2.79) e (2.80), obtérecpaagao:

div (o grad v) = 0, (2.87)
gue deve ser resolvida em todo o dominio levandacenta as condicdes de
contorno. A condicdo (2.81), para o campo elétrise, escreve para a

formulacdo em potencial escalar:

v |, = vy = constante, (2.88)
essa condicdo é conhecida coroadicdo de contorno de Dirichlet
Para a densidade de corrente elétrica, cgrmo— ograd v, a relacéo

(2.82) possui a forma:

n-ogradv |p] =0, (2.89)

Examinando (2.89), conclui-se que o campo elétécdangente na
fronteira I; e, entdo, as linhas equipotenciais sao perperadésilem/;. Esta
condicao é conhecida comondicdo de contorno de Neumann

Uma maneira de resolver o conjunto de equacdoesMdrwell da
eletrocinética € usando a definicdo de um potersiehlar elétricow. Assim, a
equacao resultante é a relacdo (2.87). Esta fanimialido problema é o que tem
sido considerado até agora e constituifsuaulacao forte

A forma fracada equacéo (2.87) € obtida da seguinte maneira.

Suponha gue a funcaoseja umduncao aproximadade maneira que a

equacao (2.87) se torne,
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R = div (o grad v), (2.90)
ondeR é umresidug visto que a funcdo ndo € exata.

O objetivo € fazer com queresiduotenha a tendéncia de se anular ou
ainda que na média ponderadaresiduo seja zero, como demonstrado na
equacao (2.55). E é conhecido coMétodo dos Residuos Ponderados

Substituindo a equacao (2.90) em (2.55), tem-se:

(div (o grad v),W), =0, (2.91)

FazendoW = v'e aplicando aférmula de Greendo tipo div-grad
apresentada no item 2.5, tem-se:

(o grad v, grad v, +<n-o grad v,v' >y = 0,Yv' € E? (2.92)
ondeE? = {v € L2(Q); grad v € L?(2),v |[‘u = O}.

O segundo termo a esquerda da equacao (2.92) pode/islido como:

<n-ogradv,v'>=<n-ogradv,v' > +<n-ogradv,v’ >r,  (2.93)

O primeiro termo de (2.93) do lado direito se anptasn X E | r=0¢€

0 segundo termo do lado direito é uma condicaoomocno natural, pode ser

nula devidon - J |p] = 0 ou pode associar as quantidades globais do tipo,fi
como por exemplo, a intensidade de corrente. Desgd, a equacédo (2.93) se
torna,

(0 gradv,grad v +<mn-J,v'>,=0, Vv €F, (2.94)

Outra forma de escrever a equacéao (2.94) é dada por

jaVv-Vv’d.(Z+jn-]v’dF=O, vv' € E?, (2.95)
0 r
As equacbes (2.94) e (2.95) representanfFaamulacdo Fracada

eletrocinéticaem potencial escalar elétrico
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2.8 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, foram apresentadas as equacoemxigell as relacdes
constitutivas e as condicfes de contorno que destre® modelo eletrostético,
magnetostatico e eletrocinético nas formas forteaaas. Esses modelos podem
ser estudados inserindo outras variaveis (ferraasemtatematicas), como por
exemplo, os potenciais escalares e vetoriais. Amade potencial € muito
interessante, pois permite tornar implicita umaeatpsacoes a resolver. Assim, o
campo fisico é ligado ao potencial por uma operagiderivacdo ou integragao.

No Método de Elementos Finitos (MEF) foram utiliaadas funcfes de
base que possuem valores diferentes de zero enpenu@na parte do dominio.
A escolha deste tipo de funcé&o simplifica considelmente a obtencédo da
solucdo aproximada do problema, sendo uma vantagetiizacdo do Método

de Galerkin
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3 Abordagem dos Aspectos

Computacionais
3.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Este capitulo apresenta de forma sucinta algupsctss relevantes da
aplicacdo das ferramentas computacionais. Utilisameois software de
dominio publico GmshA Three-Dimensional Finite Element Mesh Generator
With Built-in Pre- and Post-Processing Facilijee GetDP A General
Environment For The Treatment Of Discrete Problerdsesenvolvidos por
Patrick Dular e Christophe Geuzaine.

Os dois programas foram desenvolvidos com o olgjginncipal de ser
genérico, ambos se constituem em ferramentas #sxiwa solucdo de
problemas discretos conectados advindos de sinmldedproblemas fisicos,
nao comprometendo com sua generalidade o desempargrecisao.

Ambos os ambientes estdo disponiveis na Intern@t [[20], com a
intencdo de fornecer uma livre alternativa assftware para pesquisa
colaborativa. Ossoftware oferecem acesso transparente a todos os métodos

através da linguagem C.

3.2 GMSH: GERADOR DE MALHA DE ELEMENTOS FINITOS

O Gmsh € um gerador de malhas de elementossfiodm construcdo do
pré e pds-processamento. Seu objetivo é fornecarfamamenta simples para
problemas académicos com paramétros de entradpaeidades avancadas de
visualizacdo. O Gmsh é constituido de quatro mé&wdogeometria, a malha, a

resolucdo e o pos-processamento. A especificac&aldode entrada para esses
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modulos é feita, quer interativamente, ou em amglide texto. Uma breve

descricdo dos quatro modulos € dada nas subse@ta3.2.4.

3.2.1GEOMETRY: DEFINICAO DA ENTIDADE GEOMETRICA

Os modelos séo criados meenude cima para baixo, sucessivamente,
definem pontos, linhas (segmentos de reta, circalgses e outros), superficies
(planas, trianguladas e outras) e volumes.

Os grupos sao compostos de entidades geométricamg@dosphysical
groupg e podem também ser definidos, com base nas datidelementares
geométricas. A linguagem do Gmsh permite que tadaentidades geométricas
possam ser parametrizadas.

A Figura 3.1 mostra menu geometrgue define a entidade geométrica

do modelo escolhido para estudo e discussoées.

\ Gmsh (scoln= nlsmmn
File Tools Help
N
Add
Delete
[ESHEENE=
A Gmsh luli=n Translate N ome el
File Tools Help Rotate | File Tools Help
fmmen [+
Elementary entities Scale Point
Physical groups Symmetry Line
Edit Extrude Surface ‘
Reload N Coherence i Volume
L —_— — J)

Figura 3.1 — Menu Geometry. [Gmsh]
O segundo modulo é definido na subsecédo 3.2.26Quimmeshgera as

malhas de elementos finitos em uma, duas e tréemdides conforme a

geometria em analise.
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3.2.2MESH: GERACAO DE MALHAS DE ELEMENTOS FINITOS

A geracdo da malha é realizada na mesma ordem qoeagio de
geometria: as curvas sao discretizadas em prinhggar, as malhas das curvas
sdo usadas para as malhas das superficies e eiaesagunalhas das superficies
sao usadas para as malhas dos volumes.

A malha de elementos finitos € um “mosaico” de wdalsubconjunto do
espaco tridimensional por elementos geométricogdes formatos (no caso do
Gmsh: linhas, triangulos, quadrilateros, tetraedrpasmas, piramides e
hexaedros).

A Figura 3.2 mostra menu mesina tela dsoftwareGmsh com os botdes

de interatividade.

_
\ Gmsh (il S

File Tools Help

NI R

Define

Inspect

Delete ‘

First order

\ Second order

Refine

Optimize

Optimize (Netgen)

Partition

Reclassify

Save

<

Figura 3.2 — Menu Mesh. [Gmsh]

Na subsecéo 3.2.3 é definido o terceiro médulo dwslis Omenu solver
conecta o Gmsh com um solucionador externo parditdacos calculos e
explorar os resultados da simulacédo, no casoaxiléz osoftwareGetDP (€ um
software com ambiente para a solucdo numérica de equadimendiais,

integrais, aberto ao acoplamento de problema®§isic

38



Capitulo 3 — Abordagem dos Aspectos Computacionais

3.2.3SOLVER: INTERFACE EXTERNA (GETDP)

E um solucionador externo que pode ser conectado Gonsh, que
permite facilitar os calculos, bem como recolheexplorar os resultados da
simulacéo dentro do Gmsh.

O formato comum de arquivo torna possivel combamaroducdo dos
diferentes solucionadores para realizar acoplamedigersos (de problemas
fisicos e calculos numéricos) e abre o caminho pergramar a otimizacéo de
diversos procedimentos (que podem depender dosnpads geométricos ou
dos parametros das malhas do modelo através dmdjegn descriptintegrada).

A Figura 3.3 mostra menu solvemo Gmsh e com detalhe doftware
GetDP.

\ Gmsh (sl nfum S

File Tools Help

GetDP

Figura 3.3 — Menu Solver. [Gmsh/GetDP]

E definido na subsec&o 3.2.4 o quarto e Ultimo dwddast-processing
gue inclui secdo de célculo, cores dos mapas, gbesa graficos vetoriais e

outras visualizagdes da simulacao.

3.2.4POST-PROCESSING VISUALIZACAO DE ESCALAR E VETORIAL

O Gmsh pode carregar e manipular multiplos pés-psaraento escalar e
vetorial com a geometria e a malha. Os camposassasao representados pelo
valor de linhas/superficies ou cores dos mapasjaangq os campos de vetores
sdo representados por setas tridimensionais. Adfumlp pos-processamento

incluem secédo de calculo, deslocamento, elevagémtefra e extracdo de
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componentes, cores dos mapas e modificacdo deafdeanimacodes, graficos
vetoriais de saida, etc. Todas as opcbes de pésgmamento podem ser
acessados de forma interativa ou atravésalipt de arquivos de entrada. Para
obter uma descricdo completa do Gmsh, bem comoeparaplos, ver o manual
[3]. A Figura 3.4 mostra mmenu post-processimp Gmsh/GetDP onde gera os

resultados da simulagao.

\ Gmsh _(sconl=nfi o

File Tools Help

Figura 3.4 — Menu Post-Processing. [Gmsh/GetDP]

O softwareGetDP é um ambiente geral para o tratamento ddemmals
discretos como eletromagnético, térmico, mecarastrutural e outros como €

definido na sec¢éao 3.3.

3.3 GETDP: AMBIENTE GERAL PARA O TRATAMENTO DE

PROBLEMAS DISCRETOS

O GetDP é umsoftware com ambiente para a solucdo numérica de
equacdes diferenciais, integrais, aberto ao acapitonde problemas fisicos
bem como os métodos numeéricos (método dos elemdimib@s, métodos
integrais, etc.). Pode-se lidar com tais probledewarias dimensdes (1D, 2D
ou 3D).

O softwareé composto por ferramentas de modelagem apli@avatios
problemas fisicos. A proximidade entre a defini¢hoproblemas discretos e
suas expressfes matematicas implica que a te@saneétodos numéricos sao
essenciais para quem quer enfrentar a resolucapraldemas discretos de
diversas aplicacdes praticas. Estas aplicacOesnp@d® evolucionarias, no

sentido que as ferramentas oferecidas séo de vaviess de complexidade.
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Um conjunto de ferramentas computacionais (ou objegm GetDP leva
a uma definicdo do problema que € uma transcrigdexgressdo matematica do
mesmo e na forma de um arquivo de texto de dada=sq@acoes que descrevem
um fenbmeno, escrito em uma forma matematica adaps um método
numeérico escolhido, constituem dados diretamerniz @atDP.

A resolucdo de um problema discreto com GetDP regukefinicdo, em
um arquivo de dados de texto, dos objetos listaasto com suas

dependéncias) ver Figura 3.5 e Tabela 3.1.

/ Function
Group Constraint \/ PostOperation
’/ 4 YWH /AV///)b /7/// 7 //////% 7 5% /VA/ /7///

FunctionSpace

Formulation Resolution PostProcessing %

iz %/ %
Figura 3.5 — Objetos GetDP. [4

A reunido de todos esses objetos constitui a esérude definicdo do
problema, que é uma coépia da formulacdo matemédroaal do problema. A
primeira coluna da Tabela 3.1 de cima para baixstraa filosofia de trabalho
e para a ligacdo das operacdes do GetDP, desddinicate do grupo a

visualizacéo dos resultados.
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Tabela 3.1 — Objetos listados do GetDP. [4]

Group

Function Group

Constraint Group, Function, (Resolution)

FunctionSpace | Group, Constraint, (Formulation), (Relution)

Jacobian Group

Integration

Formulation Group, Function, (Constraint), Functiospace, Jacobian, Integration
Resolution Function, Formulation

PostProcessing| Group, Function, Jacobian, Integrati, Formulation, Resolution
PostOperation | Group, PostProcessing

Cada objeto da estrutura de definicdo do probleewa der definido antes
de ser encaminhado pelos outros. A ligagcdo que reem@speita esta
propriedade é a seguinte: primeiro contém os objdefinidos dos dados do
problema em particular, como a geometria, as aaniatitas fisicas e as
condi¢des de contorn@(oup, Functione Constrain) seguido pelo método de
resolucdo, como as incognitas, as equacoes e em®bglacionadosldcobian
Integration FunctionSpacgFormulation Resolutione PostProcessing O ciclo
do processamento termina com a apresentacdo dokades, definida no
campoPostOperation

As subsecdes de 3.3.1 a 3.3.10 definem brevemesntdbjetos que tém
gue ser construidos pelo usuario em arquivos dgudigem C, a fim de
configurar a definicdo de problemas discretos. #@néa-se um exemplo de

cada objetivo (ver o manual [gara uma descricao mais detalhada do GetDP).

3.3.1GROUP. DEFINE AS ENTIDADES TOPOLOGICAS

Os grupos de entidades geométricas de variospipdsm ser considerados
e sdo usados em muitos objetos. As entidades ségiass e funcdes de grupos
gue definem listas de entidades geométricas (pmmplo, os nds de elementos
nodais, bordas para os elementos de fronteira,ogrdg nds para potenciais

flutuantes, elementos de um lado de uma suped&mortes, etc.).
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Supbe-se que alguns elementos na malha de enéadast nimeros das

regides 1000 e 3000. Por exemplo, define-&raup como mostra a Figura 3.6:

1 Group {

2 Air = Region[1000];

3 Inductor = Region[3000];

4 ConductingDomain = Region[{Inductor}].:

S }
Figura 3.6 — Exemplo de c6digo do objeto Group. [4]

Os elemento®ir e Inductor sao identificadores como grupos, enquanto a
regido ConductingDomainé um grupo de regido global. A subsecédo 3.3.2

define o objetd-unctiononde o usuario escreve as expressoes globais.

3.3.2FUNCTION: DEFINE AS EXPRESSOES GLOBAIS

Uma funcéo definida pelo usuario pode ser gloakspaco ou em grupos
definidos em uma regido. A caracteristica fisiaaréexemplo de uma fungcao
definida (por exemplo: permeabilidade magnéticadatividade elétrica, etc.) e
pode ser simplesmente uma constante, para matérgases, ou uma funcao de
um ou varios argumentos para materiais nao linedras funcbes podem
depender de coordenadas espaciais, que é necgsagie@xpressar restricoes
complexas.

Uma caracteristica fisica é uma funcdo definida partes. A
permeabilidade magnética,, por exemplo, pode ser definida na regido

considerada como mostra a Figura 3.7:

1 Function {
2 ma[Air] = 4.e-7*P1i;

Figura 3.7 — Exemplo de codigo do objeto Functidd]
Neste exemplo, definiu-se somente a permeabilidatgética no vacuo.

A subsecdo 3.3.3 define o obje@onstraint onde o usuéario especifica as

condi¢cOes de contorno.
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3.3.3CONSTRAINT: ESPECIFICA AS RESTRICOES EM
FUNCTIONSPACE E FORMULATIONS

As restricbes podem ser referidas em obj&tasctionSpacea ser usado
para condicdes de contorno, a imposicao de qualesdaylobais ou para
inicializar quantidades. Outras restricdes tambédem ser definidas, por
exemplo, as restricdes do tipo de rede para aig@bras conexdes do circuito,
a ser utilizado em objetos &ermulation

As restricbes sao referidas rfaunctionSpacese sao normalmente
utilizadas para condicOes de contoriigge Assign Por exemplo, a condicao
essencial em uma regido de superfligfQ é definida como mostra a Figura
3.8:

1 Constraint {

2 { Name DirichletBoundaryConditionl; Type Assign;

3 //7Assign: Atribui um valor (para a condigd3o de contorno).
Case { { Region Surf0; Value 0; } }

4
5 ¥
6

¥

Figura 3.8 — Exemplo de codigo do objeto Constraift]

Neste exemplo, atribuiu-se um valor zero para &oegurfO,ou seja, a
condicéo de contorno vale zero.

A subsecao 3.3.4 define o objdtanctionSpacende o usuario constroi
as funcbes de espaco, por exemplo, quantidadegiglobmo carga elétrica,

corrente, tensao, forca magnetomotriz e outras.

3.3.4FUNCTIONSPACE. CONSTROI FUNCAO DE ESPACO

A FunctionSpacee caracterizada pelo tipo dos campos interpolaolms,
uma ou varias funcdes de base e pelas restricd@snas (N0 espaco € no

tempo). Os subespacos podem ser associados asdgdast globais (por
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exemplo, potencial flutuante, carga elétrica, auee tensdo, forca
magnetomotriz, etc.).

Vérias funcdes discretas podem ser definidas ndrqudo método dos
elementos finitos. Por exemplo, a funcdo de espaais elementar € o0 espaco
nodal, definida em uma malha de um domifiice denotads® (W) (podem ser
de diversas geometrias associados aos elemenitss)iine associadas com
condicdes de contorno. ContéRormQ, ou seja, campos escalares do tipo

potencial [4]:

v = Z VS ve S'(w) (3.1)

nenN

ondeN é o conjunto de nés d&, s,, € a funcdo de base nodal associado com o
nén ev, € o valor da no non.

Por exemplo, a funcdo de espaco (3.1) é definigaocmostra a Figura
3.9:

FunctionSpace {
{ Name Hgrad_v; Type Form0:
//Form0: forma 0, ou seja, campo do tipo potencial escalar.
BasisFunction {
{ Name s=n; NameOfCoef wn:
Function BF_Node.; Support Domain;
Entity NodesOf [AlLl]: }

//BF_Node: fungdo Nodal (em NodesOf, valor Form0).
/7Entidade NodesOf: nds de elementos
Constraint {
{ NameOfCoef wn;
EntityType NodesOf ;
NameOfConstraint DirichletBoundaryConditionl;

¥

¥
}

Figura 3.9 — Exemplo de cddigo do objeto Functiorege. [4]

Neste exemplo, definiu-se a equacao 3.1 como adude espaco. A
subsecao 3.3.5 define o objatacobianonde o usuario constrdi varios métodos

de transformacéao, por exemplo, transformacéo axésicas.
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3.3.5JACOBIAN: DEFINE O METODO JACOBIANO

O Método delacobipode ser referenciado nos objetivog-demulatione
PostProcessing serem utilizados no calculo dos termos de iateagmudancas
de coordenadas. Sao baseados em objetos de gdegfme as transformacgoes
geométricas aplicadas aos elementos de referédmbag, triangulos,
guadrilateros, tetraedros, prismas, hexaedrog, &lém de linha classica, de
superficie e volumelacobiang o objeto Jacobian permite construir varios
métodos de transformacao (por exemplo: a transfgiimaxissimétrica).

Um meétodo simples para transformacdes de volumegarobiano(de
regides nD em geometrias nD, n=1, 2 e 3), por el@mm dominio regido

como mostra a Figura 3.10:

1 Jacobian {
2 { Name Vol
Case {
{ Region Domain; Jacobian Vol

¥

/7¥o0l: Volume Jacobiano, para regides
//n-D em geometrias n-D, n=1, 2 ou 3.

0 = O O s QD

4 }
1@ ¥

Figura 3.10 — Exemplo de cddigo do objeto Jacobifi.

Neste exemplo utilizou-se a transformacdo de votupelo método de
Jacobi ou seja, definiu-se o volume.
A subsecdao 3.3.6 é o objdtdegrationonde o usuario define o método de

integracdo, o mais utilizado € a integracao de §aus

3.3.6I NTEGRATION: DEFINE O METODO DE INTEGRACAO

Véarios métodos de integracdo numeérica ou analftaie ser consultada
em objetosde Formulatione dePostProcessing serem utilizados no calculo
dos termos integrais. Além disso, a escolha podefes®@ entre os varios

métodos de integracdo de acordo com um critério égemplo, na ordem de

4€



Capitulo 3 — Abordagem dos Aspectos Computacionais

interpolacédo, em um erro de estimacao, sobre amidede entre a origem e 0s
célculos dos pontos em formulacdes de integrais), et

Um método de integracdo numérica comumente utizad de Gauss,
com um numero de pontos de integragdoniberOfPoinfsdependendo do tipo

de elemento geométricG€oElement ou seja, como mostra a Figura 3.11:

1 Integration {

2 { Name Int_1;

3 Case { {Type Gauss;

4 //Integragdo Numérica do tipo Gauss.

5 Case { { GeoElement Triangle; NumberOfPoints 4}

6 { GeoElement Quadrangle; NumberOfPoints 4;}

7 { GeoElement Tetrahedron; NumberOfPoints 4}
{ GeoElement Hexahedron; NumberOfPoints 6}
{ GeocElement Prism; NumberOfPoints 9}

10 }

Figura 3.11 — Exemplo de codigo do objeto Integuati [4]

Este exemplo, é valido para problemas 2D e 3D, gidgaentes tipos de
elementos. A subsecéo 3.3.7 define o obk@iomulationque permite construir

as equacoes de varios tipos de matrizes elementares

3.3.7FORMULATION: CONSTRUCAO DAS EQUACOES

A ferramentaformulation permite lidar com as superficies, os volumes e
as integrais de linha com muitos tipos de densglagierito de uma forma que é
semelhante as suas expressdes simbolicas (usanaansggaxe de expressao
como no resto do GetDP). Os campos envolvidos emia darmulacdo sao
declarados como pertencentes as definicodsragionspaces

A formulacdo é caracterizada pelo seu tipo, as tglades envolvidas
(local, global ou tipo integral) e uma lista demies da equacéo locais ou
globais. Por exemplo, uma formulacdo eletrostatithzando um potencial

escalar elétrico € [4]:
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(e grad v,grad v')y, =0  Vv' € SO(W) (3.2)

€ expressa como mostra a Figura 3.12:

1 Formulation {
2 { Name Electrostatics_v;Type FemEquation:
//FenEquation: formulagdo do método de elementos finitos.
Quantity {
{Name v.; Type Local; NameOfSpace Hgrad_v; }
//Local: quantidade local definindo um
//canpo na fungdo espaco.

0 = O O o D

9 Equation {

10 Galerkin { [ epsr[ ] * Dof{Grad v} , {Grad v} ].

11 In Domain; Jacobian Vol; Integration Int_1;
12 I

13 //Galerkin: Integral do tipo Galerkin.

14 //Dof . vetor de grau de liberdade.

15 //Grad: gradiente.

16 ¥

17 }

18 K

Figura 3.12 — Exemplo de codigo do objeto Formudaii [4]

Este exemplo € valido para a equacdo 3.2 formulaétrostatica
utilizando um potencial escalar elétrico. A subseg8.8 € o objet®Resolution

gue obtém uma solucao para o problema discreto.

3.3.8RESOLUTION: RESOLVE AS EQUACOES

O objeto Resolutiondefine todas as operacdes a serem realizadas nas
equacOes especificadas em um conjunto de formidagdéim de obter uma
solucdo para o problema discreto. Estperacéesncluem: a geracao e a
solucdo de um dado sistema line@solucbes multi-harmdnicas, problemas
acoplados (por exemplo, magneto-térmico) sédo alfinho GetDP.

Por exemplo, para a formulacdo eletrostatica, éidaf como mostra a
Figura 3.13:

48



Capitulo 3 — Abordagem dos Aspectos Computacionais

1 Resolution {
2 {Name Electrostatics_v:

Systemn {
4 { Name Sys_Ele:
S NameOfFormulation Electrostatics_v;
£ ¥
8 Operation{
9 Generate[Sys_Ele]:
10 //Gera o sistema de equagdes.
11 Solve[Sys_Ele];
12 //Resolve o sistema de equagles.
13 SaveSolution[Sys_Ele]:
14 //5alva a solugdo do sistema de equagdes.
15 ¥
16 I
17 ¥

Figura 3.13 — Exemplo de cddigo do objeto Resolntif#]

A geracdo Generat¢ do sistema da matriSys Ele é feita com
formulacé@oElectrostatics_y seguido pela resoluca&dlvg e a solucéo salva
(SaveSolution A subsecédo 3.3.9 é o objeRbst-Processingjue explora os

resultados calculados.

3.3.9POST-PROCESSING EXPLORA OS RESULTADOS CALCULADOS

O objetoPostProcessingg com base nas quantidades definidas em uma
formulagdo e permite a construgdo, com 0 mesmo mwvoa de expressao em
outras partes no GetDP, de qualquer quantidadeteiesse Util definida.

As quantidades do poés-calculo com base em uma &oldg uma
resolutionsdo definidos, por exemplo, para o problema eltitico, a solucéo

associada com a formulacBtectrostatic_y € mostrada na Figura 3.14:

1 PostProcessing {
2 {Nane EleSta_v; NameOfFormulation Electrostatics_v;
Quantity {
{ Name v; Value { Local { [ {v} ). In Domain; } } }
{ Nane e; Value { Local { [ -{Grad v} ], In Domain; } } }
{ Name d; Value { Local { [ -epsO*epsr[] *{Grad v} ];In Domain; } } }
}

00 ~J O U o GO R

: }
: }

Figura 3.14 — Exemplo de cddigo do objeto Post-Rasging. [4]
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O potencial escalar elétriag o campo elétrice e a densidade de fluxo
elétricod podem ser todos calculados a partir da solucamtdsibs definidos no
dominio da regiao.

A subsecéo 3.3.10 é o objdRost-Operatiomue exporta os resultados da

simulagéo.

3.3.10 POST-OPERATION: EXPORTA OS RESULTADOS

E no Post-Operationque visualiza os resultados obtidos no GetDP.
Definem-se varias operacdes elementares sobre astidpades de pos-
processamento e exibe os resultados em varios tiosrda arquivos.

A operacdo de poés-processamento € a geracao des,mapaseja, a
exibicdo dos campos calculados na malha. Por exemmando oPost-
Processingos mapas do potencial escalar elétrico e do cat@inco sobre os

elementos do dominio da regido sédo definidos comstrma Figura 3.15:

1 PostOperation {

2 { Name Map_v_e; NameOfPostProcessing EleSta_v ;

Operation {
Print [ v, OnElementsOf Domain, File "map_v.pos"];
Print [ e, OnElementsOf Domain, File "map_e.pos"];

}

} 0D ~J O O e D

Figura 3.15 — Exemplo de cddigo do objeto Post-Gytiem. [4]

Para uma definicAo completa de todos esses obgetesemplos que

mostram como séo desenvolvidos neste capitula weanual4].
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3.4 CONSIDERACOES FINAIS

O Gmsh tem um ponto forte que é a capacidade geitaisum campo de
comprimento caracteristico para a geracdo de ma&hmatinhas, superficies e
volumes. Além disso, todas as malhas que sdo pdatupelo Gmsh estdo em
conformidade com o método de elementos finitos.

O GetDP foi inicialmente desenvolvido no campo tEiremagnetismo
computacional, que utiliza plenamente todos osrsesuoferecidos. Tem sido
aplicado com sucesso para a construcdo de modédisosf acoplados
envolvendo fendmenos eletromagnéticos (magneta@samagnetodinamicos,
eletrostaticos, eletrodinamicos e circuitos elég)¢c fendbmenos térmicos e
fenbmenos mecanicos. No entanto, ferramentas ncesérprecisam ser
definidas para resolver problemas especificos etra®uéreas que nao foram

mencionadas neste trabalho.
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4 Resultados Obtidos

4.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo sdo apresentados os resultadogmtdera aplicacdo do
método de elementos finitos na formulacdo elettiogta magnetostatica e
eletrocinética para alguns casos. O primeiro caswolld o potencial escalar
elétrico bidimensional e tridimensional de um catoaccom dielétricos, o
segundo caso simula o vetor potencial magnétidortensional de um tordide e
o0 terceiro caso simula um circuito elétrico desteses.

As simulagdes foram realizadas em um computédefr Core 2.33GHz,
2GB de memodriaRAM (Random Access Mem@ryWindows 7 de 64bits
disponibilizado pela Pés-Graduacdo da Faculdad&mgenharia Elétrica da
Universidade Federal de Uberlandia no Ndcleo deyjles e Extensdo em
Energias Alternativas (NUPEA). O método iterativgréfico dos resultados é
no ambiente Gmsh/GetDP. Além de usar ousmidwarecomo FEMM Finite
Element Method MagnetigsFlux3D e ATP Alternative Transients Program

para comparar os resultados simulados no Gmsh/GetDP

4.2 ESTUDO DOCASO1—-MODELO ELETROSTATICO

4.2 1CAPACITOR COM DIELETRICO EM 2D

Neste caso é apresentado um capacitor de placaaspbaparalelas cuja
area é deA e estdo separadas por uma distadcidJma bateria carrega as
armaduras até que a diferenca de potencial ena® sdjaV, sendo entéo
desligada. Simula-se o capacitor com um, dois £ drélétricos, de constantes

dielétricase,q, €., € €43, €ntre as armaduras do capacitor. A Figura 4.4tnao
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0s modelos que sédo estudados neste caso. Analsaaggacitancia equivalente

C, a diferenca de potencisll a carga livreQ nas placas e o campo elétrico no

espaco entre as armaduras e o dieléfico

3000V 3000V 3000V
d,

oV ov oV

Figura 4.1— Modelos do caso 4.2.1 com um, dois e trés diielgst

A Figura 4.1 mostra o dominiQ@ do modelo eletrostatico estudado no

Gmsh/GetDP e no FEMM. Os valores utilizados na kEgéo para a referida

modelagem é arbitrario, as medidas do capacitordiel@étricos séo:

>
>

YV V VYV V V

Area do capacito’A = 0,0012 [m?];

Distancia entre as placak= d; = 0,01 [m];
Distancia entre as placas com um dielétrico:
d=d; =0,01 [m];

Distancia entre as placas com dois dielétricos:
d=d, +d, = 0,005+ 0,005 = 0,01 [m];
Distancia entre as placas com trés dielétricos:
d=d; +d, +d; =0,002 + 0,006 + 0,002 = 0,01 [m];
Permissividade do vacue; = 8,85 * 10712 [F/m];
Constante dielétrica 1 (Porcelana); = 5,9;
Constante dielétrica 2 (Vidrog:., = 4,7;
Constante dielétrica 3 (Plastice)., = 3;

Diferenca de Potencial entre as pladas: 3000 [V].
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Para comparar os resultados das simulacfes no GetEl? com os
FEMM.

valores do calculo analitico, fez-se os modelosaftwarelivre 2D

O método de elementos finitos é aplicado para wtersa de capacitor
com varios dielétricos. O modelo matematico elédtaso foi desenvolvido no
capitulo 2 no item 2.7.1 com as condi¢cdes de cnatdo dominio estudado.

As Figuras 4.2, 4.3 e 4.4 mostram as distribuig@$potencial elétrico
com um, dois e trés dielétricos, respectivament, dominio de estudo
considerando o modelo eletrostatico, compriments placas! = 0,04 [m],

distancias entre as placas= 0,01 [m] e a permissividade no vacug =

8,85 x 10712 [F /m].

V)
0 1.5e+003 3e+003
E—— S
(@)

2.850e+003 :
2.700e+003 :
2.550e+003 :
2.400e+003 :
2.250e+003 :
2.100e+003 :
1.950e+003 :
1.800e+003 :
1.650e+003 :
1.500e+003 :
1.350e+003 :
1.200e+003 :
1.050e+003 :
9.000e+002 :
7.500e+002 :
6.000e+002 :

4.500e+002 :
3.000e+002 :
1.500e+002 :

<0.000e+000 : 1.500e+002
Density Plot: V, Volts

>3.000e+003
2.850e+003
2.700e+003
2.550e+003
2.400e+003
2.250e+003
2.100e+003
1.950e+003
1.800e+003
1.650e+003
1.500e+003
1.350e+003
1.200e+003
1.050e+003
9.000e+002
7.500e+002
6.000e+002
4.500e+002
3.000e+002

(b)

Figura 4.2 — Distribuicdo do Potencial: Placas daegacitores com um dielétrico

(Porcelana) (a) no Gmsh/GetDP e (b) no FEMM em dudimmensdes.
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———
E——

0 1.5e+003 3e+003
I B

(@)

2.850e+003 : >3.000e+003
2.700e+003 : 2.850e+003
2.550e+003 : 2.700e+003
2.400e+003 : 2.550e+003
2.250e+003 : 2.400e+003
2.100e+003 : 2.250e+003
1.950e+003 : 2.100e+003
1.800e+003 : 1.950e+003
1.650e+003 : 1.800e+003
1.500e+003 : 1.650e+003
1.350e+003 : 1.500e+003
1.200e+003 : 1.350e+003
1.050e+003 : 1.200e+003
9.000e+002 : 1.050e+003
7.500e+002 : 9.000e+002
6.000e+002 : 7.500e+002
4.500e+002 : 6.000e+002
3.000e+002 : 4.500e+002
1.500e+002 : 3.000e+002
<0.000e+000 : 1.500e+002

Density Plot: V, Volts

(b)
Figura 4.3 - Distribuigdo do Potencial: Placas de capacitorsm dois dielétricos
(Porcelana e Vidro) (a) no Gmsh/GetDP e (b) no FEM&M duas dimensdes.

V)
0 1.5e+003 3e+003

2.850e+003 : >3.000e+003
2.700e+003 : 2.850e+003
2.550e+003 : 2.700e+003
2.400e+003 : 2.550e+003
2.250e+003 : 2.400e+003
2.100e+003 : 2.250e+003
1.950e+003 : 2.100e+003
1.800e+003 : 1.950e+003
1.650e+003 : 1.800e+003
1.500e+003 : 1.650e+003
1.350e+003 : 1.500e+003
1.200e+003 : 1.350e+003
1.050e+003 : 1.200e+003
9.000e+002 : 1.050e+003
7.500e+002 : 9.000e+002
6.000e+002 : 7.500e+002
4.500e+002 : 6.000e+002
3.000e+002 : 4.500e+002
1.500e+002 : 3.000e+002
<0.000e+000 : 1.500e+002

nsity Plot: V, Volts

(@)

D

®

(b)
Figura 4.4 - Distribuicdo do Potencial: Placas de capacitoism trés dielétricos
(Porcelana, Vidro e Plastico) (a) no Gmsh/GetDPlg fio FEMM em duas dimensdes.
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Verifica-se que as equipotenciais propagam-se atzaduperioB000 [V]
para a inferio0 [V]. As Figuras 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8 mostram as digtiiims do
campo elétrico no espaco entre as armaduras e edStridios no dominio

estudado.

E (V/m)
3e+005 3e+005 3e+005
(a) 2.850e+005 : >3.000e+005

2.700e+005 : 2.850e+005
2.550e+005 : 2.700e+005
2.400e+005 : 2.550e+005
2.250e+005 : 2.400e+005
2.100e+005 : 2.250e+005
1.950e+005 : 2.100e+005
1.800e+005 : 1.950e+005
1.650e+005 : 1.800e+005
1.500e+005 : 1.650e+005
1.350e+005 : 1.500e+005
1.200e+005 : 1.350e+005
1.050e+005 : 1.200e+005
9.000e+004 : 1.050e+005
7.500e+004 : 9.000e+004
6.000e+004 : 7.500e+004
4.500e+004 : 6.000e+004
3.000e+004 : 4.500e+004
1.500e+004 : 3.000e+004

T T TTT T T T

<0.000e+000 : 1.500e+004
nsity Plot: |E|, V/m

D

@

(b)

Figura 4.5 — Distribuicdo do Campo Elétrico do capacitor cormudielétrico (Porcelana)
(a) no Gmsh/GetDP e (b) no FEMM em duas dimensoes.

E (V/m)
2.66e+005 3e+005 3.34e+005
I B ]

Figura 4.6 — Distribuicdo do Campo Elétrico do cagitor com dois dielétricos (Porcelana e

Vidro) no Gmsh/GetDP em duas dimensdes.
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3.306e+005 : >3.340e+005
3.272e+005 : 3.306e+005
3.238e+005 : 3.272e+005
3.204e+005 : 3.238e+005
3.170e+005 : 3.204e+005
: 3.170e+005
3.102e+005 : 3.136e+005
3.068e+005 : 3.102e+005
3.034e+005 : 3.068e+005
3.000e+005 : 3.034e+005
2.966e+005 : 3.000e+005
2.932e+005 : 2.966e+005
2.898e+005 : 2.932e+005
2.864e+005 : 2.898e+005
2.830e+005 : 2.864e+005
2.796e+005 : 2.830e+005
2.762e+005 : 2.796e+005
2.728e+005 : 2.762e+005
2.694e+005 : 2.728e+005
<2.660e+005 : 2.694e+005

nsity Plot: |E|, V/m

O TTTTT TSN
g
:

D

@

Figura 4.7 —Distribuicdo do Campo Elétrico do capacitor com ddalielétricos (Porcelana e

Vidro) no FEMM em duas dimensoes.

E (V/m)
2.23e+005 3.3e+005 4 .38e+005
[ e

(@)

4.274e+005 : >4.382e+005
4.166e+005 : 4.274e+005
4.059e+005 : 4.166e+005
3.951e+005 : 4.059e+005
3.843e+005 : 3.951e+005
3.736e+005 : 3.843e+005
3.628e+005 : 3.736e+005
3.520e+005 : 3.628e+005
3.412e+005 : 3.520e+005
3.305e+005 : 3.412e+005
3.197e+005 : 3.305e+005
3.089e+005 : 3.197e+005
2.982e+005 : 3.089e+005
2.874e+005 : 2.982e+005
2.766e+005 : 2.874e+005
2.659e+005 : 2.766e+005
2.551e+005 : 2.659e+005
2.443e+005 : 2.551e+005
2.336e+005 : 2.443e+005
<2.228e+005 : 2.336e+005

Density Plot: |E[, V/m

(b)

Figura 4.8 — Distribuicdo do Campo Elétrico do capacitor congég dielétricos (Porcelana,
Vidro e Plastico) (a) no Gmsh/GetDP e (b) no FEMNheduas dimensdes.
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As Figuras 4.9 e 4.10 mostram os graficos geradtmsspftwareFEMM,
representam a distribuicdo do potencial elétrido eampo elétrico do capacitor

com um, dois e trés dielétricos, respectivamente.

3000 A

Potential, Volts

2000 -

1000 -

-1000

T T T T T T T T
0.002 0.008 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
Length, m

o
o
8_
2

(@)

Potential, Volts

3000
2000 -

1000

-1000 T T T T T T T T T
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009

Length, m

(=]

(b)
Potential, Volts

3000 -
2000 -

1000 -

-1000

T T T T T T T T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
Length, m

(©)

Figura 4.9 — Distribuicdo do Potencial Elétric¥ [V] do capacitor com
(a) um, (b) dois e (c) trés dielétricos.[FEMM]
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4e+005
IEl, V/m
3e+005
2e+005
1e+005 -
0 T
0 0.005 0.01
Length, m
(a)
4e+005
|El, V/m
3e+005
2e+005
1le+005 -
0 T
(o) 0.005 0.01
Length, m
(b)
Se+005
IEl, V/m
4e+005
3e+005
2e+005
1e+005
0 T
0 0.005 0.01
Length, m
(©)

Figura 4.10- Distribuicdo do Campo Elétric& [V /m] do capacitor com
(a) um, (b) dois e (c) trés dielétricos. [FEMM]
O valor analitico da capacitancia da carga livreQ nas placas e dos
campos elétricos no espaco entre as armaduras ielédrido E sdo obtidos

usando as equacdes a sequir [7]:
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cA
=—;
ondeC é a capacitancifF]; e é a permissividadfgF/m]; A é area da placa do

(4.1)

capacitoffm?]; d é a distancia entre as armaduras e o diel&tndo

Q=CV; (4.2)

ondeQ ¢€ a carga livre nas placg3|; V é o potencial elétrico do capaci{df];
Q

E=—; 4.3
cA’ (4.3)

ondeFE € o campo elétrico entre as armaduras e o diaéiritm];
£ = &&y, (4.4)
onde g, € a permissividade no vacyé/m]; . é a constante dielétrica do

material[= €/¢&].
As Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 apresentam os resulathi#ticos e simulados
nos softwareFEMM e Gmsh/GetDP, respectivamente. Além dissalisam-se

os trés modelos diferentes estudados.

Tabela 4.1- Resultados e Comparacdes do modelo eletrost&ic®D com um dielétrico.

Resultados Analisados Ai 25::::% S;:n;llJ\l/la,\(;:lao G?TI]rsnhu/Iéig?I(D)P
Potencial Elétrico - V [V] 3,000*1G 3,000*1G 3,000*1G
Campo Elétrico — E1 [V/m] | 299,962*18 300,000*18 300,000*16

Carga - Q [C] 18,795*10° 18,806*10° 18,806*10°
Capacitancia - C [F] 6,265*10"2 6,268*10" 6,268*10"

Tabela 4.2- Resultados e Comparacdes do modelo eletrost&ic®D com dois dielétricos.

Resultados Analisados Ai 25::::% S;:nglj\l/la,\(;:lao G?r:?hu/g(é?gP
Potencial Elétrico - V [V] 3,000*1G 3,000*1G 3,000*1G
Campo Elétrico — E1 [V/m] | 266,016*16 266,038*18 266,000%16
Campo Elétrico — E2 [V/m] | 333,934*16 333,962*18 334,000*16

Carga - Q [C] 16,668*10° 16,677*10° 16,677*10°
Capacitancia - C [F] 5,556*10'2 5,559*10" 5,559*10"
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Tabela 4.3- Resultados e Comparac6es do modelo eletrost&@ic®D com trés dielétricos.

Resultados Analisados Ai 2;}:::::% S::n;llJ\l/lal\aéo G?r:?hu/gg?gP
Potencial Elétrico - V [V] 3,000*1G 3,000*1G 3,000*1G
Campo Elétrico— E1 [V/m] | 222,781*18 222,796*18 223,000*16
Campo Elétrico— E2 [V/m] | 279,661*16 279,680*18 280,000*16
Campo Elétrico— E3 [V/m] | 438,136*10 438,165*18 438,000*168

Carga - Q [C] 13,959*10° 13,966*10° 13,966*10°
Capacitancia - C [F] 4,653*10" 4,655*10" 4,655*10"

Os erros séo calculados com as seguintes equacoes:

Runatitico — R
|ET‘T01| [%] _ | analitico Gmsh/GetDP| 100; (4.5)
Ranalitico
Runatitico — R
|ET‘T02| [%] _ | analitico FEMMl 100; (4.6)
Ranalitico
|RGmsh/GetDP - RFEMM|
|Erro3| [%] = 100; (4.7)
RGmsh/GetDP

As Tabelas 4.4, 4.5 e 4.6 apresentam os errosniaaie dos resultados
dos calculos analiticos e simulados nos modelosndedois e trés constantes

dielétricas entre as placas do capacitor.

Tabela 4.4- Erros dos resultados com capacitor 2D de um di&té.

Erros |Errol| [%] | |Erro2| [%] | |Erro3| [%0]
Campo Elétrico — E1 0,013 0,013 0,000
Carga- Q 0,059 0,059 0,000
Capacitancia - C 0,048 0,048 0,000

Tabela 4.5- Erros dos resultados com capacitor 2D de doidédiecos.

Erros |Errol| [%] | |Erro2| [%] | |Erro3| [%0]
Campo Elétrico — E1 0,006 0,008 0,014
Campo Elétrico — E2 0,020 0,008 0,011

Carga-Q 0,054 0,054 0,000
Capacitancia - C 0,054 0,054 0,000

Tabela 4.6- Erros dos resultados com capacitor 2D de trédédiecos.

Erros |Errol| [%] | |Erro2| [%] | |Erro3| [%0]
Campo Elétrico — E1 0,098 0,007 0,091
Campo Elétrico — E2 0,121 0,007 0,114
Campo Elétrico — E3 0,031 0,007 0,038

Carga-Q 0,050 0,050 0,000
Capacitancia - C 0,043 0,043 0,000
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Nota-se que o0s resultados analiticos foram relavde iguais aos
resultados simulados, devido a simplicidade do thaoestudado. Normalmente
a complexidade dos calculos faz com que seja gimpessivel realizar o
célculo analitico relativo aos dispositivos eleteméticos pelas interacdes
entre diferentes materiais, geometrias irregulademais aspectos construtivos.
Este caso mostrou que software Gmsh/GetDP utilizado nesta dissertacédo é
confiavel, flexivel e bastante preciso. Na subse4dh2 € apresentado o
capacitor em trés dimensdes. As simulacdes sdaadas nosoftwareFlux3D

e Gmsh/GetDP. O procedimento dos calculos € igual guas e trés dimensdes.

4.2.2CAPACITOR CcOM DIELETRICO EM 3D

Neste caso é apresentado um capacitor de placaaspbaparalelas cuja
area é deA e estdo separadas por uma distadcidJma bateria carrega as
armaduras até que a diferenca de potencial ena® sdjaV, sendo entéo
desligada. Simula-se o capacitor com um, dois £ drélétricos, de constantes
dielétricase,,, €, € €3, €Ntre as armaduras do capacitor. A Figura 4.44tna
0s modelos que sédo estudados neste caso. Analsaaggacitancia equivalente
C, a diferenca de potencisll a carga livreQ nas placas e o campo elétrico no

espaco entre as armaduras e o dieléfico

3000V 3000V 3000V

ov oV

Figura 4.11— Modelos do caso 4.2.2 com um, dois e trés dielétrem 3D.
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A Figura 4.11 mostra o domin®@ do modelo eletrostatico estudado no
Gmsh/GetDP e no Flux 3D. Os valores utilizados imalsicdo para a referida
modelagem é arbitrario, as medidas do capacitordiel@étricos séo:

> Area do capacitoA = 0,0012 [m?];
» Distancia entre as placak= 0,01 [m];
> Distancia entre as placas com um dielétrico:
d = d; = 0,01 [m];
> Distancia entre as placas com dois dielétricos:
d=d, +d, = 0,005 + 0,005 = 0,01 [m];
> Distancia entre as placas com trés dielétricos:
d=d;+d, +d; =0,002+ 0,006 + 0,002 = 0,01 [m];
Permissividade do vacue; = 8,85 = 10712 [F/m];
Constante dielétrica 1 (Porcelana); = 5,9;
Constante dielétrica 2 (Vidrog:., = 4,7;

Constante dielétrica 3 (Plastice):, = 3;

YV V VY V V

Diferenca de Potencial entre as pladas: 3000 [V].

Para comparar os resultados da simulacdo no Gm&?Geom o0s
valores do calculo analitico, fez-se o modelasafiwarecomercial Flux 3D. A
responsavel pelas simulacdes no Flux 3D é a exaturecém Doutora Elise
Saraiva liberada pelo Professor Antonio Carlos ibalda Universidade Federal
de Uberlandia da Faculdade de Engenharia Elétrieaeenpresa responsavel
pela licenca deoftwareFlux 3D é a CHESF (Companhia Hidro Elétrica do Sao
Francisco).

O método de elementos finitos é aplicado para wtersa de capacitor
com vérios dielétricos em 3D. O modelo matematidetrestatico foi
desenvolvido no capitulo 2 no item 2.7.1 com asdig@es de contorno do
dominio estudado, as formula¢des sdo as mesmaslyasee trés dimensdes. O

programa no GetDP para este caso é mostrado nalispdn
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As Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 mostram as distrimdcdo potencial

elétrico com um, dois e trés dielétricos, respaatignte.

By Juliana

V (V) Y

0 1.56+003 3e+003 kx
[ B | Z
EXYZQ U1 BMDS [ AL [P Postprocessing
(@)

Isovalues
.000 E3
.824 E3
.647 E3
.471 E3
=294 E3
=L 18FE3
.941 E3
.7€5 E3
.588 E3
120 E3
S239rEd

e T S T T S T S Y

Ve in Volt

.059 E3
.353
.882
. 412
.941
.471

(b)
Figura 4.12- Distribui¢cdo do Potencial: Placas de capacito@sm um dielétrico
(Porcelana) (a) no Gmsh/GetDP e (b) no Flux 3D erég dimensbes.

64



Capitulo 4 — Resultados Obtidos

File Tools Help
; Post-processing ¥

By Juliana

V (V) Y
0 1.5e+003 3e+003 \< X
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Juliana Amancio Malagoni

EXYZQU1BMDS KA DI Post-processing

(@)
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.000 E3
.824 E3
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.765 E3
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.412 E3
S2SSIES
1.059 E3
882. 353
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352.941
176. 471
.000

Ve in Volt
F R EFPEPRPRPDDDDDLDOW

(b)

Figura 4.13- Distribui¢cdo do Potencial: Placas de capacitorsm dois dielétricos

(Porcelana e Vidro) (a) no Gmsh/GetDP e (b) no FIBPD em trés dimensdes.
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V) Y
0 1.50+003 3e+003 %X
) ! ' [ B z
Juliana Amancio Malagoni

EXYZQ U1 EBMDS KA D > Post-processing

(@)

Isovalues
.000 E3
.824 E3
.647 E3
- 471 E3
.294 E3
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=235 E3

L = = T T T B & &}

.059 E3
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529.412
352.941
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(b)

Figura 4.14- Distribuicéo do Potencial: Placas de capacito@m trés dielétricos

(Porcelana, Vidro e Plastico) (a) no Gmsh/GetDPlg fio Flux 3D em trés dimensdes.
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Verifica-se que as equipotenciais propagam-se aza@uperior 3000 [V]
para a inferior O [V]As Figuras 4.15, 4.16 e 4.17 mostram as distrdmsgdo

campo elétrico no espaco entre as placas.

N oman (11
By Juliana 01 »
V) m»

| E (Vim) 21> |

E (V/im) Y
3e+005 3e+005 3e+005 |<

SEXYZQ U1 @MDS KA D I Post-processing
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297.353 E3

3
3
2
-
298.786S E3
2
-
-
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(b)

Figura 4.15- Distribuicdo do Campo Elétrico do capacitor cormudielétrico (Porcelana)
(a) no Gmsh/GetDP e (b) no Flux 3D em trés dimeasd
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= Post-processing ¥

| ByJuliana
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Figura 4.16— Distribuicdo do Campo Elétrico do capacitor cornisl dielétricos (Porcelana
e Vidro) (a) no Gmsh/GetDP e (b) no Flux 3D em trdisnensoes.
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By Juliana
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Figura 4.17—Distribuicdo do Campo Elétrico do capacitor com sréielétricos (Porcelana,

Vidro e Plastico) (a) no Gmsh/GetDP e (b) no Flulb®m trés dimensdes.
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Utilizou-se 0 mesmo procedimento realizado no estdd caso 4.2.1
desta dissertacdo para o calculo analitico da tapeaC, da carga livrd) nas
placas e do campo elétrico no espaco entre as arasad o dielétrica.

As Tabelas 4.7, 4.8 e 4.9 apresentam os resulathi#ticos e simulados
nossoftwareFlux 3D e Gmsh/GetDP, respectivamente. Além diaealisam-se

os trés modelos estudados.

Tabela 4.7- Resultados e Comparacdes do modelo eletrost&ic3D com um dielétrico.

Resutados Anaisados | coello | TR0 [ Sk,
Potencial Elétrico - V [V] 3,000*1G 3,000*1G 3,000*1G
Campo Elétrico — E1 [V/m] | 299,962*18 299,647*18 300,000*16

Carga - Q [C] 18,795*10° 18,775*10° 18,806*10°
Capacitancia - C [F] 6,265*10"2 6,258*10" 6,268*10"

Tabela 4.8- Resultados e Comparacdes do modelo eletrost&ic@D com dois dielétricos.

Resutados anaisados | C8ee | Spuecto [ SmibeRc
Potencial Elétrico - V [V] 3,000*1G 3,000*1F 3,000*1G
Campo Elétrico — E1 [V/m] | 266,016*16 268,035*18 266,000%16
Campo Elétrico — E2 [V/m] | 333,934*16 331,964*18 334,000*16

Carga - Q [C] 16,668*10° 16,683*10° 16,677*10°
Capacitancia - C [F] 5,556*10'2 5,560*10" 5,559*10"

Tabela 4.9- Resultados e Comparac6es do modelo eletrost&ic@D com trés dielétricos.

Resutados anaisados | oAcle | Stufecke T Smdeche
Potencial Elétrico - V [V] 3,000*1G 3,000*1G 3,000*1G
Campo Elétrico— E1 [V/m] | 222,781*16 229,126*18 223,000*16
Campo Elétrico— E2 [V/m] | 279,661*16 279,803*18 280,000*16
Campo Elétrico— E3 [V/m] | 438,136*10 431,834*18 438,000*168

Carga - Q [C] 13,959*10° 14,027*10° 13,966*10°
Capacitancia - C [F] 4,653*10" 4,675*10" 4,655*10"

Os erros séo calculados com as seguintes equacoes:

] _ |Ranalitico - RGmsh/GetDP| 1

|Errol| [% 00; (4.8)

Ranalitico

7C



Capitulo 4 — Resultados Obtidos

Ranaritico — R
|ET‘T02| [%] _ | analitico Flux 3D| 100; (4.9)

Ranalitico

] _ |RGmsh/GetDP — Rpjux 3D| 1

|Erro3]| [% 00; (4.10)

RGmsh/GetDP

As Tabelas 4.10, 4.11 e 4.12 apresentam 0s erroemgais dos
resultados dos calculos analiticos e simuladosrmodelos de um, dois e trés

dielétricos entre as placas do capacitor em 3D.

Tabela 4.10- Erros dos resultados com capacitor 3D de um diidé.

Erros |Errol| [%] | |Erro2| [%] | |Erro3| [%0]
Campo Elétrico — E1 0,013 0,105 0,118
Carga-Q 0,059 0,106 0,165
Capacitancia - C 0,048 0,112 0,160

Tabela 4.11 Erros dos resultados com capacitor 3D de doidédiecos.

Erros |Errol| [%] | |Erro2| [%] | |Erro3| [%0]
Campo Elétrico — E1 0,006 0,759 0,765
Campo Elétrico — E2 0,020 0,590 0,610

Carga- Q 0,054 0,090 0,036
Capacitancia - C 0,054 0,072 0,018

Tabela 4.12- Erros dos resultados com capacitor 3D de trédédiecos.

Erros |Errol| [%] | |Erro2| [%] | |Erro3| [%0]
Campo Elétrico — E1 0,098 2,848 2,747
Campo Elétrico — E2 0,121 0,051 0,070
Campo Elétrico — E3 0,031 1,438 1,408

Carga- Q 0,050 0,487 0,437
Capacitancia - C 0,043 0,473 0,430

Nota-se que os resultados analiticos foram proximos simulados,
devido a simplicidade do modelo estudado. Na naiws resultados deste caso
o softwarelivre Gmsh/GetDP apresentou erros percentuais rasndo que 0
softwarecomercial Flux 3D. Na secdo 4.3 é apresentadogansi® caso que

simula um tordéide em 3D.

71



Capitulo 4 — Resultados Obtidos

4.3 ESTUDO DO CASO2—-MODELO MAGNETOSTATICO

4.3.1TOROIDE EM 3D

Neste caso é apresentado um toroidéV despiras e dimensdes tais que a
inducdo magnéticB em seu interior possa ser aproximada como unifoéntel
gueRc é o raio da circunferéncia que passa até o ceatesira e o raio até a
extremidade interna do toréideRé = Rc — r, onder € o raio da espira como
observado na Figura 4.18.

O tordide possui nucleo de @000 [espiras], corrente de5 [A], o raio
gue passa até o centro da espi®18 [m] e o raio da extremidade interna do
toréide € 0,10 [m]. Analisa-se a indugcdo magnética ou densidade de flu
magnéticoB [T] e o campo magnéticH [A/m] no centro e na extremidade

interna do toroide.

Figura 4.18 — Modelo do toréide estudado.

O método de elementos finitos é aplicado para ugide 3D. O modelo
matematico magnetostatico foi desenvolvido no c&pf no item 2.7.2 com as
condi¢des de contorno do dominio estudado.

Para comparar os resultados da simulacédo em 3Dnsh/&@etDP com os
valores dos calculos analiticos, fez-se 0 model@Pmosoftwarelivre FEMM
(Finite Element Method Magnetics
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A Figura 4.19(a) mostra o topo do toroide em duaedsdes ngoftware
FEMM, ou seja, 0 modelo e as malhas geradas do mekma Figura 4.19(b)
mostra a vista frontal do toréide em trés dimengiesoftware Gmsh/GetDP,

ou seja, somente o modelo é observado sem as malhas

=5

(b)
Figura 4.19 — Modelo do Toréide com malha (a) no M8 em duas dimensdes e sem
malha (b) no Gmsh/GetDP em trés dimensoes.
A Figura 4.20 mostra a distribuicdo da densidaddlabeo magnético
B [T] no FEMM e no Gmsh/GetDP, repectivamente. Obsesvgug 0s valores

séo proximoB = 0,0591 [T] no FEMM eB = 0,0592 [T] no Gmsh/GetDP.
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5.615e-002 : >5.910e-002
5.319e-002 : 5.615e-002
5.024e-002 : 5.319e-002
4.728e-002 : 5.024e-002
4.433e-002 : 4.728e-002
4.137e-002 : 4.433e-002
3.842e-002 : 4.137e-002
3.546e-002 : 3.842e-002
| |3.251e-002 : 3.546e-002
| |2.955e-002 : 3.251e-002
|| 2.660e-002 : 2.955e-002
|| 2.364e-002 : 2.660e-002
|| 2.069e-002 : 2.364e-002
|| 1.773e-002 : 2.069e-002
[ | 1.478e-002 : 1.773e-002
1.182e-002 : 1.478e-002
8.865e-003 : 1.182e-002
5.910e-003 : 8.865e-003
2.955e-003 : 5.910e-003
<8.154e-011 : 2.955e-003

Density Plot: |B|, Tesla

File Tools Help
;lPost-processing ﬂ

By Juliana
B(T) U1
H (A/m)

B A M

Y
10 ARTA T

0

Juliana Améancio Malagoni
SXYZQ11E@MDS KA DI Post-processing

(b)
Figura 4.20 - Distribuicdo da densidade de fluxo gr@éticoB [T] (a) no FEMM em duas
dimensdes e (b) no Gmsh/GetDP em trés dimensodes.
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J& a Figura 4.21 mostra a distribuicdo do campaétagp H no FEMM e
no Gmsh/GetDP, repectivamente. Observa-se que losesasao proximos
H = 47.087 [A/m] no FEMM eH = 47.100 [A/m] no Gmsh/GetDP.
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Figura 4.21 - Distribuicdo do campo magnétidd [A/m] (a) no FEMM em duas
dimensdes e (b) no Gmsh/GetDP em trés dimensodes.
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Os calculos analiticos da densidade de fluxo magnét e do campo
magnéticad do toréide sdo mostrados a seguir.

Utilizando alei de Amperega inducdoB no centro e na extremidade
interna do tordide séo dadas por [7]:

woNI

_ 411
¢ = 2nRC (4.11)

onde Bc € a densidade de fluxo magnético no centro doderfii]; u, € a

permeabilidade magnética do vacuo (de valor numédricx 107 H/m); N € 0

namero de espirad;é a correntdA]; Rc € o raio que passa até o centro do

toroide[m].

WoNI

- 412
® = JnRe’ (4.12)

onde Be é a densidade de fluxo magnético na extremidadgnatdo tordide
[T]; Re é o raio até a extremidade interna do tor¢idé
A lei de comportamento do material (ou relacdo ttutwa), que
estabelece a relacdo entre campo magnético e oaneipue estédo inseridos é
dada pela seguinte equacao [7]:
Bc

Hc = —, (4.13)
Ho

ondeHc € o campo magnético no centro do tordidigm].
Be

He = —, (4.14)
Ho

ondeHe é o campo magnético na extremidade interna dad®fd /m].

A Tabela 4.13 apresenta os resultados analitisis@ados nosoftware
FEMM e Gmsh/GetDP, respectivamente. Além dissolisam-se 0s campos
magnéticos e a densidade de fluxo no centro e tr@nexlade do tordide

estudado.
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Tabela 4.13- Resultados e Compara¢des do modelo magnetostabideEMM em duas

dimensdes e no Gmsh/GetDP em trés dimensoes.

Resultados Analisados Ai 25::::% S;:nglj\l/la,\(;:lao G?TI]rsnhu/Iéig?I(D)P
Densidade de Fluxo - Bc [T] 0,0462 0,0463 0,0465
Densidade de Fluxo - Be [T] 0,0600 0,0591 0,0592

Campo Magnético - Hc [A/m]| 36,765*1C 36,822*16 36,900*18
Campo Magnético - He [A/m]| 47,746*1G 47,087*16 47,100*18

Os erros séo calculados com as seguintes equacoes:

] _ |Ranalitico - RGmsh/GetDP| 1

|Errol| [% 00; (4.15)
Ranalitico
|Ranalitico - RFEMMl
|Erro2| [%] = 100; (4.16)
Ranalitico
|RGmsh/GetDP - RFEMM|
|Erro3| [%] = 100; (4.17)

RGmsh/GetDP
A Tabela 4.14 apresenta os erros percentuais dofagos dos calculos

analiticos e simulados no modelo magnetostatico.

Tabela 4.14- Erros dos resultados do modelo magnetostaticd@msh/GetDP em trés

dimensdes e no FEMM em duas dimensoes.

Erros |Errol| [%] |Erro2| [%] |Erro3| [%]
Densidade de Fluxo - Bc [T] 0,649 0,216 0,430
Densidade de Fluxo - Be [T] 1,333 1,500 0,169

Campo Magnético - Hc [A/m] 0,375 0,155 0,211
Campo Magnético - He [A/m] 1,353 1,400 0,028

Observa-se erros pequenos nos resultados do FEMM @msh/GetDP
em comparacdo aos calculos analiticos. Além dissa;alculos realizados em
cadasoftwaresao diferentes. E o modelo feito no FEMM em duasedsodes é
escalar (representado por mapa de cores), enqgnan®msh/GetDP em trés
dimensdes é vetorial (representado por setas &idionais). Na secdo 4.4 é
apresentado um modelo eletrocinético em trés did@sngsimulacdo de um
circuito com resistores). As simulacOes sao reddizganossoftware ATP

(Alternative Transient Progran® no Gmsh/GetDP.
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4.4 ESTUDO DO CASO3—-MODELO ELETROCINETICO

4.4 1CIRCUITO ELETRICOEM 3D

Neste caso € apresentado um circuito elétricotiasig?ara comparar 0s
resultados da simulacdo no Gmsh/GetDP com os attre calculos analiticos,
fez-se 0 modelo nsoftwareATP (Alternative Transient Prograjn

Utilizou-se osoftwarelivre ATP que é um programa completo de analise
de transitérios, inicialmente desenvolvido parséesims de energia elétrica. E é
capaz de simular controles, eletrénica de poténciecuitos elétricos.

O circuito elétrico possui quatro resistores dened 10, 16 e 20 Ohms e
uma fonte de tensdo continua de 24 Volts. Anaksa corrente e tensdo no
resistor de 10 Ohms entre os nés 2 e 10, a coreetgasdo no resistor de 20

Ohms entre os nés 3 e 10 conforme a Figura 4.22.

16 Ohms
A4

20 Ohms

AN
NN

1

= A

10JOhm:

/

10 10 10

20j0hm

N

s

<
'A%

AN

Figura 4.22 — Modelagem do Circuito Elétrico 3D estado.

A Figura 4.22 mostra o circuito elétrico modeladste caso e 0s cubos
sao unitarios e modelados no Gmsh/GetDP represintresisténcias que séo
analisadas.

Os valores utilizados na simulacédo para a refariddelagem é arbitrério,

as medidas da representagao do circuito sao:
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» Resisténcia entre os n6s 1 eR2= 16 [Q];
» Resisténcia entre 0s n6s 2 erR3= 20 [Q];
» Resisténcia entre os n6s 2 e RO= 10 [Q];
» Resisténcia entre os nds 3 e RO= 20 [Q];
» Tensado da Fonte Continda= 24 [V].

A Figura 4.23 representa a simulacdo do circuitdrieb no software
ATP.

1 16 Ohms M 2 20 Ohms

A - VAV
24V _I_ 10 Ohms 20 Ohms

=<3
w

—

Figura 4.23 — Simulacao do Circuito Elétrico no dofare ATP.

Aplicou-se 0 método de elementos finitos para uroudb elétrico. A
Figura 4.24 mostra o domini® do modelo eletrocinético estudado no
Gmsh/GetDP. O modelo matematico eletrocinético aci@ado no capitulo 2

no item 2.7.3 com as condi¢cBes de contorno do doragtudado.

Figura 4.24 — Modelo do Circuito Elétrico em 3D renftware Gmsh/GetDP.

A Figura 4.25 representa os resultados safsvareATP e Gmsh/GetDP
das tensdes nos noés 2 e 3 do circuito elétricoresistores de 10 e 20 ohms,

respectivamente.
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TensBGes nos nés 2 e 3

10
v
6
4
2
0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 [ms] 1.0
(file circuito.pl4; x-vart) v:2  v:3
(a)
V)
0 4 8
| |
(b)

Figura 4.25 — Simulac¢des das Tensodes nos resistdee$0 e 20 Ohms do circuito estudado
(a) no ATP em forma de gréfico e (b) no Gmsh/GetBi trés dimensdes.

Observou-se no Gmsh/GetDP uma tensa® Welts (cor vermelha no
cubo esquerdo) entre os nés 2 e 10 no resistarOdghms. Além disso, a
tensdo entre os nos 3 e 10 no resisto2@Ohms € de4 Volts (cor verde no

cubo direito).
A Figura 4.26 mostra as simulagbes com os resudtdds correntes nos

resistores dé0 e 20 Ohms nossoftwareATP e Gmsh/GetDP, respectivamente.
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Correntes nos resistores de 10 Ohms (I2) e 20 Ohms (I3)

1.0
[A]
0.8
0.
0.4
0.2
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 [ms] 1.0
(file circuito.pl4; x-vart) c:2 -2 c¢c:3 -I3
(a)
I (A)
0.2 0.5 0.8
I B — ]
(b)

Figura 4.26 — Simulacdes das Correntes nos resissode 10 e 20 Ohms do circuito

estudado (a) no ATP em forma de grafico e (b) no $iGetDP em trés dimensodes.

A Figura 4.27 mostra os vetores de corrente queileiem cada resistor.
No cubo da esquerda representado pelo resistbd @ams passa uma corrente
de 0,8 A e no cubo da direita representado pelo resist@0dehms passa uma

corrente dé,2 A.
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Iv (A)
0.2 05 0.8
[ . . e

Figura 4.27 — Simulacao dos Vetores de Correntes nesistores de 10 e 20 Ohms do

circuito estudado no Gmsh/GetDP em trés dimensoes.

Nota-se que a intensidade de vetores no cubo deerelsgé maior do que
0 cubo da direita devido o valor da corrente nstesde10 ohms ser maior do

gue o resistor d20 ohms (cubo da direita).

Os calculos analiticos da correrite tensdd’ nos resistores em paralelo
com a fonte de tensdo do circuito elétrico sdodoBtiusando as equacdes a
sequir [7]:

V = RI; (4.18)
ondeV € a tenséo da font&]; R € a resisténcia do materidl][ I € a corrente
gue circula no circuito/].

Os resultados dos calculos analiticos, simulados AI® e no
Gmsh/GetDP sé&o iguais mas com maneiras difereptesatizar o mesmo caso.
A Tabela 4.15 apresenta os resultados analitiams resultados simulados nos
softwareATP e Gmsh/GetDP.

Tabela 4.15 — Resultados e Compara¢des do modetooeinético em 3D.

Resultados Analisados A% iﬁ;’g Sm;%lggéo G?r:?hﬂgg?lgP
Tens&o no resistor 10 Ohms - V [V] 8,000 8,000 8,000
Corrente no resistor 10 Ohms - | [A] 0,800 0,800 0,800
Tens&o no resistor 20 Ohms - V [V] 4,000 4,000 4,000
Corrente no resistor 20 Ohms - | [A] 0,200 0,200 0,200
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Nota-se que os resultados analiticos sao iguaisesotados simulados,
devido a simplicidade do modelo estudado. Este oassirou que oftware
Gmsh/GetDP utilizado nesta dissertacdo € bastaotdiaeel e gratuito

comparando com outr@®ftwarecomerciais de elementos finitos.

4.5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo foram apresentados os resultadddosbpara trés casos:
eletrostatico (uma placa de capacitor com varieétticos representado em
duas e trés dimensdes), magnetostatico (um tordidEmensional) e
eletrocinético (um circuito elétrico resistivo emds dimensoes).

Através dos resultados das simulacdes, obteve-aecamparacdo com o
equacionamento analitico dos sistemas estudadoda&s tas simulacdes se

mostraram coerentes comsidtwareque foram usados.
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5 Conclusoes

5.1 CONSIDERACOES GERAIS

O estudo realizado no presente trabalho teve comnocipio a
determinacdo, através de uma metodologia compuciode modelos
matematicos tridimensionais, levando em conta aagigs déaxwell as leis
de comportamento dos materiais e as condicdes derno. Além da
discretizacdo dos campos pelo método de elemeinitssfutilizando o método
de Galerkin destinados a analise de problemas de eletronisignet

Para o desenvolvimento desta metodologia buscopesesoftware e
modelos que pudessem assessorar 0 objetivo dolhmab@®ptou-se por
empregar o programa computacional Gmsh/GetDP deinimnpublico e
tridimensional que utiliza o0 método de elementogds para a realizacdo dos
célculos. Para os estudos propostos nesta disdertaignularam trés modelos
um para estudo eletrostatico, um para magnetostatiutro para eletrocinético.

Os resultados obtidos em tais simulacfes foram rgotafdos com
parametros calculados analiticamente e com simetagéalizadas em outros
softwarecomo o FEMM, o ATP e o FLUX3D. As confrontacOesrdsultados
obtidos através das simulacbes, com o0s obtidos caleulos analiticos
possibilitaram a validacdo dos modelos.

Analisando as simulacfOes, 0s erros sao pequenositasndas vezes
podem ser considerados despreziveis. No entan&stodos aqui apresentados
demonstram que estas ja indicam uma alteracdo omnegsa, por exemplo,
modelos em 2D ou 3D e nos calculos realizados pdasoftware Pelo fato

destes, os resultados que tiveram pequenos erdespser desconsiderados.

84



Capitulo 5 — Conclusdes

De uma maneira geral, este trabalho contribuiu ebgouns estudos e
analises que vao dar subsidios a trabalhos fut@ossiderando as propostas
iniciais, pode-se dizer que a dissertacdo em questdiseguiu cumpri-las.
Destaca-se a confiabilidade doftwarelivre Gmsh/GetDP para a determinacéo
de variaveis magnéticas e eletrostaticas. E asulagdes foram adequadas para
a analise durante todo o processo de simulacatésasos estudados.

Na maioria das vezes medicdes reais sdo de diffeitucdo, de forma
gue, simulagdes computacionais, tais como as ael& neste trabalho, por
exemplo, contribuem para uma analise mais descoagaique pode inclusive

indicar antecipadamente possiveis falhas em dispasieletromecanicos.

5.2 SUGESTOES PARATRABALHOS FUTUROS

Apresentam-se alguns temas indicativos para umrraprofundamento:

* Realizar estudos em conversao eletromecanica quevam troca
de energia entre um sistema mecanico e um sisti&tnze atraves
de um campo de acoplamento, que pode ser de oegrica ou
magnética.

» Estudos de dispositivos a semicondutores: modeldgoa mais
termodinamica (definicdo de operagdes em sobresaggautras
condicbes ndo nominais em resumo, definicdo de icoesl de
operacao limites, definicdo de sistemas de dis&mpapmpactos,
etc.).

 Andlise de degradacdo de contatos O6hmicos em ¢apECi
eletroliticos e de polipropileno: impulsos de cotee sdo mais
criticos que energia envolvida (acoplar equacdsesali, elétricas,

térmicas e mecanicas para melhor entendimentoethdsenos).
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Abstract. The paper presents the development of a threertilmnal mathematical model to
estimate the operation of masonry ovens concertingg available energy released for
electrical power generation. The Finite Element ivet (FEM) has shown for decades to be
a powerful numerical tool in the modeling of pheeoim as in the simulation of thermal,
magnetic, electromagnetic, mechanical, electrostagilectrodynamics based devices and
others. Moreover, it allows the analysis of probdenp to 3D. The differential equations are
solved numerically in a domain of axisymmetric gewy through the use of the finite
volumes method on the Gmsh free software. The nugdslthe concepts of mass and heat
transfer, of the thermal decomposition of wood,dpelythe different physical and chemical
properties of wood and charcoal (solid renewable-k@ducer) for the steel industry. In order
to simulate the system a model was developed anandsh of the oven is made using a
program called Gmsh that is a mesh generator wiseks lines, surfaces and volumes
through contours and is capable to generate one,amnd three-dimensional regular and non-
regular meshes, consisting of geometric elements laar triangular, square and prismatic.
This procedure reduces costs, generates produgams, minimizes the losses and increases
the thermal efficiency of the oven when the pradocof charcoal is analyzed. Another
important consequence of this work is the contidyutto reduction of greenhouse gas
emissions, ie, improves the environment. Therefdhe, mathematical modeling and
simulation engender technological advances forl#rge companies producing charcoal a
solid renewable bio-reducer for the steel industry.
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1. OBJECTIVE
This paper has the following objectives: to devedofhree-dimensional mathematical model

to estimate the performance of masonry furnacasraspect of available energy released for
co-generation and to analyze the physical and aamparameters of wood and charcoal

2. INTRODUCTION

In Brazil, charcoal is produced for about 400 ye#ssproduction only peaked in the 60s. The
production of charcoal produced in 1989 was 44.8iani cubic meters, after that date,
production has steadily drops, with a production28t4 million cubic meters in 1998
(Sampaio 2001).

Coal production from forestry, which had been grayisince 2002, fell (15.0%), with
production of 3,378,492 tons. The charcoal fromekeaction fell by 26.2% between 2008
and 2009, with production by 1,639,779 tons. In20bey produced a total of 82,850,417
cubic meters of firewood, 1.5% less than in 200®] 5,018,271 tons of charcoal, producing
19.0% lower than 2008. The production of timber hasreased from 115,389,259 to
122,159,595 tons between 2008 and 2009 (IBGE 2010).

Some industries produce charcoal kilns using differformats and capabilities. The
rectangular furnace of V & M Florestal Brazil (Frgul) converts 42 tonnes of timber per
month to approximately 14 tons of coal. The circkign (Figure 2) have a one fifth of this
capacity, however, have smaller production cycles.

Figure 1 - Rectangular masonry oven for V & M Flostal Brazil.

Figure 2 - The old armadillo tail circular oven (Ales & Figueiredo, 1989).



Congresso de Métodos Numéricos emEngenharia 2011
Coimbra, 14 a 17 de Junho, 2011
© APMTAC, Portugal, 2011

Charcoal is the transformation of biomass, wherasusbly produced, from reforestation
wood or agro-industrial waste, being also a rendsvalel, that when burning releases more
calories than firewood with less smoke.

Carbonization technologies have had many breakgfmau The process of charcoal
production occurs at high temperatures in the réngma 450 to 600 ° C in the absence of
oxygen. The biomass, rather than ignite, undergadgsonization by the elimination of smoke
(volatile  materials) and water in the form of vapor and gases.
Charcoal is a renewable source of energy and irmapbraw material in steel production in
Brazil. Should be carefully considered in energyigs and forestry in order to ensure
sustainability and improve social and environmentalditions in their production. You can
competitively produce charcoal with good efficiengyreserving natural resources and
respecting human rights.

3. THEORETICAL DESCRIPTION

The three-dimensional mathematical models of dryarmgl carbonization of wood are
composed of equations of heat and mass transfess malance; equations correlating the
physical properties of wood and charcoal and kiisediquations drying and carbonization.
The parameters involved depend on the carbonizagomperature, i.e. they are sets of
nonlinear equations. Thus, it was shown the nurakrimite volume methodology.
The finite element method is a widely used techaigat allows obtaining satisfactory
results, very close to real solutions. The accudepends on the discretization of the domain
geometry, which is done through finite element negssiMany real problems in engineering
present a set of equations that are difficult tvesanalytically.

3.1. Mathematical models for the kinetic parameter®f wood in constant temperature

The differential equation (1.0) describes reactimnsolids, with the formation and growth of
Avrami-Erofeev nuclei and the Arrhenius equationl)1(Bruijn et al 1981) were used to
obtain the kinetic mechanisms of carbonization isgarameters for each component species
studied (Raad 2004).

n-1

?j_(: =n(1-a)-In(1- a)][T] g(T)

(1.0)
- _E
g(T)—Aexp( RTJ )
_m -m(t)
m =M (1.2)

where:

a = fraction decomposed body mass (kg / kg);
n = reaction order;

g (T) = Arrhenius equation = decay rat&)(s

t = time (S);

E = activation energy (kJ / kmol);
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A = pre-exponential factor 3;

R = universal gas constant (8.314 kJ / kmol.K);
T = decomposition temperature (K);

m = mass of the sample as a function of t (kg);
m; = initial mass of sample (kg);

m; = residual mass of sample (kg).

Integrating the equation (1.0) for processes asteon temperature, we have:
In(1-a)=—(gt)" (1.3)

Figure 3 shows theoretical curves for the two higptital constants k, or g (T), depending on
the reaction order from 0.3 to 5.0. It is obserthdt the Avrami-Erofeev equation is a
comprehensive mathematical tool to obtain kineecameters like activation energy and
reaction order of thermal decomposition of many ssabhces (Raad 2004).

1.0 F

0.8

LA

Py v i
Ty vo v v
e v s s s 7
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0.6

!
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0 (kefkg)
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| | 1 | 1
u] a0 100 150 200 240 300
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Figure 3 - Simulation curves of equation 1.3 as arfction of reaction order.
(Raad 2004)

3.2. Mathematical models for the kinetic parameter®f wood at variable temperature
When the carbonization process presents variougpdetures, the decomposition rate
becomes dependent on temperature and time. ledbes, the solution of differential equation
(1.0), valid for processes with any rate of hegting obtained through numerical integration
method called seven points Gaussian quadraturetieqy1.4) (Raad 2004).

if(x)dp(?)gcif(ti)

(1.4)
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E (1.5)

n; = number of integration points;
a, b = lower and upper limit of integration, reqjpesy;
t1, t, = instant of time past and present, respectively;
dt = (& - ) = time interval during the carbonization process;
Ci and t = parameters of Gaussian quadrature, Table 1.

Ci 0,12948496| 0,27970540 0,38183005 0,41795P18

ti + + + 0

0,94910791| 0,74153119| 0,40584515

Table 1. Constants of integration through the Gaies quadrature method for n= 7.

The numerical integration is solved with the hefpaoprogramming algorithm. According
(Raad 2004), the Matlab program platform was usedjdénerate the executable for the
solution of equations 1.3, 1.4 and 1.5.

3.3. Equations of the physical properties of woodral charcoal

3.3.1. Specific heat, thermal conductivity and porsity of solid

The physical parameters specific heat, thermal womdty and porosity
are correlated linearly between valid values amovddues for wood for charcoal (Kansa et al
1977; Capart and Belleville 1984; Alves and Fige@a1989; Koufopanos and Papayannakis
1991; Guell and Guzman 1993, Shrestha et al 19945t authors use the decomposition
kinetics as a factor proportional to the variatedrwood for charcoal. Thus we have:

f (,7) :,7fwood + (1_,7) fcharcoal (16)

where:

f (n) = average value of physical property;

n = mass fraction decomposition = ¢lin equation 1.3;
f = physical property (wood or charcoal).

Property Porosity Specific Hea Thermal Conductivity
(m® empty / n? solid) (kJ/kg.K) (KW /m.K)

Referenct Wood Charcoal Wood Charcoal Wood Charcoal
Kansa et al, 1977 0,64 0,94 2,303 0,712 1,587 x[L00,502 x10'
Capart et al, 1988 - - 1,214 0,670 1,465%10 0,712 x10
Alves/Figueiredo, 1989 1,950 1,350 1,666 xT0| 0,440 x10
Koufopanos et al, 199fL - - 2,567 1,630 1,300 xT0| 0,800 x10
Gliell e Guzman, 1993 0,64 0,90 2,100 0,840 1,605 x{L 0,582 x10
Gieck e Gieck, 1990 0,64 0,77 2,400 0,840 1,7@'xL 0,840 x1d

Table 2. Physical properties of wood and charcoakd by several authors (Raad 2004).
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Considering the equation free energy phase separate determined the equivalent value of
thermal conductivity of the material as a wholeeTgroposed equation by (Brailsford and
Major 1963), was used to obtain the equivalent riaér conductivity of materials
compounds, in a means continuous with uniform dggephases:

kS + gL kL 3ks + kG (8 - SL ) 3ks
. - 2k +K, 2k +Kg
=

pre | Hs yfeoa) s
2kg +K, 2K + kg
ks = X K, + X K, (1.8)

(1.7)

where:

ks = thermal conductivity of solid (kW / mK);

k. = liquid thermal conductivity (kW / mK);

ka= thermal conductivity of air (kW / m.K);

£ = porosity of the solid (far/n? sun);

£, = porosity of the liquid (Fhar/n? lig);

ks = gas thermal conductivity (kW / m.K);

kv = conductivity Thermal Steam (kW / mK);

X = concentration of air in the air / vapor (kg /g vapor / air mixture).

Xy = concentration of vapor in the mixture of aitéam (kg steam / kg vapor / air mixture);

3.3.2. Permeability coefficient of Wood

It's the endurance movement phase liquid and gasfst which directly influences the
increase of pressure inside the middle porous. Alieg (Siau 1984), the transport processes
water in wood and permeability {kcan vary in a wide range, in directions transeeasd
longitudinal, depending on the species:

1 x 10" n? <kp <1 x 10 n? - cross direction

1 x 10" n? <kp <1 x 10" n? - longitudinal direction

This extensive variability and the difficulty to perimentally obtain a value needed, make
necessary to obtain this parameter by adjustmestiseen the mathematical model and the
experimental curves of drying and carbonization.

3.3.3. Effective diffusion coefficient

This coefficient is the speed by which two subsesndiffusion binary) migrate from a higher
to lower concentration. To obtain the effective usibn coefficient in their model, (Perre et al
1986) used a relation between the diffusion coedffii considered constant during the
process, and the coefficient of relative permegbdf gas phase, as proposed by (Comstock
1963), that can be seen in Table3.
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Mathematical Model Diffusion Coefficient Effective diffusion coefficient
Stanish et al, 1986 175 =
D = 220x0°s o [T Pere =D
P, | 27315
Perre et al, 1986 D =congant Deer = kD

Table 3. Effective diffusion coefficient models (Pe et al 1986) and

(Stanish et al 1986).

Where: R = absolute pressure of the gas phase §y/m
Parm = atmospheric pressure (Nm
D = diffusivity (nf).

3.3.4. Model parameters - physical constants

Notation Parameter Value Source
Oc permeability of gas - the direction x m 1,0 x10% Alves e Figueiredo,
permeability of gas - the direction r{m 1,0 x10* 1989
H, dynamic viscosity of the liquid (N.sfn 2,8 x10* Gieck e Gieck,1990
Hg dynamic viscosity of gas (N.sfin 1,8 x10° Gieck e Gieck,1990
Cpwood | Specific heat of wood (kJ/kg.K) 2,40 Gieck e Gieck,1990
Cpe specific heat of charcoal (kJ/kg.K) 0,84 Gieck e Gieck,1990
Kwood wood thermal conductivity (kW/m.K) 1,70 xto Gieck e Gieck,1990
K¢ charcoal thermal conductivity (kW/m.K) 0,84 X10 Gieck e Gieck,1990
€wood | POrosity of the wood (fvazios/misol) 0,64 Gieck e Gieck,1990
€ porosity of the charcoal (fvazios/nisol) 0,77 Cetec, 1979
A wood | EMisSivity of wood 0,85 Gieck e Gieck,1990
Ac emissivity of charcoal 0,95 Perry e Green, 1984
o Stefan-Boltzmann constant (kW7r*) 5,673x10"

Table 4. Physical constants (Raad 2004).

3.4. Free Software — Gmsh

The Gmsh is a mesh generator which sets linesassgfand volumes across borders and is
capable of generating regular grids and non-sckddwne, two and three-dimensional
geometric elements formed by the bar, triangulguase and prismatic. The mesh is
generated by Gmsh unstructured since there iseaefined order between any two elements
of the mesh. Figure 4 shows the software intertessel for modeling and mesh generation of
a three-dimensional rectangular brick oven.
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Figure 4. Gmsh software interface.

4. DESCRIPTION OF PROBLEM

The oven analyzed in this work consists of bricksamy and has a rectangular geometry,
with the following dimensions: 32 x 4 x 4 and 2 adius of the crown. The furnace at its ends
has two steel gates coated with refractory materialorder to reduce the heat loss.

Figure 5. Rectangular brick oven for V & M FlorestaBrazil.

The oven is loaded with logs of wood from stockerehthe wood spend some drying time.
These logs are positioned horizontally inside thencallowing the flow of hot gases between
the logs located at the bottom.
There are three steps in process of carbonization:
- Drying: The wood put into the furnace begins tceask large amounts of water
stored inside.
- Pyrolysis: the wood becomes charcoal.
- Cooling: begins when according the experience ef dperator, wood practically
turned into coal.



Congresso de Métodos Numéricos emEngenharia 2011
Coimbra, 14 a 17 de Junho, 2011
© APMTAC, Portugal, 2011

The coal must remain in the oven, totally sealedhere is no air inlet. The cycle ends when
the temperature of the gate is to the outer tenpera

The regions near the gates have the lowest tempesatvhen compared with central zones of
the furnace. And the temperature suitable for pcodpucoal is approximately 250 © C to 350 ©
C. In this temperature range it is possible to poedcoal with fixed carbon in the range of
65% to 75%, which is the requirement for the natl@teel industry.

5. RESULTS AND DISCUSSIONS

Computer experiments in the School of ElectricalgiBeering, Rural Electricity and
Alternative Energy Sources Laboratory, at Univeadiel Federal de Uberlandia, Minas Gerais
State, Brazil resulted in the modeling and the 3&simgeneration of a brick oven, and the
free Gmsh software was used with this purpose.sbiftevare Gmsh is a finite element mesh
generator developed by Christophe Geuzaine andRl@agois Remacle. The GNU (General
Public License) launched the same as free softaadeallows interaction with other mesh
generators specify. The Gmsh has four modules: gggmmesh, solver that solves
differential and integral equations using the exable GetDP (also developed by the same
authors) and post-processing.

The software has a mechanism for advanced vistializat 1, 2 and 3D modeling in three-
dimensional flexible and very reliable in solvindfelrential equations in the post-processing
of various problems in engineering. The following &he views of modeling and 3D meshes
in the oven.

Figure 6. Views of the rectangular brick oven frongides, top and 3D, respectively.
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There are views of the brick oven in 3D in FigurelBe front view shows details of the gate
and the chimney. The side view shows the lengththef oven, the two chimneys and
“armadillo holes” in one side of the oven. The two@w depicts the ceiling and fireplaces in
the foreground. And finally, the 3D view of the ovehows the details of walls, gates,
chimneys, “armadillo holes”, ceiling and floor.

Figure 7. Views of the rectangular brick oven withesh: blunt 2D, 2D with section
shows the interior of the oven without mesh, 3D aBD section with details of the oven
with mesh, respectively.

Figure 7 shows the rectangular brick oven in vagidiections with meshes. The oven was
detailed with and without 2D and 3D mesh beyonditkernal finite volume. Gmsh for each

volume was set to generate the meshes of the foren,example, the chimney was

shaped and its volume determined for mesh genaratier modeling. So we used the menu
geometry and mesh software for modeling and mesargdon, respectively.

It is emphasized that good quality of complex meshkepends on the ability to draw the
geometries. Thus, for quantitative results candlelated will depend on the virtualization of

the prototype, and the richness of its details.

In experiments in the laboratory of V & M FloresBrbzil by Tulio Jardim Raad in 2004, the

theoretical results obtained by the simulation paog were compared to drying and

carbonization of pine by (Alves and Figueiredo 19&%gure 8:



Congresso de Métodos Numéricos emEngenharia 2011
Coimbra, 14 a 17 de Junho, 2011
© APMTAC, Portugal, 2011

=
o

® Alves - Experimental

=
IN

- = = - Alves - Tedrico

Raad - Teo6rico —

I
N

[

o
0

------

o
o

©
>

Massa Normalizada (kg/kg)
o
N

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Tempo (S)

o

Figure 8. Experimental and theoretical curves ofydng and carbonization of Pinus
(Alves and Figueiredo, 1989) and the theoreticalrees (Raad, 2004).

The experiment of Raad 2004 showed better cormelatian the theoretical results of the
Alves and Figueiredo 1989 model concerning thetldaef decomposition and the masses of
the final carbonization. At the temperature 398 th@ difference between the theoretical and
experimental masses end gets to be 23%. For tetope 588 ° C, there is little difference,
although the result is reversed (greater theotdiital mass). As for the temperature of 298 °
C at t = 3500s difference reaches 6% (currentlyaeerage only 30% of the components,
cellulose and lignin, volatilized).

These results consolidate the strategy of separatiocurves for each individual fraction
decomposition of wood components, including anyidied masses versus time and
temperature.

There are studies on the concepts of heat and trsasder, thermal decomposition of wood,
in addition to various physical and chemical properof wood and charcoal. Therefore,
compared to some surveys, the results achievdweil & M Florestal Brazil. Furthermore, it
has developed modeling and mesh oven 2D and 3D @inste it was defined finite volume.

6. CONCLUSIONS

This article helps to reduce costs, generate ptadugains, minimize losses and increase
thermal efficiency of masonry furnaces when analy#ee production of charcoal. Other
important consequences are the contribution to®omgeduction of greenhouse gas, and the
improving of the environment. Mathematical modeliagpd simulation of technology
advances are an important addition to large comgsgmioducing charcoal.

Besides the results achieved with the productioth@faforementioned graphical interface,
in this work, it devoted itself to search for nexehinologies in the area of complex geometries
meshing.

We obtained good results with the chosen mesh-ggngrtool and concluded that free
software have their limitations such as difficudtien finding documentation, existence of
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errors, etc., problems that didn’t arose duringdimect development.

So, it was observed that through the meshes geagelst Gmsh, it is possible to obtain
guantitative results in order to perform, for exdanptimization of structures, through the
virtualization of geometries and flow simulation.
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Apéndices

APENDICE |

PROGRAMA NO GETDP bo CAPACITOR EM 3D

COM TRES DIELETRICOS

T T T T

// UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA Il
1/ POS-GRADUACAO DA FACULDADE DE ENGENHARIA ELETRIC  //

/I ALUNA: JULIANA AMANCIO MALAGONI Il
/| ORIENTADOR: JOSE ROBERTO CAMACHO i

T T T T T

/IDefiniu-se 0s grupos no arquivo .geo
SPLUS=90; //Linha superior
SMINUS=92; //Linha inferior
VBOX1=122; //Area da caixal
VBOX2=123; //Area da caixa2
VBOX3=124; //|Area da caixa3

Group {
/IDefiniu-se as regides
Splus= #SPLUS;
Sminus= #SMINUS;
Vbox1= #VBOX1;
Vbox2= #VBOX2;
Vbox3= #VBOX3;

/IDefiniu-se os grupos
Vol= #{Vbox1,Vbox2, Vbox3}; //Superficies
Grouped = #{Splus,Sminus}; //Linhas

}

Function { /IDefiniu-se as constantes
eps0=8.854187818e-12; //[permissividade no vacuo
epsr[Vbox1]=5.9; //permissividade na caixal
epsr[Vbox2]=4.7; //permissividade na caixa2
epsr[Vbox3]=3.; //permissividade na caixa3

}

Jacobian {
{ Name Vol;
Case {
{ Region All; Jacobian Val; }
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Integration {

{ Name Int;
Case {
{ Type Gauss;
Case {
{ GeoElement Point; NumberOfPoints 1 ;}
{ GeoElement Line ; NumberOfPoints 3;}
{ GeoElement Triangle; NumberOfPoints 4 ;}
{ GeoElement Quadrangle; NumberOfPoints}4 ;
{ GeoElement Tetrahedron ; NumberOfPoints} 4
{ GeoElement Hexahedron; NumberOfPoints} 6 ;
{ GeoElement Pyramid; NumberOfPoints 8 ;}
{ GeoElement Prism; NumberOfPoints 6 ; }
}
}
}
}
}
Constraint { //Definiu-se as bordas
{ Name PotencialEletrico;
Case {
{ Region Splus; Value 3000.;}// 3000 Volislinha superior
{ Region Sminus; Value 0.;} // 0 Volt na linhéerior
}
}
}

FunctionSpace {
{Name fs_vglob;
Type FormO; //FormO campo escalar do tipo potan

BasisFunction {
{Name sn; //Nome
NameOfCoef vn; //Nome do coeficiente
Function BF_Node; //BF_Node Fung¢édo nodal (¢odesOf, valor FormO)
Support Region[{Vol}]; //Regido do grupo daefio como Vol
Entity NodesOf[ All,Not Grouped];} Entidade drupo NodesOf definido como Vol
{Name sf; //Nome
NameOfCoef vfu; //Nome do coeficiente
/IBF_GroupOfNodes Soma das func¢des nodais (em &@ftdwdesOf, valor FormO)
Function BF_GroupOfNodes;
Support Vol; //Regido do grupo definido como Vol
/IEntidade do grupo GroupsOfNodesOf definido comaufed
Entity GroupsOfNodesOf[{Grouped];}

}

GlobalQuantity {

{Name PotencialEletrico; //Nome
Type AliasOf; //Outro nome para o coeficietéefuncdo de base.
NameOfCoef vfu;} //Nome do coeficiente défirnteriormente

{Name CargaEletrica; //[Nome

/IQuantidade global associado a um nome déaierte de funcéo de base.
Type AssociatedWith;

NameOfCoef vfu;} //Nome do coeficiente defimidteriormente

}

Constraint {//Restricdo nas FunctionSpace
//ICFoo condicdo de contorno inexistente

{NameOfCoef vn; //Nome do coeficierinitlo anteriormente

EntityType NodesOf; /O tipo de @atie definido
NameOfConstraint CFoo;} //Nome darniedb CFoo

{NameOfCoef vfu; //Nome do coeficiefginido anteriormente
EntityType GroupsOfNodesOf;//O tifgoentidade definido
NameOfConstraint CFoo;}/Nome datieo CFoo
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{NameOfCoef CargaEletrica; //Nome dantidade global definida anteriormente
EntityType GroupsOfNodesOf;//O tigoamtidade definido
NameOfConstraint CargaEletrica;} /e da restricdo CargaEletrica
{NameOfCoef PotencialEletrico;//Nomeqientidade global definida anteriormente
EntityType GroupsOfNodesOf;//O tigoamtidade definido
NameOfConstraint PotencialEletricéijome da restricdo PotencialEletrico

}

Formulation {// Primeiro problema (equacé&o de Lagacom Dirichlet BC)
/IConstruir equacgdes
{Name for_v; //Nome para a formulagéo
Type FemEquation; //Método dos elementos firdoformulacéo
Quantity {//Existem Local, Integral e Global

{ Name v;Type Local;NameOfSpace fs_vglob;}

{ Name Q;Type Global;NameOfSpace fs_vglob[CRlgaica];}

{ Name V;Type Global;NameOfSpace fs_vglob[Ra&dhletrico];}

}

Equation {// div epsr[] grad v=0
Galerkin {[epsr[[*Dof{Grad v},{Grad v}]; In \bl; Jacobian Vol; Integration Int;}
/lintegral do tipo Galerkin.
GlobalTerm {[Dof{Q}eps0,{V}]; In Grouped;}

}
}
}
/IResolucbes
Resolution {
{Name all;
System {
{Name Al; NameOfFormulation for_v;}
}
Operation{
Generate[Al];
Solve[Al];
SaveSolution[A1];
}
}
}
//P6s-Processamento
PostProcessing {
{ Name all;
NameOfFormulation for_v;
Quantity {
{Name V ; Value { Local { [ {v}] ; In Vol Jacobian Vol; } } }
{Name E ; Value { Local { [ Norm[{d v}] ] ;A Vol ; Jacobian Vol; } } }
{Name Q ; Value { Term {[{Q} ] ; In Grouped } }
{Name v ; Value { Term {[{V}]; In Grouped }}
{Name C; Value { Term { [ {Q}{V}]; In Gnaped; } } }
}
}

//P6s-Calculo
PostOperation{  {Name all; NameOfPostProcessiliig

Operation {
Print[ V , OnElementsOf Vol , File "V.pds
Print[ E , OnElementsOf Vol , File "E.pds
Print[Q, OnRegion Grouped, Format Table eFlfesultado.pos'];
Print[v, OnRegion Grouped, Format Table, Fd&esultado.pos'];
Print[C, OnRegion Grouped, Format Tabfde >"resultado.pos';
}
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