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Resumo
A segmentação de imagens é uma importante etapa existente nos sistemas dere
onhe
imento de padrões e extração de 
ara
terísti
as. Seu objetivo é subdividiruma imagem em suas regiões 
onstituintes. Dentre os diversos trabalhos publi
adosna literatura, desta
am-se os métodos baseados em prin
ípios varia
ionais, que sãoferramentas e�
azes para se formular té
ni
as estáveis para segmentação de imagens.Neste trabalho, são estudados alguns modelos varia
ionais para segmentaçãode imagens existentes na literatura, nos quais serão analisados as suas formulaçõesmatemáti
as e as 
ara
terísti
as de seus pro
essos de minimização. Dentre estasté
ni
as, serão explorados em detalhes o método Competição entre Regiões Fuzzy eos modelos de segmentação que podem ser derivados do seu fun
ional de energia.Inspirados nesse método, foram propostas três modi�
ações baseadas nesses modelosque minimizam algumas limitações de seus modelos e que surgem 
omo alternativaspara a segmentação de imagens do mundo real.As modi�
ações propostas foram validadas pelos bons resultados obtidosutilizando-se de imagens naturais, texturizadas e ruidosas. Além disso, são mostra-dos alguns resultados 
omparativos 
om outras té
ni
as semelhantes 
om o objetivode relatar a e�
iên
ia destas propostas.Palavras-
have: segmentação soft de imagens, Competição entre Regiões Fuzzy,Métodos Varia
ionais, Equações Diferen
iais Par
iais.
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Abstra
t
Image segmentation is an important step in the existing pattern re
ognitionand feature extra
tion systems. The primal goal is to subdivide an image into its
onstituent regions. Among the many works published in the literature, we highlightthe methods based on variational prin
iples, whi
h are e�e
tive tools to formulatestable te
hniques for image segmentation.Here, we studied variational models for image segmentation present in litera-ture, in whi
h will be dis
ussed their mathemati
al formulations and 
hara
teristi
sof their minimization pro
esses. Among these te
hniques will be explored in detailthe method Fuzzy Region Competition and segmentation models that 
an be deri-ved from its energy fun
tional. Inspired by this method, three modi�
ations wereproposed based on these models that minimize some of their limitations and whi
hemerges as alternatives for real world image segmentation.The proposed modi�
ations were validated by the good results obtained usingnatural images, textured and noisy. In addition, some 
omparative results are shownwith other similar te
hniques with the obje
tive of reporting the e�e
tiveness of theproposed models.Key-words: soft image segmentation, Fuzzy Region Competition, VariationalMethods, Partial Di�erential Equations.
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Capítulo
1Introdução

Imagens são importantes re
ursos para representar visualmente informações que podem sertransmitidas e interpretadas por qualquer pessoa. Seu emprego data desde a Pré-História, naqual os homens desta épo
a se 
omuni
avam e se expressavam através de pinturas nas paredesdas 
avernas. Muitos destes vestígios estão preservados até os dias atuais, o que permitiu aoshistoridadores des
obrir os 
ostumes de nossos an
entrais que habitaram o planeta milhares deanos atrás, por meio de análise visual destas pinturas. Com a evolução do ser humano e a in-venção da fotogra�a, o uso de imagens a
abou por se tornar impres
indível para a 
omuni
açãoe a divulgação de 
onhe
imento entre as pessoas.Com o 
res
ente avanço da te
nologia nos aparelhos de aquisição de imagens e na 
apa
i-dade de armazenamento e pro
essamento dos 
omputadores modernos, o uso de imagens digitaistem ganhado força no dia-a-dia do ser humano. Neste sentido, 
omeçaram a surgir sistemasaut�nomos que reproduzem as 
apa
idades do sistema visual humano no que diz respeito aopro
essamento e análise de imagens 
omo se fossem espe
ialistas de uma apli
ação do mundoreal. Como exemplos, podem ser 
itados os sistemas de auxílio ao diagnótis
o de 
ân
er demama por 
omputador, nos quais imagens mamográ�
as digitais são analisadas e diagnosti
a-das 
onsiderando-se as 
ara
terísti
as de lesões de 
ân
er forne
idas por um médi
o.Em determinadas apli
ações 
omputa
ionais, a utilização de toda a imagem digital podeser 
omputa
ionalmente 
ustosa e desne
essária. Por isso, o uso de apenas algumas regiõesno pro
esso de análise de uma imagem pode ser vantajoso no que diz respeito à redução doespaço de armazenamento e do tempo de pro
essamento. Além disso, os resultados de té
ni
asde análise de imagens quando se utilizam apenas as regiões de interesse da imagem tendem aser mais satisfatórios e pre
isos do que empregando-se toda a imagem digital. Esta estratégiade se extrair e identi�
ar áreas de interesse 
ontidas na imagem se refere à segmentação, que é2



1 Introduçãonormalmente utilizada 
omo uma fase de pré-pro
essamento de sistemas de re
onhe
imento depadrões e de re
uperação de informação.O objetivo da segmentação é subdividir a imagem em regiões ou objetos que a 
onsti-tuem, 
om o intuito de simpli�
ar ou alterar a representação de uma imagem e de fa
ilitar suaanálise [Gonzalez e Woods, 2008℄. A segmentação é uma etapa 
ríti
a nos sistemas de pro-
essamento de imagens, uma vez que o resultado �nal depende da qualidade da segmentação.Por isso, bastante atenção tem sido dada pelos pesquisadores no 
ampo de segmentação, nointuito de desenvolver algoritmos e�
ientes e robustos que apresentem resultados satisfatóriosem imagens provenientes de diversas apli
ações do mundo real. Sendo assim, será este o objetode estudo desta dissertação, que tratará espe
i�
amente da análise e do desenvolvimento demétodos para segmentação de imagens.Na literatura, existem basi
amente duas prin
ipais abordagens para a segmentação de ima-gens: segmentação baseada em 
ontorno e segmentação baseada em região. Exemplos daprimeira 
ategoria são a modelagem de �ltros, que quando 
onvoluídas 
om a imagem original,produzem uma imagem de saída 
ontendo apenas os 
ontornos dos objetos. Na segunda 
ate-goria, desta
am-se o uso de modelos baseados nas distribuição de intensidade da imagem e osmétodos que utilizam 
ritérios estatísti
os lo
ais para a agrupar a imagem em regiões 
onexas,
omo o Cres
imento de Regiões e o Fusão-e-Divisão [Gonzalez e Woods, 2008℄.Uma alternativa para estas té
ni
as bási
as de segmentação se refere ao uso de métodosvaria
ionais. Em uma abordagem varia
ional, o problema de segmentação de imagens é apre-sentado 
omo um problema de otimização, onde um estado esta
ionário 
orresponde a suasolução. Tais métodos 
onseguem uni�
ar abordagens baseadas em região e em 
ontorno, o quediminui as de�
iên
ias existentes em 
ada uma destas abordagens [Houhou, 2009℄. Um métodovaria
ional 
onsiste na minimização de um fun
ional de energia matemati
amente formuladode a
ordo 
om os 
ritérios de homogeneidade das regiões da imagem. Contornos Ativos [Kasset al., 1988℄ e Mumford-Shah [Mumford e Shah, 1989℄ são exemplos destes métodos que setornaram populares no de
orrer dos últimos anos e servem de base para as té
ni
as que foramposteriormente desenvolvidas.Uma destas té
ni
as se refere à proposta de Zhu e Yuille, denominada Competição entreRegiões [Zhu e Yuille, 1996℄. Este método des
reve as regiões da imagem utilizando um 
ritérioestatísti
o, e 
ombina as metodologias das té
ni
as de segmentação Contornos Ativos e Cres-
imento de Regiões. Embora Zhu e Yuille tenham 
onseguido bons resultados na segmentaçãode imagens naturais, seu método 
al
ula soluções que são sensíveis à ini
ialização. Além disso,este método apresenta um pro
esso de 
onvergên
ia lento, pois é baseado na propagação de
urvas dinâmi
as, que são numeri
amente resolvidas por meio das Equações de Euler-Lagrangeasso
iadas 
om esquema gradiente des
endente.Todos estes métodos 
itados são revisados e estudados nesta dissertação, atentando-se paraos 
ritérios de homogeneidade de regiões utilizados, a maneira pelo qual as soluções numéri
as3



1 Introduçãosão obtidas, além das vantagens e desvantagens. Uma maior ênfase será dada para o métodoCompetição entre Regiões, que apresenta uma abordagem interessante e que é importante parao entendimento dos modelos de segmentação aqui propostos.Mory e Ardon [Mory e Ardon, 2007℄ resolveram as limitações 
itadas para o 
aso de seg-mentação em duas regiões ao propor uma extensão soft da té
ni
a Competição entre Regiões,denominada Competição entre Regiões Fuzzy. Neste método, a determinação das duas regiõesda imagem o
orre 
om base nos modelos estatísti
os utilizados para des
revê-las, além de de�niro 
ritério 
ondi
ional existente no pro
esso de 
ompetição. O fun
ional de energia do métodoCompetição entre Regiões Fuzzy é 
onvexo, o que impli
a na obtenção de soluções globais 
omfra
a sensibilidade à ini
ialização, o que de fato representa o ponto forte do método. Mory eArdon propuseram em [Mory e Ardon, 2007℄ e [Mory et al., 2007℄, 
in
o modelos de segmenta-ção que foram derivados do referido fun
ional de energia, que se diferem na maneira pela qualas regiões da imagem são estatisti
amente representadas e o paradigma do pro
esso de seg-mentação, que pode ser supervisionado ou não-supervisionado. Estes modelos de segmentaçãosão explorados e analisados separadamente nesta dissertação, desta
ando-se seus pontos fortese fra
os, 
omo também as situações práti
as em que 
ada um pode ser apli
ado.Alguns destes modelos apresentados no trabalho de Mory e Ardon [Mory e Ardon, 2007℄possuem algumas limitações tanto no 
ritério estatísti
o que 
ara
teriza o modelo, 
omo naapli
abilidade práti
a do modelo. A saber:
• Mory e Ardon propuseram um modelo de segmentação não-supervisionado que aproximao objeto e o fundo da imagem por duas regiões 
onstantes. No entanto, este modeloapresenta resultados insatisfatórios quando as regiões da imagem possuem textura ouintensidades heterogêneas em seus interiores;
• Outro modelo proposto por Mory e Ardon foi formulado sob uma abordagem supervi-sionada e utiliza um modelo estatísti
o para des
rever as regiões da imagem. Apesarde segmentar e�
ientemente imagens naturais e texturizadas, o método ne
essita de umagente externo para o pro
esso de segmentação, o que limita sua apli
abilidade na práti
a;
• O uso de funções de densidade de probabilidade não-paramétri
as também foi dis
utidoem posterior trabalho de Mory e Ardon [Mory et al., 2007℄. Este modelo foi apli
ado 
omsu
esso em imagens naturais, mas apresenta um alto 
usto 
omputa
ional ao se fazer aEstimação de Densidade de Kernel para essas funções durante o pro
esso de segmentação;
• O método Competição entre Regiões Fuzzy foi formulado para a segmentar de imagensdigitais 
ompostas por objeto e fundo. Embora o problema esteja bem de�nido para estestipos de imagens, sua apli
abilidade é restrita na práti
a, pois nem todas as imagens são
ompostas por duas regiões. 4



1 IntroduçãoBaseando-se nestas limitações identi�
adas no método Competição entre Regiões Fuzzy,esta dissertação propõe três modi�
ações que as minimizam e que sejam 
apazes de tratare�
ientemente imagens naturais e do mundo real. Assim, são propostos neste trabalho:
• uma extensão lo
al para o 
aso 
onstante por partes do método Competição entre RegiõesFuzzy, onde 
onsidera-se uma ponderação na vizinhança em relação a 
ada ponto dodomínio durante o pro
esso de segmentação. Com isso, espera-se obter melhor pre
isãona segmentação de imagens naturais ou que possuem algum tipo de textura;
• um modelo de segmentação não-supervisionado baseado no método Competição entreRegiões Fuzzy que utiliza funções de densidade de probabilidade para des
rever as regiõesda imagem e para 
onduzir o pro
edimento de 
ompetição entre elas;
• um algoritmo para segmentação de imagens em várias regiões que in
orpora o própriomodelo de segmentação em duas regiões Competição entre Regiões Fuzzy em sua formula-ção. Este método proposto foi desenvolvido utilizando-se uma abordagem supervisionadae de funções de densidade de probabilidade para des
rever as regiões da imagemEstas três propostas terão seus resultados 
omparados 
om té
ni
as de segmentação seme-lhantes. Desta maneira, será possível validar estas propostas e mostrar que podem ser apli
adasna práti
a.A segunda parte desta dissertação 
onsiste no estudo dos fundamentos bási
os e dos méto-dos de segmentação existentes na literatura, que podem servir tanto para 
ontextualização doproblema de segmentação de imagens, 
omo para as idéias utilizadas nos modelos propostosneste trabalho. O Capítulo 2 revisa alguns 
on
eitos bási
os sobre pro
essamento de imagens,Equações Diferen
iais Par
iais e Métodos Varia
ionais. Em seguida, é des
rito o Método dasDiferenças Finitas e são estudados 
on
eitos relativos à Teoria da Probabilidade. O Capítulo3 des
reve su
intamente té
ni
as 
omputa
ionais bási
as para segmentação de imagens. Emseguida, métodos varia
ionais 
lássi
os para segmentação de imagens, 
omo Contornos Ativos,Mumford-Shah, Level Sets e Chan-Vese são estudados. Ao �nal, métodos para segmentaçãosoft de imagens des
ritos sob prin
ípios varia
ionais são brevemente apresentados para que setenha uma noção relativa à modelagem dos modelos propostos na dissertação. O Capítulo 4apresenta o algoritmo de Competição entre Regiões, proposto por Zhu e Yuille. O Capítulo5 detalha as idéias por trás do método Competição entre Regiões Fuzzy, proposto por Mory eArdon, des
revendo os modelos de segmentação que são derivados do seu fun
ional de energiae apresenta alguns resultados que 
omprovam sua e�
iên
ia.A ter
eira parte é dedi
ada a apresentar os modelos de segmentação propostos 
om baseno método Competição entre Regiões Fuzzy. O Capítulo 6 des
reve o primeiro modelo pro-posto, denominado Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almente, que aproximao objeto e o fundo de uma imagem por duas regiões 
onstantes utilizando um pro
esso de5



1 Introduçãoanálise lo
al na imagem. O Capítulo 7 apresenta o segundo modelo proposto que é baseadono uso de funções de densidade de probabilidade no pro
esso de 
ompetição entre as regiõese em uma abordagem não-supervisionada. O Capítulo 8 des
reve o ter
eiro modelo pro-posto denominado Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy, que é um algoritmo baseadono Competição entre Regiões Fuzzy de Mory e Ardon e no uso de funções de densidade deprobabilidade para segmentação de imagens em várias regiões (multi-regiões). Finalmente, oCapítulo 9 tem 
omo objetivos relatar as 
on
lusões �nais sobre os modelos de segmentaçãodesenvolvidos e sugerir trabalhos futuros para 
ontinuação da pesquisa.

6
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Capítulo
2Fundamentos Bási
os

Neste Capítulo, são brevemente apresentados fundamentos bási
os sobre pro
essamento deimagens e algumas de�nições e operadores matemáti
os que serão utilizados no de
orrer destadissertação. Além disso, é feita uma fundamentação teóri
a sobre Equações Diferen
iais Par
iais(EDP's) e Métodos Varia
ionais (MV's) apli
ados ao 
ontexto de segmentação de imagens.Também será estudado o Método das Diferenças Finitas, que é utilizado para o 
ál
ulo desoluções numéri
as de EDP's e alguns 
on
eitos essen
iais relativos à Probabilidade.2.1 Imagem DigitalSeja Ω ⊂ R
2 um domínio aberto e limitado, 
ujas bordas são dadas por ∂Ω. Uma imagemdigital é uma função 
ontínua e limitada de�nida 
omo

I : Ω→ R, (2.1)onde 
ada elemento x = (x1, x2) ∈ Ω é denominado ponto (ou pixel) e I(x) forne
e a intensidadeem nível de 
inza (brilho) do ponto x.Uma imagem digital é obtida a partir de uma imagem analógi
a por meio de um pro
essode amostragem e quantização, denominado digitalização [℄. Basi
amente, a idéia é sobreporuma matriz uniforme sobre uma imagem analógi
a e atribuir um valor de intensidade para
ada elemento desta matriz. O pro
esso de amostragem da imagem está rela
ionado 
om onúmero de linhas e 
olunas desta matriz, que determina a resolução da imagem dis
reta. Já aquantização de�ne a quantidade de bits que é ne
essária para representar uma intensidade emnível de 
inza. Usualmente, imagens mono
romáti
as representam 
ada ponto do domínio porum byte. 8



2 Fundamentos Bási
os2.2 De�nições e Con
eitos Matemáti
osNesta seção, 
onsidera-se que Ω ⊂ R
2 é o domínio de uma imagem f : Ω → R e de�ne-se

(x1, x2) 
omo um ponto deste domínio.2.2.1 Operadores Diferen
iaisGradiente: O gradiente de uma imagem f é um operador de�nido por meio de derivadas deprimeira ordem, dado pelo vetor
∇f =

(

∂f

∂x1
,

∂f

∂x2

)

, (2.2)sabendo-se que ∂f
∂x1

e ∂f
∂x2

são derivadas par
iais de f 
om relação a x1 e x2, respe
tiva-mente. A magnitude do gradiente é 
al
ulada 
omo
mag(∇f ) =

√

√

√

√

(

∂f

∂x1

)2

+

(

∂f

∂x2

)2

, (2.3)e a direção do gradiente é dada por
Θ(x1, x2) = tan−1

(

∂f/∂x2

∂f/∂x1

)

. (2.4)Lapla
iano: O Lapla
iano de uma imagem f é de�nido por uma derivada de segunda ordem,de a
ordo 
om:
∇2f =

∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

(2.5)Divergente: O operador divergente é de�nido pela soma das derivadas de primeira ordem de
ada uma das variáveis x1 e x2, 
omo se segue:
div(f) =

∂f

∂x1
+

∂f

∂x2
(2.6)9



2 Fundamentos Bási
os2.2.2 ConvoluçãoDe a
ordo 
om Gonzalez e Woods [Gonzalez e Woods, 2008℄, 
onvolução é o pro
esso demovimentar uma más
ara pela imagem 
al
ulando-se a soma dos produtos em 
ada ponto dodomínio. Dada a imagem f e uma más
ara ω, a 
onvolução é dada pela função:
f ∗ ω : x→

∫

Ω

ω(y)f(x− y)dy. (2.7)Considerando-se o domínio dis
reto ΩD ⊂ R
2 e a más
ara ωD de tamanho n1 × n2, a Eq. (2.7)é 
al
ulada 
omo

f ∗ ω =

a
∑

w1=−a

b
∑

w2=−b

ωD(w1, w2)f(x1 − w1, x2 − w2) (2.8)dado que a = (n1 − 1)/2 e b = (n2 − 1)/2, sabendo-se que n1 e n2 são números ímpares.2.3 Equações Diferen
iais Par
iaisA formulação matemáti
a da maioria dos problemas envolvendo taxas de variação de duas oumais variáveis independentes, geralmente representando tempo, 
omprimento e ângulo, 
onduza uma Equação Diferen
ial Par
ial (EDP) ou a um 
onjunto de tais equações [Smith, 1985℄.Estas equações são utilizadas para formular e forne
er a solução de problemas que envolvemfen�menos físi
os na natureza, 
omo propagação de som, es
oamento de �uidos, eletrodinâmi
a,elasti
idade et
.EDP's re�etem dois tipos bási
os de fen�menos físi
os: transientes e esta
ionários. Osprimeiros são regidos por equações que des
revem a variação de uma grandeza físi
a no tempoe no espaço. Por sua vez, os es
oamentos esta
ionários pressupõem um estado em que o valorda grandeza físi
a não se altera no tempo, fazendo 
om que as equações rela
ionem-se somente
om sua grandeza espa
ial [Fortuna, 2000℄.As seções seguintes de�nem 
on
eitualmente as EDP's, as 
lassi�
ações destas equações edis
utem os métodos de aproximação de EDP's, juntamente 
om todas as 
ondições e restriçõesenvolvidas.De�niçãoDe um modo geral, uma EDP é uma equação que 
ontém uma ou mais funções des
onhe-
idas de duas ou mais variáveis e suas derivadas par
iais em relação a essas variáveis.Considere a equação diferen
ial em duas variáveis x e y, que não ne
essariamente represen-tam 
oordenadas espa
iais:
a
∂2u

∂x2
+ b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu + g = 0, (2.9)10



2 Fundamentos Bási
osonde as variáveis a, b, c, d, e, f , e g podem ser funções das variáveis independentes x e y e davariável dependente u, no qual é de�nida dentro de uma região Ω no plano x-y, ou podem ser
onstantes.Alternativamente, pode-se utilizar a seguinte notação para os termos de uma EDP:
∂u

∂x
≡ ux ≡ u′ e

∂2u

∂x2
≡ uxx ≡ u′′A solução de uma EDP em uma região Ω ⊂ R

2 impli
a na obtenção de valores para avariável dependente em 
ada ponto de Ω. Como podem ser obtidas diversas soluções a partirde uma EDP, a seleção de uma função u que é a solução para o problema exige imposição derestrições que a 
ara
terizem. Tais restrições são denominadas 
ondições ini
ial e de 
ontorno.Uma 
ondição ini
ial é uma restrição que é imposta em todo o domínio da EDP no instantede tempo ini
ial. Em outras palavras, são valores da solução e/ou suas derivadas em pontosespe
í�
os, no 
aso para o instante ini
ial de tempo t0. Geralmente, são es
ritos da seguintemaneira:
u(x, y, t0) = u0Já as 
ondições de 
ontorno, ou de fronteira, são 
ondições que devem ser impostas emtodos os pontos do 
ontorno de região Ω onde a EDP está de�nida, 
omo mostra a Figura 2.1,dado o vetor normal ~n.

Figura 2.1: Domínio de uma EDP, juntamente 
om seu 
ontornoErros na espe
i�
ação destas 
ondições fazem 
om que a solução obtida não seja satisfatóriae se distan
ie do problema físi
o modelado.Um tipo de 
lassi�
ação de uma EDP se refere à ordem, que é o grau do expoente damaior derivada par
ial presente na equação. Por exemplo, a Eq. (2.9) é 
lassi�
ada 
omo umaequação diferen
ial de segunda ordem.A EDP pode ser resolvida tanto analiti
amente 
omo numeri
amente [Fortuna, 2000℄. Emuma abordagem analíti
a, objetiva-se en
ontrar uma solução fe
hada para o problema a partirde simpli�
ações teóri
as no modelo matemáti
o da EDP. Na abordagem numéri
a, a região
Ω de uma EDP é dis
retizada para que soluções aproximadas sejam 
al
uladas 
om uma 
erta11



2 Fundamentos Bási
ostaxa de erro. Como o fo
o do presente trabalho é a obtenção da solução numéri
a das EDP's,algumas 
onsiderações devem ser feitas no que diz respeito à região dis
reta destas EDP's.As 
ondições ini
iais e de 
ontorno, as funções 
oe�
ientes e variáveis 
orrespondem aoproblemamodelado por uma EDP. Para que seja possível resolver numeri
amente este problema,é importante que ele esteja bem posto, isto é, que a solução:
• exista;
• seja úni
a;
• e que dependa 
ontinuamente das 
ondições ini
ial e de 
ontorno.Caso uma destas restrições não seja satisfeita, a EDP é mal-posta.A Seção seguinte des
reverá um método pelo qual uma solução numéri
a de uma EDP podeser 
al
ulada de uma maneira simples e 
omputa
ionalmente e�
iente.2.3.1 Método de Diferenças FinitasExistem diversos modelos na literatura que tratam sobre a modelagem de aproximaçõespara a soluções das EDP's. Um método bastante popular é o Método das Diferenças Finitas,onde o domínio da EDP é dis
retizado em pontos e as operações algébri
as podem fa
ilmentetratadas 
omputa
ionalmente. O 
onjunto destes pontos é denominado malha 
omputa
ionale possui estrutura semelhante à uma matriz 
omputa
ional, 
omo pode ser visto na Figura 2.2.

Figura 2.2: Malha Computa
ional12



2 Fundamentos Bási
osSeja u : Ω ⊂ R
2 → R uma função de duas variáveis independentes x e y (u = u(x, y)).Pode-se subdividir o plano xy, formado pela função u, em 
élulas retangulares iguais 
omespaçamento nas laterais δx = h no eixo x e δy = k no eixo y. De�ne-se assim que um pontodesta malha é formado pela 
oordenada (xi, yj), onde

xi = x0 + ih para i = 0,1,2,...
yj = y0 + jk para j = 0,1,2,...sendo que (x0, y0) é o ponto de referên
ia do sistemas de 
oordenadas xy. A 
oordenada (0, 0)é 
omumente utilizada para designar este ponto.É importante observar que quanto maior o número de pontos dis
retos, ou, quanto mais �nafor a malha, melhores serão as aproximações numéri
as obtidas para uma EDP. Assim, os errosde arredondamento e dis
retização são minimizados, no entanto, o pro
essamento resultará emmaior 
usto 
omputa
ional.A dis
retização da região Ω 
onsiste em sobrepor o domínio 
om uma malha 
omputa
ional
omo indi
ado na Figura 2.3, 
om espaçamentos h e k nas direções x e y, respe
tivamente. Logo,os valores de grandeza da EDP são rela
ionados 
om os pontos de malha (xi, yj), tornando-sepossível obter expressões algébri
as que são es
ritas em função destes pontos de malha. Taisexpressões são denominadas aproximações por diferenças �nitas e o resultado �nal desse pro-
esso de dis
retização é uma equação algébri
a denominada Equação de Diferenças.

Figura 2.3: Região 
oberta por uma malhaVale ressaltar que as ED's retornam soluções aproximadas, pois podem o
orrer erros deaproximação numéri
a das 
ondições ini
ial e de 
ontorno, erros de dis
retização e de arredon-damento nos 
ál
ulos feitos pelo 
omputador. 13



2 Fundamentos Bási
osAs aproximações por diferenças �nitas são obtidas fazendo-se expansões em Série de Taylor,
onsiderando-se o espaçamento h e k da malha 
omputa
ional. Para isso, 
onsidere uma fun-ção u = u(x, y) 
ontínua e que possua apenas derivadas 
ontínuas. Desta maneira, é possívelexpandir u em série de Taylor da seguinte maneira:
u(x + h, y) = u(x, y) + hu′(x, y) +

1

2!
h2u′′(x, y) +

1

3!
h3u′′′(x, y) + ... (2.10)

u(x− h, y) = u(x, y)− hu′(x, y) +
1

2!
h2u′′(x, y)− 1

3!
h3u′′′(x, y) + ... (2.11)Desprezando-se o termo 1

2!
h2u′′(x, y) + 1

3!
h3u′′′(x, y) + ... da equação (2.10), obtém-se:

u′(x, y) =
u(x + h, y)− u(x, y)

h
(2.12)que é a aproximação progressiva para derivada de primeira ordem. Analogamente, obtemos em(2.11)

u′(x, y) =
u(x, y)− u(x− h, y)

h
(2.13)a aproximação regressiva para a primeira derivada.Somando-se as expressões das Eqs. (2.10) e (2.11), tem-se que

u(x + h, y) + u(x− h, y) = 2u(x, y) + h2u′′(x, y) +
2

4!
h4u′′′′(x, y) + ... (2.14)Desprezando-se o termo 2

4!
h4u′′′′(x, y) + ... da Eq. (2.14), obtém-se:

u′′(x, y) =
u(x + h, y)− 2u(x, y) + u(x− h, y)

h2
(2.15)que é a aproximação por diferenças 
entradas para derivadas de segunda ordem. Caso seja feitaa subtração entre as Eqs. (2.10) e (2.11), tem-se que

u(x + h, y)− u(x− h, y) = 2hu′(x, y) +
2

3!
h3u′′′(x, y) + ... (2.16)no qual despreza-se os termos de ordem maior ou igual a 3, obtendo-se

u′(x, y) =
u(x + h, y)− u(x− h, y)

2h
(2.17)que é a diferença 
entral para derivada de primeira ordem. As aproximações para as derivadasna direção y são obtidas de maneira análoga.Geralmente, os métodos de diferenças �nitas forne
em soluções satisfatórias uma vez apro-ximadas de uma fórmula analíti
a. No entanto, estes métodos não são restritos aos problemasnos quais as soluções analíti
as não podem ser en
ontradas, onde as soluções numéri
as obtidas14



2 Fundamentos Bási
ossão mais e�
ientes.2.3.2 Convergên
iaA 
onvergên
ia é uma 
ondição extremamente importante para veri�
ar se a solução de umaED é uma boa aproximação em relação a uma solução de uma EDP parabóli
a ou hiperbóli
a.Geralmente, a 
onvergên
ia de uma ED é demonstrada utilizando-se o Teorema da Equiva-lên
ia de Lax, onde a partir de um problema linear de valor ini
ial e de 
ontorno bem postoe de um esquema de diferenças �nitas que satisfaz a 
ondição de 
onsistên
ia, uma 
ondiçãone
essária e su�
iente para a 
onvergên
ia é a estabilidade numéri
a.Formalmente, se U representa a solução exata de uma EDP 
om variáveis independentes xe y, e u é a solução exata da ED aproximada da EDP, então a ED 
onverge quando u tendepara U em um ponto �xo ou em um determinado nível de tempo, os espaçamentos δx e δytendem a zero.Consistên
iaA 
onsistên
ia de uma ED o
orre quando sua solução numéri
a 
onverge para a soluçãoexata da EDP aproximada quando os espaçamentos h e k da malha tendem a zero. Assim,veri�
a-se que o 
onjunto de soluções da ED faz parte do 
onjunto de soluções da EDP.Para garantir a 
onsistên
ia de uma ED em relação a uma EDP, deve-se 
al
ular o Erro deTrun
amento Lo
al da função aproximada da EDP e veri�
ar se este tende a zero quando osespaçamentos h e k da malha tendem a zero.EstabilidadeUm esquema numéri
o é dito estável quando o mesmo tem a 
apa
idade de impedir o
res
imento de erros originados pelas dis
retizações das equações, arredondamentos em 
ál
ulosfeitos pelo 
omputador et
. Em outras palavras, esses erros permane
em limitados 
om opassar do tempo, fazendo 
om que os valores da solução numéri
a não 
resçam ou diminuamarbitrariamente.A estabilidade dos métodos numéri
os pode ser 
lassi�
ada 
omo:In
ondi
ionalmente estável: O método numéri
o será estável independentemente de valores
omo δx ou δy, não ne
essitando satisfazer nenhum tipo de 
ritério ou 
ondição;Condi
ionalmente estável: O método numéri
o é 
onsiderado estável sob alguma restrição ou
ondição. Estas imposições envolvem a limitação superior ou inferior de valores de 
omo
δx ou δy;Instável: O método numéri
o será 
onsiderado instável se não for 
ondi
ionalmente ou in-
ondi
ionamente estável.Existem duas abordagens para garantir a estabilidade de um método numéri
o: o Critérioda Matriz e o Critério de Von Newmann [Smith, 1985℄. O primeiro é pou
o utilizado na práti
a.15



2 Fundamentos Bási
osJá o segundo é baseado no prin
ípio da superposição, onde o erro global é a soma dos errosmais simples, também 
onhe
ido por harm�ni
os.2.4 Métodos Varia
ionaisMétodos varia
ionais são formulações baseadas em energia que tratam uma apli
ação pormeio de um problema de minimização, onde seu estado esta
ionário 
orresponde à solução destaapli
ação. A notação de um problema de minimização possui a seguinte forma:
min

u
F (u) (2.18)onde F é um fun
ional de energia que deve ser 
ontínuo e diferen
iável. Basi
amente, umfun
ional de energia é uma função de funções. A função u é um minimizador de F , isto é, umafunção que minimiza o referido fun
ional.Em se tratando de segmentação de imagens, o fun
ional da Eq. (2.18) pode ser expressode várias formas, dependendo da natureza dos dados. Geralmente, um fun
ional de energiaregularizado é 
omposto por um termo de �delidade e por um termo regularizador. O termo de�delidade 
al
ula uma energia 
om base em modelos matemáti
os que utilizam propriedades deuma imagem de referên
ia. Por sua vez, o termo regularizador é importante para o pro
esso dedifusão na imagem e é responsável por auxiliar o termo regularizador a manter as 
ara
terísti
asmais importantes da imagem original. Generi
amente, um termo regularizador pode ser des
ritode a
ordo 
om

R(I, u) =

∫

Ω

|Qu|p (2.19)onde p é uma 
onstante ou função que varia no intervalo [1, 2], e Q é algum dos operadoresmen
ionados abaixo
Q =











Id Operador Identidade
∇ Operador Gradiente
△ Operador DivergenteA es
olha do operador Q e da 
onstante p depende do problema a ser modelado. Por exem-plo, pode-se utilizar Q = ∇ e p 6= 2 para se dete
tar variações nas amplitudes da função u,ou até mesmo ruídos. Esta 
ombinação enfatiza a importân
ia na identi�
ação/manutençãode bordas da imagem de referên
ia I. Caso 
ontrário, se p = 2, a suavização na imagem serámaior, fazendo 
om que as bordas da imagem sejam deterioradas.Um fun
ional de energia pode ser 
lassi�
ado 
omo 
onvexo e não-
onvexo. A propriedadeda 
onvexidade garante a obtenção de uma úni
a solução (global). Já os fun
ionais não-
onvexos
al
ulam soluções lo
ais e 
ostumam apresentar sensibilidade 
om relação às 
ondições ini
iaisestabele
idas. A seguir, será detalhado uma estratégia para se obter a solução numéri
a de16



2 Fundamentos Bási
osfun
ionais de energia.2.4.1 Equações de Euler-LagrangeA bus
a por uma solução ótima de um método varia
ional requer a minimização de umfun
ional de energia. Uma maneira 
onven
ional de resolver um problema de minimização édeterminar e resolver sua equação de Euler-Lagrange 
orrespondente.Uma equação de Euler-Lagrange é um método baseado em uma EDP que 
onsiste emen
ontrar pontos 
ríti
os de um fun
ional F (u). Seja o fun
ional de energia
F (u) =

∫ b

a

L(x, u, ux)dx onde a ≤ x ≤ b (2.20)onde a função L : [a, b] × R × R → R, denominada Lagrangeano, é assumida ser 
ontínuae diferen
iável no intervalo [a, b], 
om 
ondições de 
ontorno u(a) = L1 e u(b) = L2. Destamaneira, deve-se en
ontrar uma função u que minimiza estes tipos de fun
ionais.Para o fun
ional apresentado na Eq. (2.20), utilizando-se de 
ál
ulo varia
ional, a equaçãode Euler-Lagrange é dada por
∂L

∂u
− ∂

∂x

(

∂L

∂ux

)

= 0 (2.21)Esta idéia pode ser apli
ada também em fun
ionais mais gerais. Por exemplo, para Ω ⊂ R
2,onde (x1, x2) ∈ Ω, tem-se que:

F (u) =

∫

Ω

L(x1, x2, u, ux1, ux2)dx1dx2 (2.22)gerando a seguinte equação de Euler-Lagrange
∂L

∂u
− ∂

∂x1

(

∂L

∂ux1

)

− ∂

∂x2

(

∂L

∂ux2

)

= 0 (2.23)Detalhes sobre a demonstração das Eqs. (2.21) e (2.23) podem ser en
ontradas em [Farlow,1993℄.2.5 Fundamentos de ProbabilidadeUm experimento aleatório é o ato de medir um pro
esso 
uja resposta é in
erta. O 
onjuntode todas as possíveis respostas de um experimento aleatório é o espaço amostral S. Um evento
E ⊂ S 
orresponde ao sub
onjunto destas respostas. Baseado nisso, a probabilidade Pr é umafunção de valor real de�nida no espaço amostral S que satisfaz as seguintes propriedades:
• Para 
ada evento E ⊂ S, 0 ≤ Pr(E) ≤ 1;17



2 Fundamentos Bási
os
• P(S) = 1;
• Para eventos distintos E1, E2,...,EK ⊂ S, Pr(

⋃K
i=1 Ei) =

∑K
i=1 Pr(Ei)onde a probabilidade Pr(E) é dada pela fração de vezes que o evento E é observado emuma quantidade ilimitada de experimentos.Considera-se uma variável aleatória um valor quantitativo que depende da resposta de umexperimento aleatório. O valor de uma variável aleatória pode ser dis
reto ou 
ontínuo. Assim,a partir de uma variável aleatória dis
reta X, a probabilidade de X possuir um valor t é dadopela probabilidade de todas as respostas e no qual X(e) = t:

Pr(X = t) = P (E = {e|e ∈ S, X(e) = t}) (2.24)onde o lado direito da Eq. (2.24) é uma distribuição de probabilidade, já que a variável aleatória
X é dis
reta. Caso X seja uma variável aleatória 
ontínua, a probabilidade de X perten
er aointervalo [a, b] é dada por:

Pr(a < X < b) =

∫ b

a

P (x) (2.25)sendo que P (x) é uma função de densidade de probabilidade (fdp).Em pro
essamento de imagens, espe
i�
amente no 
ampo de segmentação de imagens, fdp'ssão bastante utilizadas 
omo medidas de 
ara
terização das diferenças das regiões da imagem.Para isso, as intensidades de uma imagem I : Ω ⊂ R
2 → R são 
onsideradas variáveis aleatórias,tornando possível o 
ál
ulo de 
ritérios estatísti
os sobre as regiões da imagem.A seguir, são apresentadas duas 
ategorias de métodos que podem ser utilizados para aestimativa destas fdp's.2.5.1 Estimativa de ProbabilidadeO uso de FDP's para des
rever estatisti
amente as regiões da imagem é útil quando as regiõespossuem textura ou intensidades que variam muito em seus interiores [Houhou, 2009℄. Paraisso, são empregadas duas 
ategorias de modelos que estimam fdp's, denominadas paramétri
ase não-paramétri
as.Modelo Paramétri
oModelos paramétri
os impõem fortes hipóteses sobre as fdp's das regiões da imagem. Ge-ralmente, es
olhe-se uma distribuição Gaussiana para modelar estatisti
amente as intensidadesde uma imagem I sobre uma determinada região Ωi:

Pi(I(x)|{µi, σi}) =
1

σi

√
2π

exp
(

− (I(x)− µi)
2

2σ2
i

)

, (2.26)18



2 Fundamentos Bási
osonde µi e σi são a média e o desvio-padrão (variân
ia) da região Ωi, respe
tivamente.A média das intensidades de uma região Ωi da imagem é 
al
ulada 
omo
µ =

1

|Ωi|

∫

Ωi

I(x)dx, (2.27)e é bastante utilizada para des
rever imagens 
ujas regiões são 
onstantes ou suaves nas inten-sidades. Já a variân
ia σ2
i é obtida 
omo:

σ2
i =

1

|Ωi|

∫

Ωi

(I(x)− µ)2dx, (2.28)sendo útil na identi�
ação de regiões que possuem intensidades bastante irregulares e hetero-gêneas.Modelo Não-Paramétri
oModelos não-paramétri
os são utilizados para a estimação de FDP's 
om o objetivo deforne
er uma des
rição mais genéri
a em relação às distribuições das regiões da imagem. Uma
ara
terísti
a parti
ular deste modelos se refere ao fato de que nenhuma hipótese é feita sobreas FDP's das regiões da imagem. Uma té
ni
a que pode ser utilizada para estimar estasFDP's des
onhe
idas se refere às Janelas de Parzen [Parzen, 1979℄, que suaviza lo
almente ohistograma de intensidades da imagem. O modelo de Parzen é des
rito 
omo se segue
pi(l) =

1

|Ωi|

∫

Ωi

K(I(x)− l)dx , ∀ l ∈ L (2.29)onde K é uma janela simétri
a Gaussiana de média 0 e variân
ia 1 e |Ωi| é uma normapré-espe
i�
ada da região Ωi. L ⊂ R
n é o histograma da imagem, sendo que o elemento lé uma intensidade em nível de 
inza.2.6 Considerações FinaisNeste Capítulo, foram apresentados os prin
ipais 
on
eitos que são importantes para oentendimento das formulações matemáti
as presentes nesta dissertação. No próximo Capítulo,será des
rita uma revisão bibliográ�
a sobre algumas das prin
ipais té
ni
as para segmentaçãode imagens, in
luindo os métodos baseados em prin
ípios varia
ionais que foram desenvolvidosao longo dos últimos anos.
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Capítulo
3Segmentação de Imagens

Este 
apítulo se dedi
a, ex
lusivamente, a explorar os fundamentos bási
os sobre segmen-tação de imagens. Primeiramente, são des
ritos alguns métodos de segmentação baseados emdes
ontinuidades, 
omo os operadores baseados em derivadas par
iais, Contornos Ativos e Mé-todo Level Set. Em seguida, são explorados os métodos de segmentação baseado em similaridadeque utilizam de 
ara
terísti
as das intensidades das regiões da imagem 
omo 
ritério de homo-geneidade. Ainda, são brevemente dis
utidos alguns modelos para segmentação soft de imagens,que é o objeto de estudo desta dissertação.3.1 De�niçãoSeja Ω ⊂ R
2 o domínio de uma imagem I : Ω → R. Alguns pro
essos de segmentaçãoparti
ionam a imagem I em suas N subregiões Ω1, Ω2, ... , ΩN de tal forma que:1. ⋃N

i=1 Ωi = Ω;2. Ωi ∩ Ωj = ∅ para todo i e j, onde i 6= j;3. Q(Ωi) = V ERDADEIRO para i = 1, 2, ..., N , 
onsiderando se um 
ritério de homoge-neidade de região Q da região Ωi;4. Q(Ωi ∪ Ωj) = FALSO para quaisquer regiões adja
entes Ωi e Ωj.A propriedade 1 diz que todo ponto do domínio deve perten
er à alguma região. Isto signi-�
a que após um pro
esso de segmentação, não deve existir vá
uo, que são pontos do domínioque não estão rotulados 
om nenhuma das N regiões da imagem. A propriedade 2 diz quetodas as regiões devem ser disjuntas entre si, isto é, um ponto do domínio está rela
ionado20



3 Segmentação de Imagensex
lusivamente a uma úni
a região da imagem. A propriedade 3 se refere às 
ondições quedevem ser satisfeitas pelos pontos perten
entes em uma determinada região. A propriedade
4 diz que a união de duas regiões adja
entes não deve satisfazer as 
ondições impostas pelopredi
ado Q.De a
ordo 
om [Gonzalez e Woods, 2008℄, existem duas prin
ipais abordagens para segmen-tação de imagens mono
romáti
as: segmentação baseada em des
ontinuidade e similaridade.A primeira 
onsiste em segmentar a imagem analisando-se as mudanças abruptas nos níveis de
inza, 
ara
terizadas pela presença de pontos isolados, linhas ou bordas na imagem. A últimaabordagem tem 
omo propósito agregar os pontos do domínio que satisfazem um 
ritério desimilaridade das regiões da imagem. Estas duas abordagens são exploradas separadamente nasSeções subsequentes.3.2 Segmentação baseada em Des
ontinuidadeNeste tipo de segmentação, assume-se que a borda do objeto e do fundo da imagem sãosu�
ientemente diferentes uma da outra, tornando possível suas dete
ções utilizando-se as in-tensidades destas regiões. Neste sentido, devem ser en
ontrados pontos da imagem nos quaisa intensidade se altera abruptamente, o que signi�
a que tais pontos estão na divisa de duasregiões distintas no que se refere às 
ara
terísti
as na intensidade.3.2.1 Derivadas de Primeira e Segunda OrdemDiferenças nas intensidades de uma imagem podem ser dete
tadas utilizando-se derivadasde primeira ou segunda ordem. A diferença entre elas se baseia no fato de que a de segundaordem utiliza informações de dois pontos vizinhos adja
entes em relação ao ponto 
entral, en-quanto que na derivada de primeira ordem, apenas um dos vizinhos é utilizado. Com isso, taisderivadas possuem maior sensibilidade na identi�
ação de mudanças abruptas de intensidadedo que na derivada de primeira ordem, além de enfatizar o iní
io e o �nal de mudanças gra-dativas na intensidade. Assim, espera-se que derivadas de segunda ordem sejam mais sensíveisna dete
ção de detalhes �nos e ruídos da imagem. Como resultado, as derivadas de primeiraordem produzem resultados 
ujas bordas são mais grossas e suaves 
omparadas aos resultadosdas derivadas de segunda ordem, que apresentam bordas mais �nas e �rmes.As derivadas de primeira e segunda ordem são importantes para se de�nir o uso de opera-dores de dete
ção de bordas 
omo o Gradiente e o Lapla
iano. O primeiro utiliza informaçãoproveniente da magnitude do gradiente da imagem para a identi�
ação de mudanças lo
ais dasintensidades. O gradiente é um vetor que indi
a os lo
ais nos quais as intensidades sofrem maiorvariação, 
omo des
rito na Seção 2.2. Exemplos de métodos de dete
ção de bordas pelo usode derivadas de primeira ordem re
aem sobre os operadores de Roberts, operadores de Prewitte operadores de Sobel [Gonzalez e Woods, 2008℄. Estes operadores são 
ompostos por duasmás
aras, uma utilizada na direção verti
al e outra na direção horizontal, que são 
onvoluídas21



3 Segmentação de Imagens
om a imagem original, resultando em uma imagem 
om as bordas dete
tadas. Um métodopara dete
ção de bordas bastante popular se refere ao operador de Canny, proposto por Cannyet al. [Canny, 1986℄, que determina a lo
alização de pontos de borda por meio de orientação demagnitude do gradiente. Além disso, existem etapas que 
onsistem na suavização da imageme na limiarização que suprime magnitudes menores para melhorar a pre
isão na identi�
açãodas bordas.Diferentemente do operador Gradiente, o operador Lapla
iano é de�nido em termos dederivadas de segunda ordem. Entre os métodos que utilizam derivadas de segunda ordem,desta
a-se o operador Lapla
iano do Gaussiano (LoG) [Marr e Hildreth, 1980℄, que 
ombina a�ltragem Gaussiana 
om o uso de um operador Lapla
iano. Embora os 
ontornos dos objetossejam fe
hados, suas arestas são arredondadas e a 
one
tividade entre as junções de 
ontornossão 
omprometidas devido à suavização que o
orre no pro
esso de 
onvolução.A Figura 3.1 apresenta alguns exemplos de segmentação utilizando abordagens baseadasem des
ontinuidades apli
adas na Figura 3.1(a). A Figura 3.1(b) mostra o resultado de umadete
ção de bordas utilizando a magnitude do gradiente. Um resultado obtido pelo método deCanny é mostrado na Figura 3.1(
). A Figura 3.1(d) ilustra a dete
ção de bordas pelo operadorLapla
iano. Já a Figura 3.1(e) mostra o resultado obtido pelo operador LoG.
(a) (b) (
)

(d) (e)Figura 3.1: Segmentação de uma imagem (256×256) baseada em des
ontinuidade: (a) Imagemoriginal; (b) Magnitude do gradiente de I; (
) Resultado obtido pelo operador de Canny; (d)Segmentação resultante pelo Lapla
iano; (e) Resultado obtido pelo operador LoG.Uma 
ategoria de té
ni
as que tem se tornado popular nos últimos anos se refere aosMétodosVaria
ionais. Tais métodos são obtidos pela minimização de fun
ionais de energia formulados22



3 Segmentação de Imagenssob 
ritério de homogeneidade de regiões da imagem. Métodos varia
ionais têm sido ampla-mente utilizados e estudados em pro
essamento de imagens nas duas últimas dé
adas devidoà sua �exibilidade na modelagem e várias vantagens na implementação numéri
a. Na Seçãoseguinte, será feito um estudo sobre a té
ni
a de Contornos Ativos e sua extensão, o modeloBalão.Outra possibilidade se refere ao uso de modelos baseados em Equações Diferen
iais Par
iais(EDP's), 
omo o Método Level Set, que também será explorado adiante.Nestes métodos, 
onsidera-se que I : Ω→ R é a imagem a ser segmentada, onde o domínio
Ω ⊂ R

2 é aberto e limitado, 
ujas bordas são dadas por ∂Ω.3.2.2 Contornos AtivosEm 1987, Kass et al. desenvolveram um método de segmentação baseado na propagação de
urvas dinâmi
as, denominado Método dos Contornos Ativos [Kass et al., 1988℄. Este método
onsiste em subdividir um domínio Ω em dois subdomínios disjuntos Ω1 e Ω\Ω1 utilizandouma 
urva dinâmi
a fe
hada, que pode se mover dentro do domínio sob a in�uên
ia de forçasinternas, que são 
ompostas por um termo suavizador da 
urva, e forças externas, 
ompostapor um termo de atração da 
urva para as bordas do objeto.Seja uma 
urva dinâmi
a Γ parametrizada 
omo Γ(q) : [0, 1] → R
2. A solução do Métododos Contornos Ativos é obtida ao minimizar o seguinte fun
ional de energia:

FCA(Γ) = ζ

∫ 1

0

|Γ′(q)|2dq + β

∫ 1

0

|Γ′′(q)|2dq − λ

∫ 1

0

|∇I(Γ(q))|2dq , (3.1)onde ζ , β e λ são parâmetros positivos que balan
eiam seus respe
tivos termos. No fun
ionalde energia da Eq. (3.1), os dois primeiros termos são responsáveis por 
ontrolar a suavizaçãoda 
urva e o último termo dire
iona a 
urva Γ para as bordas do objeto de interesse da imagem.Na práti
a, o método pode apresentar algumas limitações. Uma delas se refere ao fatoda 
urva Γ não estar su�
ientemente próxima em relação às bordas do objeto de interesseda imagem. Outra limitação o
orre quando não existe nenhuma força atuando sobre a 
urva
Γ, fazendo 
om que ela en
olha 
om o passar do tempo. Além disso, atenta-se ao fato deque o Método dos Contornos Ativos 
al
ula soluções lo
ais que são altamente dependentesdas 
ondições ini
iais, já que o fun
ional da Eq. (3.1) é não-
onvexo [Cremers et al., 2007℄.Assim, para que o método retorne uma solução satisfatória, é ne
essário que a 
urva Γ estejaposi
ionada próxima ao objeto de interesse, assim as forças que nela atuam possam dire
ioná-laaté as bordas do objeto ∂Ω1.Modelo BalãoEm 1991, Cohen [Cohen, 1991℄ prop�s oMétodo Balão, que extende o método dos ContornosAtivos ao aderir um termo de pressão ρ

∫

Ω1
dx na força externa do fun
ional de energia da Eq.23



3 Segmentação de Imagens(3.1) fazendo 
om que a 
urva Γ se 
omporte 
omo um balão em pro
esso de in�ação.O fun
ional em questão é des
rito abaixo:
FBAL(Γ) = α

∫ 1

0

|Γ′(q)|2dq + β

∫ 1

0

|Γ′′(q)|2dq − λ

∫ 1

0

|∇I(Γ(q))|2dq − ρ

∫

Ω1

dx. (3.2)onde ρ é uma 
onstante que balan
eia a amplitude da força normal no ponto q (valores positivosfazem a 
urva in�ar, enquanto que 
om valores negativos o
orre um pro
esso de de�ação da
urva Γ) e o termo de pressão.O que diferen
ia o fun
ional de energia da Eq. (3.2) em relação ao fun
ional da Eq. (3.1) éo termo de pressão. Este termo utiliza de informações do gradiente da imagem e tenta lo
alizaruma 
urva em um ponto máximo de gradiente, ou seja, as forças provenientes do gradiente daimagem atraem o 
ontorno Γ para as bordas dos objetos nela 
ontidos ao invés de 
al
ular ogradiente e extrair seu valor máximo.Resumidamente, o modelo Balloon maximiza a área interna da 
urva dinâmi
a Γ enquantosuaviza o 
ontorno e maximiza o gradiente da imagem em 
ada ponto da referida 
urva. Apesardas melhorias propostas por este método, ainda existe a di�
uldade de se manipular mudan-ças topológi
as e geométri
as na imagem 
omo no método Contornos Ativos. Além disso,o resultado �nal depende das 
ondições ini
iais, já que o fun
ional de energia (Eq. (3.2)) énão-
onvexo.3.2.3 Método Level SetOsher e Sethian [Osher e Sethian, 1988℄ propuseram o Método Level Set, que é baseadona propagação de 
urvas dinâmi
as 
om uma representação implí
ita. Neste método, mu-danças topológi
as durante a propagação da 
urva dinâmi
a, 
omo divisões e quebras, sãoautomati
amente e e�
ientemente tratadas. As fa
ilidades apresentadas na representação da
urva e na resolução numéri
a �zeram 
om que os Métodos Level Set se tornassem bastantepopulares, sendo utilizados para problemas de 
lassi�
ação [Samson et al., 2000℄, visão 
ompu-ta
ional [Osher et al., 2003℄, entre outros.Em um Método Level Set, uma 
urva dinâmi
a Γ, também 
hamada de interfa
e, divide odomínio Ω em dois subdomínios disjuntos e é representada impli
itamente 
omo o nível zero deuma função Lips
hitz φ : Ω→ R (ou função level set) tal que
φ(x, t) =











< 0 se x é interno a Γ

0 se x ∈ Γ

> 0 se x é externo a Γonde φ(x, t) se refere à posição da 
urva no domínio Ω em um dado instante de tempo t. AFigura 3.2 ilustra uma representação para uma função level set. A Figura 3.2(a) apresenta a24



3 Segmentação de Imagensfunção level set e a Figura 3.2(b) mostra sua interfa
e asso
iada.

(a) (b)Figura 3.2: (a) Função level set φ; (b) Interfa
e Γ em nível zero. Imagem extraída de [Lie et al.,2006℄ 
om adaptações.Uma maneira típi
a de se de�nir uma função level set φ é por meio de uma função dedistân
ia 
om sinal, 
omo, por exemplo, a distân
ia Eu
lidiana dE :
φ(x, t) =

{

−dE(x, Γ) se x é interno a Γ

dE(x, Γ) se x é externo a ΓA função level set φ propaga-se na direção normal pelo domínio Ω e 
om velo
idade Fatravés da Equação Level Set, dada pela Equação Diferen
ial Par
ial:
∂φ

∂t
+ F |∇φ| = 0, (3.3)sabendo-se que φ(x, 0) = φ0(x) é a posição ini
ial da 
urva no domínio Ω e F é o termo develo
idade de propagação da 
urva. Um 
aso típi
o para F é o movimento pelo método de
urvatura média, onde

F = div

(

∇φ

|∇φ|

) (3.4)que é a 
urvatura de φ no ponto x. Uma outra alternativa se refere ao uso de um ContornoAtivo Geométri
o [Caselles et al., 1997℄, 
ujo termo F é dado por
F = g(|∇I|)|∇φ|

(

div
( ∇φ

|∇φ|
)

+ ρ

) (3.5)onde a interfa
e Γ se propaga até as bordas do objeto de interesse da imagem. A 
onstante ρ éum termo de 
orreção que evita que a força que movimenta a 
urva não seja nula ou negativa. Afunção g é um poten
ial de bordas positivo de�nido 
omo uma função de
res
ente 
om relação25



3 Segmentação de Imagensao gradiente da imagem. Esta função determina valores positivos e próximos de 1 para pontosdo domínio perten
entes a regiões homogêneas e valores próximos a zero nas bordas da imagem:
g(|∇I|) =

1

1 + β|∇I|2 (3.6)em que β é uma 
onstante positiva, responsável por 
ontrolar a in�uên
ia do gradiente daimagem.A Eq. (3.3) é resolvida utilizando-se de métodos numéri
os para Equações Diferen
iaisPar
iais, 
omo por exemplo o método das Diferenças Finitas. O 
ál
ulo da propagação da
urva pela Eq. (3.3) pode degradar a função level set por 
ausa da instabilidade numéri
a.Com a �nalidade de 
ontornar este problema, é utilizada uma equação de reini
ialização, dadapor
∂φ

∂t
= sign(φ0)(1− |∇φ|) (3.7)em que sign(φ0) é 
al
ulado 
omo

sign(φ(x, t)) =











−1 se φ(x, t) < 0

0 se φ(x, t) = 0

+1 se φ(x, t) > 0Apesar de ser uma ferramenta numéri
a robusta e e�
iente, Métodos Level Set 
al
ulam a so-lução numéri
a por Equações de Euler-Lagrange asso
iadas 
om esquema gradiente-des
endente,o que torna o pro
esso de 
onvergên
ia lento. Outro efeito indesejado da solução numéri
a serefere à ne
essidade de reini
ialização da função level set para evitar a o
orrên
ia de instabili-dade numéri
a.A Figura 3.3 apresenta um exemplo de segmentação realizada pelo Método Level Set utili-zando o termo de velo
idade dado pela Eq. (3.5). A Figura 3.3(a) se refere à imagem originale a Figura 3.3(b) mostra a função level set φ em sua posição ini
ial, demar
ada pelo quadrado
om linha bran
a. As Figuras 3.3(
) e 3.3(d) ilustram os estados intermediários desta função
φ. A Figura 3.3(e) mostra a posição �nal da função level set.Nas próximas Seções, serão dis
utidos algumas té
ni
as para segmentação baseada em simi-laridade, onde desta
am-se Cres
imento de Regiões, Divisão-e-Fusão, e os métodos varia
ionaisMumford-Shah e Chan-Vese. Mais adiante, são apresentados alguns modelos para segmentação
soft de imagens, que se fundamentam em uma versão soft do modelo Mumford-Shah.3.3 Segmentação baseada em SimilaridadeA segmentação baseada em similaridade 
onsiste em parti
ionar uma imagem em suas re-giões 
onstituintes que são similares de a
ordo 
om um 
ritério pré-de�nido de homogeneidade.Métodos desta 
ategoria se baseiam nas 
ara
terísti
as das regiões da imagem, 
omo as inten-26



3 Segmentação de Imagens
(a) (b) (
) (d) (e)Figura 3.3: Imagem sintéti
a texturizada (256 × 256) segmentada pelo Método Level Set: (a)Imagem original; (b) φ ini
ial; (
-d) Estados intermediários para a função φ - iteração 40 e 50,respe
tivamente; (e) Função φ �nal após 300 iterações.sidades ou propriedades, para formular tal 
ritério.Uma das maneiras mais simples de se segmentar uma imagem se refere à limiarização. Seufun
ionamento 
onsiste em parti
ionar o histograma de uma imagem utilizando um os mais li-miares (thresholds) [Pedrini e S
hwartz, 2008℄. Uma operação de limiarização pode ser de�nida
omo

IL(x) =

{

0 se I(x) ≤ T

1 se I(x) > Tonde T é o limiar e IL é uma imagem binária, onde pontos perten
entes ao objeto possuem valor
1 e pontos perten
entes ao fundo da imagem possuem valor 0. Vale ressaltar a importân
ia dolimiar T para o su
esso da segmentação. Existem diversos métodos estatísti
os que 
al
ulamautomati
amente o valor deste limiar, 
omo o método de Otsu [Otsu, 1979℄ e algumas té
ni
asiterativas, 
omo Tentativa e Erro [Gonzalez e Woods, 2008℄.A Figura 3.4 apresenta um exemplo de segmentação por limiarização, onde a imagem daFigura 3.4(a) possui intensidades que variam entre [0, 255]. A Figura 3.4(b) ilustra a ima-gem binária resultante utilizando-se um limiar T = 50 e a Figura 3.4(
) é o resultado �nalutilizando-se o limiar 
al
ulado pelo método de Otsu, no qual foi obtido T = 121.3.3.1 Cres
imento de RegiõesÉ uma té
ni
a de segmentação bottom-up, no qual pontos que satisfazem um 
ritério dehomogeneidade são agregados em regiões. Nesta té
ni
a, 
ada região da imagem é ini
iadaa partir de um ponto �semente�. Estas regiões 
res
em à medida que pontos adja
entes quesatisfazem o 
ritério de homogeneidade aderem à região.O 
ritério de similaridade deve ser �xado de a
ordo 
om as 
ara
terísti
as das regiões daimagem. Geralmente, são empregadas medidas estatísti
as 
om base nas intensidades da região,
omo momentos e outros 
ritérios para diferen
iar texturas. Já as 
ondições de parada, queveri�
am se um ponto é similiar à uma região da imagem, são modeladas utilizando-se de testes27



3 Segmentação de Imagens
(a) (b) (
)Figura 3.4: Segmentação por limiarização: (a) Imagem original; (b) Imagem binária utilizandolimiar T = 50; (
) Resultado de segmentação utilizando limiar 
al
ulado pelo Método de Otsu[Otsu, 1979℄.
ondi
ionais baseados nos 
ritérios de homogeneidade das regiões da imagem.

(a) (b)Figura 3.5: (a) Imagem original e a semente em vermelho; (b) Imagem segmentada utilizandoo algoritmo de Cres
imento de Regiões.A Figura 3.5 ilustra um exemplo de segmentação pelo método de Cres
imento de Regiõesonde deseja-se segmentar o rio. A imagem original e o ponto semente, em vermelho, sãomostrados pela Figura 3.5(a), enquanto que a Figura 3.5(b) apresenta o resultado �nal. Nesteexemplo, utilizou-se a 
or RGB 
omo 
ritério de similaridade e a distân
ia Eu
lidiana 
omo
ondição de parada.Uma di�
uldade inerente ao algoritmo de Cres
imento de Regiões se refere à es
olha daposição ini
ial das sementes. Por exemplo, o posi
ionamento de duas sementes em uma regiãohomogênea é redundante, uma vez que 
om apenas uma semente pode-se identi�
ar a regiãointeira.3.3.2 Divisão e FusãoEste método utiliza uma estratégia diferente do algoritmo de Cres
imento de Regiões, poisnão utiliza pontos semente. A idéia desta abordagem 
onsiste em subdividir a imagem em blo
osquadrados onde um determinado 
ritério de hogomegeneidade de regiões Q não é satisfeito.Este pro
esso deve se repetir até que nenhuma subdivisão seja possível, isto é, quando todas as28



3 Segmentação de Imagensregiões satisfazerem Q. Agora, deve-se unir todas as regiões adja
entes que satisfaçam Q, atéque nenhuma união seja possível. O algoritmo é des
rito nos seguintes passos:1. Desmembre em quatro quadrantes disjuntos qualquer região Ωi no qual Q(Ωi) = FALSO.2. Quando nenhuma divisão for mais possível, una quaisquer regiões Ωi e Ωj no qual Q(Ωi∪
Ωj) = VERDADEIRO.3. Pare quando nenhuma divisão for mais possível.3.3.3 Mumford-ShahOmodeloMumford-Shah [Mumford e Shah, 1989℄ foi um dois primeiros métodos varia
ionaisdesenvolvidos para segmentação de imagens. Sua formulação serve de base para diversas té
ni-
as de segmentação baseadas em região que vem sendo desenvolvidas até os dias atuais. Uma
ara
terísti
a parti
ular deste método é a 
apa
idade simultânea de suavização da imagem epreservação das bordas, durante o pro
esso de segmentação. Por isso, o método Mumford-Shahé útil tanto para remoção de ruídos, 
omo para segmentação de imagens.O fun
ionalMumford-Shah foi formulado 
onsiderando-se que, dada uma imagem I, deve-sedeterminar uma aproximação suave por partes s e um 
onjunto de bordas Γ que dividem as�partes� de s. Em outras palavras, deve-se 
al
ular o par ótimo (s, Γ) minimizando-se o seguintefun
ional de energia:

FMSS(s, Γ) =

∫

Ω

(I(x)− s(x))2dx + β

∫

Ω\Γ

|∇s(x)|2dx + ρ

∫

Γ

dq , (3.8)onde ρ e β são parâmetros positivos para balan
eamento de seus respe
tivos termos. No fun
i-onal de energia da Eq. (3.8), o primeiro termo veri�
a o quanto s está proximo de I, o segundotermo requer que s não varie muito no interior de 
ada �parte� e o ter
eiro termo mantém omenor tamanho possível para o 
onjunto de bordas Γ. Isto signi�
a que a função s deve variarsuavemente em seu interior e des
ontinuamente nas bordas.A minimização do fun
ional da Eq. (3.8) resulta na obtenção do par ótimo (s, Γ), onde Γaproxima as bordas da imagem I e forne
e a segmentação �nal, enquanto que s é suave somenteem Ω\Γ. Na Figura 3.6, é ilustrado um exemplo de segmentação de uma imagem pelo métodoMumford-Shah. A Figura 3.6(a) apresenta a imagem original ruidosa. A Figura 3.6(b) ilustraa função suave por partes s que aproxima a imagem I, onde pode-se observar a suavização ea preservação das bordas. A Figura 3.6(
) mostra a sobreposição do 
onjunto de bordas Γ,desta
ado em linha preta, sobre a imagem original.Um 
aso parti
ular do método Mumford-Shah da Eq. (3.8) o
orre quando β →∞ e requerque s seja uma função 
onstante por partes. Isto signi�
a que s não varia no interior de 
ada29



3 Segmentação de Imagens
(a) (b) (
)Figura 3.6: Segmentação de uma imagem (256 × 256) pelo método Mumford-Shah: (a) Ima-gem original ruidosa; (b) Função suave por partes que aproxima I; (
) Conjunto de bordas Γ(desta
ado pela linha preta) sobreposto em I.região, possuindo um valor 
onstante ci dentro de 
ada 
omponente Ωi. Desta maneira, ofun
ional da Eq. (3.8) pode ser rees
rito 
omo

FMSC(ci, Γ) =

N
∑

i=1

∫

Ωi

(I(x)− ci)
2dx + ρ

∫

Γ

dq , (3.9)Assim, mantendo-se Γ �xo, veri�
a-se que o fun
ional da Eq. (3.9) é minimizado em relaçãoà variável ci 
al
ulando-se uma média aritméti
a da imagem I no 
omponente Ωi. Na Figura3.7, é ilustrado um exemplo de segmentação de uma imagem pelo 
aso 
onstante do fun
ionalMumford-Shah. A Figura 3.7(a) apresenta a imagem original ruidosa. A Figura 3.7(b) ilustraa função 
onstante por partes que aproxima a imagem I, onde duas 
onstantes foram determi-nadas, uma delas 
om a intensidade mais baixa (as moedas) e a outra 
om intensidade maisalta (fundo). A Figura 3.7(
) mostra a sobreposição das bordas Γ, desta
ado em linha preta,sobre a imagem original.
(a) (b) (
)Figura 3.7: Segmentação pelo 
aso 
onstante do fun
ional Mumford-Shah: (a) Imagem originalruidosa; (b) Função 
onstante por partes que aproxima I; (
) Conjunto de bordas Γ (desta
adopela linha preta) sobreposto em I.O fun
ional Mumford-Shah é difí
il de ser estudado e implementado na práti
a, pois além30



3 Segmentação de Imagensda não-
onvexidade do fun
ional das Eqs. (3.8) e (3.9), a aproximação s e o 
onjunto de bordas
Γ não são 
onhe
idos. Tal fato torna a dis
retização deste fun
ional uma tarefa um tanto
omplexa.Diversas estratégias foram propostas para o 
ál
ulo da solução do fun
ional Mumford-Shah.Uma estratégia 
omum é 
al
ular uma aproximação fra
a para o fun
ional de Mumford-Shahutilizando a teoria da Γ-Convergên
ia [Ambrosio e Tortorelli, 1990℄, proposta por Ambrosioe Tortorelli, que propuseram substituir o par minimizador (s, Γ) por duas funções suaves quesão resolvidas por métodos numéri
os de Equações Diferen
iais Par
iais. Chambolle et al.[Chambolle, 1995℄ aproximou o fun
ional da Eq. (3.9) por vários fun
ionais regulares de�nidosem um espaço de Sobolev, 
ujas soluções numéri
as 
onvergem para o fun
ional Mumford-Shah.Em posterior trabalho, Chambolle e Dal Maso [Chambolle e Dal Maso, 1999℄ utilizaram a teoriada Convergên
ia-Γ baseada no método dos Elementos Finitos para obter uma aproximaçãofra
a.A seguir, é apresentado um modelo que resolve o fun
ional Mumford-Shah utilizando-semétodo Level Set. Tal modelo ofere
e fa
ilidades na implementação, 
omparando-se as soluçõessugeridas anteriormente.3.3.4 Modelo Chan-VeseChan e Vese [Chan e Vese, 2001a℄ desenvolveram um método de segmentação que resolveo 
aso 
onstante do método Mumford-Shah utilizando uma formulação Level Set. O objetivo édeterminar um tipo de 
ontorno ativo baseado em região que dete
ta objetos de uma imagem dereferên
ia sem a utilização do operador gradiente. Com isso, é obtido um 
ontorno ativo menossensível em relação à posição ini
ial e mais e�
iente na segmentação de imagens 
ontaminadaspor ruído.Para isso, [Chan e Vese, 2001a℄ propuseram minimizar o seguinte fun
ional de energia parasegmentar uma imagem de referên
ia I em duas regiões

F2CV (c1, c2, Γ) = λ1

∫

Ω1

(I(x)− c1)
2dx + λ2

∫

Ω\Ω1

(I(x)− c2)
2dx + ρÀrea(Ω1) + ν|Γ| (3.10)onde λ1, λ2 e ρ são parâmetros positivos, Ω1 e Ω\Ω1 são as regiões internas e externas do
ontorno Γ, respe
tivamente. O ter
eiro termo do fun
ional da Eq. (3.10) se refere à área daregião Ω1, enquanto que o quarto termo é o tamanho da 
urva dinâmi
a Γ. As 
onstantes c1 e

c2 representam a intensidade uniforme das regiões Ω1 e Ω\Ω1, respe
tivamente.O fun
ional de energia da Eq. (3.10) pode ser representado e resolvido numeri
amente poruma formulação level set. Seguindo a estratégia proposta por Zhao et al. [Zhao et al., 1996℄ e
onsiderando-se que
31



3 Segmentação de Imagens










Γ = {x ∈ Ω|φ(x) = 0}
Ω1 = {x ∈ Ω|φ(x) > 0}

Ω\Ω1 = {x ∈ Ω|φ(x) < 0}e que o 
ontorno Γ é representado impli
itamente por uma função level set φ, utiliza-se umafunção Heaviside H(φ) e a medida Dira
 δ0, de�nidas respe
tivamente por:
H(z) =

{

1 se z ≥ 0

0 se z < 0
(3.11)

δ0(z) =
d

dz
H(z) (3.12)Assim, os termos do fun
ional F2CV da Eq. (3.10) podem ser expressos 
omo:

|{φ = 0}| =

∫

Ω

|∇H(φ(x))|dx

=

∫

Ω

δ0(φ(x))|∇φ(x)|dx

Àrea({φ ≥ 0}) =

∫

Ω

H(φ(x))dxe
∫

φ>0

|I(x)− c1|2dx =

∫

Ω

|I(x)− c1|2H(φ(x))dx

∫

φ<0

|I(x)− c1|2dx =

∫

Ω

|I(x)− c2|2(1−H(φ(x)))dx.Desta maneira, o fun
ional F2CV da Eq. (3.10) pode ser rees
rito 
omo
F2CV LSM(c1, c2, φ) = λ1

∫

Ω

(I(x)− c1)
2H(φ(x))dx + λ2

∫

Ω

(I(x)− c2)
2(1−H(φ(x)))dx +

ν

∫

Ω

δ(φ(x))|∇φ(x)|dx + ρ

∫

Ω

H(φ(x))dx. (3.13)A função 
onstante por partes c pode ser obtida 
al
ulando-se
c = c1H(φ) + c2(1−H(φ)) (3.14)32



3 Segmentação de ImagensMantendo-se φ �xo, a minimização do fun
ional de energia da Eq. (3.13) em relação às 
ons-tantes c1 e c2 pode ser feita de a
ordo 
om:
c1 =

∫

Ω
I(x)H(φ(x))dx
∫

Ω
H(φ(x))dx

(3.15)
c2 =

∫

Ω
I(x)(1−H(φ(x)))dx
∫

Ω
(1−H(φ(x)))dx

(3.16)se ∫
Ω

Hε(φ) > 0 e ∫
Ω
(1−Hε(φ)) > 0, respe
tivamente. Caso tais restrições não sejam satisfeitas,

c1 e c2 são 
al
ulados 
omo
{

c1 = média de I em {φ(x) ≥ 0}
c2 = média de I em {φ(x) < 0}.Por sua vez, a função φ é 
al
ulada pelas Equações de Euler-Lagrange asso
iadas 
om umesquema gradiente des
endente regularizando-se o fun
ional da Eq. (3.13) por aproximaçõessuaves para as funções Heavisidade e Dira
. Esta estratégia está des
rita em detalhes notrabalho de Chan e Vese [Chan e Vese, 2001a℄.A Figura 3.8 apresenta um exemplo de segmentação realizado pelo Modelo Chan-Vese. AFigura 3.8(a) se refere à imagem original 
om a função level set φ em sua posição ini
ial,demar
ada pelo quadrado 
om linha preta. As Figuras 3.8(b) e 3.8(
) ilustram os estadosintermediários desta função φ. A Figura 3.8(d) mostra a posição �nal da função level set e aFigura 3.8(e) representa a função 
onstante por partes c 
al
ulada pela Eq. (3.14).Dentre as vantagens que se pode 
itar está a robustez do método em relação à presençade ruído e a fa
ilidade 
om que as mudanças topológi
as são tratadas pelo método. Logo, osobjetos da imagem não pre
isam possuir uma forma 
onvexa, já que bura
os, quebras e divisõesforam e�
ientemente 
onsiderados, 
omo no resultado da Figura 3.8. Por isso, o modelo é menossensível à ini
ialização do que o 
lássi
o método dos Contornos Ativos, não ne
essitando que a
urva esteja sempre próxima ao objeto de interesse da imagem e o mínimo global às vezes podeser determinado.Posteriormente, os autores apresentaram uma proposta que 
onsiste em utilizar a formulaçãoLevel Set para 
al
ular soluções do 
aso suave do método Mumford-Shah [Chan e Vese, 2001b℄.Em seguida, uma extensão deste modelo para segmentação de imagens em várias regiões foidesenvolvida e será abordada na Sub-Seção seguinte.Extensão para Segmentação de Várias RegiõesVisando aumentar a apli
abilidade do modelo para imagens 
onstituídas por mais do queduas regiões, Vese e Chan [Vese e Chan, 2002℄ propuseram o uso de várias funções level setspara desenvolver um modelo de segmentação de uma imagem em várias regiões. O objetivo éresolver de maneira e�
iente o método Mumford-Shah utilizando várias funções level sets, onde33



3 Segmentação de Imagens
(a) (b)

(
) (d) (e)Figura 3.8: Modelo Chan-Vese, exemplo extraído de [Chan e Vese, 2001a℄: (a) Imagem originale a posição ini
ial da função φ; (b-
) Passos intermediários do pro
esso de segmentação; (d)Posição �nal da função φ; (e) Função 
onstante por partes (3.14).áreas externas, internas e interse
ções entre as 
urvas forne
em as regiões da imagem. Comisso, o modelo trata e�
ientemente a o
orrên
ia de junções triplas, que são representadas porpontos do domínio que fazem fronteira 
om mais do que duas regiões, e topologias 
omplexas.Neste modelo, são ne
essários logN
2 funções level sets para representar N regiões da imagem.Considere que l = log N level sets, c = {c1, ..., cN} é o 
onjunto das 
onstantes, Φ = {φ1, ..., φN}é o vetor das funções level sets e que H(Φ) = {H(φ1), ..., H(φN)}. O fun
ional proposto porVese e Chan é dado por

FNCV LSM(c, Φ) =
∑

1≤i≤N=2l

∫

Ω

(I(x)− ci)
2χi(x)dx +

∑

1≤j≤l

ζ

∫

Ω

|∇H(φj(x))|dx (3.17)
χ é uma função 
ara
terísti
a rela
ionada 
om a região i. De fato, para N = 2, o fun
ionalda Eq. (3.13) pode ser trivialmente obtido, onde χ1(x) = H(φ) e χ2(x) = (1 − H(φ)). Para
N = 4, duas level sets são ne
essárias para formular o seguinte fun
ional de energia:

34



3 Segmentação de Imagens
F4(c, Φ) =

∫

Ω

(I(x)− c1)
2H(φ1(x))H(φ2(x))dx +

∫

Ω

(I(x)− c2)
2H(φ1(x))(1−H(φ2(x)))dx

+

∫

Ω

(I(x)− c3)
2(1−H(φ1(x)))H(φ2(x))dx + ζ

∫

Ω

|∇H(φ1(x))|dx +

+

∫

Ω

(I(x)− c4)
2(1−H(φ1(x)))(1−H(φ2(x)))dx + ζ

∫

Ω

|∇H(φ2(x))|dx (3.18)sendo que a função 
onstante por partes é obtida 
omo:
c = c1H(φ1)H(φ2) + c2H(φ1)(1−H(φ2)) + c3(1−H(φ1))H(φ2) +

+ c4(1−H(φ1))(1−H(φ2)) . (3.19)As 
onstantes {c1, c2, c3, c4} são 
al
uladas a partir da minimização do fun
ional da Eq. (3.18)e são obtidas 
omo:
c1(Φ) =

∫

Ω
I(x)H(φ1(x))H(φ2(x))dx
∫

Ω
H(φ1(x))H(φ2(x))dx

c2(Φ) =

∫

Ω
I(x)H(φ1(x))(1−H(φ2(x)))dx
∫

Ω
H(φ1(x))(1−H(φ2(x)))dx

c3(Φ) =

∫

Ω
I(x)(1−H(φ1(x)))H(φ2(x))dx
∫

Ω
(1−H(φ1(x)))H(φ2(x))dx

c4(Φ) =

∫

Ω
I(x)(1−H(φ1(x)))(1−H(φ2(x)))dx
∫

Ω
(1−H(φ1(x)))(1−H(φ2(x)))dx

.As funções level set φ1 e φ2 são determinadas 
omo no modelo Chan-Vese para segmentaçãoem duas regiões. Detalhes podem ser en
ontrados em [Vese e Chan, 2002℄.A Figura 3.9 apresenta o domínio parti
ionado utilizando as duas funções level set. Observeque as áreas das level sets, suas interse
ções e seu exterior formam quatro regiões disjuntas.Ainda no mesmo trabalho, [Vese e Chan, 2002℄ exploraram o uso de várias funções levelset para 
al
ular soluções aproximadas para o 
aso suave do método Mumford-Shah. Comoapli
ado ao 
aso 
onstante, este modelo multi-regiões baseado em level sets 
al
ula soluçõeslo
ais dada a não-
onvexidade do fun
ional, fazendo 
om que o estado �nal das 
urvas level setdependem da maneira pela qual são posi
ionadas ini
ialmente no domínio.3.4 Segmentação SoftEm 
ertos tipos de imagens, é 
omum a o
orrên
ia de situações em que é difí
il determinara exata lo
alização das bordas de um objeto ou quando seus pontos possuem uma in
erteza35



3 Segmentação de Imagens

Figura 3.9: Ilustração de duas 
urvas φ1 ∪ φ2 que parti
iona o domínio em 4 regiões: {φ1 >
0, φ2 > 0}, {φ1 > 0, φ2 < 0}, {φ1 < 0, φ2 > 0} e {φ1 < 0, φ2 < 0}. Imagem extraída de [Vese eChan, 2002℄.quando se quer 
lassi�
ar 
omo sendo perten
ente à alguma região ou padrão da imagem. Porexemplo, a Figura 3.10 ilustra algumas situações onde isso pode o
orrer. No 
aso da Figura3.10(a), não é possível dizer 
om pre
isão qual é a fronteira 
omum entre as regiões do rio e da�oresta, e do rio 
om a grama. No 
aso da Figura 3.10(b), é ilustrada uma imagem de satéliteonde é difí
il delimitar regiões de �orestas. Já a Figura 3.10(
) mostra uma imagem de raio-Xno qual a fronteira entre osso e o te
ido é difí
il de se determinar.

(a) (b) (
)Figura 3.10: Exemplo de uma imagem onde as fronteiras de suas regiões não estão bem de�ni-das: (a) Urso em seu meio ambiente 
omposto por �oresta e rio; (b) Imagem de sensoriamentoremoto; (
) Imagem de uma lesão de pele.Segmentar imagens semelhantes às apresentadas na Figura 3.10 por alguma té
ni
a hardpoderia 
omprometer os resultados no sentido de que os pontos do domínio perten
entes às estasfronteiras seriam rotulados 
om ex
lusividade a uma úni
a região. Para 
ontornar esta situação,modelos de segmentação soft tem sido desenvolvidos e possuem a vantagem de possibilitar queum ponto da imagem possa 
onter informações de mais do que uma região, ou seja, um pontopode perten
er a várias regiões 
om um 
erto grau de relação. Com isso, o ganho que seobtém ao preservar apenas os graus de pertinên
ia pode ser importante para pro
essos de36



3 Segmentação de Imagenspós-segmentação, quando tais valores tratados de maneira adequada [Shen, 2006℄.De maneira simpli�
ada, foi visto que a segmentação hard 
onsiste em determinar umapartição ótima para o domínio Ω em N regiões, de tal forma que:
Ω = ∪N

i=1Ωi, Ωi ∩ Ωj = ∅ para i 6= j (3.20)
uja notação equivalente é dada por
N
∑

i=1

χΩi
(x) = 1 (3.21)sendo que χΩi

(x) é uma função 
ara
terísti
a que signi�
a que x ∈ Ωi. Diferentemente dasegmentação hard, a segmentação soft determina funções de pertinên
ia pi(x) que 
ara
terizamo grau 
om que x perten
e à região Ωi. Este grau de relação é denominado pertinên
ia. Destamaneira, a seguinte propriedade deve ser satisfeita sobre as funções de pertinên
ia pi(x):
χΩ(x) =

N
∑

i=1

pi(x), 0 ≤ pi ≤ 1. (3.22)Comparado à segmentação hard, a segmentação soft possui algumas vantagens. Uma partiçãosoft pode ser fa
ilmente 
onvertida para a segmentação hard obtendo-se o maior grau de perti-nên
ia de um ponto (x) dentre as N regiões. Além disso, per
ebe-se que o resultado de umasegmentação soft de uma imagem pode ser útil e apli
ado de diversas maneiras em posteriorespro
essamentos na imagem.A seguir, serão des
ritos três métodos varia
ionais re
entemente desenvolvidos para segmen-tação soft de imagens. Um dos primeiros modelos propostos se refere ao Mumford-Shah soft deJ. Shen [Shen, 2006℄, que é explorado na Seção 3.4.1. Outra abordagem para segmentação softse trata de paradigmas probabilísti
os, 
omo o método baseado em Campos de Fase de Po
ke Bis
hof [Po
k e Bis
hof, 2006℄, analisado na Seção 3.4.2. Finalmente, a Seção 3.4.3 des
reveum modelo de Mistura de Gaussianas baseado no método Soft Mumford-Shah de Shen [Shen,2006℄.3.4.1 Modelo Mumford-Shah SoftShen desenvolveu em [Shen, 2006℄, um modelo de segmentação soft baseado no fun
ionalMumford-Shah que utiliza fundamentos esto
ásti
os e prin
ípios Bayesianos em sua formulação.As variáveis esto
ásti
as são empregadas para indi
ar os graus de pertinên
ias de 
ada pontodo domínio em 
ada região da imagem, onde 
ada região i da imagem é aproximada por umadistribuição Gaussiana, sendo que todas juntas 
ompartilham a mesma variân
ia.Considere que I ⊂ R
2 : Ω → R é a imagem original e que para 
ada região i, tal que

i = 1, ...N , existe um 
ampo de média si ∈ H1(Ω) e uma função de pertinên
ia pi asso
iada.Sabendo-se que S = {s1, ..., sN} e P = {p1, ..., pN}, o objetivo deste método é estimar o par37



3 Segmentação de Imagensvetorial ótimo, dado por
(P∗, S∗) = arg max(P,S)P (P , S|I) (3.23)onde assume-se que P e S são independentes. O par ótimo da Eq. (3.23) é determinadominimizando-se o seguinte fun
ional de energia:

FSMS(P , S) = ζ

N
∑

i=1

∫

Ω

|∇si(x)|2dx + λ

N
∑

i=1

∫

Ω

(I(x)− si(x))2pi(x)dx +

+
N
∑

i=1

∫

Ω

(

9ε|∇pi(x)|2 +
pi(x)(1− pi(x)))2

ε

)

dx , (3.24)tal que pi ≥ 0 para i = 1, ..., N e ∑N
i=1 pi = 1 e as 
onstantes λ e ζ são positivas e balan
eiamseus respe
tivos termos. O ter
eiro termo do fun
ional da Eq. (3.24) é uma energia do tipoModi
a-Mortola [Modi
a, 1987℄ que regulariza as pertinên
ias, fazendo 
om que este modelonão se distan
ie muito do 
lássi
o modelo Mumford-Shah hard. O parâmetro ε é responsávelpor 
ontrolar a largura das bordas soft de pi, mantendo-as regulares na espessura. Comumente,

ε é um valor bem menor do que 1, o que resulta em uma polarização das pertinên
ias pi's paraos valores próximos a 0 ou 1 quando ε→ 0.O fun
ional de energia da Eq. (3.24) é resolvido em duas etapas su
essivas exe
utadas alter-nadamente. Primeiramente, �xam-se {p1, ..., pN} e atualizam-se as médias si. Posteriormente,�xam-se as médias {s1, ..., sN} e otimizam-se as funções de pertinên
ia pi. Tais passos podemser feitos por meio da dis
retização das Equações de Euler-Lagrange e, 
omo o fun
ional deenergia da Eq. (3.24) é não-
onvexo, soluções lo
ais que são sensíveis em relações às 
ondiçõesini
iais são 
al
uladas.A Figura 3.11 apresenta a segmentação de uma imagem 
omposta por quatro regiões, dadapela Figura 3.11(a): 
éu, mar, grama e areia. As Figuras 3.11(b), 3.11(
), 3.11(d) e 3.11(e)mostram as funções de pertinên
ia p1, p2, p3 e p4 que representam 
ada um destes padrões.Nesta Figura, per
ebe-se que o modelo de Shen apresentou um resultado próximo ao que o serhumano interpreta padrões em uma 
ena natural, ao mostrar que regiões de borda possuemalto grau de in
erteza em relação a um padrão ou região em espe
í�
o.3.4.2 Modelo Probabilísti
o de Campos de FasePo
k et al. [Po
k e Bis
hof, 2006℄ desenvolveram um modelo probabilísti
o para segmen-tação varia
ional de imagens em várias regiões utilizando 
omo base o Método de Campos deFase [Ambrosio e Tortorelli, 1990℄. Neste modelo, 
ada região da imagem é aproximada poruma função de densidade de probabilidade e os 
ampos de fase são tratados 
omo funções de38



3 Segmentação de Imagens

(a) (b)
(
) (d) (e)Figura 3.11: Segmentação de uma imagem em quatro regiões pelo modelo Soft Mumford-Shah,extraído de [Shen, 2006℄: (a) Imagem original; (b-e) Funções de pertinên
ia p1, p2, p3 e p4,respe
tivamente.pertinên
ias. O pro
esso de segmentação 
onsiste em maximizar a informação mútua entre os
ampos de fase e as funções de densidade de probabilidade.Sabendo-se que pi(x) é a probabilidade de um ponto x ∈ Ω perten
er à região i, P =

{p1, ..., pN} é o 
onjunto de todas as N funções de pertinên
ia e α = {α1, ..., αN} são os parâ-metros das distribuições de probabilidade, o fun
ional de energia deste modelo é dado por:
FCF (P , α) = −

N
∑

i=1

∫

Ω

pi(x) log(Pi(I(x)|αi))dx +

+ β
N
∑

i=1

∫

Ω

(

ε|∇pi(x)|2 +
pi(x)(1− pi(x)))2

ε

)

dx , (3.25)onde o parâmetro β é utilizado para 
ontrolar a in�uên
ia do termo de energia do 
ampo de fasee ε é a mesma 
onstante positiva apresentada no fun
ional da Eq. (3.24). Pi é uma distribuiçãode probabilidade rela
ionada à região i, 
ujos parâmetros são dados por αi. Po
k e Bis
hofutilizaram uma distribuição Gaussiana multi-variada, onde a média e a matriz de 
o-variân
iasão os parâmetros.A minimização do fun
ional da Eq. (3.25) pode ser feita em duas etapas su
essivas exe
u-39



3 Segmentação de Imagenstadas alternadamente. Primeiro, �xam-se as pertinên
ias pi e 
al
ulam-se os parâmetros αi;posteriormente �xam-se os parâmetros ótimos αi e otimizam-se as funções de pertinên
ia pi.Um exemplo de segmentação por este método é apresentado na Figura 3.12. A Figura3.12(a) se refere a uma imagem natural e as Figuras 3.12(b), 3.12(
) e 3.12(d) ilustram as re-giões da imagem re
onstruídas a partir das funções de pertinên
ia p1, p2 e p3, respe
tivamente,determinadas no pro
esso de segmentação. O uso das distribuições Gaussianas é su�
iente paradistinguir o objeto do fundo da imagem e 
om a formulação de banda estreita, apenas pontosexistentes em uma faixa de transição entre as regiões são 
onsiderados.

(a) (b) (
) (d)Figura 3.12: Segmentação de uma imagem em três regiões pelo modelo Campos de Fase dePo
k, extraído de [Po
k e Bis
hof, 2006℄: (a) Imagem original; (b-d) Imagens re
onstruídas apartir das funções de pertinên
ia p1, p2, p3 e p4, respe
tivamente.3.4.3 Modelo de Mistura de GaussianasBar
elos et al. [Bar
elos et al., 2009a℄ [Bar
elos et al., 2009b℄ propuseram um métodovaria
ional para segmentação soft de imagens em várias regiões que se baseia no fun
ionalMumford-Shah e no uso do modelo deMistura de Gaussianas. A formulação do modelo 
onsisteem maximizar toda a informação existente entre os 
ampos de fase e as funções de densidadede probabilidade que modelam as 
ara
terísti
as das regiões da imagem.Neste método, os 
ampos de fase são tratados 
omo as probabilidades de que os pontos dodomínio pertençam à 
ada região da imagem. Como nos trabalhos de Shen e Po
k et al., os
ampos de fase pi são funções de pertinên
ia que satisfazem à restrição ∑N
i=1 pi = 1 e que defato formulam o fun
ional Mumford-Shah por uma abordagem soft.Suponha que a imagem possui N regiões e que as intensidades I(x) de 
ada ponto do do-mínio são independentes em relação a uma amostra de uma distribuição Gaussiana 
om média

si e desvio padrão σi. Em outras palavras, 
onsiderando-se que todos os pontos x ∈ Ωi de umaregião i 
ompartilham o mesmo desvio padrão σi, mas 
om diferentes médias si(x), Bar
eloset al. propuseram substituir o segundo termo do fun
ional da Eq. (3.24) por uma função dedensidade de probabilidade Gaussiana. 40



3 Segmentação de ImagensDesta maneira, Bar
elos et al. propuseram minimizar o seguinte fun
ional de energia:
FSMSGM(P , S, σ) = ζ

N
∑

i=1

∫

Ω

|∇si(x)|2dx +

N
∑

i=1

∫

Ω

(

9ε|∇pi(x)|2 +
pi(x)(1− pi(x)))2

ε

)

dx

+ λ

∫

Ω

log

(

N
∑

i=1

1

σi

√
2π

exp
(I(x)− si(x))2

2σ2
i

pi(x)

)

dx , (3.26)onde λ e ζ são parâmetros positivos que ponderam seus respe
tivos termos. O primeiro termodo fun
ional da Eq. (3.26) é responsável por suavizar a função si, o segundo termo é umafunção de densidade de probabilidade que aproxima a região i da imagem utilizando-se 
omo
ampos de média as funções suaves si e o desvio padrão σi. O ter
eiro termo é o mesmo des
ritono modelo Shen para regularizar as funções pi.Como resultado, este modelo 
al
ula aproximações suaves para a imagem original, enquantoque tais aproximações no modelo de Shen são funções 
onstantes por partes, visto que o desviopadrão é igual para todas as funções de densidade. O modelo de Bar
elos et al. apresentoumaior robustez em relação à ruídos do que o modelo de Shen, além de ser mais �exível pelafa
ilidade em se tratar adequadamente o desvio padrão das fdp's.A Figura 3.13 apresenta a segmentação de uma imagem natural pelo modelo de Bar
elos etal.. A Figura 3.13(a) mostra a imagem original e as Figuras 3.13(b), 3.13(
) e 3.13(d) ilustramas imagens re
onstruídas a partir dos 
ampos de fases p1, p2 e p3, respe
tivamente. Por esteexperimento, nota-se que o modelo Bar
elos et al. simula a per
epção natural das imagens quenão possuem fronteiras bem de�nidas entre os objetos.
(a) (b) (
) (d)Figura 3.13: Segmentação de uma imagem em quatro regiões pelo modelo de Bar
elos et al.,extraído de [Bar
elos et al., 2009a℄: (a) Imagem original; (b) Imagem re
onstruída utilizandoo 
ampo de fase p1; (
) Imagem re
onstruída utilizando o 
ampo de fase p2; (d) Imagemre
onstruída utilizando o 
ampo de fase p3.3.5 Considerações FinaisNeste Capítulo, foi apresentado uma breve revisão das té
ni
as de segmentação de imagens,
omo limiarização, métodos baseados em des
ontinuidade e em similaridade, entre outros. Tam-41



3 Segmentação de Imagensbém foram explorados alguns dos métodos varia
ionais difundidos na literatura, 
omo o fun
i-onal Mumford-Shah e o método Level Set, visto que a grande maioria dos re
entes algoritmospropostos que possuem prin
ípios varia
ionais em sua formulação se baseiam nestes modelos.Uma semelhança entre todos estes métodos visto é a existên
ia de minimizadores lo
ais, ondenão existe uni
idade na solução.Devido ao es
opo desta dissertação abranger método de segmentação soft, foram introdu-zidos alguns modelos varia
ionais re
entes que in
orporam funções de pertinên
ias em seusfun
ionais de energia. No entanto, estas formulações apresentam limitações no que se refere àsensibilidade à ini
ialização.Um método que resolve esta limitação é o Competição entre Regiões Fuzzy [Mory e Ardon,2007℄. No próximo Capítulo, será explorado o 
lássi
o algoritmo Competição entre Regiões,
uja natureza estatísti
a e metodologia são importantes para o entendimento do primeiro, queé o objeto de estudo deste trabalho.

42



Capítulo
4Competição entre Regiões

No Capítulo anterior, foram apresentados alguns métodos para segmentação de imagens ba-seados em 
ontorno e em região. Dentre as abordagens baseadas por 
ontorno, foi visto queos métodos Contornos Ativos e Level Sets dire
ionam uma 
urva dinâmi
a até as bordas deum objeto da imagem. Também foram estudados alguns métodos de segmentação baseadosem região, 
omo o fun
ional Mumford-Shah, o algoritmo Cres
imento de Regiões e o modeloChan-Vese que resolve o fun
ional Mumford-Shah utilizando Método Level Sets.Métodos 
omo estes 
itados fazem hipóteses sobre a imagem, realizam testes 
ondi
ionaissobre suas 
ara
terísti
as e tomam de
isões por meio de uma limiarização implí
ita ou explí
itadurante o pro
esso de segmentação. As áreas sombreadas na Figura 4.1 mostram a grandediferença entre as té
ni
as Contornos Ativos, Cres
imento de Regiões e Energia de Bayes/MDL(Minimum Des
ription Length) [Rissanen, 2004℄ [Barron et al., 1998℄ no que se refere ao domí-nio onde as hipóteses, os testes e as de
isões são tomadas. A Figura 4.1(a) des
reve o domínioutilizado pela té
ni
a Contornos Ativos para movimentar a 
urva dinâmi
a em direção aos ob-jetos da imagem. Devido ao uso de informações próximas às regiões de bordas, o 
ontorno deveser posi
ionado ini
ialmente próximo à solução esperada. Já a Figura 4.1(b) apresenta o domí-nio no qual o algoritmo Cres
imento de Regiões realiza o pro
esso de segmentação. Neste 
aso,pontos no interior de uma região que não satisfazem o 
ritério de homogeneidade podem gerarirregularidades nas bordas e pequenos bura
os. Diferentemente destes dois métodos que ado-tam 
ritérios lo
ais para segmentação, a Figura 4.1(
) retrata a natureza global de uma energiaBayesiana/MDL. No entanto, apesar de se utilizar este 
ritério global, existe a di�
uldade dese minimizar tal energia e determinar uma solução que seja global.Zhu e Yuille [Zhu e Yuille, 1996℄ propuseram um modelo de segmentação estatísti
o que
ombina as 
ara
terísti
as geométri
as do modelo Contornos Ativos e a ideologia baseada em43



4 Competição entre Regiões
(a) (b) (
)Figura 4.1: Àreas sombreadas mostram o domínio da imagem onde as hipóteses, testes e de
isõessão tomadas nos métodos: (a) Contornos Ativos; (b) Cres
imento de Regiões; (
) Energia deBayes/MDL. Imagem extraída de [Zhu e Yuille, 1996℄.região existente no algoritmo de Cres
imento de Regiões. O modelo proposto por Zhu e Yuille,denominado de Competição entre Regiões, é derivado de um 
ritério MDL que é uma energiaproveniente da estatísti
a Bayesiana e é formulado sob um problema de otimização. Assim,é garantido ao referido modelo a obtenção de soluções lo
ais e as limitações existentes nasabordagens baseadas em 
ontorno e região são minimizadas, uma vez que tais abordagens sãouni�
adas em um úni
o modelo.O método Competição entre Regiões de Zhu e Yuille serviu de base para diversos modelosvaria
ionais posteriormente desenvolvidos e algumas idéias apresentadas estão rela
ionadas 
omos modelos de segmentação propostos nesta dissertação. Por isso, este Capítulo estuda a me-todologia por trás da té
ni
a Competição entre Regiões e está organizado da seguinte maneira:a Seção 4.1 des
reve a fundamentação teóri
a do algoritmo Competição entre Regiões. A Seção4.2 apresenta um exemplo de uma exe
ução do 
lássi
o algoritmo Competição entre Regiõespara a segmentação de uma imagem 
olorida. A Seção 4.3 apresenta as 
onsiderações �naissobre este algoritmo.4.1 Competição entre RegiõesConsidere que as regiões de uma imagem de referên
ia I ⊂ Ω que se quer segmentar pos-suem intensidades que foram geradas por uma família de distribuições de probabilidade P (I|α)previamente espe
i�
adas, onde α são os parâmetros desta distribuição. Assume-se tambémque tais distribuições de probabilidade são diferentes para as distintas regiões da imagem.Assume-se que o domínio Ω da imagem I esteja ini
ialmente segmentado em N regiõeshomogêneas, de tal forma que Ω = ∪N

i=1Ωi, onde Ωi ∩ Ωj = ∅ se i 6= j. O algoritmo de Cres-
imento de Regiões é utilizado para tal �nalidade, onde adi
ionam-se N sementes na imagem,deixando-as 
res
erem até formarem as regiões. Considere também que ∂Ωi é a borda da região
Ωi e que o 
onjunto de bordas Γ = ∪N

i=1Γi é resultante da segmentação, onde Γ(q) : [0, 1]→ Re Γi = ∂Ωi.Basi
amente, este método segmenta uma imagem em N regiões ao minimizar o seguinte44



4 Competição entre Regiõesfun
ional de energia, des
rito por um 
ritério Bayes/MDL:
FCR(Γ, α) =

N
∑

i=1

{

ζ

2

∫

Γi

dq − log P (I(x); x ∈ Ωi|αi)

} (4.1)onde ζ é um parâmetro positivo e Γi é a borda da região Ωi. O primeiro termo se refere aotamanho do 
onjunto de bordas em relação a 
ada região Ωi e o segundo termo é o 
ustode atribuir 
ada ponto do domínio para a região i da imagem de a
ordo 
om uma função dedistribuição de probabilidade.Assumindo que as distribuições de probabilidade de 
ada região são independentes entre si,o termo log P (I(x); x ∈ Ωi|αi) pode ser rees
rito 
omo
log P (I(x); x ∈ Ωi|αi) =

∫

Ωi

log Pi(I(x)|αi)dx (4.2)A minimização do fun
ional de energia da Eq. (4.1) o
orre em duas etapas. Na primeiradelas, o 
onjunto de 
ontornos Γ é mantido �xo e os parâmetros α = {α1, α2, ..., αN} sãoestimados maximizando-se as probabilidades 
ondi
ionais. De 
erto modo, isto minimiza o
usto de se des
rever estatisti
amente 
ada região da imagem, o que é equivalente a dizer que
α∗

i = arg minαi

{

−
∫

Ωi

log P (αi|I(x))dx

}

. (4.3)A segunda etapa, o 
onjunto de parâmetros α é mantido �xo e o 
ontorno Γ é otimizado peloesquema gradiente des
endente para 
ada v ∈ Γ, dado por:
∂v

∂t
= −∂FCR(Γ, α)

∂v

=
∑

j∈Q(v)

−ζ

2
κ(v)nj(v) + log Pj(I(v)|αj)nj(v), (4.4)em que Q(v) = {j|v ∈ Γj}, κ(v) é a 
urvatura no ponto de borda v e nj(v) é o vetornormal a Γj no ponto v. Pela Eq. (4.4), per
ebe-se que o 
ontorno é movido pelas forças desuavização, representada pelo primeiro termo, e estatísti
a, des
rita pelo segundo termo. Aforça de suavização atua 
om mais intensidade em pontos 
om alta 
urvatura, enquanto quea força estatísti
a 
omprime a região quando log Pj(v|αj) ≤ 0. Quanto maior for o valor de

Pj(I|αj), maior é a similaridade do ponto para 
om a região j e menor é a força estatísti
a.A ação de tais forças no movimento do 
ontorno são ilustradas na Figura 4.2. A Figura4.2(a) mostra a força de suavização atuando nos pontos de bordas. Tal força é independente45



4 Competição entre Regiões

Figura 4.2: Forças agindo no 
ontorno: (a) Força suavizadora (b) Força estatísti
a em umponto v de fronteira de regiões; (
) Força estatísti
a em um ponto de junção de regiões.da direção da 
urva e a torna o mais suave possível. A Figura 4.2(b) ilustra um ponto que é
omum em relação às bordas de duas regiões Ωi e Ωj e suas forças fi e fj. Sabendo-se que as
urvas Γi e Γj tem vetores normais inversos (ni = −nj) no referido ponto, então κini = κjnj.Assim, pode-se rees
rever a Eq. (4.4) 
omo
∂v

∂t
= −ζκi(v)ni(v) + (log Pi(I(v)|αi)− log Pj(I(v)|αj)))ni(v)

= −ζκi(v)ni(v) + log

(

Pi(I(v)|αi)

Pj(I(v)|αj)

)

ni(v), (4.5)O movimento do ponto de borda v é determinado pelo teste de log-verossimilhança entre asforças estatísti
as de Ωi e Ωj . Sejam αi e αj os parâmetros das regiões Ωi e Ωj , respe
tivamente.Se Pi(I(v)|αi) > Pj(I(v)|αj), isto é, se a intensidade em v se adapta melhor à distribuição daregião i em relação à região j, então a borda se movimenta em direção a região j (na direçãode ni). Caso 
ontrário, a borda se movimenta em direção à região i. A Figura 4.2(
) mostra aação da força estatísti
a em ponto 
omum às bordas de três regiões.O algoritmo Competição entre Regiões pode ser reduzido aos 
lássi
os métodos Cres
imentode Regiões e Contornos Ativos. No primeiro 
aso, 
onsidere uma distribuição de probabilidade
P1(I|α1) de uma região 1 e uma distribuição de probabilidade uniforme de uma região 
orres-pondente ao fundo da imagem P2(I), de maneira que Ω1 ∪ Ω2 = Ω. A equação de movimentode um ponto v ∈ Γ é es
rita 
omo:

∂v

∂t
= (log P1(I(v)|α1)− log(P2))n(v) (4.6)sendo que n(v) é o vetor normal da região do objeto. Neste 
aso, o algoritmo Cres
imento deRegiões se veri�
a quando P2 é utilizado 
omo o limiar de um 
ritério de parada e a distribuiçãode probabilidade P1 sempre é 
omparada 
om P2 durante o 
res
imento das regiões. Além disso,a té
ni
a de Competição entre Regiões pode ser reduzida ao modelo Contornos Ativos/Balloon,46



4 Competição entre Regiõesonde detalhes são apresentados no trabalho de Zhu e Yuille [Zhu e Yuille, 1996℄.Outra importante 
ara
terísti
a do algoritmo Competição entre Regiões se refere à fusão deduas regiões adja
entes para de
res
er a energia do fun
ional. Suponha que as distribuições
Pi(I|αi) sejam Gaussianas, 
ujos parâmetros são a média µi e o desvio padrão σi (αi = {µi, σi}).Seja Ωij e Γij a região e o 
onjunto de bordas resultantes da fusão entre duas regiões adja
entes
Ωi e Ωj , respe
tivamente. Sabendo-se que os parâmetros da região ij são αij = {µij, σij} e,
di = |Ωi| e dj = |Ωj| (|Ω| é a 
ardinalidade de Ω), tem-se que

µij =
1

di + dj

(

diµi + djµj

)

σ2
ij =

1

di + dj

{

diσ
2
i + djσ

2
j +

didj

di + dj

(

µi − µj

)2}

. (4.7)Portanto a energia gasta para a fusão entre as regiões i e j é dada por
∆E = −ζ

∫

Γij

dq − ρ +

∫

Ωi

log Pi(I|αi)dx +

∫

Ωj

log Pj(I|αj)dx−
∫

Ωij

log Pij(I|αij)dx

= −ζ |Γi ∩ Γj| − ρ +
1

2

(

di log
σ2

ij

σ2
j

+ 1
) (4.8)Se ∆E ≤ 0, então a fusão das regiões i e j de
res
e a energia do fun
ional.Resumidamente, o algoritmo Competição entre Regiões é exe
utado nos seguintes passos:1. Coloque N sementes aleatoriamente pela imagem, sendo que áreas não o
upadas pornenhuma semente são tratadas 
omo uma região des
rita por uma distribuição de proba-bilidade uniforme;2. Enquanto o movimento das bordas Γ não 
onvergir, faça(a) Mantendo-se Γ �xo, atualizam-se os parâmetros α de a
ordo 
om a Eq. (4.3);(b) Mantendo-se α �xo, movimente a borda Γ minimizando-se o fun
ional da Eq. (4.1).Quando duas regiões adja
entes possuírem fronteiras em 
omum, faça a 
ompetiçãonestes pontos da fronteira;3. Se o fundo da imagem estiver sem semente, 
oloque nova semente nesta região e volte aopasso 2;4. Una duas regiões adja
entes para o
orrer de
rés
imo de energia e vá ao passo 2. Se afusão não de
res
er a energia, en
erre o algoritmo;47



4 Competição entre RegiõesUma questão importante que deve ser 
onsiderada se refere à distribuição espa
ial ini
ialdas sementes no domínio da imagem. À medida que o algoritmo avança no tempo, as semen-tes vão 
res
endo, 
omo a
onte
e na té
ni
a Cres
imento de Regiões, e quando as regiões seen
ontram, a 
ompetição o
orre nos pontos da fronteira. Se estas duas regiões adja
entes sãoestatisti
amente pare
idas, o
orrerá um pro
esso de fusão (merging), fazendo 
om que a ener-gia do fun
ional diminua. Tal fato pode o
orrer quando se 
olo
am duas sementes em umamesma região da imagem ou se estas regiões da imagem são semelhantes estatisti
amente.Ao algoritmo, é garantida a 
onvergên
ia para um mínimo lo
al, visto que o fun
ional deenergia do método é não-
onvexo. Além disso, é possível 
onsiderar o 
aso 
onstante por partesdo fun
ional Mumford-Shah 
omo um 
aso espe
ial do algoritmo Competição entre Regiões.Para isso, basta 
onsiderar que todas as distribuições Gaussianas Pi(I|{µi, σi}) 
ompartilhamo mesmo desvio padrão σi.Mais detalhes sobre o algoritmo Competição entre Regiões, relativos à extensão lo
al paramelhorar a a
urá
ia a dete
ção de bordas e uma extensão para imagens 
oloridas, podem seren
ontradas no artigo de Zhu e it Yuille [Zhu e Yuille, 1996℄.4.2 ResultadosNesta Seção, é ilustrado um resultado obtido pelo 
lássi
o algoritmo Competição entreRegiões de Zhu e Yuille. A Figura 4.3 apresenta um 
aso de teste rela
ionado à segmentação deuma imagem 
olorida, mostrada na Figura 4.3(a). As 20 sementes ini
iais estão representadaspelas pequenas regiões bran
as da Figura 4.3(b). As Figuras 4.3(
), 4.3(d) e 4.3(e) mostram o
res
imento das regiões a partir dos pontos sementes até o estado esta
ionário ser al
ançado,
omo ilustra a Figura 4.3(f). As pequenas regiões es
uras da Figura 4.3(f) são os espaços quenão foram o
upados por nenhuma semente. Estas regiões ne
essitam ser identi�
adas paraparti
ipar do pro
esso de 
ompetição 
om as outras. Logo, uma semente é adi
ionada em 
adaárea es
ura, formando novas regiões. Após o pro
esso de fusão de regiões, o algoritmo atinge oestado esta
ionário, mostrado na Figura 4.3(g).É importante observar que devido à in�uên
ia de iluminação na imagem, regiões do 
orpoda mulher, 
omo o braço esquerdo e parte do pes
oço, foram divididas em várias regiões 
omomostra a Figura 4.3(f). Após o pro
esso de fusão, apresentado na Figura 4.3(g), veri�
a-se queo braço esquerdo da mulher, antes dividido em duas regiões, foi 
orretamente segmentado aounir estas duas regiões. A mesma situação o
orreu 
om o pes
oço, que também fora divididoem duas regiões, mas que ao �nal foram fundidas em uma úni
a partição.4.3 Considerações FinaisNeste 
apítulo, foi apresentado o algoritmo Competição entre Regiões, desenvolvido por Zhue Yuille, que 
ombina 
ara
terísti
as da té
ni
a Contornos Ativos e do método baseado emregião Cres
imento de Regiões. Neste modelo, minimiza-se um fun
ional de energia formulado48



4 Competição entre Regiões

(a) (b) (
) (d) (e) (f) (g)Figura 4.3: Exemplo de segmentação pela té
ni
a Competição entre Regiões: (a) Imagem ori-ginal; (b) Posição ini
ial das sementes; (
) Instante de tempo t = 10; (d) t = 20; (e) t = 60; (f)
t = 100; (g) t = 135. Exemplo retirado de [Zhu e Yuille, 1996℄.
om base em um 
ritério MDL, que in
orpora funções de distribuição de probabilidade pararepresentar as regiões da imagem e a movimentação de 
urvas dinâmi
as para delimitar asregiões da imagem.Este método é base fundamental para a sua versão soft, o método Competição entre RegiõesFuzzy proposto por Mory e Ardon, que será detalhado no próximo Capítulo. O método Compe-tição entre Regiões Fuzzy minimiza alguns problemas que existem na té
ni
a Competição entreRegiões e é base para os modelos de segmentação propostos nesta dissertação.
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Capítulo
5Competição entre Regiões Fuzzy

Com o objetivo de se bus
ar alternativas em que a segmentação de imagens por uma aborda-gem hard é difí
il, Mory e Ardon [Mory e Ardon, 2007℄ propuseram um modelo varia
ional quein
orpora a idéia apresentada por Zhu e Yuille [Zhu e Yuille, 1996℄ e que utiliza uma abordagem
soft, representada por uma função de pertinên
ia 
onvexa que é a solução para o problema desegmentação.Este Capítulo tem 
omo objetivo detalhar o fun
ional de energia que 
onstitui o métodoCompetição entre Regiões Fuzzy, os 
in
o modelos que foram derivados deste fun
ional, propos-tos por Mory e Ardon [Mory e Ardon, 2007℄ [Mory et al., 2007℄, e alguns resultados obtidos apartir dos experimentos realizados.Assim, este Capítulo está organizado da seguinte maneira: A Seção 5.1 apresenta 
omo ofun
ional de energia do método Competição entre Regiões Fuzzy foi obtido e as maneiras peloqual pode ser resolvido. As Seções subsequentes des
revem 
ada um dos modelos propostospor Mory e Ardon que foram derivados do fun
ional de energia do método Competição entreRegiões Fuzzy, des
revendo-se suas idéias e apresentando alguns resultados experimentais.5.1 Fun
ional de EnergiaA forma geral de um problema de minimização que segmenta uma imagem I : Ω → R emduas regiões é dado por

min
Ω1,α

{

F0(Ω1, α) =

∫

Γ

g(Γ(s))ds +

∫

Ω1

rα1
1 (x)dx +

∫

Ω\Ω1

rα2
2 (x)dx

} (5.1)
50



5 Competição entre Regiões Fuzzyonde Ω ⊂ R
2 é o domínio da imagem I, Ω1 ⊂ Ω representa o objeto, Ω1\Ω representa ofundo da imagem e Γ = ∂Ω1 é a fronteira do domínio Ω1. A função g é um poten
ial debordas positivo de�nido 
omo uma função de
res
ente 
om relação ao gradiente da imagem.As funções erro rαi

i : Ω → R possuem informações relativas a intensidade de 
ada região, quesão modeladas utilizando-se de análise estatísti
a sobre os parâmetros das regiões α = (α1, α2).Tais parâmetros são utilizados por estas funções erro e podem assumir valores es
alares [Zhue Yuille, 1996℄, 
onstantes [Chan e Vese, 2001a℄ ou funções [Mumford e Shah, 1989℄. Caso osparâmetros ótimos α sejam 
onhe
idos a priori, o problema da Eq. (5.1) é supervisionado,
aso 
ontrário, a segmentação é não-supervisionada, onde α deve ser otimizado. Estas funçõeserro 
al
ulam o 
usto de atribuir 
ada ponto x ∈ Ω para a região i. Utilizando-se diferentestipos de funções erro, diferentes modelos de segmentação podem ser obtidos. São 
omumenteempregadas:
• rαi

i = −λ log(Pi(I|αi)), onde Pi(I|αi) é uma distribuição de probabilidade, 
om parâme-tros αi es
alares, sendo que αi ∈ (Rk)2. Espe
i�
amente, tratando-se de uma distribuiçãode probabilidade Gaussiana, os parâmetros αi são a média e o desvio-padrão. Esta funçãode erro é utilizada nos métodos Competição entre Regiões [Zhu e Yuille, 1996℄ e RegiõesGeodési
as Ativas [Paragios e Deri
he, 2002℄;
• rαi

i = λ(I − ci)
2, onde os parâmetros αi = ci são 
onstantes, tal que ci ∈ R

2. Esta funçãode erro é utilizada no modelo Chan-Vese [Chan e Vese, 2001a℄, visto na Seção 3.3.4;
• rαi

i = λ(I − si)
2 + ζ |∇si|2, onde os parâmetros αi = si são funções que variam no espaço,tal que si ∈ (C1)2. Esta função de erro é utilizada na té
ni
a Mumford-Shah [Mumford eShah, 1989℄;dado que λ é um parâmetro regularizador positivo, que balan
eia a suavização e a 
ompe-tição do modelo de segmentação.Uma maneira de resolver o problema de minimização da Eq. (5.1) é rees
revendo-se o fun-
ional utilizando apenas integrais de linha via Teorema de Green, juntamente 
om o esquemagradiente des
endente para en
ontrar as 
ondições ótimas. Geralmente, a solução numéri
a éobtida via Método Level Set, onde 
ada 
urva Γ é representada impli
itamente por uma funçãolevel set φ, tal que Γ = φ−1(0). No entanto, surgem algumas limitações rela
ionadas à 
onver-gên
ia, 
omo a alta dependên
ia das 
ondições ini
iais, provo
ada pela natureza não-
onvexado fun
ional envolvido e do espaço de otimização.Outra abordagem possível é rees
rever o problema da Eq. (5.1) por meio de integrais so-bre todo o domínio Ω. Para isso, substitui-se a região Ω1 por uma função Heaviside H(φ) ederiva-se as Equações de Euler-Lagrange em relação a φ, sem o uso explí
ito da fronteira. Entreas di�
uldades en
ontradas, 
ita-se o fato de que o problema é mal-posto (problema inverso) e51



5 Competição entre Regiões Fuzzyo espaço de otimização é não-
onvexo, possibilitando que uma quantidade in�nita de soluções
φ sejam válidas para representar o 
ontorno ótimo da partição Ω1. Estes 
ontratempos motiva-ram o desenvolvimento de métodos 
onvexos que minimizam globalmente fun
ionais de energiabaseados na regularização por variação total.Como foi dito anteriormente, a formulação varia
ional da Eq. (5.1) pode ser resolvida 
omoum problema de otimização utilizando-se apenas integrais sobre todo o domínio Ω. Uma ma-neira de se fazer isso é expressando este problema de minimização em termos de um 
onjunto defunções 
ara
terísti
as χ. No entanto, o problema formulado 
ontinua não-
onvexo, pois 
omoo fun
ional da Eq. (5.1) é não-
onvexo, qualquer subdomínio Ω1 ∈ Ω também será não-
onvexo.Rees
revendo-se este fun
ional 
om as funções 
ara
terísti
as χ resulta em:

min
χ,α

{

F̂0(χ, α) =

∫

Ω

g(x)|∇χ(x)|dx +

∫

Ω

χ(x)rα1
1 (x)dx +

∫

Ω

(1− χ(x))rα2
2 (x)dx

}

. (5.2)Utilizando-se a idéia apresentada no fun
ional da Eq. (5.2), pode-se obter um fun
ional deenergia 
onvexo a partir da Eq. (5.1). Neste sentido, substitui-se a função 
ara
terísti
a χ poruma função de pertinên
ia fuzzy perten
ente ao espaço de funções de variação limitada (BV- bounded variation) restrito ao intervalo [0, 1]. Logo, rees
revendo-se o fun
ional da Eq. (5.2)utilizando-se uma função de pertinên
ia u ∈ BV (Ω)[0,1], o problema de minimização da Eq.(5.2) é rees
rito 
omo:
min

u∈BV (Ω)[0,1],α

{

FCRF (u, α) =

∫

Ω

g|∇u|+
∫

Ω

u(x)rα1
1 (x)dx +

∫

Ω

(1− u(x))rα2
2 (x)dx

}

. (5.3)Este novo problema de minimização para segmentação varia
ional de imagens é denominadoCompetição entre Regiões Fuzzy (CRF). O primeiro termo se refere a regularização por variaçãototal (total variation - TV), responsável pela suavização na função u, ponderada pela função g.Já o segundo e o ter
eiro termos se referem ao 
usto de atribuir 
ada ponto do domínio paraas regiões do objeto e do fundo da imagem, respe
tivamente.O fun
ional presente na Eq. (5.3) é 
onvexo em relação a u, o que impli
a que, quandominimizado em relação a u, mantendo-se α �xo, podem-se obter soluções globais ótimas. No
aso supervisionado, tais soluções são 
al
uladas independentemente da ini
ialização da função
u. Já no 
aso não-supervisionado, os parâmetros α ne
essitam ser otimizados e soluções globaispodem ser obtidas 
om baixa sensibilidade em relação às 
ondições ini
iais. De uma maneirageral, a minimização de um problema não-supervisionado da Eq. (5.3) 
ompreende a exe
uçãosu
essiva dos dois passos abaixo:(i.) Mantendo-se u �xo, 
al
ula-se valores ótimos para os parâmetros α, de a
ordo 
om a52



5 Competição entre Regiões Fuzzyfunção erro es
olhida;(ii.) Mantendo-se α �xo, atualiza-se a função de pertinên
ia u minimizando-se a Eq. (5.3) emrelação a u;Na etapa (i.), deve-se 
onhe
er a função erro rαi

i para determinar as equações que en
on-tram valores ótimos para αi (tais funções são detalhadas nas próximas Seções). Esta etapa ésomente realizada em um 
aso de segmentação não-supervisionado, pois os parâmetros α nãosão 
onhe
idos a priori e devem ser otimizados. Já na etapa (ii.), a função de pertinên
ia podeser 
onven
ionalmente determinada 
al
ulando-se as Equações de Euler-Lagrange relativas aoproblema da Eq. (5.3) asso
iadas 
om um esquema gradiente des
endente.Para o 
ál
ulo das Equações de Euler-Lagrange, 
onsidera-se que x = (x1, x2) ∈ Ω. Rees
revendo-seo fun
ional FCRF da Eq. (5.3) 
omo:
FCRF (u, α) =

∫ ∫

Ω

L(x1, x2, u, ux1, ux2)dx1dx2 (5.4)tem-se que
L(x1, x2, u, ux1, ux2) = g|∇u|+ u(x1, x2)r

α1
1 (x1, x2) + (1− u(x1, x2))r

α2
2 (x1, x2) (5.5)Logo, a Equação de Euler-Lagrange do fun
ional da Eq. (5.3) em relação à função u = u(x1, x2),onde r = r(x1, x2) e I = I(x1, x2) para todo (x1, x2) ∈ Ω é dada por:

∂L

∂u
− ∂

∂x1

(

∂L

∂ux1

)

− ∂

∂x2

(

∂L

∂ux2

)

= 0, (5.6)sendo que no primeiro termo, tem-se que:
∂L

∂u
=

∂(g|∇u|)
∂u

+
(urα1

1 )

∂u
+

((1− u)rα2
2 )

∂u
∂L

∂u
= rα1

1 − rα2
2 , (5.7)para o segundo termo, obtém-se:

∂

∂x1

(

∂L

∂ux1

)

=
∂

∂x1

(

∂(g
√

u2
x1

)

∂ux1

+
∂urα1

1

∂ux1

+
∂(1− u)rα2

2

∂ux1

)

∂

∂x1

(

g
ux1
√

u2
x1

+ 0 + 0

)

=
∂

∂x1

(

g
ux1
√

u2
x1

)

, (5.8)53



5 Competição entre Regiões Fuzzye para o ter
eiro termo, tem-se que:
∂

∂x2

(

∂L

∂ux2

)

=
∂

∂x2

(

∂(g
√

u2
x2

)

∂ux2

+
∂urα1

1

∂ux2

+
∂(1− u)rα2

2

∂ux2

)

∂

∂x2

(

g
ux2
√

u2
x2

+ 0 + 0

)

=
∂

∂x2

(

g
ux2
√

u2
x2

)

. (5.9)Substituindo-se as Eqs. (5.7), (5.8) e (5.9) na Eq. (5.6), obtém-se:
rα1
1 − rα2

2 −
∂

∂x1

(

g
ux1
√

u2
x1

)

− ∂

∂x2

(

g
ux2
√

u2
x2

)

= 0

rα1
1 − rα2

2 − div

(

g
∇u

|∇u|

)

= 0 (5.10)Adi
ionando-se o termo temporal ∂u
∂t

para asso
iar a Equação de Euler-Lagrange 
om um es-quema gradiente des
endente, pode-se obter que:
∂u

∂t
= div

(

g
∇u

|∇u|

)

− (rα1
1 − rα2

2 ) (5.11)onde a partir da EDP presente na Eq. (5.11), pode-se utilizar o Método das Diferenças Finitaspara o 
ál
ulo da solução numéri
a. Mais detalhes sobre as Equações de Euler-Lagrange paraminimizar o fun
ional (5.3) podem ser en
ontradas em [Freitas, 2011℄.Vale ressaltar que na etapa (ii.), a minimização no espaço BV (Ω)[0,1] é equivalente a mi-nimizar o fun
ional da Eq. (5.3) 
omo Fcon =
∫

Ω
g|∇u| +

∫

Ω
ur no espaço BV 
om restriçãoem u, 0 ≤ u ≤ 1, onde r = r1 − r2 é a função de 
ompetição. Este último fun
ional possuio mesmo 
onjunto de minimizadores do fun
ional F1(u) =

∫

Ω
g|∇u| +

∫

Ω
ur + ρν(u), em que

ν(ε) = max(0, |2ε − 1| − 1) e ρ > 1
2
|r|∞. O fun
ional F1(u) pode ser resolvido através de umesquema de gradiente des
endente baseado nas equações de Euler-Lagrange, mostradas pelasEqs. (5.11). No entanto, esta estratégia de minimização não aproveita a vantagem da 
onvexi-dade do fun
ional F1(u) da Eq. (5.3).Um esquema de minimização que pode ser utilizado para a minimização global do fun
ionalde energia da Eq. (5.12) se refere ao algoritmo de projeção dual de Chambolle [Chambolle,2004℄, explorado na Seção seguinte.5.2 Algoritmo de Projeção Dual de ChambolleTermos de variação total (
omo o primeiro termo do fun
ional da Eq. (5.3)) foram in-troduzidos em fun
ionais de energia por Rudin et al. [Rudin et al., 1992℄ 
omo 
ritérios de54



5 Competição entre Regiões Fuzzyregularização para a resolução de problemas inversos. Seu uso se mostrou bastante e�
iente noque se refere à regularização de funções sem que as bordas dos objetos sejam suavizadas.Antonin Chambolle [Chambolle, 2004℄ desenvolveu um algoritmo que minimiza fun
ionais deenergia que 
ontenham termos de variação total de uma maneira simples e e�
iente. O esquemaproposto por Chambolle determina minimizadores globais e é baseado em uma formulação dual.Como dito anteriormente, o fun
ional de energia da Eq. (5.3) pode ser e�
ientemente mini-nizado pelo esquema de projeção dual de Chambolle. Para isso, seguindo a estratégia propostapor [Bresson et al., 2007℄, adi
iona-se uma função auxiliar v e 
onsidera-se a seguinte aproxi-mação para o fun
ional do problema da Eq. (5.3):
min

(u,v)∈BV (Ω)[0,1]

{

FAP (u, v) =

∫

Ω

g|∇u|+ 1

2θ

∫

Ω

|u− v|2 +

∫

Ω

rv + ρν(v)

}

, (5.12)onde v é uma função que aproxima a função u, θ é um valor su�
ientemente pequeno paraque o par minimizador (u∗, v∗) seja quase idênti
o em relação a norma L2. Veri�
a-se queo fun
ional da Eq. (5.12) é 
onvexa tanto na função u, 
omo na função v. Além disso, ofun
ional da Eq. (5.12) depende da função u somente nos dois primeiros termos, os quais sãoexatamente os termos do problema de minimização resolvido por Chambolle. Baseado nestefato, esta formulação varia
ional pode ser minimizada de maneira e�
iente pelo algoritmo deprojeção dual de Chambolle exe
utando-se as seguintes etapas:i. Mantendo-se u �xo, 
al
ula-se v:
v = max{min{u − θr, 1}, 0}, (5.13)sabendo-se que r = r1 − r2 é a função de 
ompetição entre regiões.ii. Mantendo-se v �xo e 
onsiderando que p = (p1, p2) é um vetor, onde p ∈ C1

c (Ω, Rn),
al
ula-se a função u:
u = v − θdivp, (5.14)Sabendo-se que o vetor p é solução da seguinte equação [Bresson et al., 2007℄:

(∇(θdivp− v))− 1

g
|∇(θdivp− v)|pn+1 = 0. (5.15)Dis
retizando-se a Eq. (5.15) pelas Equações de Euler-Lagrange em relação ao tempo e Dife-renças Finitas no vetor p, temos:
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5 Competição entre Regiões Fuzzy
pn+1 − pn

τ
= (∇(θdivp− v))− 1

g
|∇(θdivp− v)|pn+1

pn+1 = pn + τ
[

(∇(θdivp− v))− 1

g
|∇(θdivp− v)|pn+1

]

pn+1 = pn + τ(∇(θdivp− v))− τ

g
|∇(θdivp− v)|pn+1

pn+1 = pn + τ(∇(divp− v

θ
))− τ

g
|∇(divp− v

θ
)|pn+1

pn+1
(

1 +
τ

g
|∇(divp− v

θ
)|
)

= pn + τ(∇(divp− v

θ
)), (5.16)obtendo-se, portanto, um algoritmo de ponto �xo, iterando-se para n ≥ 0

pn+1 =
pn + τ∇(divpn − v/θ)

1 + τ |∇(divpn − v/θ)|/g (5.17)onde τ < 1/8 garante a estabilidade numéri
a do esquema e p0 = 0.Agora, 
onsidere que as dimensões de u, v, r e p são dis
retizadas em uma malha 
ompu-ta
ional de dimensões M1 ×M2 e que (i, j) denota um ponto. Desta maneira, o esquema deprojeção dual de Chambolle é dado por:
pn+1

i,j =
pn

i,j + τ∇(divpn
i,j − vi,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vi,j/θ)|/gi,j

(5.18)onde vi,j = max{min{ui,j − θri,j , 1}, 0} e ui,j = vi,j − θdivpi,j. Assim, pode-se de�nir ooperador dis
reto divergente div 
omo [Chambolle, 2004℄:
div(p)i,j =











p1
i,j − p1

i−1,j se 1 < i < M1

p1
i,j se i = 1

−p1
i−1,j se i = M1

+











p2
i,j − p2

i,j−1 se 1 < j < M2

p2
i,j se j = 1

−p2
i,j−1 se j = M2

(5.19)Este esquema apresenta estabilidade numéri
a no pro
esso de minimização, possui um efeito re-laxante na regularização e é extremamente vantajoso para o pro
esso de 
onvergên
ia. Em [Frei-tas, 2011℄, [Bresson et al., 2007℄ e [Chambolle, 2004℄ são forne
idos mais detalhes sobre o es-quema de projeção dual e o algoritmo de ponto �xo.Nas seções seguintes, são des
ritos os diferentes modelos que podem ser obtidos substituindo-se
ada um das funções erro rαi

i 
itadas no fun
ional de energia do método Competição entre Re-56



5 Competição entre Regiões Fuzzygiões Fuzzy representado pela Eq. (5.3). Primeiramente, é des
rito o modelo de segmentaçãoque utiliza a função erro rαi

i = −λ log Pi(I|αi) em uma abordagem supervisionada. Depois sãotratados os modelos que podem ser obtidos usando as funções erros restantes sob paradigmasnão-supervisionados.5.3 Modelo SupervisionadoOmodelo Competição entre Regiões Fuzzy supervisionado (CRFS) é obtido quando utiliza-seo termo de região estatísti
o rαi

i = −λ log Pi(I|αi), proveniente do 
lássi
o modelo de segmen-tação Competição entre Regiões [Zhu e Yuille, 1996℄ e Regiões Geodési
as Ativas [Paragios eDeri
he, 2002℄.Este modelo é dito supervisionado porque α é 
onhe
ido a priori, não sendo ne
essáriootimizar estes parâmetros durante a minimização da Eq. (5.12). Geralmente, os parâmetros
α = (α1, α2) são obtidos de duas amostras, uma de 
ada região (objeto e fundo). As dis-tribuições de probabilidade Pi(I|αi) são estimadas 
om base nos parâmetros extraídos destasamostras, que se refere ao pro
esso de aprendizagem destas regiões da imagem. A partir disso,a função de 
ompetição r pode ser rees
rita 
omo

r(x) = rα1
1 (x)− rα2

2 (x);

r(x) = −λ log P1(I(x)|α1)− (−λ log P2(I(x)|α2));

r(x) = λ log P2(I(x)|α2)− λ log P1(I(x)|α1);

r(x) = λ log

(

P2(I(x)|α2)

P1(I(x)|α1)

)

; (5.20)O pro
esso de segmentação deste modelo supervisionado 
onsiste em atualizar apenas a va-riável u, dado que as distribuições de probabilidade de 
ada região são previamente 
onhe
idas.Sabendo-se que P1(I|α1) se refere a distribuição de probabilidade da região 1 e P2(I|α2) serefere a distribuição de probabilidade da região 2, se um ponto x ∈ Ω é estatisti
amente maissemelhante a região 2, então P2(I(x)|α2) > P1(I(x)|α1), logo:
P2(I(x)|α2)

P1(I(x)|α1)
> 1

log

(

P2(I(x)|α2)

P1(I(x)|α1)

)

> 0; (5.21)Caso 
ontrário, se um ponto x ∈ Ω é estatisti
amente mais semelhante a região 1, então
P1(I(x)|α1) > P2(I(x)|α2), assim, tem-se que:57



5 Competição entre Regiões Fuzzy
P2(I(x)|α2)

P1(I(x)|α1)
< 1

log

(

P2(I(x)|α2)

P1(I(x)|α1)

)

< 0; (5.22)Desta maneira, veri�
a-se que a região ven
edora em uma 
ompetição por um ponto da imagemé determinada pelo sinal resultante do teste log-verossimilhança 
al
ulado pela função r.O algoritmo do modelo CRFS é des
rito abaixo, onde AM1 é uma amostra do objeto daimagem e AM2 é uma amostra do fundo da imagem. Neste trabalho, utilizou-se uma Distri-buição Normal (Gaussiana), 
ujos parâmetros de uma região são a média e o desvio-padrão.O domínio Ω é dis
retizado em M1 ×M2 pontos, dispostos por ΩD = [1, M1] × [1, M2], onde
ada elemento x ∈ Ω é representado pelo par ordenado {(i, j) ∈ ΩD|1 ≤ i ≤M1, 1 ≤ j ≤ M2}.A 
onstante T se refere ao número de iterações no tempo e N é o número de iterações noalgoritmo de Chambolle.5.3.1 Resultados ExperimentaisNesta seção, são ilustrados alguns resultados da exe
ução do Competição entre RegiõesFuzzy Supervisionado (CRFS) para determinadas imagens naturais. Com estes experimentos,bus
ou-se investigar a in�uên
ia de 
ada parâmetro na solução �nal e a utilização do modelona segmentação de imagens naturais e texturizadas.O primeiro experimento, representado pela Figura 5.1, tem 
omo objetivo ilustrar os resulta-dos obtidos quando se ini
ia a função de pertinên
ia u de três maneiras distintas. Ini
ialmente,deve-se extrair duas amostras da imagem original, onde uma é utilizada para modelar esta-tisti
amente o fundo (janela em azul na Figura 5.1(b)) e a outra modela o objeto (janela emvermelho na Figura 5.1(b)). A Figura 5.1(
) ilustra uma imagem que representa a função g(Eq. (3.6)) da imagem da Figura 5.1(a). A Figura 5.1(d) mostra uma imagem que representa afunção de 
ompetição r = log(P2/P1). As Figuras 5.1(e), 5.1(i) e 5.1(m) mostram três ini
ializa-ções distintas para a função de pertinên
ia. As Figuras 5.1(f-g), 5.1(j-k) e 5.1(n-o) apresentamfunções de pertinên
ia em estados intermediários (iteração 10; iteração 60) de tempo. As Figu-ras 5.1(h), 5.1(l) e 5.1(p) ilustram as funções de pertinên
ias em estado �nal. Pode-se per
eberque, o modelo de segmentação forne
eu a mesma solução independentemente das 
ondiçõesini
iais estabele
idas. Os parâmetros utilizados foram τ = 0, 1, θ = 0, 15, N = 15 λ = 0, 25 e
β = 0, 00025.No experimento identi�
ado pela Figura 5.2, ilustram-se as imagens que representam avariável dual p = (p1, p2). Este teste se baseia no exemplo da Figura 5.1(e-h) e mostra o
omportamento das duas projeções p1 e p2 no de
orrer das iterações. A seqüên
ia de imagensque 
ompreende as Figuras 5.2(a) até 5.2(d) se referem a variável p1, enquanto que as imagens58



5 Competição entre Regiões Fuzzy
Algoritmo 1 : CRFS1: Cal
ule a média µ1 e o desvio padrão σ1 para a amostra AM1;2: Cal
ule a média µ2 e o desvio padrão σ2 para a amostra AM2;3: Determine as distribuições de probabilidade rela
ionadas a 
ada região da imagem para
ada ponto (i, j) de ΩD:

(P1)i,j ⇐
1

σ1

√
2π

exp
(

− (Ii,j − µ1)
2

2σ2
1

)

(P2)i,j ⇐
1

σ2

√
2π

exp
(

− (Ii,j − µ2)
2

2σ2
2

)4: Cal
ule para 
ada ponto (i, j) de ΩD a função 
ompetição entre regiões:
ri,j ⇐ λ log

(

(P2)i,j

(P1)i,j

)5: Ini
ialize aleatoriamente a função de pertinên
ia u0
i,j;6: Faça v0

i,j ⇐ u0
i,j;7: PARA t⇐ 0, 1, 2, ...T FAÇA8: Ini
ialize p0

i,j = (p1,0
i,j , p2,0

i,j )⇐ 0;9: PARA n⇐ 0, 1, 2, ...N FAÇA
p1,n+1

i,j ⇐ p1,n
i,j + τ∇(divpn

i,j − vt
i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|

p2,n+1
i,j ⇐ p2,n

i,j + τ∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|10: FIM PARA11: vt+1
i,j ⇐ max(min(ut

i,j − θri,j, 1), 0);12: ut+1
i,j ⇐ vt+1

i,j − θdivpt+1
i,j ;13: FIM PARA
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5 Competição entre Regiões Fuzzy
(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)
(i) (j) (k) (l)
(m) (n) (o) (p)

(q) (r)Figura 5.1: Imagem da zebra (391× 596) no modelo CRFS: (a) Imagem original; (b) Regiõesamostradas: objeto (vermelho) e fundo (azul); (
) Função g; (d) Função de 
ompetição r;(e-i-m) Função de pertinên
ia u no instante ini
ial; (f-j-n) Passo de tempo intermediário -iteração 10; (g-k-o) Passo de tempo intermediário - iteração 60; (h-l-p) Estado �nal para u 
om
350 iterações; (q) Segmentação do objeto uI; (r) Segmentação do fundo I(1− u).
ompreendidas entre as Figuras 5.2(e) e 5.2(h) tratam da variável p2. Pode-se per
eber pelaanálise das imagens a in�uên
ia da função g nas variáveis p1 e p2 e a direção do �uxo desuavização e da difusão.5.3.1.1 Investigação do parâmetro λNo experimento mostrado pela Figura 5.3, o valor de λ foi aumentado em relação ao expe-rimento da Figura 5.1 e os valores de β, θ e N foram mantidos �xos. Na teoria, esta situaçãoa
arreta em uma maior 
ontribuição da 
ompetição no de
rés
imo da energia durante a mi-60



5 Competição entre Regiões Fuzzy
(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 5.2: Análise do vetor de projeção p no modelo CRFS supervisionado da Figura 5.1: (a)- (d) Vetor p1 nas iterações 1, 10, 60 e 350; (e)-(h) Vetor p2 nas iterações 1, 10, 60 e 350;nimização do fun
ional da Eq. (5.3). Neste teste, λ = 0, 5 e os demais parâmetros tem seusvalores iguais aos des
ritos na Figura 5.1. A Figura 5.3(a) se refere à função de pertinên
ia uem estado ini
ial. As Figuras 5.3(b) e 5.3(
) são as funções de pertinên
ia em estados inter-mediários de tempo (iterações 10 e 60, respe
tivamente). A Figura 5.3(d) ilustra a função depertinên
ia u na iteração 350. Por estes resultados, per
ebe-se uma redução na difusão, pois
ertas listras bran
as da zebra não foram 
orretamente segmentadas. Os parâmetros utilizadosforam τ = 0, 1, λ = 0, 5, θ = 0, 15, N = 15 e β = 0, 00025.
(a) (b) (
) (d)Figura 5.3: Aumento no valor do parâmetro λ no modelo CRFS: (a) Função u no instanteini
ial (b) Função u intermediária - iteração 10 (
) Função u intermediária - iteração 60 (d)Estado �nal para u 
om 350 iterações.Por outro lado, diminuindo-se o valor de λ, veri�
a-se uma baixa in�uên
ia da função de
ompetição r e um aumento da difusão na função u, 
omo des
reve o experimento da Figura5.4. Neste 
aso, o valor de λ foi �xado em 0, 075 e os demais parâmetros tem seus valores iguaisaos des
ritos na Figura 5.1. A Figura 5.4(a) se refere à função de pertinên
ia u em estadoini
ial. As Figuras 5.4(b) e 5.4(
) são as funções de pertinên
ia em estados intermediários detempo (iterações 10 e 60, respe
tivamente). A Figura 5.4(d) ilustra a função de pertinên
ia una iteração 350. A redução na força da 
ompetição no pro
esso de segmentação resultou emuma partição onde o objeto identi�
ado ultrapassou os limites do objeto (zebra) existente naimagem. Neste experimento, τ = 0, 1, θ = 0, 15, N = 15 e β = 0, 0002561
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(a) (b) (
) (d)Figura 5.4: De
rés
imo no valor do parâmetro λ no Modelo CRFS: (a) Função u no instanteini
ial; (b) Função u intermediária - iteração 30; (
) Função u intermediária - iteração 200; (d)Estado �nal para u 
om 350 iterações.5.3.1.2 Investigação do parâmetro θO parâmetro θ está diretamente ligado a questão da estabilidade do pro
esso de minimizaçãopelo algoritmo de Chambolle. Aumentando-se o valor de θ e mantendo-se os outros parâmetros�xos, veri�
a-se que a função de pertinên
ia u 
aminha mais rapidamente para o estado �nal.No entanto, foi veri�
ado que o
orreu instabilidade numéri
a para valores de θ maiores do queo estabele
ido no experimento da Figura 5.5. A Figura 5.5(a) se refere à função de pertinên
ia

u em estado ini
ial. As Figuras 5.5(b) e 5.5(
) são as funções de pertinên
ia em estadosintermediários de tempo (iterações 10 e 60, respe
tivamente). A Figura 5.5(d) ilustra a funçãode pertinên
ia u na iteração 350. Os parâmetros foram ajustados 
omo: τ = 0, 1, λ = 0, 25,
θ = 0, 5, N = 15 e β = 0, 00025.

(a) (b) (
) (d)Figura 5.5: Aumento do valor de θ no modelo CRFS: (a) Função u no instante ini
ial; (b) Função
u na iteração 10; (
) Função u na iteração 60; (d) Estado �nal para u 
om 350 iterações.A redução do valor θ torna o pro
esso de minimização mais lento, porém mais estável,mostrado na Figura 5.6. É per
eptível a qualidade de segmentação do objeto 
omparado-se asFiguras 5.5(d) e 5.6(d). A Figura 5.6(a) se refere à função de pertinên
ia u em estado ini
ial.As Figuras 5.6(b) e 5.6(
) são as funções de pertinên
ia em estados intermediários de tempo(iterações 10 e 60, respe
tivamente). A Figura 5.6(d) ilustra a função de pertinên
ia u naiteração 630. Os parâmetros foram �xados 
omo: τ = 0, 1, λ = 0, 25, θ = 0, 075, N = 15 e
β = 0, 00025.5.3.1.3 Investigação do parâmetro βNesta seção, estudam-se os efeitos do parâmetro β, presente na função g (Eq. (3.6)) do fun
ionalda Eq. (5.12), responsável por 
ontrolar a força do gradiente da imagem na difusão da função62
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(a) (b) (
) (d)Figura 5.6: De
rés
imo do valor de θ no modelo CRFS: (a) Função de pertinên
ia u no instanteini
ial; (b) Função u na iteração 10; (
) Função u na iteração 60; (d) Estado �nal para u 
om

630 iterações.de pertinên
ia.Neste primeiro experimento, apresentado na Figura 5.7, utilizou-se um valor para β menorem relação ao valor �xado no experimento da Figura 5.1. Pode-se observar que em determinadasregiões da imagem, 
omo nas patas traseiras da zebra, a difusão foi maior do que a força dogradiente, fazendo 
om que o
orresse a junção destes membros. A Figura 5.7 (a) se refereà função de pertinên
ia u em estado ini
ial. As Figuras 5.7(b) e 5.7(
) são as funções depertinên
ia em estados intermediários de tempo (iterações 10 e 60, respe
tivamente). A Figura5.7(d) ilustra a função de pertinên
ia u na iteração 350. Neste experimento, τ = 0, 1, λ = 0, 25,
θ = 0, 15, N = 15 e β = 0, 00005.

(a) (b) (
) (d)Figura 5.7: De
rés
imo do valor β no modelo CRFS: (a) Função de pertinên
ia u no instanteini
ial (b) Passo de tempo intermediário - iteração 10 (
) Passo de tempo intermediário - iteração
60 (d) Estado �nal para u 
om 350 iterações.A Figura 5.8 mostra um teste que foi exe
utado 
om um valor β maior em relação ao testeda Figura 5.1. Pode-se observar que a difusão nas bordas foi maior do que no experimentoanterior, tanto que as listras da zebra foram separadas em regiões distintas. A Figura 5.8(a) serefere à função de pertinên
ia u em estado ini
ial. As Figuras 5.8(b) e 5.8(
) são as funções depertinên
ia em estados intermediários de tempo (iterações 10 e 60, respe
tivamente). A Figura5.8(d) ilustra a função de pertinên
ia u na iteração 1400. Os parâmetros foram ajustados 
omo
τ = 0, 1, λ = 0, 25, θ = 0, 15, N = 15 e β = 0, 01.Pode-se 
on
luir que o valor β é muito importante para determinar o quanto as bordas daimagem devem ser suavizadas. Esta força 
ontrola o pro
esso de difusão e o efeito de suavizaçãona função de pertinên
ia u, limitando a difusão até as fronteiras das regiões quando seu valoré alto, ou, permitindo que o
orra uma fusão entre duas ou mais regiões adja
entes quando seu63
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(a) (b) (
) (d)Figura 5.8: Aumento do valor β no modelo CRFS: (a) Função de pertinên
ia u no instanteini
ial (b) Passo de tempo intermediário - iteração 10 (
) Passo de tempo intermediário - iteração

60 (d) Estado �nal para u 
om 1400 iterações.valor de β é baixo.5.3.1.4 Investigação do número de iterações do algoritmo de ponto �xo de ChambolleNas Figuras 5.9 e 5.10, é investigado a relevân
ia da quantidade de iterações N no algoritmode ponto �xo Chambolle que se deve efetuar. Para isso, os parâmetros λ, θ, β foram �xadosiguais ao experimento da Figura 5.1.No experimento representado pela Figura 5.9, veri�
a-se que quanto menor o valor de N ,menor é a suavização e a difusão na função de pertinên
ia u. Além disso, é per
eptível pelosresultados apresentados a instabilidade numéri
a existente no pro
esso de minimização. Nesteteste, o valor N = 1. A Figura 5.9(a) se refere à função de pertinên
ia u em estado ini
ial.As Figuras 5.9(b) e 5.9(
) são as funções de pertinên
ia em estados intermediários de tempo(iterações 10 e 60, respe
tivamente). A Figura 5.9(d) ilustra a função de pertinên
ia u naiteração 350.
(a) (b) (
) (d)Figura 5.9: Redução do valor de N no modelo CRFS: (a) Função de pertinên
ia u no instanteini
ial de tempo; (b) Função u na iteração 10; (
) Função u na iteração 60; (d) Estado �nalpara u 
om 350 iterações.No próximo experimento, dado pela Figura 5.10, o valor de N foi aumentado em relaçãoao valor utilizado no teste da Figura 5.10. Neste teste, o valor N = 25. A Figura 5.10(a) serefere à função de pertinên
ia u em estado ini
ial. As Figuras 5.10(b) e 5.10(
) são as funçõesde pertinên
ia em estados intermediários de tempo (iterações 10 e 60, respe
tivamente). AFigura 5.10(d) ilustra a função de pertinên
ia u na iteração 350. Pelos resultados obtidos,veri�
a-se que a função de pertinên
ia u al
ança o estado �nal mais lentamente 
omparado aoexperimento da Figura 5.1. Portanto, não se faz ne
essário �xar altos valores para N , uma vez64



5 Competição entre Regiões Fuzzyque o 
usto 
omputa
ional está diretamente ligado ao desempenho do algoritmo do modelo desegmentação.
(a) (b) (
) (d)Figura 5.10: Aumento do valor de N no modelo CRFS: (a) Função u ini
ial; (b) Função u naiteração 10; (
) Função u na iteração 60; (d) Estado �nal para u após 350 iterações.Os experimentos a seguir ilustram alguns exemplos de segmentação utilizando-se de imagensda base de dados Berkeley Segmentation Dataset [Martin et al., 2001℄. Esta base de dadospúbli
a 
ontém imagens naturais e do 
otidiano, 
ada uma 
om um nível de di�
uldade. Paraos próximos testes, foram es
olhidas imagens 
ompostas visualmente por duas regiões da referidabase de dados. Os parâmetros do algoritmo de Chambolle foram mantidos �xos para todos osexperimentos: τ = 0, 1, θ = 0, 15 e N = 15. Já os parâmetros λ e β (utilizado na função g,dada na Eq. (3.6)) foram ajustados para 
ada imagem.São ilustrados nas Figuras 5.11(a), 5.12(a) e 5.13(a) a imagem original. As Figuras 5.11(b),5.12(b) e 5.13(b) apresentam as amostras extraídas de 
ada imagem, sabendo-se que a janelaem azul está rela
ionada 
om a amostragem do fundo da imagem, enquanto que a janela emvermelho se refere à amostragem do objeto. As Figuras 5.11(
), 5.12(
) e 5.13(
) mostram afunção 
ompetição entre regiões r = λ log(P2/P1). As Figuras 
ompreendidas entre 5.11(d-g),5.12(d-g) e 5.13(d-g) ilustram a função de pertinên
ia u em estado ini
ial, em dois estadosintermediários de tempo e em estado �nal. Finalmente, as Figuras 5.11(h), 5.12(h) e 5.13(h)apresentam a segmentação obtida.Em 
ada uma das próximas três seções, é des
rito um modelo de segmentação, onde nãose faz ne
essária a amostragem das regiões da imagem. Isto signi�
a que os parâmetros dasregiões são otimizados durante o pro
esso de segmentação. Primeiramente, investiga-se ummodelo de segmentação que aproxima a imagem original por uma função 
onstante por partes,e posteriormente, é detalhado a extensão desta abordagem para um modelo suave por partes.Ao �nal é des
rita uma abordagem estatísti
a não-paramétri
a formulada sob a metodologiaCompetição entre Regiões Fuzzy.5.4 Competição entre Regiões ConstantesNesta seção, é apresentado um 
aso não-supervisionado de segmentação para o métodoCompetição entre Regiões Fuzzy, que se baseia no modelo Chan-Vese [Chan e Vese, 2001a℄,denominado Competição entre Regiões Constantes (CRC). Como visto na Seção 3.3.4, o modeloChan-Vese divide a imagem em duas regiões 
om intensidades 
onstantes sem a utilização do65



5 Competição entre Regiões Fuzzy
(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 5.11: Imagem de uma ave (321 × 481) [Martin et al., 2001℄ segmentada pelo modeloCRFS: (a) Imagem original; (b) Amostragem do fundo (azul) e do objeto (vermelho) da ima-gem; (
) Função de 
ompetição r; (d) Função u ini
ial; (e-f) Função u na iteração 20 e 40,respe
tivamente; (g) Função u após 500 iterações; (h) Imagem segmentada Iu. Os parâmetrosforam �xados 
omo: λ = 0, 1 e β = 0, 0025.
(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 5.12: Imagem de uma 
obra (321× 481) [Martin et al., 2001℄ segmentada pelo modeloCRFS: (a) Imagem original; (b) Amostragem do fundo (azul) e do objeto (vermelho) da ima-gem; (
) Função de 
ompetição r; (d) Função u ini
ial; (e-f) Função u na iteração 10 e 30,respe
tivamente; (g) Função u após 1000 iterações; (h) Imagem segmentada Iu. Os parâmetrosforam �xados 
omo: λ = 0, 25 e β = 0, 0075.operador gradiente. Este modelo utiliza o Método Level Set em sua formulação para aproximarsoluções do 
aso 
onstante do fun
ionalMumford-Shah, enquanto que o modelo CRC, propostopor Mory e Ardon, possui uma abordagem soft, já que in
orpora em seu fun
ional de energiauma função de pertinên
ia.Diferentemente do modelo CRFS, onde já se 
onhe
e a priori os parâmetros α das funçõeserro (rαi

i ), no modelo (CRC) é pre
iso otimizá-los durante o pro
esso de segmentação. Istosigni�
a que os parâmetros α1 e α2 têm seus valores ini
iais ajustados 
om base na ini
ialização66
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(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 5.13: Imagem de um avião (321 × 481) [Martin et al., 2001℄ segmentada pelo modeloCRFS: (a) Imagem original; (b) Amostragem do fundo (azul) e do objeto (vermelho) da ima-gem; (
) Função de 
ompetição r; (d) Função u ini
ial; (e-f) Função u na iteração 10 e 20,respe
tivamente; (g) Função u após 500 iterações; (h) Imagem segmentada Iu. Os parâmetrosforam �xados 
omo: λ = 0, 1 e β = 0, 002.da função u, e que durante a minimização desta função, seus valores se alteram dependendodas 
ara
terísti
as de intensidade da imagem e da função u.Assumindo que as regiões da imagem possuem intensidades homogêneas, Mory e Ardon[Mory e Ardon, 2007℄ propuseram utilizar a função erro rci

i = λ(I − ci)
2 no fun
ional da Eq.(5.3), 
ujos parâmetros das regiões αi são 
onstantes ci. Assim, mantendo-se a função g = 1, omodelo Chan-Vese pode ser modelado sob a formulação Competição entre Regiões Constantesde a
ordo 
om:

min
u∈BV (Ω)[0,1](c1,c2)∈R2

{

FCRC(u, c1, c2) =

∫

Ω

|∇u|+ λ

∫

Ω

u(x)(I(x)− c1)
2dx +

λ

∫

Ω

(1− u(x))(I(x)− c2)
2dx

}

. (5.23)Como foi dito anteriormente, as 
onstantes c1 e c2 de 
ada região devem ser in
luídas emum pro
esso de otimização. Assim, os valores ótimos de c1 e c2 são obtidos 
al
ulando-se asEquações de Euler-Lagrange do fun
ional da Eq. (5.23), no qual se obtém:
c∗1 =

∫

Ω
u(x)I(x)dx
∫

Ω
u(x)dx

c∗2 =

∫

Ω
(1− u(x))I(x)dx
∫

Ω
(1− u(x))dx

(5.24)Por sua vez, a função de pertinên
ia u é determinada resolvendo-se a equação da evoluçãodes
rita na Eq. (5.11). Alternativamente, pode-se utilizar o e�
iente esquema de projeção dualde Chambolle, 
omo apresentado na Seção 5.2 para uma minimização mais rápida e e�
iente.67



5 Competição entre Regiões FuzzyPara isso, utiliza-se a seguinte função de 
ompetição r no fun
ional da Eq. (5.12) que aproximao fun
ional FCRC :
r(x) = rc1

1 (x)− rc2
2 (x)

r(x) = λ[(I(x)− c1)
2 − (I(x)− c2)

2] (5.25)Finalmente, o pro
esso de minimização do problema da Eq. (5.23) é feito de a
ordo 
om oesquema mostrado na Seção anterior:i. Mantendo-se u �xo, 
al
ula-se valores de c1 e c2 de a
ordo 
om as Eqs. (5.24);ii. Mantendo-se c1 e c2 �xos, atualiza-se a função de pertinên
ia fuzzy u minimizando-se ofun
ional da Eq. (5.23) em relação a função de pertinên
ia u pelo esquema gradientedes
endente da Eq. (5.11) ou pelo esquema de projeção dual de Chambolle.Este método foi implementado utilizando-se o esquema de projeção dual de Chambolle. Oalgoritmo do modelo CRC é des
rito abaixo, onde o domínio Ω é dis
retizado em M1 × M2pontos, dispostos por ΩD = [1, M1] × [1, M2], onde 
ada ponto x ∈ Ω é representado pelo parordenado {(i, j) ∈ ΩD|1 ≤ i ≤ M1, 1 ≤ j ≤ M2}. O parâmetro T se refere ao número deiterações no tempo e N é o número de iterações no algoritmo de ponto �xo de Chambolle.5.4.1 Resultados ExperimentaisNesta seção, objetiva-se validar o modelo CRC em imagens que possuem regiões 
om inten-sidades homogêneas. Os parâmetros λ, θ e o número de iterações no algoritmo de Chambollese 
omportam da mesma maneira 
omo veri�
ado no 
aso supervisionado (des
rito na Seçãoanterior), gerando efeitos idênti
os no resultado �nal. Os parâmetros τ , θ e o número de ite-rações no algoritmo de Chambolle foram mantidos �xos para todos os testes, enquanto que λteve que ser ajustado para 
ada imagem. Assim, τ = 0, 1, θ = 0, 15 e 10 iterações no algoritmode Chambolle foram efetuadas em 
ada experimento.No primeiro teste, pro
urou-se utilizar uma típi
a imagem ruidosa e 
omprovar a e�
iên
iado método de segmentação nestas 
ondições. Neste teste, 
onsideram-se três experimentos, 
adaum 
om uma ini
ialização distinta para a função de pertinên
ia u. A Figura 5.14(a) se referea imagem original e a Figura 5.14(b) mostra a função 
onstante por partes c = c1u + c2(1− u)que aproxima a imagem original. As Figuras 5.14(
), 5.14(d) e 5.14(e) ilustram três funções depertinên
ia u em estado ini
ial. As Figuras 5.14(f), 5.14(g) e 5.14(h) mostram estas respe
ti-vas três funções de pertinên
ia em estados intermediários durante o pro
esso de segmentação.As Figuras 5.14(i), 5.14(j) e 5.14(k) apresentam as três respe
tivas funções de pertinên
ias
u obtidas pelo modelo proposto. Pode-se observar que, o modelo de segmentação dado pelo68



5 Competição entre Regiões Fuzzy

Algoritmo 2 : CRC1: Ini
ialize aleatoriamente a função de pertinên
ia u0
i,j;2: Faça v0

i,j ⇐ u0
i,j;3: PARA t⇐ 0, 1, 2, ...T FAÇA4: Atualize as 
onstantes c1 e c2 de a
ordo 
om:

ct
1 ⇐

∑

i

∑

j ui,jIi,j
∑

i

∑

j ui,j
ct
2 ⇐

∑

i

∑

j(1− ui,j)Ii,j
∑

i

∑

j(1− ui,j)5: Cal
ule para 
ada (i, j) ∈ ΩD a função 
ompetição entre regiões:
rt
i,j ⇐ λ[(Ii,j − ct

1)
2 − (Ii,j − ct

2)
2]6: Ini
ialize p0

i,j = (p1,0
i,j , p2,0

i,j )⇐ 0;7: PARA n⇐ 0, 1, 2, ...N FAÇA
p1,n+1

i,j ⇐
p1,n

i,j + τ∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|

p2,n+1
i,j ⇐ p2,n

i,j + τ∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|8: FIM PARA9: vt+1
i,j ⇐ max(min(ut

i,j − θrt
i,j, 1), 0);10: ut+1

i,j ⇐ vt+1
i,j − θdivpt+1

i,j ;11: FIM PARA
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5 Competição entre Regiões Fuzzyfun
ional da Eq. (5.3) é fra
amente dependente da ini
ialização de u, pois a partir três ini
iali-zações distintas para a função de pertinên
ia fuzzy u, o método apresentou resultados bastantesemelhantes. Neste teste, o parâmetro λ foi �xado em 0, 00005.
(a) (
) (f) (i)
(b) (d) (g) (j)

(e) (h) (k)Figura 5.14: Teste realizado no CRC (128 × 128): (a) Imagem original; (b) Função 
onstantepor partes c. Três 
asos de teste: (
-d-e), (f-g-h) e (i-j-k), que 
orrespondem respe
tivamentea: Função u no instante ini
ial - Função u na iteração 10 - Função u após 100 iterações.Na Figura 5.15, são apresentados dois experimentos onde objetiva-se veri�
ar um 
aso ondea partir de duas ini
ializações distintas são obtidos dois resultados distintos. A Figura 5.15(a)mostra uma imagem sintéti
a utilizada para a segmentação. As sequên
ias que 
ompreendemas Figuras 5.15(b-
) e 5.15(e-f) ilustram a função de pertinên
ia u em estado ini
ial e �nal.As Figuras 5.15(d) e 5.15(g) mostram as respe
tivas funções 
onstantes por partes c = c1u +

c2(1− u). Veri�
a-se que o modelo CRC retornou resultados diferentes a partir de funções depertinên
ia ini
ializadas de formas distintas, o que 
omprova a existên
ia de uma sensibilidadedo modelo CRC 
om relação à ini
ialização da função u. Neste experimento, λ = 0, 05.No experimento representado pela Figura 5.16, a imagem sintéti
a está 
orrompida 
omruído pimental e sal, juntamente 
om ruído Gaussiano. O objetivo é segmentar toda a região
om intensidade de níveis de 
inza mais es
ura, 
omposta por objetos de diferentes formastopológi
as. A Figura 5.16(a) apresenta a imagem original. A Figura 5.16(b) se refere a funçãode pertinên
ia u em estado ini
ial. As Figuras 5.16(
) e 5.16(d) ilustram a função de pertinên
ia
u em estados intermediários de tempo. A Figura 5.16(e) se refere a função de pertinên
ia u70
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(a) (b) (
) (d)

(e) (f) (g)Figura 5.15: Imagem sintéti
a (543 × 390) exe
utada no modelo CRC: (a) Imagem original.Experimento 1: (b) Função u no instante ini
ial de tempo; (
) Função u após 40 iterações;(d) Função 
onstante em partes c. Experimento 2: (e) Função u ini
ial; (f) Função u após 40iterações; (g) Função 
onstante em partes c.após 100 iterações. Pelos resultados, pode-se 
on
luir a e�
iên
ia do método em imagensruidosas, visto que a imagem 5.16(a) está bastante degradada e boa parte de seu objeto podeser dete
tado. Neste 
aso de teste, o parâmetro λ foi �xado em 0, 00002.
(a) (b) (
) (d) (e)Figura 5.16: Imagem ruidosa (366× 366) exe
utada no modelo CRC: (a) Imagem original; (b)Função u ini
ial; (
) Função u na iteração 20; (d) Função u após 100 iterações; (e) Função
onstante por partes c = uc1 + (1− u)c2.Na próxima seção, será apresentado um modelo que permite suaves variações de intensidadeno interior das regiões da imagem, o que aumenta sua apli
abilidade em problemas do mundoreal.5.5 Competição entre Regiões SuavesNa Seção anterior, foi des
rito o modelo Competição entre Regiões Constantes (CRC), queé muito útil para segmentar imagens 
ujas regiões possuem intensidades homogêneas ou queestão 
orrompidas por ruídos 
om variação 
onstante. Na práti
a, não apenas este modelo,mas métodos baseados em regiões de intensidades 
onstantes, têm sua apli
abilidade bastante71



5 Competição entre Regiões Fuzzyrestrita, uma vez que é difí
il de se en
ontrar imagens 
om as 
ara
terísti
as 
itadas.Geralmente, imagens são in�uen
iadas pela (falta de) iluminação e possuem algum tipo detextura, o que produz variações na intensidade que podem ser suaves ou abruptas. Assim, ouso de métodos que aproximam uma imagem por uma função 
onstante por partes pode trazerresultados insatisfatórios, pois estas variações de intensidades podem ser atribuídas 
omo regiõesdistintas da imagem, ou podem até ser 
onsideradas ruído.De�
iên
ias 
omo estas são 
omumente resolvidas utilizando métodos que aproximam aimagem original por uma função suave por partes. Estas funções são generalizações das funções
onstantes por partes, 
om o diferen
ial de admitir suaves (leves) variações na intensidade, poispodem variar no espaço. Desta maneira, enquanto que no 
aso 
onstante os pontos do domíniode uma mesma região possuem a mesma intensidade, no 
aso suave, os pontos do domínio deuma mesma região podem assumir valores distintos.Mory e Ardon [Mory e Ardon, 2007℄ observaram que suaves variações na intensidade podeser obtidas ao se 
onsiderar vizinhanças em relação a 
ada ponto do domínio de uma função
onstante por partes. Neste sentido, Mory e Ardon formularam uma extensão do modelo CRCque utiliza uma análise lo
al para 
onsiderar estas lentas variações de intensidade na imagem.Esta abordagem lo
al foi implementada por meio de uma função janela simétri
a ω : Ω → R,que fun
iona 
omo uma soma lo
al de uma função 
onstante por partes.Na Seção anterior, foi visto que a 
ontribuição global do objeto para o erro total no modeloCRC é dada por:
E =

∫

Ω

u(x)(I(x)− c1)
2dx. (5.26)Introduzindo-se a janela ω, onde 
onsideram-se os pontos vizinhos em relação a um ponto
entral y ∈ Ω, tem-se que a 
ontribuição lo
al do objeto da imagem para o erro em umavizinhança de um ponto y é:

e(y) =

∫

x∈Ω

u(x)(I((x)− s1(y))2, (5.27)onde a 
onstante c1 é agora uma função integrável s1(y) que varia no espaço. Assim, a nova
ontribuição do objeto para o erro global é ∫
y∈Ω

e(y). Adi
ionando-se uma 
ontribuição para ofundo da imagem e invertendo-se a ordem de integração, pode-se obter o modelo Competiçãoentre Regiões Suaves (CRS), 
ujo problema de minimização é dado por
72



5 Competição entre Regiões Fuzzy
min

u∈BV (Ω)[0,1]s1,s2∈L1

{

FCRS(u, s1, s2) =

∫

Ω

|∇u|+

λ

∫

x∈Ω

u(x)

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− s1(y))2dydx

λ

∫

x∈Ω

(1− u(x))

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− s2(y))2dydx

}

, (5.28)onde λ é um parâmetro que balan
eia os termos da região e a regularização por variação total.Pelo fun
ional da Eq. (5.28), veri�
a-se que a função erro do modelo SRC é de�nida 
omo:
rsi

i (x) = λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− si(y))2dy. (5.29)Geralmente, utiliza-se uma função janela Gaussiana normalizada para representar ω:
ω(x) =

1

σ
√

2π
exp

(

−|x|2
2σ2

) (5.30)onde o desvio-padrão σ é um parâmetro que forne
e a noção de es
ala rela
ionada 
om asvariações de intensidade que podem existir em 
ada região. Quando σ → ∞, o problema deminimização da Eq. (5.28) fun
iona 
omo o modelo CRC. O modelo CRS é lo
al no sentidoque a janela ω(x− y) 
onsidera as intensidades da imagem em pontos x próximos a um ponto
entral y 
om maior in�uên
ia nos minimizadores s1 e s2 do fun
ional da Eq. (5.28), enquantoque os pontos x mais distantes de y pou
o in�uen
iam nos valores de s1 e s2.Os valores ótimos relativos das funções s1 e s2 que minimizam o fun
ional da Eq. (5.28) são
al
ulados através das Equações Euler-Lagrange. Como s1 e s2 são funções que minimizam ofun
ional FCRS e satisfazem para 
ada y ∈ Ω as Equações de Euler-Lagrange seguintes, tem-seque:
s1(y)∗ =

∫

x∈Ω
(I(x)u(x))ω(x− y)dx
∫

x∈Ω
u(x)ω(x− y)dx

s2(y)∗ =

∫

x∈Ω
(I(x)(1− u(x)))ω(x− y)dx
∫

x∈Ω
(1− u(x))ω(x− y)dx

. (5.31)Portanto, o par de funções (s∗1, s
∗
2) minimiza FSRC(u, s1, s2) para todo y ∈ Ω quando u émantido �xo. Segundo Mory e Ardon [Mory e Ardon, 2007℄, s1 e s2 podem ser rees
ritos 
omo
onvoluções normalizadas, desde que ω seja uma função positiva e que para um 
onjunto ondepara todo x ∈M0 (respe
tivo M1, para a outra região), u(x) 6= 0 (u(x) 6= 1, em relação a M1):73



5 Competição entre Regiões Fuzzy
s1(y)∗ =

[ω ∗ (Iu)](y)

[ω ∗ u](y)
s2(y)∗ =

[ω ∗ (I(1− u))](y)

[ω ∗ (1− u)](y)
. (5.32)As 
onvoluções normalizadas são responsáveis por gerar as variações de intensidade dentro de
ada região, 
riando as aproximações suaves s1 e s2 em relação ao objeto e o fundo da imagem

I, onde as funções de pertinên
ia u e (1− u) são suas medidas de 
erteza, respe
tivamente.Já a função de pertinên
ia u é determinada resolvendo-se a equação da evolução des
ritana Eq. (5.11). Alternativamente, pode-se utilizar o e�
iente esquema de projeção dual deChambolle, 
omo apresentado na Seção 5.2 para uma minimização mais rápida e e�
iente. Paraisso, utiliza-se a seguinte função de 
ompetição r no fun
ional da Eq. (5.12) que aproxima ofun
ional FCRS :
r(x) = rs1

1 (x)− rs2
2 (x)

r(x) = λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− s1(y))2dy − λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− s2(y))2dy

r(x) = λ[ω ∗ (s2
1 − s2

2)](x)− 2I(x)[ω ∗ (s1 − s2)](x) (5.33)O algoritmo do modelo CRS proposto por Mory e Ardon tem seu fun
ional minimizado dea
ordo 
om os seguintes passos abaixo:i. Mantendo-se u �xo, 
al
ula-se os valores de s1 e s2 de a
ordo 
om a Eq. (5.32);ii. Mantendo-se s1 e s2 �xos, atualiza-se a função u pelo esquema gradiente des
endente daEq. (5.11) ou 
onsiderando-se a aproximação Eq. (5.12) e utilizando-se o esquema deChambolle, 
omo des
rito na Seção 5.2.Neste modelo, foi utilizado o esquema de projeção dual de Chambolle para a minimizaçãode u. O algoritmo Competição entre Regiões Suaves é des
rito abaixo, onde o domínio Ω édis
retizado em M1 ×M2 pontos, dispostos por ΩD = [1, M1] × [1, M2], onde 
ada elemento
x ∈ Ω é representado pelo par ordenado {(i, j) ∈ ΩD|1 ≤ i ≤ M1, 1 ≤ j ≤ M2}. A janeladis
reta ω possui dimensões W1 ×W2, onde 
ada 
oe�
iente ω(w1, w2) é dado por {(w1, w2) ∈
ΩD|1 ≤ w1 ≤ W1, 1 ≤ w2 ≤ W2}. O parâmetro T se refere ao número de iterações no tempo e
N é o número de iterações no algoritmo de ponto �xo de Chambolle.5.5.1 Resultados ExperimentaisNos experimentos abaixo, pro
urou-se avaliar o método CRS por meio de imagens ruidosas e que
ontenham lentas variações de intensidade em seu interior. São mostrados três experimentos,onde em 
ada um é des
rito o pro
esso de segmentação e as funções suaves s1 e s2 
al
uladas.Os parâmetros τ , θ e N , do algoritmo de projeção dual de Chambolle foram mantidos �xos paratodos os testes (τ = 0, 1 , θ = 0, 15 e N = 10) e o parâmetro λ foi ajustado manualmente para74



5 Competição entre Regiões Fuzzy
Algoritmo 3 : CRS1: Ini
ialize aleatoriamente a função de pertinên
ia u0

i,j;2: Faça v0
i,j ⇐ u0

i,j;3: PARA t⇐ 0, 1, 2, ...T FAÇA4: Atualize as funções s1 e s2 de a
ordo 
om:
(s1)

t
i,j ⇐

∑

w1

∑

w2
ωt1,t2(u

t
i−w1,j−w2

Ii−w1,j−w2)
∑

w1

∑

w2
ωw1,w2u

t
i−w1,j−w2

(s2)
t
i,j ⇐

∑

w1

∑

w2
ωw1,w2[(1− ut

i−w1,j−w2
)Ii−w1,j−w2]

∑

w1

∑

w2
ωw1,w2(1− ut

i−w1,j−w2
)5: Cal
ule para 
ada ponto (i, j) do domínio a função 
ompetição entre regiões:

Gi,j ⇐
∑

w1

∑

w2

ωw1,w2([(s1)
t
i,j]

2 − [(s2)
t
i,j]

2);

Hi,j ⇐
∑

w1

∑

w2

ωw1,w2((s1)
t
i,j − (s2)

t
i,j);

rt
i,j ⇐ λ[Gi,j − 2Ii,jHi,j];6: Ini
ialize p0

i,j = (p1,0
i,j , p2,0

i,j )⇐ 0;7: PARA n⇐ 0, 1, 2, ... N FAÇA
p1,n+1

i,j ⇐ p1,n
i,j + τ∇(divpn

i,j − vt
i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|

p2,n+1
i,j ⇐ p2,n

i,j + τ∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|8: FIM PARA9: vt+1
i,j ⇐ max(min(ut

i,j − θrt
i,j, 1), 0);10: ut+1

i,j ⇐ vt+1
i,j − θdivpt+1

i,j ;11: FIM PARA
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5 Competição entre Regiões Fuzzy
ada imagem.Neste primeiro experimento, será tratado um 
aso de uma imagem natural 
om variaçõessuaves de intensidade, 
ara
terizadas pela in�uen
ia de iluminação e a textura no fundo. Oobjetivo deste teste é identi�
ar os 
avalos 
omo sendo uma região e o pasto 
omo a outra região.A Figura 5.17(a) mostra a imagem original. A Figura 5.17(b) ilustra a imagem que representaa função aproximada em partes suaves da imagem original s = us1 + (1 − u)s2. As Figuras5.17(
) e 5.17(d) ilustram respe
tivamente as 
omponentes suaves s1 e s2. As Figuras 5.17(e)até 5.17(e) ilustram um 
aso de segmentação, onde a Figura 5.17(h) é a função de pertinên
iaem estado ini
ial, as Figuras 5.17(f) e 5.17(g) representam duas funções de pertinên
ia emestado intermediário e a Figura 5.17(h) se refere a função de pertinên
ia u após 1000 iteraçõesno tempo. Neste experimento, utilizou-se uma janela de desvio-padrão 0, 1 e o λ = 0, 0025.
(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 5.17: Teste no modelo CRS: (a) Imagem original; (b) Função s; (
) Função s1; (d)Função s2; (e) Função u no instante ini
ial de tempo; (f-g) Função u em estados intermediáriosde tempo; (h) Função u em estado �nal após 1000 iterações.No experimento da Figura 5.18, será tratado um 
aso de uma imagemmédi
a, onde o 
érebroapresenta suaves variações de intensidade nos seus te
idos. Nesta imagem, deseja-se identi�
ar ote
ido 
om intensidade mais 
lara na imagem tomográ�
a do 
érebro. A Figura 5.18(a) mostraa imagem original. A Figura 5.18(b) ilustra a imagem que representa a função aproximadaem partes suaves da imagem original us1 + (1 − u)s2. As Figuras 5.18(
) e 5.18(d) mostramrespe
tivamente as 
omponentes suaves s1 e s2. A sequên
ia que 
ompreende as Figuras 5.18(e)até 5.18(h) ilustram um teste, onde a Figura 5.18(e) é a função de pertinên
ia em estado ini
ial,as Figuras 5.18(f) e 5.18(g) representam duas funções de pertinên
ia em estado intermediárioe a Figura 5.18(h) se refere a função de pertinên
ia u �nal. O desvio-padrão σ foi ajustado em

0, 05 e λ = 0, 0005.No experimento da Figura 5.19, objetiva-se segmentar o 
arro de 
orrida em uma pistaque possui in�uen
ia de iluminação, 
ara
terizando-se uma suave variação na intensidade.Observa-se que existem pequenas variações de intensidade no asfalto e na 
arenagem do veí
ulo.76



5 Competição entre Regiões Fuzzy
(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 5.18: Imagem médi
a exe
utada no modelo CRS: (a) Imagem original; (b) Função s; (
)Função suave s1; (d) Função suave s2; (e) Função u no instante ini
ial de tempo; (f-g) Função

u em passos de tempo intermediários; (h) Função de pertinên
ia u após 400 iterações.A Figura 5.19(a) mostra a imagem original. A Figura 5.19(b) ilustra a imagem que representaa função aproximada em partes suaves da imagem original us1 +(1−u)s2. As Figuras 5.19(
) e5.19(d) ilustram respe
tivamente as 
omponentes suaves s1 e s2. As Figuras 5.19(e) até 5.19(h)ilustram um 
aso de segmentação, onde a Figura 5.19(e) é a função de pertinên
ia em estadoini
ial, as Figuras 5.19(f) e 5.19(g) representam duas funções de pertinên
ia em estado interme-diário e a Figura 5.19(h) se refere a função de pertinên
ia u �nal. O desvio-padrão σ utilizadofoi 0, 06 enquanto que λ = 0, 001.Na próxima seção, será des
rito um modelo que des
reve as regiões da imagem utilizando-sede funções de densidade de probabilidade (fdp's) não-paramétri
as, onde são relatadas as van-tagens em se utilizar esta abordagem 
omparada ao uso de uma fdp paramétri
a.5.6 Modelo Baseado em Funções de Densidade de Pro-babilidade Não-Paramétri
asAlguns modelos de segmentação baseados em região e baseados em 
ontorno utilizam análise es-tatísti
a para des
rever as 
ara
terísti
as de intensidade, 
or ou textura das regiões da imagem.Nas Seções anteriores, foram analisados métodos varia
ionais que utilizam prin
ípios Bayesia-nos em suas formulações. Tais métodos assumem hipóteses sobre as funções de densidade deprobabilidade (fdp's) paramétri
as para que apenas um 
onjunto de parâmetros seja otimizadoe derivam um 
ritério estatísti
o da maximização da probabilidade a posteriori na segmentação.77
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(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)Figura 5.19: Imagem natural exe
utada no modelo CRS: (a) Imagem original; (b) Função s; (
)Função s1; (d) Função s2; (e) Função u no instante ini
ial de tempo; (f-g) Função de pertinên
ia

u em estados de tempo intermediários; (h) Função u após 100 iterações.A performan
e de té
ni
as paramétri
as pode não ser satisfatória quando o modelo estatís-ti
o utilizado para des
rever as regiões da imagem não é adequado para um 
onjunto de imagensque se quer segmentar [Kim et al., 2005℄. Espe
i�
amente, resultados ruins são obtidos quandoa imagem é extremamente ruidosa e/ou quando as regiões da imagem são preferen
ialmentedes
ritas por distribuições de intensidade multi-modais, onde apenas o uso de uma úni
a distri-buição de probabilidade global não é su�
iente o bastante na identi�
ação de 
ertas estruturas eobjetos na imagem [Guo e Chen, 2006℄. Além disso, todos os modelos estatísti
os baseados emfdp's paramétri
os são unimodais [Duda et al., 2001℄. Desta maneira, uma té
ni
a paramétri
aé 
apaz de segmentar satisfatoriamente apenas uma restrita 
lasse de imagens.Estes 
ontratempos podem ser superados pela utilização de té
ni
as não-paramétri
as queestimam as distribuições de probabilidade des
onhe
idas, a priori, de um 
erto 
onjunto dedados sem fazer hipóteses 
on
retas sobre suas estruturas. Assim, espera-se que a utilização deté
ni
as não-paramétri
as forneça uma des
rição mais abrangente das distribuições das regiõese que aumente a apli
abilidade de té
ni
as estatísti
as para uma maior 
lasses de imagens.Os primeiros modelos paramétri
os para segmentação de imagens que foram desenvolvidosutilizam abordagens varia
ionais baseadas em 
ontorno [Kim et al., 2005℄ [Rousson et al., 2005℄.Tais métodos utilizam uma metodologia 
omum no pro
esso de estimação da função de densi-dade. Primeiro, derivam um 
ritério estatísti
o de algumas medidas da teoria da informaçãonas funções de densidade. Por último, utilizam a té
ni
a janelas de Parzen (ou estimador dedensidade por Janela) [Parzen, 1979℄ para estimar as fdp's des
onhe
idas antes do pro
esso desegmentação. No entanto, a minimização destas té
ni
as é feita por intermédio de esquemasde evolução de bordas, onde a 
onvergên
ia é lenta e dependente das 
ondições ini
iais, e o 
ri-tério de minimização assume que 
ada região pode ser estatisti
amente representada por umadistribuição global úni
a. 78



5 Competição entre Regiões FuzzyMory e Ardon [Mory et al., 2007℄ desenvolveram um modelo varia
ional para segmentação deimagens baseado no método Competição entre Regiões Fuzzy que utiliza fdp's não-paramétri
as.Assim, a utilização desta té
ni
a estatísti
a in
orporada ao fun
ional de energia 
onvexo dométodo Competição entre Regiões Fuzzy, resolvem todos os problemas a
ima veri�
ados nasmetodologias baseadas em 
urvas dinâmi
as.Partindo-se do fun
ional de energia mostrado na Eq. (5.3), Mory e Ardon formularam umafunção erro, onde as funções de densidade de probabilidade a serem estimadas são os parâme-tros das regiões des
onhe
idos. Dado que A ⊂ R
d é o domínio de valores da imagem, de�ne-sea seguinte função erro:

rpi

i (x) = λ

∫

A

(pi(a)−K(I(x)− a))2da (5.34)onde λ é um parâmetro que balan
eia a 
ompetição e a suavização, pi : A → R é uma funçãoe K é um nú
leo, tal que ∫
A

K(a)da = 1 e K(a) > 0 ∀a ∈ A, geralmente es
olhida pela suasimpli
idade e e�
iên
ia, 
omo uma Gaussiana m-dimensional:
K(a) =

1

(2π)(m/2)|M |1/2
exp

(

− 1

2
aT M−1a

) (5.35)sendo que M é a matriz de Covariân
ia, que neste 
aso, tem 
omo função informar a dependên
iaentre as m dimensões do domínio da imagem. Outros tipos de janelas que podem ser utilizadassão des
ritas em [Parzen, 1979℄. Substituindo-se a função erro da Eq. (5.34) e mantendo-se
g = 1 no fun
ional presente da Eq. (5.3), obtém-se:

FNPRC(u, p1, p2) =

∫

Ω

|∇u|+ λ

∫

x∈Ω

u(x)

∫

a∈A

(p1(a)−K(I(x)− a))2dx

+λ

∫

x∈Ω

(1− u(x))

∫

a∈A

(p2(a)−K(I(x)− a))2dx (5.36)que é denominado Competição entre Regiões Fuzzy por funções de densidade de probabilidadenão-paramétri
as (CRFNP). Os valores ótimos de p1 e p2 são obtidos através das Equações deEuler-Lagrange do fun
ional da Eq. (5.36) em relação a estas funções:
p∗1(a) =

∫

Ω
u(x)K(I(x)− a)dx
∫

Ω
u(x)dx

p∗2(a) =

∫

Ω
(1− u(x))K(I(x)− a)dx

∫

Ω
(1− u(x))dx

(5.37)Estas funções ótimas 
orrespondem a versões 
ontínuas das estimações de densidade de Parzen.A função de pertinên
ia u é determinada resolvendo-se a equação da evolução des
rita na Eq.79



5 Competição entre Regiões Fuzzy(5.11). Alternativamente, pode-se utilizar o e�
iente esquema de projeção dual de Chambolle,
omo apresentado na Seção 5.2 para uma minimização rápida e e�
iente.O algoritmo do modelo CRFNP tem seu fun
ional minimizado de a
ordo 
om os seguintespassos:i. Mantendo-se u �xo, 
al
ula-se os valores de p∗1 e p∗2 de a
ordo 
om as Eqs. (5.37);ii. Mantendo-se p1 e p2 �xos, minimiza-se a aproximação da Eq. (5.12) em relação a funçãode pertinên
ia u pelo esquema gradiente des
endente da Eq. (5.11) ou 
onsiderando-se aaproximação Eq. (5.12) e utilizando-se o esquema de Chambolle, 
omo des
rito na Seção5.2. Neste último 
aso, a função de 
ompetição r é de�nida 
omo:
r(x) = rp1

1 (x)− rp2

2 (x)

r(x) = λ

∫

A

(p1(a)−K(I(x)− a))2da− λ

∫

A

(p2(a)−K(I(x)− a))2da

r(x) = λ

∫

A

(p1(a)2 − 2K(I(x)− a)p1(a) + K(I(x)− a)2da

−λ

∫

A

(p2(a)2 − 2K(I(x)− a)p2(a) + K(I(x)− a)2da

r(x) = λ

∫

A

p1(a)2 − p2(a)2 − 2K(I(x)− a)p1(a) + 2K(I(x)− a)p2(a)da

r(x) = λ

∫

A

p1(a)2 − p2(a)2 + 2K(I(x)− a)(p2(a)− p1(a))da

r(x) = λ

∫

A

p1(a)2 − p2(a)2da + 2λ

∫

A

K(I(x)− a)(p2(a)− p1(a))da (5.38)O algoritmo do modelo CRFNP é des
rito abaixo, onde o domínio Ω é dis
retizado em
M1 ×M2 pontos, dispostos por ΩD = [1, M1]× [1, M2], onde 
ada ponto x ∈ Ω é representadopelo par ordenado {(i, j) ∈ ΩD|1 ≤ i ≤ M1, 1 ≤ j ≤ M2}. O espaço A é dis
retizado em Lpontos 
omo A = [1, L], onde {l ∈ A|1 ≤ l ≤ L}. O parâmetro T se refere ao número deiterações no tempo e N é o número de iterações no algoritmo de ponto �xo de Chambolle.5.6.1 Resultados ExperimentaisNesta seção, são mostrados alguns experimentos realizados no modelo CRFNP utilizando-setrês imagens da base de dados Berkeley Segmentation Dataset [Martin et al., 2001℄. Os parâ-metros τ = 0, 1, θ = 0, 15 e o número de iterações no algoritmo de Chambolle N = 15 forammantidos �xos e iguais para todos os experimentos, enquanto que o parâmetro λ foi ajustadopara 
ada imagem. Para o 
onjunto A, foram es
olhidos apenas dois níveis de 
inza 
om oobjetivo de não tornar o 
usto 
omputa
ional muito alto.Na Figura 5.20, é ilustrada uma imagem onde deseja-se segmentar o avião do restante da80



5 Competição entre Regiões Fuzzy

Algoritmo 4 : CRFNP1: Ini
ialize aleatoriamente a função de pertinên
ia u0
i,j;2: Faça v0

i,j ⇐ u0
i,j;3: PARA t⇐ 0, 1, 2, ...T FAÇA4: Para 
ada ponto l do espaço A, atualize as funções pr1 e pr2 de a
ordo 
om:

(P1)
t
l ⇐

∑

i

∑

j ut
i,jK(Ii,j −Al)

∑

i

∑

j ut
i,j

(P2)
t
l ⇐

∑

i

∑

j(1− ut
i,j)K(Ii,j −Al)

∑

i

∑

j(1− ut
i,j)5: Cal
ule para 
ada ponto (i, j) de ΩD a função 
ompetição entre regiões:

rt
i,j ⇐ λ

[

∑

l∈A

([(P1)
t
l ]

2 − [(P2)
t
l ]

2) + 2
∑

l∈A

K(Ii,j −Al)((P1)
t
l − (P2)

t
l)
]6: Ini
ialize p0

i,j = (p1,0
i,j , p2,0

i,j )⇐ 0;7: PARA n ⇐ 0, 1, 2, ... N FAÇA
p1,n+1

i,j ⇐ p1,n
i,j + τ∇(divpn

i,j − vt
i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|

p2,n+1
i,j ⇐

p2,n
i,j + τ∇(divpn

i,j − vt
i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|8: FIM PARA9: vt+1
i,j ⇐ max(min(ut

i,j − θrt
i,j, 1), 0);10: ut+1

i,j ⇐ vt+1
i,j − θdivpt+1

i,j ;11: FIM PARA
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5 Competição entre Regiões Fuzzyimagem representada pela Figura 5.20(a). A Figura 5.20(b) mostra a função de pertinên
ia
u em estado ini
ial de tempo e as Figuras 5.20(
-d) apresentam a função de pertinên
ia nasiterações 30 e 80. A Figura 5.20(e) mostra a função u �nal após 800 iterações no tempo.Utilizando-se a função u, a Figura 5.20(f) apresentam uma imagem re
onstruída 
ontendo oavião. Para redução do 
usto 
omputa
ional do modelo, foram sele
ionadas as intensidades 40e 100 para 
omporem o 
onjunto A. O parâmetro λ foi ajustado em 0, 25.

(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figura 5.20: Teste realizado em uma imagem de avião: (a) Imagem original (b) Função depertinên
ia u no instante ini
ial (
-d) Função de pertinên
ia u em passos intermediários detempo (30 e 80); (e) Função de pertinên
ia u �nal após 800 iterações; (f) Imagem re
onstruídaa partir da pertinên
ia (1− u).A Figura 5.21(a) apresenta uma imagem onde o objetivo é segmentar apenas o pássaro. AFigura 5.21(b) mostra a função de pertinên
ia u ini
ial. As Figuras 5.21(
-d) ilustram a funçãode pertinên
ia u em estados intermediários (iterações 180 e 190). A Figura 5.21(e) mostra afunção de pertinên
ia u em estado �nal após 300 iterações. A Figura 5.21(f) apresenta umaimagem re
onstruída utilizando a função u que 
ontém apenas o pássaro. Neste experimento,utilizou-se as intensidades 10 e 70 para a representação do 
onjunto A. Neste experimento,

λ = 0, 5.Neste experimento representado pela Figura 5.22, tem-se a segmentação da imagem de umaes
ultura e um jardim, dadas na Figura 5.22(a). A Figura 5.22(b) ilustra a função de pertinên
ia
u ini
ial, enquanto que as Figuras 5.22(
) e 5.22(d) mostram a função u nas iterações 20 e 40.Na Figura 5.22(e), é ilustrada a função u �nal após 500 iterações. A Figura 5.22(f) apresentauma imagem re
onstruída 
ontendo apenas as es
ulturas. Foram sele
ionadas as intensidades
30 e 130 para 
omporem o 
onjunto A. O parâmetro λ foi �xado em 0, 3.
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5 Competição entre Regiões Fuzzy
(a) (b) (
) (d) (e) (f)Figura 5.21: Teste realizado na imagem de um pássaro: (a) Imagem original (b) Função depertinên
ia u no instante ini
ial (
-d) Função de pertinên
ia u em passos intermediários detempo (180 e 190); (e) Função de pertinên
ia u �nal após 300 iterações; (f) Imagem re
onstruídaa partir da pertinên
ia u.
(a) (b) (
) (d) (e) (f)Figura 5.22: Teste em imagens de uma es
ultura: (a) Imagem original (b) Função de pertinên
ia

u ini
ial (
-d) Função de pertinên
ia u em estados intermediários (20 e 40); (e) Função depertinên
ia u �nal após 500 iterações; (f) Imagem re
onstruída a partir da pertinên
ia (1− u).5.6.2 Extensão para Densidades Lo
aisMory e Ardon [Mory et al., 2007℄ propuseram formular uma generalização do modelonão-paramétri
o global que 
onsidera o uso de informações lo
ais para estimar as funções dedensidade de probabilidade, denominado Competição entre Regiões Fuzzy baseado em funçõesde densidade de probabilidade Não-Paramétri
as Lo
ais (CRFNPL). Com o emprego de análiselo
al, é possível dete
tar 
om maior pre
isão as bordas dos objetos da imagem, já que aborda-gens globais possuem formulações mais simples, não sendo adequadas para tal �nalidade.Para isso, 
onsidere a 
ontribuição do objeto para o erro global no modelo CRFNP dadapor:
E =

∫

x∈Ω

u(x)

∫

a∈A

(p1(a)−K(I(x)− a))2. (5.39)Para 
onsiderar o erro em uma determinada lo
alidade em relação a um ponto y ∈ Ω, in
orpora-seuma função janela simétri
a ω, 
omo de�nida na Eq. (5.30), obtendo-se uma 
ontribuição lo
aldo objeto para o erro: 83



5 Competição entre Regiões Fuzzy
e(y) =

∫

x∈Ω

ω(x− y)u(x)

∫

a∈A

(p1(y, a)−K(I(x)− a))2 (5.40)onde a função p1(y, a) pode variar no espaço, já que depende da posição y. Assim, a 
on-tribuição total da região do objeto da imagem para o erro global é 
al
ulada 
omo ∫
y∈Ω

e(y).Adi
ionando-se a 
ontribuição da região do fundo da imagem e invertendo-se a ordem de inte-gração, pode-se formular o seguinte fun
ional de energia:
FCRFNPL(u, p1, p2) =

∫

Ω

|∇u|+ λ

∫

x∈Ω

u(x)

∫

y∈Ω

ω(x− y)

∫

a∈A

(p1(y, a)−K(I(x)− a))2

+λ

∫

x∈Ω

(1− u(x))

∫

y∈Ω

ω(x− y)

∫

a∈A

(p2(y, a)−K(I(x)− a))2 ,(5.41)o que 
orresponde ao uso da seguinte função erro:
rpi

i (x) = λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)

∫

a∈A

(pi(y, a)−K(I(x)− a))2 , (5.42)e a função 
ompetição entre regiões r(x) = rp1

1 (x)− rp2

2 (x) é 
al
ulada 
omo:
r(x) = λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)

∫

A

p1(y, a)2 − p2(y, a)2da +

+2λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)

∫

A

K(I(x)− a)(p2(y, a)− p1(y, a))da . (5.43)Utilizando 
onvoluções normalizadas, a Eq. (5.43) pode ser rees
rita 
omo:
r(x) = ω ∗

[

∫

A

p1(y, a)2 − p2(y, a)2da
]

(x)

+ 2λω ∗
[

∫

A

K(I(x)− a)(p2(y, a)− p1(y, a))da
]

(x) . (5.44)Neste modelo, as diferenças entre estas probabilidades lo
ais são medidas por meio de umavizinhança na intensidade e no espaço, dadas pela janela de Estimação de Densidade K em
I(x) e a janela ω 
entralizada em x, respe
tivamente.A minimização do fun
ional da Eq. (5.41) é feita 
onsiderando-se a otimização de u e dopar (p∗1, p

∗
2) su
essivamente. Mantendo-se (p∗1, p

∗
2) �xos, a u é minimizado utilizando o esquemade projeção dual de Chambolle, 
omo estudado na Seção 5.2. Por sua vez, os valores ótimos dasfunções lo
ais p∗1 e p∗2 são obtidos através das Equações de Euler-Lagrange e são dadas por:
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p∗1(y, a) =

∫

ω(x− y)[u(x)K(I(x)− a)]dx
∫

ω(x− y)u(x)dx

p∗2(y, a) =

∫

ω(x− y)[(1− u(x))K(I(x)− a)]dx
∫

ω(x− y)(1− u(x))dx
(5.45)onde u é mantido �xo. Considerando-se que fa(x) = K(I(x) − a), as Eqs. (5.45) podem serrees
ritas utilizando-se 
onvoluções:

p∗1(y, a) =
[ω ∗ (ufa)](y)

[ω ∗ u](y)

p∗2(y, a) =
[ω ∗ ((1− u)fa)](y)

[ω ∗ (1− u)](y)
, (5.46)onde para 
ada valor de a ∈ A, as funções de densidade de probabilidade lo
ais são obtidaspor uma suavização espa
ial da função fa. Esta suavização é seletiva: os valores de p1 sãoponderados pela função u, enquanto que os valores de p2 são ponderados pela função (1 −

u). Embora o resultado �nal deste modelo de segmentação seja uma solução binária, 
ombaixa suavização nas bordas, o 
onjunto solução (u∗, p∗1, p
∗
2) pode ser 
onsiderado 
omo umaaproximação suave por partes da função de densidade de probabilidade lo
al da imagem.Na Figura 5.23 é apresentado um exemplo retirado de [Mory et al., 2007℄ que mostra avantagem em se utilizar uma abordagem lo
al ao invés de uma abordagem global. A Figura5.23(a) apresenta a imagem original. A Figura 5.23(b) mostra a função de pertinên
ia obtidapela abordagem global, onde per
ebe-se que o modelo falha na dete
ção 
orreta das bordas,
omo no tripé e no 
ontorno da 
âmera do fotógrafo, e outras detalhes da imagem 
omo a parteinterna da 
âmera do fotógrafo. Por sua vez, a abordagem lo
al 
onseguiu superar estas falhas,pois este método 
onsidera no pro
esso de 
ompetição a in�uên
ia da vizinhança, 
omo mostraa função de pertinên
ia u �nal na Figura 5.23(
).Este modelo lo
al é fra
amente sensível em relação às 
ondições ini
iais, no entanto soluçõesestáveis podem ser obtidas ao se utilizar o algoritmo de projeção dual de Chambolle. Napráti
a, este modelo tem apli
abilidade limitada, visto que apresenta um 
usto 
omputa
ionalmuito elevado. Tal a�rmação se sustenta no fato de que seu fun
ional de energia envolve umaintegração no espaço A, juntamente 
om operações de 
onvoluções sobre todo o domínio daimagem.5.7 Considerações FinaisNeste Capítulo, foram apresentados 
in
o modelos de segmentação baseados no métodoCompetição entre Regiões Fuzzy propostos por Mory e Ardon. Tal método utiliza um fun
ional85
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(a) (b) (
)Figura 5.23: Teste realizado no modelo lo
al: (a) Imagem original de um fotógrafo (b) Funçãode pertinên
ia u obtida pelo modelo Competição entre Regiões Fuzzy baseado em funções dedensidade de probabilidade global (
) Função de pertinên
ia u obtida pelo modelo Competiçãoentre Regiões Fuzzy baseado em funções de densidade de probabilidade lo
al. Experimentoretirado de [Mory et al., 2007℄.de energia 
onvexo em relação a função de pertinên
ia u, possibilitando a obtenção de soluçõesglobais ótimas podem ser obtidas independentemente da ini
ialização no modelo CRFS e 
ombaixa sensibilidade nos demais. Cada modelo foi obtido alterando-se a maneira pela qual asregiões da imagem são estatisti
amente representadas.Primeiramente, foi estudado um modelo de segmentação supervisionado que des
reve asregiões da imagem por uma fdp. Posteriormente, a representação das regiões da imagem porfunções 
onstantes e suaves por partes, provenientes do fun
ional Mumford-Shah, também fo-ram in
orporadas ao fun
ional do método Competição entre Regiões Fuzzy. Finalmente, o usode fdp's não-paramétri
as foi abordado, juntamente 
om uma extensão lo
al para esta repre-sentação.Para todos os modelos propostos por Mory e Ardon, resultados experimentais foram apre-sentados 
om o objetivo de se mostrar a e�
iên
ia dos referidos modelos e as situações aos quaispodem ser úteis. Com isso, veri�
ou-se que todos os modelos apresentaram um rápido e estávelpro
esso de 
onvergên
ia, graças ao uso do esquema de projeção dual de Chambolle.Nos próximos três 
apítulos, são apresentadas três modi�
ações em relação à alguns dosmodelos vistos para segmentação de imagens de Mory e Ardon. Primeiramente, será estudadouma modi�
ação que introduz um pro
esso de análise lo
al no modelo CRC de Mory e Ardon.A segunda modi�
ação é uma versão não-supervisionada do modelo CRFS que estima as distri-buições de probabilidade e otimiza os parâmetros das regiões da imagem durante o pro
esso desegmentação. Por último, é des
rita uma extensão do método Competição entre Regiões Fuzzypara segmentar uma imagem em várias regiões, apli
ada sob o modelo CRFS.
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Capítulo
6Competição entre Regiões Constantes PonderadaLo
almente

Em uma das Seções do Capítulo anterior, foi apresentado o modelo Competição entre Re-giões Constantes (CRC), que aproxima uma imagem de referên
ia por uma função 
onstantepor partes. Este modelo assume que as regiões da imagem são homogêneas, podendo ser apro-ximadas por um úni
o valor 
onstante. Por isso, é um modelo útil para segmentar imagensque possuem regiões 
om intensidades homogêneas, ou até quando estão 
orrompidas por ruídogaussiano.Embora o modelo CRC apresente bons resultados nas imagens 
om intensidades homogê-neas, além de ser robusto a ruído, resultados insatisfatórios podem ser obtidos quando as regiõesda imagem possuem textura ou variações brus
as na intensidade. Tal fato se deve ao uso deinformações globais para determinar as 
onstantes que aproximam as regiões da imagem. Estaslimitações motivaram o desenvolvimento de um modelo que 
onsiste em determinar uma função
onstante por partes utilizando-se de um pro
esso de análise lo
al na imagem a ser segmentada.O modelo proposto é detalhado neste Capítulo, que está organizado da seguinte maneira: ASeção 6.1 apresenta as motivações que levaram ao desenvolvimento deste modelo. A Seção 6.2detalha o modelo proposto e apresenta a estratégia adotada para 
onsiderar informações lo
aisno pro
esso de análise da imagem na segmentação. A Seção 6.3 apresenta alguns experimen-tos realizados para validar o modelo proposto. A Seção 6.4 des
reve as 
onsiderações �nais e
on
lusões relativas ao modelo proposto.
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6 Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almente6.1 MotivaçãoComo des
rito nas Seções anteriores, modelos baseados em funções 
onstantes por partes,
omo o Competição entre Regiões Constantes (CRC) [Mory e Ardon, 2007℄ e Chan-Vese [Chane Vese, 2001b℄, mostraram ser bastante úteis na segmentação de imagens 
ompostas por regiões
om intensidades homogêneas. No entanto, 
omo nem todas as imagens são 
onstituídas porestes tipos de regiões, a apli
abilidade destes modelos em imagens do mundo real é restrita,visto que, na práti
a, pode-se en
ontrar fa
ilmente imagens texturizadas ou que possuem regiões
om intensidades heterogêneas. Tais 
ara
terísti
as são bastante 
omuns em imagens naturais,
omo mostra a Figura 6.1, onde são ilustradas imagens 
onstituídas por objeto e fundo quepossuem texturas distintas.
Figura 6.1: Imagens naturais 
om presença de texturaA utilização de métodos baseados em funções 
onstantes por partes na segmentação de ima-gens texturizadas pode apresentar resultados insatisfatórios. Tais métodos determinam médiasque aproximam as regiões da imagem utilizando-se de informações provenientes de uma análiseglobal, o que é insu�
iente para que uma textura seja representada apropriadamente. Umatextura é normalmente 
ara
terizada por pequenas ou grandes diferenças de intensidade emuma determinada lo
alidade e o uso de um método 
om abordagem global pode separar estasintensidades 
omo regiões distintas.Embora diversos métodos baseados em estatístiti
a Bayesiana [Paragios e Deri
he, 2002℄[Zhu e Yuille, 1996℄ [Mory et al., 2007℄ e em funções suaves por partes [Tsai et al., 2001℄ [Chane Vese, 2001b℄ foram propostos espe
i�
amente para segmentar imagens texturizadas, uma for-mulação baseada na determinação de funções 
onstantes por partes pode ser vantajosa no quese refere ao baixo 
usto 
omputa
ional de se armazenar uma 
onstante e pela simpli
idade em serepresentar estatisti
amente uma região. Por isso, mantendo-se esta representação, a maneirapela qual a imagem é analisada pode ser alterada para uma análise lo
al a �m de que texturae mudanças abruptas de níveis de 
inza possam ser devidamente segmentadas.Alguns trabalhos que se baseiam no modelo Chan-Vese e que utilizam informações lo
aisforam propostos 
om o objetivo de melhorar a segmentação em imagens 
om heterogeneidadenas intensidades. Lankton e Tannenbaum [Lankton e Tannenbaum, 2008℄ propuseram um tipode 
ontorno ativo baseado em região que utiliza informações lo
ais da imagem para movimentaruma 
urva dinâmi
a a partir de uma posição ini
ial em direção às bordas do objeto de interesse89
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almenteda imagem. A formulação lo
al deste modelo 
onsiste em de�nir uma área 
ir
ular em relaçãoa 
ada ponto da 
urva, onde apenas pontos internos à esta área 
ontribuem para sua evolução.Wang et al. [Wang et al., 2010℄ desenvolveram um modelo que 
ombina informações globais elo
ais para movimentar uma 
urva dinâmi
a a partir de uma posição ini
ial para as bordas doobjeto de interesse da imagem. Li et al. [Li et al., 2007℄ propuseram o método Lo
al BinaryFitting, que utiliza informações lo
ais para segmentar imagens que apresentam intensidades
om variações suaves. A idéia bási
a é in
orporar uma função janela Gaussiana ao fun
ional doModelo Chan-Vese (dado na Eq. (3.10)), tornando possível uma e�
iente análise de informaçõeslo
ais.No entanto, veri�
a-se que todos os trabalhos a
ima 
itados possuem fun
ionais de energianão-
onvexos e que foram formulados por uma abordagem hard baseada no Método Level Set.Como resultado, tais métodos possuem uma 
onvergên
ia lenta e são 
omputa
ionalmente 
a-ros, além de apresentarem maior sensibilidade à presença de ruídos.Utilizando-se dos argumentos men
ionados a
ima, é apresentado neste 
apítulo um modelode segmentação baseado no método CRC que realiza a 
ompetição entre as regiões pelos pontosdo domínio 
onsiderando uma in�uên
ia ponderada de seus vizinhos. Assim, 
om o empregode análise lo
al, espera-se que informações 
omo textura e heterogeneidade na intensidade se-jam adequadamente tratadas. Além disso, 
omo se trata de um modelo derivado do fun
ionalCompetição entre Regiões Fuzzy, seu resultado �nal deve ser fra
amente dependente da ini
iali-zação da função de pertinên
ia e robusto na presença de ruídos, o que são vantagens do modeloproposto em relação aos métodos lo
ais.6.2 Modi�
ação PropostaNo modelo Competição entre Regiões Suaves (CRS), apresentado na Seção 5.5, Mory e Ar-don propuseram uma extensão lo
al para o modelo CRC que 
onsidera a in�uên
ia de umavizinhança em uma função 
onstante por partes. Assim, ao invés de se obter 
onstantes querepresentam médias de intensidade em 
ada região da imagem, o que se obtém no modelo CRSsão funções suaves variantes no espaço que aproximam uma dada imagem de referên
ia.A modi�
ação proposta, denominada Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo-
almente (CRCPL), é inspirada na análise lo
al apresentada pelo método CRS e tem o mesmoobjetivo do modelo CRC, que é aproximar uma imagem por uma função 
onstante por partes.Considerando o resultado �nal de um pro
esso de segmentação do CRC, que é a função u eas 
onstantes c1 e c2, sabe-se que a 
ontribuição global do erro de uma região da imagem,representada por u, é dada por
E =

∫

Ω

u(x)(I(x)− c1)
2dx . (6.1)No método CRS [Mory e Ardon, 2007℄, Mory e Ardon utilizaram uma janela simétri
a ω : Ω→90
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almente
R

+ para 
onsiderar uma extensão lo
al por meio da onde ω(x) → 0 quando |x| → +∞. Afunção ω é a mesma de�nida 
omo Eq. (5.30):
ω(x) =

1

σ
√

2π
exp

(

−|x|2
2σ2

) (6.2)onde valores altos para o desvio padrão σ suavizam mais a imagem e preservam menos detalhes,enquanto que valores mais baixos para σ mantém mais detalhes 
om menor difusão na imagem.A Figura 6.2(a) apresenta uma imagem que possui alguns detalhes pequenos e outros maiores.A Figura 6.2(b) ilustra uma segmentação obtida ao utilizar σ = 0, 01, onde a remoção de ruídoda imagem é satisfatória, mas o objeto foi segmentado 
om alguns bura
os. Na Figura 6.2(
),o valor de σ foi aumentado para 0, 04 e per
ebe-se que os menores detalhes foram agregados aoobjeto, enquanto que os bura
os maiores pou
o alteraram. A Figura 6.2(d) mostra o resultadoobtido ao �xar σ = 0, 1, onde veri�
a-se que todo o objeto e seus bura
os internos foramagrupados 
omo uma úni
a região. Em 
ontrapartida, é importante notar a suavização daforma do objeto, 
omprometendo levemente sua topologia.
(a) (b) (
) (d)Figura 6.2: In�uên
ia do desvio-padrão σ da Eq. (6.2) no resultado �nal: (a) Imagem sintéti
aruidosa; (b) σ = 0, 01; (
) σ = 0, 04; (d) σ = 0, 1.Assim, 
om a in
orporação da janela da Eq. (6.2) em uma vizinhança de um ponto 
entral

y ∈ Ω, o erro global da Eq. (6.1) se torna um erro lo
al, dado por
e(y) =

∫

x∈Ω

u(x)(I(x)− s1(y))2ω(x− y)dx , (6.3)em que s1(y) é uma função integrável que varia no espaço. Assim, a idéia do método CRS é
al
ular o erro no ponto 
entral y em relação à sua vizinhança, onde os valores das funções s1e s2 são similares às intensidades da imagem original nos pontos próximos de 
ada y.No entanto, estamos interessados em aproximar 
ada região da imagem por um valor 
ons-tante, visto que, além da abordagem ser simples, o 
usto 
omputa
ional de se armazenar as
omponentes s1 e s2 é alto. Neste sentido, as 
onstantes c1 e c2 podem ser de�nidas 
omo a 
on-tribuição total de uma 
omponente suave asso
iada. Assim, substituindo-se a função variável
s1(y) por uma 
onstante c1 na Eq. (6.3), pode-se obter o erro global:91
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EG =

∫

y∈Ω

∫

x∈Ω

u(x)(I(x)− c1)
2ω(x− y)dxdy , (6.4)onde nesta formulação, o erro global ponderado lo
almente é a 
ontribuição total de todo y ∈ Ωda função s1. De fato, o que se obtém é uma 
onstante global que aproxima uma região daimagem, 
al
ulada 
omo uma média da imagem de referên
ia ponderada lo
almente pela funçãode pertinên
ia u. Agora adi
ionando um termo semelhante de 
ontribuição de energia do fundoda imagem e alterando-se a ordem de integração em 
ada um dos termos, pode-se obter ofun
ional de energia do modelo CRCPL, dado por:

min
u∈BV (Ω)[0,1],(c1,c2)∈R

{

FCRCPL(u, c1, c2) =

∫

Ω

|∇u|+ λ

∫

x∈Ω

u(x)

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− c1)
2dydx +

+ λ

∫

x∈Ω

(1− u(x))

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− c2)
2dydx

} (6.5)em que λ balan
eia os termos das funções erro e o termo de variação total. Não é difí
il veri�
arque, 
onsiderando o fun
ional Competição entre Regiões Fuzzy da Eq. (5.3), a função erro destamodi�
ação é des
rita por
rci

i (x) = λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− ci)
2dy , (6.6)Os valores ótimos c1 e c2 são obtidos 
al
ulando-se as Equações de Euler-Lagrange para ofun
ional da Eq. (6.5) mantendo-se u �xo. Tais 
ál
ulos resultam em:

c1 =

∫

y∈Ω

∫

x∈Ω
I(x)u(x)ω(x− y)

∫

y∈Ω

∫

x∈Ω
u(x)ω(x− y)

c2 =

∫

y∈Ω

∫

x∈Ω
I(x)(1− u(x))ω(x− y)

∫

y∈Ω

∫

x∈Ω
(1− u(x))ω(x− y)

(6.7)Utilizando-se do teorema da 
onvolução normalizada, os valores ótimos de c∗1 e c∗2 são obtidos
omo:
c∗1 =

∫

[ω ∗ (Iu)](y)dy
∫

[ω ∗ u](y)dy

c∗2 =

∫

[ω ∗ (I(1− u))](y)dy
∫

[ω ∗ (1− u)](y)dy
(6.8)92



6 Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almenteonde estas 
onvoluções, 
riam aproximações suaves para as regiões da imagem utilizando asfunções de pertinên
ia u e (1− u) 
omo medidas de 
erteza asso
iadas. Por isso, diz-se que c1e c2 são médias ponderadas de suas respe
tivas 
omponentes suaves.O pro
esso de minimização do fun
ional de energia da Eq. (6.5) o
orre 
omo nos métodosnão-supervisionados Competição entre Regiões Fuzzy apresentados no Capítulo 5:1. Ini
ialize u de maneira aleatória, de tal forma que u(x) ∈ [0, 1] para todo x ∈ Ω;2. Enquanto u não al
ançar o estado esta
ionário, faça1.1. Mantendo-se u �xo, 
al
ule valores para c∗1 e c∗2 utilizando a Eq. (6.8);1.2. Mantendo-se c∗1 e c∗2 �xos, atualize a função u minimizando o fun
ional da Eq. (6.5)
om relação a u;3. A segmentação �nal é c1u + c2(1− u);No passo 1.2, o esquema de projeção dual de Chambolle é utilizado para otimizar a função
u, 
omo nos métodos Competição entre Regiões Fuzzy detalhados no Capítulo 5. Deve-seminimizar o fun
ional de energia da Eq. (5.12) em relação à u, onde a função de 
ompetição ré 
al
ulada 
omo:
r(x) = r1(x)− r2(x)

r(x) = λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− c1)
2dy − λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)− c2)
2dy

r(x) = λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)2 − 2I(x)c1 + c2
1)dy − λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(I(x)2 − 2I(x)c2 + c2
2)dy

r(x) = λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(c2
1 − c2

2)dy − 2I(x)λ

∫

y∈Ω

ω(x− y)(c1 − c2)dy

r(x) = λ[ω ∗ (c2
1 − c2

2)](x)− 2I(x)[ω ∗ (c1 − c2)](x) (6.9)O algoritmo do modelo CRCPL é des
rito abaixo, onde 
onsidera-se que o domínio Ω édis
retizado em M1 ×M2 pontos, dispostos por ΩD = [1, M1] × [1, M2], onde 
ada elemento
x ∈ Ω é representado pelo par ordenado {(i, j) ∈ ΩD|1 ≤ i ≤ M1, 1 ≤ j ≤ M2}. A janeladis
reta ω possui dimensões W1 ×W2, onde 
ada 
oe�
iente ω(w1, w2) é dado por {(w1, w2) ∈
ΩD|1 ≤ w1 ≤ W1, 1 ≤ w2 ≤ W2}. A 
onstante T se refere ao número de iterações no tempo e
N é o número de iterações no algoritmo de Chambolle.6.3 Resultados ExperimentaisNesta seção, são apresentados alguns resultados obtidos pelo modelo de segmentação pro-posto CRCPL. O objetivo dos experimentos realizados é veri�
ar a dependên
ia do modelo93
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Algoritmo 5 : CRCPL1: Ini
ialize aleatoriamente a função de pertinên
ia u0

i,j;2: Faça v0
i,j ⇐ u0

i,j;3: PARA t⇐ 0, 1, 2, ...T FAÇA4: Atualize as funções c1 e c2 de a
ordo 
om:
ct
1 ⇐

∑

i

∑

j

∑

w1

∑

w2
ωt1,t2(u

t
i−w1,j−w2

Ii−w1,j−w2)
∑

i

∑

j

∑

w1

∑

w2
ωw1,w2u

t
i−w1,j−w2

ct
2 ⇐

∑

i

∑

j

∑

w1

∑

w2
ωw1,w2[(1− ut

i−w1,j−w2
)Ii−w1,j−w2]

∑

i

∑

j

∑

w1

∑

w2
ωw1,w2(1− ut

i−w1,j−w2
)5: Cal
ule para 
ada ponto (i, j) do domínio a função 
ompetição entre regiões:

Gi,j ⇐
∑

w1

∑

w2

ωw1,w2([c
t
1]

2 − [ct
2]

2);

Hi,j ⇐
∑

w1

∑

w2

ωw1,w2(c
t
1 − ct

2);

rt
i,j ⇐ λ[Gi,j − 2Ii,jHi,j];6: Ini
ialize p0

i,j = (p1,0
i,j , p2,0

i,j )⇐ 0;7: PARA n⇐ 0, 1, 2, ...N FAÇA
p1,n+1

i,j ⇐ p1,n
i,j + τ∇(divpn

i,j − vt
i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|

p2,n+1
i,j ⇐

p2,n
i,j + τ∇(divpn

i,j − vt
i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|8: FIM PARA9: vt+1
i,j ⇐ max(min(ut

i,j − θrt
i,j, 1), 0);10: ut+1

i,j ⇐ vt+1
i,j − θdivpt+1

i,j ;11: FIM PARA
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6 Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almenteem relação às 
ondições ini
iais, a robustez em relação a ruídos e a qualidade da segmentação�nal em imagens que possuem textura. Nos experimentos serão utilizados imagens naturaissintéti
as e texturizadas, sendo algumas 
orrompidas por ruído.Os resultados obtidos pelo modelo proposto serão 
omparados 
om o método CRC [Mory eArdon, 2007℄, de Mory e Ardon tornando possível eviden
iar as vantagens em se utilizar o mo-delo proposto. Em todos os experimentos, os parâmetros θ e τ foram mantidos �xos enquantoque os parâmetros λ e σ ne
essitam ser ajustados para 
ada imagem, dependendo do nível dedi�
uldade e da quantidade de ruído existente.
(a) (b) (
) (d)
(e) (f) (g) (h)
(i) (j) (k) (l)Figura 6.3: Teste na imagem da zebra: (a) Imagem original; (b) Função u ini
ial utilizadano modelo CRC; (
) Função u após 100 iterações no modelo CRC; (d) Função 
onstante porpartes obtida pelo modelo CRC; Teste 1 (e-f-g-h) e Teste 2 (i-j-k-l): Função u em estado ini
ial,função u na iteração 10, função u �nal após 100 iterações e a função 
onstante por partes,respe
tivamente.O experimento 6.3 tem 
omo objetivo avaliar a sensibilidade do modelo 
om relação às
ondições ini
iais e sua 
apa
idade na segmentação de objetos texturizados, 
omo no 
aso dazebra. A Figura 6.3(a) mostra a imagem original. As Figuras 6.3(b) e 6.3(
) mostram afunção de pertinên
ia u ini
ial e �nal no modelo CRC, de Mory e Ardon, respe
tivamente. AFigura 6.3(d) apresenta a função 
onstante por partes obtida pelo modelo CRC. As seqüên
iasdas Figuras 6.3(e-h) e 6.3(i-l) mostram dois 
asos de teste exe
utados pelo modelo propostoCRCPL, onde a função u foi ini
ializada de maneiras diferentes em 
ada um, 
onforme asFiguras 6.3(e) e 6.3(i). As Figuras 6.3(f) e 6.3(j) ilustram os respe
tivos estados intermediáriosda função u em 
ada 
aso de teste e as Figuras 6.3(g) e 6.3(k) ilustram a função u �nal. Asfunções 
onstantes por partes de 
ada teste, 
al
uladas 
omo c1u + c2(1 − u), são mostradas95



6 Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almentenas Figuras 6.3(h) e 6.3(l).Per
ebe-se neste experimento que o modelo CRCPL 
al
ulou duas funções de pertinên
ia�nais 
om resultados bastante próximos, a partir de duas ini
ializações diferentes. Isto mostraa baixa sensibilidade do modelo 
om as 
ondições ini
iais, devido ao seu fun
ional de energiaser 
onvexo. Além disso, o modelo proposto uniu as listras bran
as e petras da zebra 
omo umaúni
a região, diferentemente dos outros modelos que as separaram em duas regiões distintas.Isto se deve ao emprego de análise lo
al no pro
esso de 
ompetição entre as regiões da imagem.A Figura 6.4(a) apresenta uma imagem de um fotógrafo e o objetivo é 
omparar os resul-tados obtidos pelo modelo CRCPL 
om outros métodos baseados na té
ni
a Competição entreRegiões Fuzzy: CRC, modelos fuzzy não-paramétri
os CRFNP e CRFNPL, estes dois últimosdes
ritos na Seção 5.6. A Figura 6.4(b) ilustra a função de pertinên
ia u no instante ini
ialde tempo para os modelos CRCPL e CRC. A Figura 6.4(
) apresenta o resultado obtido pelomodelo CRCPL (lo
al), enquanto que a Figura 6.4(d) ilustra o resultado obtido pelo modeloCRC. As soluções 
al
uladas pelos modelos Competição entre Regiões Fuzzy baseadas nos méto-dos não-paramétri
os global e lo
al são mostradas nas Figuras 6.4(e) e 6.4(f), respe
tivamente.Foram exe
utadas 300 iterações no tempo nos modelos CRC e CRCPL e o parâmetro λ foi�xado em 0, 005. No modelo proposto, o desvio-padrão σ foi �xado em 0, 01.O modelo CRCPL obteve um resultado similar em relação ao resultado 
al
ulado pelo mo-delo não-paramétri
o lo
al, onde é importante desta
ar que este último faz 
ál
ulos 
omputa
i-onalmente 
aros, 
omo 
onvoluções e estimativa de densidade. Além disso, o modelo propostoapresentou resultados superiores ao modelo CRC, que dete
tou erroneamente alguns pontos dagrama 
omo perten
entes à região representada pelo fotógrafo, e ao modelo paramétri
o global,que não identi�
ou as pernas do fotógrafo 
orretamente.O experimento mostrado pela Figura 6.5 se refere a uma imagem sintéti
a e ruidosa de umtabuleiro 
ontendo dois padrões distintos, dado pela Figura 6.5(a) . A Figura 6.5(b) representaa função de pertinên
ia u ini
ial utilizada em ambos os modelos. As Figuras 6.5(
) e 6.5(d)apresentam os resultado obtidos pelos modelos CRCPL e CRC, respe
tivamente. Neste teste,para ambos os modelos, foram exe
utadas 300 iterações no tempo e o parâmetro λ = 0, 005.No modelo proposto, o desvio-padrão σ foi �xado em 0, 1.Note que o modelo proposto foi 
apaz de separar 
orretamente o tabuleiro do fundo daimagem, além de apresentar robustez ao ruído, o que não o
orreu no modelo CRC.A Figura 6.6(a) mostra uma imagem natural de uma bola de sinu
a 
orrompida por ruído,
ujo objetivo é segmentá-la, in
lusive 
om o 
ír
ulo bran
o interno. A Figura 6.6(b) se refereà função de pertinên
ia u em estado ini
ial para ambos os modelos. A Figura 6.6(
) apresentao resultado obtido pelo modelo proposto CRCPL, enquanto que a Figura 6.6(d) ilustra o re-sultados obtido pelo modelo CRC. Pode-se observar que no modelo proposto, toda a bola desinu
a foi identi�
ada 
omo uma úni
a região, diferentemente do outro modelo, onde somentea intensidade preta foi 
onsiderada 
omo uma úni
a região.96



6 Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almente
(a) (
) (e)
(b) (d) (f)Figura 6.4: Imagem de um fotógrafo (256×256): (a) Imagem original; (b) Função u ini
ial uti-lizada pelos modelos CRCPL e CRC; (
-d-e-f) Função u obtida pelo modelo proposto CRCPL,CRC, CRFNP e CRFNPL, respe
tivamente.

(a) (b) (
) (d)Figura 6.5: Teste em imagem ruidosa (256×256): (a) Imagem original; (b) Função de pertinên-
ia u; (
) Função de pertinên
ia fuzzy u obtida pelo modelo CRCPL; (d) Função de pertinên
iafuzzy obtida pelo modelo CRC.Neste teste, os parâmetros utilizados foram λ = 0, 0001 para ambos os modelos, e σ = 0, 1na janela ω da equação (6.2) do modelo proposto. Foram exe
utadas 200 iterações para ambosos modelos.Na Figura 6.7, é apresentado 
aso de segmentação de uma imagem natural de um avião-
aça,dado pela Figura 6.7(a). A Figura 6.7(b) mostra a função de pertinên
ia u ini
ial utilizada emambos os modelos. A Figura 6.7(
) apresenta o resultado obtido pelo modelo proposto CRCPLe a Figura 6.7(d) mostra a solução 
al
ulada pelo modelo CRC. Os parâmetros utilizados foram
λ = 0, 005 para ambos os modelos e no modelo proposto, o desvio-padrão σ da janela ω foi�xado em 0, 03. Em ambos os modelos, foram exe
utadas 100 iterações no tempo.Veri�
a-se nos resultados que o modelo proposto apresentou uma segmentação sem bura
os97



6 Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almente
(a) (b) (
) (d)Figura 6.6: Teste 
om imagem de uma bola de sinu
a 
om ruído: (a) Imagem original; (b)Função de pertinên
ia u (
) Função de pertinên
ia fuzzy u obtida pelo modelo proposto; (d)Função de pertinên
ia fuzzy obtida pelo modelo CRC.internos, representando 
orretamente o avião-
aça, diferentemente do modelo Competição entreRegiões Constantes.
(a) (b) (
) (d)Figura 6.7: Teste em uma imagem natural (320 × 200): (a) Imagem original; (b) Função depertinên
ia fuzzy u em estado ini
ial; (
) Função u obtida pelo modelo proposto CRCPL; (d)Função u 
al
ulada pelo modelo CRC.A Figura 6.8(a) apresenta uma imagem natural extraída da base de dados Berkeley Seg-mentation Dataset [Martin et al., 2001℄ e a meta é segmentar o 
ír
ulo 
entral. A Figura 6.8(b)ilustra a função de pertinên
ia u ini
ializada para ambos os modelos. A Figura 6.8(
) mostraa função de pertinên
ia fuzzy u �nal 
al
ulada pelo modelo CRCPL. A Figura 6.8(d) ilustraa função de pertinên
ia u �nal obtida pelo modelo CRC. Para ambos os métodos, λ = 0, 005e para o modelo proposto, o desvio-padrão σ da janela ω foi �xado em 0, 06. Em ambos osmodelos, foram exe
utadas 150 iterações no tempo.Este resultado mostra 
laramente a vantagem em se utilizar uma análise lo
al em imagensque possuem texura. Alguns pontos que estão no fundo da imagem possuem intensidades se-melhantes às intensidades da textura do 
ír
ulo 
entral e que em métodos de análise global,tais pontos podem ser erroneamente segmentados, 
omo relatado no experimento. Mas 
omose tratam de pontos isolados, 
ujos vizinhos possuem intensidade mais altas que 
ara
terizama textura do fundo, o 
ál
ulo do grau de pertinên
ia de 
ada ponto do domínio é in�uen
iadopela ponderação de seus pontos vizinhos, tornando possível identi�
ar 
om maior pre
isão ofundo da imagem.A Figura 6.9(a) mostra uma imagem sintéti
a 
onstruída utilizando-se duas texturas dis-tintas da base de dados Brodatz [Brodatz, 1956℄. A Figura 6.9(b) representa a função de98



6 Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almente
(a) (b) (
) (d)Figura 6.8: Teste em imagem natural (481 × 321) [Martin et al., 2001℄: (a) Imagem original;(b) Função u em estado ini
ial; (
) Função u �nal obtida pelo modelo proposto CRCPL; (d)Função u �nal 
al
ulada pelo modelo CRC.pertinên
ia u ini
ial utilizada em ambos os modelos. As Figuras 6.9(
) e 6.9(d) apresentam osresultado obtidos pelos modelos proposto CRCPL e CRC, respe
tivamente. Neste teste, paraambos os modelos, foram exe
utadas 100 iterações no tempo e o parâmetro λ = 0, 005. Nomodelo proposto, o desvio-padrão σ foi �xado em 0, 1.O resultado obtido pelo modelo proposto apresenta o objeto 
orretamente segmentado,enquanto que a função de pertinên
ia u 
al
ulada pelo modelo CRC possui diversos pontoserroneamente segmentados. Assim, ressalta-se a importân
ia em se 
onsiderar uma vizinhançaponderada para determinar o grau de pertinên
ia de 
ada ponto do domínio para imagenstexturizadas.
(a) (b) (
) (d)Figura 6.9: Imagem sintéti
a texturizada (256 × 256): (a) Imagem original; (b) Função depertinên
ia u em estado ini
ial; (
) Função u �nal 
al
ulada pelo modelo CRCPL; (d) Funçãode pertinên
ia u �nal obtida pelo modelo CRC.Outro teste envolvendo uma imagem texturizada é mostrado na Figura 6.10. A imagem dadapela Figura 6.10(a) foi 
onstruída utilizando-se das texturas da base de dados Brodatz [Brodatz,1956℄. A Figura 6.10(b) ilustra a função de pertinên
ia u em estado ini
ial utilizada em ambosos modelos. A Figura 6.10(
) apresenta a função de pertinên
ia u em estado �nal no modeloproposto CRCPL após 150 iterações no tempo e a Figura 6.10(d) se refere ao resultado obtidopelo modelo CRC. Os parâmetros foram �xados 
omo λ = 0, 01 em ambos os modelos e parao modelo proposto, o desvio-padrão σ foi �xado em 0, 04.Pelos resultados apresentados, enfatiza-se o fato de que o modelo proposto segmentou 
orre-tamente o 
ír
ulo 
entral devido ao uso de análise lo
al, enquanto que o modelo CRC identi�
ou99



6 Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almenteum 
ír
ulo 
om pequenos bura
os e o fundo 
om listras, que possuem intensidades similares àtextura do 
ír
ulo.
(a) (b) (
) (d)Figura 6.10: Imagem 
onstruída utilizando texturas de Brodatz [Brodatz, 1956℄ (256 × 256):(a) Imagem original; (b) Função de pertinên
ia u em estado ini
ial; (
) Função u �nal 
al
uladapelo modelo CRCPL; (d) Função de pertinên
ia u �nal obtida pelo modelo CRC.O experimento da Figura 6.11 apresenta a segmentação de uma lesão em uma imagemmamográ�
a, representada pela Figura 6.11(a). A Figura 6.11(b) representa a função de per-tinên
ia u ini
ial. As Figuras 6.11(
) e 6.11(d) apresentam a função u em estado intermediárioe após 100 iterações, respe
tivamente. A Figura 6.11(e) mostra o apenas a 
ontorno da lesãoobtido após sua extração pelo método de Cres
imento de Regiões. A Figura 6.11(f) ilustra o
ontorno feito pelo espe
ialista, indi
ando a 
orreta lo
alização das fronteiras da lesão. Nesteteste, os parâmetros λ e σ foram ajustados para 0, 05.Por este resultado, veri�
a-se que o modelo proposto pode ser e�
ientemente apli
ado àsegmentação de imagens médi
as, pois o 
ontorno obtido é similar ao 
ontorno feito pelo espe-
ialista em radiologia.De um modo geral, os resultados mostraram que o modelo proposto CRCPL mostrou sere�
az na segmentação de imagens 
ujos objetos apresentam textura. No entanto, algumaslimitações podem ser identi�
adas, 
omo o alto 
usto 
omputa
ional referente às operaçõesde 
onvolução e em alguns 
asos espe
í�
os, quando o objeto de interesse na imagem possuiestruturas de diferentes tamanhos, 
omo a zebra na Figura 6.3, 
ujas pernas e 
auda são menoresdo que o tron
o. Neste último 
aso, o resultado �nal da segmentação pode apresentar distorçõesnestas estruturas menores, 
omo mostra a dilatação das pernas e na 
auda da zebra visto queo valor do desvio-padrão é o mesmo para toda a imagem.6.4 Considerações FinaisNeste 
apítulo, foi proposto um método de segmentação de imagens para duas regiões queintroduz uma abordagem lo
al para o modelo Competição entre Regiões Constantes, utilizando
omo prin
ípio e motivação a idéia de análise de vizinhaça por meio de uma função janela. Omodelo proposto tem 
omo objetivo fazer a 
ompetição entre as regiões em uma determinadavizinhança da imagem, 
omo também 
al
ular as médias dos pontos das regiões 
onsiderando100



6 Competição entre Regiões Constantes Ponderada Lo
almente
(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figura 6.11: Imagem médi
a (512×512): (a) Imagem original; (b) Função de pertinên
ia u emestado ini
ial; (
) Função u na iteração 10; (d) Função u após 100 iterações obtida pelo modeloproposto; (e) Contorno da lesão 
al
ulado a partir da função u �nal; (f) Contorno feito peloespe
ialista.uma ponderação sobre a vizinhança em relação à 
ada ponto do domínio. Os experimentosmostraram que a modi�
ação proposta é robusta na presença de ruídos e em imagens que pos-suem detalhes que 
ara
terizam textura. Além disso, seu fun
ional de energia é 
onvexo emrelação à função u, resultando em baixa sensibilidade em relação às 
ondições ini
iais e umpro
esso de 
onvergên
ia estável.No próximo Capítulo, será apresentado um modelo que se trata de uma modi�
ação da té
-ni
a Competição entre Regiões Fuzzy Supervisionado para uma abordagem não-supervisionada.Nesta proposta, a representação da região é feita por distribuições Gaussianas, sendo, portanto,mais 
omplexa 
omparada às 
onstantes utilizadas na modi��
ação proposta neste Capítulo.

101



Capítulo
7Competição entre Regiões FuzzyNão-Supervisionada Utilizando Distribuições deProbabilidade

Foram vistos até o presente momento duas abordagens pelas quais um modelo de segmenta-ção pode ser formulado: supervisionada e não-supervisionada. Nos problemas de segmentaçãode imagens, o que difere um paradigma supervisionado de um não-supervisionado é a maneirapela qual as informações que 
ara
terizam as regiões da imagem são obtidas. No 
aso de umasegmentação supervisionada, esta informação é previamente 
onhe
ida antes do pro
esso desegmentação, enquanto que na segmentação não-supervisionada tal informação é adquirida node
orrer deste pro
esso.Alguns dos modelos de segmentação não-supervisionados baseados no método Competiçãoentre Regiões Fuzzy vistos até o presente momento, 
omo o Competição entre Regiões Constan-tes (CRC) e Competição entre Regiões Suaves (CRS), representam as regiões da imagem por
onstantes e funções suaves por partes, respe
tivamente. Uma 
ara
terísti
a 
omum à estesmétodos se refere ao fato de otimizarem estas referidas representações durante o pro
esso desegmentação. Embora seja uma estratégia simples, tais modelos assumem que as regiões daimagem devem ser homogêneas ou que possuam uma leve variação na intensidade. Na práti
a,isto pode ser um limitante para o modelo, visto que nem todas as imagens possuem regiõeshomogêneas, ou suave por partes.Como foi visto na Seção 5.3, Mory e Ardon desenvolveram um modelo de segmentação su-pervisionado, denominado Competição entre Regiões Fuzzy Supervisionado (CRFS), que possuiuma abordagem estatísti
a para representação das regiões da imagem. Apesar de ser um modelo102



7 Competição entre Regiões Fuzzy Não-Supervisionada Utilizando Distribuições de Probabilidadeadequado para a segmentação de imagens naturais e texturizadas, é ne
essário extrair amostrasda imagem para determinar previamente as informações estatísti
as das regiões da imagem aserem utilizadas no pro
esso de segmentação. Tal fato pode restringir a apli
ação do métodona práti
a, pois ne
essita-se de um agente externo para 
onduzir uma parte da segmentação.Tais limitações para os modelos de segmentação baseados no Competição entre RegiõesFuzzy inspiraram o desenvolvimento do método apresentado neste Capítulo. Em linhas gerais,a modi�
ação proposta possui uma abordagem não-supervisionada e utiliza distribuições deprobabilidade para aproximar as regiões da imagem e para 
oordenar o pro
esso de 
ompetiçãoentre as regiões.A organização deste Capítulo para des
rever a modi�
ação proposta o
orrerá da seguintemaneira: A Seção 7.1 apresenta as razões pelo qual motivaram o desenvolvimento deste modeloe trabalhos rela
ionados que utilizam abordagens rela
ionadas. A Seção 7.2 des
reve a meto-dologia utilizada para formular uma abordagem não-supervisionada e que aproxima as regiõesda imagem por distribuições de probabilidade. A Seção 7.3 mostra alguns resultados obtidospela modi�
ação proposta e os 
ompara 
om o método Competição entre Regiões Constantes deMory e Ardon. A Seção 7.4 apresenta as 
onsiderações �nais relativas à modi�
ação proposta.7.1 MotivaçãoNa Seção 5.3, foi des
rito o modelo de segmentação supervisionado CRFS, que emprega umafunção erro que é formulada utilizando as informações estatísti
as das regiões de uma imagem
I : Ω ⊂ R

2 → R no fun
ional do método Competição entre Regiões Fuzzy. Tal função erro ébaseada no prin
ípio de probabilidade máxima a posteriori [Geman e Geman, 1984℄ e é dadapor:
r(x) = −λ log(Pi(I(x)|αi)) ∀x ∈ Ω.Mory e Ardon derivaram o modelo CRFS utilizando-se a função erro a
ima, onde os parâ-metros αi são 
onhe
idos a priori e 
om isso a segmentação é obtida apenas pela otimização dofun
ional 
om relação à função de pertinên
ia fuzzy u a partir de valores já determinados paraestes parâmetros. É por esta razão que este modelo 
al
ula soluções globais que independemda ini
ialização de u.No modelo CRFS, os parâmetros α são obtidos utilizando-se informações estatísti
as deamostras extraídas do objeto e do fundo da imagem por meio de um agente externo ao modelode segmentação, fazendo 
om que o pro
esso de segmentação não seja totalmente automá-ti
o. Isto pode limitar a apli
abilidade do modelo na práti
a, vista a ne
essidade de ter quese amostrar 
ada região da imagem que se quer segmentar. Além disso, o resultado �nal dasegmentação é altamente dependente da qualidade das amostras extraídas, pois os parâmetrosuma vez 
al
ulados, não são alterados durante o pro
esso de segmentação. Isto signi�
a que asamostras extraídas podem não ser representativas o su�
iente para aproximar adequadamente103



7 Competição entre Regiões Fuzzy Não-Supervisionada Utilizando Distribuições de Probabilidadeuma determinada região da imagem.Alternativamente, alguns métodos não-supervisionados e que utilizam uma modelagem es-tatísti
a sobre as regiões da imagem foram propostos. É o 
aso do modelo baseado em funçõesLevel Sets de Cremers [Cremers et al., 2007℄, onde uma função level set é dire
ionada às bordasdo objeto da imagem por meio de funções de densidade de probabilidade (fdp's) que são 
al
u-ladas durante sua evolução. No entanto, por se tratar de uma abordagem baseada no MétodoLevel Set, algumas limitações são observadas, 
omo o lento pro
esso de 
onvergên
ia, a ne
es-sidade de re-ini
ialização da 
urva dinâmi
a e sensibilidade do referido método 
om relação àposição ini
ial desta 
urva.O uso de um modelo 
om abordagem soft minimiza alguns destes problemas. Como foi vistona Seção 3.4.3, Bar
elos et al. [Bar
elos et al., 2009b℄ [Bar
elos et al., 2009a℄ formularam ummodelo de segmentação que se baseia no modelo Soft Mumford-Shah de Shen [Shen, 2006℄ aoaproximar 
ada região da imagem por uma função Gaussiana. Embora o modelo de Bar
elos etal. apresentou resultados mais satisfatórios em 
omparação ao modelo de Shen, seu fun
ionalde energia é não-
onvexo e a solução obtida depende das 
ondições ini
iais estabele
idas antesdo pro
esso de segmentação. Uma alternativa é utilizar a té
ni
a não-paramétri
a Competiçãoentre Regiões Fuzzy, denominada CRFNP e proposta por Mory et al. 
omo des
rito na Seção5.6, onde fdp's não-paramétri
as são estimadas por meio da té
ni
a Janelas de Parzen [Parzen,1979℄ enquanto o
orre o pro
esso de segmentação. No entanto, este modelo de Mory e Ardoné 
omputa
ionalmente elevado, uma vez que a estimação destas fdp's envolve a análise sobretodo o domínio de intensidades da imagem.Embora os modelos de segmentação CRC e CRS propostos por Mory e Ardon apresentemuma melhor performan
e 
omparados à té
ni
a CRFNP, existem algumas di�
uldades no quese refere à segmentação de imagens naturais e texturizadas. Estes modelos assumem que asregiões da imagem são homogêneas ou que possuem suaves variações na intensidade para re-presentarem as regiões da imagem por valores 
onstantes ou funções suaves, respe
tivamente.Estas representações não são adequadas para 
ara
terizar adequedamente uma textura ou umpadrão mais so�sti
ado que 
onstitui uma região da imagem.Desta maneira, será apresentado na próxima Seção um modelo de segmentação baseadona té
ni
a Competição entre Regiões Fuzzy que modela estatisti
amente as regiões da ima-gem por distribuições de probabilidade, 
omo no modelo CRFS, e que possui o paradigmanão-supervisionado des
rito nos modelos CRC e CRS. A idéia deste modi�
ação proposta emrelação aos modelos de Mory e Ardon é utilizar estas distribuições de probabilidade para guiarpro
edimento de 
ompetição entre as regiões meio de teste de log-verossimilhança, estimado-asno de
orrer do pro
esso de segmentação. Com isso, evita-se que o resultado �nal seja 
om-pletamente diferente da segmentação esperada, o que pode o
orrer no modelo CRFS, ondeuma amostragem pou
o representativa das regiões da imagem pode levar a um resultado in-satisfatório, uma vez que as distribuições de probabilidade não são alteradas no pro
esso de104



7 Competição entre Regiões Fuzzy Não-Supervisionada Utilizando Distribuições de Probabilidadesegmentação.7.2 Modelo PropostoConforme dito anteriormente, a modi�
ação proposta 
onsiste em des
rever 
ada região daimagem por uma distribuição de probabilidade. Isto pode ser feito utilizando-se a função errodo modelo CRFS, dada por
r(x) = −λ log(Pi(I(x)|αi)), (7.1)onde a família de funções de densidade de probabilidade Pi(I|αi) são 
onhe
idas a priori.Substituindo-se a função erro da Eq. (7.1) no fun
ional da Eq. (5.3), obtém-se:

FCRFNS(u, α) =

∫

Ω

g|∇u| − λ

∫

Ω

u(x) log(P1(I(x)|α1))dx

− λ

∫

Ω

(1− u(x)) log(P2(I(x)|α2))dx (7.2)onde assume-se que as funções de densidade de probabilidade Pi(I|αi) são distribuições Gaus-sianas 
ujos parâmetros são αi = {µi, σi}, dado que µi e σi são a média e o desvio-padrão daregião i, respe
tivamente. Esta modi�
ação proposta é denominada Competição entre RegiõesFuzzy Não-Supervisionada (CRFNS).Observa-se que utilizando-se Gaussianas para representar as distribuições de probabilidade
Pi no fun
ional da Eq. (7.2), a modi�
ação proposta é um 
aso parti
ular e simpli�
ado daformulação varia
ional desenvolvida por Bar
elos et al. 
onsiderando-se duas regiões, 
omomostra a Seção 3.4.3. No entanto, o fun
ional de energia da modi�
ação proposta, dado pelaEq. (7.2), é 
onvexo, sendo possível a obtenção de soluções lo
ais fra
amente dependente daini
ialização da função u.O fun
ional da Eq. (7.2) é minimizado 
onsiderando-se a otimização dos parâmetros αe u em su
essivas etapas exe
utadas alternadamente. Primeiramente, a função u é mantida�xa e os parâmetros α determinados de a
ordo 
om as Equações de Euler-Lagrange. Depois,mantendo-se α �xo, minimiza-se o fun
ional da Eq. (7.2) em relação à u.Os valores ótimos dos parâmetros α1 = {µ1, σ1} e α2 = {µ2, σ2} são obtidos 
al
ulando-se asEquações de Euler-Lagrange do fun
ional da Eq. (7.2) em relação a 
ada um dos parâmetros.Os valores ótimos para as médias µ1 e µ2 são dados por:

µ∗
1 =

∫

I(x)u(x)dx
∫

u(x)dx
µ∗

2 =

∫

I(x)(1− u(x))dx
∫

(1− u(x))dx
. (7.3)Por sua vez, os valores ótimos para os desvios padrão σ1 e σ2 são:105
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σ∗

1 =

√

∫

u(x)(I(x)− µ1)2dx
∫

u(x)dx

σ∗
2 =

√

∫

(1− u(x))(I(x)− µ2)2dx
∫

(1− u(x))dx
, (7.4)em que as funções de pertinên
ia u e (1−u) são as medidas de 
erteza de 
ada região. Quandoos desvios-padrões σ1 e σ2 são previamente 
onhe
idos e são iguais (σ1 = σ2), isto é, apenas asmédias µ1 e µ2 são otimizadas, a função erro ri = −λ log(Pi(I|{µi, σi})) pode-se reduzir para aforma ri = λi(I − µi)

2 [Mory et al., 2007℄, que é a função erro utilizada na té
ni
a Chan-Vesepara segmentar imagens 
om regiões homogêneas.A função de pertinên
ia u pode ser otimizada por meio das Equações de Euler-Lagrangeasso
iadas 
om um esquema de evolução 
omo foi mostrado na Eq. (5.11). Alternativamente,o esquema de projeção dual de Chambolle pode ser empregado para a determinação da função
u, 
omo des
rito na Seção 5.2. Nesta última estratégia, utiliza-se a função de 
ompetição
r = λ log(P2/P1) no fun
ional da Eq. (5.12) que aproxima o fun
ional da Eq. (7.2).Em linhas gerais, o problema de minimização da Eq. (7.2) pode ser resolvido de a
ordo 
omo algoritmo abaixo:1. Ini
ializa-se a função de pertinên
ia u aleatoriamente;2. Enquanto u não al
ançar o estado esta
ionário, faça(a) Mantendo-se u �xo, 
al
ule valores ótimos para µ1 e µ2 pelas Eqs. (7.3), e σ1 e σ2utilizando as Eqs. (7.4). A seguir, determine as distribuições de probabilidade Gaus-sianas P1 e P2 de a
ordo 
om a Eq. (2.26) utilizando-se os respe
tivos parâmetros
al
ulados;(b) Mantendo-se {µ1,σ1} e {µ2,σ2} �xos, atualiza-se a função de pertinên
ia u utilizandoo esquema gradiente des
endente 
omo mostra a Eq. (5.11). Alternativamente, oesquema de projeção dual de Chambolle pode ser empregado para a determinaçãoda função u, 
omo des
rito na Seção 5.2. Nesta última estratégia, de�ne-se a funçãode 
ompetição 
omo r = λ log(P2/P1);As soluções obtidas pelo modelo CRFNS são fra
amente dependentes da ini
ialização dafunção u, pois os parâmetros α no instante ini
ial de tempo são 
al
ulados 
om base nessa fun-ção u ini
ial e são otimizados durante o pro
esso de segmentação, de a
ordo 
om as mudançaso
orridas na função u.O algoritmo da modi�
ação proposta CRFNS é des
rito abaixo, onde o domínio Ω é dis-
retizado em M1 ×M2 pontos, dispostos por ΩD = [1, M1]× [1, M2], onde 
ada ponto x ∈ Ω é106



7 Competição entre Regiões Fuzzy Não-Supervisionada Utilizando Distribuições de Probabilidaderepresentado pelo par ordenado {(i, j) ∈ ΩD|1 ≤ i ≤M1, 1 ≤ j ≤M2}. A 
onstante T se refereao número de iterações no tempo e N é o número de iterações no algoritmo de ponto �xo deChambolle.7.3 ResultadosNesta Seção, a modi�
ação proposta CRFNS é validada utilizando-se de imagens naturaisda base de dados Berkeley Segmentation Dataset [Martin et al., 2001℄ e uma imagem ruidosa.O objetivo é mostrar a e�
iên
ia do método na segmentação de imagens que possuem texturae regiões 
om intensidades heterogêneas. Para isso, os resultados obtidos pelo modelo propostoserão 
omparados 
om o modelo CRC, que possui natureza não-supervisionada. Além disso,é apresentado uma 
omparação de resultado entre o modelo proposto e o modelo CRFS, poisambos são baseados em abordagem estatísti
a.Para todos os experimentos, os parâmetros θ, τ e o número de iterações no algoritmo deponto �xo de Chambolle N foram mantidos �xos. Seus valores �xados 
omo θ = 0, 15, τ = 0, 1e N = 10. Os parâmetros λ e β (função g da Eq. (5.12)) devem ser ajustados para 
adaimagem e serão indi
ados em 
ada um dos experimentos.A Figura 7.1 apresenta um experimento onde deseja-se segmentar a zebra e veri�
ar a sen-sibilidade do método em relação à ini
ialização da função u. A Figura 7.1(a) mostra a imagemoriginal e a Figura 7.1(b) a imagem re
onstruída IREC a partir da função de pertinên
ia u de-terminada pelo modelo proposto (IREC = Iu). As sequên
ias das Figuras 7.1(
-e-g) e 7.1(d-f-h)des
revem dois 
asos de teste onde a função u foi ini
ializada distintamente em 
ada um. AsFiguras 7.1(
-d) ilustram as funções de pertinên
ia no instante ini
ial de tempo para 
ada umdos testes. As Figuras 7.1(e-f) ilustram as funções de pertinên
ia no estado intermediário,enquanto que as Figuras 7.1(g-h) mostram a função de pertinên
ia u �nal após 500 e 3000iterações, respe
tivamente. Os parâmetros utilizados foram λ = 0, 25 e β = 0, 00025.Pode-ser observar que a partir de duas ini
ializações 
ompletamente distintas, dois resul-tados �nais semelhantes foram obtidos pelo modi�
ação proposta. No entanto, ini
ializaçõesmais distantes da solução ideal gastam mais iterações até 
hegar à função de pertinên
ia u �nal,visto que 
om a ini
ialização do segundo 
aso foram ne
essárias 3000 iterações.O experimento mostrado na Figura 7.2 também avalia a dependên
ia do modelo CRFNS
om relação à ini
ialização da função de pertinên
ia. As Figuras 7.2(a) e 7.2(b) ilustram aimagem original e sua re
onstrução a partir da função de pertinên
ia u obtida pelo modeloCRFNS. As sequên
ias das Figuras 7.2(
-e-g) e 7.2(d-f-h) apresentam os dois testes realizados,igualmente organizados 
omo no exemplo anterior. O número de iterações para a primeiraini
ialização foi de 400, enquanto que para a segunda ini
ialização foi de 1500. Os parâmetrosutilizados foram: λ = 0, 25 e β = 0, 0001.A Figura 7.3 apresenta uma 
omparação de resultados entre o resultado obtido pela mo-di�
ação proposta CRFNS 
om os modelos CRFS e CRC, estudados nas Seções 5.3 e 5.4,107
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Algoritmo 6 : CRFNS1: Ini
ialize aleatoriamente a função de pertinên
ia u0

i,j;2: Faça v0
i,j ⇐ u0

i,j;3: PARA t⇐ 0, 1, 2, ...T FAÇA4: Cal
ule a média e o desvio padrão para 
ada região da imagem:
µt

1 ⇐
∑

i

∑

j Ii,jui,j
∑

i

∑

j ui,j
µt

2 ⇐
∑

i

∑

j Ii,j(1− ui,j)
∑

i

∑

j(1− ui,j)

σt
1 ⇐

√

∑

i

∑

j ui,j(Ii,j − µ1)2

∑

i

∑

j ui,j

σt
2 ⇐

√

∑

i

∑

j(1− ui,j)(Ii,j − µ2)2

∑

i

∑

j(1− ui,j)5: Cal
ule as distribuições Gaussianas para 
ada região
(P1)

t
i,j ⇐

1

σt
1

√
2π

exp
(

− (Ii,j − µt
1)

2

2(σt
1)

2

)

(P2)
t
i,j ⇐

1

σt
2

√
2π

exp
(

− (Ii,j − µt
2)

2

2(σt
2)

2

)6: Cal
ule para 
ada ponto (i, j) de ΩD a função 
ompetição entre regiões:
rt
i,j ⇐ λ log

(

(P2)
t
i,j

(P1)
t
i,j

)7: Ini
ialize p0
i,j = (p1,0

i,j , p2,0
i,j )⇐ 0;8: PARA n ⇐ 0, 1, 2, ... N FAÇA
p1,n+1

i,j ⇐
p1,n

i,j + τ∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|

p2,n+1
i,j ⇐ p2,n

i,j + τ∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)

1 + τ |∇(divpn
i,j − vt

i,j/θ)|9: FIM PARA10: vt+1
i,j ⇐ max(min(ut

i,j − θrt
i,j, 1), 0);11: ut+1

i,j ⇐ vt+1
i,j − θdivpt+1

i,j ;12: FIM PARA
108



7 Competição entre Regiões Fuzzy Não-Supervisionada Utilizando Distribuições de Probabilidade
(a) (
) (e) (g)
(b) (d) (f) (h)Figura 7.1: Teste na imagem da zebra no modelo CRFNS: (a) Imagem original; (b) Segmen-tação resultante. Dois 
asos de teste distintos (
-e-g) e (d-f-h): função u ini
ial - função uintermediária - função u �nal.

(a) (
) (e) (g)
(b) (d) (f) (h)Figura 7.2: Imagem de um bar
o (481 × 321) [Martin et al., 2001℄: (a) Imagem original; (b)Imagem re
onstruída a partir da função u �nal; Dois 
asos de teste: (
-e-g) e (d-f-h), Função uini
ial - Função u em estado intermediário - Função u �nal.respe
tivamente, utilizando a Figura 7.1(a) 
omo a imagem a ser segmentada. As Figuras7.3(b) e 7.3(
) apresentam os resultados obtidos pelos modelos CRC e CRFS, respe
tivamente.A Figura 7.3(d) ilustra o resultado obtido pelo modelo CRFNS. Foi utilizada a função u ini
ialmostrada na Figura 7.1(d) para os três modelos.109



7 Competição entre Regiões Fuzzy Não-Supervisionada Utilizando Distribuições de ProbabilidadeEmbora o resultado obtido pelo modelo CRFNS tenha apresentado alguma informação quenão seja a zebra, por exemplo, sua sombra projetada na grama, deve-se levar em 
onsideraçãoque nenhuma informação dos parâmetros das regiões foram dadas a priori. Vale ainda salien-tar que, se uma amostra não for su�
ientemente representativa, o resultado da segmentaçãopelo modelo CRFS pode ser insatisfatório, o que não a
onte
e 
om o método CRFNS, pois osparâmetros vão de ajustando no de
orrer do pro
esso de segmentação.
(a) (b) (
) (d)Figura 7.3: Comparação (a) Imagem original; (b) Função u obtida pelo modelo CRC; (
)Função u determinada pelo modelo CRFS; (d) Resultado obtido pelo modelo CRFNS.Na Figura 7.4, é des
rito um experimento exe
utado em uma imagem ruidosa. O objetivo éveri�
ar a robustez do modelo na segmentação de imagens ruidosas. A Figura 7.4(a) mostra aimagem original. A Figura 7.4(b) ilustra a função de pertinên
ia u em estado ini
ial de tempo.A Figura 7.4(
) se refere à função u na iteração 30 e a Figura 7.4(d) a função u �nal após 400iterações. As Figuras 7.4(e) e 7.4(f) apresentam os resultados obtidos pelos modelos CRC epelo 
lássi
o Chan-Vese, respe
tivamente. O modelo CRFNS apresentou ser robusto ao ruídopresente na imagem, tanto que obteve um resultado similar ao determinado pelo modelo CRCe bastante superior ao obtido pelo modelo Chan-Vese. Os parâmetros utilizados foram λ = 1 e

β = 0.A Figura 7.5 mostra outro exemplo de segmentação de uma imagem natural onde objetiva-sesegmentar as es
ulturas. A Figura 7.5(a) ilustra a imagem original. As Figuras 7.5(b), 7.5(
) e7.5(d) mostram a função de pertinên
ia u em estado ini
ial, intermediário e após 300 iterações,respe
tivamente. A função de pertinên
ia obtida pelo modelo CRC é mostrada na Figura 7.5(e).Por este experimento, é importante salientar a pre
isão na segmentação do modelo CRFNS
omparado do modelo CRC, que deformou bastante as formas das es
ulturas na imagem. Nesteexperimento, os parâmetros foram �xados 
omo λ = 0, 3 e β = 0, 0001.A Figura 7.6 apresenta uma imagem de uma pantera, onde o fundo possui grande variaçãona intensidade. A Figura 7.6(a) mostra a imagem original. A Figura 7.6(b) se refere à função uno instante ini
ial de tempo. As Figuras 7.6(
) e 7.6(d) apresentam a função de pertinên
ia unas iterações 200 e 1500 (�nal), respe
tivamente. A Figura 7.5(e) mostra o resultado obtido pelomodelo CRC. Já a Figura 7.5(f) ilustra a imagem re
onstruída IREC = Iu a partir da função
u �nal mostrada na Figura 7.6(d). Como o modelo CRC assume que as regiões da imagempossuem intensidades homogêneas, a segmentação do fundo �
ou 
omprometida, visto que asvariações de intensidade são abruptas nesta região. Por sua vez, o modelo CRFNS segmentou110
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(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figura 7.4: Imagem ruidosa na modi�
ação proposta CRFNS (300×300): (a) Imagem original;(b) Função u ini
ial; (
) Função u na iteração 30; (d) Função u obtida pelo modelo CRFNS; (e)Resultado �nal obtido pelo modelo CRC; (f) Resultado obtido pelo modelo Chan-Vese (Funçãolevel set φ < 0).

(a) (b) (
) (d) (e)Figura 7.5: Imagem de uma es
ultura (481× 321) [Martin et al., 2001℄: (a) Imagem original;(b) Função u em instante ini
ial de tempo; (
) Função u em estado intermediário; (d) Função
u �nal após 300 iterações; (e) Função u obtida pelo modelo CRC.
orretamente a pantera da imagem, justi�
ando a e�
á
ia do modelo nestas situações. Osparametros utilizados para este experimento foram �xados em λ = 0, 05 e β = 0, 0005.A Figura 7.7 é um difí
il problema de segmentação, onde o objeto e o fundo possuemintensidades semelhantes. Nesta imagem, deve-se segmentar a 
obra e a areia da imagem. AFigura 7.7(b) ilustra a função u em estado ini
ial. A função u em estado intermediário detempo (iteração 20) é apresentada na Figura 7.7(
) e a Figura 7.7(d) mostra a função u �nalapós 700 iterações no tempo. A Figura 7.7(e) apresenta a função u obtida pelo modelo CRC.A imagem re
onstruída IREC = Iu a partir da função u da Figura 7.7(d) é ilustrada na Figura111
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(a) (b) (
)mh
(d) (e) (f)Figura 7.6: Foto de uma pantera (321 × 481) [Martin et al., 2001℄: (a) Imagem original; (b)Função u em instante ini
ial de tempo; (
) Função u em estado intermediário; (d) Função u�nal após 1500 iterações; (e) Função u obtida pelo modelo CRC; (f) Imagem re
onstruída IREC .7.7(f). Pode-se veri�
ar que a 
obra foi segmentada 
orretamente, enquanto que no modeloCRC a segmentação falhou. Neste experimento, os parâmetros foram �xados em λ = 0, 4 e

β = 0, 005.
(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figura 7.7: Imagem de uma 
obra (321× 481) [Martin et al., 2001℄: (a) Imagem original; (b)Função u em instante ini
ial de tempo; (
) Função u em estado intermediário; (d) Função u�nal após 700 iterações; (e) Função u obtida pelo modelo CRC; (f) Imagem re
onstruída IREC .112



7 Competição entre Regiões Fuzzy Não-Supervisionada Utilizando Distribuições de ProbabilidadeAs Figuras 7.8, 7.9, 7.10 e 7.11 apresentam exemplos de imagens naturais que foram avali-adas na modi�
ação proposta CRFNS. Nestas Figuras, as representadas por (a) apresentam aimagem original. As funções de pertinên
ia u em estado ini
ial são mostradas nas �guras (b) de
ada exemplo. Seus respe
tivos estados intermediário e �nal são ilustradas nas imagens repre-sentadas por (
) e (d). As Figuras nomeadas por (e), são mostrados os resultados obtidos pelomodelo CRC e as Figuras denotadas por (f) se referem às imagens re
onstruídas IREC = Iu.Em linhas gerais, desta
a-se a 
apa
idade do modelo em segmentar textura 
omparando-seaos modelos não-supervisionados baseados no método Competição entre Regiões Fuzzy, 
omotambém a pre
isão que se 
onsegue obter em imagens 
ujos objetos possuem duas intensidadesbem homogêneas, 
omo no 
aso das Figuras 7.8 e 7.11.
(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figura 7.8: Imagem de um elefante (321 × 481) [Martin et al., 2001℄: (a) Imagem original;(b) Função u em instante ini
ial de tempo; (
) Função u em estado intermediário; (d) Função

u �nal após 1000 iterações; (e) Função u obtida pelo modelo CRC; (f) Imagem re
onstruída
IREC . Parâmetros foram �xados 
omo: λ = 0, 075, β = 0, 001.7.4 Considerações FinaisNeste Capítulo, foi des
rito um modelo de segmentação não-supervisionado baseado no mé-todo Competição entre Regiões Fuzzy que utiliza distribuições de probabilidade. Diferentementedos outros métodos não-supervisionados Competição entre Regiões Fuzzy, os quais aproximamas regiões da imagem 
onstantes ou funções suaves, a modi�
ação proposta CRFNS aproximaas regiões da imagem por distribuições de probabilidade. Como resultado, imagens naturaise texturizadas podem ser e�
ientemente segmentadas devido ao modelo estatísti
o adotado,ao 
ontrário dos outros métodos que assumem que as regiões da imagem são homogêneas naintensidade ou que variam levemente na intensidade.113
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(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figura 7.9: Imagem de um tigre (321 × 481) [Martin et al., 2001℄: (a) Imagem original; (b)Ini
ialização da função u; (
) Função u em estado intermediário; (d) Função u �nal após 500iterações; (e) Função u obtida pelo modelo CRC; (f) Imagem re
onstruída IREC . Parâmetrosforam �xados 
omo: λ = 0, 25, β = 0, 0001.
(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figura 7.10: Imagem de um avião (321× 481) [Martin et al., 2001℄: (a) Imagem original; (b)Função u ini
ial; (
) Função u em estado intermediário; (d) Função u em estado �nal após 400iterações; (e) Resultado obtido pelo modelo CRC; (f) Imagem re
onstruída IREC . Parâmetrosforam �xados 
omo: λ = 0, 25, β = 0, 0075.No modelo CRFNS, as distribuições de probabilidade são utilizadas no pro
esso de 
ompe-tição entre as regiões para um teste de log-verossimilhança e são otimizadas enquanto o
orre114
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(a) (b) (
)
(d) (e) (f)Figura 7.11: Imagem de um pássaro (321× 481) [Martin et al., 2001℄: (a) Imagem original; (b)Função u ini
ial; (
) Função u em estado intermediário; (d) Função u em estado �nal após 1200iterações; (e) Resultado obtido pelo modelo CRC; (f) Imagem re
onstruída a partir da função

u obtida pelo modelo CRFNS. Parâmetros foram �xados 
omo: λ = 0, 1, β = 0, 00025.o pro
esso de segmentação. O fun
ional de energia proposto é 
onvexo e foi veri�
ado que éfra
amente sensível em relação às 
ondições ini
iais. Os experimentos realizados demonstraramque a modi�
ação proposta CRFNS apresentou uma boa pre
isão na segmentação de imagensnaturais e que resultados pare
idos 
om o modelo supervisionado, que também utiliza a mesmaabordagem estatisti
a, além de ser robusto a ruído 
omo os outros métodos não-supervisionadosCompetição entre Regiões Fuzzy.No próximo Capítulo, será mostrado uma proposta para extensão do método Competiçãoentre Regiões Fuzzy para a segmentação em várias regiões. A abordagem de segmentação emvárias regiões ainda foi pou
o estudada utilizando-se a metodologia Competição entre RegiõesFuzzy por se tratar de uma formulação bastante 
omplexa 
omparada à segmentação de duasregiões.
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Capítulo
8Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy

Os modelos varia
ionais vistos até o presente momento limitam-se apenas a segmentar ima-gens em apenas duas regiões. No entanto, existem diversas imagens digitais que são 
onstituídaspor diversas regiões, 
omo as ilustradas na Figura 8.1.

(a) (b) (
)Figura 8.1: Exemplo de imagens 
onstituídas de várias regiões.A apli
abilidade de modelos para a segmentação em duas regiões em imagens 
onstituídaspor várias regiões pode apresentar resultados insatisfatórios, pois estes modelos restringem suaapli
abilidade para imagens que são 
ompostas apenas por objeto e fundo. Nestes tipos de ima-gens, o ideal seria utilizar té
ni
as de segmentação que dividem a imagem em várias regiões.Por isso, objetivando-se segmentar uma imagem em N regiões (N ≥ 2), é proposto umalgoritmo baseado no método Competição entre Regiões Fuzzy, de Mory e Ardon, que possuiuma abordagem supervisionada e que des
reve as regiões da imagem estatisti
amente por meiode funções de densidade de probabilidade. A idéia é exe
utar o tradi
ional modelo Competição116



8 Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzyentre Regiões Fuzzy N − 1 vezes, onde em 
ada apli
ação do método, obtém-se uma função depertinên
ia que é transformada em uma partição hard da imagem. Ao �nal, a N -ésima partiçãoda imagem é obtida pelo 
omplementar da união das N − 1 partições restantes em relação atodo domínio Ω. Desta maneira, o modelo evita a o
orrên
ia de sobreposição de regiões e depontos do domínio que não perten
em à nenhuma região.Este Capítulo está organizado da seguinte maneira: A Seção 8.1 des
reve os motivos quelevaram ao desenvolvimento deste modelo de segmentação, relatando alguns trabalhos rela
io-nados existentes na literatura. Na Seção 8.2, é apresentada a metodologia seguida no desenvol-vimento do algoritmo que 
onstitui o modelo proposto. Resultados experimentais utilizando-sede imagens que possuem mais do que duas regiões são mostrados na Seção 8.3 
om o objetivode se validar o modelo proposto. Ao �nal, algumas 
on
lusões e 
onsiderações �nais sobre omodelo proposto são tratadas na Seção 8.4.8.1 MotivaçãoA maioria dos métodos varia
ionais que segmentam imagens em várias regiões foram desen-volvidos utilizando-se uma abordagem hard. Espe
i�
amente, estes métodos otimizam duasou mais funções level sets, onde as áreas internas, externas e as interse
ções destas funçõesforne
em as regiões da imagem. No entanto, surgem alguns 
ontratempos inerentes ao uso delevel sets, 
omo sensibilidade à presença de ruídos e a posição ini
ial da 
urva, a ne
essidadede reini
ialização periódi
a da função level set e o lento pro
esso de 
onvergên
ia. Neste sen-tido, estas abordagens baseadas em level sets demandam alto 
usto 
omputa
ional, o que podeinviabilizar seu uso na práti
a [Mansouri et al., 2006℄ [Lie et al., 2006℄.Além das abordagens hard, métodos soft surgem 
omo uma alternativas para a segmentaçãode uma imagem em várias regiões. O trabalho de Shen [Shen, 2006℄, estudado na Seção 3.4.1,não somente impulsionou o desenvolvimento de métodos fuzzy de segmentação em duas regiões,
omo serviu de base para outras formulações varia
ionais desenvolvidas posteriormente. Ge-ralmente, estes métodos possuem uma abordagem probabilísti
a e ne
essitam de regularizaçãopara aproximar os termos de borda da imagem.Nos métodos de segmentação em várias regiões, a maior di�
uldade 
onsiste em evitar 
omque existam pontos do domínio pertençam a mais de uma região (sobreposição de regiões) ounão pertençam à nenhuma região (região de vá
uo). Por exemplo, no modelo multi-regiõesbaseado em Level Sets de Vese e Chan [Vese e Chan, 2002℄, detalhado na Seção 3.3.4, tais di-�
uldades são superadas devido à natureza simples 
om que as 
urvas dinâmi
as são tratadas.Por sua vez, no método soft de Shen, uma estratégia mais 
omplexa foi explorada no trabalhode Shen, onde 
ertas restrições impostas sobre as N funções de pertinên
ia são 
onsideradas nopro
esso de regularização, fazendo 
om que esta di�
uldade seja automati
amente tratada.Utilizando os argumentos a
ima 
omo motivação, é apresentado neste 
apítulo um algoritmopara segmentação de imagens em várias regiões que se baseia no modelo Competição entre Re-117



8 Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzygiões Fuzzy (CRF), de Mory e Ardon, e que utiliza uma abordagem supervisionada. Como foidito anteriormente, o modelo proposto evita a o
orrên
ia de sobreposição de regiões e vá
uo,possui baixa sensibilidade em relação às 
ondições ini
iais e é 
omputa
ionalmente e�
iente,visto que algumas vantagens são herdadas do referido método de Mory e Ardon.Antes de des
rever a metodologia do modelo proposto, será brevemente explorado uma ex-tensão multi-regiões do método CRF que foi re
entemente proposto por Li et al. [Li et al.,2010℄ [Li e Ng, 2010℄.Competição entre Multi-Regiões FuzzyLi et al. propuseram em [Li et al., 2010℄ uma extensão do método CRF para a segmentaçãoem várias regiões, denominado Competição entre Multi-Regiões Fuzzy (CMRF). Por se tratarde um problema de minimização mais 
omplexo do que o 
aso de segmentação em duas regiões,Li et al. introduziram determinadas restrições para manter a 
onvexidade do fun
ional, quesão tratadas pela té
ni
a Karush-Kuhn-Tu
ker durante o pro
esso de minimização.Considere que I : Ω ⊂ R
2 → R é a imagem a ser segmentada. Tomando U = {u1, ..., uN}
omo o 
onjunto de todas as N funções de pertinên
ia, tal que ui ∈ BV (Ω)[0,1], e α =

{α1, ..., αN} sendo de�nido pelo 
onjunto dos parâmetros das regiões, o fun
ional de energiaproposto por Li et al. é dado por
FCMRF (U , α) =

N
∑

i=1

∫

Ω

|∇ui|+
N
∑

i=1

∫

Ω

uq
i (x)rαi

i (x) , (8.1)e está sujeito às restrições
N
∑

i=1

ui = 1 e 0 ≤ ui ≤ 1. (8.2)Na Eq. (8.1), rαi

i : Ω → R são funções erro que 
ara
terizam estatisti
amente as regiões daimagem em termos de suas intensidades utilizando os parâmetros αi, que podem assumir valoreses
alares, 
onstantes ou funções que variam no espaço, 
omo no modelo CRF. q é um parâmetropositivo que determina a suavização da função ui durante o pro
esso de segmentação.O fun
ional de energia da Eq. (8.1) é minimizado 
omo no modelo CRF. Primeiramente,�xa-se o 
onjunto U e 
al
ula-se o 
onjunto de parâmetros α, 
al
ulando-se as Equações deEuler-Lagrange. Em seguida, �xa-se α e atualiza-se 
ada função de pertinên
ia ui ∈ U . Liet al. exploraram o uso da função erro rαi

i = (I − ci)
2, onde αi = ci é uma 
onstante querepresenta a média das intensidades da imagem I na região i. As Equações de Euler-Lagrangedo fun
ional FMCRF em relação à ci levam a:
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8 Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy
c∗i =

∫

Ω
uq

i (x)I(x)dx
∫

Ω
uq

i (x)dx
. (8.3)Em posterior trabalho, Li et al. introduziram funções de densidade de probabilidade (fdp's)não-paramétri
as no fun
ional da Eq. (8.1) [Li e Ng, 2010℄. O objetivo foi estender o modelonão-paramétri
o baseado na 
ompetição entre regiões fuzzy de Mory e Ardon [Mory et al.,2007℄ para segmentar textura. Sabendo-se que P = {P1, ..., PN} é o 
onjunto das N fdp'snão-paramétri
as, o fun
ional de energia proposto é de�nido por:

FNPCMRF (U , P ) =
N
∑

i=1

∫

Ω

|∇ui|dx +
N
∑

i=1

λ

∫

Ω

ui log Pi(I, ui)dx , (8.4)onde Pi é estimado 
om base na té
ni
a Densidade de Janelas (Janelas de Parzen) [Parzen,1979℄ durante o pro
esso de segmentação.As funções de pertinên
ia fuzzy ui são otimizadas minimizando-se o fun
ional da Eq. (8.1)(respe
tivo fun
ional da Eq. (8.4)) pelo e�
iente esquema de projeção dual de Chambolle. Paraisso, relaxa-se a restrição (i) na Eq. (8.2) de a
ordo 
om:
uN = 1−

N−1
∑

i=1

ui, (8.5)introduz-se um 
onjunto de funções auxiliares V = {v1, ..., vN} e 
onsidera-se a seguinte apro-ximação para o fun
ional da Eq. (8.1):
F̂MFRC(U , V ) =

N−1
∑

i=1

∫

Ω

|∇vi|dx +
1

2θ

N−1
∑

i=1

∫

Ω

(vi − ui)
2dx +

N−1
∑

i=1

∫

Ω

uir , (8.6)onde a função de 
ompetição r = r1 − rN , de a
ordo 
om o fun
ional da Eq. (8.4), é dada por
r = λ log

(

PN(I, uN)

Pi(I, ui)

)

. (8.7)Pode ser visto que o pro
esso de 
ompetição é guiado por um teste de log-verossimilhança entrea região i e o fundo da imagem, representado pela região N .De a
ordo 
om Li et al. [Li et al., 2010℄, para N ≥ 3, o modelo CMRF é sensível àini
ialização, porém 
al
ula soluções globais e apresenta estabilidade no 
ál
ulo da soluçãonuméri
a. Além disso, ressalta-se a importân
ia de se ini
ializar as N funções de pertinên
iade tal forma que as restrições na Eq. (8.2) sejam satisfeitas.119



8 Competição Seletiva entre Multi-Regiões FuzzyNa Seção seguinte, será apresentado o modelo proposto, que determina uma função depertinên
ia por vez ao exe
utar o modelo CRF N−1 vezes ao invés de otimizar simultaneamenteas N funções de pertinên
ia, 
omo o
orre no método de Li et al..8.2 Modelo PropostoNesta seção, é apresentado o algoritmo Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy(CSMRF) que possui uma abordagem supervisionada e um 
ritério proveniente da estatís-ti
a Bayesiana para des
rever as regiões da imagem. Espe
i�
amente, 
ada região da imagemé representada por uma fdp, que são estimadas 
om base nos parâmetros estatísti
os extraídosde amostras das respe
tivas regiões da imagem. Estas FDP's, juntamente 
om os parâmetros,são previamente 
onhe
idos antes do pro
esso de segmentação, que 
onsiste na determinaçãode 
ada partição da imagem.O objetivo do modelo proposto é segmentar o domíno Ω de uma imagem I em N regiões,
ada uma sendo representada por uma partição hard, de maneira que
Ω = ∪N

i=0Ωi e Ωi ∩ Ωj = ∅. (8.8)de�nindo-se Ω0 = ∅.A idéia por trás do modelo proposto é exe
utar o método CRF para duas regiões N − 1vezes, determinando-se uma função de pertinên
ia fuzzy por vez. Em 
ada passo i (para i =

1, ..., N − 1), a função ui 
al
ulada no domínio Ω\ ∪i−1
j=0 Ωj é transformada em uma partiçãohard por meio de uma limiarização. A N-ésima partição hard é 
al
ulada 
omo o 
omplementodo 
onjunto formado pela união das outras N − 1 partições hard 
om relação a Ω. Com isso, opro
esso de segmentação do modelo proposto é soft, enquanto que o resultado �nal é hard.Em outras palavras, primeiro determina-se as funções u1 e (1 − u1) utilizando o modeloCRF, onde u1 é a função de pertinên
ia da primeira região e (1−u1) é a pertinên
ia do �fundo�em relação à primeira região. Este �fundo� da primeira região é 
omposto por N − 1 regiões asquais possuem diferentes fdp's. No entanto, somente uma FDP será utilizada para representaro fundo da imagem, para que um teste de log-verossimilhança de
ida se um ponto perten
e àprimeira região ou ao seu referido fundo. Depois de determinar estas funções de pertinên
ia,a função u1 é limiarizada para se obter a partição Ω1. Agora, as funções u2 e (1 − u2) são
al
uladas somente nos pontos do domínio que não perten
em à partição Ω1, isto é, em Ω\Ω1).Apli
ando este mesmo pro
edimento des
rito para determinar a segunda região Ω2, a função

u3 é 
al
ulada nos pontos do domínio que não perten
em às partições Ω1 ou Ω2, isto é, em
Ω\(Ω1 ∪ Ω2). Este pro
esso é repetido até que a partição ΩN−1 seja obtida. Ao �nal, A
N-ésima partição hard é 
al
ulada 
omo:
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8 Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy
ΩN = Ω\ ∪N−1

i=0 Ωi. (8.9)Pode ser visto que as restrições dadas pela Eq. (8.8) são satisfeitas, uma vez que todos ospontos do domínio possuírão um úni
o rótulo de região após a determinação das N partições.O pro
esso de segmentação a
ima pode ser formulado 
omo a minimização de N − 1 fun-
ionais de energia, onde 
ada pro
edimento de minimização tem 
omo meta determinar umafunção de pertinên
ia fuzzy ui, para i = 1, ..., N − 1. O algoritmo do modelo proposto 
onsisteem minimizar N − 1 fun
ionais de energia:
Fi(ui) =

∫

Ω′

i

g|∇ui|+
∫

Ω′

i

ui(x)rαi

i (x)dx +

∫

Ω′

i

(1− ui(x))rsi
(x)dx , (8.10)onde rαi

i (x) é uma função erro de�nida 
omo no método Competição entre Regiões Fuzzy (CRF).
α é o 
onjunto de parâmetros das regiões, que é de�nido 
omo {α1, ..., αN}. Ω′

i é um subdomínioda imagem I, onde o
orrerá a 
ompetição para a determinação da função de pertinên
ia ui.Para i = 1, ..., N − 1, este subdomínio é obtido de a
ordo 
om
Ω′

i = Ω\ ∪i−1
j=0 Ωj (8.11)sabendo-se que Ω0 = ∅ e

Ωi = {x ∈ Ω′
i|ui(x) > T} (8.12)é uma limiariazação spbre a função de pertinên
ia ui utilizando um limiar T (0 ≤ T ≤ 1) queforne
e a partição hard que 
ontém os pontos do domínio que perten
em à região i. Valorespróximos a 1 para T impli
am na des
onsideração de in
ertezas razoáveis da função de perti-nên
ia ui. Neste trabalho, o valor utilizado foi 0, 5.Como men
ionado anteriormente, o modelo proposto representa as regiões da imagempor distribuições de probabilidade. Desta maneira, utilizando-se a função erro ri(x)αi =

−λ log(Pi(I(x)|αi)), a função erro referente à região do fundo rsi
é formulada de modo quea região i sempre 
ompete 
om a região j que possui a maior probabilidade dentre as demaisregiões, 
onsiderando-se 
ada ponto do domínio individualmente. Neste sentido, rsi

pode seres
rita de a
ordo 
om
rsi

(x) = −λ log(Ps(I(x)|αs))) (8.13)121



8 Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzyonde
s = arg maxj=i+1,...,N(Pj(I(x)|αj)). (8.14)Seguindo os modelos estatísti
os formulados até agora, as distribuições de probabilidade Pi sãoGaussianas, dadas pela Eq. (2.26), no qual os parâmetros da região αi = {µi, σi} são a média

µi e o desvio padrão σi da amostra extraída da região i antes do pro
esso de segmentação,respe
tivamente.O fun
ional de energia da Eq. (8.10) é minimizado em relação à ui utilizando-se o algoritmode projeção dual de Chambolle, 
omo no modelo CRF. Portanto, seguindo a estratégia apresen-tada por Bresson [Bresson et al., 2007℄, 
onsidera-se a seguinte aproximação para o fun
ionalda Eq. (8.10):
min

(ui,vi)∈BV (Ω′

i)[0,1]

{

FMAP (ui, vi) =

∫

Ω′

i

g|∇ui|+
1

2θ

∫

Ω′

i

|ui − vi|2 +

∫

Ω′

i

rvi + ρν(vi)

}

, (8.15)sabendo-se que vi é uma função auxiliar que aproxima a função ui, ν(ε) = max(0, |2ε− 1| − 1),
ρ > 1

2
|r|∞ e θ é um valor su�
ientemente pequeno para que o par minimizador (u∗, v∗) sejaquase idênti
o em relação a norma L2. A função de 
ompetição r = ri − rsi

pode ser rees
ritasimpli�
adamente 
omo
r(x) = λ log

(

Ps(I(x)|αs)

Pi(I(x)|αi)

)

. (8.16)o que difere da função de 
ompetição do modelo CMRF de Li et al., onde a 
ompetição o
orreentre a região i e a região do fundo, denotada por região N , 
omo mostra a Eq. (8.7).O fun
ional da Eq. (8.15) depende somente da função ui nos dois primeiros termos, osquais são exatamente os termos do problema de minimização resolvido por Chambolle. Logo, oalgoritmo de projeção dual de Chambolle pode ser utilizado para minimizar o fun
ional FMAP .Baseado nisso, a solução deste fun
ional é 
al
ulada exe
utando-se alternadamente su
essivasetapas de minimização sobre as funções ui e vi de a
ordo 
om:1. Mantendo-se ui �xo, determine vi:
vi = max{min{ui − θr, 1}, 0} (8.17)2. Mantendo-se vi �xo, 
al
ule a função ui:122



8 Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy
ui = vi − θdivpi (8.18)onde o vetor pi = (p1

i , p
2
i ) ∈ C1

c (Ω, Rm) pode ser 
al
ulado pelo algoritmo de ponto �xode Chambolle, iterando-se para n ≥ 0:
pi

n+1 =
pi

n + τ∇(divpi
n − v/θ)

1 + τ |∇(divpi
n − v/θ)|/g (8.19)dado que pi

0 = 0, τ < 1/8 garante a estabilidade numéri
a do esquema. A função g é
al
ulada 
omo:
g(|∇I|) =

1

1 + β|∇I|2 (8.20)Finalmente, o algoritmo do modelo proposto é des
rito pelas seguintes etapas abaixo:1. Extraia amostras de 
ada região da imagem e 
al
ule os parâmetros α1, ..., αN ;2. Estime as distribuições de probabilidade Gaussianas P1, ..., PN ;3. Ω0 ← ∅;4. Para i = 1, ..., N − 1, faça(i.) Cal
ule Ω′
i de a
ordo 
om a Eq. (8.11);(ii.) Determine a função de 
ompetição r pela Eq. (8.16);(iii.) Cal
ule a função ui pela minimização do fun
ional da Eq. (8.15) para todo x ∈ Ω′

i;(iv.) Obtenha a partição hard Ωi utilizando a Eq. (8.12);5. Determine a partição ΩN pela Eq. (8.9).Neste modelo, 
ada função de pertinên
ia ui pode ser ini
ializada aleatoriamente devido àfra
a sensibilidade do modelo em relação às 
ondições ini
iais. A úni
a restrição que deve sersatisfeita para a função ui ini
ial é que ui ∈ BV (Ω′
i).Um exemplo meramente ilustrativo de um pro
esso de segmentação pelo modelo propostoCSMRF é des
rito a seguir. Suponha que desejamos segmentar a imagem da Figura 8.2(a) emtrês regiões: quadrado, triângulo e fundo.Primeiramente, devemos extrair as amostras de 
ada região da imagem, 
omo mostra aFigura 8.2(b). As janelas vermelha, verde e azul possuem intensidades do quadrado (região 1),do triângulo (região 2) e do fundo (região 3), respe
tivamente. Em seguida, 
al
ulam-se a média123



8 Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy
(a) (b)Figura 8.2: Exemplo do modelo proposto CSMRF: (a) Imagem original; (b) Amostras extraídasda imagem para as regiões 1, 2 e 3, em vermelho, verde e azul, respe
tivamente.

µi e o desvio padrão σi das intensidades de 
ada uma das amostras, obtendo-se α1 = {µ1, σ1},
α2 = {µ2, σ2} e α3 = {µ3, σ3} 
omo os parâmetros das respe
tivas regiões 1, 2 e 3. Agora,as distribuições de probabilidade P1(I|α1), P2(I|α2) e P3(I|α3) são estimadas 
om base nosparâmetros 
al
ulados.A primeira partição a ser determinada se refere à região 1. Nesta primeira rodada, a
ompetição o
orre em todos os pontos do domínioΩ, pois 
omo 
al
ulado na Eq. (8.11), Ω′

1 = Ω.A função de pertinên
ia u1 é ini
ializada 
omo mostra a Figura 8.3(a) e a função 
ompetição ré 
al
ulada 
onsiderando-se as distribuições de probabilidade de todas as 3 regiões. O pro
essode otimização da função u1 se ini
ia e a Figura 8.3(b) mostra seu estado intermediário. Após aobtenção do estado �nal da função u (após 70 iterações), ilustrada na Figura 8.3(
), a função
u1 é limiarizada 
omo na Eq. (8.12) para se determinar a partição hard Ω1, representada pelaFigura 8.3(d).Após a obtenção da partição Ω1, deve-se de�nir os pontos do domínio que irão parti
ipardo pro
esso de 
ompetição para determinação da partição da região 2. Tais pontos fazem partedo subdomínio Ω′

2, onde os pontos que perten
em à partição Ω1 não serão mais utilizados nomodelo proposto. Agora, a função r é determinada pela Eq. (8.16) 
onsiderando-se apenasas distribuições Gaussianas das regiões 2 e 3, visto que a região 1 já foi determinada. Nestemomento, a função de pertinên
ia u2 é ini
ializada 
omo ilustra a Figura 8.4(a), onde o quadradonegro se refere aos pontos da partição Ω1 que não mais parti
ipam do pro
esso de segmentação.A Figura 8.4(b) apresenta um estado intermediário da função u2 e a Figura 8.4(
) ilustra oestado �nal da função u2, que é limiarizada para se obter a partição Ω2, apresentada na Figura8.4(d).Finalmente, a região 3 é determinada 
al
ulando-se a Eq. (8.9). Assim, as imagens re
ons-truídas a partir das partições hard 
al
uladas são ilustradas na Figura 8.5.Na próxima seção, são apresentados alguns experimentos exe
utados no modelo propostoutilizando-se imagens sintéti
as texturizadas, imagens naturais e uma ruidosa.
124



8 Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy
(a) (b)
(
) (d)Figura 8.3: Primeira rodada no modelo proposto CSMRF: (a) Função u1 ini
ial; (b) Função u1em estado intermediário; (
) Função u1 �nal; (d) Partição hard obtida.
(a) (b)
(
) (d)Figura 8.4: Segunda rodada no modelo proposto CSMRF: (a) Função u2 ini
ial; (b) Função u2em estado intermediário; (
) Função u2 �nal; (d) Partição hard obtida.8.3 ResultadosNesta seção, o modelo proposto é avaliado no que se refere à performan
e e a e�
iên
iana segmentação de imagens texturizadas e naturais, e uma imagem ruidosa. Alguns resulta-dos serão 
omparados 
om o modelo Competição entre Multi-Regiões Fuzzy de Li et al. nasabordagens 
onstante por partes [Li et al., 2010℄ e em funções de densidade de probabilidade125
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Figura 8.5: Imagem re
onstruída utilizando as partições hard obtidas pelo modelo proposto.não-paramétri
as [Li e Ng, 2010℄. As funções de pertinên
ia fuzzy ui, para i = 1, ..., N − 1,foram ini
ializadas aleatoriamente, 
omo mostrado na Figura 8.3.Os parâmetros do algoritmo de ponto �xo de Chambolle foram mantidos �xos para todos osexperimentos: θ = 0.05, τ = 0.1 e o número de iterações foi ajustado para 30. Já em relaçãoaos parâmetros restantes, λ (da Eq. (8.16)) e β (da Eq. (8.20) ne
essitam ser ajustados para
ada imagem de teste.O primeiro experimento 
onsiste de uma segmentação em três regiões em uma imagem tex-turizada mostrada na Figura 8.6. O objetivo é segmentar os dois objetos e o fundo, os quaispossuem diferentes texturas. Os resultados obtidos serão 
omparados ao obtidos pelo modeloCMRF 
om FDP's não-paramétri
as de Li et al. [Li e Ng, 2010℄. A Figura 8.6(a) ilustra aimagem original e a Figura 8.6(b) ilustra as amostras extraídas das regiões, onde o quadradoazul é a amostra utilizada para 
al
ular α1, o quadrado amarelo é a amostra utilizada paradeterminar α2 e o quadrado verde se refere as amostras obtidas para determinar α3. As Fi-guras 8.6(
), 8.6(e) e 8.6(g) apresentam as três regiões da imagem re
onstruídas utilizando-seas partições Ω1, Ω2 e Ω3 obtidas pelo modelo CMFRS. As Figuras 8.6(d) e 8.6(f) ilustram asfunções de pertinên
ia fuzzy u1 e u2, respe
tivamente, e a Figure 8.6(h) mostra a segmentação�nal 
al
ulada pelo modelo CMRF de Li et al.. Pode ser visto que as três regiões texturizadasforam 
orretamente segmentadas e estão similares 
omparadas às regiões obtidas pelo modeloCMRF. Os parâmetros foram �xados 
omo: λ = 0.5, β = 0 e 600 iterações no tempo para
al
ular 
ada partição.A segmentação de uma imagem ruidosa em quatro regiões é mostrada no experimento daFigura 8.7. O objetivo é veri�
ar se o modelo é robusto em relação ao ruído e 
omparar osresultados obtidos pelo modelo proposto CSMRF 
om o modelo CMRF de Li et al. quandose utiliza a função erro rci

i = (I − ci)
2. A Figura 8.7(b) representa as amostras extraídas daimagem original, indi
adas pelas intensidades que estão 
ontidas no interior de 
ada quadrado
olorido, que são úteis para o 
ál
ulo dos parâmetros α. As Figuras 8.7(
-d-e-f) ilustram ospontos que perten
em às partições hard obtidas pelo modelo proposto e as Figuras 8.7(g-h-i-j)apresentam as funções de pertinên
ia obtidas pelo modelo CMRF de Li et al.. Os parâmetrosforam �xados em: λ = 0, 5, β = 0 e 1000 iterações foram exe
utadas para determinar 
adapartição. Pode-se veri�
ar que o modelo proposto apresentou robustez ao ruído presente naimagem original e resultados semelhantes foram 
al
ulados 
omparando-se 
om o modelo de Li126
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(a) (
) (e) (g)
(b) (d) (f) (h)Figura 8.6: Imagem texturizada para segmentação em três regiões (200 × 200): (a) Imagemoriginal; (b) Amostras extraídas (quadrados 
oloridos) utilizadas para 
al
ular os parâmetros

α para o modelo CSMRF; (
-e-g) Regiões re
onstruídas da imagem utilizando as partições Ω1,
Ω2 e Ω3, respe
tivamente; (d-f-h) Funções u1 e u2, e a segmentação �nal obtida pelo modeloCMRF não-paramétri
o de Li [Li e Ng, 2010℄.et al..A Figura 8.8 apresenta um exemplo de uma segmentação de uma imagem natural da base dedados Berkeley Segmentation Dataset [Martin et al., 2001℄ em três regiões. O objetivo é dividiras regiões da imagem identi�
adas pelo 
éu, pela �oresta e pelos pássaros. A Figura 8.8(a)mostra a imagem original sobreposta pelas amostras de 
ada região. Pode-se veri�
ar que asamostras foram extraídas do pássaro, do 
éu e da �oresta. As Figuras 8.8(b-
-d) ilustram asregiões da imagem re
onstruídas utilizando as partições Ω1, Ω2 and Ω3 obtidas pelo modeloproposto, respe
tivamente. Os parâmetros foram ajustados em: λ = 0, 25, β = 0, 00005 e 200iterações foram exe
utadas para determinar 
ada partição.Na Figura 8.9, um resultado obtido pela segmentação de uma imagem panorâmi
a em trêsregiões é mostrada. A Figura 8.9(a) apresenta a imagem original sobreposta pelas amostras de
ada região. As Figuras 8.9(b-
-d) representam as regiões da imagem re
onstruídas utilizandoas partições obtidas pelo modelo proposto. Neste experimento, os parâmetros foram �xados
omo: λ = 0, 35, β = 0, 0005 e 500 iterações no pro
esso de obtenção de 
ada partição hard.É importante notar que as trêss regiões da imagem foram 
orretamente segmentadas devido àdi�
uldade de identi�
ar pontos que perten
em às bordas entre os prédios e o 
éu.A Figura 8.10 apresenta uma segmentação em três regiões de uma imagem sintéti
a tex-127
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(a) (b)

(
) (d) (e) (f)
(g) (h) (i) (j)Figura 8.7: Imagem ruidosa para segmentação em quatro regiões (100 × 100): (a) Imagemoriginal; (b) Amostras extraídas (linhas dos quadrados 
oloridas) utilizadas no modelo pro-posto SMFRC; (
-d-e-f) Pontos que representam as respe
tivas partições hard Ω1, Ω2, Ω3 e

Ω4, respe
tivamente; (g-h-i-j) Funções de pertinên
ia u1, u2, u3 e u4 obtidas pelo modelo desegmentação de Li [Li et al., 2010℄.turizada 
onstruída utilizando-se as texturas da base de dados Brodatz [Brodatz, 1956℄. Cadatextura da imagem foi amostrada para o 
ál
ulo dos parâmetros α. A Figura 8.10(a) ilustraa imagem original sobreposta pelas amostras de 
ada região. As Figuras 8.10(b-
-d) os pontosdo domínio que perten
em às partições Ω1, Ω2 e Ω3, respe
tivamente, onde foram gastas 1000iterações no tempo para se obter 
ada uma destas partições. Os parâmetros utilizados foram:
λ = 0, 25 e β = 0. É importante observar a boa pre
isão da segmentação, desde que algunspontos perten
entes à textura inferior da imagem possuem intensidades bastante similares àsintensidade da textura do 
ír
ulo.Um 
aso de segmentação em quatro regiões é mostrado na Figura 8.11, onde deseja-se iden-ti�
ar 
ada das quatro texturas observadas na Figura 8.11(a). A Figura 8.11(b) des
reve opro
esso de amostragem, onde os quadrados 
om linhas vermelha, amarela, azul e bran
a sereferem às áreas amostradas de 
ada região da imagem utilizadas para 
al
ular os parâmetros128
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(a) (b) (
) (d)Figura 8.8: Imagem de um pássaro (481 × 321) para segmentação em três regiões [Martinet al., 2001℄: (a) Imagem original sobreposta pelas amostras de 
ada região; (b) Image re
ons-truída utilizando a partição Ω1; (
) Imagem re
onstruída utilizando a partição Ω2; (d) Imagere
onstruída utilizando a partição Ω3.
(a) (b)
(
) (d)Figura 8.9: Imagem panorâmi
a (300 × 225) para segmentação em três regiões: (a) Imagemoriginal sobreposta pelas amostras de 
ada região; (b-
-d) Região re
onstruída a partir daimagem original utilizando-se as partições Ω1, Ω2 e Ω3, respe
tivamente.

α1, α2, α3 e α4, respe
tivamente. As Figuras 8.11(
-d-e-f) representam os pontos do domínioque perten
em às partições Ω1, Ω2, Ω3 e Ω4 obtidas pelo modelo proposto. Neste experimento,os parâmetros foram �xados em λ = 0, 5 e β = 0 e 800 iterações foram exe
utadas para sedeterminar 
ada uma das quatro partições. Quanto maior é o número de regiões a serem seg-mentadas na imagem, maior é a di�
uldade de distinção entre ela utilizando-se as propriedades129
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(a) (b)
(
) (d)Figura 8.10: Imagem texturizada (512 × 512) para segmentação em três regiões: (a) Imagemoriginal sobreposta pelas amostras de 
ada região; (b-
-d) Pontos que representam as partições

Ω1, Ω2 e Ω3, respe
tivamente.de intensidade. Por isso, per
ebe-se a alta qualidade da segmentação que o modelo propostoobteve.As Figuras 8.12 e 8.13 apresentam a segmentação em três regiões de 
enas naturais das ima-gens da base de dados Berkeley Segmentation Dataset [Martin et al., 2001℄. As Figuras 8.12(a)e 8.13(a) mostram a imagem original 
om a amostras indi
adas pelos quadrados 
oloridos so-brepostos. As Figuras 8.12(b-
-d) e 8.13(b-
-d) ilustram as regiões da imagem re
onstruídas apartir das partições hard obtidas pelo modelo proposto. Por estes resultados, per
ebe-se que omodelo 
onsegue distinguir as três regiões das imagens devido ao uso de funções de densidadede probabilidade para des
rever estas regiões.8.4 Considerações FinaisNeste 
apítulo, foi apresentado um algoritmo para segmentação de uma imagem em váriasregiões 
om base no modelo Competição entre Regiões Fuzzy. O modelo proposto, denominadoCompetição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy, possui uma abordagem supervisionada e repre-senta as regiões da imagem por meio de distribuições de probabilidade. Com isso, o modelo é
apaz de segmentar textura e possui robustez em relação à imagens ruidosas.Basi
amente, a idéia é exe
utar o método Competição entre Regiões Fuzzy diversas vezes,onde em 
ada rodada, a função de pertinên
ia determinada é transformada em uma partição130
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(a) (
) (e)
(b) (d) (f)Figura 8.11: Imagem texturizada para segmentação em quatro regiões (512×512): (a) Imagemoriginal; (b) Amostras extraída para 
al
ular os parâmetros α1, α2 e α3; (
) Pontos da partição

Ω1 �nal após 700 iterações no tempo; (d) Pontos da partição Ω2; (e) Pontos da partição Ω3; (f)Pontos da partição Ω4.hard e os pontos desta partição são eliminados das próximas rodadas. Desta maneira, o algo-ritmo ganha em 
usto 
omputa
ional e é 
ara
terizado por possuir um pro
esso de segmentaçãosoft, enquanto que o resultado �nal é hard. Além disso, o algoritmo proposto possui fra
a sen-sibilidade em relação às 
ondições ini
iais, pois herda vantagens do modelo Competição entreRegiões Fuzzy
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(a) (b)
(
) (d)Figura 8.12: Imagem de elefantes (321× 481) para segmentação em três regiões [Martin et al.,2001℄: (a) Imagem original; (b) Região re
onstruída da imagem utilizando a partição Ω1; (
)Região re
onstruída da imagem utilizando a partição Ω2; (d) Região re
onstruída da imagemutilizando a partição Ω3; Parâmetros foram �xados 
omo λ = 0, 25 e β = 0, 0001.

(a) (
)
(b) (d)Figura 8.13: Cena natural (481× 321) para segmentação em três regiões [Martin et al., 2001℄:(a) Imagem original; (b) Região re
onstruída da imagem utilizando a partição Ω1; (
) Regiãore
onstruída da imagem utilizando a partição Ω2; (d) Região re
onstruída da imagem utilizandoa partição Ω3; Parâmetros foram �xados 
omo λ = 0, 3 e β = 0, 001.132



Capítulo
9Considerações Finais

Embora o problema de segmentação de imagens tenha 
onstantemente re
ebido diversas
ontribuições ao longo dos últimos anos, existem diversas apli
ações que 
are
em de métodospara segmentação espe
ializados ou que ainda apresentam metodologias que podem ser aper-feiçoadas. A segmentação é ainda um 
ampo do 
onhe
imento que não está 
ompletamenteresolvido e que nos próximos anos, 
ontinuará a re
eber novas propostas, 
om algoritmos 
adavez mais e�
ientes e robustos.Nesta dissertação, foi abordado o emprego de métodos de segmentação de imagens atra-vés da metodologia Competição entre Regiões Fuzzy. Em geral, estes métodos desenvolvidospossuem uma abordagem soft e possuem um fun
ional de energia 
onvexo, onde as soluçõesótimas são 
al
uladas e são fra
amente sensíveis 
om relação às 
ondições ini
iais, o que repre-senta uma vantajosa 
ara
terísti
a deste método. Além disso, a partir do referido fun
ional deenergia, diversos modelos de segmentação que se diferen
iam na maneira em que representamestatisti
amente as regiões da imagem podem ser derivados.A partir dos estudos realizados sobre os métodos varia
ionais para segmentação de imagens,sendo que de maneira detalhada o método Competição entre Regiões Fuzzy, esta dissertaçãoapresentou três 
ontribuições que são modi�
ações de alguns dos modelos já propostos porMory e Ardon, 
omo foi visto no Capítulo 5 e que podem ser úteis para a segmentação deimagens naturais e ruidosas, 
omo apresentado nos resultados dos últimos três Capítulos.A primeira modi�
ação proposta, denominada Competição entre Regiões Constantes Pon-derada Lo
almente, se baseia no modelo Competição entre Regiões Constantes de Mory e Ardone aproxima o objeto e o fundo da imagem por duas regiões de intensidades 
onstantes utili-zando 
omo prin
ípio e motivação a idéia de análise lo
al. Este modelo tem 
omo objetivofazer a 
ompetição entre as regiões em uma determinada vizinhança da imagem, 
omo também133
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al
ular as médias dos pontos das regiões 
onsiderando uma ponderação sobre a vizinhança. Osexperimentos mostraram que o modelo proposto é robusto na presença de ruídos e aumentou apre
isão da segmentação em imagens que possuem detalhes que 
ara
terizam textura.Também foi des
rito um modelo de segmentação não-supervisionado que utiliza funções dedensidade de probabilidade em sua formulação. Diferentemente dos outros métodos Competiçãoentre Regiões Fuzzy não-supervisionados, os quais aproximam as regiões da imagem 
onstantesou funções suaves, o modelo proposto aproxima as regiões da imagem por distribuições de pro-babilidade. Por isso, imagens naturais e texturizadas podem ser e�
ientemente segmentadas,ao 
ontrário dos outros métodos que assumem que as regiões da imagem são homogêneas naintensidade ou que variam levemente na intensidade. Os resultados mostraram que o modeloapresentou robustez à ruído e que imagens 
ompostas por objeto e fundo de 
enas naturaise texturizadas foram pre
isamente segmentadas. De 
erta maneira, o método 
ombinou asvantagens de uma abordagem não-supervisionada 
om uma e�
az estratégia para des
rever asregiões da imagem.Por �m, foi apresentado um algoritmo para segmentação de uma imagem em várias regiõesque possui um pro
esso de segmentação soft, mas que seu resultado �nal é hard. O modeloproposto se baseia em su
essivas exe
uções do método Competição entre Regiões Fuzzy paraduas regiões, sendo que em 
ada exe
ução, uma região da imagem é determinada. O modeloproposto, denominado Competição Seletiva entre Multi-Regiões Fuzzy, evita a o
orrên
ia desobreposição de regiões, que, de fato, representam grandes di�
uldades a serem tratadas emté
ni
as de segmentação em várias regiões. Os experimentos realizados 
om o modelo mos-traram que o modelo apresentou e�
á
ia na segmentação de textura e 
enas naturais, 
omotambém é robusto em relação à presença de ruídos nas imagens.9.1 Sugestões para Trabalhos FuturosComo trabalhos futuros, podem ser 
itadas algumas propostas:
• No modelo Competição entre Regiões Constantes Lo
almente Ponderada, apresentado noCapítulo 6, pode ser trabalhado o uso de um desvio-padrão na janela Gaussiana que podevariar dependendo de uma 
erta área da imagem. De 
erta forma, isto minimiza os efeitosindesejados de se ter um desvio-padrão global apli
ado em objetos topologi
almente eestruturalmente distintos em umamesma imagem, resultando na deterioração dos menoreselementos;
• Tornar o resultado �nal do algoritmo Competição entre Multi-Regiões Fuzzy Seletiva to-talmente fuzzy, que é uma 
ara
terísti
a de seu pro
esso de segmentação;
• Adaptar o algoritmo Competição entre Multi-Regiões Fuzzy Seletiva para uma abordagemnão-supervisionada; 134
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• Apli
ação das modi�
ações propostas em imagens médi
as, 
om o intuito de auxiliar odiagnósti
o médi
o por meio de sistemas 
omputa
ionais;
• Adaptação e apli
ação dos três modelos propostos na segmentação de imagens 
oloridas;9.2 Publi
ações
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